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1 Introduccion

Los drboles filogenéticos o filogenias son diagramas que representan las rela-
ciones evolutivas entre organismos vivos. Esta es precisamente su principal
utilidad, determinar la historia evolutiva entre los seres vivos. Por eso, tam-
bién son ampliamente utilizados en distintas ramas de la Biologia y Medic-
ina.

A manera de ejemplo, citemos el descubrimiento de un compuesto que se
utiliza en el tratamiento de algunos tipos de cdncer y que se expende con el
nombre comercial de Taxol.

Cientificos descubrieron que los arboles de tejo del Pacifico producen
Taxol, sin embargo resultaba dificil y costoso obtener una cantidad suficiente
de este compuesto a partir de este tipo de drbol como para que pueda usarse
ampliamente. No obstante, basados en las relaciones evolutivas, los bidlo-
gos esperaban que especies cercanamente relacionadas con el tejo de Pacifico
produzcan compuestos similarmente efectivos.

Afortunadamente estaban en lo correcto, se descubrié que las hojas del
tejo europeo podian usarse para producir Taxol de manera mds eficiente. [14]

El proceso de obtener filogenias a partir de informacioén obtenida de un
grupo de seres vivos es llamado Reconstruccion de Arboles Filogenéticos o Re-
construccion Filogenética y la informacién con la que se trabaja son principal-
mente secuencias de ADN o de proteinas.

Existen varios métodos para hacer Reconstruccién Filogenética, por ejem-
plo: Mdxima Parsimonia, Neighboor Joining, Mdxima Verosimilitud, Inferencia
Bayesiana, etc.

Por otro lado, el presente trabajo se centra en el estudio de los Modelos
Probabilisticos de Evolucion del ADN o Modelos Evolutivos, los cuales son la
base de los métodos estadisticos de Reconstruccion Filogenética como la in-
ferencia por Maxima Verosimilitud y la inferencia Bayesiana.

Bajo ciertas suposiciones, como se explicard en el Capitulo (2), la evolu-
cién del ADN puede modelarse por medio de una Cadena de Markov ho-
mogénea en tiempo continuo; procesos estocdsticos que se estudiardn en la
seccion (1.4).

El propésito de este estudio es crear una herramienta computacional con
la cual, a partir de un arbol filogenético y un modelo evolutivo dados,
simular secuencias de ADN. Esta tarea puede ser vista como el proceso in-
verso a la Reconstruccién, en donde se parte de un grupo de secuencias de
ADN para obtener el arbol y los parametros numéricos que conforman el
modelo evolutivo.

Entonces, se va a simular datos para distintos arboles y distintos mode-
los evolutivos. Posteriormente, como se indica en el Capitulo 6, sobre estos
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datos simulados se realizardn reconstrucciones con el método de Maxima
Verosimilitud para analizar los parametros y topologias estimados a partir
de los datos simulados.

Para alcanzar este objetivo, se estudiard las estructuras matemadticas en
las que se sustentan estos Modelos Evolutivos del ADN y sus propiedades.

Ademés, se revisard las propiedades de los Estimadores de Méxima
Verosimilitud para poder definir el método de inferencia de arboles filo-
genéticos por Méxima Verosimilitud.

Para desarrollar la herramienta computacional de simulacién de secuen-
cias de ADN, se hara uso de las facilidades que ofrece el lenguaje de pro-
gramacioén R y como un aporte extra, se presentara una aplicacion web que
permite graficar, modificar y descargar las imagenes de arboles filogenéti-
cos en distintos formatos. Aplicaciéon que también ha sido creada utilizando
librerias de R.

1.1 Descripcion del Problema

Primero veamos en qué consiste el problema de la reconstruccién de arboles
tilogenéticos. Este puede describirse de la siguiente manera:

Se tiene informacién de un conjunto de seres vivos: animales, bacterias,
plantas, etc. Informacién representada por medio de una matriz de
secuencias de ADN.

La tarea consiste en encontrar las relaciones evolutivas entre estos seres vivos,
utilizando algtin método de inferencia.

Estas relaciones evolutivas se representan por medio de un diagrama pare-
cido a un arbol cuyas hojas representan las especies de seres vivos de los
cuales se extrajo la informacién.

Los nodos padre o internos, representan a los ancestros extintos que tenfan
en comun los seres vivos estudiados.

Para ilustrar esta idea, considérense a las especies del género Canis:

e Perro doméstico Canis lupus familiaris
e Lobo comtn Canis lupus lupus
e Coyote Canis latrans

Las relaciones evolutivas entre estas tres especies de caninos se representan
en el drbol de la figura (1.1).

El nodo (1), en este ejemplo, representa al ancestro que el perro y el lobo
tenfan en comuin, mientras que el nodo (2) representa el ancestro que tenian
en comun el coyote y el nodo (1).

La pregunta ahora es:

¢ Como podemos reconstruir este drbol a partir de la informacién que se
tiene de las especies actuales?
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Coyote

)

FIGURA 1.1: Relaciones evolutivas entre el perro, lobo y coyote

Existen muchos enfoques para resolver este problema, como se indicé
en la parte introductoria de este capitulo, pero en el presente trabajo se uti-
lizardn métodos de inferencia estadistica como los métodos de Méxima Verosimil-
itud o Inferencia Bayesiana.

Por otro lado, el problema que se aborda en este trabajo es el opuesto al
de la reconstruccién de arboles filogenéticos. En este caso partimos de un
arbol filogenético fijo y lo que queremos es recuperar la matriz de secuencias
de ADN cuya evolucién ha ocurrido de acuerdo al arbol filogenético que
tenemos como dato.

Como se explica en el capitulo 2, la evolucién en las ramas de un arbol
tilogenético se modela por medio de una cadena de Markov homogénea
en tiempo continuo y como se detalla en la seccién (1.4), estas cadenas de
Markov pueden representarse por medio de una matriz generador infinites-
imal ) y de un vector de frecuencias estacionarias .

Por lo tanto, utilizando técnicas de simulacién estocéstica, se puede obtener
un conjunto de secuencias de ADN a partir de un arbol filogenético cuyas ra-
mas han evolucionado de acuerdo a una cadena de Markov homogénea en
tiempo continuo con generador () y vector de distribucién estacionaria .

En la siguiente seccion se explica brevemente qué es el ADN y como se lo
representa.

1.2 Acido Desoxirribonucleico

El ADN es un 4cido que se encuentra en el ntcleo de la mayoria de organis-
mos vivos y se compone de las siguientes moléculas:

e Deoxyribosa

e Fosfato
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Bases nitrogenadas:
3 5’ EED Adenina

Par de bases

Esqueleto
azdcar-fosfato

menor

FIGURA 1.2: Estructura de doble hélice
Fuente: es.khanacademy.org

e Cuatro bases nitrogenadas:

— Adenina, abreviado como A
— Guanina, abreviado como G
— Citocina, abreviado como C
— Timina, abreviado como T
Segun la U.S. National Library of Medicine, el ADN guarda informacién en
forma de c6digo compuesto de las cuatro bases nitrogenadas similar al orden

en el que aparecen las letras del alfabeto para formar palabras.
Las bases nitrogenadas se juntan en parejas de la siguiente forma:

AconT
G con C

En otras palabras, cada una de las bases tiene una base complementaria a la
cual se junta por medio de enlaces de puentes de hidrégeno

Estos emparejamientos hacen que la estructura del ADN tenga forma de
escalera en espiral o también conocida como doble hélice.

Estas cuatro bases pueden ser agrupadas en:

1. Purinas: Adenina y Guanina.

2. Pirimidinas: Citocina y Timina.

1.2.1 Mutaciones

Durante el proceso de multiplicaciéon del ADN, la estructura de doble hélice
del ADN se rompe y se genera dos hebras "sueltas" las cuales, posteriormente
se convertirdn en dos estructuras de doble hélice simplemente reuniendo las
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bases nitrogenadas complementarias como se explicé en la seccién anterior.
Este proceso natural de multiplicaciéon del ADN, se ejecuta de tal forma que
pocos errores se cometan en el producto [3]; es decir, cuando los padres
heredan su material genético a sus descendientes, el proceso de multipli-
cacién celular se ejecuta de tal forma que se comentan el menor niimero de
errores que puedan afectar a las crias. Considerando lo anterior, se puede
decir que una mutacién es simplemente un cambio en el ADN.

Para que exista evolucién bioldgica, debe haber variacion genética. Por
lo tanto, se puede definir a la evolucién como el cambio en al composicién
genética de una poblacién luego de sucesivas generaciones, la cual puede se
causada por seleccién natural, hibridacién, endogamia o mutacion.

Existen diferentes tipos de mutaciones asi como causas para estas mu-
taciones. En el presente trabajo se considerara tinicamente las mutaciones
conocidas como sustituciones. Estas mutaciones son simplemente el reem-
plazo de una base por otra en un determinado sitio de la secuencia de ADN.

Por ejemplo, supongamos que las siguientes son partes de las secuencias
de ADN de un padre y un hijo.

Padre: ...CTGGAG...
Hijo: ...CTGGGG...
i

Entonces, se dice que ocurrié un sustitucion en la posicion i. Esta sustitu-
cién fue de la base A a la base G.
A su vez, existen dos tipos de sustituciones:

1. Transiciones.- Cuando una purina es reemplazada por otra purina o
una pirimidina es reemplazada por otra pirimidina, es decir, los cam-
bios del tipo:

A= G o6 C <= T

2. Transversiones.- Cuando una purina es reemplazada por una
pirimidina y viceversa. Es decir, los siguientes cambios:

A <— C, G < (A <— TO6G < T

Como ya se menciond, existen otros tipos de mutaciones, por ejemplo in-
serciones, eliminaciones, etcétera; pero solo se consideraran las sustituciones
con el fin de lograr que la modelacién del proceso evolutivo sea més clara y
matematicamente tratable. [3]

1.3 Topologia de arboles filogenéticos y arboles métri-
cos

En la seccién anterior se plante6 la idea de arbol filogenético. En esta seccién
se introducird la terminologia que va a utilizarse en el presente trabajo.
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Transiciones
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Y A2
g £
o E
[ <
L [4¢]
> 7
o 5
(=]
E ~yf wf E
2 Y o

C ¢ > T

Transiciones

FIGURA 1.3: Tipos de sustituciones

ONNG

FIGURA 1.4: Ejemplo de grafo

La definicién de "arbol" en Anadlisis Filogenético es la misma que se le
asigna a este concepto en Teoria de Grafos, siendo el drbol un tipo particular
de grafo que tiene ciertas caracteristicas.

Definicion 1.1 (Grafo). Un grafo G es un par ordenado G = (V, E), compuesto
por un conjunto finito V' cuyos elementos son llamados vértices o nodos y un con-
junto E de pares ordenados o no ordenados de V. Si los elementos de E son pares
ordenados, estos son llamados arcos y el grafo G es llamado grafo dirigido; por otro
lado, si los elementos de E son pares no ordenados, estos son llamados aristas y G es
llamado grafo no dirigido.

Ejemplo1.1.-ElgrafoG = (V,E)conV = {1,2,3,4} y £ = {{1,2},{1,4}{2,4}},
estd representado gréficamente en la figura (1.4)

Definicion 1.2 (Camino). Dado un grafo G = (V, E'), un camino del vértice s al
vértice t con s,t € V, es una sucesion de aristas ey, es, e, . .., e, € I tales que:
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-

FIGURA 1.5: Ejemplo de grafo conexo.

1. el extremo inicial de la primera arista e, es s,
2. el extremo final de la viltima arista e, es t y

3. el extremo final de la arista e; es el extremo inicial de la arista e;,, para todo
ie{1,2,....n}

Definicion 1.3 (Grafo conexo). Un grafo G = (V, E) se dice conexo, si para todo
par de vértices i,j € V con i # j, existe un camino que conecta i con j que no repite
vértices.

Definicion 1.4 (Ciclo). Dado un grafo G = (V, E), un ciclo sobre G es una suce-

sion de aristas ey, eq, €3, . . ., €, € E donde el extremo final de e, es el extremo inicial
de ejy1, coni € {1,2,...,n}y el extremo inicial de e, coincide con el extremo final
de e,

Ejemplo 1.2.- Considerando el grafo del ejemplo (1.1):

{1,2},{2,4} esun camino.
{1,2},{2,4},{4,1} esun ciclo.

ElgrafoG = (V,E),conV = {1,2,3,4} y E = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,4},{3,4}}
es un grafo conexo y en la figura (1.5) estd su representacion grafica.

Definicion 1.5 (Arbol). Un arbol T = (V, E) es un grafo conexo que no contiene
ciclos.

La definicion (1.5) es la que se le asigna al concepto de drbol en Matemati-
cas, especificamente en Teoria de Grafos. Antes de dar la definicién de drbol
filogenético, se presentara la clasificacion de los nodos en un arbol y la defini-
cién de drbol binario.

Definicion 1.6 (Nodos vecinos). Sean G = (V,E) un grafo s € V yv € V dos
nodos de Gi. Se dice que s y v son vecinos, si existe una arista e € E que los conecta;
es decir, si s,v € e.
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FIGURA 1.6: Ejemplo de arbol

Definicion 1.7 (Grado de un nodo). Sea G = (V, E) un grafo. El grado de un
nodo s € V, denotado (s), es la cardinalidad del conjunto de vecinos del nodo s,
denotado Ny, donde Ny, = {v € V : v es vecino de s}.

Dadas estas dos definiciones, se puede clasificar a los nodos de un &rbol
en nodos hoja y nodos internos.

Definicion 1.8. Sea T' = (V, E) un drbol y v € V un nodo de T'. Se dice que v es
un nodo interno si el grado de v, §(v) > 2. Si el grado de v es 6(v) = 1, entonces v
el llamado un nodo hoja.

En el caso de los arboles filogenéticos, las "hojas" de arbol representan los
diferentes individuos, especies, géneros, poblaciones, etcétera, generalmente
vivos y de los cuales se puede extraer informacion genética que permite hacer
la inferencia de arbol filogenético.

Se utilizard la palabra taxén o taxon (pl. taxones o taxones) para denom-
inar de manera general a los organismo o grupos de organismos de los cuales
se extrae la informacién genética. También se suele utilizar el término "unidad
taxonémica operacional”, abreviado OTU por sus siglas en inglés [Operational
Taxonomic Unit]. En el presente texto se utilizardn los términos "taxén" en sin-
gular y "taxones" en plural para referirse a los organismos que representan
las hojas del arbol filogenético.

Definicién 1.9 (Arbol binario). Un drbol T = (V, E) se dice binario, si cada nodo
interno de T tiene grado 3.

En Anélisis Filogenético, a los arboles binarios también se los suele lla-
mar estrictamente bifurcados. Esto significa que durante el proceso evolutivo
cualquier nodo interno del arbol dio lugar a tinicamente dos linajes u hojas.

Si en un arbol filogenético existen nodos internos con grado mayor que 3,
entonces se dice que este drbol tiene politomias.
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Definicién 1.10. Sea X un conjunto finito de taxones o etiquetas. Entonces un X—
arbol filogenético estd compuesto de un drbol T' = (V, E) y una funcién biyectiva
¢ X — L C V, donde L denota el conjunto de hojas de T. La funcién ¢ es
llamada funcién etiquetadora y el X—drbol también es conocido como arbol con
hojas etiquetadas.

En palabras més simples, la funcién ¢ asigna una etiqueta o un nombre a
cada uno de los taxones u hojas del arbol 7'.

Observacion 1.1. Es importante indicar que funciones etiquetadoras difer-
entes, usualmente producen arboles distintos. Esto permite distinguir dos ar-
boles por medio de su funcién ¢ en lugar de simplemente observar su forma.

Las siguientes definiciones de grado entrante y saliente de un nodo son

"

importantes para luego poder definir "arbol enraizado" y "arbol no enraizado".
Definicion 1.11. Sea D = (V, A) un grafo dirigidoy s € V un nodo de D.

e El grado entrante de s, denotado por 67 (s), es el niimero de arcos incidentes
a s; esto es, el niimero de arcos que tienen como extremo final al nodo s.

e El grado saliente de s, denotado por 6~ (s), es el niimero de arcos salientes del
nodo s; esto es, el niimero de arcos que tienen como extremo inicial al nodo s.

Antes de definir lo que es un &rbol enraizado, se dard la definiciéon de
drbol métrico.

La definicién que se presentan a continuacién esta relacionada con el con-
cepto de "largos de ramas", los cuales usualmente representan una medida

de cudnto cambio ha ocurrido entre las secuencias de los nodos (internos y
hojas) del arbol. [3].

Definicion 1.12. Un arbol métrico (7', w) estd compuesto por un drbol T (en-
raizado o no enraizado) y una funcion w : E(T) — [0, 00), que le asigna niimeros
no negativos a las ramas de T. El miimero w(e) es llamado largo o peso de la rama
e € E(T).

Si no se especifican largos de ramas para un drbol T, entonces este se conoce como
arbol topolégico.

Usualmente, a la forma del drbol se le denomina la topologia del drbol.

La funcién w o mds especificamente, los largos de ramas, son
verdaderamente importantes en el estudio de arboles filogenéticos. Estos
largos
representan el nimero esperado de mutaciones en un intervalo de tiempo,
en otras palabras.

La aclaracion anterior es necesaria porque en general es incorrecto asumir
que los largos de las ramas de un drbol filogenético representan intervalos de
tiempo. Dos ramas pueden reflejar el mismo intervalo de tiempo, pero tener
diferentes cantidades esperadas de cambio evolutivo. En otras palabras, el
largo de una rama puede estar compuesto por un multiplo r; del intervalo de
tiempo ¢;, donde el producto 7;¢; es el largo de la rama. [5]
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Definicién 1.13 (Arbol enraizado). Un drbol T? = (V, E) se dice enraizado
si cada nodo de V tiene grado entrante igual a 1, exceptuando la raiz cuyo grado
entrante es 0.

Un drbol se dice no enraizado si no es enraizado.

Un arbol enraizado es un drbol dirigido en el cual existe un nodo p a partir
del cual se puede dirigir las ramas en direccién a las hojas. Bioldégicamente
esta caracteristica le asigna un sentido a la evolucién del 4rbol, en donde
se indica que las secuencias de los taxones han evolucionado de un mismo
ancestro comun representado por el nodo p.

1.4 Cadenas de Markov en tiempo continuo

Esta seccidn es necesaria para comprender mejor el capitulo siguiente que
trata sobre modelos evolutivos, pues se va a modelar la evolucién de un
grupo de taxones por medio de una cadena de Markov en tiempo continuo
(homogénea en el tiempo).

Definicion 1.14. Una cadena de Markov en tiempo continuo con conjunto
finito de estados, es un proceso estocistico X = {X(t) : t > 0} que toma valores
en un conjunto finito S y tal que posee la propiedad de Markov; esto es, para todo
s,t > 0y para todo i, j, x(u) elementos de S, con 0 < u < s se cumple que:

P{X(t+s) = j1X(s) = 0, X(u) = x(u), 0 S u < s} = P{X(t+5) = j|X(s) (=1 Zl})

Los elementos de S son llamados estados y la propiedad de Markov se
interpreta de la siguiente forma, la probabilidad condicional del futuro X (¢ +
s), dado el presente X (s) y el pasado X(u) = x(u),0 < u < s, depende
solamente del presente y es independiente del pasado. [17]

Definicion 1.15. Una cadena de Markov en tiempo continuo {X(t) : t > 0}, se
dice homogénea en el tiempo si satisface la siquiente propiedad, para todo s,t > 0
cont > s

P{X(t) = j|X(s) = i} = P{X(t — s) = j|X(0) =i} VijeS (12

En otras palabras, una cadena de Markov es homogénea si las probabil-
idades de cambiar de un estado a otro son homogéneas en el tiempo. En el
presente trabajo, se estudiardn tinicamente cadenas con esta propiedad.

1.4.1 Tiempos exponenciales

Sea T; la cantidad de tiempo que la cadena pasa en el estado i antes de cam-
biar a otro estado. Una caracteristica de las cadenas de Markov en tiempo
continuo es que la cantidad de tiempo que el proceso pasa en el estado i
estd exponencialmente distribuida con media, digamos 1/v;, en la siguiente
seccion se explicard lo que representa v;.
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La propiedad de falta de memoria es una de las caracteristicas de las vari-
ables aleatorias exponenciales.'

Para demostrar que 7; debe tener la propiedad de falta de memoria, supong-
amos que al tiempo ¢t > 0, la cadena esta en el estado i. Entonces, el evento
{T}; > t} es equivalente al evento { X (u) = i,0 < u < t} yelevento {T; > t+e¢}
es equivalente al evento { X (u) =i,0 < u <t + €}, con e > 0. Luego,

P(T, >t+ell; >t) =P{X(u) =i,0 <u<t+¢X(u)=1i0<u<t}

ahora, por la propiedad P(ANB|A) = P(B|A), la expresion anterior es equiv-
alente a
P{X(u) =it <u<t+eX(u)=140<u<t}

por la propiedad de Markov, la expresion anterior es igual a
P{X(u) =i,t <u<t+elX(t) =1}
tinalmente, por homogeneidad en el tiempo se sigue que
P(T; >t+¢€lT; >t) =P{X(u) =14,0 <u<eX(0) =1} =P(T; > ¢)

Luego, T; es una variable aleatoria continua con la propiedad de falta de
memoria y por lo tanto 7; debe estar exponencialmente distribuida. [21]

Finalmente, notar que la cantidad de tiempo que el proceso pasa en el
estado 7 y el siguiente estado visitado, digamos j, deben ser variables aleato-
rias independientes. Pues, si el siguiente estado visitado dependiera de 7,
entonces la informacién de cuanto tiempo ha pasado el proceso en i seria
relevante para la prediccion del siguiente estado, pero esto contradice la
propiedad de Markov. [17]

1.4.2 Generador infinitesimal

Para introducir la definicién de matriz generadora infinitesimal, sea
pij(t) = P{X(t + 5) = j|X(s) = i}

la probabilidad de transicion del estado ¢ al estado j, es decir, la probabilidad
de que el proceso, presente en el estado i al tiempo s, pase al estado j luego
de un tiempo ¢.
Paracada,j € S se asigna un nimero no negativo g;;, el cual puede verse
como la tasa instantdnea a la cual la cadena cambia del estado 7 al estado j.
Sea v; la tasa a la cual el proceso estd "saliendo" del estado ¢, es decir,

i#]

!Una variable aleatoria X posee la propiedad de falta de memoria si para todo s,t > 0,

P(X >s+tX >t)=P(X >s)
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Por un lado, 1/v; es precisamente la media de la variable aleatoria 7; de la
seccion (1.4.1).

Por otro lado, como afirma LAWLER [13, p. 69-70], las probabilidades
de transicién de una cadena de Markov en tiempo continuo y homogénea,
pueden escribirse de la siguiente forma:

pi(A) = P{X(t + AF) = i|X (1) = i} = 1 — 0;At + o(At) (1.4)
Py (At) = P{X(t + At) = jIX(1) =i} = g, At + o(At) i#j  (L5)

donde At es un intervalo pequefio de tiempo y o(At) es una funcién que es
mucho més pequefia que At para un At pequeiio, es decir,

o(At)
Atlgm At

=0.

Notar que ¢;; también puede verse como: la tasa a la cual el proceso sale
de i por la probabilidad de que ocurra una transicién al estado j, esto es
Qij = ViPij (1.6)

Definicion 1.16 (Matriz de Markov). La matriz M (t) de dimension |S|x|S| cuyas
entradas (i, j) son las probabilidades de transicion p;;(t) es llamada matriz de tran-
sicién o matriz de Markov, la cual ademds es una funcion (matricial) diferenciable
ent.

Definicion 1.17 (Generador infinitesimal). La matriz Q) de dimension |S| x |S|
cuyas entradas [()];; son tales que:

Qi = {q” Sl 07 (1.7)

—v; = —) .G 0aso contrario

es llamada generador infinitesimal o simplemente generador de la cadena de
Markov en tiempo continuo. Esta matriz contiene la informacion de las tasas de
cambio de la cadena.

Notar que, gracias a la definiciéon de ¢;; y v;, la matriz () tiene las siguientes
propiedades:

GI1) [Q)i;; > 0,sii # j. Es decir, las entradas fuera de la diagonal son no
negativas.

GI2) [Q];; <0, paratodoi € S. Las entradas de la diagonal son no positivas.

GI3) >_;[Qli; = 0. Las filas de @ suman cero.

El siguiente lema serd tutil para demostrar las ecuaciones Backward de
Kolmogorov.

Lema 1.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Para todos >0yt >0

pij(t +s) = Zpik(t)pkj(5> (1.8)
k=0
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Demostracion.-. Por definicion,
pij(t +s) =P{X(t + 5)|X(0) =}

entonces, para que el proceso vaya del estado i al estado j en el tiempo
t + s, este debe haber estado en algtin estado £ al tiempo ¢.
Se sigue que, sumando por todos los posibles &

= S P{X(t+ s) = 4, X(1) = KX (0) = i}

Ahora, condicionando respecto a todos los posibles X (t) = k, la expresion
anterior es igual a la siguiente:

o0

= STP{X(t+s) = JX(1) = k, X(0) = i} + B{X(t) = FX(0) = i}

k=0

por la propiedad de Markov se sigue que

= S TB{X(t 4 5) = jIX(8) = k} * B{X (1) = K X(0) = i}

k=0

Finalmente, por homogeneidad en el tiempo se obtiene el resultado,

pij(t+s) Zpkg s)pir(t) = Zpik<t)pkj(3)
k=0

]

En el siguiente teorema se presentan las ecuaciones Backward de Kolmogorov.
La importancia de las ecuaciones Backward y Forward de Kolmogorov rad-
ica en que a través del generador infinitesimal, estas ecuaciones definen,
cada una, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Bajo las mismas
condiciones iniciales, estos sistemas de ecuaciones tienen la misma solucién
y esta puede usarse para estimar las probabilidades de transicion p;;.

Teorema 1.1 (Ecuaciones Backward de Kolmogorov). Para todo par de estados
1,7 € Sytiempost > 0,
pi(t) = Z QikPrj(t) — vipi;(t)
ki

Demostracion.-. Para demostrar este teorema se va a desarrollar la expresiéon
pij (At+t), con At > 0 pequefio. De las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,
se tiene

ng At + t szk: At pkj

Separando el término con k£ = i, se sigue
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pij (At + 1) me (At)pr; (t) + pi(At)pi; (t)

k#1
= lanAt + o(At)|pi; (1) + [1 = viAL + o(At)|p;;(1)
kit
= Z Qi Atpy;(t) + Zpk] o(At) + pij(t) — viltpi;(t) + o(At)pi;(t)
kit kit

Notar que >, px;(t) + pij(t) = 1, entonces la expresion anterior es equiva-
lente a:

pij (At +1t) — py(t Z Qi Atpy;(t) — viAlpy;(t) + o( At)
k#i
dividiendo para At > 0, se sigue que

— A (1) — v (T A=
At ;%k’p/ﬁ() Uzng( )+ At

tomando el limite cuando At — 0, se obtiene el resultado:

p;j(t) = Altl—>0 J il ; Qirprj(t) — vipij(t).

]

Como afirma TAKAHARA [21], se puede ver que el lado derecho de las
ecuaciones Backward de Kolmogorov es simplemente el producto escalar de
la i-ésima fila de () por la j—ésima columna de M (t), es decir:

[M'(#)]i; = [Q@M (t)];;

luego, las ecuaciones Backward pueden escribirse como:

M(t) = QM(t) (1.9)

Haciendo un razonamiento similar al hecho en la demostracién de las
ecuaciones Backward se pueden deducir las ecuaciones Forward de Kol-
mogorov, desarrollando p;;(t + At). Estas estdn dadas por:

Pi(t) = Zpikaj(t) — v;pij () (1.10)
ki
y en forma matricial tienen la forma,

M'(t) = M(t)Q (1.11)

Notar que las ecuaciones (1.9) y (1.11) definen sendos sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, los cuales tienen la misma condicién inicial,
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porque
pi(0) =P{X(0) =i|X(0) =i} =1

pij(0) = P{X(0) = j|X(0) =i} =0 i#j
es decir, la condicion inicial es:

M(0) =1

donde [ es la matriz identidad de dimension |S| x |S|.
Ambos sistemas de ecuaciones diferenciales con la condicién inicial ante-
rior, tienen la misma solucién y estd dada por:

M(t) = @ (1.12)
donde la expresion 9! es llamada exponencial de una matriz y se define por,

L= (tQ)™ tQ)?
I 1Qr Q)

!
— 3!

(1.13)

El exponencial de matrices es una funcién definida sobre las matrices
cuadradas que es andloga a la funcién exponencial para nimeros reales.
Ademas esta es una generalizacion de expansion en serie de Taylor para la
funcién exponencial estdndar. La serie en (1.13) converge absolutamente para
toda Q € C™"*", por lo tanto, el exponencial de () estd bien definido. [18]

La serie en (1.13) es convergente y ademds diferenciable como lo indica
WAHLEN [22] en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1. Laserie ;- , Qk,t , que define %', converge puntualmente en R.

Ademds, la funcién t — e es dzferenczable con derivada Qe®".

Demostracién. Cada elemento de Y ;o ) L * es una serie de potencias en ¢ con

coeficientes Q” . El radio de convergencia es finito, pues
Q]| &  [1QilIr*
‘ P

cuando £ — oo para todo r > 0. Por lo tanto, la serie converge puntual-
mente en R.
Para encontrar la derivada de ¢! diferenciamos término a término.

d 0 thk ) Q3t2 katk—l
— = t . -
dt; QO S T

+—=+...+

Q2 2 Q3t3 Qkfltkfl
2! 3! (k—1)! >

“afreans
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En la proposicion (1.1) se ha demostrado que la serie que define e siem-
pre converge, por esta razon una forma de aproximar e¥ para una matriz Q
fija, es calcular una serie de Taylor truncada con k términos. [18]

Si ademas @ es diagonalizable, entonces se puede escribir Q = SAS™,
donde A es una matriz diagonal compuesta por los valores propios de () y
S es una matriz cuyas columnas corresponden a los vectores propios de Q.
Luego, se puede calcular el exponencial de ) como:

e = 2 =T+ SAS 't + %SAZS—%? + ...

k=0 k=0
= Sehtg!
eMt
O 6)\2t
=5 St
0 et

1.4.3 Distribuciones estacionarias

Una par de definiciones importantes para el estudio de modelos evolutivos
son las de distribucién estacionaria y reversibilidad en el tiempo.

Definicion 1.18. Sea X = {X(t),t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo
con espacio de estados finito S, generador () y matriz de transicion M (t). Un vector
de dimension |S|, 7 = (7;)ies con m; > O paratodoi € Sy Y . .om = 1, se dice
distribucion estacionaria de X si,

T=nM(t) Vt>0 (1.14)

La relacion entre 7 y () estd dada por las llamadas ecuaciones de balance,
las cuales indican que
0=7mQ (1.15)

En efecto, m es un vector de distribucion estacionaria si y solo si,
T=7nM(t) Vt>0

7 =me V>0

<:>7T:7T(I—|—tQ+(t§2|>2+(t§2'>3+...> VvVt >0
<:>7T—7T:7T(tQ+%+(t§2—!)3+...) vVt >0

<:>O:7rz<tg‘) Vt>0

n=1
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ootn
<:>O:7TE —|7TQ Yt >0
n!
n=1

<~ 0=7Q" Vn>1
— 0=7Q

La j—ésima ecuacién de balance viene dada por

0= —U; T + Z(]Z‘jﬂ'z‘

i#]

VT = Z Qi T (116)
i#j
la cual se puede interpretar de la siguiente manera:

"La tasa a largo plazo de dejar el estado j debe ser igual a la
tasa a largo plazo de entrar al estado j." [21].

Notar que 7; es la proporciéon de tiempo que el proceso pasa en j a largo
plazo y v; es la tasa a la que el proceso esta saliendo del estado j.

Por otro lado, ¢;; es la tasa a la cual el proceso pasa del estado i a j,
entonces el producto ;q;;, es la tasa a largo plazo a la cual el proceso esta
saliendo del estado ¢ para entrar en el estado j. Para encontrar la tasa total a
largo plazo a la que el proceso entra a j sumamos sobre todos los i # j.

Finalmente, la distribucién 7 hace que el proceso sea estacionario, es de-
cir, si la distribucién de X (0) es 7, entonces la distribucién de X (¢) también
es 7 para todo ¢ > 0. En efecto, supongamos que y X (t) = j, entonces condi-
cionando para X (0) = i se tiene,

P{X(t) = j} = Y P{X(t) = jIX(0) = i}P{X(0) = i}
€S
pero P{X(0) = i} = m; porque la distribucién de X (0) es 7, luego
P{X(t) =7} = ZIP’{X = j|X(0) =i}m; = Zmpw
i€S i€S
— (M (1)

1.4.4 Reversibilidad en el tiempo

Para terminar la secciéon de cadenas de Markov en tiempo continuo presen-
tamos la propiedad de reversibilidad en el tiempo.

En el estudio de Arboles Filogenéticos, la cualidad de reversibilidad en el
tiempo de una cadena de Markov ayuda a definir Modelos Evolutivos mas
simples y con propiedades ttiles.
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Definicion 1.19. Una cadena de Markov en tiempo continuo X = {X(t),t > 0}
es reversible en el tiempo si X tiene una distribucion estacionaria  y cuando el
proceso es extendido a todos los t € R para obtener el proceso estacionario { X (t),t €
R}, entonces el proceso revertido Y = {Y(t) = X(—t),t € R}, tiene la misma
estructura probabilistica que X.

1.5 Hipétesis del Reloj Molecular

En la seccién anterior se defini6 el concepto de cadena de Markov continua y
homogénea en el tiempo. Ademds, los lemas y teoremas presentados tenfan
como supuesto que la cadena sea homogénea.

Como la evolucién de un grupo de taxones puede ser modelada por medio
de una cadena de Markov en tiempo continuo, es necesario determinar si este
proceso es homogéneo en el tiempo. Para lograr esto es necesario introducir
la hipétesis del reloj molecular.

En pocas palabras, un reloj molecular es una hipétesis que predice una tasa
constante de evolucién molecular entre especies. [2]

Esta hipétesis fue propuesta por Emile Zuckerkandl y Linus Pauling en
1965 luego de haber observado que la tasa de evolucion para proteinas como
la hemoglobina, era relativamente constante entre diferentes 6rdenes de mamiferos.
[24]

La suposiciéon de una tasa constante evolucion de proteinas y ADN, en el
tiempo y entre linajes, puede usarse para reconstruir relaciones filogenéticas
entre especies utilizando su informacién genética y métodos de inferencia
estadistica como Méxima Verosimilitud o inferencia Bayesiana.

Ademés, esta tasa constante de evoluciéon permite tener probabilidades
homogéneas de mutacién para los nucleétidos y de esta forma, suponer que
la cadena de Markov que gobierna el proceso evolutivo es homogénea en el
tiempo y que posee las propiedades presentadas en la seccién anterior.

1.5.1 Controversia

A pesar de la utilidad del reloj molecular, en especial para hacer reconstruc-
cién filogenética, esta hipétesis causé mucha controversia desde que se pro-
puso a principios de los afios 60’s.

En ese entonces lo generalmente aceptado entre evolucionistas
era lo que planteaba el Neo-Darwinismo: que la tasa de evolucién
es determinada por cambios ambientales y seleccién natural.

A finales de los afios 60’s, la Teoria Neutral de Evoluciéon Molec-
ular fue propuesta por Motoo Kimura. Esta teoria afirma que
la evolucién molecular no estd dominada por la selecciéon natu-
ral, sino por una fijacién aleatoria de mutaciones neutrales; en
otras palabras, estd dominada por mutaciones cuyos efectos en
la adaptaciéon son muy pequefios para que la seleccién natural
juegue un papel importante en su destino. De esta forma, la tasa
de evolucién molecular es igual a la tasa de mutacién neutral y es
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independiente de factores como cambios ambientales o tamafios
de las poblaciones.
Sin embargo es necesario hacer ciertas aclaraciones:

1. El reloj molecular se imagina que es estocastico y los cam-
bios moleculares se acumulan aleatoriamente de acuerdo a
un proceso de Poisson, de tal forma que se esperan fluctua-
ciones aleatorias aunque la subyacente tasa es constante en
el tiempo.

2. Diferentes genes, diferentes proteinas o diferentes regiones
del mismo gen pueden tener diferentes tasas evolutivas y
sus relojes pueden avanzar a diferentes tasas. La teoria neu-
tral explica esto de la siguiente manera, diferentes genes se
encuentra bajo diferentes restricciones evolutivas y aquellos
bajo restricciones fuertes tendrdn una proporcién mas pe-
quefa de mutaciones neutrales y por consiguiente una tasa
de evolucién menor.

3. No se espera que el reloj molecular sea universal y usual-
mente es aplicado a un grupo de especies. Por ejemplo, pode-
mos decir que el reloj se cumple para un gen dentro de los
mamiferos.

[24]

Para finalizar, dado que el objetivo del presente trabajo de titulacién es
simular modelos evolutivos a partir de un drboles dados, se supone que los
mismos satisfacen la hipétesis del reloj molecular.

Bajo este supuesto, los largos de las ramas deben verse como mediadas
de cudnta mutacién ha ocurrido y para obtener los largos de ramas, simple-
mente escalamos el intervalo de tiempo por una tasa constante de mutacion.

3]
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2 Modelos Probabilisticos de
Mutacion del ADN

Como ya se menciond en la seccién (1.4) del Capitulo 1, existen varias formas
de hacer inferencia de arboles filogenéticos ademads se hard uso de los méto-
dos que utilicen informacién proveniente del ADN de los organismos. Més
especificamente se hara uso de los métodos basados en Modelos Evolutivos.

En el presente capitulo se explicard como el proceso evolutivo en una
rama de un 4rbol filogenético puede modelarse por medio de una cadena
de Markov en tiempo continuo y homogénea.

2.1 Modelo de Markov para una rama

Para modelar la evolucién en un arbol filogenético, debemos enfocarnos en
el proceso de sustitucion de cada rama del &rbol. Por esta razén, primero se
modelard la evolucién para rama.

Supongamos que tenemos dos nodos: uno ancestral y su descendiente.
Sean S la secuencia de ADN del ancestro y S; la del descendiente que ha
evolucionado de Sy. Entonces los sitios en las secuencias Sy y S; pueden
tomar los siguientes estados:

£=1{AG,CT).

Como afirman Strimmer y von Haeseler [20], para modelar el proceso de
sustitucion en la rama que conecta S, con S; es necesario hacer las siguientes
suposiciones:

1. En cualquier sitio de una secuencia de ADN, el cambio de la base i a la
base j ocurre de manera aleatoria e independiente de la base que haya
ocupado ese sitio antes de .

2. Las tasas de sustitucién no cambian en el tiempo.

3. Las frecuencias relativas de A, G, C y T estdn en equilibrio.

De esta forma, se puede tratar a cada sitio en la secuencia de ADN como
una variable aleatoria que toma uno de estos cuatro posibles estados: A, G, C
o T. Entonces, la evolucién en la rama que conecta el ancestro con el descen-
diente, en otras palabras, la probabilidad de que un estado en la secuencia
ancestral sea reemplazado por otro en la secuencia del descendiente, puede
modelarse por medio de una cadena de Markov homogénea en tiempo con-
tinuo.
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Dezcendiente

FIGURA 2.1: Modelo de Markov para una rama.

Definicién 2.1. Se define a la matriz de tasas instantdneas de cambio (), como el
generador infinitesimal del proceso estocdstico que modela la evolucion de la secuen-
cia Sy en Sy, de acuerdo a la definicion (1.17) de la seccion (1.4).

Para secuencias de ADN, la matriz () es de dimension 4 x 4 y contiene las tasas
de cambio entre nucledtidos. Esta tiene la siquiente forma:

daa qac dac 4Ar
Q= dca d4cc dqcc  4cr
dca dcc dcc der
qra d4ra dqrc qrrT

Sea M (t) la matriz de transicién que modela el proceso en la rama que
conecta la secuencia ancestral S) con su descendiente .S y que tiene a () como
matriz de tasas. Supongamos que p; = (pa(t), pa(t), pc(t), pr(t)) es el vector
de distribucién de los estados al tiempo ¢, con ¢ = 0 para la secuencia del
ancestro, entonces la relacién entre M () y ) se obtiene al resolver el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

%Pt = pi@ 2.1)
p(0) = po
La solucion del sistema de ecuaciones (2.1) es:
P = poe® = poM (t) (2.2)

con M(t) = €'y py = p(0) es el vector de distribucion de las bases nitroge-
nadas para la secuencia del ancestro Sj.

En efecto, por la proposicion (1.1), la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden en (2.1) tiene la forma,

pr =ce?, conce R (2.3)
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Utilizando la condicién inicial y debido a que ¢?° = ¢° = [, se tiene:
p(0) = po = ce®cl

— C = Py.

Por lo tanto,
_ Qt
bt = Po€

2.2 El modelo general de sustitucion de nucleéti-
dos

Luego de haber definido el modelo de Markov para una rama, se puede
generalizar esta definicién para un arbol filogenético 7”, asignando matrices
de Markov a cada una de sus ramas.

Como indican Allman y Rhodes [3], la definicién siguiente corresponde
al modelo general de sustitucion de nucledtidos.

Definicién 2.2. Dado un drbol filogenético enraizado T* con raiz p, el Modelo
General de Markov de evolucién del ADN sobre T* consiste de los siguientes
pardmetros:

1. Un vector de distribucién de estados en laraiz p, = (pa, pa, pc, pr). Tal
que:
pa,pc,pe,pr 20 Yy patpc+pc+pr=1 (2.4)

Asumiendo que cada sitio en la cadena de ADN se comporta de manera inde-
pendiente y con idéntica distribucion, las entradas del vector p,, se interpretan
como las frecuencias con las que se observan las distintas bases nitrogenadas
en el nodo raiz p.

2. Para cada arco e = (u,v) de T*, se tiene una matriz de Markov M,(t) con
matriz de tasas (),

Notar que la matriz M esté totalmente definida por la matriz de tasas Q.

En la préctica, las matrices de Markov de un modelo evolutivo para un
arbol 77 estan relacionadas entre si y mas comtinmente se suele asumir que
todas las ramas (aristas) del drbol comparten el mismo modelo evolutivo.
Como indican Allman y Rhodes [3], el punto (2) de la definicién anterior se
puede modificar de la siguiente manera:

2a) Una matriz () cuadrada de dimension 4, cuyas entradas fuera de la
diagonal son no negativas y sus filas suman 0.

qdaAa qAac 4ac 4Aar

Q= dcAa 4ce 4cec der 2.5)
dca 4qcc d4cc qer
qra d4qrc d4rc dqrr



24

Capitulo 2. Modelos Probabilisticos de Mutacién del ADN

2b

2.3

las entradas ¢;; de () se interpretan como la tasa instantdnea de cambio
(en sustituciones en un sitio por unidad de tiempo) en la que la base ¢
es reemplazada por la base j, para i, j € £. Las entradas ¢;; pueden ser
vistas como la tasa con la que se pierden las bases ¢, por esta razén las
entradas de la diagonal de () son negativas.

Para cada arista e € 7” de largo t., se define la matriz de Markov

M, = M(t,) = e (2.6)

Suposiciones de los modelos

. Para que se satisfaga la propiedad de Markov, se supone que el tiempo

transcurre desde la raiz hacia las hojas y que las probabilidades de cam-
bio de estado en una arista dada, dependen tnicamente del estado del
ancestro inmediatamente anterior a ese nodo.

. Se supone que el proceso en una rama es independiente de los procesos

en las ramas restantes. Cualquier correlacién entre estados de las hojas
proviene unicamente del estado de su més reciente ancestro comun.

Cada sitio en las secuencias de ADN de las hojas se comporta de
manera independiente e idénticamente distribuida.

2.3.1 Distribucién de los estados en las hojas

Si se desea conocer el vector que contiene las probabilidades de observar las
cuatro bases en cualquier sitio de la secuencia del descendiente, el
procedimiento es bastante directo.

Supongamos que se conoce el vector de distribucién de la raiz y las ma-
trices de Markov que describen el proceso evolutivo en cada rama del arbol.
Entonces, como indican Allman y Rhodes [3], se tiene tres casos,

1.

2.

Arbol con una sola rama

Sip,y M. son los de la rama que conecta a la raiz p con el descendiente
S1, entonces el vector de distribucion de bases de S; es

P1 = ppMe (27)

Arbol con dos ramas sin nodos interiores

Conociendo el vector de distribucion de la raiz p y las respectivas matri-
ces de Markov relacionadas a cada rama d y e, el cdlculo de los vectores
de distribucién de bases en las hojas es también directo.

Basta calcular el producto p; = p,M, para el descendiente de la rama d
y P2 = p,M. para el descendiente de la rama e.
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FIGURA 2.2: Arbol con una rama

FIGURA 2.3: Arbol con dos ramas sin nodos internos
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FIGURA 2.4: Arbol con nodos internos

3. Arbol con mas de dos ramas y con nodos internos

En este caso, se combinan los casos anteriores, es decir, se realizan las
multiplicaciones partiendo desde la raiz p hacia "abajo" en el 4rbol como
se muestra en la figura (2.4) .

2.4 Ejemplos de modelos evolutivos

En las secciones anteriores se dedujo el Modelo General de Markov (MGM).
Anadiendo ciertas restricciones a los pardmetros de este modelo, se pueden
definir casos especiales del MGM que son muy conocidos, utilizados en la
préctica y que han sido nombrados en honor a aquellas personas que los han
desarrollado.

A continuacién se presentan algunos ejemplos.

2.4.1 El Modelo de Jukes-Cantor

Este modelo fue introducido en 1969 por Thomas Jukes y Charles P. Cantor.
Es el modelo mas restrictivo y serd abreviado por JC69.

Definicion 2.3. El modelo J[C69 consta de los siguientes pardmetros:

1. Un vector de distribucion de la raiz
pp=(1/4,1/4,1/4,1/4)

2. El modelo de Markov en tiempo continuo tiene a la matriz de tasas () de la
forma,

—a /3 a/3 a/3

|a/3 —a /3 «af3

@= a/3 a/3 —a «f3

a/3 a/3 a/3 —«

2.8)



2.4. Ejemplos de modelos evolutivos 27

Observacién 2.1. El modelo JC69 supone que la distribucion de las bases en
la raiz es equiprobable y ademas la tasa con la que ocurren los cambios es la
misma «/3.

Teorema 2.1. La matriz de Markov asociada a la matriz () en la ecuacion (2.8) del
modelo JC69 es

l—a a/3 a/3 a/3
a/3 1—a a/3 a/3
a/3 a/3 1l—a a/3
a/3 a/3 a/3 l—a

M(t) = = (2.9)
cona=a(t) =i (1 —exp{—5})

Demostracion. Para calcular e’ se utilizard el método de la diagonalizacion
de Q. Entonces Q = VAV L.

M(t) = @ = VeMy !
Primero, se calculard los valores propios de Q).
—a—\  «f3 a/3 a/3
pv=le-ai=| o ot 20 o
a/3 a/3 a3 —a—A

Sead' =a/3ysear =—3a — A\

S
Q\
Q\
Q\

~
~
~

o T o «
|Q - /\]| = | / /
o o r o«
o o o =z
r o o o o o o x o o x o
=zl = Jd|—-dld x d|+d|ld x Jd|—-d|d o =z
o o x o o =z o o =z o o o
=pAN)=1Q-MN|=a+b+c+d
a = x(x® + 20" — 3a2)
b= —d(d/2° + o — 227)
c=d' (2% — o — o/2?)
d=—ad'(a” + a'2* — 20%7)

p(\) = 2* 4+ 20%x — 302 — %2 — o + 22w

4 2,2

+2a%1 — o’ — a?2? — o™ — %2 + 20"

p(\) = 2* + 8a*r — 6a%2? — 30
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Se reemplaza z = 3a’ — A
p(A) = 3¢/ — N)* +8a%(3a/ — A) — 6a*(3a/ — \)? — 30"

p(\) = A+ 120/ 03 + 120222 + 640" )\
p(AN) = A(N? 4+ 12/ )\ + 1202\ + 640
p(A) = A\ +4a)?

A =0

4oy

A2 = —4a’ = 3

Ahora se calcula los vectores propios asociados a cada valor propio. Valor
propio asociado a A\; = 0:

—a a/3 a/3 «af/3\ [x 0
a/3 —a of3 of3| x| |0
a/3 a/3 —a a/3| x| |0
a/3 a/3 a/3 —a Ty 0
1
e = 1
v = 1
1
Valor propio asociado a Ay = — 42
—a «a/3 a/3 «/3 1 —%axl
a/3 —a «f/3 «af3 Ty | —%axg
a/3 a/3 —a /3 x3 | —%xg
a/3 a/3 «a/3 —a Ty — 2y
a o o « Ty 0
a a a o 2| |0
a a a « z3| |0
a o o o Ty 0
1
= ntrntrztry=0=—v= _11
—1
Valor propio asociado a Ay = —4&
1
1
V3 = _1

—1
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Valor propio asociado a Ay = —42
1
-1
Vg = 1
1
Luego,
1 1 0 0 0 0
1 -1 0 —% 0 0
_ — 3
V=11 Ao o -2 0
1 1 o 0 o0 -—%
Seaz = -2,
1 1 1 1 1 0 0 0 /4 1/4 1/4
_ 1 -1 1 -1 0 e 0 0 /4 —-1/4 1/4
_ . Qt __ At 1 _
ME) =" =VelV=10 1 21 210 0 er of|1a 14 —ia
1 -1 =1 1) \0 0 0 e/ \1/4 —1/4 —1/4
1/4+3e/4 1/4—e/4 1/4—e/4 1/4—ev/4
| 1/4—e"/4 1/4+3e"/4 1/4—e*/4 1/4—€"/4
1/4—e*/4 1/4—e€"/4 1/4+3e"/4 1/4—¢€"/4
1/d4—e"/4 1/4—e*/4 1/4—e"/4 1/44 3e"/4
Sea e” = 1 — 3a(t), entonces
2, 1 3 3 4 B
1/4+36/4_Z+Z_4_1X§a(t)_1 a(t)
11 4 1
1/4—6/4—1 Z+§ng(t)_a(t)/3
Por lo tanto,
1—a(t) a(t)/3 a(t)/3 a(t)/3
a(t)/3 1—a(t) a(t)/3 a(t)/3
a(t)/3  a(t)/3 1—a(t) a(t)/3
a(t)/3  a(t)/3 a(t)/3 1—a(t)
con a(t) = 3(1 — e/3). O

Observacion 2.2. a(t) es la probabilidad de que cualquier base i haya cam-
biado a cualquier otra j, 1,5 € &'

1/4

~1/4

~1/4
1/4
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Notar que el modelo JC69 asigna distribucién uniforme a las bases nitro-
genadas para todos los nodos del 4rbol, en efecto:

pp(t)‘(i’i’i’i) at)/3  a(t)/3 1-alt)
a)/3  alt)/3  a(t)/3 1—a(t)

L—a(t) a(t)/3 a(t)/3 a(t)/3
1111 a(t)/3 1—a(t) a(t)/3 a(t)/3 | _(1111
at)/3 | = (4’4’4’4)

(2.10)

para cualquier nodo p.

2.4.2 El Modelo Kimura de 2 parametros

Si se afiade un grado més de libertad /3 al MGM, se obtiene el llamado Modelo
de Kimura de dos pardmetros o Kimura-2 o simplemente K80, este modelo
fue introducido en 1980 por Motoo Kimura [9]. En este caso, se asume que
las transiciones y las transversiones ocurren con probabilidades distintas.

La matriz de tasas de cambio tiene la siguiente forma.

Sea « la tasa de sustituciones de tipo transicién y

sea  la tasa de sustituciones de tipo transversion

y a 87
ay BB
= 211
R I 10
BB ay
cony = —a — 2f3. La tasa total de cambio es por tanto, o + 23
La matriz de Markov tiene la siguiente forma
z a(t) b(t) b(t)
or |alt) x  b(t) b(t)
MO =< =100 bt) = alt) (2.12)
b(t) b(t) a(t) =

conz =1—a(t) — 2b(t).

Teorema 2.2. Las probabilidades de transicién y transversion para el modelo
Kimura—2 son:

P(transicion|t) = a(t) = — (1 — 2exp{—2(a + )t} + exp{—406t})

==

1) = b(t) = ~ (1 — exp{—461})

P(transversion 1

Demostracion. Por definicion M(t) = €%, luego por la proposicién (1.1) la
derivada de M (t) es,
M'(t) = Qe = M(1)Q
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r a(t) b(t) bt

x  b(t) bt
b(t) = a(t)
b(t) a(t) = ) \B B ay

El producto de M ()@ es la siguiente matriz simétrica:

= ™
[SERCRe

)
«Q
p

e O

xy+aa+26b ya+axr+28b yb+ab+ fa+ fxr yb+ ab+ fa+ fx
M(#) = — yb+ab+ fa+ fzr yb+ ab+ pa+ fx
— ya+ az + 203b

De la expresion anterior se puede definir un sistema de ecuaciones difer-
enciales ordinarias para calcular las expresiones de las probabilidades de
transicion y transversion.

La(t) = L Pac(t) = L Por(t) (1)
%b(t) = %PAC(t) = %ch(t) == %PAT(t) = %PGT(w (2)

%a(t) = ya(t) + ax + 26b(t) (1)

4b(t) = yb(t) + ab(t) + fa(t) + Sz (2)

Resolviendo (2).
%b(t) = yb(t) + ab(t) + Ba(t) + fa
%M = (—a = 2B)b(t) + ab(t) + Ba(t) + B(1 — a(t) — 2b(t))
%b(t) — B — 4Bb(t)
db(t)
T =/
log(8 —46b(t))
15 =t+c

log(8 — 40b(t)) = —4p(t + ¢)
B —48b(t) = ce™ "
B—ce ™ 1 ¢
T ap 14t

La condicién inicial es b(0) = 0 porque no existen transversiones al tiempo
t = 0. Entonces,

b(t) =

1 1
b(o):z—élieozo — c=1x48=0
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Por tanto la probabilidad de transversion es

b(t) = - (1—e ) (2.13)

o |

Ahora se procede a resolver la ecuacion (1).
%a(t) = a—2(a+p)a(t)+2(8—a)b(t) = a—2(a+5)a(t)+2(8—a) x i(l—e‘wt)

d 1 1 st
Sa(t) +2(a+ Balt) = S+ ) — 58— a)e™

Se utilizard el método del factor integrante para resolver la ecuacién difer-
encial (1) con:

o146t

pi)=20a+6) y alt)=ga+8) - 5B a)

Mﬂwp(/%a+ﬁﬂg:i/(;a+ﬁy—gﬁ—ak4m)%p</ﬂa+@ﬁ)ﬁ

1 1
a(t)BQ(a+,3)t — 5(& +5) /62(a+ﬁ)tdt + 5(0‘ —B) / p2(a=B)t gy

2(a+B)t _ 2(a—p)t
a(t)GQ(oz+ﬁ)t _ (Oé + ﬂ) 5 e n o B % e L
> “2atp) 2 “2a-p

1 1
a(t)e@tht — Zo2(atB)t | = 2a=p)t 4 .
(1) 1 1
Nuevamente, la condicién inicial es a(t) = 0 porque al tiempo ¢ = 0 no
existen transiciones. Entonces,

1 1 1
O:Zeo—irzeo—l—c - c=-3

Por lo tanto, la probabilidad de transicién es

R S B Sr T e
CL(t) = W (Ze + 16 — §

1
a(t) = 1 (1- 2e 2 At | e 1) (2.14)
U

El modelo Kimura—2 asume como vector de distribucién de bases en la

raiz al vector,
(1111
pp_ 4747474
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En efecto, . .

: P (1 o —2(a+B)t —apty __ L

tgnoo CL(t) B th—I>noo 4 (1 26 + ¢ ) o 4

. o1 _apry 1L
entonces,

x a(t) b(t) bt) 1/4 1/4 1/4 1/4
B a(t) =« b(t) b(t)| [1/4 1/4 1/4 1/4
Jim M(t) = lim bt) b(t) = alt)| |1/4 1/4 1/4 1/4
b(t) b(t) a t) T 1/4 1/4 1/4 1/4

porque x = 1 — a(t) — 2b(1).

2.4.3 Representacion alternativa del modelo K2P

Se presenta una forma alternativa de representar al modelo K2P, de tal man-
era que su generador () esté expresado en funcién de un tnico pardmetro «
(kappa), en lugar de los dos pardmetros a y 3.

Si definimos k = §, donde « es la tasa de transiciones y (3 es la tasa de
transversiones (3 > 0), podemos multiplicar al generador () del modelo K2P
por 1/ para obtener

a+28 «a

—=5 5 1 1

1 a  _od2 1

Ql — BQ = iz 15 _Oz+2,3 a

A 046-1—2,3

1 1 3 —=5

—(k+2) K 1 1

;o K —(k +2) 1 1

@=1 1 (k42w (2.15)
1 1 ko —(k+2)

La representacion de la ecuacién (2.15) es muy utilizada en la practica
porque le quita un grado de libertad al modelo K2P.

Como se indica en la seccién (2.4.2), la tasa total de cambio del modelo
K2P es o + 2. Entonces, si se desea recuperar los valores de o y 3, pode-
mos fijar la tasa total de cambio a 1' y de esta forma obtener el sistema de

ecuaciones
=k
a+28=1

de donde se obtiene a« = k3 y = 1/(2+ k).

!Esto significa que esperamos observar 1 cambio por unidad de tiempo.
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2.4.4 Modelo Kimura-3

También se puede definir el modelo Kimura de 3 pardmetros o Kimura-3 de
la siguiente manera.
La matriz de tasas () tiene la siguiente forma,

x B v 0
_ |8z 0
Q= v 5 oz B (2.16)
o v B =z
cony = —f — v — 6. La tasa total de cambio en este caso es 3 + v + 4.
La matriz de Markov tiene la siguiente forma
y  b(t) c(t) d(t)
b(t) y d(t) c(t)
—_ Q1
M(t) = e~ = o) dt) y o b (2.17)
d(t) c(t) bt)

cony =1—0b(t) —c(t) —d(t).

Notar que se hace una discriminacién en las transversiones de tipo A <=
Ty G <= C asignandoles probabilidad c(?).

Su vector de distribucién de bases en la raiz al igual del modelo Kimura-2

es:
/(1111
pp_ 4747474

En el siguiente teorema se deducen las férmulas para los pardmetros del
modelo Kimura-3.

Teorema 2.3. El modelo Kimura de tres pardmetros tiene como matriz de Markov a
la matriz de la ecuacion (2.17), donde

b(t) = i (1 — e 240 | (=240}t _ o=2(8+7)1)
o(t) = i (14 2B _ 2000 _ =254
1

d(t) = - (1 — e 2B+0)t _ pm20v+o)t 6—2(ﬁ+v)t)

Demostracion. Se utilizard el método de la diagonalizacion,
M(t) = 9 = VeMy !

donde A es una matriz diagonal que contiene los valores propios de la matriz
() de la ecuacioén (2.16) y V' es una matriz que contiene sus vectores propios.
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Primero se calculan los valores propios de Q.

r—XA f y 0
6 x—A\ )

y )
) ~y 6 x

p(A) = [Q — M| =

8
|
>
| @ =
>

Seaw=x—-—A=—(B+7+5+ ).

p(A) =[Q = M| =

o2 8
=2 > E ™
= & >
L w2 >

El célculo del anterior determinante nos ofrece la siguiente expresion para el
polinomio caracteristico de la matriz ().

pA) =B+ =0 —w)(B—7+8—w)(f—7—0+w)(B+7+0+w)
Por lo tanto, los valores propios son:

1.
B+y—0-—w=0+=B+7—-0+(B+7+5+A) =0

264+2y4+X=0
A= =2(8+7)

B—v+d—w=0<F—7+6+(B+7+5+ 1))
264+204+X=0

f—y—0+w=0<=F—7—0—(B+7+5+])
—27—=2—A=0
)\3:—2(’7+5)

Bry+d+w=0+=B+7+6—(B+7+0+ )
Ay =0

Ahora calculamos los vectores propios.
Qv =X <= (Q—X)v=0
1. Asociado a \; = —2(8 + ). Primero calculamos = — )\,

T—A=—[F—7—0+28+2yv=B+v—19
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B+v—0 p gl 0 T 0
v ) B+v—10 I6] 3| |0
) Y 6 5+’Y—5 Ty 0
De donde se obtiene la ecuacién,
(ﬁ+’}/—5)$1+5$2+”}/$3+5$4:0
B(x1 + x2) + y(21 + 23) + 0(x4 —21) =0
Porlotanto, z; =1, 29 = -1, 23 = -1, 21 =1y
1
| -1
v = _1
1
2. Asociado a Ay = —2(f + J). Calculamos = — A,
T—X=—[F—7—0+20+20=0—7+90
B—v+0d p gl 0 T 0
Ié] B—v+0 ) ~y 3 I
Y ) 5—7—1—5 6 T3 10
0 g B B—v+0) \ay 0
De donde se obtiene la ecuacion,
(B—~+0)xy + Bro +yrs+dxy =0
ﬂ($1+£U2)+’7($3—$1)+5([E1+!E4):O
Porlotanto, z; =1, 29 =—-1,23 =1, 21 = -1y
1
-1
Vg = 1
—1
3. Asociado a A3 = —2(y + §). Calculamos x — A3
T—A=—L—-—7—=0+27v+20=-B+v+0
B _6+’7+(5 0 Y To B 0
¥ o —B4+v+0 o} 2% I 0]
) v B —B+y+6) \w4 0

De donde se obtiene la ecuacion,

(—ﬁ+’y+5)$1+5132+71’3+6$4:0
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ﬁ(l’z — .771) + ’Y(l’l + 1’3) + 5(.%’1 + .%'4) =0

Porlotanto, z; =1, 20 =1, 23 = -1, 2, = -1y
1
- 1
V3 = 1
—1

4. Asociadoa Ay =0

Vyq =

—_ = = =

Luego de ordenar los vectores de tal forma que la matriz V' sea simétrica, se
obtiene:

11 1 1 0 0 0 0
po |t -t —rl o fo —2(8+0) 0 0

1 1 -1 -1 0 0 —2(y +0) 0

1 -1 -1 1 0 0 0 —2(8+7)

Ahora se puede calcular M(t) = 9 = VeV !, donde

1 0 0 0
At 0 e—2(ﬁ+6)t 0 0
e = —2(y+4)t
0 0 e\ 0
0 0 0 e~ 2B+t
1/4 1/4 1/4 1/4
— — 1
vl 1/4 1/4 1/4 /41 1y

1/4 1/4 —1/4 —1/4| ~ 1
1/4 —1/4 —1/4 1/4

Luego,
1
M(t) = 1 (Verv)
Seax = —2(8+0)t,y=—2(y+0d)tyz=-2(8+7)t
1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
11 -1 1 —1] [0 206+ 0 0 1 -1 1 -1
M(t)_i 1 1 -1 -1]1o 0 e 20y +o)t 0 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 0 0 0 e 2B\ -1 -1 1
I1+e"+e?+e* 1—e"+eV—e* 1+e"—eV—¢e* 1—e"—¢eY+e”
M(?f)—l l—e*+eV—e* 1+e"+e¥+e* 1—e—eV+e* 1+e—e¥—¢*
4|14t —eV—ef 1—e"—eV+ef 1+e"+eV4ef 1—etfe¥—e*

l—e"—eV+e* 1+e"—e¥V—e* 1—e"+eV—e" 1+e"+e¥+e’
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Por lo tanto, los pardmetros del modelo Kimura-3 son:

b(t) = 7 (1 — e 249 4 o 2000 _ -2340n)
c(t) = i (1 4 e~ 2B+0t _ =2y +0)t _ e—2(,8+’y)t)
d(t) = %1 (1 — e 2B+t _ =2y o)t e—2(,8+’y)t)

]

El modelo Kimura-3 tiene mas motivaciones matemaéticas que bioldgicas,
pues biolégicamente, no tiene mucho sentido hacer distincién entre los cua-
tro tipos de transversion debido a su estructura molecular.

2.4.5 El modelo GTR

El General Time—Reversible Model (GTR) es el modelo mas general que tiene la
cualidad de reversibilidad en el tiempo. Esta cualidad es muy ttil para hacer la
reconstruccion del drboles filogenéticos.

Reversibilidad en el tiempo para modelos evolutivos estd acorde a la defini-
cion (1.19) de la secciéon (1.4). Como indica Felsenstein [5], la reversibilidad
en el tiempo se puede interpretar de la siguiente manera:

"La probabilidad de empezar con un nucleétido ¢ en un ex-
tremo de la rama y que este evolucione en la base j en el otro ex-
tremo es la misma probabilidad de empezar con j y evolucionar

- n
en i.

La propiedad de Markov indica que "el futuro es independiente del pasado
dado el estado presente"”, entonces la propiedad de reversibilidad en el tiempo
permite intercambiar el pasado con el futuro y declarar que el "pasado es
independiente del futuro dado el estado presente." Esta propiedad también
significa que el proceso que va "hacia atrds" en el tiempo también es una ca-
dena de Markov (estacionaria).

Extendiendo este concepto a la formulacién continua de un modelo, para
que la reversibilidad en el tiempo de cumpla, se necesita tener

diag(p)Q = Q" diag(p) (2.18)

Notar que los modelos JC69, Kimura—-2 y Kimura-3 tiene la propiedad de
reversibilidad, pues los tres modelos poseen matrices de tasas y matrices de
Markov simétricas.

A continuacion se define el Modelo General Reversible GTR, el cual fue
introducido por primera vez en 1984 por Lanave et al.

Definicion 2.4. Dado un drbol T? con largos de ramas, se dice que el proceso evo-
lutivo de una rama e € E(T?) estd descrito por un modelo GTR si su modelo de
Markov consta de los siguientes pardmetros.
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1. Un vector de distribucion de estados del ancestro, denotado por
7w = (my, T, T3, T4) (2.19)
tal que, valores arbitrarios de 7, 7o, w3, 74 satisfacen la condicion siguiente:

7T1+7Tz+ﬂ'3+7'('4:1 (220)

2. Una matriz de tasas () tal que,

x  Tga Twel Ty
To  k  Tod Tre
el med  x m)
Ty Tg€E€ TcT *

Q= (2.21)

donde a, 3,7, 0, €, ) son niimeros reales mayores o iguales a cero y las entradas
en la diagonal estdn escogidas de tal forma que las filas sumen cero.

2.4.6 Modelo F81

El modelo de Jukes—Cantor es el méas simple, pero a la vez, el més restrictivo
de todos los posibles modelos evolutivos.

Una de sus restricciones es la que fija las frecuencias estacionarias de las
bases a 1. Sin embargo, como se indica en la seccién (2.4.5) en la definicién del
Modelo General Reversible en el tiempo (GTR), estas frecuencias no tienen
que ser necesariamente iguales.

Entonces, si relajamos la restriccién del modelo JC donde se requiere que
A = Tg = ¢ = mp = 0.25 y permitimos que estas frecuencias tomen valores
arbitrarios, es decir, 714 # wg # wc # wr; se obtiene un modelo conocido
como F81 (o F84). Este modelo ha sido usado en el programa PHYLIP de
Felsenstein desde 1984 [5]. De manera similar, si relajamos la restricciéon de
frecuencias estacionarias iguales para el modelo K2P, obtenemos el modelo
HKY el cual fue introducido por HASEGAWA, KISHINO, and YANO [7].
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3 Distancias basadas en modelos

El objetivo de este capitulo es determinar medidas de distancia evolutiva,
se quiere determinar qué tan similares son dos taxones. Dada una coleccién
de taxones y sus respectivas secuencias de ADN (alineadas), la manera mas
inmediata de determinar cudn diferentes son dos secuencias es contando la
cantidad de sitios que tienen nucleétidos diferentes; sin embargo, teniendo
un modelo evolutivo que ajusta bien los datos, se puede definir medidas de
distancia mds sofisticadas.

3.1 Distancia de Hamming

La forma mads simple de calcular la distancia entre dos secuencias Sy y S esta
dada por la distancia de Hamming, la cual se define a continuacion.

Definicién 3.1 (Distancia de Hamming). Sean x y y dos secuencias de caracteres

X1(x), x2(x), .o xn(@) ¥ X1(¥), x2(Y)s - - -, Xn(y) respectivamente. La distancia
de Hamming entre x y y se define por:

n

1
o(z,y) =~ D o) (3.1)
=1
donde
Oap = . Sl: “=b
’ 1, sia#b

Entonces, la distancia de Hamming simplemente cuenta la cantidad de
sitios en las secuencias z, y que tienen nucle6tidos diferentes y esa cantidad
es dividida para el numero total de sitios en las secuencias.

La distancia de Hamming también es conocida como p—distancia porque
su valor es usualmente denotado por p o distancia no corregida. Se denomina
"no corregida" porque esta distancia no toma en cuenta los cambios de base
ocultos que pudieron ocurrir durante la evolucion.

Por otro lado, teniendo un modelo probabilistico de evolucién de ADN,
se pueden definir distancias que tomen en cuenta estos cambios ocultos de
base; a continuacién se deducen férmulas de distancias para determinados
modelos evolutivos. Estas distancias también son llamadas "distancias cor-
regidas" y son una pieza clave para poder hacer la reconstruccién de arboles
tilogenéticos.

!Siempre se trabaja con secuencias que tiene la misma cantidad de sitios o nucleétidos.
Por esta raz6n tiene una matriz como dato de entrada, cuyas filas corresponden a los taxones

y en las columnas se encuentran los nucle6tidos que componen sus respectivas secuencias
de ADN.
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3.2 Distancia de Jukes—Cantor

En el capitulo anterior se introdujo el modelo de Jukes—Cantor, el cual tenia
la siguiente matriz de tasas:

—a /3 a/3 a/3
a/3 —a /3 «of3
@= a/3 a/3 —a /3

a/3 a/3 «af/3 —a

y su respectiva matriz de Markov,

l—a a/3 a/3 a/3
a/3 1—a a/3 af3
a/3 a/3 1—a a/3
a/3 a/3 a/3 1—a

0 = a(t) :%(1—@@{—%}) (3.2)

Para deducir la férmula de la distancia del modelo de Jukes—Cantor, supong-
amos que se cuenta con una secuencia ancestral a la cual denotaremos por
So y una secuencia descendiente, denotada por S;. Se utiliza la convencién
en la que las filas de M (t) representan a la secuencia 5y y las columnas a la
secuencia 5;.

Se requiere encontrar una expresion para la tasa total de cambio at, la cual
se puede desarrollar despejando esta variable de la ecuacién (3.2). Se tiene,
entonces

M(t) = e =

donde,

4 4dat
ga(t) =1—e 3
4at 4
e 3 =1— ga(t)

Si Sy y Si son secuencias de ADN y el modelo de Jukes—Cantor describe
adecuadamente la evolucién de Sy en Sj, a(t) puede estimarse utilizando
la distancia de Hamming entre Sy y 5;, sea a esta distancia. Entonces, la
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distancia de Jukes—Cantor entre Sy t S} se calcula por:

dJC(SO, Sl) = —Zln (1 — é&) (33)

La distancia d;c(Sp, S1) es una estimacién del nimero total de sustitu-
ciones por sitio que han ocurrido durante la evolucién.

3.3 Distancias Kimura

Se puede imitar los pasos de la deduccién de la distancia de Jukes—Cantor
con los otros modelos evolutivos y encontrar sus respectivas distancias.

Lema 3.1. La distancia para el modelo Kimura de dos pardmetros es,
1 . 1 .
dics($1, 92) = —5In [1 —9 (a + b)] L [1 - 4b} (3.4)
donde ¢ y b son las estimaciones para las probabilidades de transicién y transversion

respectivamente.

Demostracion. Se busca encontrar una expresién para (« + 23)t la cual es la
tasa total de sustituciones por sitio en un intervalo de tiempo t.

En el teorema (2.3) se demostré que las expresiones para los pardmetros
del modelo Kimura-2 son las siguientes,

}L (1 — 2exp{—2(a + B)t} + exp{—40t})
() b= b(t) = (1 - exp{—441})

Primero despejamos la expresion St de (2).

(1) a=a(t) =

b(t) = & (1 exp{—46t})

4
4b=1— e 4
e Pt =1 —4b

—48t = In(1 — 4b)
1
ft = —In(1 — 4b)

Ahora se despeja a + /3 de la ecuacion (1).

a= i (1 —2exp{—2(a + p)t} + exp{—45t})
a= }l (1 —2exp{—2(a+ p)t} +1—4b)
a—t_ L o _y

2 2
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1 s@rsy _ 1
Ze2AatBt _ Z b
5¢ 5 (a+b)

e 208t — 1 _9(a+b)
—2(a+f) =In[l -2(a+b)]

Para obtener (o + 23)t basta sumar ¢ = —1In(1 — 4b) a la expresion
anterior.

at + Bt + Bt = —%mu —2a+b) - iln(l _ 4b)

(o + 28)t = —%m 1—2(a+b) — }llnu _ 4b)

Sean ¢ la estimacion para la probabilidad a(t) y b la estimacién para b(t).
Entonces la distancia Kimura-2 es,

dic, (1, Ss) = —%m [1 9 (a+ b)} - iln [1 - 46]

]

Siguiendo la misma légica, se puede deducir la férmula de la distancia
del modelo Kimura-3.

Lema 3.2. Sean b, ¢ y d las estimaciones para las probabilidades b(t), c(t) y d(t)
del modelo Kimura—3, respectivamente. Entonces, la distancia entre dos secuencias
S1 y Sa cuyo proceso evolutivo puede ser modelado por un modelo Kimura de tres
pardmetros tiene la siguiente forma:

dic. (1, Sa) = _i [111 (1 T 2@) +In (1 — 92— 26Z> +In (1 96— Qdﬂ
(3.5)

Demostracién. Se busca encontrar la expresion para la tasa total de mutaciéon
(B 4 v+ 0)t. Para logar esto, se utilizara las férmulas del teorema (2.4)

b=0b(t) = i (1 — e 2040 4 o= 20400 _ o=2(540)1)

c = C(t) — 1 (1 + 6—2(/3+6)t — 20y Ho)t _ 6—2(54-7)15)
4

d = d(t) = éll (1 _ 2B+t p—2(y o)t + 6—2(5—‘,—7)75)

Seanxz =2(f+0)t,y=2(v+0)tyz=2(8+)t

b=1/41—-e"+e¥)—e?) <= 4b—1=—e"+e¥)—e*

c=1/41+e"—eY)—e?) <= dec—1=e"—e¥)—e~
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d=1/41—e"4e V) +e?) < dd—1=—e"+e¥)+e*
) db—1=—e"+eY)—e~
) de—1l=e"—eVY)—e*
) 4d—1=—e"4e¥)+e?

I

_|_
(1)+(2) 4b+4c—2=—2¢"*
4 (3) dbtdd—2= 2"
(2)+(3) 4c+4d—2= —2e7Y

Tomando logaritmos a ambos lados de cada ecuacion se tiene,
In(—2e7%) =In(1/2) — z = In(4b + 4¢ — 2)
In(—2e") =In(1/2) — z = In(4b + 4d — 2)
In(—2e7Y) =1In(1/2) — y = In(4c + 4d — 2)
Despejando z, y, z, obtenemos:
z=1In(1/2) — In(4b + 4c — 2)
x=1In(1/2) — In(4b + 4d — 2)
z=1In(1/2) — In(4c + 4d — 2)
Reemplazando las expresiones para z, ¥, 2, tenemos:

(1) (2840t =1In(1/2) +In(2) —In(1l —2b — 2d)
(2") (2v+9)t=1In(1/2)+ In(2) — In(1l —2c — 2d)
(3) 284+ v)t=1In(1/2)+In(2) —In(1 —2b—2¢)

Finalmente, sumando las expresiones (1), (2') y (3') se obtiene la expresién
para la distancia:

(48 + 4y +40)t = — [In(1 — 2b — 2d) + In(1 — 2¢ — 2d) + In(1 — 2b — 2¢)]

(B4 +6)t = —i In(1— 2 — 2d) + In(1 — 2¢ — 2d) + In(1 — 2b — 2¢)]

1 . . . .
dics (1, 92) = =7 [ln(1 —2b—2d) + In(1 — 2¢ — 2d) + In(1 — 2b — 2@)]
O

3.4 Distancias Log-Det

Una condicion importante para poder utilizar las distancias definidas en la
seccién anterior, es que el proceso evolutivo de las secuencias comparadas
pueda ser modelado por el respectivo modelo del cual se deriva la distancia.
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Sin embargo, existen casos en donde esta condicién no necesariamente se
cumple y se debe recurrir al Modelo General de Markov. Por esta razén es
necesario definir medidas de distancia para el MGM.

Estas medidas de distancia deberan satisfacer las siguientes condiciones
para ser consideradas vélidas.

Sean S y 57 dos secuencias de ADN, la distancia d(.Sy, S1) debe satisfacer
las siguientes propiedades:

1. d(Sp, S1) > 0
2. d(So, Sl) =0« S() =51

3. Si S, es la secuencia de ADN de un nodo que se encuentra en el camino
entre los nodos que tienen como secuencias de ADN a Sy y S}, entonces

d(Sp, S1) = d(So, Sa) + d(Ss, S1)

Las propiedades anteriores son muy parecidas a las propiedades de una
métrica. La propiedad (4) es llamada aditividad y simplemente indica que las
distancias individuales en un linaje deben sumar el mismo resultado que la
distancia total. [3]

A continuacién se define la distancia Log-Det o paralinear, la cual permite
calcular la distancia entre dos secuencias (infinitas) producidas de acuerdo a
un MGM.

Definicién 3.2. Sea I la matriz de frecuencias de dimensién 4 x 4, obtenida al
comparar los sitios entre un par de secuencias Sy y Sy. La entrada (i, j) de F es la
proporcion de sitios con base i en Sy que cambiaron a j en S;.

Sean fo = (i F€. S, 10) y i = (i, £, FC. JT) los respectioos vectores de
frecuencias de la secuencias Sy y Sy los cuales pueden obtenerse marginalizando F
por filas y columnas. Se define

w=11v a=111
i=A i=A

La distancia paralinear o Log-Det se define como sigue:

d(So, S1) = —}l {m (et () - %m (gogl)] (3.6)

La distancia paralinear o Log-Det es muy ftil en el estudio del ADN, [1]
indican las siguientes ventajas:

1. Al estar basada en el modelo mas general de sustituciéon
de nucleétidos, es decir el MGM, la distancia paralinear puede
usarse incluso si la matriz de tasas varia a lo largo y entre
linajes.
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2. Bajo la suposicién de la misma tasa de sustitucion entre sitios,
la distancia Log-Det es muy tutil para reconstruccién filo-
genética cuando las frecuencias de los nucleétidos son no
estacionarias.

3. Los largos de ramas pueden ser estimados en términos de la
distancia paralinear.

4. La distancia Log—Det es 1til para probar la hip6tesis del reloj
molecular bajo frecuencias no estacionarias.

Cabe indicar que el uso de la distancia Log-Det o paralinear est4 justifi-
cado cuando las secuencias analizadas tienen diferencias significativas en la
composicion de las bases, o cuando existe razén para dudar que el proceso
de sustitucion sea el mismo en todas las ramas del arbol. [3]

La distancia paralinear o Log-Det estd basada en el modelo mas general
de sustitucién de nucleétidos, sin embargo, siempre se recomienda emplear
el modelo mas restrictivo y su respectiva distancia, con el objetivo de evitar
una posible sobre—parametrizacién de los datos.

3.5 Ejemplos

Para ilustrar el uso de las distancias deducidas en este capitulo, consideremos
el siguiente ejercicio.

Se simul6 400 bases de un par de secuencias ancestral y descendiente de
acuerdo a un modelo JC69. La comparacion de los sitios alineados dio como
resultado la matriz de frecuencias de la tabla (3.1), donde las filas representan
a la secuencia descendiente S; y las columnas a la secuencia ancestral .S

SSs[ATG][C
A 9033
G |3 |79] 38
C [3]4]9%
T [2]1]3

\O
hESURSINSIES

TABLA 3.1: Tabla de frecuencias

a) Distancia Jukes—Cantor.

3 4
— ZIn(1-Za
dJC 41’1( 3&)

El valor de a es simplemente la distancia de Hamming entre Sy y 5.

Este valor se obtiene sumando los elementos fuera de la diagonal de la
tabla (3.1).

1
400

a= elementos fuera de la diagonal



48 Capitulo 3. Distancias basadas en modelos

Q= 3+3+24+3+8+2+3+4+5+2+1+4+3
B 400
39
o =—— =0.0975
“= 400
Por lo tanto, la distancia de Jukes-Cantor es:

djo =0.1044

b) Distancia Kimura-2

dy, = —%ln [1 _9 (a + b)] — iln [1 - 48}

En este caso se tiene que calcular a que es la proporcién de cambios de
tipo transiciéon y b que son los cambios tipo transversion.

cambios tipo transiciéon

“= 400
. 3+3+5+3 7

i cambios tipo transversion

400
~ 3+24+8+24+24+4+5+1 27
b = = = U.
400 400 0.0675
Entonces la distancia Kimura-2 es:
1
dg, =

1
» = —5In[1—2(0.035+0.0675)] — JIn[1 —4 x 0.0675]

di, = 0.1933

¢) Distancia Kimura-3

dic, (1, Sy) = _i [In (1= 25— 2¢) +1In (12— 2d) +In (1 - 2¢ - 2d) |

i > transiciones

400
A 3+3+5+3 14
b= 400 = 200 U8

Ahora, el valor de ¢ se calcula sumando las frecuencias de transver-
siones tipo AC, GT, CA y TG.

3+2+2+1 8

— = (.02
400 400

c =
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Finalmente, el valor de d se calcula sumando las frecuencias de transver-
siones tipo AT, GC, CG y TA.

2484445 _ 19

C = — — = = 0.0475
‘ 100 400
Luego, la distancia Kimura-3 es:
1 14 8
dK?,(SlaSQ)—_Z [ln(l_zxm_me>+

In(1-2x 2% 2} yin(1-2x > —2x o
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4 Reconstruccion de arboles
filogenéticos por maxima
verosimilitud

Uno de los métodos mds populares para hacer reconstruccién de arboles filo-
genéticos es la inferencia por Méxima Verosimilitud.

En el presente capitulo, se explicara de manera general cémo funciona
este método.

Primero revisaremos algo de la teoria de Estimadores de Maxima
Verosimilitud [MLE], luego se explicard como esta teoria puede ser usada
para inferir un drbol de maxima verosimilitud, definiendo una funcién de
maxima verosimilitud para un conjunto de datos representado por un alin-
eamiento de secuencias de ADN.

Posteriormente, se presentara el Algoritmo Pruning de Felsenstein. Este
es un algoritmo que permite calcular, de manera eficiente, el valor de la
verosimilitud de un alineamiento dados una topologia con largos de ramas
y un modelo evolutivo.

Para finalizar, explicaremos los pasos que sigue el método de Maxima
Verosimilitud para encontrar el drbol con largos de ramas y el conjunto de
pardmetros para el modelo evolutivo que maximizan la funcién de verosimil-
itud de los datos.

4,1 La funcion de verosimilitud

Antes de pasar a la aplicaciéon del método de Maxima Verosimilitud para
la reconstruccién de arboles filogenéticos, revisemos algunas definiciones y
propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud o MLE por sus si-
glas en inglés Maximum Likelihood Estimation.

Supongamos que deseamos estimar un pardmetro desconocido ¢ € © de
un conjunto de datos D.

El conjunto de datos D esta compuesto por n observaciones, 1, za, . . ., T,
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) con funcién de distribu-
cién desconocida pero con funcién de densidad o frecuencias fy(-)

En palabras simples, la verosimilitud del parametro ¢, denotada L£(6)
puede verse como una "densidad conjunta” de los datos en funcién del pardmetro
0 [23] . Esto es,

L) : © — [0,00)
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Ademds, gracias a la condicién de independencia, se tiene la siguiente
definicién.
Definicién 4.1. Se define la funcion de verosimilitud del pardmetro 6 dado el con-

junto de datos D, compuesto por n observaciones i.i.d., mediante la expresion:

n

£(0) =[] f(ailo) (4.1)

i=1
donde f(-|0) es la funcién de densidad o frecuencias de los datos.
Es muy usual expresar la verosimilitud en términos del logaritmo, por

eso se define
£(0) = log (L(0)) (4.2)

como el logaritmo de la verosimilitud. Luego, la expresion (4.1) puede es-
cribirse como:

00) = log (£(0) = > _ f(xil6). (43)

Por otro lado, al momento de hacer inferencia por méxima verosimilitud,
el objetivo es encontrar el valor de # que maximiza la funcién de verosimili-
tud.

Definicién 4.2. El estimador de maxima de verosimilitud, denotado 0,1 g, es
el valor que maximiza la funcién de verosimilitud. Esto es,

Oriip = arg miaxgeo ((0) (4.4)
4.1.1 Ejemplo
Supongamos que z1, z3, . . ., &, son variables aleatorias i.i.d. con distribucién
de Poisson de pardmetro A > 0.
La funcién de verosimilitud de A dadas x4, 2o, ..., x, es,
=11 p~ (4.5)

=1

Al tomar el logaritmo a ambos lados de la expresion (4.5) se obtiene la
expresion para el logaritmo de la verosimilitud:

n

ewzmwm:mhqu

i=1 i

0(0) = —nA +In(N\) i x; — i In(x;!) (4.6)

Para encontrar el estimador de maxima verosimilitud, derivamos la ex-
presion (4.6) respecto a ), igualamos a 0 y despejamos .
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Por dltimo, verificamos si A es un maximo o un minimo derivando por
segunda vez /().

sz(A)——li <0
e T et

Como la expresién anterior es siempre negativa pues, A >0y > " z; > 0, el
estimador de méxima verosimilitud es

AMLE =T

4.2 Propiedades asintdticas de los MLE

Sean X, Xs,...,X,, n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con funcién de verosimilitud £(¢), donde § € R. Los estimadores
de méxima verosimilitud poseen propiedades ttiles en la practica si la fun-
cién /() satisface las siguientes condiciones, las cuales usualmente se de-
nominan condiciones de regularidad:

P1) El espacio de los pardmetros © es un subconjunto de R.
P2) El conjunto A = {z : L(z;0) > 0} no depende de 6.

P3) La funcién ¢(6) es tres veces continuamente diferenciable respecto a 6,
para todo x € A.

P4) Ey[¢'(0)]=0 para todo 0 y Vary[¢'(8)] = 1(#), donde 0 < I(#) < oo para
todo 6. 1(0) es llamada informacion esperada de Fisher.

P5) Ey[¢"(0)] = J(#), donde 0 < J() < oo para todo 6. J(#) se conoce como
informacion observada de Fisher.

P6) La funcion ¢”(6) es acotada en una vecindad de 6.
[10, pag. 256]
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El simbolo E, representa la esperanza de una variable aleatoria y
Ey[l'(0)] = / O'(z;0)L(x;0)dx
A

Sea éM e el estimador de maxima verosimilitud de la funcién £(#).bajo
las condiciones (P1) a (P6), 0,1, posee las siguientes propiedades, las cuales
se enuncian sin demostracion:

1. Es consistente, es decir, éM 5 = 0, donde 0, es el verdadero valor del
pardmetro f y > significa convergencia en probabilidad.

2. Es equivariante, esto es, si 0,11 €s el EMV de 60, entonces g(éM LE) esel
EMV de g(0).

3. Es asint6ticamente normal, es decir,

yale) ) o,y

se

donde se es la desviacion estdndar de 0y, y ~» significa convergencia
en distribucion.

4. Es asintéticamente optimal o eficiente. En palabras simples, esto sig-

nifica que de entre todos los estimadores que se "comportan bien", 0,1
tiene la menor varianza.[23]

4.3 Aplicaciéon a la reconstrucciéon de arboles filo-
genéticos

En el caso de la reconstruccién de drboles filogenéticos, se quiere determinar
una topologia, un conjunto de largos de ramas y pardmetros del modelo evo-
lutivo que maximizan la probabilidad de observar las secuencias de ADN de
los taxones.

Sea D el conjunto de secuencias de ADN que han sido obtenidas a partir
de los taxones. A este D también se le denomina alineamiento.

La funcién de verosimilitud es entonces, la probabilidad condicional de
los datos D, dado un modelo evolutivo ¢ y un drbol 7 con largos de ramas
{te ;e € E(1)}.

El modelo evolutivo estd compuesto por un conjunto de pardmetros: tasas
de transicion/transversion, frecuencias estacionarias de las bases, etc. [19]

La funcién de verosimilitud tiene la siguiente forma:

L(1,0) = P(D|r,0) = P(alineamiento|arbol, modelo evolutivo) 4.7)
Para poder calcular £(7, §) se debe hacer las siguientes suposiciones.

ML1) La evolucién en diferentes sitios del arbol dado es independiente.
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FIGURA 4.1: Arbol de ejemplo

ML?2) La evolucién en diferentes linajes es independiente. [5]

Un linaje en un arbol filogenético puede verse simplemente como un
camino en dicho arbol.

Teniendo las dos suposiciones anteriores, la funcién de verosimilitud £(r, 6)
puede expresarse como el producto de las probabilidades de observar los dis-
tintos patrones de nucleétidos que aparecen en cada columna de la matriz de
datos D dado un arbol con largos de ramas y un modelo evolutivo:

L(1,0) =P(D|r,0) = ﬁP(D(j)h’, 0) (4.8)

j=1

donde 7 es el tamafio de las secuencias en D y DU) representa su j—ésima
columna.!

Tomando el logaritmo en ambos lados de la ecuacién (4.8), se obtiene una
suma de probabilidades.

U(r,0) = i P(DW|r,0) (4.9)

De ahora en adelante, a menos que se enuncie lo contrario, se trabajara
con {(7,6) y cuando se mencione a la funcién de verosimilitud se debe enten-
der que se trata de la expresion en la ecuacion (4.9).

El objetivo ahora es calcular P(DY)|r, §). Una forma de lograr esto es con-
siderando todos los patrones de bases en cada uno de los nodos internos. Por
ejemplo, supongamos que queremos calcular la probabilidad de observar el
patrén de las hojas en el drbol de la figura (4.1) y para simplificar supong-
amos que conocemos de antemano las matrices de Markov que modelan la
evolucion en cada una de sus ramas.

!Recordar que las secuencias de ADN de los taxones son las filas de la matriz D.
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Para encontrar la probabilidad de obtener el patréon (C, C, T, A), tendiamos
que sumar las probabilidades de todas las posibles combinaciones de nucle-
6tidos desde la raiz hasta las hojas. Esto es,

DD|7.0) = ZZZP (C,C,T,A), p,u,v|r,0) (4.10)

Haciendo uso de la suposiciéon de independencia entre linaje, la
probabilidad en (4.10) puede descomponerse en el producto de probabili-
dades condicionales, de la siguiente manera:

P((C,C, T, A), p,u,v|7,0) = P(p) - P(ulp, Ms) - P(Alp, Ms)-

P(v|u, Ms) - P(T'|u, My) - P(C|v, My) - P(C|v, My) (4.11)

Como se puede observar, la complejidad de la férmula es mayor si el
numero de nodos internos aumenta, pero lo que hace a este método poco
eficiente, es que la cantidad de sumandos en la expresion (4.10) crece expo-
nencialmente con el nimero de nodos internos. En efecto, en un arbol binario
perfecto con h nodos hoja, la cantidad de nodos internos (que no son hojas)
es h — 1y como se tiene cuatro posibles nucleétidos para cada nodo interno,
la cantidad de sumandos en la expresion (4.10) es 4"~!

4.4 Algoritmo Pruning de Felsenstein

Este es un algoritmo de programacién dindmica, introducido por Joseph Felsen-
stein, que calcula de manera eficiente la probabilidad P(DV)|r, §).

Para ilustrar este algoritmo, consideremos nuevamente el arbol de la figura
(4.1). Supongamos que sus matrices de Markov pertenecen a la familia de los
modelos reversibles en el tiempo.

El algoritmo empieza analizando el 4&rbol desde las hojas y va avanzando
hacia la raiz. Basicamente calcula vectores que contienen las probabilidades
condicionales de observar un nucleétido dada la informacién que se tenga
en el nodo anterior. Notar que la topologia (7), modelo evolutivo () y sitio
del alineamiento (j) estdn fijos.

Para empezar a cada hoja & del arbol se le asignan vectores binarios ¢,
tales que la componente ¢, (i), coni € {A,G,C, T} es:

(4.12)

(0) 1 silabaseen h esiguala ¢
cp(i) =
" 0 caso contrario
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Por ejemplo, para el arbol de la figura (4.1), los respectivos vectores bina-
rios de las hojas 1, 2, 3 y 4 son los siguientes:

CcT = Cy =

o= O O
O = O O
_ o O O
o O O

Notar que se esta utilizando el orden (A4, G, C, T') para los nucleétidos.

El siguiente paso es calcular la probabilidad condicional de observar A, C,
G o T en el nodo v dado que en sus descendientes se observo el patron (C, C).
Llamemos a este vector ¢, y a sus componentes ¢, (i), donde i € {A,G,C,T'}.
La primera componente, ¢,(A) se calcula de la siguiente manera,

co(A) = [My(A, A) - 0+ My(A,G) -0+ My(A,C) - 1+ Mi(A,T) - 0]

[Ma(A, A) -0+ My(A,G) - 0+ My(A,C) - 1+ My(A,T) - 0).

La siguiente componente ¢, (G) se calcula con,

(@) = [My(G, A) -0+ My (G, G) - 0+ M (G,C) -1+ My(G,T) - 0]-

[My(G, A) -0+ My(G,G) - 0+ My(G,C) - 1+ My(G,T) - 0).

De manera similar se calculan las probabilidades ¢,(C) y ¢,(T).

Sin embargo, es maés facil expresar estas operaciones utilizando notacién
matricial. Como indican Allman y Rhodes [3], las férmulas anteriores pueden
calcularse de manera mas directa definiendo los vectores:

v v
wy = M101 y wy = MQCQ.

Luego, el vector ¢, se calcula multiplicando los vectores elemento por el-
emento, es decir:

co(i) = wi(i) - wi(i), para i€ {A,G,C,T}.

Haciendo un razonamiento similar, se puede calcular el vector de proba-
bilidades del nodo interno u, en este caso:

u u
wy = Msc, 'y wy = Mycs.
Luego, el vector de probabilidades de la raiz c, se calcula con,
=M, b= Mg

Finalmente, para obtener la probabilidad P(DY|r,0) = P((C,C, T, A)|r, ),
se utiliza la distribucién estacionaria 7, del modelo y se tiene:

P(DY|7,0) =7 - ¢, (4.13)
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P(D(j)’7-7 0) = mp(A) - cp(A) + 7o (G) - cp(G) + Tp(C) - ¢, (C) + 7y(T) - cp(T)

Notar que esta expresion es una media ponderada de las cuatro bases.

Repitiendo este mismo procedimiento para todos los sitios en el alin-
eamiento D, se puede calcular el valor de la verosimilitud del arbol usando
la ecuacién (4.9).

Observacion 4.1. Este algoritmo funciona gracias a la suposicion de independencia
del proceso evolutivo entre las ramas del drbol, es decir, entre linajes. Esto permite
hacer muchas de las multiplicaciones, ademds se puede ver que el vector c, estd bien
calculado. Consideremos la i—ésima componente del vector c,, primero notar que:

4 4

wf(i) =Y Ms(i, )ea(d) = Y Plu=jlp = i)P(Sy = C, 5 = C, 3 = T|u = j)

7=1 j=1
]P(Sl = Ca SQ = Oa S3 = T|p = Z)

donde Sy, S2, S3y Sy son las variables aleatorias que representan un determinado
sitio en las respectivas secuencias de ADN de los taxones.
Por otro lado, wh (i) = P(Sy = Alp = i), luego

(i) =P(S1 =C, 8 =C, S5 =T,8, = Alp = i) (4.14)

Se puede ver que el esfuerzo para el cdlculo de la verosimilitud de un
arbol se reduce si los patrones de DY) se repiten, pues es necesario calcular
una sola vez la probabilidad PDY|r, §).

En general, para un arbol con h taxones los cuales tienen secuencias?
tamafio N, el algoritmo Pruning ejecuta N(h — 1)b* operaciones, donde b es
el nimero de bases posibles [5].

Si las secuencias son de ADN, b = 4 y si son proteinas, b = 20

4.5 Meétodo de reconstruccion por Mdaxima Verosimil-
itud

Como se indic6 al inicio de la seccién (4.3), el objetivo de la Reconstruccién
por Maxima Verosimilitud es encontrar la topologia con largos de ramas y el
conjunto de parametros  para el modelo evolutivo que maximizan la funcién
de verosimilitud.

Dados un conjunto de taxones y un alineamiento D el cual puede con-
tener sus secuencias de ADN, Allman y Rhodes [3] resumen el método de
reconstrucciéon por Maxima Verosimilitud de la siguiente manera:

1. Contar el niimero de patrones D(j) que se repiten en el alineamiento.

ZPueden ser secuencias de ADN o de proteinas.
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2. Considerar todos los posibles arboles 7 que puedan relacionar al grupo
de taxones.

3. Para cada drbol 7 construir la funcién de verosimilitud y asignar posi-
bles valores para los parametros, estos son: frecuencias estacionarias de
las bases 7,, largos de ramas {t. : e € E(7)} y matrices de Markov para
cada rama.

Usualmente se asume que la evolucién en todas la ramas estd domi-
nada por el mismo modelo evolutivo, el cual estad representado por su
respectiva matriz generadora infinitesimal (). De esta forma, como se
explica en el capitulo (2), las matrices de Markov de cada rama pueden
calcularse por la expresion

M, = e9 con e <€ E(7)
Entonces solo se necesita asignar valores a las tasas de la matriz Q.

4. Para cada funcién de verosimilitud construida en el paso (3) (del arbol
7), calcular los valores numéricos de los pardmetros 7, {t. : e € E(7)}
y @ que la maximizan.

5. Por ultimo, escoger la topologia y conjunto de pardmetros numéricos
que produce la mayor verosimilitud de todas.

Observacién 4.2. El paso (2) del método de reconstrucciéon por Méxima
Verosimilitud es el que més esfuerzo computacional requiere, porque el es-
pacio de arboles crece de manera super—exponencial con el ntimero de hojas
o taxones de los arboles. En efecto, si un arbol tiene N > 3 hojas, la can-
tidad posible de arboles bifurcados y enraizados estd dada por la siguiente
expresion,
(2N —3)!
2N=2(N — 2)!

Por ejemplo, para un drbol con N = 5 taxones existen 105 posibles arboles
bifurcados y enraizados. Pero el aumentar la cantidad de taxones a N = 10,
hace que el namero de posibles drboles supere los 34 millones.

Los pardmetros numéricos para el modelo evolutivo y los largos de ramas
se estiman utilizando métodos numéricos, pero es la exploracién del espacio
de arboles lo que representa un verdadero problema.
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5 Herramientas computacionales

En el presente capitulo se explicaran los pasos que se tomaron para desar-
rollar las herramientas computaciones para este trabajo de titulacién. Estas
son:

1. Un programa que simula secuencias de ADN a partir de un arbol con
largos de ramas y un modelo evolutivo.

2. Una aplicaciéon web con la que se puede graficar, modificar y descargar
las imé&genes de las filogenias.

Ambas herramientas computacionales fueron creadas utilizando las facil-
idades del lenguaje de programacién R.

5.1 El formato Newick para arboles filogenéticos

Antes de presentar los detalles de las herramientas computacionales, em-
pecemos revisando una forma intuitiva y simple de representar drboles filo-
genéticos, en comparacion a la forma tradicional como un par ordenado com-
puesto de un conjunto de nodos y otro de aristas, (V, E). Esta forma de rep-
resentar drboles filogenéticos o filogenias es llamada Formato Newick Estan-
dar.

Aunque no existen publicaciones formales sobre esta representacion, es
ampliamente utilizada por bidlogos y demds profesionales que estudian la
evolucion.

Para representar un arbol en formato Newick, se agrupa entre paréntesis
las etiquetas de los taxones para especificar el patron de agrupamiento de los
nodos del arbol. De esta forma se puede escribir todo el drbol el una sola
linea.

Para ilustrar la representacién en formato Newick, consideremos el sigu-
iente ejemplo de un &rbol escrito en este formato.

(A:3,(B:2,C:1)E:3,D:5)F; 6.1

La representacion grafica del arbol en (5.1) se encuentra en la figura (5.1)
y como se puede observar, las hojas del arbol estdn etiquetadas por medio
de las letras: A, B, C y D. En el formato Newick, las etiquetas de las hojas
pueden tener una o mas letras, ntimeros y el guién bajo (_), pero no pueden
tener espacios en blanco.

Los largos de las ramas se escriben al lado derecho del nodo al que son
incidentes, escribiendo primero dos puntos (:) y luego el ntiimero que repre-
senta el largo de esa rama.
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FIGURA 5.1: Representacion grafica del drbol en (5.1)

Un arbol filogenético tiene basicamente dos tipos de nodos: las hojas y
los nodos internos. A los nodos hojas se les asigna el nombre de los taxones
a los que representan. Por otro lado, los nodos internos pueden, o no, estar
etiquetados. En el 4rbol de la expresion (5.1), los nodos internos estan etique-
tados por E y F. Sabemos que existe un nodo interno luego de cada paréntesis
de cierre pues, el formato Newick consiste en agrupar primero lo nodos que
tienen el ancestro més cercano en comun.

Por altimo, todo arbol en este formato termina con un punto y coma (;).

Observacién 5.1. Para terminar esta se seccion se presenta un par de obser-
vaciones.

i)

La representacién Newick no es tnica. En efecto, el orden de los de-
scendientes de un nodo afecta la representacion grafica de las filoge-
nias. Sin embargo, esto no es bioldégicamente importante pues las filo-
genias son las mismas; por esta razén, para un bidlogo las siguientes
representaciones:

(4,(B,C), D); (A, (C,B),D);
(D, (C, B), A); (D, A,(B,C)); ((C,B), A, D);
corresponden al mismo arbol (A, (B, C), D);
Existen otros formatos para representar arboles como el formato NEXUS

estdndar para arboles. Sin embargo, este formato esta basado en la rep-
resentacion Newick.
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También existe el formato PhyloXML, el cual usa una representaciéon
XML de los 4rboles mediante clados anidados, es decir, usa etiquetas
de tipo

<CLADE> ... </CLADE>

en lugar de paréntesis.

[25]

5.2 Programa para simular secuencias de ADN

Como se indic6 al inicio del Capitulo (1), con el programa de simulacién
de secuencias, se busca ejecutar la tarea "inversa" a la de reconstruccién de
arboles filogenéticos.

Recordemos que la Reconstruccion Filogenética consiste en construir una
topologia 7 junto con un conjunto de largos de ramas {t. : ¢ € E(7)} y
pardmetros para el modelo evolutivo M a partir de una matriz D que con-
tiene N secuencias de ADN, cada una de longitud s, de tal forma que 7,
{t. : e € E(1)} y M expliquen las relaciones evolutivas entre las secuencias
de ADN de D.

Por otro lado, lo que se pretende hacer con el programa de simulacién de
secuencias de ADN es lo contrario, esto es: a partir de un drbol filogenético T
con largos de ramas {t. : e € E(7)} y un modelo evolutivo M, se quiere obtener una
matriz D de secuencias de ADN de longitud n.

Las dimensiones de la matriz D son (h x n), donde & es el nimero de hojas
del &rbol 7.

Antes de describir la idea detras del programa, recordemos que un mod-
elo evolutivo M estd representado por su generador infinitesimal () y su vec-
tor de frecuencias estacionarias 7. Como se indica en la seccién (2.1) del Capi-
tulo (2), para un arbol con una sola rama con Sy y S; como las secuencias del
ancestro y del descendiente respectivamente, la probabilidad condicional de
observar cada uno de los nucle6tidos en el nodo descendiente (dada la in-
formacién del ancestro), se calcula mediante la siguiente ecuacién matricial:

P:. = (pAapGapCapT|7T7te) = Wthe (52)

donde ¢, es el largo de la rama que conecta Sy con S; y 7 es el vector de
frecuencias estacionarias de Sy y ) es el generador infinitesimal del modelo
que describe la evolucion en la rama que une al ancestro con su descendiente.

Gracias a la propiedad Markoviana, se puede extender la idea anterior a
un arbol 7 con més de una rama, aplicando sucesivamente la ecuacion (5.2) a
las ramas de 7 hasta llegar a sus hojas.

Entonces ahora ya podemos iniciar la descripcién del programa de gen-
eracién de secuencias y para ilustrar la idea detrds del mismo, consideremos
el siguiente ejemplo.

Supongamos que se quiere simular un nucleétido para cada una de las
hojas del arbol de la figura (5.2). Ademads la evolucién de todas sus ramas
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FIGURA 5.2: Filogenia de ejemplo

estd explicada por medio de un modelo Kimura de dos pardmetros con tasas
ay B (a < p).

Como se explica en la seccion (2.4.2) del Capitulo (2), el modelo Kimura—2
tiene el siguiente generador infinitesimal:

—(a+25) : o ) 5 g
_ o} —(a+ 26 o] Ié]
9=1 s «  —(at28) B &3)
5] B a —(a+2p)

y vector de frecuencias estacionarias 7 = (4, 1, 1, 1)-

Empezamos simulando un nucleétido para la raiz 0. Supongamos que
tenemos una "bolsa" llena de nucleétidos: A, G, C y T. El tener un vector = =
(1, 1,1,1) para la raiz, significa que todos los nucleétidos son equiprobables.
Esto significa que en nuestra bolsa tenemos la misma proporciéon de A’s, G’s,
C'syTs.

Entonces sacamos aleatoriamente un nucleétido y supongamos que re-
sulta ser una G (Guanina).

Habiendo ya simulado un nucleétido para la raiz, el siguiente paso es
escoger uno de sus descendientes. En el arbol de la figura (5.2) tenemos dos:
el nodo 1y la hoja 3. Escojamos el nodo 1.

Ahora necesitamos simular un nucleétido para el nodo 1, pero antes debe-
mos calcular su vector de probabilidades condicionales utilizando la ecuacién
(5.1). Como ya sabemos que en la raiz existié una G, el vector que debemos
utilizar en (5.1) es

pgin = (O’ L0, 0)
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Notar que se estd utilizando el orden: A,G,C,T para los nucleétidos.
Entonces el vector de probabilidades condicionales para el nodo 1 se cal-
cula con,

P1 = (pAapG7p07pT|p2inat1> = pginthl

P1 = (a(tl)v I- a(tl) - 2b(t1)7 b(tl)v b(tl)) (54)

donde a(t;) y b(t1) son las componentes de la matriz de Markov para el mod-
elo Kimura-2 como se explica en la seccion 2.4.2).

Notar que en la expresion (5.4), la probabilidad de obtener una G es mayor.
Podemos imaginar esto como si la proporciéon de G’s en nuestra bolsa de nu-
cledtidos hubiera aumentado en comparacion a los demés. En otras palabras,
las proporciones de nucleétidos en nuestra bolsa varian conforme avanzamos
por las ramas del 4rbol.

Teniendo ya el vector p;, podemos sacar aleatoriamente un nucleétido
para el nodo 1. Supongamos que en este caso sacamos una A (Adenina).

Los descendientes del nodo 1 son dos hojas: E; y E,. Para simular sus
respectivos nucleétidos hacemos un razonamiento similar al anterior.

Escogemos uno de los descendientes del nodo 1, por ejemplo E;. El largo
de la rama que los conecta es t3 y sabemos que existi6 una A en el nodo 1,
por lo tanto, el vector probabilistico para E; se calcula con:

Pr = (D4, DG PO DT |Phins t3) = Phine?™

donde p},, = (1,0,0,0), entonces

Pr, = (1 —a(ts) — 20b(t3), a(ts), b(ts), b(ts)) (5.5)

En este caso, la probabilidad de sacar una A de la bolsa de nucle6tidos es
mayor.

Entonces, sacamos aleatoriamente un nucleétido y supongamos que re-
sulta ser una G. Como estamos en una hoja, necesitamos guardar este tltimo
nucleétido simulado en la matriz D.

A continuacién, repetimos el procedimiento que hemos estado ejecutando
para s, que es el otro descendiente del nodo 1. En este caso,

Pr, = (DA, DG, PO, DT Phins t4) = Pline™

PE, = (1 — a(t4) — 2b(t4), a(t4), b(t4), b(t4)) (56)

Sacamos aleatoriamente un nucleétido y supongamos que es una A, a la
cual también guardamos en la matriz D porque estamos en un nodo hoja.

Hemos terminado con todos los descendientes del nodo 1, entonces volve-
mos al nodo 0 y revisamos si tiene descendientes sin explorar. En efecto, falta
simular un nucleétido para la hoja Ej.

Siguiendo el mismo razonamiento, calculamos el vector de probabilidades
condicionales para E3 con:
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PE; = (pA7pG7pC7pT|pginat2) - pgmthz

Pr, = (a(t2), 1 —a(te) — 2b(t2), b(t2), b(t2)) (5.7)

Teniendo pg, sacamos aleatoriamente un nucleétido y supongamos que
es una T (Timina). Como Es5 es una hoja, guardamos el nucleétido T en la
matriz D.

G A T

FIGURA 5.3: Nucle6tidos simulados

Hemos terminado porque ya no tenemos nodos sin explorar en el arbol de
la figura (5.2). Enla figura (5.3) se pueden observar los nucleétidos simulados
para cada hoja del arbol que usamos como ejemplo.

Por otro lado, la matriz D tiene tres filas y una columna, cuyas entradas
corresponden a los nucleétidos simulados anteriormente. Podemos repetir
el proceso descrito arriba n veces para simular mas columnas para la matriz
D, entonces esta tendria la siguiente forma:

(1.2 ... n
E|G T ... G
E|A T ... A
Es|T C ... C

5.3 Implementacion en R

En la seccién anterior se explicé la idea detrads del programa de simulacién
de secuencias de ADN, el cual se implement6 en lenguaje R, utilizando fun-
ciones de las librerias ape y expm.



5.3. Implementacion en R 67

Se puede revisar el c6digo de este programa en el Anexo A.

La libreria ape, desarrollada por Paradis, Claude y Strimmer [16], con-
tiene varias funciones que permiten manipular filogenias y secuencias de
ADN. Una de estas es la funcién read.tree (), la cual toma como argu-
mento un arbol en formato Newick y lo transforma en un objeto de tipo
phylo. Los objetos de tipo phylo son basicamente listas que contienen los
siguientes elementos:

e edge: Es una matriz de pares ordenados que representan cada una de
las ramas del arbol; los nodos internos y hojas estdn simbolizados por
numeros de la siguiente manera: en un arbol de N hojas, estas se enu-
meran de 1 a NV . Los nodos internos de este arbol estdin enumerados a
partir de N + 1.

En cada fila de la matriz edge, los ancestros estdn en la primera posi-
cién del par ordenado.

e edge.length: Es un vector que contiene los largos de las ramas en
edge.

e tip.label: Es un vector de tipo character que contiene los nom-
bres de las hojas del 4rbol. El orden de estos nombres corresponde al
nimero con el que se encuentran enumeradas las hojas en la matriz
edge.

e Nnode: Es el nimero de nodos internos.

e node.label Es un vector de tipo character para guardar los nom-
bres de los nodos internos. (opcional)

e root.edge: Es un valor de tipo numérico que indica el largo de la
rama en la raiz si existe. (opcional)

De los elementos anteriores, los que nos interesan son: tip. label, edge.length,
Nnode y por supuesto la matriz edge.

La segunda librerfa necesaria para implementar este programa es expm,
desarrollada por Goulet et al. [6], la cual contiene funciones que permiten
efectuar operaciones como el exponencial o el logaritmo de una matriz.

Especificamente, se utiliz6 la funcién expm () de esta libreria para cal-
cular los exponenciales de la ecuacién (5.1). Esta funcién toma como argu-
mento una matriz cuadrada x y calcula su exponencial mediante uno de los
siguientes métodos: "Higham08.b", Higham08", "AIMohy-Hi09","Ward77",
"PadeRBS", "Pade", "Taylor", PadeO", "TaylorO", "R_Eigen", "R_Pade", "R_Ward77"
o "hybrid_Eigen_Ward".

El método por defecto es "Higham08.b" y es la opcién que se utiliz6 para
implementar el programa de simulacién de secuencias.

Teniendo las herramientas en mano, podemos pasar a la implementacién
del programa de simulaciéon. Como se detalla en el Anexo A, este se compone
de tres funciones:
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1. Funcién sim_nuc (p_0) .-

Esta funcion recibe un vector probabilistico p_0 y devuelve un vector
binario que representa uno de los cuatro posibles nucle6tidos.

La funcién sim_nuc () puede interpretarse como la "bolsa de nucleéti-
dos" de la cual se sacan aleatoriamente los nucle6tidos, como se explico
en la seccion anterior. Esta funciona de la siguiente manera.

Primero se obtiene un nimero aleatorio aleat, con distribucién uni-
forme entre [0, 1].

Luego,

e Si0 < aleat < p_0[1], retornar py;, = (1,0,0,0).

e Sip 0[1] < aleat < Y-, p_0[i], retornar py, = (0,1,0,0).

e SiY? p 0[i] <aleat < 3.7  p_0[i], retornar py, = (0,0,1,0).

e SiY?  p 0[i] < aleat < 1, retornar py;, = (0,0,0,1).
p_0[i] es la i-ésima posicion del vector p_0, en pocas palabras se de-
vuelve el vector binario de acuerdo a los acumulados del vector proba-
bilistico p_0.

2. Funcién codificar (p_bin) .-

Esta funcién simplemente transforma un vector binario p_bin en una
letra, de la siguiente manera:

e Sip_bin = (1,0,0,0), retornar "A".
e Sip_bin = (0,1,0,0), retornar "G".
e Sip_bin = (0,0,1,0), retornar "C".
e Sip_bin = (0,0,0,1), retornar "G".

3. Funcién sim_evolucion (tr,Q,pi,n_sitios).-

Por altimo, la funciéon sim_evolucion () simula el nimero de colum-
nas especificado en la variable n_sitios para la matriz D con el pro-
cedimiento descrito en la seccién anterior (5.2) para un drbol tr, en el
cual la evolucion de sus ramas es acorde a un modelo evolutivo con
generador infinitesimal Q y vector de frecuencias estacionarias pi.

La funcién empieza determinando el nimero de hojas del drbol (n_taxa),
el niimero de ramas del 4rbol (n_ramas) y el nimero de nodos internos
(n_int). Luego de definen dos matrices:

e nuc_taxa: de dimensiones N x n_sitios, donde N es el nimero
de hojas del arbol t r. En esta matriz se guardaran los nucleétidos
simulados para las hojas.

e nodos_int: es unamatriz cuyas dimensiones sonn_int x 4, donde
n_int es el nimero de nodos internos del arbol tr. En esta ma-
triz se almacenardan los vectores binarios simulados para los nodos
internos del arbol.
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Luego se tienen dos lazos for anidados, el lazo exterior avanza en j,
delan_sitios. Antes de pasar al lazo interno, se simula un nucle-
6tido para la raiz utilizando la funcién sim_nuc () y el vector pi. Este
vector, al que se ha denotado p_0, es guardado en la primera fila de la
matriz nodos_int.

En seguida, se tiene el lazo for interno, el cual avanza enide 1 a
n_ramas. Notar que el niimero de ramas de tr es la longitud del vec-
tor edge.lenght y este vector necesariamente debe tener los largos
de todas las ramas del arbol tr.

El lazo for interno recorre la matriz de ramas edge del arbol t r. Em-
pezamos ubicando los nodos ancestro y descendiente, a los cuales se ha
denotado n_ini y n_fin respectivamente.

El siguiente paso es calcular vector de probabilidades condicionales
para el descendiente con la ecuacién (5.1). A este vector se lo ha de-
notado p_1; enseguida se simula un nucleétido para el descendiente
utilizando la funcién sim_nuc () y el vector p_1. Finalmente, deter-
minamos si el descendiente es un nodo interno o una hoja. Si es nodo
interno, simplemente guardamos el vector binario obtenido en el paso
anterior en la matriz nodos_int y avanzamos a la siguiente rama.
Caso contrario, transformamos el vector binario (obtenido en el paso
anterior) al nucleétido que corresponda con la funcién codificar ()
y guardamos esa letra en la matriz nuc_taxa.

Al terminar, el programa retorna la matriz nuc_taxa.

(Qué hacer luego de ejecutar sim_evolucion()?

La matriz que se obtiene al aplicar la funcién sim_evolucion () puede us-
arse para escribir un archivo en el formato que el usuario desee. Por ejemplo,
puede usarse la funcién write.nexus.data () de la libreria ape para es-
cribir las secuencias de ADN en formato nexus.

En este caso se ha utilizado la funcién write.phyDat delalibreria phangorn
para escribir las secuencias simuladas en archivos de formato phylip, los
cuales van a usarse para hacer pruebas estadisticas y reconstrucciones con el
programa IQTREE, como se detallard en el siguiente capitulo.

5.4 Aplicacion web para graficar arboles filogenéti-
cos

Para finalizar este capitulo, se presenta la segunda herramienta computa-
cional desarrollada como un aporte extra de este trabajo de titulacion.

Entre las funciones que se encuentran implementadas en la librerfa ape,
estd plot (). Esta funcién permite representar graficamente rboles en for-
mato Newick o NEXUS.
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Sin embargo, es necesario conocer al menos los conceptos bésicos de pro-
gramacion en R para poder utilizar las herramientas desarrolladas por Par-
adis, Claude y Strimmer [16]. De ahi es donde surge la idea de crear una apli-
caciéon web, la cual permita hacer uso de las herramientas de la libreria ape
de una forma mds interactiva y amigable con el usuario. Entonces nacié Yura,
una aplicacién web creada utilizando las facilidades de la libreria Shiny,
para dibujar, manipular y descargar las imagenes de las filogenias en difer-
entes formatos.

5.4.1 Sobre lalibreria Shiny y el desarrollo de Yura

La libreria Shiny, desarrollada por Chang et al. [4], es un paquete que facilita
la creacién de paginas web interactivas desde R.

Las aplicaciones Shiny se componen de una funcién para definir la in-
terfaz de usuario y una funcién de servidor, en inglés se conoce como un
Ul/Server pair.

Como su nombre lo indica, en la parte de la interfaz de usuario se imple-
mentan todas las herramientas que le ayudaran al usuario a interactuar con
la aplicacién web. Por ejemplo, en esta parte se escribe el titulo de la pagina,
los paneles de navegacion, los mentis de navegacién o los objetos de entrada
y salida.

En la parte del server, se encuentran las librerfas y las funciones de R
que van a ejecutar las instrucciones del usuario.

Interfaz de usuario de Yura
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FIGURA 5.4: Pestafias de navegacion

La aplicacién Yura tiene tres pestafias de navegacion: "Ayuda/Subir archivo",

"Graficar, Modificar arbol" y "Detalles del &rbol".
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La pestafia de "Ayuda/Subir archivo" se encuentra la imagen (5.4). En
esta pestafia se encuentra la informacién sobre la pagina y la opcién de subir
un archivo que contenga un drbol en formato Newick o NEXUS.
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FIGURA 5.5: Pestafias para graficar y modificar el arbol

La segunda pestafia consta de un ment de navegacién con dos opciones:
"Gréfico del arbol" y "Modificar". En la figura (5.5) se puede apreciar el gra-
tico de un arbol como se presenta en la opcién "Gréfico del arbol" de la se-
gunda pestafia. Como se puede observar en esta imagen, en la parte lateral
izquierda se encuentra un panel de navegacién en el que se encuentran to-
das las posibles opciones para modificar el grafico del arbol, por ejemplo: el
formato para descargar la imagen, el tamafio de la letra para las etiquetas de
las hojas, el tipo y la direccién del gréfico de arbol, etcétera.

Por otro lado, en la opcién "Modificar", en esta pestafia se puede eliminar
hojas del drbol para modificar la filogenia.

Por tltimo, en la pestafia de "Detalles del &rbol", se puede ver informacién
acerca del arbol. En esta pestafia se puede ver la matriz de ramas del arbol,
el nimero de nodos internos, los nombres de las hojas o taxones, los largos
de las ramas y las etiquetas de los nodos internos.

Funcidn de servidor de Yura

Todo lo descrito en la seccion anterior estd definido en la parte de la interfaz
de usuario de la aplicacién.

En el server dela aplicaciéon Yura se llama a las librerfas necesarias para
ejecutar las funciones que dibujan y modifican el arbol con las opciones que
el usuario elige.

El c6digo en R de la aplicacién Yura se encuentra en el Anexo B.

La versiéon més reciente de la aplicaciéon web Yura, se encuentra disponible
en el siguiente enlace:
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https://phylotreeplotapp.shinyapps.io/yura_app/
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6 Resultados computacionales

En el presente capitulo se describen los resultados de experimentos com-
putacionales, realizados con el objetivo de medir el desempefio de algorit-
mos de reconstruccion de filogenias basados en el paradigma de la Maxima
Verosimilitud y empleando tres modelos evolutivos distintos.

Para realizar los experimentos, se simularon un total de 45000 matrices de
secuencias de ADN empleando la funcién sim_evolucion (), descrita en
la seccion (5.3), de la siguiente forma:

e Se consideraron cinco drboles diferentes de 5, 12, 20, 30 y 50 taxones.

e Los modelos evolutivos utilizados fueron Kimura-2 (K2P), Jukes—Cantor
(JC) y el modelo F81, el cual se explicard en la siguiente seccion.

e Se establecieron longitudes de 500, 1000 y 2000 sitios para las secuencias
de ADN.

e Se simularon 1000 matrices para cada una de las combinaciones arbol
+ modelo + nimero de sitios.

Las instancias para el modelo F81 fueron simuladas utilizando el vector
de frecuencias estacionarias

(74, 7, mo, ) = (0.3241, 0.1055, 0.304, 0.2663) (6.1)

y escalando la matriz generadora () por el factor

1
1 — (v + 7+ m + )

p

para que los largos de ramas representen el ntimero esperado de cambios
por sitio en las secuencias de ADN.

La representacion de la ecuacion (2.15) es la que se utiliz6 para hacer los
andlisis de las instancias con modelos K2P utilizando un x = 5 para las in-
stancias de 5, 20, 30 y 50 taxones y un x = 4.572 para la instancia de 12
taxones.

Tanto los valores del vector m para el modelo F81 como los valores de x
para el modelo K2P, fueron obtenidos al realizar la reconstruccién de secuen-
cias de ADN reales de un grupo de primates. De este andlisis se obtuvo las
frecuencias en (6.1) y el valor de k = 4.572.

Luego de tener el grupo de 1000 matrices para cada una de las combina-
ciones arbol + modelo + ntimero de sitios, utilizando el programa IQ-TREE
v. 1.6.2 se corrieron andlisis de seleccién de modelos y reconstrucciones
tilogenéticas para cada una de las 45000 matrices.
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Notar que la cantidad de taxones representa las filas de las matrices y la
longitud de las secuencias de ADN es el nimero de columnas de las matrices.

A cada una de las combinaciones drbol + modelo + niimero de sitios se le
denominard instancia. En total tenemos 45 instancias y para cada instancia
tenemos 1000 simulaciones.

6.1 Criterios de seleccion de modelos y distancias
entre arboles

6.1.1 Criterios de seleccion de modelos

Un primer e importante paso en los andlisis de reconstruccion filogenética es
la selecciéon del modelo evolutivo (o modelos en el caso de tener particiones
en los datos) que se emplearan para hacer la reconstruccién.

El programa IQ-TREE tiene implementado un algoritmo de seleccién de
modelos, que utiliza los criterios de informacién de Akaike, Akaike corregido
y Bayesiano para seleccionar el mejor modelo que ajuste a un determinado
conjunto de datos.

Este algoritmo de selecciéon modelo fue aplicado a cada una de las instan-
cias simuladas para determinar qué modelo era escogido por lo diferentes
criterios.

El problema de seleccién de modelos puede plantearse de la siguiente
forma: se tiene un conjunto de datos D y R posibles modelos con difer-
ente nimero de pardmetros para ajustar estos datos. Denominaremos a estos
modelos M, My, ... Mg y denotaremos pi, ps, . . . pr, la cantidad de pardmet-
ros que tiene cada modelo.

Cada modelo M;, coni = 1, ... R, ajusta en mayor o menor medida a los
datos D. A esta medida de ajuste la denotaremos ¢; coni =1,2,..., R.

Entonces queremos encontrar el modelo que ajuste mejor a los datos y
contenga la menor cantidad posible de pardametros. Una forma de resolver
este problema es utilizando el criterio de Informacién de Akaike.

Su definicién general es la siguiente.

Definicion 6.1. Dados un conjunto de datos D y un conjunto de posibles modelos
My, My, ... Mg cada uno con py, p, . . . pr pardmetros respectivamente, se define el
criterio de informacion de Akaike para el modelo M; por,

El modelo seleccionado sera el que genere el menor valor del criterio, en
comparacion a los demés modelos.

En el caso de arboles filogenéticos, ademas del nimero de pardmetros
del modelo evolutivo (tasa instantdneas de cambio y frecuencias estacionar-
ias), se debe afnadir la cantidad total de ramas del arbol para obtener el total
de pardmetros y la medida de ajuste ¢; la brinda el valor de la funcién de
verosimilitud para el alineamiento D dados un arbol filogenético, un con-
junto de largos de ramas y los parametros para el modelo evolutivo.
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Cuando la cantidad de pardametros p; es relativamente grande en com-
paracion al tamafio de la muestra n, se aconseja sumar un término de correc-
cién al AIC, el dual estd dado por p;(p; +1)/(n — p; — 1).

Definicién 6.2. El criterio de informacion de Akaike corregido (AICc), para un
modelo con p; pardmetros y un tamario de muestra n, se define por

AICc; = AIC; + 2pi(pi +1)
2pi(p;i + 1)

14[6’0z = —2& +2p¢ +
n—p;—1

(6.3)

Por otro lado, el criterio de informacién Bayesiano (BIC), también cono-
cido como criterio de informacién de Schwarz, estd basado en un enfoque
bayesiano de comparacién de modelos. El BIC, basicamente compara las
probabilidades posteriores de los datos dado un modelo y escoge el que
genere la mayor probabilidad posterior para los datos.

El Teorema de Bayes indica que la probabilidad posterior del modelo }/;
es:

P(D|M;) P(M;)
S P(D|M;)P(M;)

P(M;|D) = (6.4)

donde P(M;) parai = 1,2,..., R es conocida como la probabilidad a priori
del modelo M;.

Como indican Konishi y Kitagawa [11], si suponemos que todas las P(};)
son iguales, es decir, que los modelos son equiprobables, se puede definir al
BIC de la siguiente forma.

Definicion 6.3. Cuando el tamafio de muestra n es grande en comparacion al
niimero de pardmetros p; del modelo M;, el BIC puede ser aproximado por la siguiente
expresion:

BIC; =~ —2{; + p; log(n) (6.5)
donde {; = log(P(D|M;)), es la medida en la que el modelo M; ajusta los datos D.

Observacion 6.1.

e En reconstruccion filogenética, el tamafio de la muestra n corresponde
a la longitud de las secuencias de ADN en el alineamiento, en otras
palabras, es la cantidad de columnas de la matriz de datos.

e Los criterios anteriormente descritos buscan medir, tanto la falta de
ajuste, como la complejidad del modelo para los datos.

En el caso del AIC, esta "complejidad” del modelo se mide con el ntimero
de pardmetros p; y en el caso del BIC, esta se mide con la expresiéon
pilog(n).

La falta de ajuste es medida por medio del logaritmo de la verosimilitud
y a esta se le suma una "penalidad" por la complejidad del modelo.
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6.1.2 Distancias entre arboles filogenéticos

Para poder medir las diferencias entre los drboles reconstruidos del arbol
original con el que se hicieron las respectivas simulaciones, se hizo uso de
dos distancias entre arboles: la distancia de Robinson y Foulds y la distancia
Branch Score de Kuhner y Felsenstein.

La distancia de Robinson y Foulds est4 definida para rboles filogenéticos
sin largos de ramas, es decir, solo para topologias. Dadas dos topologias 7
y T, esta distancia basicamente cuenta la cantidad de ramas en las que se
diferencian.

Tanto la distancia RF como la distancia BS (Branch Score) se basan en
la propiedad de los &rboles en la que cada una de sus ramas induce una
particién en el conjunto de las hojas. Sea S el conjunto de nodos hoja de un
arbol 7, si eliminamos una rama e € E(7) del drbol 7, se genera una particién
del conjunto S en dos conjuntos { Ry, Rs} .

Denotamos (1) a la coleccién de todas las particiones inducidas por el
conjunto de ramas E(7), entonces la distancia RF puede definirse de la sigu-
iente forma.

Definicién 6.4 (Distancia RF). Sean 11 y 1 dos drboles filogenéticos sin largos de
ramas con conjuntos de particiones inducidas por las ramas ¥(1,) y 3(r2), respecti-
vamente. Se define la distancia RF entre T y T por,

dRF<7'1,T2> = ‘2(7’1) A 2(7’2)| (66)

donde AN B representa la diferencia simétrica entre los conjuntos Ay B, y el simbolo
| A| representa la cardinalidad del conjunto A.

Por tanto, la distancia RF se define como la cardinalidad del conjunto
X(m) A X(m).

Por otro lado, la distancia Branch Score toma en cuenta el largo de las
ramas y fue creada por Kuhner y Felsenstein [12], estos la definen como la
suma de los cuadrados de las diferencias entre cada uno de los largos de
ramas entre un arbol 7 y otro 7/, donde las ramas que aparecen en un arbol
pero no en otro, fueron marcadas como si fueran comparadas con una rama
de largo cero.

Para definir formalmente la distancia Branch Score, consideremos primero
la siguiente definicion.

Definicion 6.5. Dado un drbol métrico T con largos de ramas {t. : e € E(7)} y
con h hojas, se define el vector B, := (by,ba,...,by), donde N = 2"=1 — 1 es el
niimero de todas las posibles particiones del conjunto de hojas. Suponemos que estas
particiones han sido ordenadas segiin algiin criterio fijo.

Para la particion i—ésima, el valor de b; estd dado por:

b te, siT tiene una arista e asociada a la particion i
i = .
0, caso contrario

Luego, la distancia Branch Score puede definirse de la siguiente manera.
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Definicién 6.6 (Distancia BS o Distancia KF). Para dos drboles métricos Ty 7'
que tienen la misma cantidad de hojas y cuyos vectores inducidos por las particiones
de las ramas son B, = (by,ba,...,by) y By = (b}, b}, ..., V) se define la distancia
Branch Score o distancia de Kuhner y Felsenstein, como la distancia euclidiana entre
esos dos vectores. Es decir:

N 1/2
dps(t,7') = ||B; — By||2 = <Z(bi — b;.>2> (6.7)

i=1

Observacion 6.2.

1. Notar que la distancia RF es la igual a la distancia KF pero para arboles
con largos de ramas iguales a 1.

2. Si 7y 7' son dos arboles filogenéticos con topologias idénticas y los
mismos largos en cada rama, entonces B, = B, y por tanto la distancia
dps(t,7") = 0.

3. Notar, sin embargo, que la distancia dgs puede ser cero para arboles
tilogenéticos con topologias totalmente distintas pero con largos de ra-
mas iguales a cero. En efecto, si 7 y 7’ son dos 4rboles filogenéticos con
topologias distintas pero con largos de ramas iguales a cero, entonces
B, = B;» = 0, donde 0 es un vector compuesto por ceros.

4. Teniendo en cuenta la observacién del punto (3), el tener valores rel-
ativamente pequefios de dpg no permite concluir inmediatamente que
dos arboles filogenéticos son muy parecidos, porque puede ser que sus
largos de ramas sean muy cercanas a cero pero sus topologias sean dis-
tintas.

Por esta razon, en los anélisis de la seccién (6.3), se compararan las dos
distancias dgs y drr para no caer en el sesgo de la distancia Branch
Score.

6.2 Sobre el programa IQ-TREE v. 1.6.2

Para hacer los anadlisis a las 45000 matrices simuladas se utiliz6 el programa
IQ-TREE v. 1.6.2. Este tiene implementada entre muchas otras cosas,
el algoritmo de reconstruccién de arboles filogenéticos por Maxima Verosimil-
itud desarrollado por Nguyen et al. [15] y el algoritmo de seleccién de mod-
elos desarrollado por Kalyaanamoorthy et al. [8].

Los andlisis que se hicieron con este programa fueron los siguientes.

1. Primero se corri6 el algoritmo de seleccion de modelos con el comando
-m TESTONLY para obtener el mejor modelo para los datos simulados
segun los criterios AIC, AICc y BIC.

2. Luego se corrieron andlisis de reconstrucciéon por Méxima Verosimili-
tud con los comandos:
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e —m JC+FQ para las instancias simuladas con el modelo de Jukes—
Cantor.

e —m K2P+FQ para las instancias simuladas con el modelo de Kimura-
2.

e —m F81+FO para las instancias simuladas con el modelo de F81.

6.3 Resultados computacionales

Con el objetivo de facilitar la lectura de esta seccién, se ha organizado el
contenido de la siguiente manera: primero se presentard los gréficos de los
arboles utilizados para hacer las simulaciones, luego se mostraré los graficos
de las distribuciones las estimaciones de los pardmetros para los diferentes
modelos (x para K2P y 74, ¢, 7o, mr para F81), seguidos de las distancias en-
tre arboles y por tltimo se presentara las tablas que contienen la informacién
obtenida con el algoritmo de seleccién de modelos.
Todos los arboles en formato Newick se encuentran en el Anexo C.
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FIGURA 6.1: Arbol de 5 taxones
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6.3.1 Resultados de las reconstrucciones: estimaciones de kappa
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En la figura (6.6) se puede apreciar los graficos de las distribuciones de las
estimaciones de méxima verosimilitud del pardmetro « para las instancias
que fueron simuladas con el modelo K2P para 5, 12, 20, 30 y 50 taxones.

Los resultados muestran el comportamiento esperado de los estimadores
de maxima verosimilitud pues, las curvas de las distribuciones se van afi-
nando conforme aumenta la longitud de las secuencias (tamafio de la mues-
tra).

La linea en negro es el verdadero valor de , es decir, es el valor con el que
se simularon los datos. Este valor fue 4.572 para las instancias de 12 taxones
y 5 para las demas.

Se observa que la distribucién de las estimaciones de kappa para secuen-
cias de 500 sitios es plana, pero la varianza va disminuyendo para 1000 sitios;
para 2000 sitios la varianza disminuye y valores se van agrupando alrededor
del verdadero valor del pardmetro como se esperaba.

6.3.2 Estimaciones de los parametros del modelo F81

En la figura (6.7) se encuentran los gréficos de las distribuciones de las esti-
maciones de la frecuencia 74 del modelo F81. Nuevamente se han agrupado
los resultados para 5, 12, 20, 30 y 50 taxones, y la linea vertical en negro es
w4 = 0.3241, que es el valor con el que se hizo las simulaciones.

Los gréficos muestran cierto sesgo, sobre todo para las estimaciones de
las instancias de 500 y 1000 sitios.

Las estimaciones de 7 se encuentran en el grafico (6.8). El valor que se
utiliz6 para las simulaciones fue 7o = 0.1055.

Como se puede observar, el comportamiento de estos estimadores es el
esperado, pues la varianza disminuye y las estimaciones se van agrupando
alrededor del verdadero valor del pardmetro conforme se aumenta el tamafio
de las secuencias.

Las estimaciones para el pardmetro 7o se encuentran en la figura (6.9).
El valor que se utiliz6 para las simulaciones fue 7o = 0.304 y es por donde
pasan las lineas de color negro.

Al parecer, las estimaciones de 7¢ tienen cierto sesgo, sobre todo para las
instancias simuladas con 500 y 1000 sitios.

Finalmente, las estimaciones para 7y de las instancias simuladas con el
modelo F81 se encuentran en la figura (6.10). El verdadero valor del pardmetro
es mr = 0.2663.

En general, el comportamiento de estas estimaciones es el esperado, porque
su distribucion es plana para secuencias de 500 sitios, pero se va afinando
conforme se aumenta la longitud de las secuencias.
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6.3.3 Distancias entre arboles
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En la figura (6.11) se encuentran los diagramas de caja para los valores
de las distancia Branch Score entre el drbol original y el estimado de 5 y 12
taxones.

Los valores de la distancia RF para estas instancias no pasaban de 2, es
decir, no existian méas de dos ramas diferentes en los arboles estimados en
comparacién con el arbol original. Estos valores y sus frecuencias se mues-
tran en las tablas (6.1) y (6.2).

Modelo JC
Dist. RF 500 sitios | Frec. | Dist. RF 1000 sitios | Frec. | Dist. RF 2000 sitios | Frec.

0 854 0 966 0 997
2 146 2 34 2 3

Modelo K2P
0 996 0 1000 0 1000
2 4

Modelo F81
0 814 0 930 0 998
2 186 2 70 2 2

TABLA 6.1: Distancia RF para drboles de 5 taxones
Modelo JC
Dist. RF 500 sitios | Frec. | Dist. RF 1000 sitios | Frec. | Dist. RF 2000 sitios | Frec.

0 994 0 999 0 1000
2 6 2 1

Modelo K2P
0 981 0 1000 0 1000
2 19

Modelo F81
0 985 0 1000 0 1000
2 15

TABLA 6.2: Distancia RF para arboles de 12 taxones

Los resultados de la figura (6.11) junto con las tablas (6.1) y (6.2) nos per-
miten concluir que la topologia estimada, esto es la forma de los arboles es-
timados, en general es la misma que la del drbol original y que solo existen
variaciones en las estimaciones de los largos de ramas. Ademds, los valores
de las distancias Branch Score y RF se reducen conforme aumenta la longitud
de las secuencias.
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En las figuras (6.12), (6.13) y (6.14) se encuentran los resultados de las dis-
tancias Branch Score y RF para las instancias de 20, 30 y 50 taxones simuladas
segtin los modelos JC, K2P y F81, respectivamente. Estas distancias se calcu-
laron entre el 4rbol original y los reconstruidos por Maxima Verosimilitud.

Al aumentar el niumero de taxones, aumenta la cantidad de ramas del
arbol y por tanto la cantidad de pardmetros a estimar es mayor, por eso las
estimaciones de la topologia para las instancias de 20, 30 y 50 taxones ya no
son tan exactas comparadas con las estimaciones para 5 y 12 taxones. Sin
embargo, ambas distancias se hacen mas pequefias conforme se aumenta el
numero de columnas en las matrices de secuencias.

6.3.4 Seleccion de Modelos

En las tablas (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) y (6.7) se muestran los resultados de los
andlisis de selecciéon de modelos para los arboles de 5, 12, 20, 30 y 50 tax-
ones respectivamente. El objetivo de este andlisis era comprobar el compor-
tamiento del algoritmo de seleccién de modelos de IQ-TREE y puede con-
siderarse como un aporte extra de este trabajo de titulacién.

La informacién estd ordenada de la siguiente manera: en la primera columna
se indica el criterio de selecciéon BIC, AIC y AICc. En la segunda columna se
detalla la informacién para las instancias con 500 sitios, en la tercera esta
la informacién para las instancias de 1000 sitios y en la cuarta, la informa-
cion para las de 2000 sitios. Para cada instancia se muestra dos columnas, la
primera es el modelo seleccionado y la segunda muestra la frecuencia con la
que fue seleccionado por el respectivo criterio.

Cabe indicar que solo se muestra la informacién de los modelos mas fre-
cuentemente seleccionados y los demds se agrupan en la categoria "OTROS.
La razén es que se seleccionaba una amplia cantidad de modelos, sobre todo
por parte de los criterios de Akaike.

Los resultados de las tablas (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) y (6.7) muestran que
el comportamiento del BIC es el mejor en comparacion a los criterios AIC y
AICc, pues escoge al verdadero modelo para los datos con mayor frecuencia
(en més del 90 por ciento de las veces) y la precisién con la que lo selecciona
es mayor conforme aumenta el tamafio de las secuencias.

Por otro lado, los criterios AIC y AICc escogen una mayor cantidad de
modelos diferentes para los datos simulados, pero el verdadero modelo es
seleccionado en al menos el 50 por ciento de las veces.
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Criterio I: 5tax + JC +500s I: 5tax + JC +1000s I: 5tax + JC +2000s
Modelo Frec. Modelo Frec. Modelo Frec.
JC 982 JC 988 JC 990
BIC K2P 11 K2P 11 K2P 10
K3P 3 K3P 1
OTROS 4
JC 589 HKY 7 JC 596
K2P 90 K3P 55 K2P 90
AIC K3P 73 F81 58 K3P 64
F81 47 K2P 103 F81 49
HKY 5 JC 598 HKY 12
Otros 196 Otros 179 Otros 189
JC 619 JC 606 JC 600
K2P 85 K2P 102 K2P 90
AICc K3P 73 F81 58 K3P 64
F81 42 K3P 52 F81 48
HKY 5 HKY 7 HKY 11
Otros 176 Otros 175 Otros 187
Criterio | I: 5tax + K2P +500s | I: 5tax + K2P +1000s | I: 5tax + K2P +2000s
K2P 975 K2P 981 K2P 984
BIC K3P 16 K3P 12 K3P 10
Tne 8 HKY 1 Tne 6
HKY 1 OTROS 6
K2P 557 K2P 561 K2P 541
AIC K3P 122 K3P 108 K3P 107
HKY 50 HKY 47 HKY 44
OTROS 271 OTROS 284 OTROS 308
K2P 579 K2P 574 K2P 550
AICc K3P 120 K3P 109 K3P 104
HKY 48 HKY 43 HKY 43
OTROS 253 OTROS 274 OTROS 303
Criterio | I: 5tax + F81 +500s | I: 5tax + F81 +1000s | I: 5tax + F81 +2000s
F81 971 F81 991 F81 990
BIC HKY 17 K3P 4 HKY 8
OTROS 12 HKY 3 TPM 2
OTROS 2
F81 587 F81 620 F81 614
HKY 67 HKY 76 HKY 80
AIC K3P 52 K3P 47 K3P 59
GTR 6 GTR 6 GTR 5
OTROS 288 OTROS 251 OTROS 242
F81 616 F81 628 F81 616
HKY 65 HKY 77 HKY 81
AICc | K3P 49 K3P 46 K3P 59
GTR 2 GTR 6 GTR 5
OTROS 268 OTROS 243 OTROS 239
TABLA 6.3: Selecciéon de modelo para drbol de 5 taxones
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Criterio

I: 12tax + JC +500s

I: 12tax + JC +1000s

I: 12tax + JC +2000s

Modelo Frec. Modelo Frec. Modelo Frec.
JC 992 JC 993 JC 991
BIC K2P 5 K2P 5 K2P 9
K3P 1 OTROS 2
OTROS 2
JC 591 JC 562 ]JC 629
K2P 92 K2P 87 K2P 80
AIC F81 76 F81 77 K3P 56
K3P 63 K3P 61 F81 51
OTROS 178 OTROS 213 OTROS 184
JC 651 JC 600 JC 644
K2P 85 K2P 87 K2P 82
AlICc | F81 66 E81 65 K3P 53
K3P 55 K3P 62 F81 46
OTROS 143 OTROS 186 OTROS 175
Criterio | I: 12tax + K2P +500s | I: 12tax + K2P +1000s | I: 12tax + K2P +2000s
K2P 972 K2P 984 K2P 992
BIC K3P 14 K3P 8 TNe 6
OTROS 14 OTROS 8 K3P 2
K2P 544 K2P 560 K2P 578
AIC K3P 107 K3P 111 K3P 90
HKY 51 HKY 53 HKY 58
OTROS 298 OTROS 276 OTROS 274
K2P 616 K2P 583 K2P 589
AICc K3P 96 K3P 109 K3P 88
HKY 48 HKY 49 HKY 53
OTROS 240 OTROS 259 OTROS 270
Criterio | I: 12tax + F81 +500s | I:12tax + F81 +1000s | I: 12tax + F81 +2000s
E81 967 F81 978 F81 989
BIC HKY 17 HKY 16 HKY 6
K3P 2 K3P 2 K3P 2
OTROS 14 OTROS 4 OTROS 3
F81 555 F81 552 F81 569
AIC HKY 79 HKY 77 HKY 74
K3P 50 K3P 55 K3P 53
OTROS 316 OTROS 316 OTROS 304
E81 613 F81 579 F81 583
AICc HKY 74 HKY 81 HKY 74
K3P 44 K3P 50 K3P 53
OTROS 269 OTROS 290 OTROS 290
TABLA 6.4: Selecciéon de modelo para arbol de 12 taxones
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Criterio I: 20tax + JC +500s I: 20tax + JC +1000s I: 20tax + JC +2000s
Modelo Frec. Modelo Frec. Modelo Frec.
JC 979 JC 987 JC 986
BIC K2P 16 K2P 12 K2P 11
K3P 2 Tne 1 K3P 1
Tne 3 Tne 2
JC 586 JC 616 JC 542
K2P 94 K2P 111 K2P 124
AIC K3P 71 K3P 69 K3P 77
F81 34 F81 32 F81 30
OTROS 215 OTROS 172 OTROS 227
JC 683 JC 667 JC 567
K2P 88 K2P 106 K2P 127
AlCc | K3P 59 K3P 57 K3P 69
F81 31 F81 24 F81 30
OTROS 139 OTROS 146 OTROS 207
Criterio | I: 20tax + K2P +500s | I: 20tax + K2P +1000s | I: 20tax + K2P +2000s
K2P 977 K2P 984 K2P 989
BIC K3P 11 K3P 9 K3P 2
OTROS 12 OTROS 7 OTROS 9
K2P 535 K2P 563 K2P 565
AIC K3P 116 K3P 114 K3P 119
HKY 60 HKY 46 HKY 43
OTROS 289 OTROS 277 OTROS 273
K2P 650 K2P 615 K2P 585
AICc K3P 99 K3P 102 K3P 116
HKY 40 HKY 37 HKY 43
OTROS 211 OTROS 246 OTROS 256
Criterio | I: 20tax + F81 +500s | I: 20tax + F81 +1000s | I: 20tax + F81 +2000s
F81 976 F81 990 F81 992
BIC HKY 13 HKY 6 HKY 6
K3P 2 OTROS 4 OTROS 2
OTROS 9
F81 582 F81 571 F81 566
AIC HKY 68 HKY 77 HKY 85
K3P 56 K3P 46 K3P 44
OTROS 294 OTROS 306 OTROS 305
F81 672 F81 610 F81 585
AICc HKY 70 HKY 77 HKY 86
K3P 40 K3P 43 K3P 41
OTROS 218 OTROS 270 OTROS 288

TABLA 6.5: Seleccién de modelo para arbol de 20 taxones
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Criterio

I: 30tax + JC +500s

I: 30tax + JC +1000s

I: 30tax + JC +2000s

Modelo Frec. Modelo Frec. Modelo Frec.
JC 986 JC 989 JC 991
BIC K2P 13 K2P 11 K2P 9
EF81 1
JC 615 JC 570 JC 564
K2P 96 K2P 125 K2P 123
AIC K3P 67 K3P 59 K3P 64
F81 38 F81 37 F81 35
OTROS 184 OTROS 209 OTROS 214
JC 742 JC 654 JC 597
K2P 91 K2P 125 K2P 123
AICc | K3P 45 K3P 40 K3P 62
E81 27 F81 30 F81 33
OTROS 95 OTROS 151 OTROS 185
Criterio | I: 30tax + K2P +500s | I: 30tax + K2P +1000s | I: 30tax + K2P +2000s
K2P 961 K2P 978 K2P 986
BIC K3P 10 K3P 6 K3P 8
F81 5 OTROS 16 OTROS 6
OTROS 24
K2P 570 K2P 558 K2P 582
AIC K3P 110 K3P 104 K3P 95
HKY 48 HKY 46 HKY 57
OTROS 272 OTROS 292 OTROS 266
K2P 738 K2P 627 K2P 619
AICc K3P 78 K3P 97 K3P 85
HKY 31 HKY 36 HKY 50
OTROS 153 OTROS 240 OTROS 246
Criterio | I: 30tax + F81 +500s | I:30tax + F81 +1000s | I: 30tax + F81 +2000s
E81 962 F81 973 F81 992
BIC HKY 18 HKY 17 HKY 5
K3P 2 K3P 2 OTROS 3
OTROS 18 OTROS 8
F81 529 F81 509 F81 534
AIC HKY 79 HKY 85 HKY 62
K3P 57 K3P 50 K3P 45
OTROS 335 OTROS 356 OTROS 359
F81 672 F81 591 F81 574
AICc HKY 74 HKY 91 HKY 66
K3P 34 K3P 46 K3P 41
OTROS 220 OTROS 272 OTROS 319
TABLA 6.6: Selecciéon de modelo para arbol de 30 taxones
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Criterio I: 50tax + JC +500s I: 50tax + JC +1000s I: 50tax + JC +2000s
Modelo Frec. Modelo Frec. Modelo Frec.
]JC 977 JC 993 JC 993
BIC K2P 22 K2P 7 K2P 7
Tne 1
JC 619 JC 673 JC 618
K2P 101 K2pP 87 K2p 90
AIC K3P 70 K3P 67 K3PpP 44
F81 28 E81 33 F81 80
OTROS 182 OTROS 140 OTROS 168
]JC 834 JC 784 JC 681
K2P 79 K2P 77 K2pP 92
AlCc | K3P 29 K3P 47 K3P 33
F81 4 F81 23 F81 60
OTROS 54 OTROS 69 OTROS 134
Criterio | I: 50tax + K2P +500s | I: 50tax + K2P +1000s | I: 50tax + K2P +2000s
K2P 975 K2P 979 K2p 986
BIC K3P 12 K3pP 12 K3pP 7
OTROS 13 OTROS 9 OTROS 7
K2P 590 K2pP 561 K2p 563
AIC K3P 116 K3P 108 K3P 122
HKY 13 HKY 17 HKY 47
OTROS 281 OTROS 314 OTROS 268
K2P 808 K2P 682 K2P 606
AICc K3P 69 K3P 93 K3P 113
HKY 8 HKY 11 HKY 44
OTROS 115 OTROS 214 OTROS 237
Criterio | I: 50tax + F81 +500s | I: 50tax + F81 +1000s | I: 50tax + F81 +2000s
F81 965 F81 980 F81 993
BIC HKY 23 HKY 11 HKY 7
K3P 3 OTROS 9
OTROS 9
F81 519 F81 532 F81 660
AIC HKY 59 HKY 52 HKY 88
K3P 50 K3P 50 K3P 51
GTR 9 GTR 12 GTR 5
OTROS 363 OTROS 354 OTRO 196
F81 757 F81 662 F81 701
AICc HKY 60 HKY 51 HKY 83
K3P 20 K3P 25 K3pP 44
OTROS 163 OTROS 262 OTROS 172
TABLA 6.7: Selecciéon de modelo para arbol de 50 taxones
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7 Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se ha implementado un programa que simula secuencias de
ADN utilizando las facilidades del lenguaje de programaciéon R. Como un
aporte extra, se ha desarrollado una aplicacién web que permite graficar y
modificar drboles filogenéticos, también implementada utilizando librerias
de R.

Para poder desarrollar el programa que simula secuencias de ADN se
ha estudiado el fundamento matematico que modela la evolucién del ADN
como una cadena de Markov homogénea en tiempo continuo.

Especificamente, se supone que la evolucién de una secuencia de ADN
ancestral en una secuencia descendiente, se puede modelar por medio de una
cadena de Markov homogénea en tiempo continuo, la cual tiene asociada
una matriz generadora () y un vector de distribucion estacionaria 7. Esta
combinacién (@, ) es lo que los bidlogos suelen llamar modelo evolutivo.

Cada sitio en la secuencia de ADN del descendiente es visto como una
variable aleatoria y por simplicidad, se supone que estos sitios son indepen-
dientes e idénticamente distribuidos.

Para modelar la evolucion en drboles que tienen més de un par ancestro—
descendiente conectados por ramas, se extiende la idea anterior para cada una
de estas ramas. Pero, por simplicidad, se supone que todas las ramas de un
arbol filogenético tienen asociada la misma matriz generadora () y se supone
que el proceso comienza con la distribucién estacionaria 7. En otras palabras,
se supone que la evolucién en las ramas del arbol ha ocurrido de acuerdo
al modelo evolutivo cuya matriz generadora es () y que tiene distribuciéon
estacionaria .

Esta modelizacién se explica formalmente en el capitulo 2.

Imponiendo ciertas restricciones sobre la matriz @) y el vector 7 se ob-
tienen modelos con propiedades matematicas ttiles, los cuales han sido nom-
brados en honor a las personas que los han desarrollado y publicado. Por eso
tenemos los modelos de Jukes—Cantor, Kimura—2, Kimura-3, F81, etcétera.

A partir de estos modelos evolutivos, se puede definir distancias entre
secuencias de ADN, tal como se indica en el capitulo 3. Estas distancias son
utilizadas en métodos de reconstruccion filogenética por medio de Matri-
ces de Distancias, por ejemplo Neighbor-joining, UPGMA o el método Fitch-
Margoliash.

Sin embargo, el método que se trata en este trabajo es el de reconstruc-
cién por Maxima Verosimilitud. Todos los métodos de reconstruccién filo-
genética reciben como dato una matriz compuesta por secuencias de ADN
de longitud ! correspondientes a /N taxones. Estos taxones pueden ser, por
ejemplo, especies de animales y la matriz de datos también suele ser llamada
alineamiento.
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Como se explica en la seccion (4.3), bajo suposiciones de independencia
entre sitios y linajes, se puede definir una funcién de verosimilitud para cada
columna de la matriz de secuencias de ADN dados un modelo evolutivo y
un arbol filogenético con largos de ramas.

Para calcular el valor de la funcién de verosimilitud de un alineamiento,
se utiliz6 el Algoritmo Pruning de Felsenstein. Tal como se explica en la
seccion (4.4), el Algoritmo Pruning permite calcular de manera eficiente la
verosimilitud de una alineamiento utilizando programacién dindmica.

En la seccién (4.5) se explica el Algoritmo de Reconstruccién Filogenética
por Maxima Verosimilitud. Igual que con todos los métodos de reconstruc-
cion, la tarea computacionalmente mds costosa es la exploracion del espacio
de arboles pues, para un arbol con N > 3 taxones (hojas), la cantidad de
arboles bifurcados y enraizados que existen es (2N — 3)!/(2N2(N — 2)!).

Entonces, el verdadero problema de la reconstruccién filogenética es el
crecimiento super—exponencial del espacio de drboles. Notar que para 5 tax-
ones existen 105 posibles drboles enraizados, pero simplemente aumentar la
cantidad de taxones a 12, hace que el nimero de posibles arboles crezca a
mas de 1.37 x 10'°. Esto es més preocupante ain porque en la préctica se
busca hacer reconstrucciones de méas de 50 taxones.

Dejando de lado el problema de la reconstruccion filogenética, el objetivo
de este trabajo era crear un programa que, en cierta forma, hiciera el proceso
inverso al de la reconstruccién. Lo que se buscaba era crear un programa, el
cual a partir de un &rbol filogenético fijo, cuya evolucion en sus ramas ocurre
de acuerdo a un modelo evolutivo con generado () y vector de distribucion
estacionaria 7, permita simular secuencias de ADN de largo [ para los tax-
ones.

Como se explica en el capitulo 5, esto se logré implementando la funcién
sim_evolucién () en R, utilizando las librerias ape y expm. Esta funcién
simula la evolucién de un sitio, o de una columna de la matriz, empezando
desde la raiz hasta llegar a las hojas.

La funcién sim_evolucién () basicamente simula la cantidad de colum-
nas que el usuario desee para la matriz o alineamiento.

En el capitulo 5 también se explica el desarrollo de la aplicacién web
que permite graficar y modificar drboles filogenéticos en formato Newick
y NEXUS. Esta aplicacién fue creada utilizando funciones de las librerias
Shinyy ape.

Luego de haber implementado la funcién sim_evolucién (), se gener-
aron un total de 45000 matrices con esta funcién, utilizando arboles de distin-
tos tamafios y diferentes modelos evolutivos, tal como se explica en el capi-
tulo 6, donde también se muestran los resultados de los andlisis realizados a
estos datos simulados.

Sobre estas 45000 matrices simuladas se corrieron reconstrucciones de
arboles filogenéticos y el algoritmo de seleccion de modelos del programa
IQ-TREE. Los resultados de estos andlisis se encuentran resumidos medi-
ante gréficos y tablas en la seccién (6.3). En esta seccién se puede ver que
el comportamiento general de los estimadores de maxima verosimilitud de
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los pardmetros numéricos es el esperado, es decir, la precision de las esti-
maciones aumenta conforme aumenta la longitud de las secuencias, que en
nuestro caso representa el tamafio de la muestra.

También se puede ver cémo la complejidad del problema de la reconstruc-
cién crece conforme aumenta la cantidad de taxones para los arboles. Esto
se puede comprobar con los graficos de las distancias entre arboles, en las
imégenes (6.11), (6.12), (6.13) y (6.14).

La distancia RF mide la diferencia en la topologia de los drboles estimados
en comparacién con el arbol original con el que se simularon cada uno de
los datos. Los resultados muestran que las diferencias entre las topologias
estimadas con la original son cada vez mayores conforme el tamafio de los
arboles aumenta. Asi pues, para arboles relativamente pequefios de 5 y 12
taxones, el valor de la distancia RF no supera el valor de 2. Pero para arboles
de 50 taxones, esta distancia alcanza el valor de 40. Esto significa que en
las instancias de 50 taxones los arboles estimados se diferencian del arbol
original hasta en 40 ramas.

Los resultados de las distancia Branch Score muestran que su valor se
reduce conforme se aumenta el tamafo de las secuencias. Como sabemos, el
Branch Score puede llevar a hacer conclusiones erréneas sobre la topologia
de los &rboles, si no se analiza en conjunto con la distancia RF.

Por ejemplo, si examindramos solamente la distancia Branch Score para
20, 30 y 50 taxones, podriamos concluir erréneamente que las estimaciones
de la topologia para 50 taxones son mejores que las de 20 y 30 juntas porque
el valor de esta distancia es menor para los arboles de 50 taxones, en com-
paracioén a los de 20 y 30. Pero, en realidad, las diferencias en la topologia
para arboles de 50 taxones son las mayores, como lo indican los resultados
de la distancia RF.

Los resultados del Capitulo 6 muestran que, en general, los estimadores
de Maxima Verosimilitud para drboles filogenéticos se comportan bien con-
forme aumenta la longitud de las secuencias. Pero esta longitud también
representa un problema en la préctica, pues los bilogos suelen trabajar con
alineamientos de menos de 1000 sitios. En otras palabras, en la préctica se
tendria una visién bastante pobre de lo que verdaderamente pasé durante la
evolucion de las secuencias de ADN.

En la seccién (6.3.4) se analiz6 el comportamiento del algoritmo de selec-
cién de modelos del programa IQ-TREE. En general, los resultados muestran
que el verdadero modelo para los datos es escogido en més del 50 por ciento
de las veces.

De los tres criterios de seleccién, el BIC es el que escoge los modelos de
una forma mads precisa. Para todas las instancias, este criterio escoge el mod-
elo con el que se han simulado los datos en més del 90 por ciento de las veces.
Ademas la frecuencia con la que se escoge el verdadero modelo aumenta con-
forme aumenta el tamafio de las secuencias. Esto se puede ver en las tablas
(6.3), (6.4), (6.5), (6.6) y (6.7).

Los analisis del Capitulo 6 corresponden a reconstrucciones de arboles
tilogenéticos por Méxima Verosimilitud, no obstante, existen muchas otras
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formas de abordar el problema de la reconstruccién, por ejemplo: la Infer-
encia Bayesiana, los métodos que usan Matrices de Distancias o la Maxima
Parsimonia. Cada uno de estos tiene sus fundamentos y caracteristicas es-
pecificas.

La razon por la cual se decidi6 trabajar con Maxima Verosimilitud en este
trabajo fue, en primer lugar, por las propiedades estadisticas de sus esti-
madores y en segundo lugar, por la relativa rapidez de la ejecucién de los
andlisis con este método, en comparacion a los de Inferencia Bayesiana. Para
tener una idea, las reconstrucciones por Médxima Verosimilitud para todas
las instancias de 5 taxones (9000 en total), se demora méds o menos un par
de horas utilizando un computador portatil. Por otro lado, el realizar es-
tos mismos anélisis utilizando Inferencia Bayesiana y la capacidad de com-
puto del HPC-MODEMAT, puede tardar més de 10 horas en terminar y este
tiempo de computo serd mayor cuanto mayor sea la cantidad de taxones.
Esto se debe a que los métodos de Inferencia Bayesiana utilizan Cadenas de
Markov Monte Carlo para explorar el espacio de drboles, ademas el objetivo
de este método es obtener una distribucién de probabilidad para los drboles
y los pardmetros numéricos. El método de Méxima Verosimilitud, en cambio,
busca obtener un tnico drbol y un tnico conjunto de parametros numéricos
que maximice la funcién de verosimilitud.

Trabajo futuro

Hay que recalcar que en este trabajo, se ha implementado un programa que
simula secuencias de ADN para arboles cuyas ramas han evolucionado de
acuerdo a un modelo GTR o una de sus variantes maés restringidas. Pero no se
han tratado otras variantes de modelos evolutivos que incorporan, por ejem-
plo, heterogeneidad con distribuciéon Gamma entre sitios del alineamiento
y el desarrollar programas que incorporen este tipo de heterogeneidad para
simular secuencias queda como trabajo futuro.

Otro punto a mejorar son las medidas de distancia entre drboles métri-
cos, pues en este trabajo se comprob6 que el Branch Score desarrollado por
Kuhner y Felsenstein no permite medir correctamente las diferencias entre
arboles con largos de ramas muy cercanas a cero.

Otro punto en el cual se podria trabajar a futuro es definir mejor qué con-
sideramos como tamafio de muestra para hacer reconstrucciones filogenéti-
cas. Se sabe que la calidad de la informacién también depende del tipo de
gen de donde se extraiga. Entonces podriamos considerar el tipo y la canti-
dad de genes de los cuales se obtuvo la informacién para definir el tamafio de
la muestra. Pero esta cuestion en especial debe ser resuelta junto con biélogos
y no solo por matemaéticos.

Sin duda el problema mds complejo de la reconstruccién filogenética es
el desarrollar métodos que permitan explorar el espacio de drboles de una
manera mds eficiente. Sin embargo, para llegar al punto de la reconstruccién
se deben hacer muchos otros procesos previos, entre ellos estan: la extrac-
cién del ADN, su secuenciacién y posteriormente su alineamiento. Estos son
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temas en los que los matematicos pueden trabajar, sobre todo en la parte de
alineamiento de secuencias.
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A Cd4digo en R del programa de
simulacion de secuencias de ADN

Zfads s E LT AL S EEEEEEEEEEEEEEEEEEE
# Simular secuencias de ADN #
FHAFHHHHHHHH S
library (ape)
library (expm)

sim_nuc <- function (p_0) {
aleat <— runif (1)
a <- sum(p_0[1:2])
b <- sum(p_0[1:31])

if (O<=aleat & aleat<p_0[11])
p <- c(1,0,0,0)
else if(p_0[l]l<=aleat& aleat<a)
p <- c¢(0,1,0,0)
else if (a<=aleat & aleat<b)
p <- c¢(0,0,1,0)
else if (b<=aleat & aleat<=1l)
p <- ¢(0,0,0,1)

return (p)

}

codificar <- function (p_bin) {
if(p_bin[1]1>=0.99)

nuc <-— "A"

else if(p_bin[2]>=0.99)
nuc <- "G"

else if(p_bin[3]1>=0.99)
nuc <- "C"

else if(p_bin[4]>=0.99)
nuc <-— "T"

return (nuc)

sim_evolucion <- function(tr, Q, pi, n_sitios) {
n_taxa <- length(trS$tip.label)
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ADN
n_ramas <- length(trS$edge.length)
n_int <- tr$Nnode
nuc_taxa <- matrix(nrow = n_taxa, ncol = n_sitios)#matriz para
#guardar los nucledétidos de la taxa
rownames (nuc_taxa) <- tr$tip.label
nodos_int <- matrix(nrow =n_int ,ncol = 4)#matriz para guardar

#vectores binarios de nodos internos

for(j in l:n_sitios) {
p_0 <= sim_nuc (pi)
#print (p_0)
nodos_int[1, ] <- p_0

for(i in 1l:n_ramas) {
n_ini <- tr$edgeli,1l] - n_taxa
n_fin <- tr$edgel[i,2] - n_taxa

M <- expm(Q*trS$Sedge.length[i])

p_1l <- nodos_int[n_ini, ]1%*%M
p_bin <- sim_nuc(p_1)
if(n_fin>0)
nodos_int[n_fin, ] <- p_bin
else{
nuc <- codificar (p_bin)
nuc_taxal[ (n_fin+tn_taxa), Jj] <- nuc
}
#cat ("Matriz nodos internos")
#print (nodos_int)

}

rownames (nuc_taxa) <- tr$tip.label

return (nuc_taxa)
}
s a s SRS SRR EEEEEEEEEEEEEEEEEE
# Ejemplo #
FHH A A AR H A AR HHHH A A AR HH A AR HH AR

arbol <= "(((Espl:0.01,Esp2:0.01):0.02,Esp3:0.03):0.01,
(Esp4:0.01,Esp5:0.01):0.03,0ut:0.05);"

tr <- read.tree(text = arbol)
plot (tr, type="p", use.edge.length = T)
nodelabels (frame = "c¢")

edgelabels (text = trS$edge.length, frame = "none")



Apéndice A. Cédigo en R del programa de simulacién de secuencias de

ADN 107

pi <= ¢(0.25,0.25,0.25,0.25)

kappa <- 5

beta <- 1/ (2+kappa)

alfa <- kappaxbeta

K80 <— matrix(data = c(-(alfa+2«+beta),alfa,beta, beta,
alfa,-(alfa+2+beta), beta, beta,
beta, beta, -(alfa+2+beta), alfa,
beta, beta, alfa, -(alfa+2+beta)),
nrow = 4, ncol = 4)

ejemplo <- sim_evolucion(tr, K80, pi, 800)
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B Codigo en R de la aplicacién
web para graficar filogenias

B.1 Interfaz de usuario

library (shiny)

shinyUT (
navbarPage (title = "Yura Shiny App",
tabPanel (title = "Ayuda/Subir archivo",
tags$img(style = "float: left;width:20%;",
src = "http://www.epn.edu.ec/gui/header/logo.svg",
alt = "EPN logo"),
tags$img (style = "float: right;width:15%;",
src = "https://www.r-project.org/Rlogo.png",
alt = "R logo"),

p(style="font-family:verdana; color:grey; font-size:x-large;",

"Yura es una aplicacién web que permite dibujar arboles
filogenéticos de un archivo en formato nexus o newick.’),

p(style="font-family:verdana; color:grey; font-size:x-large;",

"Ha sido creada utilizando las librerias Shiny y
Ape del programa R.’),

p(style="font-family:verdana; color:grey; font-size:x-large;",

"Preguntas, comentarios o sugerencias al email:’),
a(style="font-size:large",
"raquel.vargas@epn.edu.ec"),

fileInput (inputId = "arbol",
label = "Subir archivo Newick/Nexus",
accept = c(".nex", ".tree", ".nwk",
".nex.con.tre")),
tags$img(style = "display: block;margin: auto;width: 30%;",
src = "http://www.modemat .epn.edu.ec/images/logo.svg",
alt = "MODEMAT logo")
)
navbarMenu (title= "Graficar, Modificar &rbol",
tabPanel (title = "Grafico del &rbol",
sidebarLayout (
sidebarPanel (

p(style="color:#DF0174; ", strong ("Opciones de descarga")),

radioButtons ("formato", "Formato del grafico",
c("PDF", "JPEG"), inline = TRUE),
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downloadButton ("descargar", "Descargar grafico"),

radioButtons (inputId = "dir", label = "Direccidén del arbol",
choices = c("Derecha","Izquierda", "Arriba", "Abajo"),

inline = TRUE),

radioButtons (inputId = "type", label = "Tipo de &rbol",
choices = c("Filograma", "Cladograma", "Unrooted",

checkboxInput ("largosramas", "Usar largos de las ramas",
value = TRUE),

sliderInput (inputId = "fsize",

label = "Tamanho de la letra",

value = 0.8, min = 0.1, max = 2.1),

radioButtons (inputId = "tfont’, label = "Tipo de letra",
"negrita cursiva’),inline = TRUE),

sliderInput (inputId = "edgew", label = "Grosor de las ramas",
textInput (inputId = "title", label = "Escribir titulo",

p(style="color:#DF0174;", strong ("Etiquetas de nodos y ramas")),

checkboxInput ("node.1",

"Etiquetas/Soportes de nodos internos"),

radioButtons ("node.frame",

"Marco para etiqueta de nodos",

choices = c("rect", "circle", "none"), inline = TRUE),

sliderInput ("adj.node.v", "Ajuste vertical de etiqueta", min = -2,
value = 0.5, step = 0.01),
checkboxInput ("edge.1l", "Etiquetas/Largos de ramas"),
radioButtons ("edge.frame", "Marco para etiqueta de ramas",
"Ajuste vertical de etiqueta", min = -2, max = 2,
)
mainPanel (imageOutput ("treeplot"))
)

)
tabPanel (title = "Modificar",

#Texto de ayuda

p(style="font-family:Helvetica; color:blue; font-size:x-large;",
"Selecione los taxones para eliminar del &rbol.

En la opcidén '"Grafico del arbol’
aparecera la filogenia sin los taxones seleccionados."),

tabPanel (title ="Eliminar taxones", uiOutput ("tipLabels"))
)
)

#Ventana de detalles
navbarMenu (title = "Detalles del &rbol",
tabPanel (title = "Matriz de ramas del &rbol",



B.2. Server Function 111

h4 ("Matriz de ramas del arbol"),
tableOutput ("edges")
)I
tabPanel (title = "Numero de nodos internos",
h4 ("NUmero de nodos internos"),
textOutput ("Nnodes")
)I
tabPanel (title = "Nombres de las especies/taxa",
h4 ("Nombres de las especies/taxa"),
tableOutput ("tip.label")),
tabPanel (title = "Largos de las ramas",
h4 ("Largos de las ramas"),
tableOutput ("edge.length")),
tabPanel (title = "Etiquetas de los nodos internos",
h4 ("Nombres/Etiquetas de los nodos internos"),
tableOutput ("node.label"))
)

))

B.2 Server Function

library (shiny)
library (ape)
library (grDevices)

shinyServer (
function (input, output) {

tree.file <- reactive ({

infile <- input$arbol

if (is.null (infile)) {
return (NULL)

if (grepl(".nex", infile$name)==FALSE) {
read.tree(file = infileS$Sdatapath)
}
else(
read.nexus (file = infile$datapath)
}
})

datos <- reactive ({
if(class(tree.file())=="multiPhylo") {
tree.file()Scon_50_majrule
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else
tree.file ()

1)

#Para seleccionar las especies
get.tip.labels <- function () {
if(is.null (datos())) {return (NULL) }
nombres <- datos () Stip.label
return (nombres)
}
output$tiplLabels <- renderUI ({
nombres.tax <- get.tip.labels()
checkboxGroupInput ("remove.tips", "Especies/Taxa",
nombres.tax, inline = FALSE)

})

#Para poner o quitar las etiquetas de nodos o ramas
etiquetas <- function () {
if (input$node.l==TRUE && input$edge.l==TRUE)
{
if (is.null (datos () Sedge.length))
{edgelabels( adj = c(input$adj.edge.h, input$adj.edge.v),
frame = inputS$edge.frame)
}
else
edgelabels (text = round(datos () $Sedge.length, digits = 3),
adj = c(input$adj.edge.h, input$adj.edge.v),
frame = inputS$edge.frame)

if(is.null (datos () $node.label))
{nodelabels (adj = c(inputS$adj.node.h, input$adj.node.v),
frame = input$node.frame) }
else {
nodelabels (text = datos () Snode.label,
adj = c(input$adj.node.h, input$adj.node.v),
frame = input$node.frame) }

else {
if (input$node.1==TRUE)
{
if (is.null (datos () Snode.label))
nodelabels (adj = c(input$adj.node.h,
input$adj.node.v),
frame = input$node.frame)
else
nodelabels (text = datos () $node.label,
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adj = c(input$adj.node.h, input$adj.node.v),
frame = inputSnode.frame)
}
if (input$edge.1==TRUE)
if (is.null (datos () Sedge.length))
{edgelabels( adj = c(input$adj.edge.h, input$adj.edge.v),
frame = inputS$edge.frame)
}

else
edgelabels (text = round(datos () $edge.length, digits = 3),

adj = c(input$adj.edge.h, input$adj.edge.v),
frame = inputS$edge.frame)

#Modificar &arbol
tree.mod <—- reactive ({
drop.tip(datos (), input$remove.tips)

1)

#Grafico del arbol
output$treeplot <- renderImage ({
if (length(datos () Stip.label)<=50) {w.px <- 500; h.px <- 980}
if (length(datos () Stip.label)>50) {w.px <- 980; h.px <- 1200}

outfile <- tempfile(fileext=’.png’)
png(outfile, width=w.px, height = h.px)

plot (tree.mod (), main = inputS$title,
cex = inputS$Sfsize, edge.width = input$edgew,
font = switch(input$tfont, ’'normal’=1, ’'negrita’=2,
"cursiva’=3, ’'negrita cursiva’=4),
direction = switch (input$dir, "Derecha"="r"

"Izquierda":"l", "Arriba":"u", "Abajo":"d"),
type = switch (input$type, "Filograma"="p"

"Cladograma"="c¢", "Unrooted"="u"
"Radial"="r", "Radial ’'fan’"="f"),
use.edge.length = input$largosramas)
etiquetas ()
dev.off ()

list (src = outfile,
contentType = ’image/png’,
width = w.px,
height = h.px,
alt = "Error, no se puede reproducir la imagen")
}, deleteFile = TRUE)
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fname <- reactive ({
nombre <- paste(’filogenia’,sep = ".",
switch (input$formato, PDF = "pdf", JPEG="jpeg"))
return (nombre)

})

#Para descargar el gréafico
output$descargar <- downloadHandler (
filename = fname,
content = function (archivo) {
owd <- setwd (tempdir())
on.exit (setwd (owd))

#Para las dimensiones
w <—= 10; h <= 20

if (input$formato==’PDF’)
pdf (file = archivo, width = w, height = h)

else
jpeg (filename = archivo)

plot (tree.mod (), main = inputS$title,
cex = inputS$fsize, edge.width = inputs$edgew,
font = switch (inputS$tfont, ’'normal’=1, ’'negrita’=2,
"cursiva’=3, ’'negrita cursiva’=4),
direction = switch (input$dir, "Derecha"="r"
Izquierda"="1", "Arriba"="u"
"Abajo"="d"),
type = switch (inputS$Stype, "Filograma"="p"
"Cladograma"="c", "Unrooted"="u"
"Radialllzﬂrﬂ, "Radlal Ifanl ":"f")’
use.edge.length = input$largosramas)

etiquetas()

dev.off ()

#Detalles del &rbol

output$Sedges <- renderTable ({
m.ramas <— data.frame (datos () Sedge)
colnames (m.ramas) <- c("Ancestro", "Descendiente")
m.ramas

})

output$Nnodes <- renderText (datos () $Nnode)

output$tip.label <- renderTable ({
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data.frame (Taxa=datos () Stip.label)
1)

output$edge.length <- renderTable (
data.frame (LargoRamas=datos () Sedge.length))

output$node.label <- renderTable ({
data.frame (Etiquetas.Nodos=datos () Snode.label)
H)
H)
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C Arboles utilizados para la
simulacién

C.1 Arbol de 5 taxones

(((Espl:0.2767745421,Esp2:0.2767745421)
:0.3682187609, (Esp3:0.1543530229,
Esp4:0.1543530229) :0.4906402801) :0.4068158017,
Esp5:1.051809105) ;

C.2 Arbol de 12 taxones

(Espl:0.1874619216,Esp2:0.1415238567, ((((((Esp3:0.04083097,
Esp4:0.0535701986)74:0.0186475642,Esp5:0.0551866504)
100:0.0501977619,Esp6:0.0901109406) 97:0.0294390552,
Esp7:0.1076220863)100:0.0573132911,
(((Esp8:0.0156938025,Esp9:0.0208285911)99:0.0294991163,
Espl0:0.0479320065)97:0.0293973899,Esp11:0.059718508)
100:0.1172002889)96:0.0491263137,Esp12:0.1870942635)
100:0.0958952321) ;

C.3 Arbol de 20 taxones

((((Espl:0.4745814383,Esp2:0.4745814383) :0.2657732357,
(Esp3:0.1127902263, (Esp4:0.08197239806, (Esp5:0.03877361002,
Esp6:0.03877361002) :0.04319878804) :0.0308178282) :0.6275644478)
:0.09110654227, ((((Esp7:0.09731731053, (Esp8:0.05177796147,
(Esp9:0.004858303452,Esp10:0.004858303452) :0.04691965802) :
0.04553934906) :0.1970761599, ((Espll:0.06631926325,
Espl2:0.06631926325) :0.1098622721,Espl13:0.1761815353)
:0.1182119351) :0.2248615831, (Espl4:0.03671757555,
Espl5:0.03671757555) :0.482537478) :0.2530718227,
(((Espl6:0.02787680828,Espl7:0.02787680828) :0.02653497435,
Espl8:0.05441178263) :0.009713991678,Esp19:0.0641257743)
:0.7082011019) :0.05913434007) :0.78725396,Esp20:1.618715176) ;
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C.4 Arbol de 30 taxones

(((Espl:0.1399630802,Esp2:0.1399630802) :0.03176639743,
Esp3:0.1717294776) :0.9572007808, (((Esp4:0.03777564588,
Esp5:0.03777564588) :0.4154038938, (((Esp6:0.01003981613,
Esp7:0.01003981613) :0.02815875034,Esp8:0.03819856648)
:0.2622123016, (((Esp9:0.01381010978,Esp10:0.01381010978)
:0.03236759718,Espl11:0.04617770696) :0.1407124613,Espl2
:0.1868901683) :0.1135206998) :0.1527686716) :0.3807530829,
((Espl3:0.0334587832,Espl14:0.0334587832)

:0.5976542791, (((Espl5:0.1369992106, (Espl6:0.0293369574,
Espl7:0.0293369574) :0.1076622532) :0.05692743639,
Espl8:0.193926647) :0.2613551342, ((Espl9:0.09960164318,
((Esp20:0.06517793557,
(Esp21:0.008290120494,Esp22:0.008290120494) :0.05688781508)
:0.02539282503, (Esp23:0.028046858, ((Esp24:0.003667273303,
Esp25:0.003667273303) :0.01025751023,Esp26:0.01392478353)
:0.01412207447) :0.0625239026) :0.009030882579) :0.08166649654,
((Esp27:0.004787450124,Esp28:0.004787450124) :0.1359987046,
(Esp29:0.07755279389,Esp30:0.07755279389) :0.06323336082)
:0.04048198501) :0.2740136414) :0.1758312812) :0.2028195603)
:0.2949976358) ;

C.5 Arbol de 50 taxones

((Espl:0.9366434721, (((((Esp2:0.004882765841,
(Esp3:0.001836560233,Esp4:0.001836560233) :0.003046205608)
:0.04997090215, (Esp5:0.007946961466,Esp6:0.007946961466)
:0.04690670652) :0.067059534414,
((Esp7:0.0212383486,Esp8:0.0212383486) :0.009918700402,
Esp9:0.03115704901) :0.09075615342) :0.1651178778,
((Espl0:0.162031337, (Espl1:0.1384426766, ((Espl2:0.08709613182,
(Espl3:0.08645268998,Esp14:0.08645268998) :0.0006434418484)
:0.02990923063, (Espl5:0.1069924107, (Espl6:0.003402187836,
Espl7:0.003402187836) :0.1035902229) :0.01001295172)
:0.02143731418) :0.02358866034) :0.07866578158,
((Espl8:0.01228839366,Esp19:0.01228839366)

:0.08977716314, ((Esp20:0.06920151437, (Esp21:0.00213362092,
Esp22:0.00213362092) :0.06706789345) :0.02189209821,
Esp23:0.09109361258) :0.01097194422) :0.1386315618) :0.04633396171)
:0.01173354969, (((Esp24:0.0781194656, ((Esp25:0.02318403769,
Esp26:0.02318403769) :0.05230580689,Esp27:0.07548984457)
:0.002629621032) :0.0695182389, (Esp28:0.06597341607,
(Esp29:0.05144582059,Esp30:0.05144582059) :0.01452759548)
:0.08166428843) :0.01150461572,Esp31:0.1591423202) :0.1396223097)
:0.6378788422) :0.04646696642, (((Esp32:0.04054040381,
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Esp33:0.04054040381) :0.07039695599, ( (Esp34:0.06857357654,
Esp35:0.06857357654) :0.008037447316, (Esp36:0.05345715835,
(Esp37:0.04637192798, (Esp38:0.0411931923, ((Esp39:0.02065076431,
((Esp40:0.01416095365,Esp41:0.01416095365) :0.003680943033,
(Esp42:0.0152971009,Esp43:0.0152971009) :0.002544795783)
:0.002808867624) :0.006243268167,Esp44:0.02689403247)
:0.01429915983) :0.005178735681) :0.007085230369) :0.0231538655)
:0.03432633595) :0.4378915969, (((Esp45:0.03352538199,
Esp46:0.03352538199) :0.002825115122,Esp47:0.03635049711)
:0.07941479518, (Esp48:0.0541651468, (Esp49:0.02592506894,
Esp50:0.02592506894) :0.02824007787) :0.06160014548) :0.4330636645)
:0.4342814818) ;
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