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Resumen

Existe un gran interés en el estudio de los agujeros de gusano atravesables. Estos
agujeros se podrian utilizar como tuneles que conectan dos regiones que pertenecen al
mismo universo o0 a universos distintos. Debido a la ausencia de datos experimentales,
algunos cientificos creen que es imposible que estos objetos puedan existir de forma
natural pero, en la actualidad existen algunas corrientes dentro de la comunidad que es-
tudia los agujeros de gusano. Algunos estudios tienen como objetivo encontrar el tipo de
materia que sostendria abierto el agujero para que pueda ser atravesado, otros se enfo-
can en encontrar agujeros de gusano como soluciones a diferentes teorias de gravedad.
Una linea muy fructifera de trabajo es el andlisis, en diferentes contextos, de la métrica
del agujero de gusano de Morris-Thorne. Esta métrica fue introducida en 1986, y desde
entonces se han estudiado distintos tipos de agujeros de gusano, proponiendo distin-
tas funciones de forma e incluyendo sus deformaciones. En este trabajo se presenta el
estudio de las deformaciones de los agujeros de gusano atravesables asintéticamente
(anti)de Sitter, a través de la modificacion del ansatz para la métrica. Usando las ecua-
ciones de Einstein se puede determinar el tipo de materia que sostiene el agujero, y se
puede determinar si tal materia viola las condiciones de energia. A partir del ansatz pro-
puesto, se define la funcion de embebimiento en un espacio cilindrico, determinando los
rangos en donde ésta funcién existe. Posteriormente, se presenta un estudio completo
de las condiciones de atravesabilidad del agujero deformado, que consiste en determinar
el tiempo que se demora el viajero en cruzar el agujero, que debe ser aproximadamente
1 ano. Ademas consiste en encontrar la velocidad radial y las fuerzas tidales que siente
el pasajero al viajar radialmente por el agujero. Estas aceleraciones no deben exceder la
aceleracion gravitacional de la Tierra. Finalmente, se analiza el comportamiento de las
geodésicas del agujero.



Abstract

The scientific community has a great interest in the study of the wormholes, these ob-
jects could be used as tunnels that connect two regions that belong to the same universe,
or to different universes. Due to the absence of experimental data, some scientists belie-
ve that it is impossible that these objects exist. There many branches in the community
studying the wormholes. Some of them study the type of matter capable of maintaining
the wormhole in order to be traversable by humanoid travellers. Another branch has been
focussing in the study of the wormholes as a solution of different gravity theories. A par-
ticularly notable approach is the study of the metric of the Morris-Thorne wormhole. It
was introduced in 1986, and since then it has been studied by proposing different shape
functions, including their deformations. In this research we develop the study of the de-
formations of the asymptotically de (anti) de Sitter wormholes through the modification of
the ansatz for the metric. Then, with the help of the Einstein equations we can determine
if the kind of matter that support wormhole violates the energy conditions. From the pro-
posed anzats, the embedding function is defined in a cylindrical space, determining the
ranges where this function exists. A complete study of the traversability conditions of the
deformed wormhole is presented, which consists in determining the time it takes a huma-
noid traveler to cross the wormhole, it must be a finite and reasonably small proper time.
We find the radial velocity and the tidal forces felt by the passenger travelling radially th-
rough the wormhole, these accelerations must, not exceed the gravitational acceleration
of the Earth. Finally, we study the geodesics of the wormhole.



Capitulo 1

Introduccion

Los agujeros de gusano son soluciones de las ecuaciones de Einstein, aunque to-
davia se hacen hip6tesis acerca de su existencia porque experimentalmente no se han
detectado. Sin embargo, se han convertido en objeto de estudio por tener algunas pro-
piedades que parecen ser medibles. En particular, se puede analizar las ondas gravita-
cionales provenientes de un objeto estelar para determinar si el objeto en cuestion no
tiene un horizonte de sucesos [1].

Las soluciones de agujero de gusano se interpretan como tineles que conectan dos
regiones del espacio-tiempo, y existe mucho interés de la comunidad cientifica por en-
tender mejor las propiedades de éstos.

Uno de los primeros trabajos acerca de agujeros de gusano que conectan dos espacio-
tiempos diferentes fue el de Einstein y Rosen [2], donde los autores presentan una so-
lucién exacta a las ecuaciones de campo de Einstein que tenia dos propiedades intere-
santes: es asintdticamente plano, y conecta dos regiones diferentes del espacio tiempo.
Inmediatamente surgié la idea de la posibilidad de atravesar dicho pasadizo y asi via-
jar rapidamente entre regiones del universo alejadas entre si. En 1988, Morris y Thorne
mostraron que se podia “construir” -al menos tedricamente- agujeros de gusano atra-
vesables por seres humanos [3]. Para esto se requiere la existencia de materia exoética
concentrada alrededor de la garganta del agujero. Comunmente, esta materia viola las
condiciones de energia débil, nula y fuerte. Al fijar un tipo de materia se determina la
geometria del espacio-tiempo que permitiria viajar a un humano a través del gusano.
Estos agujeros presentan muchas restricciones y generalmente son inestables, por lo
que se buscan métodos alternativos para la construccién de agujeros que reduzcan al
minimo la cantidad de materia exética necesaria [4]. Sin embargo, existe cierto optimis-
mo por estudiar los tipos de materia que pueden sostener a un agujero de gusano, en
parte porque los modelos cosmoldgicos requieren la existencia de materia exdética, que
viola la condicién de energia dominante [5].

La métrica de Morris-Thorne ha sido una herramienta fundamental, diferentes ansatz
para la funcién de forma y la funcién de corrimiento han sido estudiados [5, 6], ademas



distintos tipos de materia se han propuesto para construir agujeros de gusano [7, 8] Los
agujeros de gusano asintéticamente (anti) de Sitter también han sido estudiados [9]. Sin
embargo, hasta donde se conoce no se ha hecho un estudio detallado de las condiciones
de atravesabilidad para una funcién de forma determinada.

En la actualidad, encontrar restricciones sobre la existencia de agujeros de gusano
atravesables es un campo activo de investigacién. Recientemente, se han encontrado
restricciones a la existencia de cierto tipo de agujeros de gusanos (anti)de Sitter, en
particular se excluye la existencia de estos agujeros cuando la fuente de materia es iso-
trépica, es decir, cuando las presiones tangencial y radial coinciden [10].

La manera mas usual de encontrar soluciones de agujeros de gusano es mediante
la introduccion de un ansatz para la métrica. Con esto, se calcula las posibles deforma-
ciones de una métrica que ya se conoce como solucién de agujero de gusano. De ésta
forma se han encontrado algunos tipos de agujeros de gusano cargados [11,12].

Las condiciones para la existencia de agujeros de gusano tipo Schwarzcshild asinto-
ticamente (anti) de Sitter se estudian a partir de un ansatz para la funciéon de forma del
agujero de Morris Thorne, donde el limite asint6tico de la métrica es un espacio (anti)
de Sitter. Luego se calcula el tensor energia-impulso, correspondiente, que permita sos-
tener el agujero. Adicionalmente, se puede estudiar las condiciones de atravesabilidad
como en el caso asintéticamente plano.

Los agujeros de gusano asintéticamente (anti) de Sitter han sido estudiados de ma-
nera muy general [9]. Sin embargo, las propiedades de atravesabilidad han permanecido
inexploradas. En el presente trabajo se inicia el estudio de agujeros de gusano tipo Sch-
warzschild (anti) de Sitter, con una funcién de forma cubica para la métrica de Morris-
Thorne. Ademas, tomando a la funcién de corrimento como una constante, la parte es-
pacial de la métrica se corresponde con la parte espacial de la métrica (anti) de Sitter.
De ésta manera procederemos a estudiar algunas de las propiedades de atravesabilidad
de los nuevos agujeros.

En la siguiente Seccidn se realiza un repaso de los elementos que usaremos de la
teoria de la Relatividad General. En el Capitulo 2 se describe la métrica de Morris-Thorne
y sus propiedades. Se exponen Los Agujeros de Gusano casi-Schwarzschild, que son
la particularizacion de la métrica de Morris-Thorne para funciones de forma lineales. En
el Capitulo 3 se presenta los Agujeros de Gusano Deformados Asintéticamente (anti)de
Sitter. Conocidos como agujeros deformados. Se estudia el embebimiento de los aguje-
ros en un espacio 3-dimensional Euclideano, se determina las condiciones de energia,
sus propiedades de atravesabilidad, y posteriormente se da a conocer un estudio del
comportamiento de las geodésicas. Finalmente, en el Capitulo 4 se dan conclusiones y
futuras direcciones de investigacion.



1.1. Relatividad General

Histéricamente varios cientificos han contribuido a formular la teoria de la Relatividad.
El primero de ellos fue Galileo Galilei, quien formulé una hip6tesis acerca de la Relati-
vidad del movimiento de los cuerpos [13]. Galileo propuso esta idea luego de observar
el movimiento de un barco en linea recta con velocidad constante. A partir de estas ob-
servaciones, Galileo introduce el concepto de Sistema de Referencia y las ecuaciones
que relacionan el espacio y el tiempo medido por dos observadores situados en dos
sistemas de referencia distintos. Actualmente, conocemos a estas relaciones como las
transformaciones de Galileo [14]. El principio de Relatividad de Galileo establece que
dos sistemas de referencia en movimiento relativo de traslacion rectilinea uniforme son
equivalentes desde el punto de vista mecanico, donde el tiempo es el mismo en los dos
sistemas de referencia [15].

Anos después, Isaac Newton utiliza el principio de Relatividad de Galileo y la ley
fundamental de la dindmica para explicar el movimiento de los cuerpos celestes en el
universo. Newton, al introducir el concepto de Sistemas de Referencia Inercial' (SRI) y
aplicar las transformaciones de Galileo a éstos, muestra que las aceleraciones de los
objetos son las mismas en los SR, y por lo tanto, el principio de Galileo, en el cual, los
procesos fisicos tienen que ser independientes del observador, se cumple para todos los
sistemas de referencia inerciales. A partir de esta idea, Newton establece los conceptos
de tiempo y espacio absoluto; “El Espacio Absoluto, en su propia naturaleza, sin importar
nada externo, permanece siempre similar e inamovible", y “El Tiempo Absoluto fluye de
manera uniforme sin importar nada externo" [14,16]

La comunidad cientifica presenté varias criticas a los conceptos de espacio y tiempo
absoluto definidos por Newton, se preguntaban cémo se puede identificar qué marco
inercial esta en reposo en relacion con el espacio absoluto, también manifestaban que
no se puede comprender adecuadamente el concepto de espacio absoluto si se ignora
la ley de inercia i.e. Newton consideraba que el espacio absoluto era una entidad fisica
que actuaba sobre los cuerpos provocando en ellos la inercia, mientras que la relacién
inversa no era posible [17].

Para poder cambiar el concepto de espacio absoluto, Albert Einstein descart6 la idea
de la existencia del éter 2 y establecié dos postulados. El primero dice que las leyes de
la fisica deben ser idénticas para todos los observadores, independientemente de si se
aceleran o no, a este postulado se lo conoce como el principio de la Relatividad [13], el

'Los Sistemas de Referencia Inercial son aquellos sistemas que se mueven unos con respecto a otros
con velocidad constante.

2La idea del éter fue introducida por Descartes en 1644, esta idea se basaba en que las fuerzas entre
dos cuerpos que no estan en contacto actuaban a través de un material presente en el espacio, denominado
éter. El éter tenia un funcion principal que era llevar ondas de luz. Los debates sobre la existencia de este
material se dieron hasta fines del siglo XIX, en el que se realizaban experimentos como tratar de determinar
la velocidad de la tierra en 6rbita a través del éter,tratando de medir el viento del éter en el laboratorio [13,14].
El experimento de Michelson y Morley fue la primera prueba en contra de la idea de la existencia del éter.



segundo postulado dice que la luz viaja linealmente a una velocidad ¢ en todas las direc-
ciones en cada marco inercial, donde no importa qué tan rapido se aleje un observador
de una senal de luz, siempre se alejara con velocidad constante ¢ [14].

Einstein encontrd un nuevo marco de espacio y tiempo, que acomodaba de forma
natural ambos postulados. Este marco dependia de cambiar las transformaciones de
Galileo® por las transformaciones de Lorentz* para enlazar los sistemas inerciales y de-
jar inalterado el espacio y tiempo dentro de cada sistema. Sin embargo, puede cambiar
el sentido de una magnitud, como la velocidad, que tiene cada sistema sobre los demas.
En el nuevo concepto de espacio-tiempo aparece el tiempo relativo, el cual es diferente
de un sistema inercial a otro [14]. En consecuencia, el principio de la Relatividad confir-
ma lo que se habia demostrado en los experimentos de Michelson y Morley ° [13].

En 1905 Einstein formulé una nueva teoria basada en sus dos postulados, denomi-
nada Teoria de la Relatividad Especial. En esta teoria se establecié nuevas ecuaciones
que permiten pasar de un sistema de referencia inercial a otro, y se reemplazé la nocién
de un tiempo absoluto (que depende del marco de referencia y la posicion espacial) por
un intervalo de tiempo entre dos eventos, eventos que pueden ocurrir al mismo tiempo
para un observador y en diferentes momentos para otro [2]. La teoria Especial de la
Relatividad, considerada como la teoria del espacio-tiempo plano, se aplica en el caso
especial donde la curvatura del espacio-tiempo es insignificante [17].

Einstein busc6 extender los conceptos de la Relatividad Especial en una nueva teoria
que establece que la gravedad es una consecuencia de la curvatura del espacio-tiempo.
A esta teoria se la conoce como la Teoria General de la Relatividad [16]. Para formular
su nueva teoria y poder determinar las ecuaciones de campo, que establecen la geo-
metria del espacio-tiempo desde una distribucién de masa y energia, Einstein, tuvo que
reinterpretar, desde un marco puramente geométrico, los conceptos fundamentales de la
Mecanica de Newton y la teoria electromagnética de Maxwell-Lorentz, como: el tiempo,
el espacio, entre otros. También usé varios principios fisicos que ayudaron a compren-
der la naturaleza de las leyes de Newton con mayor precisién. Estos principios son: el
principio de Match, principio de Equivalencia, principio de covarianza, principio de aco-
plamiento minimo gravitacional y el principio de correspondencia [16].

3Cambios de coordenadas y velocidades que dejan invariantes las ecuaciones de newton.

4Transformaciones que dejan invariantes las ecuaciones de Maxwell.

SEl experimento de Michelson y Morley constaba de un interferémetro, el cual divide la luz en dos haces,
luz que emite un foco luminoso como un laser; éstos haces rebotan en dos espejos volviendo a juntarse.
Dado que la luz es una onda, siempre que se tenga una fuente que solo emite una longitud de onda (es
decir, un color muy definido), al volver a juntarse, los dos haces interferiran produciendo maximos y minimos
de intensidad.



1.1.1. El principio de equivalencia

Entre las contribuciones que hizo Galileo para la formulacién de la teoria de la Rela-
tividad, se cuentan los experimentos de caida libre que realiz6 con Simon Stevin, donde
concluyeron que los cuerpos llegaban a la superficie de Ia tierra al mismo tiempo y con
la misma aceleracién, independientemente de su masa y composicion [17].

El hecho de que la aceleracion que toman los objetos en caida libre sea indepen-
diente de su masa, permite establecer una analogia entre los sistemas de referencia no-
inerciales y los campos gravitatorios, mediante el Principio de Equivalencia Débil (PED),
el cual establece que:

El campo gravitacional se acopla a todo. [16].

El PED fue demostrado por Newton, al considerar un experimento en el que dos
masas (inercial® y gravitacional’) que caen desde la misma altura en un campo gravita-
cional, donde la fuerza que se ejerce sobre cada masa es la misma F; = Fg, llegan a la
superficie con igual aceleracién (a1 = a3). A partir de la segunda ley de Newton

Fr =mad, (1.1)

donde m; es masa inercial y a su aceleracion. De la expresién general de la energia
potencial gravitacional
Fg = —mg grad (¢), (1.2)

donde ¢ = —G M /r es el potencial gravitatorio, y m¢ la masa gravitacional. Entonces, la
relacién entre las fuerzas inercial y gravitacional que ejercen sobre los objetos de masas

my1 Yy mg

mndi = Fi = —me grad ¢, (1.3)

myods = F; = —mgo grad . (1.4)

El hecho de que los dos objetos lleguen a la superficie con igual aceleracién implica que
Fi = F,, de donde se concluye
mno_ Mz (1.5)
mc1 MaG2
Repitiendo el experimento de caida libre con n-cuerpos (myq,....,m,) se puede llegar a
que la razén m;/m¢ toma el valor de una constante universal «, la cual, con una elec-
cién apropiada de unidades y sin perder generalidad es posible igualar a 1. Por lo tanto,
mj = mg¢. Esta relacién indica que la trayectoria de un cuerpo en caida libre esta deter-
minada por su posicién y velocidad inicial, independientemente de la forma y masa del
objeto i.e. el PED. La generalizacién del PED hecha por Einstein, se denomina Principio

de Equivalencia Fuerte (PEF), el cual establece que

®Es una medida a la resistencia que presenta el cuerpo cuando hay un cambio en la velocidad del
movimiento
"Mide la respuesta de un cuerpo bajo la influencia de un campo gravitatorio.



No hay experimentos locales que puedan distinguir la caida libre en un campo gra-
vitacional, del movimiento acelerado en ausencia de un campo gravitacional [16,
pag. 129].

La validez del Principio de Equivalencia, y precisamente su caracter local, tiene im-
portantes implicaciones sobre la estructura matematica del espacio-tiempo y ha sido
fundamental en la formulacién de la Relatividad. El hecho de que localmente un obser-
vador no pueda distinguir entre estar en caida libre en un campo gravitatorio o ser un
observador inercial, implica que existe un cambio de coordenadas que elimina el campo
gravitatorio en una pequena regidn y hace que el espacio-tiempo parezca localmente
plano [17].

1.1.2. Ecuaciones de campo de Einstein

La teoria de la Relatividad General formulada por Einstein en 1916, establece que
la gravedad es una consecuencia de la curvatura del espacio-tiempo, es decir, es una
propiedad geométrica del espacio-tiempo [15], esta curvatura es originada por la materia
que interactia con el espacio. Al sistema de ecuaciones tensoriales que describen las
relaciones entre el espacio y la materia, se las conoce como Ecuaciones de Campo de
Einstein:

Ry — %R G =87G T}y (1.6)

Del lado izquierdo de la ecuacion anterior tenemos la informacién de la curvatura del
espacio-tiempo, donde R, es el tensor de Ricci, R el escalar de Ricciy g, el tensor
métrico. Del lado derecho se tiene 7}, el tensor energia-impulso de la distribucion de
materia presente, y G la constante de Gravitacion Universal. (Ver Apéndice A)

El primer miembro de las ecuaciones de campo (ecuacién 1.6) se lo conoce como
el tensor de Einstein G,,.. Este tensor es una forma diferencial no-lineal de segundo or-
den, y como el tensor de curvatura esta relacionado con la curvatura de la variedad, si

.5, = 0 entonces se puede demostrar que es posible elegir un sistema de coordenadas
en el que la variedad es plana [15].

En cambio, el segundo miembro de la ecuacién 1.6 es el tensor energia-impulso, un
tensor de rango 2 que describe el flujo lineal de una distribucion de masa y energia, 7},
es un tensor con div(T') = 0, y contiene todas las formas en que se manifiesta la energia
y el momento. Una region del espacio-tiempo en la cual 7, = 0 se lo conoce como
vacio, es decir, carece de materia.

Cualquier campo tensorial covariante simétrico de rango 2 define una métrica, y una
variedad dotada de una métrica se llama variedad Riemanniana. Esta variedad pue-
de ser dotada de tensor métrico Riemanniano con una signatura de (++++), 0 semi-
Riemanniano con signatura (-+++). Notamos que en Relatividad General se utiliza los



tensores métricos semi-Riemannianos o Lorentzianos [15].
Una métrica se usa para definir distancias y longitudes de vectores. A la distancia infini-
tesimal entre dos puntos se la denomina ds y viene dada por

ds?* = g dutdu”, (1.7)

donde ds? se lo conoce como elemento de lineay g, es el tensor métrico. En la variedad
espacio-tiempo de la Relatividad General, i y v son indices que toman los valores de 0
a 3 correspondientemente, (i, x, y, z), y por lo tanto la matriz de coeficientes g,,, es un
tensor de 4 x 4. En consecuencia, tenemos un conjunto de 16 funciones reales definidas
en todos los puntos de la variedad espacio-tiempo [15].

Todos los tensores de la ecuacion 1.6 son matrices 4 x 4 y como los tensores g,,,
y T,,, son simétricos, tenemos un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden que estan acopladas y son no-lineales.

Poco después de la formulacidon de la Teoria de la Relatividad General, Einstein intro-
dujo un término cosmoldgico a sus ecuaciones de campo para poder construir un modelo
estatico del universo con simetria esférica [18]. Aplicando el término cosmolégico A a las
ecuaciones de Einstein, las ecuaciones 1.6 quedaron definidas de la siguiente manera

1
R,u,y - §R guu + A.guy = 87TG TMV' (1 8)

Einstein estaba convencido de que las masas aisladas no pueden imponer una es-
tructura en el espacio en el infinito, es por ello que postulé un universo que es espacial-
mente finito y cerrado: un universo en el que no se necesitan condiciones de contorno
y que era estatico. Tiempo después, Edwin Hubble comprobé que el universo estaba en
constante expansion, y el universo que Einstein habia postulado junto con la necesidad
de un término cosmoldgico desaparecié [14].

Actualmente, A se interpreta como una constante universal que fija la densidad de
energia del vacio
2 A c* )
PvacC = mv
y, si la constante es no-nula, la presion negativa del vacio podria hacer que el universo
acelerara su expansion.

(1.9)

Formulacion variacional de las ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden derivar usando un principio varia-
cional. La condicion que se requiere es

5/£&x_q (1.10)



donde £ es una funcion escalar que debe ser invariante y debe construirse a partir del
tensor métrico g,,,, [19].

En funcién del escalar de curvatura R la densidad Lagrangiana es £ = /—gR, y por
lo tanto, la accién explicitamente seria

Spr = /R\/—gd4x. (1.11)
A la ecuacién anterior se la conoce como accién de Einstein-Hilbert [20].

La variacién de la accién esta dada por

e = [ (95 5By + B 6 [97/=3]) ' =0. (1.12)
Del primer término de esta ecuacién se tiene
M SRy = (g"™ o) — ghrer™ ) | 1.13
.g 12 (g uv g ;Ll/) 2 ( )
y del segundo término
v 1 17 (0
8 [guv/—9] = Vg [59" = 59" 9as 09 ﬂ : (1.14)

Reemplazando las ecuaciones 1.13y 1.14 en 1.12, se obtiene

1
0SEH = /\/—g <Ra[j - §R ga[g) 6g*? d'x, (1.15)

donde aparece el tensor de Einstein, puesto que la variacion es arbitraria. Se concluye
que
1
Raﬁ - QR JaB = 0, (116)

que son precisamente las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio [19]. Para poder
obtener las ecuaciones de campo incluyendo una distribucion de materia, se supone la
existencia de otro campo junto al gravitacional; entonces, la accion total se convierte en

S =Sgg+ Su, (1.17)

donde S); es la accién correspondiente a la materia.

Soluciones a las ecuaciones de campo

Las soluciones a las ecuaciones de campo son métricas que describen la estructura
del espacio-tiempo. Dado que las ecuaciones de campo son no-lineales y acopladas
es muy complicado encontrar una solucién general. Sin embargo, si se han encontrado
soluciones particulares.



Si suponemos algun tipo de simetria -la mas comun es la simetria esférica- el sistema
de 10 ecuaciones se simplifica y permite encontrar soluciones exactas. Las soluciones
exactas mas simples son la solucién de Schwarzschild y de Reissner-Nordstrém [21].

i. Solucion de Schwarzschild. Un mes después de la publicacion de la Teoria Ge-
neral de la Relatividad, Karl Schwarzschild encontré una solucion a las ecuaciones
de campo. Esta métrica resuelve la geometria espacio-temporal fuera de una distri-
bucion estacionaria y esférica de la materia de masa M (conocida como la solucion
exterior). La solucion de Schwarzschild encontrd su primera aplicacion en el calcu-
lo del perihelio de Mercurio [22]. En coordenadas espaciales esféricas, la métrica
de Schwarzschild se define como:

-1
ds® = <1 — 2GM> dt® — (1 - 2GM> dr® —r?d6* — 17 sin* 0 d¢*,  (1.18)
r T

donde ¢ = 1. La métrica 1.18 tiene algunas propiedades caracteristicas:

e Utiliza coordenadas esféricas para describir la parte espacial.

e Las componentes g4 Y g N0 dependen del tiempo, lo cual muestra que es
una solucién estatica.

e Como la métrica 1.18 resuelve la geometria espacio-temporal en el exterior
de una concentracién de materia de masa M, entonces las ecuaciones 1.6
toman la forma G, = 0 [23].

e Sir — ooy M — 0, se recupera la métrica de Minkowski.
ds® = dt* — dr® — r2d6? — r*sin® 9d¢°. (1.19)

e La métrica 1.18 es asintoticamente plana y presenta 2 singularidades, la pri-
mera en r = 2GM y la segunda en r = 0. Esto divide la variedad en dos
regiones, 0 < r < 2GM y 2GM < r < oo [21].

La métrica 1.18 describe la solucién de vacio esféricamente simétrica a las ecua-
ciones de Einstein, donde M es un parametro que se puede interpretar como la
masa Newtoniana que se mediria al estudiar érbitas a grandes distancias de la
fuente gravitatoria.

Hay que notar que » = 2G M define una superficie de gran interés: el horizonte de
sucesos, denominado radio de Schwarzschild. Como la métrica 1.18 es valida en
el vacio (se mantiene fuera de la superficie de una estrella) entonces si se mira al
Sol, con M, ~ 2 x 10%3gramos y un radio de r ~ 5x10°G M, su radio de Sch-
warzschild » = 2G M, esta situado muy al interior de esta estrella, de modo que la
energia luminosa que puede producir el Sol en el exterior a este radio puede llegar
a la Tierra sin problema alguno. Sin embargo, si se pudiera compactar una estrella
brillante contenida dentro del radio de Schwarzschild, la estrella ya no brillaria méas



porque r se comportaria como el horizonte de sucesos unidireccional donde las
cosas pueden caer pero nada puede emerger [20]. En el caso de los objetos que
tienen un horizonte de sucesos se requiere de la métrica de Schwarzschild, pero
para los objetos que no tienen singularidades, como el Sol, la métrica 1.18 no se la
utiliza [23].

. Solucion de Reissner-Nordstrom Una de las soluciones estaticas mas famosas

para las ecuaciones de campo de Einstein es la métrica Reissner-Nordstrém, que
describe la geometria del espacio-tiempo que rodea un agujero negro esféricamen-
te simétrico que no rota y esta cargado [24]. Un agujero negro altamente cargado
seria rapidamente neutralizado por las interacciones con la materia en su vecindad,
y por lo tanto, tal soluciéon no es relevante para situaciones astrofisicas realistas.
Sin embargo, los agujeros negros cargados permiten estudiar una serie de carac-
teristicas importantes de situaciones mas generales [12].

La solucion de Reissner-Nordstrém se plantea como

2
Bri? - T 207 2 6in? 0 dg?, (1.20)

2—7
ds_rz A,

donde A, =72 —2Mr + Q? + G2, M es lamasa, Q y G son las cargas eléctricas y
magnéticas, respectivamente.

Entre las propiedades de esta solucién se resaltan:

e La métrica 1.20 es una solucion estatica y asintéticamente plana.
e La singularidad esté localizada en r = 0.

e Para 0 < Q% + G? < M?, hay dos horizontes definidos por A, = 0, y serian

ri:M(li\/M’Z—(QMG?)). (1.21)

e Laraiz r = r4 se la denomina horizonte externo y la raiz » = r_ se la de-
nomina horizonte interno. Para » > r,, r es una coordenada tipo espacial
y t es de tipo temporal, y en este caso, la solucién de la métrica 1.20 puede
considerarse como una pequena perturbacion fuera del horizonte del espacio-
tiempo de Schwarzschild. Dentro de los horizontes, para r— < r < ry, r s
una coordenada de tipo temporal y ¢ de tipo espacial. Sin embargo, para la
métrica de Reissner-Nordstrém la estructura del espacio-tiempo mas cercana
a la singularidad de curvatura se cambia drasticamente. No solo existe un tipo
de singularidad de horizonte adicional en r = r_, sino que es la region mas
interna, 0 < r < r_, donde la coordenada r se vuelve de tipo espacial y ¢t de
tipo temporal. [25]
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e Cuando M? = Q%+ G?, los horizontes .+ se degeneran, y el agujero negro es
llamado extremal.

e Para M? < Q? + G?, la solucion tiene una singularidad desnuda.

e Silas cargas, (Q? + G?)— 0, la métrica se aproxima a la métrica de Schwarzs-
child. Si » — oo se recupera la métrica de Minkowski [26].

1.1.3. Condiciones de Energia

Las condiciones de energia son generalizaciones de la afirmacion de que la densidad
de energia no puede ser negativa para todo el tensor energia-impulso. Para especificar
las condiciones de energia, se asume que el tensor energia-impulso T+" es diagonal,

T = diag(p, p1, p2, P3), (1.22)

donde p es la densidad de masa, y p; son las diferentes componentes de la presion. Aun-
que se cree que las formas de materia clasica obedecen estas condiciones, es conocido
el hecho de que las condiciones de energia son violadas por ciertos campos cuanticos,
como en el efecto Casimir [27].

i. Condicion de Energia Nula (CEN)
Para cualquier vector nulo k, se cumple

T k'K >0, (1.23)
y tomando el tensor de energia-impulso de la ecuacion 1.22, se tiene
Vi, p+pi > 0. (124)

Esta condicion se cumple en fluidos perfectos®, y se mantiene a lo largo de las
lineas de flujo de los campos vectoriales apropiados [28].

i. Condicion de Energia Débil (CED)
Para cualquier vector temporal U#, se cumple

T,,UMU” >0, (1.25)

es decir, la densidad de energia medida por un observador de tipo temporal debe
ser positiva. De la ecuacién 1.22, se tiene

p>0yV p+p; >0, (1.26)

8Los fluidos son analogos al polvo, pero en este caso las particulas ejercen una presién p entre si.
Ademas, el campo vectorial de velocidad temporal «,, puede dejar de tener geodésicas como sus curvas
integrales.
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donde la CED se cumple para un fluido perfecto con tensor de energia-impulso
T, = puyu, + Phy,, y un fluido con velocidad u* [29].

iii. Condicion de energia Fuerte (CEF)
Para cualquier vector de tipo temporal U#, se cumple la siguiente desigualdad

1
<Tw/ - 2Tg,u1/> uru” >0, (1.27)

donde T es la traza del tensor energia impulso. De las ecuaciones de Einstein, la
expresion 1.27 esta relacionada con la traza del tensor de marea E[U],,,, como

g"ElU]w = R, UPUS, (1.28)
y, de la ecuacién 1.22, se tiene

Vi, (p+pi) >0y (p+ Zpi) > 0. (1.29)

7

La condicién CEF implica CEN pero no necesariamente CED. La materia que satis-
face la condicién de energia fuerte asume que la gravedad es una fuerza atractiva
donde la divergencia (convergencia) de las geodésicas® disminuira (aumentard) en
el tiempo.

iv. Condicion de Energia Dominante (CEDM)
Para cualquier vector temporal U#” se cumple
T, UFU” > 0y T,,U" no es espacial. (1.30)

Esto implica que la densidad de energia medida localmente siempre es positiva, y
que el flujo de energia es de tipo temporal y nulo. De la ecuacion 1.22 se tiene

p>0yVY, pi €[—p,+p (1.31)

La CEDM se cumple para fluidos perfectos, y estipula que nunca se puede observar
que la masa-energia fluya mas rapido que la luz [20].

%Curva (C) de minima distancia entre dos puntos de una superficie, donde ds es el desplazamiento
infinitesimal a lo largo de C.
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Capitulo 2

Agujeros de gusano

2.1. Agujeros de gusano atravesables

En 1916, el fisico austriaco Ludwig Flamm, al examinar la solucién de Schwarzschild,
not6 que también era posible construir otra solucién que describia el fendbmeno que mas
tarde se conoceria como “agujero blanco"'°. El agujero blanco actiia como una fuente
que expulsa materia desde su horizonte de sucesos'?, a diferencia del agujero negro que
tiene un horizonte donde las particulas pueden caer pero no pueden emerger. Flamm se
dio cuenta que el agujero negro y el agujero blanco —que describen dos regiones dife-
rentes del espacio-tiempo— estaban conectados por un conducto espacio-temporal, de-
nominado garganta. Las regiones conectadas a través de esta garganta podian estar en
diferentes partes del universo o en universos distintos. En 1935, Einstein y Nathan Ro-
sen, analizaron a detalle la idea propuesta por Flamm, y lograron obtener una solucion
que la denominaron puente de Einstein-Rosen [26]. 20 afios mas tarde, John Archibald
Wheeler llamaria agujero de gusano al puente de Einstein-Rosen.

El trabajo tedrico realizado por Einstein y Rosen demostré6 matematicamente que el
agujero de gusano es inestable, es decir, el agujero de gusano se colapsa en un tiempo
mas corto del tiempo que toma un cuerpo en llegar al otro lado del agujero. Colapsando
instantdneamente, incluso si solo un fotdn intenta atravesarlo. Estas soluciones son co-
nocidas como agujeros de gusano no atravesables.

Posteriormente, Morris, K. Thorne y U. Yertsever, plantearon la posibilidad de con-
vertir al agujero de gusano en atravesable si se lograba mantenerlo abierto el tiempo
suficiente como para que un objeto consiguiera llegar al otro lado del agujero. En su
colaboracién concluyeron que para mantener abierto un agujero de gusano necesitarian
de una materia con una densidad de energia negativa, y una presion negativa mayor (en
magnitud) que la densidad de energia. Sin embargo, el tipo de materia que conservaria
abierto el agujero de gusano por un lapso de tiempo —que lo convertiria en atravesable—
no satisface las condiciones de energia como lo hace la materia conocida. Por esta ra-

°Es el inverso temporal teérico de un agujero negro.
""Es la superficie que separa el interior, que son regiones atrapadas, del exterior.
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zo6n, se la denomina materia exética. [30].

A continuacién se exponen las diferentes formas en las que se puede construir un
agujero de gusano, las condiciones de atravesabilidad y el tipo de materia que se nece-
sita para crearlos y mantenerlos abiertos.

2.1.1. Agujero de gusano de Morris-Thorne

La posibilidad de que los agujeros de gusano de Schwarzschild puedan existir, y pue-
dan ser utilizados para viajes interestelares, fue motivacién suficiente para que Morris y
Thorne iniciaran un nuevo estudio de agujeros de gusano atravesables. Su objetivo prin-
cipal fue crear tuneles espacio-temporales macroscépicos, que establecieran un atajo
entre dos regiones que pertenecen al mismo universo o a universos diferentes, estos
atajos tienen una garganta que une a dos bocas de entrada al tunel, y cada boca se
localiza en una region asintéticamente plana del espacio-tiempo.

Para que los agujeros de gusano sean atravesables, se imponen ciertos requisitos:
1) El espacio-tiempo no debe tener singularidades ni horizontes, para que se pueda
atravesar el agujero de manera bidireccional; 2) El tiempo de viaje del pasajero debe
ser razonable, e.g., menos de un afo; 3) Las fuerzas gravitacionales de marea deben
ser ligeramente pequefias en comparacién con la fuerza gravitacional de la Tierra; 4) Se
necesita un tipo de materia que viole las condiciones de energia, detalladas al final del
Capitulo anterior.

Métrica de Morris-Thorne

La métrica del agujero de gusano de Morris-Thorne es estatica y esféricamente si-
meétrica,

-1
ds? = —e26( 2 g2 4 <1 — b(:)) dr? + 1% (d6* + sin® 6 d¢?), (2.1)

donde (t,r,0, ¢) son las coordenadas usuales de espacio-tiempo, y b(r) y ¢(r) son fun-
ciones arbitrarias de la coordenada radial . b(r) se denomina funcion de forma porque
la funcion b(r) determina la forma espacial del agujero de gusano mediante diagramas
de embebimiento. A ¢(r) se la conoce como funcién de corrimiento [9].

La métrica del agujero de gusano debe satisfacer las ecuaciones de Einstein para un
tensor de energia-impulso dado. A partir de la métrica 2.1 determinamos las componen-
tes del tensor de Einstein, las cuales nos permiten encontrar el tensor energia-impulso.

i. Componentes del tensor de Einstein
La interpretacion fisica, y el andlisis matematico, se simplificaran al construir una
nueva base ortonormal a partir de un conjunto de vectores apropiados para un
grupo de observadores que permanecen en reposo en el sistema de coordenadas
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(ct,r,0,¢), con (r,0,¢) fijos. Si denotamos vectores base del sistema de referen-
cia de los observadores en reposo como: e;, e,, € Y €, [9], y determinamos los
vectores de la nueva base con la transformacion e, = A%e,, donde

Vo g —o(r 1/2 -1 : -1
A} = diag |e M) (1= b(r) /)2, 77 (rsin€) 1 (2.2)
entonces, los vectores de la nueva base estan dados por

e; = c ey, e; = (1—0b(r)/r)%,,

e; = rlep, e, = (rsin 0)*1e¢. (2.3)

En esta base, la nueva métrica toma la forma de la métrica de Minkowski,

“1.0 0 0
0 10 0
Jap = "6 = | o o 1 0
0 00 1

Para determinar el tensor de Einstein G, en el sistema de referencia ortonormal,
calculamos las componentes del tensor de Riemann

Rl = —Rl.=RL =—Rl.=(1-b/r)[~9"+ ¥'r—b)[2r(r—b)1] & —(®)?;
Riy = —Rbg =Rl = —Rl; = —(1—b/r) @' /r;

Rf;sfa) = —Rf;sq;g = ngdg = _R?qgg = —(1=b/r) @ /r; (2.4)
Rgf«é = _Rgéf = Rgfé = _Rgéf = (b'r — b)/2r%;

R, = —Ri, =R =-R = (@r—b)/2

Riss = —Riy= R?éqs = _Rg}éé = b/r’.

Usando el tensor de Riemann calculamos el tensor de Ricci R, y el escalar de
curvatura R. Las componentes del tensor de Einstein serian

b/
Gi = 3
b /
Gy = 3+2(1b> g; (2.5)
r r)r
_ b 11 b'r—b ’ N2 Qf), Vr—0b )
Gao = <1 r) <¢ 2r(r—b)¢+(¢) +7 2r2(r—0b) )’
Gog = Ggg

donde la notacién ’ indica la derivada respecto a la coordenada radial r.
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i. Tensor de Energia-Impulso
Las ecuaciones de campo requieren que el tensor de Einstein sea proporcional al
tensor de energia-impulso, i.e. en la base ortonormal el tensor de energia-impulso,
T,., debe tener la misma estructura algebraica que las componentes del tensor de
Einstein G, (ecuaciones 2.5) [3]. Asi, las Unicas componentes distintas de cero
del tensor energia-impulso son

Ty = plr)e;
Ty = —7(r); (2.6)
Tys = Tz =np(r),

donde p(r) es la densidad total de masa-energia, 7(r) la tension radial y p(r) la
presion medida en la direccion ortogonal a la direccion radial. De las ecuaciones
de campo (ecuacién 1.6), las componentes del tensor de Einstein (ecuacién 2.5), y
del tensor energia-impulso (ecuacion 2.6), se obtiene

o) = 1
T(r) = —:’3+2(1—i> f; (2.7)
_ b 1" br—b / ¢ b'r—b

Si se confina el agujero de gusano en el interior de una esfera de radio » = Rj,
la cantidad de energia-impulso que genera la curvatura del agujero se extenderia
hasta alcanzar el radio maximo R, de la esfera. Entonces, si r > R, la densidad
de energia p(r), la tensiéon por unidad de area 7(r) y la presién p(r) son nulas. Al
evaluar

S
~
—
=
~
Il

8rGe 2r? p;

—8rGe T r3 + b(r)
2r(r —b) ’

7_/(7,,) — (pCQ—T)(b/(T')— 2(p+7—)’

T

¢'(r) = (2.8)

en la regién del vacio, cuando el radio del agujero es mayor al radio de la esfera
donde se confina el agujero de gusano r > R, estas ecuaciones restringen la geo-
metria del espacio-tiempo externo para tener la forma estandar de Schwarzschild,
donde

b(r) = b(Rs) =B, B = const. (2.9)
6(r) = %111(1 _B/r). (2.10)

Notamos que el espacio exterior del agujero de gusano puede ser asintéticamente
plano, de Sitter o anti-de Sitter [9].
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La funciéon de embebimiento

Los diagramas de embebimiento son utilizados para visualizar las propiedades de
las hipersuperficies en el espacio curvo. En este caso, usaremos los diagramas
de embebimiento para representar un agujero de gusano y extraer informacién util
acerca de la forma que deberia tener la funcién b(r). Debido a que la métrica 2.1
es esféricamente simétrica, se puede considerar una seccién espacial del agujero
de gusano a un tiempo fijo ¢, sin perder generalidad. Si § = 7/2 y t =constante, el
elemento de linea es el siguiente

dr?

=717b(r)/7ﬂ+r2 dg?. (2.11)

ds®
Para visualizar la seccion del agujero, se embebe la métrica 2.1 en el espacio Eucli-
diano 3-dimensional. En coordenadas cilindricas (r, ¢, z), esta métrica se expresa
de la forma

ds® = dz* + dr? + r? d¢?. (2.12)

La superficie embebida es axialmente simétrica y esta descrita por la funcion z =
z(r). En esta superficie el elemento de linea seria

dz\ 2
- (d)
De las ecuaciones 2.11 y 2.13, obtenemos que la superficie embebida debe satis-

facer 1o
dz r -
— =4 ——-1 . 2.14

ar (b(r) ) (14)

Para ser una solucién de agujero de gusano, la geometria del agujero debe tener un
radio minimo, r, = b(r,), que corresponde a la garganta, por lo tanto, dz/dr — oc.
Ya que dz/dr es divergente en la garganta, » no es la mejor coordenada para es-
tudiar la forma del agujero de gusano, por lo que, consideramos la distancia radial
propia medida por un observador estatico. Esta distancia se expresa de forma in-
tegral como

ds? = dr? +r? d¢?. (2.13)

" dr
i(r) = = / ey
donde el limite inferior es el radio de la garganta r, y el limite superior r es el
radio de la boca del agujero de gusano. Para que las condiciones de un viaje sean
“razonables"se requiere que [(r) esté definido y sea finito a lo largo de todo el
espacio-tiempo, lo que implica que (1 — b(r)/r) > 0.

(2.15)

Condiciones de atravesabilidad

Un viajero que intente atravesar un agujero de gusano podria morir por las fuerzas
gravitatorias de marea. Podria ser incinerado por una alta radiacion emitida cerca
de una singularidad, podria ser lastimado gravemente por el contacto con materia
exética, o morir a causa de la vejez durante el viaje. Por otra parte, el viajero podria
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quedar atrapado dentro del agujero de gusano después de que inadvertidamente
éste se colapse. Sin embargo, es posible disefiar un agujero de gusano que dismi-
nuya cada uno de estos peligros.

En primer lugar, el viajero debe ser capaz de atravesar el agujero de gusano en
un tiempo finito y razonablemente pequefio. Tomamos un agujero de gusano que
conecta dos regiones, cada una ubicada en un universo diferente, denominando
region 1 (donde se encuentra la estacion de salida), y regiéon 2 (donde esta ubi-
cada la estacién de llegada). También se considera que un pasajero en su nave
espacial, viaja radialmente a través del agujero de gusano, partiendo de una esta-
cion espacial ubicada a una distancia radial propia | = —I; desde la garganta del
agujero, y termina en reposo en una estacion espacial de llegada localizada a una
distancia radial [ = I [3]. Si el viajero tiene una velocidad radial v(r) al pasar el
radio r, medido por un observador estéatico, se puede relacionar la distancia propia
recorrida por el viajero di, el radio recorrido dr y el lapso de tiempo propio medido
por el viajero dr a través de

dl b\ V2 dr
B N ar. 2.1
N ( r> dt’ (2.16)
dl - b\ V2 ar
N S ¢<1‘7«> Z, (2.17)

donde dt es el lapso de tiempo visto por el observador estéatico, y v = [1—(V/¢)?]~1/2
es el factor de Lorentz. El signo — indica la primera mitad del viaje del pasajero
desde la regién 1 hasta la garganta, y el signo + indica la segunda mitad del viaje
desde la garganta hasta la region 2.

Como las estaciones espaciales de cada universo deben estar lo suficientemente
lejos de la garganta para que los efectos gravitacionales sean pequenos, se asume
que:

e La geometria del espacio, donde estan ubicadas las estaciones, debe ser casi-
plana, b/r << 1.

e El corrimiento al rojo gravitacional de las sefales enviadas de las estaciones
al infinito deben ser pequefas, AA/\ =e % — 1~ —¢, si |¢| << 1.

o La aceleracion gravitacional medida en las estaciones, g = — (1 —b/r)~1/2¢/ ~
—¢', debe ser menor o igual a la aceleracion gravitacional de la Tierra gg.

Si el agujero de gusano es atravesable, el tiempo de viaje medido tanto para el
viajero como para los observadores que se encuentran en reposo en las estaciones
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de salida y llegada debe ser menor a 1 ano,

+l2 d

A'Uiajero = / e S 1aﬁ0., (218)
- VY
+2 g

Acstacion = / Py < lano. (219)
—I v e

Adicionalmente, se requiere que la aceleracién que siente el viajero no exceda la
gravedad de la Tierra g. En una base ortonormal del marco de referencia propio
del viajero se tiene que

€; = 1€; Fyver; €; = FVe; +ve; ©€;=€; €;==¢; (2.20)

en términos de los vectores base del observador estéatico. El viajero tiene una 4-
.z . . ~t 1 0/

aceleracion expresada en su sistema de referencia como o/ = U” U’, . Para cal-

cular a se considera U, como una funcion de la posicién radial del viajero, como

b 1/2 s o
al=|(1-2) e ?0e?)

La aceleracion gravitacional que siente el viajero esta dada por

< gg. (2.21)

Ad¥ = —RF _y7pdub (2.22)

V/d/B/
donde U” es la 4-velocidad del viajero y n% la separacién entre dos partes arbitra-
rias del cuerpo del viajero. Hay que notar que Ac”’ es la aceleracién del viajero en
el espacio, con componentes

’

B s 1 >
Aa” = —R%,j.,o,n] = —Rigsm - (2.23)
Si se realiza las transformaciones de Lorentz a las componentes del tensor de
Riemann, en el sistema del observador estatico, se obtiene las componentes del
tensor de Riemann distintas de cero en el sistema del viajero:

b br—b
167970/ - pfrprgr — T 1—- —¢" — "2 — ¢ .
Rygsy =  Rygye =7 Ropg + 70 Rypupp
2
_ L 2 /I 9 _ /
=52 [U <b r) +2(r b)gb] . (2.25)

La desigualdad |Aa”'| < gs nos proporciona las restricciones necesarias para la
aceleracién gravitacional de marea, medidas por un viajero moviéndose radialmen-
te a través del agujero de gusano. Estas restricciones son evaluadas, particular-
mente, en la garganta y limitan la velocidad con la que el viajero atraviesa el agu-
jero.
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La presencia de materia exética hace posible que el agujero de gusano se man-
tenga abierto por un lapso de tiempo adecuado. Esta materia no obedece a las
condiciones de energia nula p ¢ — 7 > 0, y por lo tanto, no obedece a la condicion
de energia débil. Siendo asi, es de mucha ayuda definir un pardmetro adimensional
¢ que caracterizara la presencia de materia exotica,

T — pc?
lpc?|

£ = (2.26)
Si tomamos 7 y p de la ecuacién 2.7 para sustituirlos en la dltima ecuacion, se
puede escribir la forma general de £, como

b/r —b —2r(1—0/r)¢’

<= ]

(2.27)

En la superficie embebida, las bocas del agujero de gusano deben extenderse
notablemente para que el agujero de gusano se pueda conectar a un espacio-
tiempo asintéticamente plano. La ecuacion 2.14 debe satisfacer la condicién de
ensanchamiento d?r/dz? > 0 cerca de la garganta r, del agujero. Si derivamos el
inverso de la superficie de embebimiento dr/dz = (r/b(r) — 1)'/2 con respecto a z,

se obtiene
d?r _b- b'r

2= om0 (2.28)

Adicionalmente, con un poco de algebra sobre las ecuaciones 2.27 y 2.14, £ toma

la forma ) ) )
Cw? (% @

Si se toma en cuenta que p es finito, por lo tanto ¢’ lo es. En la garganta se cumple
que (1-b/r)¢’ — 0,y la condicién de ensanchamiento 2.28 se puede escribir como

2
To — PoC

|p062’

£(ro) = (2.30)

¢(r,) toma valores positivos y muestra que la restriccion 7, > p,c? es una condicién
extremadamente fuerte, ya que indica que la tensién radial en la garganta debe
exceder la densidad de energia. A la materia que satisface esta condicién se la
denomina Materia Exética.

La constante cosmoldégica y las ecuaciones de campo

Para visualizar una interpretacion fisica de la constante cosmoldgica A, se puede
escribir las ecuaciones de campo 1.8 como

G = 8mGe™ (T + T3 (2.31)
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donde Tﬁ(LZ“C) = —gus(Ac?/(87G)) es el tensor de energia-impulso asociado al va-

cio. En el sistema de referencia ortonormal esta dado por
4
(vac) Ac .
T 07 = —— 1,—-1,—-1,-1]. .
b sradieg(l, —1,-1,~1] (2.32)

Si definimos el tensor de energia-impulso total, T';,, como

Tpo = Tpo + Tos | (2.33)

el tensor de Einstein toma la forma G;; = 87ch‘4T,m. Si Tﬂ,; es el tensor de
energia-impulso total del agujero de gusano, sus componentes 5(r), 7(r) y p(r),pueden
expresarse explicitamente como

7(r) = T(?”)—%A, (2.34)

A.
8rG

A partir del tensor de Eintein G, y de las ecuaciones 2.5 y 2.6, se obtiene la
densidad de energia, tension radial y presién que incluiria la contribucién de la
constante cosmolégica

2 /

5(r) = 87% <f2 - A) (2.35)
4 /

) - [fg i <1 _ i) s A] | (2.36)
ct b , bUr—b , / b'r —b

p(r) = 37 [<1—T> [ —m¢ +(¢)2+i_27“2(7"—b)}+[(%'37)

En particular, si derivamos la ecuacién 2.36 respecto a la coordenada radial r, y
eliminamos v’ y ¢ de las ecuaciones 2.35 y 2.37, respectivamente, se obtiene

7= (o = 1) = 2 (7). (238)

Esta es la ecuacion relativista de Euler, es decir, es la relacion hidrostatica para el
equilibrio del material que mantiene abierto el agujero de gusano. La ecuacion 2.38
se puede obtener de la conservacién del tensor energia-impulso 7", = 0, donde

i =r[3].

Al agregar una constante cosmoldgica a las soluciones de los agujeros de gusano
se puede estudiar agujeros asintéticamente de Sitter y anti-de Sitter que se obtie-
nen cuando A > 0y A < 0, respectivamente [9]. La constante cosmolégica A tiene
el mismo efecto que una densidad de energia en el vacio p,.., asi como también
una presion del vacio pyqc, relacionadas como pyee = —Puac- Si A < 0 la densidad
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de energia en el vacio es negativa y la presién es positiva, y viceversa. Incluir A en
la relacién entre la densidad y la presién puede explicar la expansién acelerada del
universo y cuan fuerte, o débil, es la interaccién entre los agujeros.

2.1.2. Método de cortar y pegar

Existen algunas formas de construir agujeros de gusano. La mas comun es modi-
ficar el ansatz para la métrica. Sin embargo, los otros mecanismos que nos ayudan a
construir agujeros de gusano suelen ser bastante Utiles cuando se quiere estudiar cierto
tipo de fenédmenos. Existe una técnica que representa la nocién intuitiva de construir un
agujero atravesable, cortando dos agujeros negros antes del horizonte, para después
pegarlos [4]. Visser fue capaz de construir un agujero de gusano mediante la unién de
dos espacio-tiempos de Schwarzschild. La unién de los dos espacio-tiempos concentra
una energia-impulso diferente de cero en la capa limite entre los dos universos, y pa-
ra el estudio de esta capa limite se usa un formalismo de condicion de union [31]. Se
considera la solucién de Schwarzschild (ecuacién 1.18) y se toma dos copias idénticas,
removiendo las regiones 4-dimensionales definidas por

QLQ = {7’172 < a|a > 2M} (239)

Al remover las regiones Q2 » se tiene dos variedades geodésicamente incompletas'?,
con limites dados por las hipersuperficies temporales 0Q; 2 = {r12 = ala > 2M}. Al
unir estas dos variedades incompletas se tiene un espacio-tiempo M geodésicamente
completo, que posee dos regiones asintdéticamente planas conectadas por un agujero de
gusano con la garganta localizada en 9f2. En otras palabras, se considera dos espacio-
tiempos 2 » 4-dimensionales con cotas 9(2 o, que al unirlas se crea una nueva variedad
que no tiene limites Q2 = Oy ® Q5. Hay que notar que la condicién a > 2M es necesaria
para que no se forme un horizonte de sucesos [4].

Debido a que ambas piezas, que forman un espacio-tiempo M, son de Schwarzs-
child, el tensor de energia-impulso es cero casi en todas partes del agujero de gusano,
excepto en la garganta. Como toda la energia-impulso se concentra en la garganta se
puede aplicar el formalismo de la condicion de unién. La garganta posee una pared de
dominio entre dos universos, esta pared es una membrana clasica que muestra inesta-
bilidad y que puede ser aplicada a las ecuaciones de estado arbitrariamente [31].

i. Condiciones de unién y ecuaciones de Einstein
La primera condicién de unién es que las geometrias 3-dimensionales de 99; y
09 deben ser las mismas. Esta primera condicién conduce a que la geometria de
la nueva variedad €2 sea continua en la unién. Si la conexidén afin es discontinua,
el tensor de Riemman puede tener una singularidad cuantificada en los términos

2Una variedad geodésicamente incompleta es una variedad para la cual, cada geodésica no puede
extenderse indefinidamente, es decir, no pueden extenderse mas alla de la singularidad de la curvatura.
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de los limites 0f2; 2 de la segunda forma fundamental [4]. La segunda forma funda-
mental es

i L AGr;
K= Ly <ng) , (2.40)
n n==20

donde n adopta las coordenadas normales de la unién en la variedad de Riemann,
denominamos n positivo en ; y n negativo en s, y KJZ *+ son los coeficientes aso-
ciados a las coordenadas normales de ; y (29, respectivamente.

i = K5 — K;; es la discontinuidad de la curvatura extrinseca de la garganta
092. De manera que, los términos del tensor de Ricci en 02 se pueden calcular en
términos de la discontinuidad de la segunda forma fundamental,

Ri(z) = [Hij w0

0 K(m)] - 5(n) + RE F(x) - O(n) + RY ~(z) - ©(—n).

La discontinuidad de la curvatura extrinseca junto a las ecuaciones de campo de
Einstein, determinan el tensor de energia-impulso de 052, donde esté localizada la
garganta,

T = SH§(n). (2.41)

Sk es el tensor de energia de superficie y n denota la distancia propia desde la
garganta a la boca del agujero de gusano, en direcion perpendicular. La diagonal
del tensor S** se expresa como

4

i c i i
S = e (mj - (5j/<c) . (2.42)

En general, para la simetria esférica y simetria de reflexién, K* = - K~ =1/2k, y

k- 0 0
:‘Qij = 0 /ﬂ?ee O )
0 0 &Y

donde . y kY% son los coeficientes de la segunda forma fundamental, mientras que
el tensor de energia de superficie se escribe en términos de la densidad superficial
oy de la presién superficial 9,

—o 0 0
Si=10 -9 0
0 0o -9

De las ecuaciones 1.6 y de los tensores S;? y /ffj, se encuentra
o=——~Kp; ﬁ:—i(/ﬁT—l—Kﬁ) (2.43)
0> {7 T 0/ :

que son los términos de densidad y presion superficial que se utilizan para estudiar
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el caso estatico de los agujeros de gusano de Schwarzschild.

i. Agujeros de gusano estaticos
En particular, la segunda forma fundamental para los agujeros de gusano estéaticos
se escribe como

i () =)o (B) L e

donde KJ’ * son los coeficientes asociados a las coordenadas normales de Q; y
Q,, respectivamente. Si 0r/0n = /1 —2M/a, y de la métrica de Schwarzschild
(ecuacién 1.18), se obtiene

M 1- 2

Ki*t=+ 2 . K +f—4 -, (2.45)
1— 2M a
a
donde la densidad de energia y tension superficial estan determinados por

1 2M 1 1-4

o=——/1——; ¥ =— : a_, (2.46)
2ma a dma 1_ 2M

La densidad de energia negativa y la tension superficial negativa, argumentan la
presencia de materia exdtica y presion superficial en la garganta.

2.1.3. El horizonte desplazado

Existen algunas observaciones que han comprobado la existencia de agujeros ne-
gros junto a sus caracteristicas propias [32]. Una forma de medir hasta qué punto las
observaciones realmente pueden caracterizar la presencia de los agujeros negros relati-
vistas, es considerar lAminas de agujeros negros, i.e. objetos tedricos que imitan algunas
de sus caracteristicas y carecen de otras, a estos objetos tedricos se los conoce como
agujeros de gusano [33]. Ya que la diferencia entre un agujero negro y un agujero de
gusano es la presencia de un horizonte de sucesos, al aumentar un parametro lo sufi-
cientemente pequefio en la métrica de un agujero negro, se puede mostrar que el agujero
negro se convierte en un agujero de gusano.

Se considera un tipo de agujero de gusano simple, descrito por la métrica

d 2
ds* = —(g(r) + A\?) dt* + o

+ 72(d6* + sin? 0 d¢?), (2.47)
g(r)

donde g(r) = (1 —2GM/r) y X es un parametro adimensional. Si A\ = 0 se recupera
un agujero negro de masa M con un horizonte de sucesos localizado en » = 2GM. Si
A # 0 el espacio-tiempo toma una estructura diferente, donde no hay horizonte de suce-
sos pero en lugar del horizonte existe una garganta en » = 2GM que une dos regiones
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isométricas y asintéticamente planas.

El parametro \ determina el tamafo de la garganta y la escala de tiempo que esta
asociada a la métrica 2.47. Si el valor de A ~ ¢~4mGM” g tiempo que fluye en la garganta
es extremadamente lento desde el punto de vista de un observador distante,

tgarganta =A tobs. distante> (248)

de tal forma que los procesos que cambian en funcidén del tiempo en la garganta estan
congelados, imitando lo que sucede en el horizonte de sucesos.

El horizonte de sucesos del agujero negro es reemplazado por un tipo de brana locali-
zada en una capa delgada alrededor del centro de la garganta del agujero de gusano en
r = 2G M. De la métrica 2.47 la distribucién del tensor energia-impulso que mantiene la
garganta, tiene una densidad de energia que comprende regiones radiales y tangencia-
les proporcionales a 1/\2.

Para definir el espacio-tiempo de los agujeros de gusano, es necesario especificar
cémo el espacio-tiempo continla a través de la garganta del agujero, y para especificar
la continuacién del espacio-tiempo se reemplaza la distancia radial propia I(r) por una

nueva variable y(r),
" dr

v= T (2.49)
y se obtiene las siguientes expresiones en términos de y
y* >
9(y) = W; r(y) = 2GM + S (2.50)

Usando la coordenada y se define globalmente el espacio-tiempo del agujero de gusano
de dos formas. La primera, cuando la variable y varia en todos los valores de los reales,
y se tiene en mente un mundo multi-dimensional, en el que el colapso de una estrella
establece un puente entre dos mundos en distintas dimensiones. La segunda, cuando se
impone un Zy-simétrico y una condicion de borde para y = 0, de manera que la variable
y toma los valores de 0 < y < +o0, en este caso, se tiene en mente un Unico mundo,
donde el colapso de una estrella crea una dimension Zs-simétrico en r = 2G M.

Las geodésicas determinan las trayectorias del movimiento de particulas alrededor del
agujero de gusano, y estan descritas por las ecuaciones

. E . L
t:g(r)-f—)\Q; ¢:r7;
L2
P+ 9) <r2 - 6) - 9(7“9)(:;) A2 B, (.51)

donde L es el momento angular de la particula, E' la energia, y ¢ determina el tipo de
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geodésicas, para las geodésicas nulas y temporales se tiene e = 0y ¢ = 1, respectiva-
mente. Si se hace un cambio de variable a la ecuacion 2.51 de la coordenada radial r,

se tiene
2
p—/”g(rg)(:—))\dr, (2.52)

p+V(r(p) = E? (2.53)

2
Vi) = a0+ (G5 +¢). @54

y 7 toma la forma estandar

donde V (r) es el potencial efectivo que permite entender cualitativamente la dinamica
de las particulas en el agujero de gusano. Para las geodésicas nulas y temporales, y
para cualquier otro valor del momento angular L, existe una 6rbita circular ubicada exac-
tamente en r = 2M G. En este caso, la energia y el momento angular estan relacionados

por
E2 = )\2 72 + 2 55
aazae € (2.59)

donde la curvatura de la orbita circular en la garganta es estable, y el potencial efectivo
en r = 2M G implica que existen orbitas elipticas cerca de » = 2MG. El potencial efecti-
vo V (r), muestra que las particulas que caen en la érbita circular estable interna (ISCO)
rebotan desde la garganta del agujero de gusano hacia el exterior . Para estudiar con
mas detalle este rebote de particulas se debe proporcionar una definicion mas completa
de los agujeros de gusano, es decir, definir a los agujeros como objetos dinamicos para
discutir la estructura dindmica de la brana ubicada en y = 0, y su posible interaccién con
la materia que cae en la brana.

Otras caracteristicas de los agujeros negros, como la acrecién aparente irreversible de la
materia de un agujero [33, 34], las propiedades no-hair [35], los modos de timbre cuasi-
normales [32,34], y las propiedades disipadoras del horizonte de sucesos [35]. Han sido
estudiadas a partir de la métrica 2.47 demostrando ser caracteristicas imitadas por los
agujeros de gusano.

2.2. Agujeros de gusano deformados de Schwarzschild

Desde el articulo pionero de Morris y Thorne, los agujeros de gusano han generado
un gran interés en el campo de la fisica. Entre las multiples razones que apoyan al inte-
rés que tienen los cientificos por los agujeros de gusano atravesables, esta el estudiar el
tipo de materia que sostiene el agujero, y la posibilidad de construir maquinas de tiempo
que conecten dos regiones del espacio-tiempo y puedan ser atravesados por el ser hu-
mano [6].

En la seccién anterior, se presenté la geometria de los agujeros de gusano, las con-
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diciones que deben satisfacer para ser atravesables y las restricciones que debe tener el
tipo de materia que mantiene abierto el agujero, esta materia que se denomina materia
exotica sostiene el agujero de gusano, viola las condiciones de energia nula y podria
ser una de las razones que explica la expansion acelerada del universo. La expansion
del universo se puede intuir por los efectos gravitacionales de la energia oscura o por
energia fantasma [5].

Existen algunos estudios de la geometria de los agujeros de gusano atravesables
y del contenido de la materia que los sostiene, esta materia puede ser materia exotica
o materia fantasma. La materia fantasma que sostiene a los agujeros de gusano es un
fluido anisotrépico con una presién radial negativa, que deberia satisfacer las ecuaciones
de estado,
L1 ie ptp <0 (2.56)
Pr
al igual que la materia exoética, la materia fantasma también viola las condiciones de
energia y puede mantener el agujero de gusano estable [5]. A continuacién, se presenta

una generalizacion de los agujeros de gusano de Schwarzschild.

2.2.1. Meétrica con funcion de forma lineal

La soluciéon de Schwarzschild (ecuacién 1.18) se puede interpretar como un agujero
de gusano asintéticamente plano, donde la funcion de forma b(r) es una funcién que
depende de la coordenada radial r. Si b(r) = r, y la coordenada temporal tiene la forma
e2() =1 —r,/r (r, es el radio minimo de la garganta del agujero), entonces la solucién
de Schwarzschild posee un horizonte de sucesos en la garganta y el agujero es no atra-
vesable.

Para construir agujeros de gusano atravesables de Schwarszchild, se restringe la
funcion de corrimiento ¢(r) a un valor constante C' = 0, y la componente radial de la mé-
trica 1.18 mantiene la forma g,.! = 1—r,/r. En cambio, para los agujeros deformados se
toma el ansatz b(r) = a +ar, donde o y a son constantes arbitrarias. Cuando evaluamos
la funcién b(r) en la garganta b(r,) = r,, se obtiene que a = (1 — a)r,, y por lo tanto b(r)
toma la forma

b(r) =ar +ro(1 — a). (2.57)

De la ultima ecuacién, si r — oo y a # 0, se muestra que

2 . (2.58)

Esta ecuacién muestra que los agujeros de gusano no son asintéticamente planos cuan-
do r — oo. Pero si a = 0 los agujeros son asintéticamente planos y cumplen con la
condicion b(r)/r — 0.

Al reemplazar la ecuacion 2.57 en la métrica 2.1 obtenemos la métrica de los agujeros
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de gusano deformados,

dr?

(1—a)(1-"e)

ds® = (") qp? — —r2d0?, (2.59)

dondea<1lyr>r,>0.

Los agujeros de gusano descritos por la métrica 2.59 no son asintéticamente planos
cuando a # 0. Pero si se considera que la funcion de corrimiento ¢(r) no es nula y es
finita cuando a # 0, entonces el agujero es asintéticamente plano, como los agujeros
considerados en Morris-Thorne. Por lo tanto, si ¢(r) es finita y distinta de cero, entonces
e®(") es constante cuando r — oo, y la métrica 2.59 toma la forma

ds? = dt? — — r2dQ?, (2.60)

dr
(I-a)
donde dN? es el angulo sdlido de una esfera de radio unidad y se lo define como
d? = d6? + sin? 6 do?.
Al realizar un cambio de variable en la métrica 2.60, donde % = (1 —a)p?, obtenemos

ds* = dt? —dp* — (1 —a) p* dO°. (2.61)

Esta métrica describe un espacio-tiempo con un déficit de angulo sélido si 0 < a < 1. Si
a < 0, describe un espacio-tiempo con un exceso de angulo sélido. Si a = 0 recuperamos
la métrica de Minkowski.

2.2.2. Diagramas de embebimiento

El estudio de los diagramas de embebimiento asociados a los agujeros de gusano
deformados nos permite visualizar otras caracteristicas de este espacio-tiempo. Preci-
samente, podemos visualizar la forma y el tamarno de las regiones espaciales, a t fijo y
6 = /2, de las métricas 2.59 y 2.60 en un espacio 3-dimensional Euclidiano.

La superficie de embebimiento de la métrica 2.59 esta dada por

dz [ (1—a)ro+ar
dr \/7‘(1 —a)(1—"2) (2.62)

El numerador de esta ecuacion siempre es positivo cuando 0 < a < 1. Pero,si0 <a < 1y
(1—a)r,+ar > 1 entonces el embebimiento se extiende desde la garganta hacia el infini-
to. Por otro lado, si a < 0 se tiene que el numerador es positivo parar, < r < (1—1/a)r,,
y el numerador es negativo cuando » > (1 — 1/a)r,, lo que implica que el embebimiento
existe solo para los valores r, < r < (1 —1/a)r,.

Si elegimos a = 3/4, r — o y r, = 1 la superficie de embebimiento 2.62 toma la
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forma

1
da _ Vart+ 1 (2.63)
dr Vr—1
cuya solucién analitica es
21(r) =V3r2 —=2r—1+ iln (\/37"2 —2r —1+V3r — 1) . (2.64)
V3 V3

Sir — oo la superficie de embebimiento dz; /dr — /3, y la funcion z;(r) tiene una asin-
tota inclinada con pendiente /3.

Por otro lado, para la métrica 2.60 tenemos que la superficie de embebimiento es
dzz/dr = /3,y lafuncion z;(r) es z(r) = /3, donde la asintota de z,(r) tiene una pen-
diente de /3. Las funciones z;(r) y zo(r) muestran que la asintota de z(r) es paralela
a la asintota de z,(r). Ademas, si z1(r)/z2(r) — 1 cuando r — oo entonces la distancia
entre los embebimientos de las métricas 2.59 y 2.60 se aproximan a cero [6].

2.2.3. Condiciones de Energia

Para encontrar las densidades de energia y presién del agujero de gusano deforma-
do (ecuaciones 2.6), iniciamos determinando las componentes del tensor de Riemann
(ecuacién 2.4). De la métrica del agujero deformado (ecuacién 2.59), tomamos la fun-
cion de corrimiento ¢(r) = 0, la funcién de forma b(r) = ar + r,(1 — a) y la derivada
b(r)" = a, y encontramos las componentes del tensor de curvatura

R, = —Rl. =Rl =—Rl. =0;

Pi7 r:ff 7 &

Ry = —Rgg= Rggé = _quf =0

R = ~Rop= Ry =R =0

Rivg = —Rigy =Rl =Rl = —W; (2.65)
e = Hgu= Rff-& - —wa - _TO(;TSCL);

Rgéé = _Rgéé = Rgéqs = _R(isé = % + w

A partir de este sistema de ecuaciones determinamos las componentes del tensor de
Einstein Gﬂ,;,

a
Ga = 3
—1
Gip = _%4_71"0(@3 ); (2.66)
T T
ro(1 —a)
Gog = —5.3
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Finalmente, de las ecuaciones 2.6 y 2.66, se tiene

a
Kp = —5;
P 72
-1
oy, = Do (2.67)
T T
rola —1
()

que corresponden a la densidad de energia, presion radial y lateral del agujero de gu-
sano deformado.
Las presiones radial y lateral para la garganta del agujero cuando a < 1, son

a—1
212

1
pr(ro) = —— <0;  pi(ro) = > 0. (2.68)

o
El radio maximo del agujero esta dado por 7,4, = (a — 1)r,/a, donde 7,4, > 0 para
a<0,Y rme <0paral < a < 1. Como la presion radial p, desaparece en la superficie
del radio maximo r,,., del agujero, entonces para r > r, la presién radial es negativa si
0 < a < 1. Pero, si a < 0 se obtiene que p, < 0 parar, <r < rmaz ¥ Pr > 0Sir > rpge.

La Condicién de Energia Nula (CEN), definida por p + p; > 0, se analiza a partir de
la relacion 2.67 y se obtiene que

rola — 1

pip = "D (2.69
a rola — 1

p+pm = —5— % (2.70)
r r

Notamos que de la ecuacion 2.69 p, no cumple con CEN. Por otro lado, de la ecuacién
2.70 se deduce que p; sicumpleconlaCENsir > r,y0 <a < l,yparar, <r < rmaez/2
si —1 < a < 0. Finalmente, sia < —1, p+ p; < 0 para r > r, no cumple con la CEN.

Para encontrar las condiciones de energia fuerte (CEF) (ecuacién 1.29), dominante
(CEDM) (ecuacién 1.31) y débil (CED) (ecuacion 1.26), se detemina p+piot. Sir > r, > 0
Y p+ prot = p+ pr + 2p; = 0 entonces CEF, CEDM y CED no se cumplen [27].

Debidoaque p > 0,p, <0y p > 0,parar > r,y0 < a < 1, la métrica 2.60
describe un agujero de gusano fantasma que lleva un monopolo global. Por otro lado, p,
p1, Y pr representan las componentes del tensor energia-impulso que incluyen los efectos
que producen dos objetos distintos del monopolo global y del mismo agujero deformado
en la geometria del agujero de gusano. Los monopolos globales producen un déficit de
angulo solido al infinito, pero dando un valor adecuado al pardmetro a se puede obtener
un déficit de angulo sélido ~ 4.
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2.2.4. Fuerzas de marea despreciables

Otra condicién para atravesar el agujero de gusano deformado es que la acelera-
cién que siente el viajero al atravesar el agujero no exceda la gravedad de la Tierra,
ge = 980cm/s?. Para determinar la aceleracion con la que cruza un viajero el agujero
de gusano, consideramos que la persona viaja radialmente desde la estacién de salida
hacia la estacion de llegada. El viajero, al moverse radialmente, siente una aceleracion
dada por 2.21 y, de acuerdo a la métrica 2.59 la aceleracion toma la forma

(1 — 1/2
lay| = (1—a+r(r“)> v'é, (2.71)

donde v es el factor de Lorentz, v = (1 — 112/02)_1/2 y v(r) la velocidad del viajero medida
por un observador estatico en r. La aceleracién se puede escribir como

1/2
lay| = l(l —a)'/? (1 - E) / 732w (2.72)

r

Sia = 0, entonces |a,| = |asne|, donde |asp.| €S la aceleracion que siente el viajero pa-
ra un agujero de gusano de Schwarzschild. La aceleracién |a,| serd menor cuando se
presente un déficit de angulo sdlido, y la magnitud de |a,| aumentara cuando exista un
exceso en el angulo sdélido [18]. La condicién de la aceleraciéon dada por la ecuaciéon 2.72
se pueden satisfacer independientemente del valor que tome el parametro a, debido a
que lo importante es que el viajero mantenga su velocidad v(r) constante durante el viaje.

Como el viajero debe atravesar el agujero de gusano sin sufrir dafnos fisicos, es im-
portante determinar las fuerzas de marea que siente el viajero desde la cabeza a los
pies, a estas fuerzas se las conoce como fuerzas laterales (ecuacion 2.25) y radiales
(ecuacion 2.24) [3]. Como ¢(r) se restringe a un valor constante, las fuerzas de marea
radiales que consideran una restriccion a la funcién de corrimiento tiene un valor cero.
Por otro lado, las fuerzas laterales que siente el viajero se expresan como

el < g (2.73)

2
v
'2713 7"0((1 — 1)

Estas fuerzas ocurren en el limite donde el movimiento es no-relativista, v << cy v << 1.
Como ¢ es el tamano del cuerpo del viajero y las fuerzas laterales son mas intensas en
la garganta, la velocidad con la que cruza el viajero de una regién a otra es

/l) 5 ﬂ‘
Vie—1]

El espacio-tiempo de los agujeros de gusano de Morris-Thorne es asintéticamente plano
en el infinito espacial, por esta razdn las estaciones estan ubicadas en regiones casi-
planas, a un radio donde 1 — b(r)/r difiere 1% de la unidad. En los agujeros de gusano
deformados se aplica el mismo criterio para ubicar a las estaciones, por lo cual, se re-

(2.74)
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quiere de la condicién
To _
(1-a) (1 -2 ) — 0,99, (2.75)

que da explicitamente la ubicacion radial de las estaciones de salida y de llegada

~100(1 — a)

P .. 2.7
T T 000 @.78)

Para conocer el tiempo total de viaje que realiza el pasajero, necesitamos determinar
la distancia radial propia (ecuacion 2.15) entre las dos estaciones [30]. Esta distancia
propia [(r) para el agujero de gusano deformado es

I(r) = (1 — a)"1/2 [\/r(r — o) + %ro In (2 Vrlr = Tr) 2 r)] : (2.77)

donde el signo + muestra la distancia radial propia desde la garganta a la estacién de
llegada y el signo — la distancia radial propia desde la estacién de salida a la garganta.
La variacién de la distancia propia Al = I(r2) — (1) €S

_ 9900(1 — a) 199 — 100a 9900(1 — a)
Al(r) = +(1 — a) [2 = 1002 —Hn( T io0e A G0 ) |0 @79

y de las ecuaciones 2.74 y 2.78, el tiempo total que recorre el viajero esta dado por

1 9900(1 — a) 199 — 100a 9900(1 — a)
At = 2 1 2 . 2.7
3v2 [ (1—100a)2 " < 1—100a " °\/ (1= 100a)? 2.79)

Si a = 0 el tiempo de viaje es 24,15s. Si a < 0 el tiempo de viaje del pasajero sera mas
corto, es decir 0 < At < 24,158,y si 0 < a < 1 el tiempo que tardara el viajero en cruzar
el agujero sera mas prolongado, At > 24,15s. Hay que notar que el tiempo que recorre el
pasajero desde una estacion a otra, es el mismo tiempo que transcurre en cada estacion.

2.2.5. Geodésicas del agujero de gusano deformado

Una vez determinadas las condiciones de atravesabilidad de los agujeros de gusano
casi-Schwarzschild, estudiaremos cudl es el comportamiento que presentan las geodé-
sicas de los agujeros deformados para diferentes valores del parametro a, tomando en
cuenta que las fuerzas de marea son despreciables.

De la definicion

1 dz® daP
_ L dvdr 2.
£ 998 0 dr (2.80)
se determina el Lagrangiano de la métrica 2.60,
72 . .
L=1i— — 20?2 — r?sin? 6 ¢°. (2.81)
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Los momentos conjugados son

dL _ t=FE; Iy = —d—ﬁ. =12 sin?0 ¢. (2.82)

I, = — =
di d¢

Si las trayectorias de las particulas estan confinadas al plano 6 = /2, se tiene que I1; y
H¢ son

di d¢

y si se reemplaza las ecuaciones 2.83 en 2.81 se obtiene la ecuacién de las geodésicas

2, (2.83)

t

LQ ,,;,2
2:h =
E=ht et i ya—my

donde L es el momento angular y h el parametro que define el tipo de geodésicas, para
las geodésicas tipo tiempo h = 1 y para las nulas h = 0.

(2.84)

Para las geodésicas radiales tipo tiempo, h = 1y L = 0, consideramos las condicio-
nes iniciales (t;,r;) de una particula de prueba. Si ¢; = 0 entonces su posicién inicial y
velocidad inicial son r; y v;, respectivamente. De las condiciones iniciales y de la ecua-
cién 2.84, para las geodésicas tipo tiempo tenemos

T2

(1-a)= fm (2.85)

Si reemplazamos la ecuacion anterior en 2.84, y como 7; = v;, obtenemos

22 2 (1_%)
; .

(2.86)

(2.87)

donde el signo negativo indica el movimiento de las particulas desde r; hacia la gargan-
ta, y el signo positivo indica el movimiento de las particulas desde r; hacia el infinito.

Si la particula tiene una velocidad inicial v; > 0, de la ecuacioén 2.87 la velocidad
maxima que alcanza la particula de prueba cuando r» >> r, es

Umas = —m (2.88)
1— To

T

Siv; = 0, entonces 7; = 0y r(7) es constante, esto implica que la particula de prueba es-
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ta en reposo o con velocidad constante. Si aplicamos la condicién de la velocidad inicial
v; = 0 a la ecuacion de las geodésicas (ecuacion 2.84), con las restricciones de a < 1
y r; > r, tenemos que E? = 1. Pero, si la velocidad inicial de la particula de prueba es
v; > 0 se obtiene que E? > 1,paraa <1yr; >r.

Al derivar la ecuacion 2.87 en funcion del tiempo propio 7 obtenemos la aceleracién

radial,

To v?

_ ﬁr _z:j) . (2.89)

Las geodésicas radiales tipo tiempo se pueden expresar como v? = (E? — 1)(1 — a)(1 —
ro/7), Yy del potencial efectivo definido por

P

Uep(r) = %(EQ ~1)(1 - a), (2.90)

la ecuacion 2.89 se puede escribir como

_1dUe
2 dr

(2.91)

El potencial U, () es valido para particulas que se mueven radialmente, mostrando que
* es repulsivo en todas partes del agujero. En cambio, las particulas que estan en reposo
(E? = 1) tienen una aceleracion radial cero 7 = 0.

El tiempo propio de las particulas que se mueven por la trayectoria de las geodésicas,
con v; en r;, se encuentra al resolver la ecuacién 2.87. Este tiempo esta definido por

1 o 1 2

T(r)=+—,/1— To |:\/T’(T — 7o) + 370 In ( { r(r—ro) + r} — 1)] +C, (2.92)
(Y T To

donde C es una constante. Si la particula empieza a moverse desde r; a 7 = 0 se impone

la condicion 7(r;) = 0, y la particula que se mueve hacia la garganta llega en un tiempo

finito.

En las geodésicas no-radiales tipo tiempo, donde h = 1y L # 0, consideramos la
posicion inicial (r;, ¢;) de la particula de prueba, con velocidad radial inicial v; y velocidad
angular inicial ¢;. La ecuacion de las geodésicas no-radiales tipo tiempo se determina de
la ecuacion 2.84, y toma la forma

1.2
E*=1+4+-"1+ :
o(-a)(1-)

72

(2.93)

7

donde L = r2¢,y L = rfqbz para una particula que empieza a moverse desde r; con ¢;.
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A partir de la tltima ecuacion, y asumiendo las condiciones iniciales (r;, ¢;), obtenemos

r2 o or? 1

_ 11 72
2 L<2_>+(1—a)<1 - (1= a)(1 — ro/r), (2.94)

2

donde 72 es la velocidad de la particula de prueba al viajar por la trayectoria de las geo-
désicas no-radiales tipo tiempo. Si L = 0 se obtiene la ecuacion 2.87, que es la velocidad
de las particulas que viajan por las geodésicas temporales radiales [6].

Derivando la ecuacion 2.94 encontramos la aceleracién # de las geodésicas circula-
res no-radiales,

. To T 2L To
2r—(1—a)r2(1_a)(1_ro/r)+(1—a)r—3(1—7)7 (2.95)
donde I
=(1-a)5 (1 - 7"7) . (2.96)

Si la particula de prueba se encuentra en la garganta (r = r,), la aceleracion #* dada por
la ultima ecuacién es nula. Si # > 0 la particula esta ubicada en cualquier otro punto del
agujero de gusano y se acelerara en la direccion en la que crece la coordenada radial r.

A partir de la relacion 2.94, la particula de prueba tiene una velocidad radial cero en
To Y €N reero, donde el radio 7., S€ expresa como

) ) —-1/2

Vs
cero — | o L . 2.97
’ <r3+L2(1—a)(1—ro)> >0 (2.97)

T4
Si reero > 10, €l radio re.ro sera la distancia minima de la garganta del agujero de gu-
sano que puede ser alcanzado por una particula de prueba, entonces las geodésicas
tipo tiempo se encuentran siempre a un lado del agujero de gusano, donde la particula
no cruza la garganta.

Para determinar las geodésicas que cruzan la garganta integramos la ecuacion

L B " dr
/odl_i/ro \/(1_@(1_%), (2.98)

y obtenemos

1) = + [zmwom( [;rﬁw r(rro)m, (2.99)

2\/1 —a

donde [(r) tendra el valor de cero cuando r = r,, y Si r, < r < oo, entonces para [(r) se
cumple

1
NI (2r +roIn(r)) <I(r) < co. (2.100)
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Como las geodésicas que cruzan la garganta estan dadas por la coordenada radial
propia I(r), de la ecuacién 2.93 se puede definir la ecuacion de las geodésicas en térmi-
nos de [y r(I) de la siguiente manera

L2
r(l)?

donde [ = dl/dr y (1) la funcién inversa de I(r).

E2=h+ + 12, (2.101)

Si 2 > 0, imponemos la condicién para las geodésicas no-radiales tipo tiempo

2 L2
E2>1+4—— (2.102)

r()?’
y la métrica toma la forma
ds® = dt* — dI* — r*(1)d9?, (2.103)

con la coordenada radial [.

Los puntos de retorno de las geodésicas no-radiales del agujero de gusano, se de-
terminan a partir de la ecuacién 2.101. Si se toma [ = 0y h = 1 los puntos de retorno
satisfacen 12

Tcero = ﬁ > To, (2-104)
donde r..o > 1, pPara una geodésica radial con r; > r,, v; < 0y ¢; # 0. La ecuacién
anterior se cumple ya que el radio de la particula de prueba (r..;, < 7;) que se acerca a

la garganta es desviado por el agujero de gusano [5].
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Capitulo 3

Agujeros de gusano deformados de
Schwarzschild-(anti)de Sitter

La métrica de Morris-Thorne es asintéticamente plana, si queremos estudiar un agu-
jero asintéticamente (anti) de Sitter necesitamos hacer algunas modificaciones. Como se
observé en el Capitulo 2, la introduccion del término con constante cosmoldgica cambia
el comportamiento asintético de la métrica. A continuacion, estudiamos las deformacio-
nes de un agujero de gusano tipo Schwarzschild-(anti)de Sitter, proponiendo un ansatz
para la funcion de forma b(r) y estudiando todos sus rangos de validez.

Consideraremos la métrica de Morris-Thorne (ecuacién 2.1) y una funcién de forma
con dependencia cubica de la coordenada radial:

b(r) =ar+ (1 —a)r, — (1 — a)Ar?, (3.1)

donde A es la constante cosmoldgica, y a es un parametro arbitrario que representa
la deformacion de la métrica. Llamaremos r; al punto donde se ubica la garganta del
agujero, de éste modo la ecuacion b(r;) = r; determina la ubicacion de la garganta,
obteniéndose

ro =11+ Ard, (3:2)
Si A =0 (r, = 1) se recupera el agujero de gusando casi-Schwarzschild, pero si A # 0
se obtiene 13 13
_ (@ (2
= (ww) () 63
donde
Q = 9A%r, + V/3\/4A3 + 2TA%r2, (3.4)

La componente g, de la métrica del nuevo agujero tiene que ser siempre negativa, lo
que implica que el denominador debe satisfacer:

1-a) (1 - % + Ar2> > 0. (3.5)

37



El factor (1 — r,/r + Ar?) es positivo ya que es la componente g,.. de la métrica de Sch-
warzschild (anti)-de Sitter-, y por lo tanto a < 1.

La métrica de Morris-Thorne con la funcion b(r) propuesta (ecuacién 3.1), se la puede

escribir como
dr?

(1—-a)(1—"+Ar?)

Esta métrica ya no es asintéticamente plana, de hecho, cuando » — o se tiene que

ds* = dt* — —r2dQ2. (3.6)

b(:) —a—(1—a)Ar?, (3.7)

y si el parametro a = 0 entonces
M — —Ar?. (3.8)

,
Lo que implica que la métrica del agujero deformado (anti)de Sitter con a = 0 tiende
asintéticamente a una métrica dada por

dr?

ds®> =dt? — ————
5 (14 Ar2)

—r2dQ2. (3.9)
Como ya sefialamos, la ecuacion anterior ya no es asintéticamente plana como en el
caso de los agujeros de gusano casi-Schwarzschild. Ahora las secciones espaciales de
la métrica se corresponden con las secciones espaciales de una métrica(anti)-de Sitter.
Notese que por la definiciéon de la funcion de forma (ecuacién 3.7), la parte espacial de
la métrica se correspondera con la parte espacial de la métrica de Sitter cuando A <0y
con anti-de Sitter cuando A > 0.

El espacio de Sitter es una variedad Lorentziana que tiene una curvatura constante
y es maximalmente simétrico'3. En la ultima década, los resultados obtenidos por Wil-
kinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) han confirmado que nuestro universo esta
descrito por un modelo cosmoldgico cuya componente de energia obscura es equiva-
lente a la constante cosmoldgica A > 0, esta energia obscura es la responsable de la
expansion acelerada del universo [32]. A pesar de que A haya tenido una contribucion
despreciable en el universo temprano, la densidad de energia de todas las deméas com-
ponentes (materia normal, neutrinos y ondas gravitacionales) decrece a medida que el
universo se expande, entonces, A tuvo que volverse dominante en algun momento del
pasado y por eso hoy tenemos una expansion acelerada [34].

13E| espacio simétrico donde el grupo de simetria tiene la maxima dimensién posible.
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3.1. Diagramas de embebimiento

Una herramienta atil para visualizar las secciones de la métrica es el diagrama de
embebimiento. Para embeber regiones bidimensionales a ¢ constante y § = =/2 del
agujero de gusano deformado, usamos la ecuacién 2.14 y la expresamos de la siguiente
manera

1/2
% _ (1[7(7”27 ay) (3.10)
[
Asi, la ecuacion anterior para la métrica 3.6 toma la forma
dz _ Jar+(1—a)ro — (1 —a)Ar? (3.11)
dr (L —a)(1— "t +Ar?) - '

Para que la funcion esté correctamente definida se requiere que el numerador de la ulti-
ma relacién sea real.

Si A > 0, la expresién dentro de la raiz es positiva cuando 0 < a < 1y r > r, > 0.
Pero, si a < 0, el embebimiento existe cuando r satisface

3a(22/3)(1 — a)A 4 o2/3

oS TS TI3R1AY (1 a)hall

(3.12)

donde a = (—27(1 — a)3A2r, + /—108(1 — a)Pa®A3 + 272(1 — a)6A4rg>.

En cambio, siA <0y r > r, > 0, el numerador es positivo cuando r ~ r,, por lo que
el embebimiento existe si r satisface la inecuacién 3.12.

No es posible encontrar una solucion analitica de la ecuacién 3.11 por lo que proce-
demos a buscar soluciones numéricas para distintos parametros de a y A (Ver apéndice
C). Graficamos z(r) y 2/(r) para saber cudl es el comportamiento de la funcion de em-
bebimiento y de su derivada.

La Figura 3.1 muestra el comportamiento de la funciéon z(r) cuando A < 0 para
0 < a < 1. En el panel (b) se observa que la derivada de z(r) es decreciente en el inter-
valo 1,13 < r < 1,7711, y a partir del punto minimo 1,7711 2/(r) crece nuevamente hasta
la asintota » = 2,622. En el panel (a) visualizamos que z(r) es una funcion creciente
que se encuentra acotada por dos asintotas, » = 1,129 y r = 2,622, presenta un punto
de inflexion en 1,7711, y su tasa de cambio es alta cuanto » — 2,622. Entonces existe
embebimiento cuando 1,13 < r < 2,62 paraa = 0,5y A = —0,09. En este caso, el agujero
de gusano se extiende desde un punto cercano a la garganta r; hasta » ~ 2,622, y la
restriccion 3.7 conduce a una geometria que conecta dos regiones del espacio-tiempo
que no son asintéticamente planas.
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(a) Diagrama de embebimiento con a positivoy A < 0.
z'(r)

10}

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 1 r
1.0 1.5 2.0 25
(b) Diagrama de la ecuacién diferencial z'(r) con 0 < a < 1.

Figura 3.1: Diagramas correspondientes a la funciéon de embebimiento z(r) y a su derivada 2'(r),
cuando A = —0,09y a = 0,5.

La Figura 3.2 muestra el comportamiento de la funcién z(r) cuando A < 0 para
a < 0. En el panel (b) observamos que la derivada de z(r) tiene dos puntos de corte
enr = 21837y r = 6,2. 2/(r) es decreciente en el intervalo 1 < r < 2,1887 y se vuelve
creciente en el intervalo 6,2 < r < 10. En el panel (a) se ve que z(r) es una funcién
creciente que se encuentra acotada por dos asintotas, r = 1 y r = 10, presenta una tasa
de cambio que se incrementa cuando » — 10, y cuando 2,1887 < r < 6,2 la funcién z(r)
no existe. Por lo tanto, existe embebimiento cuando 1 < r < 2,1887y 6,126 < r < 10 para
a= -1y A =-0,009. Por ello, el agujero se extiende desde la garganta r, hasta » — 10,
tomando en cuenta que la regién del agujero que no puede ser embebida se da cuando
2,1887 < r < 6,12, y de acuerdo a la restricciéon 3.7 la geometria del agujero conecta dos
regiones del espacio-tiempo que no son asintéticamente planas.
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(a) Diagrama de embebimiento con a negativoy A < 0.
z'(r)
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(b) Diagrama de la ecuacion diferencial z’(r) con a < 0.

Figura 3.2: Diagramas correspondientes a la funcién de embebimiento z(r) y a su derivada 2'(r),
cuando A = —0,009y a = —1.

La Figura 3.3 presenta el comportamiento de la funcién z(r) cuando A > 0 para
0 < a < 1. En el panel (b) visualizamos que la derivada de z(r) es decreciente en el in-
tervalo 1 < r < 2,1142, con un punto de corte en r = 2,1142. Por otro lado, en el panel (a)
apreciamos que la tasa de cambio de z(r) con A > 0 es muy pequefia en comparacion
con la tasa de cambio de la funcion z(r) con A < 0. z(r) es una funcién creciente que se
encuentra acotada por una asintota en » = 1 y presenta un punto maximo en r = 2,1142.
Por lo tanto, el embebimiento se extiende desde la garganta r; hasta un valor maximo
de r, r = 2,1142, lo que nos permite sefalar que el tamano del embebimiento es muy
pequefio, y que para valores de » mayores a 2,1142 las regiones del agujero no pueden
ser embebidas en un espacio Euclideano ordinario. Hay que notar que de acuerdo a la
condicién 3.7, la geometria del agujero conecta dos regiones del espacio-tiempo que no
son asintéticamente planas.
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(a) Diagrama de embebimiento con a positivoy A > 0.
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(b) Diagrama de la ecuacion diferencial z’(r) con 0 < a < 1.

Figura 3.3: Diagramas correspondientes a la funcién de embebimiento z(r) y a su derivada 2’ (r),
cuando A=1ya=0,8.

La Figura 3.4 expone el comportamiento de la funcién z(r) cuando A > 0 para a <
0. En el panel (b) observamos que la derivada de z(r) es decreciente en el intervalo
1 < r < 1,1312, con un punto de corte en » = 1,1312. Por otra parte, en el panel (a) se
muestra que la tasa de cambio de z(r) cuando A > 0 es muy pequefa en comparacion
con la tasa de cambio de la funcion z(r) con A < 0. z(r) es una funcién creciente que
se encuentra acotada por una asintota en » = 1 y tiene un punto maximo en r» = 1,1312.
De manera que, la funcién de embebimiento existe si 1 < r < 1,1312 cuando a = -1y
A = 0,3. En este caso, el embebimiento se extiende desde la garganta r; hasta un valor
maximo de r, » = 1,1312, lo que nos permite resaltar que el tamafo del embebimiento
es muy pequefio, y que las regiones que se encuentran cuando r > 1,1312 no pueden
ser embebidas en un espacio Euclideano ordinario. Hay que notar que de acuerdo a la
condicién 3.7, la geometria del agujero conecta dos regiones del espacio-tiempo que no
son asintéticamente planas.
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(a) Diagrama de embebimiento con a negativoy A > 0.
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(b) Diagrama de la ecuacién diferencial z’(r) con a < 0.

Figura 3.4: Diagramas correspondientes a la funciéon de embebimiento z(r) y a su derivada 2'(r),
cuando A =0,3ya=—1.

3.2. Ecuaciones de Einstein

Para determinar la forma del tensor energia-impulso que puede sostener la garganta
del agujero procederemos a calcular el tensor de Einstein, para luego igualar componen-
te a componente con el tensor energia-impulso. Usando las ecuaciones 2.4 con ¢(r) = 0,
b(r) = ar + (1 — a)r, — (1 — a)Ar® obtenemos las componentes del tensor de Riemann
en el sistema de coordenadas tangencial:

Riiﬁ - _Rifi - Rgff - _Rgﬁ =0,

Rl = —Rpy= th:é = _Rﬁqg =0,

Rigy = ~Fig= gy = —Fy; =0, (3.13)
Ry = —HR = Rff@ = _Rﬁéf - (12;3@ 2077 + 1]

Rovs = R = Rffé - _Ri)éf - (12;3@ [2A7° +7,]

Ri% N *qu%é - Rg}éq% - *Rgigé _ (- “)"";3— (1—a)Ar®
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Las componentes del tensor de Ricci vienen dadas por:

Ry = 0,

Ry = (1;3(1) [2A72% +7,]

Rig = g [(1= o+ 200 —4(1 - a)ar?). (3.14)
T
1

Ry = 53 [(1—a)ro+2ar —4(1 - a)Ar”].

Ademas, el escalar de curvatura es:

R= 5—3(3(1 —a)Ar® —ar). (3.15)

Finalmente, las componentes del tensor de Einstein se escriben como:

fo == 7"72 - 3(1 - CL)A, (316)
rola—1) a
1—a)r,
Géé = (27.3) + (1 —a)A, (3.18)
1—a)r,
G(M) = (2T3)+(1G)A. (3.19)

El tensor de Einstein es diagonal, asi que asumimos que el tensor energia-impulso
tiene la misma estructura 7}, = diag(kp , kp, ,Kipr), por lo tanto

_ ¢ Ta

Fp = oo |s 31— a)A} : (3.20)
_ A [rola—1) a

Rpyr = e i 743 — T72 — (1 — CL)A:| s (321)
_ A (1 —a)r,

Rpe = o T + (1 - a)A} . (3.22)

Si A = 0 recuperamos los resultados para el agujero de gusano casi-Schwarzschild.

De acuerdo a la ecuacion 3.3, cuando A > 0 la garganta se localiza en r; > 0, y si
A < 0 la garganta se encuentra en r; < 0. Por lo tanto, analizamos el comportamiento
de la presién radial y lateral en la garganta del agujero de gusano.

La presion radial en la garganta del agujero se expresa de la siguiente manera

) = M - 5 - 8.29)
1

donde ¢*/87G = 1. De la ecuaciéon 3.3, si A > 0y a < 1 entonces p,(r1) <0.SiA <0y
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a < 1 se tiene p,(r1) < 0. Por otro lado, la presion lateral esta definida por

(1—a)r,

o T (1— ), (3.24)

pi(r1) =
donde ¢*/87G = 1. Si A > 0y a < 1 se tiene que p;(r,) > 0. Pero,siA < 0ya < 1la
presion lateral es negativa (p;(r,) < 0). Si A = 0 la presion radial y lateral toman la forma
del agujero de gusano casi-Schwarzschid.

Definimos la Condicién de Energia Nula (CEN), dada por la ecuacién 1.24, a partir
de los datos obtenido en las ecuaciones 3.20, 3.21 y 3.22,

pro = [0 ara-a),
p+p = [TO(;;G)JF;_QA(I_G)]’ (3.25)

donde (¢ 487G) =1.Si A < 0y a < 1 se cumple CEN para la presion radial (p + p, > 0).
SiA<0,a<1lyr>r,>0CEN secumple para la presion lateral (p + p; > 0). En
cambio, si A > 0y a < 1 CEN no se cumple para p, y p;.

Si la suma de la densidad de energia y las presiones es positiva, se cumple la condi-
cion de energia fuerte (CEF),

P+ Diot = p+pr+2p =2A(a—1). (3.26)

Si A < 0 entonces p + pior > 0y cumple con CEF. Pero, si A > 0 entonces p + piot < 0y
no cumple con CEF. Para las condiciones de energia débil (CED) y dominante (CEDM)
la densidad radial debe ser positiva, y de acuerdo a la ecuacién 3.20siA <0y a < 1 se
tiene que p > 0, perosi A > 0y a < 1 entonces p < 0. Por lo tanto, se cumple CED y
CEDMparaA<0ya < 1.

3.3. Condiciones de atravesabilidad

Consideramos que una persona viaja radialmente por el agujero de gusano, desde
la estacién de salida (donde el viajero se encuentra en reposo) hasta la estacion de
llegada. La aceleracién que siente el viajero no debe exceder la gravedad de la Tierra
ge = 980cm/s?. Asi, a la aceleracion que siente un viajero que se mueve radialmente
determinamos por la ecuacién 2.21, y obtenemos

(3.27)

layi| = ‘((1 —a) (1— T:+Ar2)>1/27'02 .
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. —1/2 e .z .
Ademas, tomando en cuenta que v = (1 — v2/c2)~"/?, Ia Gltima ecuacion se convierte en

layi| = '((1 —a) (1 - % + Ar2>)1/2 vy, (3.28)

Sia # 0y A =0 se tiene que |a,;| = |a,|, donde |a,| es la aceleracion del agujero casi-
Schwarzschild (ecuacion 2.72). Sia = 0,y A = 0, entonces |a,;| = |asnc|, donde |agpc| €s
la aceleracion que siente el viajero para un agujero de gusano de Schwarzschild y se la
escribe como

o\ 1/2
|ashc| = ‘(1 - 7) v U,'Yg . (329)

Entonces para A > 0, si 0 < a < 1, se tiene que |ayj| > |ashe| > |av|, pero, sia < 0
se tiene que |a,;| > |ay] > |asne|. Por otro lado, para A < 0, si 0 < a < 1, se tiene
que |ay;| < |ay| < |asnc|, pero, si a < 0 se tiene que |ayj| < |asne| < |ay|. La condicion
de la aceleracion (ecuacion 3.28) se pueden satisfacer independientemente cuando el

parametro 0 < a < 1y A > 0, puesto que lo importante es que el viajero mantenga su
velocidad v(r) constante durante el viaje. Pero, sia < 0y A > 0, el viajero debe disminuir
considerablemente su velocidad v(r) entre las estaciones.

Para tener una idea de la magnitud de la aceleracién que acabamos de calcular,
consideramos un objeto moviéndose a una velocidad de 600 m/s, la aceleracién que ten-
dria el objeto que se mueve radialmente por el agujero de gusano es 424,26m/s? cuando
A =0ya=0.Pero, sir~ 20 kmy r, = 1km se tiene que a,; ~ 600 m/s®. En cambio,
para calcular la aceleracién cuando A > 0y A < 0, se toma r, = 1y el radio de la
garganta 1 km< r < 20 km. Entonces, siA > 1y 0 < a < 1 se tiene a,; aumenta consi-
derablemente, es decir, si A ~ 1 la aceleracién que siente el viajero tendria un promedio
de 813,34 m/s?, pero si A >> 1 la aceleracion tomaria valores superiores a 2800 m/s?.
Para A > 0y a < 0 la aceleracién tendria una magnitud minima de 2000 m/s?.

Ahora, si estudiamos la aceleracion que siente el viajero cuando A < 0 tendremos
que,paral0 <a<1ly—1<A <0laaceleracion ~ 900 m/s?2, ysiA << —-1y0<a <1
la aceleracion excede los 2000 m/s?. Por otra parte, sia < 0y A < 0 se tiene que
ay; ~ 3000 m/s?.

Las aceleraciones radial y lateral que siente el viajero estan dadas por las ecuacio-
nes 2.24 y 2.25, respectivamente. La restriccion de fuerzas de marea radiales se puede
considerar como una restriccién de la funcién de desplazamiento al rojo, mientras que la
restriccion de marea lateral se puede considerar como una restriccion de la velocidad v
con la que el viajero cruza el agujero de gusano. Por lo tanto, si ¢ = 0 el viajero no siente
la aceleracion radial, pero la aceleracion lateral es

’72”2 (Zj <2(a — 1A + To(ar_l)» ’ €1 S ge- (3.30)

2r2
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Si obligamos a que el movimiento sea no-relativista (v << ¢) entoces v =~ 1. De este
modo, de la ultima relacion obtenemos

ro(a —1)
2r3

v? <(a - DA+ ) ‘ €] < ge- (3.31)
Si A = 0 la aceleracion lateral toma la forma del agujero casi-Schwarzschild, de manera
que, para el nuevo agujero deformado de Schwarzschild la aceleracion lateral varia en
su magnitud de acuerdo al valor de A.

En la Figura 3.5 observamos que, si A < 0 la aceleracién lateral que siente el viajero
aumenta mientras el valor del parameto a disminuye, y si el radio de la boca del agujero
aumenta, entonces la aceleracién lateral disminuye hasta llegar a una magnitud minima
en un determinado valor de r, para después aumentar y alcanzar un valor constante con
el que podra cruzar el agujero. Hay que tener en cuenta que si A < 0 la aceleracion
lateral aumenta a medida que la constante cosmol6gica disminuye.

a=09
a[r]
108
107 A=0
108 — - A=-09
A=-3
10° ——— A=-10
10* — - A=-50
1000¢
100+
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ r
0.10 0.50 1 5 10
(a) Aceleracion radial con a > 0.
a=-5
afr]
\\
9 =
10 N A=0
— - AN=-09
A=-3
107 L
—_—— A=-10
— =-A=-50
105 L
‘ ‘ ‘ ‘ r
" 0.10 0.50 1 5 10

(b) Aceleracion radial con a < 0.

Figura 3.5: Aceleracion que siente el viajero al moverse radialmente por el agujero para diferen-
tes valores de la constante cosmolégica A < 0 cuando el parametro a toma valores fijos.
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En cambio, en la Figura 3.6 exponemos que a medida que el radio de la boca del
agujero aumenta, la aceleracién lateral disminuye hasta llegar a un valor constante con
la que el viajero podra cruzar el agujero de gusano. Si A > 0 la magnitud de la acele-
racién lateral aumenta mientras el parametro de deformacién disminuye y la constante
consmoldgica aumenta, como se muestra en las Figuras 3.6a y 3.6b.

Nuevamente, considerando un objeto que se mueve a una velocidad 600 m/s (ecua-
cion 3.31), la aceleracién que el objeto siente al atravesar el agujero es de 75 m/s?
cuando A =0y a = 0. Sia = 0,5 la aceleracién que siente el objeto al cruzar el agujero
aumenta a medida que A disminuye (si A < 0). En cambio, (si A > 0) la aceleracién que
siente el objeto al cruzar el agujero aumenta mientras A aumenta.

De la ecuacion 3.31 podemos ver que la aceleracidn lateral que siente el viajero es
minima si el radio de la boca del agujero r» ~ r, (donde r, = 1) y —0,1 < A < 0. Pero,
si r >> r, entonces la aceleracién que siente el viajero al cruzar el agujero aumenta
cuando A — —oco y A — +oo. También se puede determinar que la magnitud de la ace-
leracion aumenta si el parametro de deformacién a disminuye.

Determinamos la velocidad con la que el viajero cruza la garganta del agujero, donde
ge = 980cm/s?, r = r, y £ = 2m,

19
.
|a—1|‘A+ﬁ

v =

(3.32)

La velocidad maxima est& dada por
7(2A72 +1
Umaz = ( ) 5/2 (3.33)
410 75 /Ja — 1] ‘A + o

Analizando la ecuacion 3.32, v(r,) es proporcional a r, cuando A ~ 0y a < 1. Por lo tan-
to, a medida que el radio de la garganta aumenta, el viajero debe aumentar su velocidad
para poder cruzar el agujero.

La deformacién del agujero, dado por el parametro a y la constante cosmolégica A,
juegan un papel importante en la determinacion de la velocidad con la que el viajero
debe cruzar el radio de la garganta, es decir, la velocidad v(r,) aumenta considerable-
mente cuando 0 < a < 1y A = 0. Pero si el parametro a toma valores negativos (a < 0)
entonces la velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero sera cada vez menor
cuando A — 0. La velocidad v(r,) que se determina de la ecuacion 3.32 el viajero puede
atravesar el agujero de gusano.
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(b) Aceleracion radial con a < 0.

Figura 3.6: Aceleracion que siente el viajero al moverse radialmente por el agujero para diferen-
tes valores de la constante cosmoldgica A > 0 cuando el parametro a toma valores fijos.

Ahora, si A < 0 la velocidad v(r,) disminuird a medida que los valores de a sean
pequenos, es decir, si se varia la constante cosmoldgica (A < 0) la velocidad del viajero
alcanza un valor maximo (ecuaciéon 3.33) en un determinado r,, y posteriormente dis-
minuye su magnitud hasta alcanzar una velocidad constante con la que puede cruzar la
garganta del agujero, como se muestra en las Figuras 3.7 y 3.8; pero si A > 0, la velo-
cidad v(r,) aumentard moderadamente a medida que los valores de a sean pequefnos
hasta alcanzar un valor constante; si se considera que A >> 0 la velocidad v(r,) que
necesita alcanzar el viajero para cruzar el agujero sera poco probable, debido a que el
pasajero necesita de una velocidad minima con la que pueda atravesar el agujero, con
esta velocidad minima el tiempo que le tomara al pasajero sera maximo.
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Figura 3.7: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, donde la cons-
tante cosmolégica A toma distintos valores cuando el parametro de deformacién a = 1/2.
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Figura 3.8: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, donde la cons-
tante cosmoldgica A < 0 para el parametro de deformacién a = —100.
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Figura 3.9: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, donde la cons-
tante cosmolégica A toma distintos valores cuando el parametro de deformacién a = 1/2.
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En las Figuras 3.9 y 3.10 presentamos el aumento de la velocidad del viajero v(r,)
cuando A > 0, esta velocidad v(r,) alcanza un valor constante con la que el viajero
puede cruzar la garganta del agujero. Las magnitudes de la velocidad v(r,) que toma el
viajero para cruzar el agujero de gusano cuando A < 0y A > 0, que se muestran en las
Figuras 3.7, 3.8, 3.9y 3.10, son valores que hacen posible que el viajero pueda atravesar
el agujero.

a=-100

v[ro]

0.50

0.10+
0.05

Figura 3.10: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, donde la cons-
tante cosmolégica A > 0 cuando el parametro de deformacion a = —100.

A partir de la funcion de forma b(r) (ecuacién 3.1), determinamos la distancia propia
definida por la ecuacién 2.15,

r dr

l(r) ==+ BV el

(3.34)

La integral anterior no se puede encontrar de forma analitica cuando A > 0y a < 1,
entonces se integra [(r) numeéricamente para diferentes valores de a, y se obtiene la dis-
tancia radial propia cuando r, = 1y r = 5. Hay que tomar en cuenta que los signos + y
— indican la distancia propia desde la garganta del agujero a la estacion de llegada y de
salida, respectivamente.

Distancia I(r) para A > 0 Distancia i(r) para A > 0
A=1x10"1 [ I(r) = £8,366 km A=1x10"1 [ I(r) = £5,916 km
A=0,8 I(r) = £2,411 km A=0,8 I(r) = £1,706 km
A=3 I(r) = £1,294 km A=3 I(r) = £0,915 km

Cuadro 3.1: i(r) paraa = 1/2 Cuadro 3.2: I(r) paraa = 0

Distancia I(r) para A > 0
A=1x10"" | I(r) = £2,957 km
A=0,8 I(r) = £0,852 km
A=3 I(r) = 40 457 km

p

Cuadro 3.3: I(r) paraa = —
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Para determinar At es necesario la variacion de la distancia propia recorrida Al y
de la velocidad del viajero v(r,). Primero, encontramos los valores de i(r) y v(r,) para
a: 1/2, 0y —3, ver Cuadros 3.1, 3.2y 3.3 para ((r). Para v(r,) se exponene los Cuadros
3.4, 3.5y 3.6. Luego, usamos la ecuacion At = Al /v, y para distintos [ determinamos el
tiempo total que se demora el viajero en atravesar el agujero de gusano de una estacién
a otra.

Velocidad v(r,) para A > 0 Velocidad v(r,) para A > 0
A=1x10"" [ v(r,) = 4,427 km/s A=1x10"" [ v(r,) = 3,131 km/s
A =038 v(ry) = 2,746 km/s A=08 v(ry) = 1,942 km/s
A=3 v(ry,) = 1,673 km/s A=3 v(ry,) = 1,183 km/s

Cuadro 3.4: v(r,) paraa = 1/2 Cuadro 3.5: v(r,) paraa =0

Velocidad v(r,) para A > 0
A=1x10"" [ v(r,) = 1,567 km/s
A=08 v(r,) = 0,978 km/s
A=3 v(r,) = 0,596 km/s

Cuadro 3.6: v(r) paraa = —3

Tiempo At para A > 0 Tiempo At para A > 0
A=1x10"" | At=3,779s A=1x10"1° [ At=3,811s
A=038 At =1,757s A=08 At =1,757s
A=3 At =1,5469 s A=3 At =1,547s

Cuadro 3.7: At paraa =1/2 Cuadro 3.8: At paraa =0

Tiempo At para A > 0
A=1x10"" | At=3,392s
A=08 At =1,742s
A=3 At=1,535s

Cuadro 3.9: Atparaa = —3

De los Cuadros 3.7, 3.8 y 3.9 visualizamos que a medida que A aumenta el tiempo
total que recorre el viajero es cada vez menor, pero si A — 07 el viajero se demora mas
en atravesar el agujero de gusano. Como la distancia propia (ecuacién 3.34) no existe
cuando A toma valores negativos, entonces la distancia propia y el tiempo total de viaje
que recorre el pasajero no se determina para A < 0.
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3.4. Geodésicas

En ésta seccion estudiaremos el comportamiento de las geodésicas del agujero de
gusano descrito por la métrica 3.6. De la ecuacion 2.80, el Lagrangiano asociado a la
métrica 3.6 tiene la forma:

7;2

2L =2 — A ai-=rh? r26% — r? sin?(9)¢>. (3.35)

Por lo que los momentos conjugados II; y II; son
I, = t=~F; (3.36)
m, = r sin?(0)¢ = cte. (3.37)

Tomamos las secciones § = /2 de la métrica -gracias a la simétria esférica- y el La-
grangiano (ecuacion 3.35), se convierte en

7',2 L2

h=FE?— - =
(1—a)(1—"te+Ar2) 12’

(3.38)

donde hemos usado las definiciones 3.36 y 3.37, y hemos definido al momentum angular
por unidad de masa como L = r2¢2. Adicionalmente, se define el tipo de geodésicas,
h = 1 para las geodésicas tipo tiempo y h = 0 para las geodésicas nulas.

Estudiaremos las geodésicas radiales tipo tiempo, es decir, L = 0y h = 1. Cuando

t; = 0 tomamos (r;,v;) como la posicién radial inicial y la velocidad inicial, respectiva-
mente, y obtenemos

2

Yi

(1-a) (1—’;—3+Ar§)'

E*=1+ (3.39)

Por lo tanto, la ecuacién 3.38 se puede escribir como

1—"Te 4+ Ar?
f:iwwfjéiﬁ%’ (3.40)

donde el signo menos es valido para las particulas que se mueven de r; hacia la gar-
ganta del agujero, y el signo positivo es valido cuando el movimiento es desde r; hacia
el infinito.

La ultima ecuacion indica que la particula que inicia con velocidad v; continua mo-
viéndose con velocidad creciente, y contrariamente a lo que pasa en los agujeros de
gusano casi- Schwarzschild la velocidad no esta acotada superiormente por un maximo.
Si la particula tiene velocidad inicial cero entonces i = 0, por lo que se deduce que la
particula permanecera en reposo, €s por eso que se necesita que la particula tenga una
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velocidad inicial distinta de cero. De la ecuacion 3.39 obtenemos

o= (B2 - 1)(1-a) (1- 224 ar%), (3.41)

T

puesto que a < 1y (1 —r,/r + Ar?) > 0 se tiene que
E*>1, (3.42)

donde E = 1 implica que la particula esta en reposo. Al derivar la ecuacion 3.40 en
funcion de T tenemos
P (- 11— a) (75 4 20r) (3.43)
5 = : .

Si definimos un potencial efectivo V,;(r) = (E* — 1)(1 — a) (r,/r — Ar?), la ecuacion
anterior se puede escribir como

1dVey

2 dr
Esta dltima relacion muestra que dependiendo de los valores de A el campo gravita-
cional sera repulsivo o atractivo. Por lo tanto nos restringiremos a las zonas donde
ro/T% 4+ 2Ar > 0. Si A = 0 se obtiene el agujero de gusano casi Schwarzschild, para
el cual el potencial V,; siempre es mayor a cero, y por lo tanto el campo gravitacional
es siempre repulsivo. Para los agujeros de gusando deformados con A > 0 el potencial
siempre es positivo y por lo tanto la gravedad repulsiva. Sin embargo, para el caso donde
A < 0 hay zonas en la que la gravedad es atractiva y en otras repulsiva. Para particulas
en reposo E? = 1, i = 0, lo que significa que poseen aceleracion radial cero.

(3.44)

Resolver analiticamente la ecuacién 3.40 es muy complicado, y considerando que es-
tamos interesados en el comportamiento cuantitativo de las geodésicas procederemos
a resolverla numéricamente. En la Figura 3.11 se muestra la funcion r(7) para cuando
ro = 1,v;, =1,A = -1y r; = 1. Como ya se esperaba, la velocidad radial es creciente
cuando A < 0, y aunque va creciendo lentamente desde cierto r se prolonga hacia el in-
finito. Esto contrasta con el caso casi-Scwarzschild donde existia una velocidad maxima
para el movimiento del viajero que atraviesa el agujero.

v(T)

800}
600
400

200+

: — T
5 10 15 20
Figura 3.11: Funcion r(7) para A < 0O cuando r, = 1,v; =1,y r; = 1.
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3.5. Otra deformacion

Como se mostré en la seccién 2.2, los agujeros de gusano casi-Schwarzschild son
asintéticamente planos. Una manera de construir un ansatz para la métrica que sea
asintéticamente (anti)de Sitter es agregar un término que cambie el comportamiento
asintotico de la métrica, asi proponemos la siguiente forma para la métrica del agujero

de gusano:
dr?

d 2 — 2¢(r) dt2_
e (1—a)(1— =)+ Ar?

—r2d0?, (3.45)

donde r, es una constante (cuando A = 0 en ro se ubica la garganta del agujero),
d? = dh? + sin? 6 d¢? y A la constante cosmoldgica.

La componente g, de la métrica anterior es negativa, y por lo tanto,

To

(1—a) (1 - ) + A2 > 0. (3.46)

,
Consideraremos que en esta métrica se cumple que (1 — a) > 0, por consiguiente la

componente g, es positiva cuando A > 0, a < 1y r satisface

B3 —3A(1 — a)2%/3
3ABY/321/3 ’

(3.47)

r >

donde B = 27?A%(1 — a)r, + A(1 — a)\/108(1 — a)A +272A%2 y r > 7,. Si A < 0 la
componente g, de la métrica 3.45 es positiva cuando r satisface la ecuacion 3.47 y
a <1+ (27%r2A/108) < 0.

Comparando con la métrica de Morris-Thorne, tenemos que la funcién de forma b(r)
para la métrica 3.45 es
b(r) = ro(1 — a) + ar — Ar3. (3.48)

Esta funcion de forma tiene dependencia cubica de la coordenada radial r. Y la ubicacién
de la garganta del agujero r; se encuentra usando b(r;) = 1, de donde se obtiene que
r1 tiene que satisfacer

ro =114+ A/(1—a) 7} (3.49)

Si A = 0 se recupera la métrica casi-Schwarzschild donde r, = r1. Si A # 0 se tiene
1 /p\/3 9\ 1/3
()@ e

P = ~27A%o(a — 1) + 3A(1 — a)y/12A(a — 1) + 21422, (3.51)

donde
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Usando la ecuacion 3.48, si r — oo tenemos que:

b(r) —a— Ar?, (3.52)
"

por lo que, si el parametro a = 0 entonces

br) a2, (3.53)

r

De la métrica 3.45 se ve que si A = 0y a = 0 la métrica es asintéticamente plana.

Si la funcién de corrimiento ¢(r) = 0y r — oo, la métrica 3.45 en el nuevo limite es

dr?
(I1-a) (1— %") + Ar?

ds? = dt* — —r2d02. (3.54)

Usaremos esta métrica para estudiar los agujeros asintoéticamente (anti)de Sitter.

3.5.1. Diagramas de Embebimiento

Utilizando el mismo procedimiento para embeber regiones bidimensionales usado en
la seccidn 2.1.1, obtenemos para la funcion de embebimiento

dz (1—a)ro+ ar — Ar3
_ 3.55
dr \/r((l—a)(l —1o/7) + Ar2)’ (3:59)

donde el denominador es positivo porque toma la forma de la componente g, de la mé-
trica 3.6. Para que la ultima relacién esté definida correctamente se requiere que la raiz
tenga valores reales.

Si A < 0, el numerador de la fraccion dentro de la raiz toma valores positivos cuando

22/3 _ o[2/3

A8 ol <, (3.56)

donde a = —27A%(1 — a)r, + /—108A3a3 + 272A%(1 — a)2r2y a < 1+ 27%r2A /108 < 0.

Si A > 0, el numerador de la fraccion dentro de la raiz toma valores positivos cuando

22/3 _ a2/3

T0<T<—3A21/3al/3,

(3.57)

donde a = —27A%(1 — a)r, + /—108A3a® + 272A%(1 — a)?r2y a < 1.

De la ecuacion 3.55 no es posible encontrar una solucién analitica, por ello se procede
a buscar soluciones numéricas para distintos paradmetros de a y A (Ver apéndice C).
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0<a<1, A<O0

L 1 L L L 1 L L L L 1 L L L L r
1.0 1.5 2.0

o-
(a) Diagrama de embebimiento con a positivoy A < 0.

z'(r)
12f

10f

-r

1.0 1.5 2.0
(b) Diagrama de la ecuacion diferencial 2/(r) con 0 < a < 1.

Figura 3.12: Diagramas correspondientes a la funcion de embebimiento z(r) y a su derivada
Z'(r), cuando A = —0,1y a = 0,5.

En la Figura 3.12 mostramos el comportamiento de la funcion z(r) cuando A < 0y
0 < a < 1. En el panel (b) se presenta que la derivada de z(r) es decreciente en el
intervalo 1,1535 < r < 1,68043, y a partir del punto minimo 1,68043 z'(r) crece nueva-
mente hasta la asintota » = 2,423. En el panel (a) se observa que z(r) es una funcién
creciente que se encuentra acotada por dos asintotas, » = 1,149 y r = 2,423, presenta
un punto de inflexién en 1,6804, y su tasa de cambio es alta cuanto r — 2,423. Siendo
asi, el embebimiento existe cuando 1,1535 < r < 2,423 paraa = 0,5y A = —0,1. En este
caso, el agujero de gusano se extiende desde un punto cercano a la garganta r; hasta
r &~ 2,423, y la restriccién 3.7 conduce a una geometria que conecta dos regiones del
espacio-tiempo que no son asintéticamente planas.
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O<ac<1, A>0

1 \7 L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L r
0o 5 10 15

(a) Diagrama de embebimiento con a positivoy A > 0.
z'(r)

1.5
1.0

0.5/

L 1 r
20

(b) Diagrama de la ecuacién diferencial z'(r) con 0 < a < 1.

Figura 3.13: Diagramas correspondientes a la funcion de embebimiento z(r) y a su derivada
Z'(r), cuando A = 0,0011y a = 0,3.

La Figura 3.13 expone el comportamiento de la funcién z(r) para A >0y 0 < a < 1.
En el panel (b) vemos que la derivada de z(r) es decreciente en el intervalo 1 < r <
17,57, con un punto de corte en » = 17,57. Por otro lado, en el panel (a) observamos
que z(r) presenta una tasa de cambio minima en comparaciéon con la tasa de cambio
de la funcion z(r) del panel (a) de la Figura 3.12. z(r) es una funcion creciente que se
encuentra acotada por una asintota en » = 1 y presenta un maximo en r» = 17,57, de
manera que, la funcién de embebimiento existe cuando 1 < r < 17,576 paraa = 0,3y
A = 0,0011. En este caso, el embebimiento se extiende desde la garganta r; hasta un va-
lor maximo de r (r = 17,57). Lo que nos permite sefalar que el tamafo del embebimiento
es finito, y que para valores de » mayores a 17,57 las regiones del agujero no pueden
ser embebidas en un espacio Euclideano ordinario. Hay que notar que, de acuerdo a la
condicién 3.7, la geometria del agujero conecta dos regiones del espacio-tiempo que no
son asintéticamente planas.

En las Figuras 3.12 y 3.13 presentamos los diagramas de embebimiento cuando
0<a<lparaA<0yA >0, respectivemente. Por otra parte, si a < 0 los intervalos de
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la funcion z(r) tienen una mayor fluctuaciéon para A > 0y A < 0, y se puede encontrar
las funciones de embebimiento siguiendo el mismo procedimiento como en el caso de la
métrica 3.6.

3.5.2. Ecuaciones de Einstein

Para encontrar la forma del tensor energia-impulso de la métrica 3.45, determinamos
las componentes del tensor de Riemann dados por las ecuaciones 2.4,

Ry = Ry = R%é = —R%g =0,

Riy = —Riy=Ri, =R =0, (3.58)
Rgfé - _Rgéf - R?ﬁé - _Rgéf - % [—247% —1o(1 = a)],

Bie = ~Rige= wa - _wa = % [—24r% —ro(1 - a)],

Ry = —Rig=Ry =R, =" A ;%(1 —)

Luego, hallamos las componentes del tensor de Ricci como:

Ry =0,
1

Ry = —— [2A7° +7,(1 — a)]

1
Ryy = 2,3 [(1—a)r, + 2ar — 4A1°] (3.59)

T

1
Rys = 53 [(1—a)r,+ 2ar — 4A7°3] ,

y el escalar de curvatura:
1
R= —T—3(2ar — 6Ar?). (3.60)

Finalmente, el tensor de Eisntein viene dado por:

a

Gy = &3 (361)

G =~ [ar + 71 —a) — A, (3.62)

Gy = % [ro(l —a)+ 2AT3] (3.63)
1
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La densidad de energia y presién estan dadas por

2

_ ¢ Ta

w = <L far (1= a)] + A (3.66)
Rpr = o= R ar + 1, a , .

_ ' [ro(l—a)

Rpp = o= 2 +A} . (3.67)

Si A = 0 las componentes del tensor de Eintein G, y las componentes del tensor
energia-impulso T},; tomarian la forma del agujero casi-Schwarzschild.

La garganta del agujero de gusano descrito por la métrica 3.45 esta localizada en
r1, y de acuerdo a la ecuacion 3.50, se analiza el comportamiento de la presion radial y
lateral en la garganta del agujero.

La presion radial en la garganta del agujero esta definida por

1
pr(r1) = ~3 [ar1 +1o(1 —a)] + A, (3.68)

1
donde ¢*/87G = 1. Para A > 0y a < 1 tenemos que r; > 0y por lo tanto p,(r1) > 0.
SiA <0ya < 1entonces p,(r;) < 0. Por otro lado, la presion lateral se expresa de la

siguiente forma
ro(l —a)

A .
2173 + A, (3.69)

pi(r1) =

donde ¢*/87G = 1. Para A > 0y a < 1 tenemos que r; > 0y por lo tanto p;(r1) > 0.
Pero, si A < 0y a < 1 entonces p;(r1) < 0. Si A = 0 la presion radial y lateral toman la
forma del agujero de gusano casi-Schwarzschild.

Se define la Condicion de Energia Nula (CEN) (ecuacion 1.24), a partir de los datos
obtenido en las expresiones 3.65, 3.66 y 3.67,

oty = [Tow;l)_gA],
T
B a ro(1 —a)
pt+p = [2T3+ o3 —QA], (3.70)

donder, >0y7r >7,,S8i -1 <A<Oya<1+Ar3/(r—r,) < 0nosecumple CEN
para p, cuando 0 < r < (r,(a —1)/2A)Y/3. SiA < —1ya < 1+ (27%72A)/108 < 0 CEN se
cumple para p, cuando 0 < r < (ro(a — 1)/2A)/3.Si0 < A <1y 0 < a < 1 se cumple
CEN para p; cuando r > (ro(a — 1)/2A)/3,y siA > 1y 0 < a < 1 CEN se cumple para
la presion lateral p; cuando 0 < r < (r,(a — 1) /2A)Y/3,
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Si la suma de la densidad de energia, y las presiones (p, y p;) €s mayor o igual que
cero, entonces se cumple la condicion de energia fuerte (CEF). En nuestro caso

P+ Diotal = P+ Pr + 2]91 =0. (371)

SiA <0ya<0ladensidad p es positiva para r < \/m y se cumple la condicién de
energia débil (CED) y dominande (CEDM). Pero,siA <0y 0 < a <1 CEDy CEDM no
se cumplen . SiA >0y 0 < a < 1 ladensidad p es positiva y se cumple CED y CEDM
parar < \/a/3A, pero si A > 0y a < 0 no se cumple CED y CEDM.

3.5.3. Condiciones de atravesabilidad

Siguiendo el procedimiento usual, consideramos que una persona viaja radialmente
por el agujero de gusano, desde una estacion de salida a una estacion de llegada. De la
ecuacion 3.72, la aceleracion que siente un viajero que se mueve radialmente es

. (3.72)
.

o= [( - (1= 2) - ar2) Pt

Y las restricciones de fuerzas de marea son nulas para la aceleracion radial (¢ = 0), pero
la aceleracion lateral es

22 (5 (-oar+ 1)) 61 5 s 879

2r2 \ ¢2

donde el movimiento es no-relativista (v << ¢y v = 1). De este modo, la aceleracién se
expresa como

273

02 (—A n ”“‘”) ’ €] < go. (3.74)

Si A = 0 la aceleracién lateral toma la forma del agujero de gusano casi-Schwarzschild,
de manera que, para el agujero deformado la aceleraciém lateral tiene un aumento y una
disminucion en su magnitud cuando A < 0y A > 0, respectivamente.

Si A < 0 la aceleracion lateral aumenta a medida que la constante cosmoldgica dis-
minuye: en la Figura 3.14 se muestra que si A < 0 y el radio de la boca del agujero
aumenta, entonces la aceleracién lateral disminuye hasta llegar a una magnitud minima
en un determinado valor de r, para después aumentar y alcanzar un valor constante con
el que podréa cruzar el agujero. Hay que resaltar que la aceleracion lateral se mantiene
constante si el parameto a disminuye, pero la aceleracion lateral minima se alcanza en
radios mayores.

En cambio, en la Figura 3.15 se presenta que a medida que el radio de la boca del aguje-
ro aumenta, la aceleracién lateral disminuye hasta llegar a un valor constante con la que
el viajero podréa cruzar el agujero de gusano. Si A > 0y el pardmetro de deformacién a
disminuye, la magnitud de la aceleracion lateral se mantiene constante pero la acelera-
cién alcanza esta magnitud en mayores radios, como se muestra en los paneles (a) y (b)
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de la Figura 3.15.

De la ecuacién 3.30 se ve que la aceleracion lateral que siente el viajero alcanza
valores extremadamente grandes cuando A > 0y A <0, parar > r, Yy a < 1. La minima
aceleracion que toma el viajero se da si el radio de la boca del agujero r es ~ r, (donde

ro =1y —-0,1<A<O0.

a=-5
afr]
\\
109,
71 e - -
10 /\ o e e e — —— ——
VoS o
| \
105,
‘ ‘ ‘ ‘ Lo
0.10 050 1 5 10
(a) Aceleracion radial con a < 0.
a=0.9
afr]
108,
\ — — — — — — — —
107,
IR ERAVAN g
105 I Y \
104 ¢ ‘
1000+
100+
0.10 050 1 5 10

(b) Aceleracion radial con a > 0.

A=0
—=NAN=-0.9
A=-3
—— A=-10
— =-A=-50
A=0
—=N=-0.9
A=-3
—— A=-10
— =-A=-50

Figura 3.14: Aceleracién que siente el viajero al moverse radialmente por el agujero de gusano
para diferentes valores de la constante cosmolégica A < 0 cuando el parametro a toma valores

fijos.

Tomando gs = 980cm/s?, r = r, y £ = 2m, la velocidad con la que el viajero cruza la

garganta del agujero es:
4,9

La velocidad maxima est& dada por

7(1 —a+ 2Ar?)

(% = .
mazx /

5/2
8VI0rt A - 44
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La ecuacion 3.75 indica que la velocidad es proporcional al radio de la garganta del
agujero cuando A — 0, entonces v(r) aumenta a medida que r, aumenta. En efecto, el
parametro de deformacién a del agujero hace que la magnitud de la velocidad aumente
o disminuya considerablemente, esta variacién de velocidad ocurre si 0 < a < 1 donde
v(r,) se incrementa, si a < 0 el valor de v(r,) decrece.

a=0.9
afr]
T N
7 \\ A =50
107} — —
NSO — - A=10
108} T~ A3
105} ~ — A=
~ A=0.9
104¢ ~ — -A=0
1000+ ~ -
100 ~N
‘ ‘ ‘ ‘ Cor
0.10 0.50 1 5 10
(a) Aceleracion radial con a > 0.
a=-1
a[r]
\\
109+ A =50
—— A=10
1071 ~_ A=3
S —— A=09
N T — =A=0
105} ~N
~
~
‘ ‘ ‘ ‘ Loy
g 0.10 050 1 5 10

(b) Aceleracion radial con a < 0.
Figura 3.15: Aceleracién que siente el viajero al moverse radialmente por el agujero de gusano

para diferentes valores de la constante cosmolégica A > 0 cuando el parametro a toma valores
fijos.
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v[ro]

Figura 3.16: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, donde
la constante cosmolégica A toma valores negativos cuando el parametro de deformacién
a=1/2.

a=-100
v[ro]
2, A=0
—=AN=-01
1 A=-0.38
—— A=-3
— =-A=-10
0.5~
/
L L L L L ro
1 2 5

10

Figura 3.17: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, donde
A < 0 cuando el parametro de deformacion a = —100.

La ecuacion 3.75 muestra que la velocidad v(r,) del viajero también depende de la
constante cosmoldgica A. Si tomamos un valor fijo del parametro de deformacién a y se
hace variar A < 0, se obtiene que la velocidad con la que el viajero cruza la garganta del
agujero de gusano aumenta hasta llegar a un valor constante con la que podra atravesar
radios mas extensos, como se presenta en las Figuras 3.16 y 3.17. Si a < 0 la magni-
tud de la velocidad sera mucho menor en comparacion con la magnitud de la velocidad
cuando 0 < a < 1, esta variacion de velocidad se ve cuando a = 1/2 'y a = —100.

Por otra parte, si A > 0y a toma un valor fijo, la velocidad del viajero alcanza un
valor maximo (ecuacién 3.76) en un radio r, determinado, y posteriormente disminuye
su magnitud hasta un valor constante con la que podra cruzar el agujero. Los maximos
de la magnitud de la velocidad v(r,) del viajero disminuyen a medida que A aumenta, las
Figuras 3.18 y 3.19 indican como se comporta la velocidad para diferentes valores de A
positivos cuando a = 1/2y a = —100.
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v[ro]

100
50

Figura 3.18: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, cuando
A > 0 para el parametro de deformacion a = 1/2.

a=-100
v[ro]
100+
501 A=0
—=AN=01
10, A=0.8
5 —— A=3
— =-A=10

ro

Figura 3.19: Velocidad que necesita el viajero para cruzar el agujero de gusano, cuando
A > 0 para el parametro de deformacion a = —100.

De la ecuacion 2.15, definimos la distancia propia de la métrica 3.45:

T dr

=+ BV Ty ek (3.77)

I(r)

Esta integral no se puede encontrar en forma analitica, y se integra () numéricamen-
te para diferentes valores de a, y se obtiene la distancia radial propia cuando r, = 1y
r = 10.

Distancia I(r) para A > 0 Distancia i(r) para A > 0
A=1x10"" | I(r) = £2,57210° km A=1x10"" | I(r) = £2,562:10° km
A=0,8 I(r) = +2,47 km A=08 I(r) = +2,42 km
A =10 I(r) = 40,71 km A =10 I(r) = 40,71 km

Cuadro 3.10: {(r) paraa = 1/2 Cuadro 3.11: [(r) paraa =0
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Distancia I(r) para A > 0
l

A=1x10"" [ I(r) = £2,57210° km
A=08 I(r) = +2,21 km
A =10 I(r) = 40,71 km

Cuadro 3.12: [(r) paraa = —3

Para determinar At necesitamos de la variacién de la distancia propia recorrida Al
y de la velocidad del viajero v(r,). Los valores de i(r) y v(r,) paraa : 1/2, 0y —3 se
exponen en los Cuadros 3.10, 3.11, 3.12, y 3.13, 3.14, 3.15, respectivamente.

Velocidad v(r,) para A > 0 Velocidad v(r,) para A > 0
A=1x10"" | v(r,) = 4,64 km/s A=1x10"" | v(r,) = 3,28 km/s
A=0,8 v(r,) = 2,18 km/s A=0,8 v(r,) = 1,97 km/s
A=10 v(re) = 0,69 km/s A=10 v(re) = 0,68 km/s

Cuadro 3.13: v(r,) paraa = 1/2 Cuadro 3.14: v(r,) paraa =0

Velocidad v(r,) para A > 0

A=1x10"1 [ v(r,) = 1,64 km/s
A=0_8 v(r,) = 1,69 km/s
A=10 v(r,) = 0,64 km/s

r
Cuadro 3.15: v(r) paraa = —3

Tiempo At para A > 0 Tiempo At para A >0
A=1x10"" | At =10,95210° s A=1x10"" | At =15,67210° s
A=038 At=226s A=0S8 At =245s
A=10 At =2,05s A=10 At =2,08s

Cuadro 3.16: At paraa = 1/2 Cuadro 3.17: At paraa =0

Tiempo At para A > 0
A=1x10"1 [ At =3,13210° s
A=0,8 At=325s
A =10 At =2]18s

Cuadro 3.18: At paraa = —3

De los Cuadros 3.16, 3.17 y 3.18 vemos que a medida que A aumenta el tiempo
total que recorre el viajero es cada vez menor, pero si A — 07 el viajero se demora mas
en atravesar el agujero de gusano. Como la distancia propia (ecuacion 3.77) no existe

para valores negativos de A, la distancia propia y el tiempo total no se determinaron para
A <O.
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Capitulo 4

Conclusiones y Discusion

En este trabajo hemos estudiado a los agujeros de gusano con secciones espacia-
les (anti)-de Sitter, considerando diferentes funciones de forma de la métrica de Morris-
Thorne. A partir de las métricas que describen a los agujeros de gusano deformados
hemos determinado: 1) Cuando existe el embebimiento, 2) Las condiciones que debe
tener cada agujero de gusano para ser atravesable, 3) Si la deformacion del agujero de
gusano permite la desaparicion de la materia exotica que sostiene el agujero, y 4) El
comportamiento de las geodésicas tipo tiempo.

Inicialmente, hemos propuesto una funcién de forma b(r) con dependencia cubica de
la coordenada radial r, definiendo la métrica que describe al nuevo agujero de gusano,
a partir de la métrica de Morris-Thorne. Una vez encontrada la nueva métrica, se en-
contrd la posicion r; de la garganta del agujero de gusano. De la funcién de forma b(r),
se mostré que las métricas del agujero de gusano deformado de Schwarzschild (a)dS
(ecuacién 3.6) y del nuevo agujero de gusano deformado (a)dS (ecuacién 3.45) descri-
ben agujeros que no son asintéticamente planos, cuando » — oco. A continuacion, de
la definicion de la superficie de embebimiento dz/dr, graficamos los diagramas de em-
bebimiento correspondientes al agujero de gusano deformado de Schwarzschild (a)dS
y del nuevo agujero de gusano deformado (a)dS. Para determinar las funciones de em-
bebimiento z(r), hemos estudiado las regiones dénde los términos de la expresion de
la superficie embebida (ecuacién 2.14) de cada agujero toman valores reales, de modo
que pueda existir el embebimiento.

Una vez definidas las zonas donde se satisface la coordenada radial r, hemos en-
contrado la solucién numérica a las funciones z(r), hemos graficado los diagramas de
embebimiento. Los agujeros de gusano deformados de Schwarzschild (a)dS y los nuevos
agujeros de gusano deformados (a)dS, presentan una geometria que conectan dos re-
giones del espacio-tiempo que no son asintéticamente planas. Si A < 0 el embebimiento
se extiende desde un punto cercano a la garganta r; hasta r — 2,622, para 0 < a < 1,
como observamos en la Figura 3.1. Pero, sia < 0, y A < 0, el embebimiento se extiende
desde la garganta r; hasta » — 10. En este caso, la regiéon del agujero que no puede
ser embebida se da cuando 2,1887 < r < 6,12, esto se aprecia en la Figura 3.2. Por otro
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lado, notamos en las Figuras 3.3y 3.4 que para A > 0,y a < 1, el embebimiento se
extiende desde la garganta r; hasta un valor maximo de r. Realizamos el mismo analisis
para los nuevos agujeros de gusano deformados (a)dS. Si A < 0 el embebimiento se
extiende desde un punto cercano a la garganta r; hasta » — 2,423, cuando a €s positivo,
como se observa en la Figura 3.12. Si A > 0 el embebimiento ocurre desde la garganta
r1 hasta un valor maximo de r, lo que se aprecia en la Figura 3.13.

Hemos utilizado las ecuaciones de campo de Einstein para encontrar la densidad de
energia p, y las presiones radial p, y lateral p; del agujero de gusano. De esta manera
determinamos si la materia que sostiene el agujero de gusano cumple con las condi-
ciones de energia nula (CEN), fuerte (CEF), débil (CED) y dominante (CEDM). En las
seccién 3.2 mostramos matematicamente que en el agujero de gusano deformado de
Schwarzschild (a)dS no se cumple ninguna de las condiciones de energia cuando A > 0.
En consecuencia, la materia que sostiene el agujero de gusano deformado es materia
exotica. Pero, si A < 0 entonces la materia que sostiene el agujero deformado no es de
tipo exotica, ya que cumple con las condiciones CEF, CED y CEDM. Por otro lado, en el
nuevo agujero de gusano deformado (a)dS, la materia que sostiene el agujero permite la
desaparicion de la materia exética. En este caso, se cumplen las condiciones de energia
SiA>1,y0<a<1+Ar3/(r—r,). Ademas,cuando A < —1ya < 1+Ar3/(r—r,) <O0.

Finalmente, encontramos las condiciones de atravesablidad cuando el viajero cruza
el agujero de gusano deformado. Para ello, se determiné la aceleracion |a,;| que siente el
viajero al moverse radialmente, y las fuerzas tidales que actuan sobre él. De las fuerzas
tidales que actuan sobre el viajero solo encontramos la aceleracion lateral, a través de la
velocidad v(r,) que alcanza el pasajero para cruzar la garganta del agujero de gusano,
ya que la aceleracién radial tiene una restriccién de la funcién de desplazamiento al rojo
o(r) =0, y por lo tanto, la aceleracion radial se anula.

En los nuevos agujeros de gusano deformados, cuando A > 0, la aceleracion que
siente el viajero al moverse radialmente es mayor que la aceleraciéon que se siente en el
agujero de Schwarzschild (a,; > as.). En cambio, si A < 0 la aceleracion del nuevo agu-
jero de gusano es menor que la aceleracion en el agujero de Schwarzschild (a,; < asch).
Entonces, con la aceleracién que se obtiene para el nuevo agujero de gusano se podria
atravesar los agujeros de Schwarzschild. Estas aceleraciones, con las que un viajero
atravesaria el agujero de gusano, se pueden analizar a partir de la aceleracién limite que
puede soportar un ser humano. Si consideramos que el cuerpo humano soporta hasta
46g¢ (90 : 9,8 m/s?) sin proteccién espacial; y, hasta 90gq con una proteccién adecuada.
Un viajero puede atravesar el agujero siempre que el parametro a tome valores positivos
(0 < a < 1), y que la constante cosmolégica satisfaga uno de los siguientes intervalos:
0<A<16-1<A<O.

Ahora, la mayor velocidad v(r,) que deberia tener el pasajero, para cruzar la gar-
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ganta del agujero de gusano deformado de Schwarzschild (a)dS, ocurre para A > 0, y
A < 0,cuando 0 < a < 1. En el caso del nuevo agujero deformado (a)dS, esta velocidad
es mayor para A > 0,y A < 0, cuando a < 0.

Si tomamos en cuenta los limites de la aceleracion que siente el viajero al moverse
radialmente y la velocidad que alcanza al cruzar el agujero, podemos concluir que, el
tiempo promedio que se demora el pasajero en cruzar el agujero de gusano esta entre
1,6s< At < 5s, cuando A > 0.

También estudiamos el comportamiento de las geodésicas radiales tipo tiempo del
agujero de gusano deformado de Schwarzschild (a)dS. El andlisis de la ecuacion de las
geodésicas (ecuacién 3.38) muestra que las particulas que tienen velocidad inicial v;
continian moviéndose radialmente con una velocidad creciente en un tiempo finito, de
manera que, si A > 0, la gravedad es repulsiva. Pero, si A < 0 la gravedad puede ser
repulsiva o atractiva.

Los resultados de este trabajo muestran el estudio de algunas propiedades que pre-
sentan los agujeros de gusano deformados, con secciones espaciales asintéticamente
(a)dS. Nuestras conclusiones proveen una base para investigaciones futuras, e.g., 1)El
estudio del comportamiento que presentan las geodésicas no radiales tipo tiempo de
estos nuevos agujeros (a)dS, 2)El analisis de las propiedades de atravesabilidad de agu-
jeros de gusano asintéticamente (anti) de Sitter (i.e. la componente temporal diferente
de 1), 3)El estudio completo de las propiedades de los agujeros deformados (a)dS que
incluyan carga eléctrica.
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Apéndice A
Ecuaciones de Campo de Einstein

De la ecuacién 1.6, la curvatura del espacio-tiempo esta relacionado con el tensor de
curvatura o tensor de Riemann i3 . El tensor R, se define a partir de los simbolos
de Christoffel

1
Bu =59 (938 + I — Iour) (A.1)
y se obtiene
Rguv = ng,u - gw/ + Fgurgu - Fgurgw (A-2)

este tensor también se lo puede definir en términos del tensor métrico g,, y de sus
primeras y segundas derivadas, es decir,

RB#CW = g,@a R,Lojalf

1
Rﬁuau = B (&/aﬂgua - 61/8;19604 + aagugﬁu - aaaﬁg;w) .

El tensor de Riemann expresa una solucion para la medicion de la curvatura de una
variedad en cualquier punto, a partir de la diferenciacion covariante [15]. Si la variedad
es una region plana Ffu = 0y sus derivadas son 0, entonces se tiene k3, = 0.

Se realiza una contraccion en el primer y ultimo indice del tensor de curvatura para
obtener un nuevo tensor no-nulo de rango 2, que se lo llama Tensor de Ricci [15], cuyas
componentes covariantes son

R,uu = Rzau' (A3)

La contraccién del tensor de Ricci con el tensor métrico nos da una cantidad escalar
definida en cada punto de la variedad y se lo conoce como el escalar de curvatura [15]

R=Rl!'=g"R,,. (A.4)

Las derivadas covariantes del tensor de Ricci y el escalar de curvatura, obedecen una
relacion para obtener el tensor de Eintein

1
G,uz/ = R,uu - §R Guv (A.5)

que corresponde al lado izquierdo de la ecuacion 1.6.
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Apéndice B

Espacios (anti)de Sitter como
soluciones a las ecuaciones de
campo de Einstein en el vacio

El espacio (anti) de Sitter tiene especial relevancia en el estudio teérico de nues-
tro Universo. En este apéndice se presenta una breve descripcion del espacio (anti) de
Sitter en 4 dimensiones, en particular nos interesa como solucién a las ecuaciones de
campo de Eistein. Ademas, las métricas cuyo limite asintotico es anti de Sitter son de
gran importancia en el marco de la conjetura AdS/CFT, en cambio las métricas con limite
asintotico de Sitter son usadas en cosmologia para describir el espacio tiempo en el que
vivimos.

Consideremos a las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmoldgica A:
G+ Aguw = 0. (B.1)

Ademas, tomemos como ansatz la siguiente métrica estatica y esféricamente simétrica(
ponemos c=1),
ds® = —e*Mat? + e dgr? 4+ 12402, (B.2)

donde dQ? = db#? + sin® Adp?.

Usando la métrica (B.2) se encuentran los simbolos de Christoffel distintos de cero:

1
F%r = 5 V/(T)
r L, v(r)—a(r) r L,
Ftt = 5 v (T) e FT”I ia (T)
ng = —re ") [ =—1 sin? § e~
1
Ty, = - %, = —sinfcos
or = i sin 6 cos
1
¢ _ ¢ _
F¢r—; F¢9—cot9,
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El escalar de Ricci para la métrica (B.2) viene dado por

2
R=—V"(r)e" ") — % V()2 4 %a'(r)u’(r)e*a(r) + %
26_(1(7.) 2 —al\r 2 —al\r
i + Zd/ (r)eom) — ;V’(r)e ),
Finalmente, se obtiene las componentes del tensor de Einstein,
1 d
_ = v(r) & o —a(r)\ .

Gu 3¢ o (r re ) ; (B.3)

1
Grr 7"72 (]- + TV/(T) - ea(T)> ; (B4)
Gog = 712 e_a(’”)1 V' (r) — 1a’(r) + 11/(7") + }/\21/(7“)2 - 1a’(r)l/(r) ;. (B.5)

o0 2 r r 2 2 S

Ggp = sin?0Gys. (B.6)

El sistema de ecuaciones B.1 se reduce a tres ecuaciones con dos incognitas. Para
resolver este sistema de ecuaciones se considera Unicamente las componentes del ten-
sor de Einstein dadas por las expresiones B.3 y B.4 [36]. Por lo tanto, de la ecuacion B.1
se tiene,

1 d

— o) (e ) _ A¥ (M) — -

2 ¢ o (7“ re ) Ae 0; (B.7)
1
2 (1 +r(r) — ea(r)) + Ae?) = 0. (B.8)

La ecuacién B.7 tiene como solucion

donde 2M es una constante de integracién. Usando la ecuacién se obtiene que
et — 1 (B.10)

Esto implica que la solucion a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio con la
constante consmolégica es

oM A oM A L\ !
ds® = — (1——3r2) dt® + (1——3r2> dr? + r2d0>. (B.11)
T T

La métrica B.11 es conocida como la métrica de Schwarszchild (anti)de Sitter. Si A =0
se recupera la métrica de Schwarzschild, ahora, si M = 0 se obtiene la solucion (anti)de
Sitter,

A A\t
d82 = — <1 + 3T2> dtQ + <1 + 3?”2> d?"2 + TQdQQ; (B12)

Hay que notar que la solucién B.12 tiene un horizonte de sucesos cosmoldgico en
r = (3/A)'/2. La métricA B.12 es un espacio asintéticamente (anti)de Sitter.
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Las componentes del tensor de Ricci para la métrica B.12 son

Ar?
Ry = A<1—3>;

A
for = 58
Rgg = Ar%
Ry = Ar?sin? 0.
El escalar de curvatura es
R =4A. (B.13)

La ecuacién muestra una de las propiedades del espacio (anti) de Sitter, la curvatura
constante. Ademas, el tensor de Riemann estara completamente determinado por R,
que sera constante en toda la variedad; lo cual se puede demostrar por la condicién, asi
, €l espacio (anti) de Sitter satisface

1
Rapea = B R(gacgbd — Jad9be) (B.14)

El espacio (anti) de Sitter es una variedad Lorentziana maximalmente simétrica, i.e.
es tanto homogénea como is6tropa. Estos espacios-tiempo son homogéneos y son so-
luciones a las ecuaciones de campo en el vacio con A = 1/4 R, aunque también se
pueden considerar como soluciones a las ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto
con una densidad y presién constante de R/327 y —R/32m, respectivamente [36].

Cuando A = 0 se recupera el espacio-tiempo de Minkowski. El espacio con A > 0 es
el espacio-tiempo de Sitter que se representa como un hiperboloide

~Z24 7} + 73+ Z2 =d®, donde a=/3/A, (B.15)
el cual, cuando se embebe en un espacio plano presenta la siguiente métrica
ds* = —dZ3 + dZ} + dZ3 + dZ3. (B.16)

El hiperboloide esta cubierto por las coordenadas (¢, x, 6, ¢), donde la seccién espacial
a un tiempo fijo ¢ son esferas de curvatura constante positiva. Sus geodésicas normales
son lineas que se contraen monétonamente hasta alcanzar una separacion espacial mi-
nima y luego vuelven a expandirse hacia el infinito [37].

Analogamente, el espacio con A < 0 es llamado espacio anti-de Sitter, y puede ser
representado como un hiperboloide

~ZE 4+ 7P+ 72+ 75 = —a®, donde a=+/—3/A, (B.17)
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que al ser embebido en un espacio plano presenta la siguiente métrica
ds? = —dZg + dZ% + dZ3 + dZ3. (B.18)

El hiperboloide esta cubierto por las coordenadas (7, r, 6, ¢), donde cualquier sec-
cién espacial a T' constante tiene una curvatura negativa. El espacio anti-de Sitter esta
cubierto por las superficies que no tienen geodésicas normales y, ademas, no contiene
ninguna linea temporal cerrada [37].

Hay que notar que las secciones espaciales de la métrica B.11 corresponden a las
secciones espaciales de la métrica (anti)de Sitter. En el presente trabajo se ha estudiado
soluciones de agujeros de gusano con secciones espaciales (anti)de Sitter, donde la par-
te espacial de la métrica se correspondera con la parte espacial de la métrica de Sitter
cuando A < 0y con anti-de Sitter cuando A > 0.

Una de las caracteristicas de los espacios (anti)de Sitter es el hecho de que tienen
un limite tipo tiempo en el espacio y un limite nulo en el infinito. Por lo tanto, el proble-
ma de Cauchy no se define correctamente, a menos que se impongan condiciones de
contorno apropiadas [36, 37]. La existencia del limite tipo tiempo en el futuro infinito es
de particular importancia para simulaciones numéricas. Teniendo en cuenta este hecho,
algunos autores han estudiado el caso de la formacién de agujeros negros antes de la
primera reflexion con un comportamiento critico; basicamente, la evolucion se acerca a
una solucion universal que presenta un comportamiento similar a los fenédmenos obser-
vados en el colapso gravitacional [25].

Los espacios asintéticamente (anti)de Sitter presentan aplicaciones en estudios ma-
tematicos, investigaciones tedricas en relatividad general, teoria cuantica de campos y
teoria de cuerdas; ademas, sus aplicaciones se extienden hasta cosmologia contempo-
ranea inflacionaria y de materia obscura, modelando naturalmente la expansién acelera-
da del universo, tanto en su pasado como en su futuro distante. Esta notable cantidad de
aplicaciones en diversas ramas de investigacion se debe claramente al hecho de que el
espacio-tiempo (anti)de Sitter es altamente simétrico y simple, aunque no es trivial. [25].
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Apéndice C

Integracion Numeérica

Datos : Superficie embebida 2’; a, r,, 71, A € R.

Salida ::.

Variables: h; con i = 1, 2, 3; valores de los posibles intervalos donde se satisface
la coordenada radial r.

k=0;

r1=1;

f(rya,mo,A) = MND(2' = g[r,a,r,,A]); //Correspondiente a la aprozimacion

numérica de la funcién diferencial 2’ respecto a los puntos inicial y final.

while r; <7 < h; do

z = f(r,a,ro,\); //Toma el valor de la condicion inicial para la solucién

numérica y evalta hasta h;.

k++;

q(r1, r2, T3, ....,); //Nodos de interpolacion.

MDI = f(r,a,r,,A) //Funcién de interpolacion.

Algoritmo 1: INTEGRACION NUMERICA PARA ENCONTRAR LA FUNCION DE EMBEBI-
MIENTO
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