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Resumen

Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacién que involucra una funcién descono-
cida de dos o mas variables y algunas de sus derivadas parciales. Estas nos ayudan a describir
una amplia variedad de situaciones fisicas tales como: el sonido, el calor, elasticidad, fluidos

dinamicos, etc.

En la actualidad la teoria respecto a las ecuaciones lineales puede ser considerada suficien-
temente desarrollada y consolidada. Pero, por el contrario, las ecuaciones no lineales presentan
una gran variedad de aspectos y complicaciones de tal manera que no existen grandes avances
en este campo. Los resultados existentes y las nuevas investigaciones se concentran mas en casos
especificos, especialmente dirigidos a ciencias aplicadas.

En este trabajo, nos enfocaremos en las ecuaciones de tipo eliptico y parabdlico. Para el caso
local, trabajaremos las ecuaciones evolutivas de tipo parabédlico detallando de manera prolija
todas las demostraciones presentes en [10] respecto a existencia, unicidad y regularidad de solu-
ciones débiles utilizando la técnica de aproximaciones de Galerkin, para luego entrar al estudio
de las ecuaciones no locales: caso eliptico y caso parabdlico. En este dltimo tema incluiremos
resultados de calculo vectorial no local y el estudio de espacios de Sobolev fraccionarios, con el
objetivo de demostrar, en un caso especifico, la equivalencia que existe entre estos espacios y
los espacios no locales de energia los cuales se detallaran en su debido momento. Por tltimo,
realizaremos las formulaciones variacionales de ambos problemas bajo condiciones de volumen
de tipo Dirichlet y Neumann, y estudiaremos la existencia y unicidad de las soluciones débiles

para el caso eliptico no local bajo ambas condiciones de volumen.
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Abstract

A partial differential equation (PDE) is an equation that involves an unknown function of
two or more variables and some of its partial derivatives. These help us to describe a wide variety

of physical situations such as: sound, heat, elasticity, dynamic fluids, etc.

Nowadays the theory about linear equations can be considered as sufficiently developed and
consolidated. But, on the other hand, the nonlinear equations present a great variety of aspects
and complications in such a way that there are no great advances in this field. Existing results
and new research are concentrated in specific cases, especially for applied sciences.

In this work, we will focus on the elliptic and parabolic equations. For the local case, we will
work the parabolic evolutionary equations detailing all the proofs present in [10] regarding the
existence, uniqueness and regularity of weak solutions by using the Galerkin approximation
technique, to then enter the study of non-local equations: elliptical case and parabolic case. In
this last topic we will include results of non-local vector calculus and the study of fractional
Sobolev spaces, with the aim of demonstrating, in a specific case, the equivalence that exists
between these spaces and the non-local spaces of energy which . By last, we will make the
variational formulations of both problems under Dirichlet and Neumann volume conditions, and
we will study the existence and uniqueness of the weak solutions for the non-local elliptic case

under both volume conditions.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién realizaremos una breve introduccién de los capitulos que desarrollaremos
en este proyecto de titulacion y explicaremos las razones por las cuales se realizd este trabajo.
Empecemos detallando dos conceptos basicos y medulares.

Fijemos un entero k > 1 y dado un subconjunto abierto U C R" . Una expresién de la forma
ug + F (x, u(zx), Du(z), ..., DFtu(z), Dku(:c)> =0 (a)

conz € Uy u = %, es llamada una ecuacién diferencial parcial (EDP) de orden k de tipo
parabdlico. Puesto que u es una funcién de n variables espaciales, esta admite n + 1 derivadas
parciales de primer orden, n? derivadas parciales de segundo orden y en general n’ derivadas

parciales de orden j, por ende es natural considerar
F:UXxRxR"x--xR" "' xR" 5 R

como una funcién dada, y

u:Ux (0, 7] =R

la funcién desconocida con T > 0.

Resolvemos la EDP cuando encontramos todas las soluciones u que satisfacen la ecuacién @
Por encontrar soluciones nos referimos a encontrar explicitamente las soluciones, o en su defecto,
deducir su existencia y otras propiedades de las soluciones.

Los tipos de EDPs que utilizaremos en este trabajo son los siguientes:



= La ecuacién diferencial parcial @ es lineal si esta tiene la forma

Z ao(z,t) D% = f(x,1)

|oa|<k
para funciones dadas a,, (Ja| < k), f. Esta EDP se dice homogénea si f = 0.

= Por otro lado, la EDP @ es no lineal si no depende linealmente de las derivadas de mayor

orden.

Una expresién de la forma
u +F (x,u(x), Du(a),..., D u(z), Dku(x)> —0 (b)

conzceUyu = %1;, es llamada un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de orden k de

tipo parabdlico, donde
F:UxR™xR™ x ... x R x R 5 R™

es una funcién dada, y

u:U x (0,7] = R™, u=(ul,...,u™)

es desconocida con T' > 0. La notacién en negrilla representa funciones que toman valores en un
espacio vectorial.

Aqui suponemos que el sistema contiene el mismo nuimero m de ecuaciones escalares como
incognitas (ul, ...,u™). Este es el caso més conocido, aunque otros sistemas pueden tener me-
nos o mas ecuaciones que incégnitas. Tomemos en cuenta que Du = Dyu = (ug1, . . ., Uzy) denota
el gradiente de u con respecto a la variable espacial x = (z1,...,x,), la variable ¢ siempre denota
tiempo.

Los sistemas de EDPs se clasifican de la misma manera que las EDPs: lineal, no lineal, etc.

No existe una teoria general conocida sobre la resolucién de todas las ecuaciones diferenciales
parciales. Tal teoria es muy poco probable que exista, debido a la gran variedad de fenémenos
fisicos, geométricos y probabilisticos que pueden ser modelados a través de las EDPs. En la
actualidad la investigacién se centra en algunas ecuaciones diferenciales parciales particulares

que son importantes para las aplicaciones dentro y fuera de las matematicas, con la esperanza



de que la comprensién de los origenes de estas EDP puede dar pistas sobre sus soluciones.
El caso local de este trabajo serd desarrollado a partir de la forma generalizada de la ecuacién
del calor

up — Au =0 (c)

donde u; = % vy A = V? denota el operador laplaciano. Esta ecuacién ha sido muy estudiada
en los tdltimos anos ([2] y [10]), aunque en la literatura no es posible encontrar demostraciones
detalladas de su estudio.

Para el caso no local, estudiaremos problemas de tipo eliptico y parabdlico. La teoria de proble-
mas no locales ha estado en constante desarrollo en los 1ltimos afios en dreas como: procesamien-
to de imagenes, teoria de grafos, calculo fraccionario, analisis funcional, procesos estocasticos
(procesos de Lévy) y control 6ptimo. La principal diferencia entre los problemas no locales y
las ecuaciones diferenciales parciales clésicas (locales) radica en cémo dos o més dominios inter-
actuan entre si. En el caso local, las interacciones solo ocurren por contacto, mientras que en el
caso no local pueden ocurrir a cierta distancia. Adémas, introduciremos condiciones de volumen
en nuestros problemas no locales. Estas condiciones nos ayudan a trabajar con mayor detalle y

precision sobre el operador no local.

El primer objetivo de este trabajo se centra en el caso local de las ecuaciones evolutivas de
tipo parabdlico, detallaremos de manera rigurosa y prolija las demostraciones de los teoremas
de existencia, unicidad y regularidad expuestos en el Capitulo 7 de [10]. Esto lo realizaremos en
el Capitulo 3. Pero antes, en el Capitulo 2, expondremos algunos resultados e ideas importantes
sobre Espacios de Sobolev (ver[2]). En el Capitulo 4 desarrollaremos otro de los objetivos de este
trabajo, el cual consiste en realizar un estudio introductorio a los problemas no locales: elipticos
y parabdlicos (ver [6], [7], [L1] y [8]), para esto reintroduciremos resultados de célculo vectorial
no local (ver [6]) y detallaremos la demostracién del teorema de equivalencia que existe entre
los espacios de Sobolev fraccionarios y los espacios no locales de energia (ver [7]). Por ltimo,
realizaremos las formulaciones variacionales de ambos problemas bajo condiciones de volumen
de tipo Dirichlet y Neumann, y estudiaremos la existencia y unicidad de las soluciones débiles

para el caso eliptico no local bajo ambas condiciones de volumen.



Capitulo 2

Espacios de Sobolev

En este capitulo exponemos conceptos que servirdn de base para el desarrollo de los siguientes
capitulos. Introduciremos teoria bésica de espacios de Sobolev y algunos resultados clasicos, los
cuales nos ayudaran al momento de detallar resultados posteriores. Empezaremos presentando

resultados clésicos necesarios para la realizaciéon de este trabajo.

2.1. Resultados previos

En esta seccién incluiremos teoremas clasicos que serviran de soporte para las demostraciones

que se realizaran a lo largo de este trabajo.

Teorema 1 (Fubini). Sean (X, A,u) y (Y,B,v) espacios medidos y v completo. Sea [ una
funcion integrable sobre X XY con respecto a la medida producto p X v. Entonces para c.t.p.

x € X, la seccion f, (o xz-seccion de f), f(x,-), es integrable sobre Y con respecto a v y ademds

/)(fo d(u x v) = /X [/Y f(z,y) dl/(y)] dp(z).

Demostracion. Ver [16, pag 419-420]. O

Teorema 2 (Riesz-Fischer). LP(U) es un espacio de Banach para cualquier p, 1 < p < oo.
Ademds, dada una sucesion {fn}52y en LP(U) y dado f € LP(U) tal que | fn — fllzrwy — 0,

existe una subsucesion { fn, }72 y una funcion h € LP(U) tales que

(1) fo.(x) = f(z) c.t.p. en U

(11) |fn,(x)] < h(x) c.t.p. en U.



Demostracion. Ver [2, pag 93-95]. O
Teorema 3 (Teorema de representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y H* su dual
topologico. Dado cualquier ¢ € H* existe una unica funcion f € H tal que
(o,u) = (fiu) VueH
Mads ain,
1= llella=
Demostracion. Ver [2, pag 135-136]. O

Teorema 4 (Teorema de convergencia dominada). Sea {f,}°°; una sucesién de funciones en

LY(U) que satisface
(1) fulz) = f(z) c.tp. en U,

(11) existe una funcion g € LY(U) tal que para todo n, |f.(z)| < g(z) c.t.p. en U. Entonces

feLl'U) ylfn—fll— 0.

n—o0

Es decir, lim fndr = / fdz.
U U

Demostracion. Ver [16, pag 88]. O

Teorema 5 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert. Asumamos que
B: HxH—R

es una funcion bilineal, para la cual existen constantes a, B > 0 tal que

(1) | Blu, o] < allullllv] Vu,veH
Y
() Bllul|? < Blu,u] Vue H.
Es decir, B]-,-] es continua y coerciva. Finalmente, sea f: H — R un funcional lineal acotado

sobre H. Entonces existe un unico elemento uw € H tal que

B[”?”] = <f,’U>

para todo v € H.



Demostracion. Ver [10, pag 315-317]. O

Teorema 6 (Hilbert-Schmidt). Sea H un espacio de Hilbert. Para cada operador compacto no
negativo y simétrico (autoadjunto) T : H — H, existe una sucesion de valores propios {n;}72

en R tal que

cuyo rango es finito o que converge a cero, y una base ortonormal {e;}32, de vectores propios,

es decir, Te; = n;e;, tales que

(1) para todo x € H tenemos que x =y + Y .o (x,e;)e; donde y € ker T,

[o¢]
(1) Tz = Z Tz, e;)e; = Zm (x,ei)e

i=1
y para todo z € ImT (clausura de la imagen del operador T) tenemos z = Y oo, (z,€;)e;; es

decir, {e;}3°, es una base ortonormal de ImT.

Demostracion. Ver [9, pag 90-91]. O

2.2. Espacios Wr(U)

Sean U C R™ un conjunto abierto y p € R tal que 1 < p < oo. El espacio WP (U) se define
como
WP (U) = {u e LP(U):3g1,...,9n € LP(U) tales que

8<p
81’1

/giga Vo e C(U), Vi= 1,...,n}
U

equipado con la norma

ou

ullwr@ry = para 1 < p < oco.

Lr(U)

Ademds, se establece

equipado con el producto escalar

"/ Ou v
(U,U>H1(U) (u, v LQ(U + Zl (83,’@ al’z) (U).



Presentemos el primer resultado importante de este capitulo.

Teorema 7. Para p € [1,00], las normas

8%

1/p
Lp U))

(9:62‘

lellwrr @) = (Hqu

ulllwrr @)

Lr(U)

son equivalentes.

Demostracion. Sean x € R"! y p g € [1, +00] exponentes conjungados, cualesquiera. Tomemos

las normas
n

ol = Il v lolloo = [
Entonces

n n n

l2llp = D" fosl? < 3 mx foul? = 3 e =

=1 =1 =1

asi

lzllp < 0P|zl o

Por otro lado

Hngo max ’xl‘p < ’xl‘p Hpr
1<
=1

entonces

[2]loo < ll[lp-

Asi, para x # 0 tenemos

Lo Dl
E®

9

de manera analoga, para ¢ € [1, 0]

Lo lalle e
B

mas aun
e el v
zlq



Tomemos

ou ou
por lo cual
oulIP 1/p
( B2, Lp(U)> = [lullwrr @)
Y n
v + 3 | = lwnocy
por tanto

(n+ D) Ylulllwiow) < lullwiow) < 0+ DY ulllwrew)-
O

Continuemos con una proposiciéon importante para la demostracion de algunos teoremas muy

utilizados en este trabajo.

Proposicién 1. WHP(U) es un espacio de Banach para cada 1 < p < oo, es reflexivo para cada

1 < p < ooy separable para 1 < p < oco.

Demostracion. Veamos la demostracién de que WP(U) es un espacio de Banach para cada

1 < p < 0o. Para esto, sea {u,}°2; una sucesiéon de Cauchy en W1?(U). Entonces

8un aum
8:&

= |lun — umllwrr@y = 0
Lr(U)

lun — umll L@y < llun — wm|l e

cuando n, m — 0o. Asi {uy }22; es sucesién de Cauchy en LP(U). Por el Teorema de Riesz-Fisher
(Teorema [2), LP(U) es de Banach, entonces existe u € LP(U) tal que u, — u en LP(U). Ahora,
tomando ¢ € {1,...,n} tenemos

Oun Oum,

_— = = Hun—umel,pU — 0.
Ou; Lp(U) )

< Juy, —

H ou,  Ounm,
Lr(U)

8131' B 61’1

n
cuando n,m — oo. Asi {%1;’?} e de Cauchy en LP(U) y por ende, para cada i € {1,...,n}
i) =

existe g; € LP(U) tal que % — g; en LP(U). A continuacién demostremos que g; = 8—“,, es
9 ox; 9 ox;

decir, para todo ¢ € C°(U) demostremos que

/ Op dr = / gip dx.
81‘1 U




Por el Teorema de convergencia dominada tenemos que

dp . ) Oy
/U“axi dv = /U (Jim ) o,

= lim una—(p dx
= — lim auncp dx

por tanto g; = % y asf

n

ltn — wllwro@y = lun = ull oy + >
=1

ouy, 7 ou

— 0
Lr(U)

cuando n — oco. Concluimos que u, — u en WHP(U). O

Las demostraciones de reflexividad y separabilidad no se incluirdn en este trabajo debido a
que se utilizan temas que no son de interés para el presente trabajo. Sin embargo, se pueden ver
en [16] y [2].

Ahora, presentaremos algunos resultados de diferenciaciéon en espacios de Sobolev, las demos-

traciones pueden verse en [2, pag 269-271]

Proposicién 2 (Diferenciacién de un producto). Sean u,v € WHP(U)NL*®(U) con 1 < p < oo.

Entonces uv € WHP(U) N L>®(U) y se cumple que
0 ou ov

8.%'2' (uv) - al'iv + ual'z ’

parai=1,...,n.

Proposicién 3 (Diferenciacién de una composicién). Sea G € CY(R) tal que G(0) = 0 y
|G'(s)| < M para todo s € R y para alguna constante M. Sea u € W'P(U) con 1 < p < oc.

FEntonces
" (Gouw) = (G ou)gt,

Gouec WhH(U) Yo

parat=1,...,n.

Proposicién 4 (Férmula de cambio de variable). Sean U y U’ dos conjuntos abiertos en R™ y

sea H: U — U una funcion biyectiva, x = H(y), tal que H € CY(U"), H™' € C1(U),



Jac H € L®(U"), Jac H~' € L=®(U)[l] Sea u € W'P(U) con 1 < p < co. Entonces uo H €

Whe(U') y

0

0H,;
gy (100 = X g () 5

0y,

(y) para todoj=1,...,n.

2.3. Espacios W™P(U)

Sean U C R™ un conjunto abierto, m > 2 un entero y p un nuimero real con 1 < p < oo.

Definimos

ou
6.%

W™P(U) = {u e wmtr(U) . e WmbP(U) Vi=1,... n}

De manera alternativa, estos conjuntos pueden ser presentados como

WmP(U) = {u € LP(U) : Va con |a] < m, 3 g, € LP(U) tal que

(2.2)
[ Do =0 [ gup vec C§°<U>}7
U U
donde hemos utilizado la notacién estandar de multi-indice @ = (aq,...,p) con ; > 0 un
entero y para todoi=1,...,n,
n
dlely
= : DOL = .

Establecemos D%u = g,. El espacio WP (U) equipado con la norma

|ullywm.p @y = Z | D*ul| o (17

0<]al<m

es un espacio de Banach. Si U es suficientemente suave con frontera QU acotada, entonces la

norma de W™P(U) es equivalente a la norma

[wllwm.e@y = llullr@y + Z D%l Lo ()

|a|=m

!Jac H denota la matriz Jacobiana %I;?; en consecuencia Jac H es una funcién en L>®(U')"*™ y Jac H™ ' es
J

una funcién en L>(U)"*™.

10



Més ain, se puede demostrar que para cada multi-indice « con 0 < |a| < m y para cada € > 0

existe una constante C (depende de U, ¢, «) tal que

I1D%ull oy < Cllull oy + € Z D% o1y

|8|=m

la demostracién se puede ver en [1].

Vu € W™P(U),

El tema presentado a continuacién nos servird para tratar de mejor manera las demostracio-

nes de los teoremas de regularidad.

2.4. Operadores de extension

El objetivo principal en esta seccién es extender una funciéon u € W1P(U) a una funcién

@ € WIP(R™). Esto no es siempre posible (en un dominio general U). Sin embargo, si U es

suave, es posible construir una extension. Empecemos dando una notacién precisa de conjunto

abierto suave.

Dado x € R™, escribimos

r=(2",zy) cona’ eR"™ 2 = (z1,..., 2, 1),
y establecemos
n—1 1/2
2| = (Z xf) :
i=1
Definimos los siguientes conjuntos
R} = {z= (2, xn); @y > 0},
Q = {x= (" 2,); || <1y |x,] <1},

QJr = QﬂRia

Qo = {x=(2,0); || <1}.

Definicién. Decimos que un conjunto abierto U es de clase C! si para cada x € OU existe una

vecindad V de z € R™ y una funcién biyectiva H : @ — V tal que

HeCY(Q), H'eCY(V), HQy) =VNQ, y HQy) =V NaU.

11



La funcién H es conocida como carta local.

Teorema 8. Supongamos que U es de clase C con OU acotada (o también U = R ). Entonces

existe un operador lineal de extension
P: WP(U) - WH(R™) (1< p<oo)

tal que para todo u € WP (U),

(1) Puyy =u,

(1) [|Pullr@ny < Cllull Loy,
() [[Pullwrr@ey < Cllullwiew),
donde C depende solamente de U.

Demostracion. Ver [2, pag 273-275]. O

Otro tema importante y muy utilizado en este trabajo son las inmersiones de Sobolev para
el caso U C R". Las demostraciones de los siguientes resultados pueden ser vistas en [2, pag

284-286).

2.5. Inmersiones de Sobolev

Supongamos que U C R"™ es un conjunto abierto de clase C' con frontera OU acotada o

también podemos considerar U = R’}

Proposicion 5. Sea 1 < p < co. Tenemos que

* 1 1 1
WP(U) c IP"(U), donde —=-—— sip<mn,
p p n
WYP(U) c LY(U), para todo q € [p,+00), sip=n,

wlP(U) c L™ (U), sip>n,
y todas estas inyecciones son continuas. Mds ain, si p > n tenemos que para todo v € WHP(U),
lu(z) — u(y)| < Cllullwrew)le —yl*  ctp xyel,

con o =1— (n/p) y C depende solamente de U, p y n. En particular, WHP(U) C C(U)E]

2En este caso, la inclusién es médulo un representante continuo.

12



Proposicién 6. Sea m > 1 un entero y dado p € [1,400). Tenemos

1 1 1
WmP(U) C LUU),  donde - =-—" si=-" 5y,
q p n p n
1
w™P(U) C LY(U), para todo q € [p,+00), si o % =0,
1
WmP(U) ¢ Lo(U), si-— <o,
D n

y todas estas inyecciones son continuas. Mds ain, si m — (n/p) > 0 no es entero, entonces
W™P(U) c C*(U), dondek = [m — (n/p)]
con
CH(U) = {u € C*(U); D“u tiene una extension continua sobre U para todo o con |a| < k}.
Para todo uw € W™P(U), tenemos que

D%l ooty < Cllullwmr@y para todo a con |af < k

|Du(x) — D%u(y)| < Cllullwmsqnle — yl? c.t.p. z,y € U, para todo o con || = k

conk=[m—(n/p) yd=[m—(n/p)]—k(0<0<1).

Teorema 9 (Rellich-Kondrachov). Supongamos que U C R™ es acotado y de clase Ct. Entonces

tenemos las siguientes inyecciones compactas:

1 1 1
WLP(U) c LY(U), para todo q € [1,p*), donde p = i sip<mn,
WhP(U) c LY(U), para todo q € [p, +a), sip=mn,
whtP(U) c C(U), sip > n.

En particular, WYP(U) C LP(U) con inyeccion compacta para todo p vy todo n.

Por tltimo, detallaremos brevemente los espacios H(U), H 1(U) y los espacios que in-
volucran tiempo (espacios de Bochner). Luego, presentaremos un teorema relacionado con la
existencia de los valores propios de —A el cual es un resultado muy util al momento de trabajar

el tema de regularidad de problemas parabdlicos locales de segundo orden.
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2.6. El espacio W,"(U)

Definicién. Sea 1 < p < co. Wol’p(U) denota la clausura de C}(U) en W1P(U).
Establecemos

Hy(U) = Wy (U).

El espacio VVO1 P(U), equipado con la norma de W1P(U) es un espacio de Banach separable;
reflexivo si 1 < p < oo. H&, equipado con el producto escalar de H'(U), es un espacio de

Hilbert.

Observacién 1. Como C}(R") es denso en W1HP(R"), tenemos que
Wo P (R") = WP (R™).

Asi, si U C R" y U # R", entonces en general, Wol’p(U) # Whr(U).
Proposicién 7 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que 1 < p < oo y U es un conjunto
abierto y acotado. Entonces existe una constante C (dependiendo solo de U y p) tal que

[l oy < ClVullpo@y  Yu € WyP(U).

Demostracion. Ver [10, pag 290]. O

2.7. El espacio H1(U)

Como veremos en nuestro estudio sobre ecuaciones parabdlicas locales (Capitulo 3), es im-
portante tener una caracterizacién explicita del espacio dual de HZ(U).
Notaremos como H~1(U) al espacio dual de H{(U). En otras palabras f pertenece a H}(U)
siempre que f sea un funcional lineal acotado en H{(U). Escribiremos ( , ) para denotar el
producto en dualidad entre H=*(U) y H}(U).
Si f € H-Y(U), definimos la norma

!ﬂﬂlw)zﬂm{KﬂwHueﬂﬂU%Hmenél}

Teorema 10 (Caracterizacién de H™1).
(1) Supongamos que f € H-Y(U). Entonces existen funciones fO, f',..., f* en L*(U) tales
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que

(fyu) = /U (fou + Zfzu%) de Yove H)U). (2.3)

i=1

(1) Mds ain,

n 1/2
[l -1 =1’nf{< FP dw)
) / >

f satisface (2.3)) para f°, f1,..., f" € L2(U)}.

(2.4)

Demostracién. Ver [10, pdg 299-300]. O

2.8. Espacios que involucran tiempo

Los espacios de Bochner o espacios que involucran tiempo son una variaciéon de los espacios
de Sobolev, estos constan de funciones que dependen del tiempo dentro de espacios de Banach.
Estos espacios son muy utilizados al momento de contruir soluciones débiles de los problemas

de EDP parabdlicos y por ende muy importantes en este trabajo.

Sea X un espacio de Banach, con la norma || - ||. El espacio
L7(0,T; X)

consiste en todas las funciones medibles u: [0,7] — X con

T 1/p
lallzro,r:x) == (/0 lu(®)||% dt) < 00

para 1 <p < oo,y

[[all Loe (0,7:x) = esssup [u(t)||x < oo
0<t<

Definicion. El espacio de Banach

c([0,T]; X)

comprende todas las funciones continuas u : [0,7] — X con norma

XY = A t < 0.
||u||0([o,T},X) olgtaér [u()|lx < o0

15



Observacion 2. Utilizamos la notacién en negrilla para representar funciones que toman valores

en un espacio de Banach.

Definicién. Sea u € L!(0,T; X). Decimos que v € L'(0,T; X) es la derivada débil de u

si

T T
/ & (1t di = — / S()v(t) dt
0 0

para toda funcién testf| ¢ € C°(0, ).

Definicion.

1. El espacio de Bochner
Wir(0,T; X)

consiste en todas las funciones u € LP(0,T; X) tal que u’ existe en el sentido débil y
pertenece a LP(0,T; X). Mas atin

T 1/p
( | I + o dt) para 1 < p < 00
0

esssup ([lu(t)]|x + [u'(#)]|x) para p = oo.
0<t<T

||u”W1»P(07T;X) =

2. Escribimos H'(0,T; X) = W12(0,T; X).
Teorema 11. Sea u € W1P(0,T; X) para algin 1 < p < co. Entonces
(1) uwe C([0,T]; X) (luego de posiblemente ser redefinida sobre un conjunto de medida nula).
(1) u(t) =u(s)+ /t /() dr para todo 0 < s <t <T
s

(1) Mads adin, tenemos la estimacion

Oglt%nu(t)!\ < Cllullwreo7:x)

donde la constante C' depende solamente de T'.

3Sea C2°(U) el espacio de funciones infinitamente diferenciable de funciones ¢ : U — R, con soporte compacto
en U. Llamaremos a las funciones ¢ que pertenecen a C2°(U) funciones test.
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Teorema 12 (Mis cilculo). Supongamos que u € L*(0,T; Hi(U)), con 0’ € L*(0,T; H*(U)).

(1) Entonces

u e C([0,T); L*(U))
(luego de posiblemente ser redefinida sobre un conjunto de medida nula).

(1) La aplicacion

t \|U(75)||%2(U)

es absolutamente continua, con

SO ) = 2 (1), (o)

para c.t.p. 0 <t <T.

(111) Mds atin, tenemos la estimacion

qdx u(®)r2w) < € (HUHL2(0,T;H3(U)) + Hu/||L2(O,T;H*1(U))>

donde la constante C' > 0 depende solamente de T.
Demostracion. 1. Definimos u : [—0,T + 0| — R con o > 0 de la siguiente manera

u(t) si tel0,7]
0 si te[-o0,00U(T,T+ o]

y deﬁnimosﬂ u® = 7. * U4, con 7. una funcién regularizanteﬂ y € > 0. Esto es

o0

u®(t) = / ne(s)a(t — s)ds.

—00

4Si f: U — R es localmente integrable, se define la regularizacién de f, £, como
fei=mnexf enU..

Es decir

Fo() = /U ne(e — y)f(y) dy = / ne()f(z — y) dy

B(0,¢)

para z € U, con U. := {x € U‘dist(:c, oU) > e}, ye>0.
5Sea 7. € C™ una funcién regularizante estandar tal que satisface

/ ne dz =1, supp(n:) C B(0,¢).
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Sea 0 > 0. Utilizando el Teorema de derivacion bajo el signo integral

oy~ y
(

il
dt

wi(t) — u5(t)‘

Integrando con respecto a s < 7 < t obtenemos

[ il
. dt

Asi, para todo 0 < s,t < T y utilizando el Teorema fundamental del cdlculo tenemos

2

w'(r) - u'(7)

dr = 2/: (uaf(T) —u® (1), v () — uﬁ(f))

L2(U) L*(U)

L2(U)

+2 /St <u‘€’(7') - u‘S,(T), u®(r) — u6(7)>

H=1(U),Hg (V)

Ahora, fijemos s € (0,7T) tal que
u®(s) — ti(s) cuando ¢ —0 en L*(U)

(s existe pues u® — u c.t.p. cuando € — 0, ver [10] pag 714). Por continuidad

2
<

2
L2(U) ‘

u®(t) — u’(t) ‘

u®(s) — u‘s(s)‘

t
/
S

Usando la desigualdad de Cauchy tenemos que

L2(U)

u/(r) —u¥'(7)|

w(r) - u’(7)|

H-1(U) ’ H}(U)

2

we(t) — u‘s(t)‘

<|
L2(U)

u®(s) — u‘s(s)’

2 t
“f
L2(U) s

2
dr
Hy(U)

9 T
e
) Js

5 4 2
w(r) — u (7)‘ i 0
0

u®' (1) — u‘sl(r) HH—l(U)

us(r) — ul(7)|

u®' (1) — (1

18
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Tomando el supremo sobre t € [0, T] obtenemos

sop oc) - w0, < e~ + [ @ -l
0<t<T L2(U) L2y J, H=Y(U)
+ ’ u(r) — u‘s(T)H2 dr
Hy(U)

y haciendo ¢ — 0, § — 0 y como u®(s) — u(s) en L?(U), entonces

u®(s) — u’(s) ’

L) — [lu(s) = u(s)|l g2y = 0

por lo tanto

2 T 2
< lim u® (1) — u'(r

limsup sup Hu‘s(t) _ué(t)‘ L2(U) ~ 6—0 Jy }

£,0—0 0<t<T

2

*| W

u’(r) = ul(7)|

Esto significa que

u® —u

|

cuando € — 0y § — 0, por ende {u}.~o es de Cauchy en C([0,7]; L*(U)). Asf existe v €

6HC([07T];L2(U))

C([0,T); L*(U)) tal que u® — v cuando ¢ — 0 en C([0,T]; L2(U)). Como u®(t) — u(t) en [0, T,
por unicidad del limite tenemos que u = v c.t.p. Concluimos que u € C([0,T]; L?>(U)) tras ser

redefinido como v.

2. Reemplazamos u®(t) — u’(t) por u(t) en el punto anterior y obtenemos

t
Hug(t)H%?(U) = HUE(S)H%z(U) +2 [ (u(7), 0 (7)) 2y ATy
: )

haciendo € — 0, y tomando en cuenta que u = v c.t.p. tenemos

t
Hu(t)”%Q(U) = ||u(s)||%2(U) + 2/ (u'(7), u(T))L2(U) dr para todo 0 < s,t,<T.  (2.7)

Por lo tanto, tenemos que ¢t — ||u(t)||2L2(U) es absolutamente continua con %Hu(t)”%gw) =

2 (u'(t), u(t)).
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3. Ahora, con s <7 <ty como u(r) € H }(U) tenemos que

(o' (7), u(r)] < [ (D)1 ) () |z (0 -

Asi, de (2.7) y usando la desigualdad de Cauchy

t
la(®)l1320y < (s)lBay + / I (207 + ()2 7
T
< Ju(s) B, + / I ()20 + )2y g 7
S

= HU(S)”%%U) + Hu/”%Q(O,T;H—l(U)) + HuH%Q(o,T;Hé(U))'

A continuacién integramos con respecto a 0 < s <T

T T
| 1Oy ds < [ 10 e ds+ T (10 im0 + 102 rioy)

luego

1
Hu(t)||2L2(U) < THUH%Q(O,T;LQ(U)) + HU‘H%Q(O,T;H(%(U)) + Hul”ZL?(O,T;H—l(U))’

y utilizando la desigualdad de Poincaré

a2y < C (10 zmy + Wm0y -

Recordemos que redefinimos u = v tal que sea continua y asi, tomando el méximo en 0 < ¢ < T

obtenemos
[ 2 2 2
OgltaSXTHu(t)HL?(U) < C(H“Hy(o,T;H(%(U)) + ||u/HL2(0’T;H_1(U))).

Por lo tanto tomamos la rafz cuadrada y hacemos uso de la desigualdadva + b <\/a +v/b con

lo cual, si reemplazamos+/C por una nueva constante C positiva obtenemos

Ofél%?%”u(t)HLQ(U) <C <HuHL2(O,T;H01(U)) + Hu/HL2(07T;H*1(U))> .

O]

Teorema 13 (Valores propios del operador —A). El operador —A cumple las siguientes propo-

sictones.

(1) Cada valor propio del operador —A es real.
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(1) Mads ain, si repetimos cada valor propio de acuerdo a su multiplicidad (finita), tenemos

que su conjunto de valores propios es
Y= {Ak}%’:l

donde

0<)\1§)\2§)\3§...

A — 00 cuando k — oo.

(1) Finalmente, existe una base ortonormal {wy}32, de L*(U), donde wy, € H}(U) es una

funcidon propia correspondiente a Ay.

Demostracion. Consideremos el problema con valores en la frontera

—Au=f en U
(P)
u =0 sobre 00U

donde U es un subconjunto abierto y acotado de R”; v : U — R es desconocida, tal que
u=u(z)y f: U — R es una funcién dada en L?(U). Encontremos la formulacién variacional

del problema (P). Sea v € C2°(U) y asumamos que u € C2(U), entonces

/U (—Au)v do = /U fo da.

Integramos por partes el lado izquierdo de la igualdad, con lo cual

/Vu-Vvd:c—/ Mvdaz/fvda:.
U ou On U

Por tanto, el problema (P) se formula variacionalmente como: hallar v € H}(U) tal que
/ Vu-Vvdr = / fvdx (2.8)
U U
para todo v € Hi(U). Ahora consideremos

a:H3(U)x H}(U) — R
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(u,v)b—>a(u,v)—/Vu-V1}dw
U

De ([2.8) se tiene que
a(u,v) = (¢, v) . (2.9)

Luego, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en a(u,v) tenemos

|a(u, v)| =

[ v vods| < [ 190 1900 do < 1VulloolI Vol = lallageo oo

utilizamos la desigualdad de Poincaré en (¢, v) para obtener

<N Alzanlloll 2@y < Cpll fllzanlIVollzwy = Coll fllczan vl gy @y

|<¢f7v>|:\/vadx

donde C,, denota la constante de Poincaré. Por tanto, ¢ € H1(U) y a(-, ") es continua. Ademds,

a(-,-) es coerciva ya que

a(u,u) = /UVu -Vudr = /U |Vu|? do = HVUH%Q(U) = ”u”?fé(U)‘

Por lo tanto, por el Teorema de Lax-Milgram, posee una unica solucién u € H&(U ) para
cada f. Luego, definamos u := Sf donde a S se lo nota por S = (—A)~! tomando en cuenta que
S L?(U) — H}(U). Tenemos que, gracias al Teorema de Rellich-Kondrachov, S es compacto.
Probemos que S es continuo. Para esto, tomemos v = u, u = Sf y sustituyamos en , se
sigue que

a(Sf,Sf):/Ufo dz

con lo cual

1S s 0y = /U 7Sf dx < 11 flean 1Sl < Coll iz ISl s o
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y entonces

1S fllay @) < Cpll fllz2w)-

Por tanto, S es continuo. Ahora probemos que S es positivo. En efecto, para todo v € Hg(U),

gracias a (2.9)) tenemos

(Sfa f)LQ(U) = (uv f)LQ(U) = <¢fau> = a(ua u) = HuH?{é(U) > 0.
S es autoadjunto. Para esto tomemos Sf = u la solucién débil del problema

—Au=f en U
u =0 sobre 00U

y Sg = v la solucién débil del problema

—Av =g en U
v =0 sobre OU.

Probemos que (Sf,g) = (f,Sg)
(Sfag)LQ(U) = (uag)LQ(U) = (gau)LQ(U) = (¢g,u) = alu,v)

(f:99) 2wy = (f,v) 2y = (¢, 0) = a(v,u) = a(u,v).

por tanto, S es autoadjunto. Como S es acotado, positivo, autoadjunto y compacto, por el

Teorema de Hilbert-Schmidt existe una sucesion decreciente {n;}7°, tal que

y una base ortonormal {wy}?2, de H}(U) tal que

Swy = npwg  en U

wg =0 sobre OU
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para k =1,2,.... Entonces, como S = (—A)~! obtenemos

—A(mrwy) = wy,
mas aun
—Aw, = —wy,
Tk

tomando A = nik tenemos que

lim Ay = lim — = +o0.
k—o0 k—00 N

Por lo tanto obtenemos

D<A <A< A3<....
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Capitulo 3

Problemas parabdlicos locales

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de ecuaciones diferenciales parabdlicas locales
de segundo orden. Estas ecuaciones involucran una variable temporal por lo que también son
llamadas ecuaciones evolutivas. La idea principal se basa en que la solucién evoluciona en tiem-
po a partir de una informacién inicial dada. Las EDP parabdlicas de segundo orden son una

generalizacién natural de la ecuacién del calor, presentada a continuacion:
up — Au =0 (3.1)

y su versién no homogénea

ug — Au = f, (3.2)

sujeto a condiciones iniciales y de frontera apropiadas. Aqui ¢ > 0y x € U donde U C R" es
abierto. La variable desconocida es u : U x [0,00) — R, u = u(x,t), y el laplaciano A es tomado
con respecto a las variables espaciales = (z1,...,2,) : Au = Azu = > 7" | Ugz,- En (3.2)) la

funcién f: U x [0,00) — R esta dada.

Vamos a estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles apropiadamente definidas,
su suavidad y otras propiedades. Empecemos haciendo un repaso de las ecuaciones elipticas de
segundo orden con condidiones en la frontera. Este tipo de ecuaciones nos sirven como base para
posteriormente estudiar con mayor profundidad las ecuaciones parabdlicas locales de segundo

orden.
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3.1. Ecuaciones elipticas

En esta seccién nos dedicaremos a estudiar el siguiente problema eliptico con valores en la

frontera

Lu=f en U
(3.3)
u=0 sobre OU

donde U es un subconjunto abierto y acotado de R" y u : U — R es desconocida, u = u(z).
Ademas, f: U — R es una funcién dada y L denota un operador diferencial parcial de segundo

orden teniendo ya sea la forma de divergencia

o la forma de no divergencia
Lu=— Z uwm + Zbl ) Uz, + c(x)u, (3.5)
ij=1
para coeficientes dados a¥, b, c € L®(U) (i,5 =1,...,n).

Observacién 3. Si los coeficientes de mayor orden a” (i,7 = 1,...,n) son funciones C*(U),
entonces un operador dado en la forma de divergencia puede ser reescrito en su forma de no

divergencia, y viceversa. De hecho la ecuacién en forma de divergencia (3.4]) se convierte en
Lu=— Z T)Ug;z; + Zbl T)Ug, + c(x)u (3.6)

con b := b — Zf] 1 ayj (i,7=1,...,n),y (3.6) obviamente estd en forma de no divergencia.

La forma de divergencia es més utilizada para metodos de energia, basada sobre integracién
por partes, y la forma de no divergencia es utilizada en la teoria que involucra el principio del

maximo.

En adelante, asumiremos la condicién de simetria
i it (i
a’ =d" (i,j=1,...,n).
Definicién. Decimos que un operador diferencial parcial L es (uniformemente) eliptico si existe
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una constante 6 > 0 tal que
n

> ()& > 0l (3.7)

ij=1
para c.t.p. x € U y para todo £ € R™.
La elipticidad significa que para cada punto x € U, la matriz simétrica n X n dado por
A(z) = ((a¥(x))) es definida positiva, con el valor propio méas pequeiio mayor o igual a 6.
Un ejemplo obvio es tomar a” = i, b =0, c=0 con 0i; la delta de Kronecker, en cuyo caso

el operador L es —A.

Interpretacion fisica. Como mencionamos antes, las EDPs elipticas de segundo orden genera-
lizan las ecuaciones de Poisson y Laplace. Como en las derivaciones de las ecuaciones de Laplace,

u representa la densidad de alguna cantidad (concentracién quimica), en equilibrio dentro del

una regién U. El término de segundo orden A : D%y = Z? =1 a’ (7)ug,z; representa la difusién
de u dentro de U, los coeﬁciente{] ((a¥)) describen la naturaleza anisotrépica, heterogénea del
medio. En particular, F := —A Du es la densidad de flujo difusivo, y la condicién de elipticidad
implica

F-Du<Q0;

esto significa que el flujo va de las regiones de alta concentracién hasta las regiones de baja
concentracién. El término de primer orden b- Du = >"" | blu,, representa transporte dentro de

U, y el término de orden cero cu describe incremento o reduccién.

Definicion.

(1) La forma bilineal B[, ] asociada a la forma de divergencia del operador eliptico L definida
en (3.4)) es
Blu,v] := / Z a"” (2)ug,vg; + Z b (2)ug,v + cuv dz (3.8)
Uij= R

para u,v € H}(U).

(11) Decimos que u € Hg(U) es una solucién débil del problema con valores en la frontera ({3.3))
si

Blu,v] = (f,v) (3.9)

'A = ((a¥)) denota una matriz m x n con (4, 5)-ésimas entradas a;;.
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para todo v € H}(U), donde (-, -) denota el producto interno en L?(U).

Observacion 4. La identidad (3.9) suele ser llamada formulacion variacional de (3.3]).

Generalmente, consideremos el problema con valores en la frontera

LU:fO—Z?ﬂfL en U
u=20 sobre oU

(3.10)

donde L se define como ([3.4) y f* € L>(U) (i = 0,...,n). Gracias al Teorema [10| tenemos que
f=7r"=>", fi pertenece a H-1(U), el espacio dual de Hj(U).

Definicién. Decimos que u € H}(U) es una solucién débil del problema (3.10]) siempre que

B[“?“] = <f7'U>

para todo v € Hj(U), donde (f,v) = [ fOv+ 37" | flo, dxy (-,-) es el emparejamiento de
H-Y(U) y Hy(U).

Teorema 14 (Estimaciones de energia elipticas). Existen constantes a,  positivas y vy > 0 tales
que se cumplen

|Blu, v]| < allull g @ v/l @) (3.11)

BllullZy oy < Blu,ul +yllul 2, (3.12)
para todo u,v € H}(U).

Demostracion. 1. En el caso de la primera estimacion tenemos que

n n
| Blu, v]| = / Z AUy, Uy + Zbiuziv +cuv | dx
U

ij=1 i=1

< Z/}a uxvx‘ da:+2/ ‘b’uxv’ dx—I—/ |cuv| dz
1,7=1

<3 ol / o, | 4 3 ¥l / iz, 0] dez + [l oo /U fullo] da
ij=1 i=1

<3 ot e / Dl D] dz + 3 ¥ e, / |Dul[v] dz + el oo / o] d
ij=1 v i=1 v v
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< Z lla™ || oo @0y | Dull 2oy 1D 20y + Z 167 oo (o) 1 Dull 20y 10l 2 o)
2,7=1 =1

+ llell o @ lull 2@y [0l 2wy

< Z 1™ || oo 0y 1l 1 oy [0 123 0y + Cp ZWHLw(U)IIUIlHl o vl @)
i,7=1 =1

+ Cllel oo oy el gz ey 1ol 2 oy

= lea”llLoo +Cp ZHbZHLw(U + Cllelley | lull gy on 10l oy
7] 1 i=1

= allull gy [0l g @)

Por 1o tanto | Blu, ]| < aul g0 4]l g 0

donde

a= ZHG”HLOO +Cp ZHbZHLOO + Gy llell e

t,j=1

y Cp denota la constante de Poincaré.

2. Para la segunda estimacién, consideremos la condicién de elipticidad dada por

n

> a(@)&g > 0¢)? (3.13)

1,j=1

para c.t.p. x € U y para todo & € R™.

Tomando £ = Du, por la definicién de la forma bilineal y (3.13) tenemos que

0<9/|Du|2dx</ Za Ug; Ug; AT

1,7=1

:B[u,u]—/ Zbiuxiu+cu2 dx
U \i=1
B[uau]+Z|bi||L°°(U)/U‘uwi||u‘dw+||C||L°°(U)/U|u|2 dx
i=1

Bl + 30 W~ [ 1Dullul do + [elumw) [ do. (314)
i=1
Ahora haciendo uso de la desigualdad de Cauchy con ¢ en uno de los términos de (3.14) obte-
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nemos

1
/ | Dul|u| dz < 6/ |Du|? dx + / u|? da (e >0).
U U 4e Ju

Luego, eligiendo € > 0 suficientemente pequeno tal que

)

NGRS

EZ 16| oo (1) <
=1

se tiene que

0 1
2 2 % 2 2
0<0/U|Du| dxg2/UyDu| dot Db |yLoo(U)/U|u| d$+B[u,u}+||c|Loo(U)/U|u] dx
1=1
Tomando C' = 1 En 16 + [|c]] se sigue que
1an = 1z £ Lo (U) Cc Lee(U)> 1gue qu

0
: /U Dul? dz < C/U [uf? do + Blu,u] = Cllull2y) + Blu, ]

Asi

0
i”DuH%?(U) < Blu,u] + CHUH%%U)-

Por lo tanto

BHU’H?{&(U) < Blu,u] + 7““”%2(U)
con g = g yy=C. O

Ahora revisemos la teoria fundamental de ecuaciones parabdlicas de segundo orden.

3.2. Ecuaciones parabdlicas

En esta seccién, como en la anterior, asumiremos que U es un subconjunto abierto y acotado

de R", y ademds Up = U x (0,7 para alguna variable temporal fija T > 0.

Nos dedicaremos a estudiar el siguiente problema con valores iniciales y en la frontera

w+Lu=f en Ur
u=0 sobre AU x [0,T] (3.15)
u=g¢g sobre U x {t=0},

30



donde f : Upr — Ry g : U — R son funciones dadas, y v : Ur — R es desconocida, con
u = u(x,t). La letra L denota para cada tiempo ¢t un operador diferencial parcial de segundo

orden, ya sea en la forma de divergencia
Lu=— Y (a(x,t)ug,)a; + > _ b (2, ), + c(x, t)u (3.16)

i,j=1 i=1

o en la forma de no divergencia

n n
Lu=— Z a (@, t) g, + Z Vi (x, t)ug, + c(z,t)u (3.17)
i,j=1 i=1
con coeficientes a*/, b, c € L®(U) (i,5 = 1,...,n).

Definicion. Decimos que un operador diferencial parcial % + L es (uniformemente) parabdlico

si existe una constante 6 > 0 tal que

n

> (1&g > 0l (3.18)

ij=1

para todo (z,t) € Up, £ € R™.

Notemos que en particular para cada 0 € [0, 7] fijo, el operador L es un operador uniforme-

mente eliptico en la variable espacial z = (z1,...,2,) € R™.

Las ecuaciones parabdlicas de segundo orden describen en aplicaciones fisicas la evolucién
temporal de la densidad de una cantidad u dentro de la regiéon U. El término de segundo orden
n Z] . . <7 z . . n ) .
> i j—1 @7 Uz, describe difusién, el término de primer orden » " b'u,, describe transporte, y
el término de orden 0, es decir cu, describe creacién o reduccion.

Como ejemplos de ecuaciones parabdlicas de segundo orden tenemos la ecuaciéon de Fokker-

Planck y la ecuacion de Kolmogorov.

3.2.1. Soluciones débiles

Consideremos el caso en que L tiene la forma de divergencia (3.16]) y tratemos de encontrar

una notacién apropiada de la solucién débil para el problema con valores iniciales y en la frontera
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(3.15). Asumamos por ahora que
a’ b ce L®°Ur) (i, =1,...,n),
f € L*(Ur),

g € L*(U).

Ademis supongamos que a¥ = a’® (i, =1,...,n).

Definamos la forma bilineal dependiente del tiempo
Blu,v;t] := / Z a () Uy, Ve; + Z b' (-, t)ugv + (-, t)uv dz
Ui g= i=1
para u,v € Hi(U) y c.t.p. 0 <t < T.

Motivacién para la definicion de solucién débil. Para hacer posible la definicién de solucién
débil, supongamos por el momento que u = u(z,t) es una solucién suave para el problema

parabélico (3.15)). Ahora a la funcién u se le asocia una funcién
u:[0,7] — H(U)

definida por
[u®)](z) == u(x,t) (€ U,0<t<T).

En otras palabras, vamos a considerar a u como una funciéon que no depende de x y t a la vez,
sino que depende de ¢t tomando valores en el espacio H&(U ) de funciones en la variable z.

Regresando al problema (3.15)), de forma similar definamos
£:[0,T] — L*(U)

por

[f(t)](z) :== f(z,t) (x € U,0 <t <T).

Ahora, si fijamos una funcién v € H{(U), podemos multiplicar la EDP % + Lu = f porwve
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integrar por partes, para obtener

(', v) + Blu, ;1] = (£ v) < _ jt) (3.19)

para cada 0 < t < T. El emparejamiento (-,-) denota el producto interno en L?(U).

Ahora observemos que

uy = g% + Zgij en Up (3.20)
j=1

con ¢ = f—>""  buy, —cuy ¢ =" a%uy, (j=1,...,n). Asi, por (3.20)) y la caracteriza-
cion de H~1 (ver seccién 5.9.1. en [10]) tenemos que el lado derecho de ([3.20)) estd en el espacio
de Sobolev H~Y(U), con

1/2

hallgy < [ Y1902y | < € (lallmgon + 12
7=0

ya que
19° 220y = ||f - Zblux —cu
=1 L2(U)
< | fll2@y + Z 16°1 oo oy el 13 0y + Copllell o @y 1l 2 o)
=1
< € (Il + el gy
y

HQWB(U) = E aijumi < E :HainLOO(U)HuHHg(U) < CHU|’H§(U)
=1 j=1
)

L2(U
siendo C), la constante de Poincaré y C una constante positiva. Esta estimacién nos sugiere que
puede ser razonable utilizar una solucién débil con v’ € H~1(U) para c.t.p. 0 < ¢t < T'; en cuyo
caso el primer término de puede ser expresado como (u’,v), con (-,-) el emparejamiento
de H-Y(U) y H}(U).

Todas estas consideraciones motivan la siguiente definicién.
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Definicion. Decimos que una funcién
uec L?(0,T; HY(U)), conu’ € L*(0,T; H(U))

es una solucién débil del problema parabdlico (3.15) si cumple

(i) (u',v) + Blu, v;t] = (f,v)

para cadav € Hi(U) yct.p. 0<t<Ty

Observacién 5. Gracias al Teorema [12]tenemos que u € C([0,T]; L*(U)), y asf la igualdad (ii)
tiene sentido.
3.3. Existencia de soluciones débiles

3.3.1. Aproximaciones de Galerkin

Se demostrara la existencia una solucién débil para el problema parabdlico

u+Lu=f en Ur
u=0 sobre 90U x [0,T] (3.21)

u=g¢g sobre U x {t=0},

construyendo primeramente soluciones de ciertas aproximaciones en un subespacio de dimensién
finita de (3.21)) y luego pasar al limite. Esto es llamado el método de Galerkin. Més precisamente,

asumimos que las funciones wy = wi(x) (k =1,...) son suaves y que

{wy}32; es una base ortogonal en HJ (U), (3.22)

{w;}22, es una base ortonormal en L?(U). (3.23)
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(Por ejemplo, podemos tomar {wy}7°,; como una coleccién completa de funciones propias nor-

malizadas para L = —A en H{(U): ver Teorema )

Ahora fijemos un entero positivo m. Buscaremos una funcién u,, : [0,7] — Hg(U) con la

forma
W (t) =Y db (twy, (3.24)
k=1
donde los coeficientes d¥,(t) (0 <t < T, k=1,...,m) cumplen
dk (0) = (g,wr) (k=1,...,m) (3.25)
y
(u),, wr) + Blug, wi; t] = (fwg) (0<t<T, k=1,...,m). (3.26)

(Igual que antes, (-,-) denota el producto interno en L?(U).)

En consecuencia, nosotros buscamos una funcién u,, de la forma (3.24)) que satisface (3.26)) del

problema ([3.21)) sobre el subespacio de dimensién finita generado por {wy}}" .

Teorema 15 (Construccién de soluciones aproximadas). Para cada m = 1,2,... eziste una
funcion inica u,, con la forma (3.24) tal que satisface (3.25)) y (3.26).

Demostracion. Asumimos que u,, tiene la forma definida en (3.24]), entonces gracias a que

w22 . es base ortonormal en L2(U) tenemos que
{ k}k_1 q
m .
(u;na wk) = Z(dgn(t)wj? wk Z d] wja wk dfn(t)
j=1

Ademss

m m

Bluy,, wg; ] Zdj Jwj, wist | =Y Blwj, wis tldh, (t) = > ¥ (t)dh, (¢)
j=1

con e (t) = Blwj, wy;t] para j,k = 1,...,m. Tomemos f*(t) := (f(t),wy) para k=1,... m. Por

(3.26]) tenemos el siguiente sistema lineal de EDOs
m
di () + >y, () = fft)  (k=1,...,m) (3.27)
7=1
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sujeto a la condicién inicial (3.25)). Gracias a la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias,

existe una tnica funcién absolutamente continua d,, (t) = (d},(¢), ..., d7(t)) satisfaciendo (3.25)

y (3.27) para c.t.p. 0 <t < T.Y por lo tanto u,, definida en (3.24]) resuelve (3.26) para c.t.p.
0<t<T. n

3.3.2. Estimaciones de energia

Ahora proponemos tomar m que tienda al infinito y mostrar que una subsucesion de nuestras

soluciones u,, de (3.25)), (3.26) converge a una solucién débil de (3.21). Pero antes presentemos

dos resultados utiles.

Teorema 16 (Identidad de Parseval). Sea H un espacio de Hilbert separable y {e;}32, un

sistema ortonormal. Entonces {e;}°, es una base en H si y solamente si para todo x € H

o0
2l =D (e .
=1

Demostracion. Ver |9, pag 32]. O

Teorema 17 (Desigualdad de Gronwall: forma diferencial).

(1) Sea n una funcion no negativa y absolutamente continua sobre [0,T], que satisface para

c.t.p. t la desigualdad diferencial

1'(t) < d(t)n(t) + ¥ (t),

donde ¢ y ¢ son funciones no negativas y sumables sobre [0,T]. Entonces

0 < o0 o)+ | () 3

para todo 0 <t <T.

(1) En particular, si

n < ¢én sobre [0,T] y n(0) =0,

entonces

n = 0 sobre [0, T.

Demostracion. Ver [10, pag 709]. O
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Teorema 18 (Estimaciones de energia parabdlicas). Ewxiste una constante C, que depende so-

lamente de U, T y los coeficientes del operador L, tal que se cumple

Jdx lum (Ol 2w) + 1l z20,0:m3 ) + 22,1 @)y < CUEllz2 0,2y + 9l 2w))

(3.28)
para m=1,2,....
Demostracion. De ([3.26)) tenemos
(a),,, w) + Blum, wg; t] = (£, wy) 0<t<T,k=1,...,m). (3.29)

Multiplicamos la ecuacién (3.29) por d¥, (t) y sumamos sobre k = 1,...,m, asf

n n

> (i, (1) + zn: B [, wpdly (1):t] = 3 (£, ()

k=1 k=1 k=1

de donde

<u;ﬂ, > wkdﬁ(t)> +B
k=1

um,zn:wkdfn(t);t] = <f,zn:wkdfn(t)> .
k=1

k=1

n
Por ([3.24) sabemos que u,,(t) = Z d® (t)wy,, ademés wy, no depende de t. Por tanto obtenemos
k=1

(ul,, um) + Blum, up; t] = (f,uy,) ct.p. 0<t<T. (3.30)

Realizando una demostracién muy similar a la demostracién de la desigualdad (3.12]) en el

Teorema [I4] tenemos que se cumple
ﬂHumH%Ié(U) < Blum, upy; t] +’yHumH%2(U) para todo (0 <t<T,m=1,...). (3.31)

con [y v dos constantes positivas. Por otro lado, tenemos que

1 1
(£ )| < (1]l 2oy 1 | 22y < 1120y + 5 ll0mlIZ2 o) (3.32)
y por el Teorema tenemos
/ d 1 2
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Ahora sustituimos (3.31)), (3.32) y (3.33)) en (3.30) para obtener

d (1 1 1
% (3ol ) + BlunlBg, = unla < 310 + 3lhume

Mas atn,

d
&HumH%?(U)‘FQﬁHUmH%ﬂ < 727y + Clluml 2y (3.34)

con C'= (14 2v) y para c.t.p. 0 < ¢t <T. A continuacién tomemos

() = a7 (3.35)
y
(1) o= I0) 220 (3.36)
De ([3.34) tenemos
d
aHUmHi?(U) < Clluml|Fa ey + €172 (3.37)

Reemplazando (3.35) y (3.36) en (3.37) obtenemos la siguiente ecuacién

n'(t) < Cn(t) +£(t) (3.38)

para c.t.p. 0 < ¢t < T. Ahora, usamos la desigualdad de Gronwall (Teorema en su forma

nmga(mm+cll@dﬁ (O<i<T)

Por otro lado, utilizamos (3.25)) y la identidad de Parseval (Teorema

diferencial

(1, (0), 1 (0)) =

dy, (0)wr, Z d, (0)w

n

gawk W, (ng])wj
7=1

m
E (9, wr) (g, wj) (Wi, w;)
j=1

WMS 7

M 11

(g, we) |

>
Il
—_

e

(g, wi)* = 1901720

b
Il
.
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pues {wy}2°, es base ortonormal en L?(U). Entonces 7(0) = ||um(0)||%2(U) < ||g||%2(U) por tanto

t
I ()32 < € <||g||%zw) +C /0 1£05) 220 ds) -

Luego procedemos a tomar el maximo en ambos lados

i ([ (0)F200) < C (920 + 181320 7,0200y) (3.39)

Retomamos la desigualdad (3.34) e integramos en 0 <t < T

Trd
/0 <dt”um(t)H%2(U)> dt + 25||um||%2(o,T;H01(U)) < ”fH%2(o,T;L2(U)) + C||u|]%2(0’T;L2(U)). (3.40)

Gracias al teorema fundamental del calculo tenemos que

Tra
/ (dtnum(t)n%z(m) dt = [[am (1) 2207y — 1am O lz2(0

y, reemplazando en ([3.40)),
[ (T)[720r) + 2/B||um||%2(07T;H6(U)) < €720 7220y + CllullZz 01220y + 1m (O)| 72015

pero

QBHUmH%z(o,T;Hg(U)) < ||um(T)||%2(U) + 25Hum”%2(o,T;H(§(U))-
Asf obtenemos
26““771”%2(07T;H5(U)) < HfH%2(O7T;L2(U)) + CHumH%Z((),T;L%U)) + Hum(O)H%%U)- (3.41)

Haciendo uso de la inmersién continua L (0, T; L?(U)) < L2(0,T; L*>(U)) (pues U es acotado)

tenemos que

”umH%?(o,T;L?(U)) < CBHUmH%oo(o,T;L%U)) = 030@,5@%”117”(75)”%2((]) (3.42)

con C3 una constante positiva. Esta ultima igualdad se da gracias a que el méximo es igual al

supremo esencial ya que las funciones u,, son continuas respecto a la variable ¢. Sustituimos
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(B22) en (BA1), y ademds como [[u(0)]2: ) < lgl2: 0,

281w 22 0 713 0y < IE1320.1,2(0) + C 105 130y + 9120

con C una nueva constante. Utilizamos (3.39) en la anterior desigualdad, con lo cual

ZBHumH%E!(o,T;Hé(U)) < ||fH%2(o,T;L2(U)) +C <||9||%2(U) + HfH%?(o,T;L?(U))) + HQH%?(U)

y asi obtenemos

HumH%%o,T;Hé(U)) <C (HQH%?(U) + ”fH%Q(O,T;LQ(U))) : (3.43)

Ahora fijamos un v € Hg(U), con [0l gy < 1. Como {wyg}pZ, es base ortonormal de L3(U),

tenemos
o0
S Y
k=1
Definamos
m o
2
“Sewdn y = Y Guu
k=1 k=m-+1
De esta manera, claramente podemos observar que v! € span{wi, ..., wy,}. Si j < m,

(Uszj)=< > (%’Wk)wkawj) = Y (wy,w) (v, wy)

pero j <myk>m,asij#ky (wj,wg) =0, por tanto (v}, w;) = 0 para todo j < m. Por otro

lado, si j < m, tenemos que
m m
(0!, wy) = (Z(vawk)wmwj) =) (wj, wp) (v, w) = (v, w;),
k=1 k=1

Asi, (v!,w;) = (v,w;) para todo j < m ademds, usando la identidad de Parseval (Teorema

observamos que

o0 m oo
W 320 = D 10 we) P =D 1w, we)? < D 1w, we) P = [[v]32 -
k=1 k=1 k=1
Del mismo modo, HV1)1H2 ) < HVUHLQ , por tanto

112 2
[|v ”H&(U) < ||UHH5(U) <1
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Hacemos uso de la ecuacién (3.26)) y realizamos un procedimiento similar al utilizado para
encontrar la ecuacién (3.30)), es decir, multiplicamos por (v, wy) y sumamos sobre k = 1,...,m

para obtener

11 1.y — 1
5 ms 5 — 5 ~ ~ . .
(uy,,v") + Blup,v;t] = (fv) ctp. 0<t<T (3.44)

Por el teorema de representacion de Riesz, tenemos que

k=1
= i diy () (wg,0")  ya que (wg, v) = (wy,v')
k=1
= (u,,v")
= (f,v') — Bluy,v';1] por ((3.44]) (3.45)

Ahora, utilizaremos el hecho de que |[v| mi@w) < 1, la continuidad de la forma bilineal y la

desigualdad de Poincaré. Asi

‘ <u;n,v> ‘ = ‘(f,vl) — B[um,vl;t]‘
< ‘(f,vl)‘ + ’B[um,vl;tﬂ

< Il 2@ llvll 22wy + Cllwa g o 1oz 0
< Collfll 2o IV | 22y + Cllumll g1y

< C (Il 20y + It g o) (3.46)

con C' =max{C,, C'}. Luego, como Hv1||H3(U) <1 tenemos que

[y -2 @) = S ()] < ”SIHIEIO(HfHLZ(U) + g2y = CUR 20 + i 0):

elevamos al cuadrado y utilizando la desigualdad de Cauchy

31y < €2 (161220 + 208 220 Il sy oy + 1m0 )
A 1 1
< & {19220, +2 (310120, + g homlyer ) + ol

= 26’2 (HfH%?(U) + ”umH%Ié(U))
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y tomando C' = 2C? una nueva constante, se sigue que

310y < € (18120 + a2 o)) - (3.47)

Integrando (3.47)) con respecto a 0 < ¢ < T y utilizando la desigualdad ([3.43|)

T T
/0 [ 131yt < € /0 (18122 00y + 2301y ) @t < € (Mgl + 18122 0,1,2 0 ) -

Por tanto, definiendo una nueva constante C positiva tenemos que

I 320 a1y < € (19130 + 22005220 ) (3.48)

Por ultimo, sumamos (3.39), (3.43)) y (3.48)), sacamos raiz cuadrada en ambos lados y obtenemos

ax (@)l 2w) + lmll 20,013 wy) + [z 0,1 @y < CUIE 202y + N9l z2w))-

O

3.3.3. Existencia y unicidad

A continuacién pasaremos al limite cuando m — oo, para construir una solucién débil de
nuestro problema parabdlico (3.21]). En primer lugar revisemos dos resultados de gran impor-

tancia.

Teorema 19 (Eberlein—émulian). X es un espacio de Banach reflexivo si y solamente si cada

sucesion de X acotada contiene una subsucesion que converge débilmente a un elemento de X.
Demostracion. Ver [18, pag 141-145]. O

Lema 1. Asumamos que

u, —u en L*0,T;HLU))
u, —~v en L*0,T;HY(U)).

Entonces v =1u'.
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Demostracién. Primeramente demostremos que, dado ¢ € C°(0,T) y w € Hi(U), entonces

T T
/ <u§€,g0w> dt = —/ <uk,cp'w> dt.
0 0

Con (-,-) el corchete de dualidad entre H-'(U) y H}(U). Por hipétesis tenemos que pw €
C>(0,T; HY(U)) C L2(0,T; H}(U)). Por tanto, utilizando el Teorema de representacién de

Riesz y el Teorema de Fubini obtenemos

T T
/0 (), pw) dt:/o (W), pw) L2y dt

T
:/ (/ u§€¢wdm> dt
0 U
T
:/w</ u%wdt) dx.
U 0

T T T T
/ u;cgo dt = ukcp’ — / ukap’ dt = —/ ukgo' dt.
0 0 0 0

Por otro lado

Asi

y por lo tanto
T T
/ <u§€,g0w> dt = —/ <uk,cp’w> dt.
0 0

Luego, haciendo k — oo

T T
/ (v, pw) dt = —/ (u,'w) dt (3.49)
0 0

para todo ¢ € C°(0,T") y para todo w € H&(U). Por definicién de espacios que involucran

tiempo (ver seccién 5.9.2. en [10]) tenemos que

T T
/ (U, pw) dt = —/ (u,'w) dt. (3.50)
0 0

43



Por (3.49) y (3.50) obtenemos

T T
/ (v, pw) dt:/ <u’,<pw> dt,
0 0

y asi

T T
/ (v—u' pw) dt = / (v—1u, ow) 2ty dt = 0.
0 0

/oT (/U(V —u)pw dac) di =0

para todo ¢ € C(0,T) y para todo w € H}(U). Como C°(0,T) es denso en L?(0,T), se tiene

Mi4s aun

que para ¢ € L2(0,T), existe {©,}32, € C(0,T) tal que ¢, — ¢ en L%(0,T). Por tanto

T
/ </(V—u/)g0nwdx> dt =0 para todan =1,2,....
0 U

Haciendo n — oo

T
/ </ (v —u)ow da:) dt =0 para toda ¢ € L*(0,T).
0 U

Maés atn
T
/ gb(/ (v —u)w dm) dt =0 para toda ¢ € L*(0,7),
0 U

de donde tenemos que

/ (v—-u)wdr=0  ctp.tel0,T]
U

por lo tanto v —u’ =0 c.t.p. t € [0,T] y c.t.p. z € U. Como w es arbitrario, concluimos que

v=u. O

Teorema 20 (Existencia de la solucién débil). Eziste una solucion débil para el problema (3.21)).

Demostracion. Gracias al Teorema tenemos que la sucesién {u,,}>°_; es acotada en
L2(0,T; HY(U)) y {u),}°_, es acotada en L?(0, T; H~1(U)). Por el teorema de Eberlein-Smulian,
existen una subsucesién {um, }52; € {u,}5°_; y una funcién u € L*(0,T; H(U)) tal que,
—u en L*0,T; HY(U)).

U,

o0

. : 2 ’ I oo I Yoo : 4
Ademsds existen una subsucesién {umkj 21 C {uwy, 072y € {uy}— v una funcién v €
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L2(0,T; H-1(U)) tal que,
uw, —v enL*0,T;H YU)).

My

Tomemos {m;}72, = {mg,}72,, gracias al Lema|l| tenemos que

u,, —u en L*0,T;HLU))

uw, —u en L0, T;H YU)).

my

Luego, fijamos un entero N y elegimos v € C1([0,T]; Hi(U)) con la forma

donde {d*})¥_, son funciones suaves. Sea m > N, multiplicamos (3.26]) por d*(t), sumamos sobre

k=1,...,N e integramos con respecto a t para obtener

T T
/ ((u),,,v) + Bluy,, v;t]) dt = / (f,v) dt. (3.51)
0 0

Sea m = m; y pasando al limite débil cuando [ — oo

T T
/0 (', v) + Blu, vs]) dt = /O (£.v) dt.

Como C*([0,T); HE(U)) es denso en L?(0,T; Hi(U)), parav € L2(0,T; H}(U)), existe {v,}5°; €

CH([0,T); HY(U)) tal que v, — v en L*(0,T; HY(U)). Asi

T T
/ (<u’,vn> + Blu, vn;t]) dt = / (f,vy,) dt,
0 0
y haciendo n — oo
T T
/ ((u',v) + Blu,v;t]) dt = / (f,v)dt para todo v € L2(0,T; H} (U)). (3.52)
0 0

En particular, para todo v € H}(U) y c.t.p. t, tomemos V(t) = p(t)v con p € C(0,T) tal que

T T
| (o) + Brusput) di= [ (o0 a
0 0
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Mas atun

T T
/ © ((u’,v> + B[u,v;t]) dt = / o(f,v) dt,
0

0

y por tanto
(u',v) + Blu,v; 1] = (f,v), (3.53)

con lo cual por el Teorema (12| tenemos que u € C([0,T]; L>(U)). Ahora, para poder probar la
condicién inicial u(0) = g trabajemos la ecuacion (3.52). En efecto, gracias al teorema de Fubini,

teorema fundamental del cdlculo y tomando v € C1([0,T]; H3(U)) con v(T) = 0

/OT<u’,v> dt:/OT </Uu’v dm) dt
(/OTu’v dt> dx

T_ T ,
uv vudt| dx
0

por tanto obtenemos

T T
/ (= (v, u) + Blu,v1]) dt = / (£,v) dt + (u(0), v(0)) (3.54)
0 0
para cada v € C([0,7]; HY(U)) con v(T) = 0. De manera anéloga, trabajamos la ecuacién
(3.51) obteniendo asf
T T
/ (v, ) + Blum, v; ]) dt:/ (£,v) dt + (wn(0), v(0)). (3.55)
0 0

Por otro lado, probemos que u,,(0) — g en L?(U). Sabemos que

un(0) =Y dr (0w vy d(0) = (g,wy)
k=1
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entonces

m
Z gawk
k=1

Demostremos que
2

m
Z gawk Wk —
k=1

LQ(U)

Jj=

n

= (g.wp) | wp,

=1

Z (9, wj)w

=1

—0

Z(ga wj)wj

(gown) |3 (g wy) (e wy) —

cuando m — oo.

n

(9, wi)wi — g, Y _ (g, wj)w; — g

! L2(U)

i — 9
L2(U)
L2(U)

(wi, g 9:9)12(v)

Z g7w]

> (g.w))? + (9, 9) 120

k=1 j=1
m
Z (wr, g) + ||gHL2 — 0 cuando m — o0
k=1
oo
ya que por la identidad de Parseval (Teorema% Z(wk, 9)?% = HgHL2 . Por tanto u,,(0) — ¢
k=1
en L?(U). A continuacién, tomamos m = m; en (3.55) y pasamos al limite débil cuando [ — oo

T T
/ (= (v/,u) + Blu,v;t]) dt = / (f,v) dt + (g,v(0)).
0 0

De (3.54) y (3.56)) tenemos que

(u(0),v(0)) = (g,v(0))

Por tltimo, como v(0) es arbitrario, basta tomar V()

v € H}(U), entonces

(3.56)

para todo v € L*(0,T; Hy(U)).

——v tal que v
T du

(T') = 0 para todo

(u(0),v(0)) = (g,v(0))

(u(0),
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Teorema 21 (Unicidad de la solucién débil). La solucion débil de (3.21) es unica.

Demostracion. En este caso es suficiente probar que la tinica solucién débil de (3.21)), tomando
f=¢g=0,es
u=0. (3.57)

Como u € L%(0,T; H}(U)), existe {v,,}52; € C1([0,T]; H}(U)) tal que
Vo —u en L2(0,T; HY(U))

donde

k=1

con d¥(t) funciones suaves. A continuacién, utilizando la ecuacién tenemos que
(0, ¥,) 4+ Blu, v t] = (£,v,)
tomando el limite cuando n — oo
<u’, u> + Blu, u;t] = (f,u),

como f = 0 tenemos
<u’,u> + Blu,u;t] =0

para c.t.p. t € [0,7T]. Luego, aplicando el Teorema

1d

33 HuHL2 +B[uut] 0. (3.58)

Ahora utilizamos (3.12]), con lo cual

Blu, wst] > BllullZ o) = vllullZa@) = —vlulZa@); (3.59)
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utilizando (3.59)) en (3.58]) obtenemos
d
£\|UH%2(U) < 29|u1 2 (p)-

Procedemos a tomar

n(t) = [alZz

por tanto

() < 2ym(t).

Utilizamos la desigualdad de Gronwall en su forma diferencial para obtener

lulz@y < € (9220 -

Como g = 0 se concluye que u = 0. Por tiltimo, suponemos que u' y u? (utilizamos la notacién

en negrilla dado que se trabaja en un espacio de Bochner) son soluciones débiles para el problema

B21), asi

(' —u?)+ L(u' —u?) =0 en Ur
ul —u?=0 sobre 9U x [0,T]
u! —u?2=0 sobre U x {t=0}.

Por lo tanto u! = u?. O

3.4. Regularidad

En esta seccién vamos a estudiar la regularidad de nuestra solucién débil u del problema
parabdlico de segundo orden con valores iniciales y valores en la frontera. Nuestro objetivo sera
probar que u es suave, siempre que los coeficientes de la EDP y la frontera del dominio sean
suaves.

Durante toda esta seccién asumiremos que {wy}3>, es una colecciéon completa de funciones
propias de —A en H&(U ) y que U es acotado, abierto, con U suave. Ademds supondremos
que los coeficientes a®, b’ c (i, = 1,...,n) son suaves sobre U y no dependen de t. Antes de

empezar con el primer teorema de regularidad revisemos algunos resultados ttiles.
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Lema 2. Supongamos que H es un espacio de Hilbert con norma || - ||, y
u; —~u en L*(0,T;H).
Supongamos que también tenemos las cotas uniformes

esssup |lug(t)]| < C (k=1,...)
0<t<T

para alguna constante C > 0. Entonces

esssup |lu(t)|| < C.
0<t<T

Demostracion. Primeramente consideremos v € Hy 0 < a < b < T. Probemos que
b
/ (v, ug(t)) dt < Clvl |b — al. (3.60)
a
En efecto,
b b
[ @< [l d
a a

b
< ol / Cdt  yaque|ui(t)] < C

= Cllol[1b = al.

Ahora, utilizando la definicién de convergencia débil tenemos que para todo ¢ € (L?(0,T;H))*, se
cumple ¢(ug) — p(u). Més atin, para todo ¢ € L?(0,7T;H), se cumple (¢, uy) 20,1 — (¢, 1)

cuando k — oo. En particular para v € H, definamos v € L?(0, T; H) de la siguiente forma

v:[0,7T]—H

t— V(t) =v.
Entonces, dados 0 < t; <ty < T y utilizando (3.60)),

| @ momd = [ de < ol - 1),

t1 t1

50



Maés atn,

1 r2
/ (0, ()t dt < O]
ta — 11 Jy

De forma equivalente, tomando 0 < tg < ¢ < T tenemos

1 t
; / (v, up(7))u dr < Cllv].
0 — t to

Luego, como u; — u

! / (v, u(r)n dr < C|lo]|.

t(]_t to

Ahora, tomemos

Se sigue que
F(t)— F(ty) = /0 (v,u(r))g dr — /0 O(v, u(7))g dr = / (v,u(r))g dr

y por (3.60), tenemos que
F(t) — F(to)

=20 < o],
— o

Tomamos el limite cuando ¢ — g

t—to t— 1o

que resulta ser lo mismo que

F'(to) < Cl]].

Por la definicién de F'(p) y el teorema fundamental del célculo tenemos
(v, u(to))u < C|lvf

c.t.p. to € [0,T]. En particular,

(v;u(®))u < Cllvl| (3.61)

c.t.p. t € [0,T]. Por otro lado, utilizando un procedimiento anédlogo, definimos v(t) = —v con
v € L*(0,T; H) con lo cual

(v, u(t)u < Cllvf]. (3.62)
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Asi, por (3.61)) y (3.62)) tenemos que
| (v, u(t))g | < vl

c.t.p. t € [0,T]. Tomando v # 0 y supremo en ambos lados obtenemos

@l _

sup
oo vl

Ahora, por el teorema de representacion de Riesz tenemos que |[u(t)|y-1 < C c.t.p. t € [0,T].
Por lo tanto

esssup |lu(t)|| < C.
0<t<T

Teorema 22 (Regularidad eliptica H? de frontera). Asumamos

a e CNU), V', ce L®U) (i,j=1,...,n)

feLXU).

Supongamos que u € H&(U) es una solucion débil del problema eliptico con valores en la frontera

Lu=f en U
u=0 sobre OU.

Finalmente asumamos

U es C2.

FEntonces

u e H*(U),

y tenemos la estimacion

lull g2y < C (1l 2wy + lull2r) »
la constante C' depende solamente de U y de los coeficientes de L.

Demostracién. Ver [10, pdg 335-340]. O
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Teorema 23 (Teorema de isomorfismo de Banach). Sean E y F dos espacios de Banach y sea
T : E — F un operador lineal, continuo y biyectivo. Entonces T~! es también continuo (T es

un isomorfismo de espacios de Banach).
Demostracion. Ver [2, pag 35]. O

Lema 3. El operador —A definido como

—A: H*(U)NHNU) — L*(U)

ur— —Au (3.63)

es un isomorfismo de espacios de Banach considerando en H*(U) N Hy(U) la norma || - || gr2(vr)-

En particular, para todo u € H*(U) N H}(U) tenemos la estimacion
lull 2y < CllAu]2w),

donde la constante C > 0 depende solamente de U.

Demostracién. En primer lugar, demostremos que H?(U)N H(U) es un espacio de Banach con
la norma || - || g2(7). En efecto, sea {u,}o2; € H*(U) N Hy(U) una sucesion tal que u, — u en

H?(U). Entonces, para n,m € N

[[un — UmHH(}(U) = [IV(un — um)”L?(U)

< lup — umHLQ(U) + [V, — vum||L2(U) + Z D% (un — um)HL2(U)
|a|=2

< Cllun — umHH2(U) — 0,

cuando n,m — oo. Asf {u,}5° ;| es una sucesién de Cauchy en H3(U) el cual es un espacio de
Banach, por tal motivo existe & € H}(U) tal que u, — @ en Hg(U). Probemos que u = .
Como u, — u en H?(U), por el teorema de Riesz-Fischer (Teorema [2)) existe una subsucesiéon
{un, 152, C {un}32, tal que up,, — uc.t.p. x € U. Luego uy, (z) — @(x) en H}(U). Nuevamente,
existe {Unkj 1521 € {un, 32, tal que Uny, () s u(x) ctp.xelUy Uny, () = u(x) ct.p. x € U.
Asf, i(z) = u(z) c.t.p. z € U, es decir, u = 4. Por tanto u € H*(U) N H}(U). Esto prueba que

H?(U)N HY(U) es cerrado en H?(U), y por ende es de Banach pues H2(U) lo es.
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Ahora demostremos que —A es continuo. Sea u € H*(U) N H}(U) entonces

" 5%
| = Aull 2y = || 922
=1 ? L2(U)
" || 9%u
S -
; O} sz)
" || du
< + +lull 2@
Z ‘ 81:181'j L2(U) ZZ; al‘z’ L2(U) )

< Cllull 2oy

con C una constante positiva. Asi, —A es continuo.
Demostremos que —A : H2(U)NH(U) — L*(U) es biyectivo. Probemos que —A es sobreyectivo.
Sea f € L*(U), debemos hallar v € H*(U) N H}(U) tal que f = —Au. Para empezar, probemos

que existe u € Hj(U) tal que f = —Awu. Asi, definamos

a:Hy(U)x Hy(U) =R

(u,v) = a(u,v) = / VuVv dz,
U

y o € H 1(U) por

V) = /va da.

a(-,-) claramente es bilineal. Demostremos que a(- ,-) es continua. En efecto,

la(u,v)| = /VUVU dx

U

§/ |VuVo| dx
U

S/ |Vu| |[Vv| dz
U

< |IVullp2@ny VYl 2 0y

= lJull g o 1ol 0

Demostremos que a(- ,-) es coerciva. En efecto,

a(u,u) = / VuVu dx = / |Vu|? de = HuH%Ié(U)
U U
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Por otro lado, ¢ es claramente lineal, demostremos que ¢ es continuo. Asi,

\<¢,v>|:\/vadx

< /U £ o] da

< Iflze@nllvll2wy

< CprHL?(U)HUHHg(U)

con C) la constante de Poincaré. Por el teorema de Lax-Milgram, existe un tnico u € H}(U)
tal que

a(u,v) = (p,v) para todo v € HE(U)

es decir,

/ VuVo de = / fvdx para todo v € HJ(U). (3.64)
U U

Asi, u es solucién débil del problema

—Au=f en U
u=0 sobre OU,

entonces por el Teorema (regularidad eliptica H? de frontera), u € H?(U). En particular

u € H*(U)N H(U). De (3.64)), aplicando férmulas de Green tenemos que

/ (—Au)v dz — / @v do = / fvdz para todo HE(U),
U U 871 U

de donde
/ (—Au— f)vder =0 para todov € H&(U)a
U

mas aun

/(—Au—f)v dxr =0 para todov e C°(U),
U

es decir, por densidad,

(=Au— f,v) 2y =0 paratodov € LA(U)
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y entonces

—Au = f.

Probemos que —A es inyectivo. Basta probar que ker(—A) = {0}. En efecto, sea u € ker(—A),
es decir, —Au = 0. Asf, u € H*(U) N H(U) y —Au = 0 por ende

—Au=0 en U
u=0 sobre AOU,

gracias al teorema de Lax-Milgram, existe un unico u que resuelve este problema . Més atn, la
funcién constante 0 es solucién de este problema, por tanto u = 0. Asi, —A es inyectivo y por
lo tanto es biyectivo.

Hemos probado que —A es lineal, continuo y biyectivo entre dos espacios de Banach. Por el
teorema de isomorfismo de Banach, el operador —A definido en (3.63) es un isomorfismo de

espacios de Banach. Entonces existe el operador

(=A)1: L2(U) —» H*(U) N HL(U)
y es continuo, por ende existe una constante positiva C' tal que

H(—A)_leHQ(U) < Cllw|lg2@y para todo w € LA(U).
Sea u € HX(U) N H}(U), tomemos w := —Au € L?(U), de donde
H(—A)_l(—Au)||H2(U) < C| - Aul|g2@y) para todou € H*(U)n HY(U),
por lo tanto concluimos que
lull 20, < Clldull 2wy para todo u € HA(U) N HY(D).

O

Observacién 6. El operador —A puede verse como un operador de H}(U) — H~1(U) de la
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siguiente manera: Si f € H~1(U), por el Teorema [5] existe un tinico u € H}(U) tal que

—Au=f en U
u=0 sobre OU,

en el sentido débil (es decir, [, Vu- Vv = (f, v>(H71(U)’H3(U)) para todo v € H}(U)). Se define
(-A)"'f = u, y por ende (—Au) = f. Se puede probar que —A es un isomorfismo de Banach
entre H}(U) y H=1(U) sin recurrir al Teorema

La demostracion del teorema a continuacion contiene varios resultados que no se tratan
a fondo en este trabajo debido a que corresponden a otras dreas de estudio, sin embargo, el
resultado de la demostracién es de gran importancia para el primer teorema de regularidad de

este capitulo.

Teorema 24. Ezxisten constantes 8 >0 y v > 0 tales que

5”“”125(2@) < (Lu, _AU)L2(U) + ’YHUH?L]&(U)

para todo u € H*(U) N HE(U).

Demostracion. Las ideas que se incluyen en esta demostracién se obtuvieron de [3] y [13]. Su-
pondremos por ahora que u € C3(U), u=0 en dU. Escribimos 0U = |J*, I';, siendo {T;}7,
un recubrimiento de QU junto a un difeomorfismo H; : U; — Ul que verifica H;(U;) C R" =
{x eR": 2, >0} y Hy(I;) € {x €R":a, =0}, con U; vecindad abierta de I'; y U; C R

abierto. Esto es posible pues U es de clase C! (al menos).

Ademéds, sean @1, ..., p, € C°(U) tales que cumplen lo siguiente
n
1. ngz(x) =1 para todo z € U.
i=1
2. 0 < y(x) <1lparatodoie {1,...,n},y

3. para todo i € {1,...,n}, existe g; > 0 tal que ¢;(z) = 0 para todo = € U que verifica

dist(x,0U \T;) < ¢;.

La existencia de estas funciones se da gracias al teorema de particién de la unidad (ver [18],

pag 60-61). Fijemos i € {1,...,n}, tomemos H = H;, I' = H;(I';), ¢ = ¢; y consideremos el
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operador L en su forma de no divergencia (descrita en (3.5))) con ¢ = 0 (luego demostraremos

para ¢ # 0). Asi

(pLu, —Au) o) = /U = D #a ua; + ) blua, <_ Z“”“) "
=1 k=1

ij=1
n n
= Z / 0" Uy Uy, AT — Z / Ob Uy, gy 0y, A (3.65)
igk=1"Y ik=1"U
Ahora, integramos por partes con v = (v1, ..., 1) el vector normal exterior a QU

/ ‘Pawumxjuxkzk dx = _/ (Soazjuziwj) Ugy, dx +/ gpa”uxi@- Uz, Vg do
U U ou

= —/ (gpa])xk Uy Uy, AT —/ 0a Uiy, Uy, AT
U U

—i—/ goaijuxﬂjumkuk do. (3.66)
oU

Integramos nuevamente por partes

ij - _ ij ij .
/Ucpa Ug, 0y Uy, AT = /U(cpa uxk)xj Ug;ap dx—i—/ 0 Uy, Uy v dO

ou
= _/ ((paij)ggj Ug;xy, Uy, dx _/ (Paiju:cj:cku:cizk dx
U U
+ /6U A" Uy, U, v doO (3.67)

Sustituyendo (3.67)) en (3.66]) obtenemos

/ 0 Uiz Uy, A = —/ (gpa”)xk Uz, Uy, A +/
U U

U (‘paij)xj Uiy Uy, dx

+/ 0" U ) U, dm—/ ©a" Uy, 3, Uz, Vv dO
U U
+ / goa”umimjuxkyk do
oU
:/U[((pa”)zj Uy Uy — (@aw)mk ul“z‘l‘juwk} dm+/ @aZ]uxjxkuxixk du

U

—i—/ wa (Uxixjuszk —uxixkuxkyj) do. (3.68)
ou

De la ecuacién (3.65) tenemos que

n
Z / Pa g Uy, AT = (@Lu’ _AU)LQ(U) +
ijk=1"Y R
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lo que junto con (|3.68]) nos da

((pL’U, AU)LQ(U + Z / (Pb leumkxk Z /SO(Z Ug Uz, xy, dx

i,k=1 i,7,k=1
+ E { / [cpaj)mk (R (gpaj)xj uzzzkuzk} dx
1,5,k=1

+ /aU wat (uxixjuxkyk - uxixkuxkl/j) da}

0, equivalentemente

n

S5 [ eoun it do = (b= gy + S [ s, d

i=1 j,k=1 ik=1
1,5,k=1
+/ wat (Uxixkukaj — Ua:iacjukak) da}. (3.69)
oUu

Ahora, recordemos que L es uniformemente eliptico, es decir, existe una constante # > 0 tal que

para todo vector £ = (&1...&,) € R™ se verifica
> ai(@)&& = 0/¢)* ctp.oxel.

ij=1

Puesto que 0 < p(x) < 1 para todo x € U tomemos &; =+/p(7) Uz, ;. Asi
n
92 P(Ugya,)? Z a7 p(Uzya,)(Ugpe,) Paratodo k € {1,...,n},
j=1 4,j=1
sumando sobre k e integrando obtenemos
n n

0/ Z u:vka:] d:C< Z QUQO ua:kac] ul’kl‘l =

k=1 i,5,k=1 i=1 j,k=1

/U (g, ) (tyr)

lo que, por la desigualdad (3.69)) nos da

0/ Z (Uzyz;) 2de < (¢Lu, —Au) L2 )T Z / O U Uy, AT

j,k=1 i,k=1

+ Z { / [ aY),, ey, — (pal), umku%] da

1,5,k=1
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+/ wa* (uxixkuxkyj fuxixjuxkyk) do’}.
ou

Reescribamos esto como

/ Z tage;)? dr < (pLu, —Au) 1 / P dx + Qda (3.70)
7,k=1
donde
P = Z PO Ug, Uy, + Z [(‘Paw)mk Uy Uy — (‘paw)zj uwzxkuftk:|
1’7k:1 Z7J7k:1
y

n

.
Q= E wa" (umimkumkuj — uwiwjumkyk) .
i.j k=1

A continuacién encontremos estimaciones para / P dx. Sea e > 0. Como ¢ € C®(U), D% €
U

L*>(U), para todo multiindice «. Esto en particular implica que D (goaij) y D¢ (gabi) pertenencen

a L>°(U). Ademds, como 0 < ¢ < 1, [lpw||pecrr) < ||w]|poo(1r), para todo w € L*°(U). Entonces

de la primera parte de P tenemos

i
b U Ug)y 7, AT

< [lobl| =) /U gty |

i €1 HSDb ||L°°
< |pb ||L°°(U) (HSObZHLOO(U)/U(uMmk) dx + / | mz‘Q dx

en donde utilizamos la desigualdad de Cauchy con T > 0y b # 0 (67 serd precisado

‘PbZHLOO(U
mas adelante). Asi
2
<pb Uz, Uy | < 51/ Uy o, |2 d + —2 D / g, | do, (3.71)
con DZO) = HcprH Loo()- Por otro lado, de manera completamente similar obtenemos
/U (gpaij)wk Uy Uy, AT < I (Spaij)zk HLN(U) /U |szxjuxk| dx
D
< ég/ D R ka/ g, |* dx (3.72)
U €2 Ju
y
D)
ij - 2 ij 2
(0a¥)  Upzpta, dz < € [ |ug,|? do+ —25 | |ug,|” dz, (3.73)
U * U &2 Ju
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con Dfi)k yDS’j) definidos de manera similar a Dgl) y €2 > 0 que serd precisado mas adelante.

Sustituyendo (3.71)), (3.72) y (3.73)) en la definicién de P tenemos que

/de
U

n (1)

D:
~ 2 K 2
< E 61/qukxk| dx—i-Tfl /U|uxl| dx

ik=1
n op¥
g 9, 7k
+ E 82/ (‘uzizj‘2+‘u$i$k’2) dr + jj / ’u$k‘2 dx )
- U €2 U
1,5,k=1
4 [ 2 3 ;oo € - €
con Dz(,j),k = max{DZ(’j?k,Dz(’j)}. Asi, si e = o y €9 = ™

" D
< ooz |2 = 2 74
_E/UZ\UJ,J dﬂ?—l—E/U|Vu| do (3.74)

Jk=1

/Pda:
U

donde D = 2nD{" + 4nD(Y,.

Ahora hallaremos estimaciones para Q@ do. Recordemos que ¢ = 0 cerca de 9U \ T" (ver
oU

tercer punto de las propiedades de ¢), por ende, de la definicién de @

wa—AQw+ QM—AQW

OU\T

PuestoqueI' C {z,, =0} yu C {x € R" : x,, > 0} (condiciones impuestas sobre el difeomorfismo

H) tenemos que v = (0,...,0,—1), por tanto, sobre I" tenemos

n n
Q - pa uﬂﬁﬁjul"n - P Ug;z), Uz,

ij=1 ik=1
n n
=¥ Z ajuxixjumn B Z A Ug;zy Uz,
t,5=1 i,k=1
n n n n
in nj nn n
= g a'" Ug, gz, Uz, + E a™ Uy, ¢ U,y — E a"" Uy, 2, Ugy, — E a' Uy, U,
i=1 j=1 k=1 i=1
Ahora, como I' C {z,, = 0} entonces para i,j € {1,...,n — 1} tenemos que ug,,, = 0 sobre T".
Asi,
n—1 n—1
Q=0 Y a0y, = 503 0" (fus, )
=9 aUpzte, = 59 ) 0 (|uz, ), -
j= j=1
Siz € R" con z = (v1,...,2Zn_1,%y), sea 2’ = (21,...,2,_1) € R""1. Entonces, como I' C
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{z,, = 0}

n—1

1 ni
Lo e ),

2 :
=1

9

fos]-|fos|-| fos

integrando por partes (en R"~!) obtenemos

foowl=sl)

2
9 ou\ >
Ahora como v = (0,...,0,—1) y — = Vu-v = —uy,,,, tenemos que |u,, |* = [ =— | , por tanto

ov
ou\ 2 ou\ 2
Q do gE/ () do < E () do 3.75
/au r \Ov ou \Ov (3.75)
1n—1
con E = = ZH( ™) 4 | Lo (1)-

i=1

1
§§Z e ) ey [ e o

n—1

Z(@anj)zj] ‘umnP dx’

=1

ou\ 2 i
— do. Notese para
ov

A continuacién, encontraremos una estimacién para el término /
r

empezar que, utilizando férmulas de Green tenemos:

/|Vu|Au dx:/ ]Vu|-auda—/ V|Vu|-Vu da::/ \Vu|Vu-uda—/(Au)|Vu] dzx.
U ou v U ou U

Asi
ou\ >
2/ |Vu|Au dx:/ \Vu|Vu~1/da:/ — | do
U ou ou \Ov
/

€
pues u = 0 sobre OU. Entonces sea ¢’ > 0, aplicando desigualdad de Cauchy con 7 tenemos

ou\ >
/ — da:2/ |Vu|Au dx
ou \ OV U

1
Sa'/ |Aul? dx—i—,/ |Vu|? d
2
<e /U E |uz]xk| dx + 6//UVu| dx.

k,j=1

Con esto y (3.75) obtenemos

/Qdo—

<FE v |2 d Vu|? dx. 3.76
eUk21|uM| vt [ (Ve da (3.76)
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Ahora, aplicamos (3.74) y (3.76]) en (3.70) para obtener

n n D
9/ 2 Z (urkrj)Q dr < (‘PLUa _AU)LZ(U) + 5/ Z ‘“%‘%F dx + 5/ |VU’2 dx
U jk=1 Ujk=1 v

n
E
—i—Es’/ Z |t dx—|—4€,/ |Vul|? de,
U oo U

més ain, tomando € =e¢+ Fe' y C = — tenemos

L E
e 4de’

9/ ® Z (Uaya;)® dz < (¢Lu, —Au)LQ(U) +€/U Z |tz | dm+é’/U |Vul|* d.
U

Jik=1 g,k=1

Recordemos que ¢ = ¢;, de modo que

9/(}(,01- Z (kaxj)Q dz < (¢;Lu, _AU)H(U) + E/U Z |ijxk|2 dx + CN'HVUH%Q(U).
k=1 k=1

n
Sumando sobre i € {1,...,n} y recordando que Z p; = 1 se sigue que
i=1

H/U Z (kaxj)g dz < (L, —AU)L2(U) + ng/U Z |Uzjxk!2 dx + nC~'||Vu||%2(U).
Jk=1 Jk=1

A continuacion, elegimos & > 0 suficientemente pequeno tal que 8 — né > 0, asi

(6 — ns)/U > (tayay)® d < (Lu, —Au) oy + nC|[VullZ2,
j.k=1

tomemos = 6 —né > 0 (nétese que si € — 0, § — 6). Entonces

B /U Z (kaxj)2 dx + HVU||%2(U) + HUH%Z’(U) < (Luv *AU)LQ(U) + (né + 5)”VUH%2(U)
§k=1
+ BllullZ2 0y

Como u € Hy(U), existe C > 0 tal que [ul| g1y < Cl|Vull 2. Ast

Bllullfew) < (L, =Au) 1o ) + (00 + B)llul3ps ) < (L, =Au) 1o gy + C*(nC + B)ull 11,
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tomando v = C?(nC + ) obtenemos

Bllulltrzqy < (Lu, —Au) ) + 7”“’@1&@'

Ahora probemos el caso general, cuando ¢ # 0. Sea Lu = Lu — cu, de modo que por lo anterior,

existen 3> 0y 4 > 0 tal que

BHUH?{?(U) < (Lu, _AU)LQ(U) + 7”“”?{3((])-
Como u = 0 sobre 90U,
(Lu, _AU)L2(U) = (ﬂu, —Au)LQ(U) + (cu, —Au)Lz(U)

> Bl — iy, + | cul—dw) da

du

2 2 ~ 2
Bl = Ml — [ ey do+ [ Ve Vuda

Bllulfrzqer — Al oy + /U“VC -Vu dz +/UC|VUI2 dx
> Bllullfrzwy — el @y = 1Vell ooy /U [l Vul da — el oo @) IV ull 720y

> Bllullreqy — (7 + lell @) el oy = 20Vell oo (lullte )
() o) (

IVl )-
A continuacién, como u € H}(U), existe C,, > 0 tal que ull 2@y < CpHuHHé(U) y asi
(Lu, *AU)LQ(U) > BHUH?{Z(U) — (7 + llellzeo @y + 2Co1IVell Lo oy + 201V el oo (1)) ||u||12qé(U)
de donde, tomando 3=y v =7+ llell oo oy 4+ 2C2 Vel oo (1) + 2/ Vel oo 1) Obtenemos
Bllulire @y < (Lu,—Au) 2y + ull @) (3.77)

Finalmente, si u € Hg(U) N H2(U), tomamos una sucesion {u,}32; C C3(U) tal que u, = 0

sobre QU y tal que u, — u en H2(U) (por densidad). Por tanto, de (3.77)

BHUHH%I?(U) < (Luna _Aun)L2(U) +7||UTLH§{3(U)’

haciendo n — oo se sigue el resultado. O
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Teorema 25 (Regularidad mejorada).

(1) Asumamos que

g € Hy(U), £ € L*(0,T; L*(U)).

Supongamos también que u € L*(0,T; H(U)), con u' € L*(0,T; H-1(U)), es la solucién

débil de
u+Lu=f en Up
u=0 sobre OU x [0,T]
u=g sobre U x {t=0}.
Entonces

uc L%(0,T; HXU)) N L>(0,T; H} (U)),u’ € L*(0,T; L*(U))

y tenemos la estimacion

GDS<S sup [[a(t) || g o+l 2o, zsm2 0y W 220,022 0y) < C (Hf”L2(o,T;L2(U)) + HQHHg(U)) ,
(3.78)

la constante C' depende solamente de U, T y los coeficientes de L.

(11) Si ademds

g € H*(U),f € L*(0,T; L*(U))

entonces
ue LX(0,T; H*(U)),u' € L=(0,T; L*(U)) N L*(0,T; Hy (U)),u" € L*(0,T; H~'(U))
con la estimacion

css sup (@l a2y + ' Ol 2wy) + 1920 7m0 @) + 10720810

¢ (HfHHl(o,T;L?(U)) + HQHH2(U)) : (3.79)

Demostracién. Fijamos m > 1, multiplicamos la ecuacién (3.26) por d¥ (t) y sumamos sobre

k=1,...,m, entonces
n

5 () + 3B [umswnd )5t] = 3 (B 1))

k=1 k=1 k=1
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de donde

<u;n, Z wkdﬁ;(t)> + B
k=1

um,zwkdk’ ] (f > wydh (¢ )

k=1

n
Por ([3.24) sabemos que ul,(t) = Z d¥ (t)wy., ademas wy no depende de t. Por tanto obtenemos
k=1

(0}, ul,) + Bluy, u,;t] = (f,ul,) ct.p.0<t<T. (3.80)

Ahora, tomemos

n
B[umvu:n] :/ Z al]um \Ti mz dl’"‘/ (Z bium,xiu;n +Cumu;n> dx

1,7=1 i=1

=: A; + As.

y sea

Alu,v] = /U Z aijuxivxj dx para todo u,v € Hy(U).

ij=1
Luego, notemos que
dA[u uy] = /Za”u u dx
dt ms m dt m,z; Am,x;
i,j=1
/ Za (Wm,z W e;) dx
,j=1
/ Z mxlumxg+umxjumxz) dzx
1,5=1
_2/ Za”umxl ;nx] dx
7,7=1
=24,

ya que A; es una forma bilineal y simétrica (pues a¥/ = a’® (3,5 = 1,...,n) y estos coeficientes

no dependen de t), entonces
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Luego,

n
|Az] S/UZ(\b’Hum,xiHu%z!Jr!CHumHuM)de
=1

< (16 oo 0y [t 2 (1) 10 | 222y + el oo @y 1| 2oy Wl 22 0r))
=1

< Cllam |l g3 a2 oy

donde C := (Z 16| oo @) t+ el @) | Cp, siendo Cp la constante de Poincaré. Asi, por la

desigualdad de Cauchy para cada € > 0, obtenemos

2 r2 1 2 ’y2

|Az| < CHumHH(}(U)Hum”L?(U) < Zg”umHHé(U) + 8HumHL2(U)
Por otro lado,
(£, up)| < 1€ 20y [ur, 2@y < Hf||L2(U) +¢lluy, ”L2(U

Sustituyendo en (3.80]) tenemos que

[y 7o) + (A1 + A2) = (£ uy,);
mas aun,

d /1
2y + (A[um,um]) — (f) — Ag

1 1

ZHme + 5||um||L2(U) + - HumHHl(U) + EHUm”m ()
h

4e

(182 ) + s ) ) + 2600220y

Tomamos € = %, entonces

d (1 1
e + 2 (QA[um,uM) <12 0, + a2y ) + 5 030
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1144 112
luego restamos 5 ||uy, |72 () en ambos lados, con lo que

Loy o d (1 : ;
gl lzay + = < A[um’um]> = Wz * Iomllsyoy

y multiplicamos por 2 en ambos lados para obtener

d
I3y + = (Al wm]) < 2 (1620 + Ity o)

Ahora, integremos sobre [0, ¢,

t t d t
2 2 2
[ Wty dr+ [ 2 Al dm <2 [ (181 + Ty, ar

usamos el teorema fundamental del cdlculo y tomamos una constante C positiva, con lo cual

[ )+ A 0,00 < € Al 0,00 0]+ [ 161

+/0 s o dT>.

A continuacién tomamos el supremo sobre [0, 7], y asi

T
ey i+ sup Al (), 6]
0 0<t<T

T T
< € (O un(O)+ [l de+ [ lanly @)

(3.81)

Por otro lado, haciendo uso del Teorema [14] con « y 8 constantes positivas, tenemos que

Bllam (0) 171 ) < Blam(0), wn(0)] + 7 wm (072
< | B[y (0), wm(0)]] + ¥l wm (0) |72y

< aflun ()31, + 7 0m (O] 3
2
=«

7|

Q’g

m

+]
Hy(U) L2(U)

-« (Q‘vmg ’Q‘vm‘q)Hl(U) 7 (P‘Vmg,P‘Vmg)

gawk HY (U ng] HlU
Z ’“’Z ;% -

lwrll
Hg (U)
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3

m
D (g we)we, Y (g, wi)w
k j=1

=1

m m

azz gawk H( )(gaw])Hé(U)(wkan)Hé(U)
HwkH )ijH%&(U)

k=1 j=1
m m

+VZZ gawk g>w_7 wkawj)
k=1 j=1

(g we) 31 o 1wk 3
az H(U) H(U)

+9 Y19 wi) Pllwl 720

”wkHHI(U) h—1
2 m
wy,
—a (g) 1S (g, we)l?
lwill ) 30 =

IN
Q

1 T1M: i

2
( lwrll / ) ;

= allal 0 + 920

e
Il

1

< allglZ oy +7Collallzn o

< CHQHH(%(U)

donde P L €8 la proyeccién ortogonal de L2(U) en Vi, = span(wi, ..., wm) v Q L e la proyec-

m

cién ortogonal de H(U) en V,,, = span(wy, ..., wy,), y C := méx{a, 7C},} una constante positiva.
Asi

Hum(o)H?{é(U) < CHQ”%{&(U) (3.82)

siendo C una nueva constante. Por tanto, utilizando (3.82)) y el Teorema (18| de estimaciones de
energia parabdlicas en (3.81]) obtenemos

T
/O 220y dt 4 Al (0).un (0] < ClalZ o) + 83z (383)

Ahora, utilizamos la elipticidad uniforme de L:

Alu, u /Za Ug; U d$>9/|Du|2dx

3,j=1

para todo u € H}(U) y para algtin 6 > 0. Asi, de (3.83)) obtenemos

0 sup /|Dum ()2 dz < sup A, (t), un(t)]

0<t<T 0<r<T
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T
< [ Tl de - sup Al (), wn(e)
0

0<t<T

< C(HQH%&(U) + ”fH%Q(O,T;LQ(U)))v

dividiendo para 6 y reemplazando % por una nueva constante C, tenemos que

2 9 )
OiltlgT ||um(7f)||H3(U) < C(HQHH(%(U) + ||f||L2(0,T;L2(U)))

entonces como u,,, — u, utilizamos el Lema [2[ y haciendo m = m; — oo obtenemos

2 2 2
”uHLoo(o,T;H&(U)) < C(”Q”]{&@) =+ ||fHL2(o,T;L2(U)))
por tanto u € L*°(0,T; Hi(U)). Nuevamente utilizando (3.83), tenemos
4 2 2 2
| Ml dt < Clalig + 190000y
Como u,;,, — u, por el Lema obtenemos

Hul”%2(0,T;L2(U)) < C(HQH%}&(U) + HfH%Q(O,T;LQ(U)))

por tanto u’ € L0, T; L?(U)).

En particular, utilizando (3.26]) y para cada v € HZ(U) tenemos que
(u),,v) + Blup,v;t] = (f,v).
Sea m = m; y pasando al limite débil cuando | — oo
(0',v) + Blu,v;t] = (f,v)
para cada v € H}(U) y c.t.p. t € [0, 7], entonces
Blu,v;t] = (f—u',v).

Tomando h := f —u/,

Blu,v;t]

(h,v).
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Sabemos que u'(t) € L?(U), ademés f(t) € L?(U) c.t.p. t € [0,T]. Por tanto h € L?(U) c.t.p.
t € [0,T]. Asi, para c.t.p. t € [0,7] tenemos, por el Teorema que u € H?(U) y se tiene la

estimacién

[l < € (00220 + )

< C (1220, + W 1220 + Iul2q0r) (3.87)

con C' una constante que depende de U y de los coeficientes de L. A continuacién, procedemos

a integrar en [0, 7]

T T
Anw#mﬁSCA(m@m+mwamﬂm@m)#

Sabemos que

[ull 220,220y < Iallpe 07520

= esssup |[u(?)| 2 (v
0<t<T

< Cesssup |[u(t)| g1 (v
0<t<T

= CH“HLO@(O,T;H&(U))
y utilizando (3.85)) y (3.86)), tenemos

Il 20 rsm2q0y) < Ol + 18320 120 (3.88)

Por lo tanto u € L%(0,T; H2(U)). Sumando (3.85)), (3.86) y (3.88) obtenemos la estimacién en
(D).

Para la demostracién del punto (II) supondremos que g € H2(U)NHY(U), ' € L*(0,T; L*(U)).

Fijamos m > 1, derivamos la ecuacién (3.26)) con respecto a t y tomamos i, := u,,, con lo que

(W, w) + Bl wy; t] = (£, wy,). (3.89)
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Ahora multiplicamos (3.89)) por df,;(t) y sumamos sobre k = 1,...,m, asi
(ﬁ;m Up) + B[ﬁma Uy t] = (f” U ).
Haciendo uso del Teorema [14] tenemos que

Bllanl3 oy = YN0l F2@) < Bl G 8],

mas aun,

(@ Bn) + B8l 31 0y = VT 20y < Blins Qs 8] + (8 W) = (£, ).

Entonces

(8 ) + Bl 2y ) < () + 1 [2207

Luego, como (@),,, y,) = (%HﬁmH%Q(U)> y (f',0,,) < %||f’||%2(U) + %Hﬁm”%gw), obtenemos

1 - - 1 1, . -
) (dtHumH%ﬁ(U)> + BHumeqg(U) < *||f/H%2(U) + §Hum”%2(U) +’Y\|um\|i2(u)

= *||f/HL2 +C”um||L2(U
con C := (% + 'y) una constante positiva. Mas aun

d, . - -
%Hum\ﬁﬁ(zj) + 25”“7@1”%&((]) <1720y + Clliaml - (3.90)

Sabemos que W, := u,. Asi, de (3.90) tenemos
d / 2 1112 / 2
&HumHLQ(U) < NE N2y + Cllag, 720

Ahora, aplicando la desigualdad de Gronwall, tomamos n(t) = |lu}, (¢)||2. 2(17) y&(t) = ||f'(¢ )HLQ(U

y obtenemos que

' (t) < Cn(t) +£().

o)< B o)+ [0 as]

Entonces
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de donde

t
72y < € I O [Z2ry + | IE/(8)720r) ds| -
() ( ; ()

Tomando supremo sobre 0 <t < T en ambos lados tenemos que

t
sup [y, ()][72) < C |:’u;n(0)”%2(U) +/ £ ()72 0r) ds}
0<t<T 0

por lo tanto

Oil;ETHu;n(t)H%Q(U) < C |:||u{m(0)||%2(U) + Hf/||%2(0,T;L2(U)):| 5 (391)
equivalentemente
03 0irsz2ny < € (10O Eaqen + 1€ B0 a2y - (3.92)

Por otro lado, recordamos que a,, := u, e integramos ((3.90)) con repecto a t € [0, T], asf
2 g 2 2 2 2
/ / !/ /
I () 2y +28 / I ()1 < 1 (O 1830751207+l o 20
0
mas aun,

Hu;nH%Q(QT;Hé(U)) <C <Hu;n(0)H%2(U) + Hf,”%Q(O,T;LQ(U)) + ”u;n”%Q(O,T;LQ(U)))
<C (HUIm(O)H%‘Z(U) + Hfl”%Q(O,T;LQ(U)) + Hu;n”%OO(O,T;LQ(U)))
C

(I O30y + 18122075220 (3.93)

ya que ||u;n\|%2(0’T;L2(U)) < CHu;nH%OO(O,T;LQ(U)) y se ha hecho uso de (3.92).

Por tanto, sumando (3.91)) con (3.93) y tomando una constante apropiada tenemos que

sp [t (020 + Il 0 7oy < € (MGn Oy + IF 0 ary) - (3:94)

Por otro lado, utilizando (3.80)),

I 220y = (£ ly) — Bl 5]

- ‘(f, u,.) — Bluy,,u tH

m?
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< (£ u),)| + | Blum, u),; 1]

< [l e @y il 2y + Cllwm | g oy 0l a3 o)

< [l e @y ol 2 ) + Cllmll g o) 10 =10y
< |l 2o gl -2 ) + Cllwm | g ) 1 -2 @)

= € (Il 20 + Nl ) Iall =0

Esto se da gracias al uso del Teorema [14] al teorema de representacién de Riesz y al hecho de

que [[uy, [l 2@y < [jug, |l i (v)- Luego, utilizando la desigualdad (3.46)) del Teorema
[l 20 < € (Ifllz2wy + lumll sy ) -
asi obtenemos
2 2
I0ul3e) < € (M) + Iumllipyn) paratodo0 < ¢ < T.

En particular,

2
I1,0) 220 < © (IEO) 2y + Im (O ar)) (3.95)

Recordemos que f(0) estd bien definida pues por hipétesis f' € L2(0,T; L*(U)) y por ende
fe H'(0,T;L?(U)); y como el conjunto [0,T] es de dimensién 1 y de medida finita, gracias al

Teorema |§| la inmersién compacta
H'(0,T; L*(U)) < C([0,T}; L*(U)).
Como [|£0)[| 2wy < Ifllc(o.ry:22)) < Nl 0,120y en (3-95) tenemos que

2
I, (0)220) < € (Il a2 0.7:2 0 + It (O 2 01

IN

C
C (||fuip(0,T;L2(U)) + ||um(0>llilol(U))
C

< € (IR 020y + MmO )

mas aun,
Hu;n(o)”%?(U) + Hf/H%Q(O,T;LZ(U)) <C <HfH§{1(O,T;L2(U)) + Hum(o)H%ﬂ(UO (3.96)
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para una nueva constante C' positiva. Por lo tanto, utilizando (3.96]) en (3.94)), obtenemos

2 2 2 2
oz?gT”ll;n(t)HB(U) + ‘|u%‘|L2(07T;H3(U)) <C (Hf”Hl(O,T;L2(U)) + Hum(O)HH2(U)> : (3.97)

Ahora, nos concentraremos en acotar el iltimo sumando del lado derecho de ([3.97)). Recordemos
que {wy}32 , es una coleccién de funciones propias (suaves) para el operador L = —A en H{ (U).
Entonces por definién de funciones propias tenemos que existen A\; € R tal que —A — Al no es

inyectiva y wy, € (—A — A1), por lo cual

(—A = X\ D)wi, =0

de donde
—Awk = )\kwk (3.98)
para k=1,2,.... Luego, como wy € H&(U) entonces wg = 0 en OU por tanto
—Awg, = Aywg, =0 en OU. (3.99)

Asi Awy, = 0 en OU. Por otro lado, aplicamos el operador —A en (3.24) y utilizamos (3.98)) para

obtener

—Auy(t) =Y dy(0)(=Awg) = > dr, () Agwy, (3.100)
k=1 k=1

para todo t € [0,7T]. Entonces por (3.99)
Au,, = 0.
Por el Lema [3] tenemos que
[0 (0) 720y < CllAUR(0)l[72(1r) = C (A (0), Ay (0)) = C(um(0), A%y (0)).
Por otro lado, sabemos que —Aw, = A\ywi con \y E Ry k=1,...,m entonces

—A(—Awg) = —A(Mgwr) = Ap(—Awy) = Mg (A pwy) = )\iwk.
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Asi
A2wy, = Ny, (3.101)

A continuacién aplicamos el operador A? en (3.24) y utilizamos (3.101]), con lo cual

m

A%, (0) = dE (0)A%wy, = db, (0)Afwy
k=1 k=1

por tanto A?u,,(0) € span{wg}2, y (um(0),wg) = (g9, wx) para k =1,...,m. Luego,

[ (O) 2y < Cluin(0), A%uye(0))

k=1

= C(Ag, Aun(0))

C

C? 1
= S lollzz ) + 5Ol @)

en donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy con € = C'/2, en particular

[0 (0) 320y < C2gll3p2 0, (3.102)

Por lo tanto, reemplazamos (3.102)) en (3.97) para obtener

2 2 2 2
Oi‘gTHU/m(t)”m(U) + Hu;nHLz(ovT;Hg(U)) <cC (HfHHl(o,T;LZ(U)) + H9HH2(U)> : (3.103)

Ahora utilizando ([3.26|) tenemos

Blu,, wi; t] = (f— uj,, wy,)
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para k = 1,...,my 0 <t < T. Sea A\, el k-ésimo valor propio de —A en Hé(U). Entonces,

fijamos m > 1 y multiplicamos la anterior ecuacién por A\rd¥, (t) para obtener,
B [um,Akdﬁl(t)wk;t} - (f— u;l,Akd’fn(t)w;C),
luego sumamos sobre k =1,...,m

B

m m

U, Z ArdE (H)wy; t] = <f— u,, Z )\kdfn(t)wk)
k=1 k=1

utilizamos (3.100)) en la anterior ecuacién con lo cual obtenemos

B [uy,, —Auy,;t] = (F—ul,, —Auy,).

Como Au,, = 0 en 0U y ademds tomando en cuenta el problema parabdlico inicial (3.15))
tenemos que

f—ul, = Lu,

entonces

Buy,, —Auy,;t] = (f—u),, —Auy,) = (Luy,, —Auy,).
A continuacién utilizamos la desigualdad demostrada en el Teorema [24]
BllulBps ) < (L, —Au) + 3l 2 -

con u € H*(U) N H(U) y constantes 3 > 0 y v > 0, asf

Bllunlzr) < (Lam, Atm) + w0
= (f—uly, —Aum) + 7l o)

< lE = w2yl — Atz + Yl o)

IN

(1l 220 + 1| = Wl z2@n) 1| = Avll 2oy + Y oy
1

1 1 1
§||fH%2(U) +5l - Atp[72 ) + Sl = W7o o) + ol = At[72 )

IN

+7HumH§{6(U)

1 1
= SIfZ2 ) + | = A2y + Sl 20y + Yol 7 0

77



| A

1
7”fH%2(U + HumH%{g(U) + 5”11;71”%2((]) +'7HumH§{é(U)

| /\

1
||f|rL2 +C (18120 + I B2y + om0 ) + 5 00l o)
+’Y”um”§{6(U) por ([3.87))

< C (181220, + a2 ) + 130 )
con C' una constante positiva y gracias a que ||um||%2 < C’HumH . Por lo tanto
il ) < € (161320 + By 0y + I ) - (3.104)

Luego, tomando el supremo sobre 0 <t < T en ambos lados y utilizando (3.84]) obtenemos

2 2 2 2 .
oS0 w22y < € 0 (B0 < © (H9HH5<U) + HfHLz(O,T;LQ(U))) ;o (3.109)

de manera similar tomando el supremo sobre 0 <t < 7T en la ecuacién (3.104]) se obtiene

2 2 2 / 2
sup |[u, < C| sup |f(¢ + sup |[un(t + sup ||u,, (¢ .
b, [ ()72 (0r) (ogth’ N7 (0 ogthH Ol 0y OgthH ( )”LQ(U)>

Luego como f € H(0,T; L*(U)), por el Teorema y utilizando (3.105) y (3.103) vemos que

2 2 2 2 2
OztlgTHum(t)HH?(U) <c <||f||H1(o,T;L2(U)) + O?tlgTHu,m(t)HL?(U) + HQHH(%(U) + |f||L2(o,T;L2(U))>

IN

c <||f||§{1(o,T;L2(U)) + OiltlETHu;n(t)HzLZ(U) + HQHJQLIQ(U))

<C (HfH?{l(O,T;LQ(U)) + ’\9’\%{%1])) :

Sumamos (3.103)) con la anterior desigualdad y tomamos una nueva constante C' positiva, asi

Oiup [Jug,, (¢ )HLz +oiup [[am (¢ )HJQLIQ(U)+Hu;n”%,Q(QT;Hé(U)) <C (”fHJ%P(O,T;L?(U)) + ||9||?{2(U)) :

Pasamos al limite con m = m; — oo, para obtener
2
sup 10 () 320 + 510 (O + 1oy < € (1 oazy + Mol

0<t<T
(3.106)

Por lo tanto u € L>®(0,T; H*(U)) y u’ € L*°(0,T; L*(U)) N L*(0,T; HE(U)).
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Por tltimo, demostraremos que u” € L*(0,T; H-}(U)). Para esto tomemos v € H}(U) con
llv]] Hi(U)> ¥ consideremos v = v + 92, como en la demostracién del Teorema (18] Entonces para

c.t.p. t € [0, T] tenemos que

<u;’n,v> = (u?,v) = (u’,v!) = (f',0!) — Blu),,v";1]

m? m?

ya que v € span{wg}2, (v}, wg) =0 con k = 1,....,m y por (3.89) con ul, = a),. Adems4s,
por (3.46)
[ty o) < C (18] o) + Il sy

con HU1HH3(U) < 1. Més ain,

"
wp L0000

= 10y < € (1 2y + 1ullzy o)
llv]I<1 ||7)HH3(U) HHU) L2(U) HL(U)

elevando al cuadrado ambos lados, integrando con respecto a t € [0, T] y utilizando la desigualdad

(3.103]) obtenemos

T ) T 9 9
" / /
/O AR dt<C/0 (1820 + 230 )
= & (150220 + Nl gy

< (I8 oz + Il
Asi
20110 < € (1 0razion, + W9l ) (3107

Por lo tanto u/, es acotado en L?(0,T; H=*(U)). Pasando al limite con m = m; — oo concluimos

que u” € L0, T; H-Y(U)).

Sumando (3.106)) y (3.107) obtenemos la estimacién del punto (II). O

Ahora, basdndonos en el resultado anterior demostremos el siguiente resultado de regularidad:
Teorema 26 (Regularidad alta). Asumamos que

d*f
g € H*™ L (1), o € L0, T; H*™2*(U)) (k=0,...,m).
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Supongamos tambien que las m-ésimas condiciones de compatibilidad se mantienen:

go =g € H&(U), g1 :=f(0) — Lgp € H&(U)7

dm—1f 1
ey gm = W(O) — Lgm_l S HO (U)
Entonces
d"u 2 2m+2—2k
WGL(O,T;H U)) (k=0,...,m+1)

y tenemos la estimacion

m~+1 k m k

d"u d*f
> | ¢ (Z i +uguH2mH<U>>,
=0 L2(0,T;H2m+2-2k(17)) =0 L2(0,T;H?m=2k(U)))

la constante C' depende solamente de m, U, T y de los coeficientes del operador L.
Observacién 7. Tomando en cuenta el Teorema |11] podemos ver que, para 2m — (2k + 1) con
k=1{0,...,m — 1}, se cumple

fe H*™ Y(U), £'(0) e H*™ 3, ..., f™10) e HY(U)

y por tanto
go € H2m+1(U)7 g1 € H2m_1(U)> <oy gm € HI(U)

con f (k)(O) e H?m—(2k+1) Tas condiciones de compatibilidad son requerimientos para que cada
una de estas funciones sea igual a 0 en OU en el sentido de la traza (u € HY(U) <= T(u) =0,

es decir, u’aU = 0).

Demostracion. Procedemos a realizar induccion sobre m, el caso m = 0 se demostro en el la
parte (I) del Teorema Ahora asumamos que el teorema se cumple para un entero no negativo

m, y supongamos entonces que

d*f
g € H>™T3(U), < € L0, T; H*™272(U)) (k=0,...,m+1)

y las m-ésimas condiciones de compatibilidad se mantienen. Diferenciemos con respecto a t el
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problema parabdlico (3.21) y tomemos u := u’. Asi,

ﬁt—i—Lﬁ:f en Ur
0 sobre OU x [0,T]

=g sobre Qx {t=0}.

Con f := f,y § = f(-,0)—Lg. Ademds, evaluando en 0 tenemos @(0) = §, entonces @ (0) = f(0)—
Li(0) = f(-,0)0—~Lg =gy f := f. Porel Teoremaparte (IT) tenemos que t € L%(0,T; H} (U))
y ' € L}0,T; H *(U)), como f y g satisfacen las m-ésimas condiciones de compatibilidad de
(m+1)-orden, se sigue que f y g satisfacen las m-ésimas condiciones de compatibilidad. Por

tanto, aplicando la hipétesis de induccién tenemos

dka
W €L2(0’T;H2m+272k(U)) (kZO,...7m—|—1)
y
m—+1 ko~ m L
d"a d*F f )
Z Atk 2 2m42—2k ( Z + ||g||H2m+1(U) )
h=0 Lo TR k= L2(0,T;H2m=2k(U))

para f = fty g=f(-,0) — Lg. Como @ = u’, podemos reescribir la anterior ecuacién tomando

dk
7 € L20,T; H*™H=2(U)) (k=1,...,m+2)

y haciendo uso de la desigualdad triangular en g = f(-,0) — Lg, obtenemos

dFu
gk ||Ero T2k )
k=1
m—+1 dkf
<C Z Itk +||f(0)||H2mH(U)+”L9HH2m+1(U) . (3.108)
=1 dt L2 (0,T;H2m+2_2k(U))

Por otro lado, sabemos que

n

Lg:—z

i,j=1

b'L
8561813] ZZ_: + -

Aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz tenemos

n

2.

i,7=1

dg
6931»833]-

_99
al‘ial‘j

i Daaij

—Z

i,j=1

+ZZ

L2 i,j=1 || <2m+-1

H2m+1(U 8.23@61‘3 LX(U)
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< Cligllgzm+swy, (3.109)

n

)
3 lb ag‘ < Cllgllgzms (3.110)
i=1 | Ol @)
y
el gmer 0y < Cllgllmzm+s@)- (3.111)

Asi, sumando (3.109)), (3.110]) y (3.111]) obtenemos

| Lg|l grzm1 @y < Cllgll zm+s(y.-
Gracias al Teorema 4 en 5.9.2. de [10] tenemos la estimacién
1£0) | zr2m+1.ry < C (IIfll 20,7 12m 2 (0)) + IE L2073 182m (1)) 5

reemplazando en (3.108)) tenemos

m+2 k m~+1 k
d®u d*f
E Tk <C ( E ik + HgHH2m+3(U)> . (3.112)
k=1 L2(0,T;H>™+1=2k(U)) k=0 L2(0,T;H?>m+2=2k(U))

Ahora para c.t.p. t € [0,7] : Lu = f—u’ =: h. Tomando en cuenta el Teorema 5 en 6.3.2. de

[10] tenemos la desigualdad

[ull gzm+aqry < C (|| grameary + 1l 2@y)

< C (|l gam+2my + 10 || g2ms2o) + [ullz20r))

con C' una constante positiva. A continuacion, integramos con respecto a t la anterior desigual-

dad, y asi

lall 20 m2m+a@y) < C (1€l 20,7, m2m+20y) + 10| 20,7 m2m 20y + 0l 207 22(0)) -

Sumamos [|ul[z2(o,7;2m+4(rry) en ambos lados de (3.112), con lo cual

m+2 dku 2 dku
Z W + |’uHL2(O,T;H2m+4(U)) = Z w
k=1 L2(0,T;H2m+4=2k ([])) k=0 L2(0,T; H2m+4=2k (1))
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m—+1 dkf
<C - + llgll g2m+sw
kZ:O dtk L2(07T;H2m+2—2k(U)) ( )

lall 20,1 m2m+4(0y)

<C % + llgll gem+s@w
k=0 dt* L2(0,T;H?m+2-2k(U)) )

+ C'(HfHLZ(o,T;HMH(U)) + Hu,HLQ(O,T;H2m+2(U))

+ lull 20702 (0y))

<C % + |lgll grzm+s @
P dtk L2(0,T;H2m+2-2k (1)) w)

+ W€l 20,1 2m+2(0)) + 10| 20,7 2m 4200

+ ||u”L2(0,T;L2(U))>'

Utilizando la ecuacion (3.112]) obtenemos

Z W LQ(O,T;H2m+4—2k(U))
k=0
S C — + ||gHH2m+3 U —|— ||141||L2 0,T;L2 U )
g dt® L2(0,T; H2m+2-2k([])) () ( wy)

Por ltimo, por el Teorema [18| tenemos que

lall 20,1220y < Cllullp20m30)) < C (Il 20,2y + lgllzew)) -

obteniendo asi la estimacién del teorema para m + 1. O

Teorema 27 (Diferenciabilidad infinita). Asumamos que
g € C*(U), f € C*(Ur),

y que las m-ésimas condiciones de compatibilidad se mantienen para m = 0,1,.... Entonces el

problema parabdlico con valores iniciales y valores en la frontera (3.21)) tiene solucion unica
(S COO(UT)
Demostracion. Se obtiene directamente aplicando el Teorema [26] para m = 0,1, . ... O

83



Asi, hemos logrado producir una solucién suave de nuestro problema parabdlico de segundo
orden (3.21)) con valores iniciales y valores en la frontera. Esta afirmacién requiere que las
condiciones de compatibilidad expuestas en el Teorema [26] se mantengan para todo m, y es facil

ver que estas condiciones son necesarias para la existencia de una solucion suave sobre U.
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Capitulo 4

Problemas no locales

Para este capitulo asumiremos que €2 es un subconjunto abierto y acotado de R™ con frontera
suave a trozos, dp = Q x [0, T] para alguna variable temporal fija T'> 0y Q7 :={y ¢ R"\ Q:
a(z,y) # 0, para algtiin z € Q} un dominio de interaccién de Q con « : R® x R” — R* una
funcién antisimétrica (es decir, a(z,y) = —a(y,x)). Asi, Q7 consiste en esos puntos que estan
afuera de {2 pero que interactiian con puntos de 2. Empecemos introduciendo los problemas
no locales los cuales serdan objeto de estudio en este capitulo. Consideremos los dos siguientes

problemas no locales:

= Problema eliptico no local

—Lu=f enQ. (4.1)
Este problema serd estudiado con méas profundidad en la seccién [4.6.1

= Problema parabdlico no local

ut—ﬁu:f en QT (42)

u=g sobre Qx{t=0}.

donde f: Qpr - R, g: Q@ — R son funciones dadas y u : & — R es desconocida, con u = u(t, x)

VU = %7;. El operador no local £ se define en la siguiente seccion.

4.1. Operadores no locales

A continuacién introduciremos varias definiciones para el estudio de los problemas antes

mencionados. La letra £ denota un operador no local en funcién de u(x) : © — R el cual estd
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dado por

Lu(z) = Q/n (u(y) — u(z))y(z,y) dy para todo z € Q C R, (4.3)

donde el kernel y(z,y) : © x Q — R es una funcién simétrica no negativa (es decir,y(z,y) =
v(y,x)), con y(z,y) := a(x,y) - a(z,y). Para las funciones v(z,y), a(z,y) : R* x R” — RF la

accién del operador no local de divergencia D : R® — R esta definido como

D(v)(x) = /n (v(z,y) + v(y,z)) - o(z,y) dy paraz € R™ (4.4)

La accién del operador adjunto D* : R” x R™ — R™ sobre una funcién u : R — R esta dada
por

D*(u)(x,y) = —(u(y) - u(x))oz(:v,y) para x,y € R"™. (4.5)

Asi, —D* define un operador gradiente no local. Por tanto
Lu(x) := —D(D*u)(x) (4.6)

el cual es el mismo operador introducido en . De esta manera, el calculo no local nos permite
expresar el operador no local como una composicién de un operador no local de divergencia
y un operador gradiente no local.

Por ltimo, correspondiente al operador de divergencia D(v) : R" — R definido en (4.4)), defini-

mos el operador no local de interacciéon N (v) : Q; — R sobre v como

Nw)(z):=— /QuQ (v(z,y) + v(y,2)) - a(z,y) dy para todo z € Q. (4.7)

4.2. C(Calculo vectorial no local

En esta seccién incluiremos algunos resultados vistos en [11] detallando sus demostraciones,
dichos resultados seran ttiles a lo largo de este capitulo. La definicién (4.4) y la definicién del
conjunto €27 nos conducen a los teoremas de cédlculo vectorial no local, los cuales imitan los

teoremas basicos de cdlculo vectorial para el caso local de operadores diferenciales.

Proposicién 8. Sea D el operador definido en (4.4). Entonces

D(v)(z) dz = 0.
R"
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Demostracion. Gracias a (4.4)), al Teorema de Fubini y dado que « es antisimétrica (oz(:v, y) +

a(y,z) = 0) tenemos

[ D) de= [ [ o)+ v aley) dydo
:14nA;u@gw-amﬁndympb/n/;ywﬂgwﬂﬁyw@dx
:/Rn/RnV(w,y)-a(m,y) dydx—i—/n/ny(y,x).a(m’y) dz dy
:iéménwxw)mewdyMTh/n/nwayyawﬂﬁwﬂm
= /R /R v(z,y) - ((z,y) + aly,z)) dy dz = 0.

Por tanto

/n D(v)(z) dz = 0.
O

Proposicién 9. Asumamos la definicion (4.4). Entonces el operador adjunto no local D* :

R™ x R™ — R" se define como

D*(u)(z,y) = —(uly) — u(z))al(z,y) paraz,y€R"

y verifica

(D(v)|u) = (v]D*(u))

Demostracion. Debemos demostrar que
(D(v)|u) = (v|D*(u))
o lo que es lo mismo

(D(v)(z))u(z) de = /n /n v(D*(u)(z,y)) dy da.

R”

Consideremos ¢ : R™ x R™ — R* definido como &(z,y) = u(z)v(z,y). Entonces

(@) + &, @) - al@,y) = (w@)v(z,y) +uly)v(y, 7)) - az,y).
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Haciendo uso de la Proposicién [§]y la definicién (4.4]) tenemos

- /Rn/R (&(z,y) +E(y,2)) - alz,y) dy dz
:/Rn/R (w(@)v(z,y) + u(y)v(y,2)) - a(z,y) dy dz
A

(@) (v ) + v(y,2)) - ale.y) + (uly) - u(@))v(y,2) - a(z,y)) dy de

I
T
<

@ [ @)+ vl a@y dyde+ [ ] () - u@)vi.o) - aleg) dy do

= [ w@pwi@ de+ [ [ () = u@)pln.a) - ale.y) dy da

por lo cual

| w@pw)e)do =~ [ [ (ul) - u@)vl.z) - atey) dy do

Concluimos que

D*(u)(z,y) = —(uly) — w(z))a(z,y).

Teorema 28 (Teorema de Gauss no local). Asumiendo (4.4) y (4.7)), tenemos

/D Vdz = [ N@)(@) da.

Demostracion. Por la Proposicion [§] tenemos que

0—/ D)) da

QU
/ / v(z,y) +v(y,z)) - a(z,y) dy de
QuQ; JRn

:// v(z,y)+v(y,z)) - alz,y) dydl‘+// v(z,y)+v(y,z)) - a(z,y) dy dz
Q n n

_// v(@,y) + vy, 2)) - alz,y) dydﬁ/m/mm (v(x.y) + vy, 2)) - a(x,y) dy dz
/D Vi — | N@)(@) da.
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Por lo tanto

/ D) (@) de = | N@w)(x) da.
Q Qr
0

Corolario 1 (Férmula de integracién por partes no local). Asumiendo (4.4), (4.5) v (4.7)), vy

dadas las funciones u: R™ = R y v : R® x R® — R*, tenemos

/ ) da — /Q B /Q B (2,1) dy do = /Q RN @)z d

Demostracion. Tomemos £ = uv. Gracias a (4.4]) tenemos que

D©@) = [ (€lw) +€a) - aley) dy
~ [ (wlo) + uwl) ale.y) dy
— [ (@) () + v(5.0)) o) + (u(0) — u(a))(y.2) - alz)) dy
= u(z) /H(V(x,y) +v(y,x)) - alz,y) dy +/ (uly) — u(@))v(y,z) - oz, y) dy

n

— u(@)D(v)(z) + / (u(y) — u(@))v(y, 2) - ol ) dy

— u(@)D(v)(x) + / (uly) — u(@)) vy, 2) - oz, y) dy,

QUQ;

donde la tltima igualdad se sigue por la definicién del conjunto Q U Q. Luego, utilizando (4.7))

N(E)() = - /Q () + ) -ae.) dy
— [ (@) (vla) + vl 2) - aen) + (uly) - u(e)) (g 0) - alw,y) dy
QU
—u@NO)@) = [ (uly) ~ u@)uly.a) - aley) dy,

QUQ T

Entonces, por el Teorema [28|y la linealidad del operador de integracién obtenemos

0= [ D)@ o= [ (©)(a) do
:/u(m)D( ) >d:c—/ da:—l—//ﬂuﬂl sl ooy do i
‘/QI /QUQI v(y,z) - a(z,y) dy do

/ dw+/ / v(y,x) - afz,y) dy dz
QU JQUQS
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—/ w(x)N (v)(zx) dz.
Qr

Por tanto, por (4.5) y como « es una funcién antisimétrica concluimos que

/Q w(z)D(v)(z) da — /Q N /Q N D*(u)(z,y) - v(z,y) dy dov = /Q 1 w@)N (v)(z) da.

O

A continuacién estudiaremos las identidades de Green no locales, las cuales son consecuencia

directa del Corolario

Corolario 2 (Primera identidad de Green no local). Dadas las funciones u(z) : R" — R,

v(x) :R” = R yv(z,y): R x R” = R, entonces

/Q u(2)D(D*(v)) da /Q B /Q DD () dy o= /Q N (D) da

Demostracion. Se sigue directamente tomando v = D*(v) y sustituyendo en el resultado del

Corolario 11 O

Corolario 3 (Segunda identidad de Green no local). Dadas las funciones u(z) : R* — R y

v(z) : R" — R, entonces

/Qu(m)D(D*(v)) dx—/gv(x)D(D*(u)) da::/

Qr

u(z)N (D*(v)) dx —/ v(z)N (D*(u)) dx.

Qr

Demostracion. En el resultado del Corolario [2| tomemos w por v y v por u. Asi

/Qv(a:)D(D*(u)) dx — /QUQI /QUQ] D*(v)D*(u) dy dz = /QI v(z)N(D*(u)) dx.

Ahora restamos el resultado original del Corolario [2] con la anterior expresién

u(x)N (D*(v)) dx —/ v(z)N (D*(u)) dz

Qr

/Q w(z)D(D*(v)) da /Q o(2)D(D*(u)) dz = /

Q
concluyendo la demostracién. O

Veamos la razon por la cual el operador no local D es un operador de divergencia. Para esto,

presentaremos algunas proposiciones de [6] en donde se demuestra dicha aseveracién haciendo
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uso de la distribucion delta de Dirac definida de la siguiente manera:

0:C(Q) — R

p — 0(¢p) = ¢(0)
cuyo gradiente es

V6 C®(Q) — R
@ — (Vo) (p) = =Vp(0).

Ademis, vista como funcién generalizada, la distribucion delta de Dirac cumple con la siguiente

propiedad:

/n o(z)d(z) de = p(0) para todox € R" (4.8)

la demostracion de esta propiedad no tiene importancia en cuanto al objetivo de este capitulo
por lo que la omitiremos.
Empezaremos con la identificaciéon del operador no local de divergencia D a través del operador

diferencial de divergencia V-.

Proposicién 10. Sea v € C°(R" x R™). Consideremos la distribucion antisimétrica
a(yv .T) = _vyd(y - l')

donde Vy y 6(y—x) denotan el gradiente diferencial con respecto a la variable y y la distribucion

delta de Dirac, respectivamente. Entonces,
D(v)(x) =V -v(z,z) para todox € R"

donde V- denota el operador de divergencia.

Demostracion. Por la regla de la cadena y por las definiciones de « y del operador no local D

tenemos

Vev(z,a) = (Vo vizy)],_, + (Vy - viz,y)]

= (Vy'l’(-%m))‘ . (Vy-u(x,y))‘

y=r

Y= y=x
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_ (Vy (v(y,z) + V(%?J)))‘y:x

= - Vy - (v(y,x) +v(z,y))é(y — z) dy
_ / (@) + v(@,y)) - Vydly — ) dy

—— [ () + vl - alay) dy = D) (a),

como se deseaba. O

La siguiente proposicién nos muestra que la accién del operador D* puede ser relacionada,

en el sentido distribucional, con la accién de —V.

Proposicién 11. Sea u € C*(Q) y oy, x) = —V,0(y — x). Entonces,

D*(u) dy = —Vu(z) para todo x € R"™.
Rn

Demostracion. Por las definiciones del operador no local D* y de «, tenemos

D'(u)dy= | ~(u(y) - u(w)az.y) dy

Rn

_ /n (u(y) — u(@)) Vyo(y — z) dy
-/ 5y — )V (uly) — u(z)) dy
=— | 0y —2)Vyuly) dy = —Vu(z) = (V) u(z).

R

La ultima igualdad se da debido a la definicién de operador adjunto. Asi, para u : R* - R y

v : R™ — R tenemos que

(V-u!v):/n(V~u)vdx:—/nu-Vvdx:/nu-(—V)vdx:(u]—VU>.

Por tanto

O

Ahora relacionaremos, en el sentido distribucional, la interaccién del operador N con la

componente normal a lo largo de la frontera.
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Proposicién 12. Asumimos las hipdtesis de la Proposicion [11. Entonces, para toda funcidn

suave u(zx) : Q — R,
/ uN (V) dz = / u(z)v(z,x) -ndo
Qr oN
donde n denota el vector normal exterior a lo largo de 9 y do denota el diferencial de superficie.

Demostracion. Por las definiciones de « y del operador D*, tenemos

/QUQI /sm, vie,y) dy dr = / / J(,y) - ola,y) dy dz
-/ /Q () = o))l ¥,y ) dy do
[ St = o)) vl ity = o) dy
e[ ) )ity )9, vl dy
o o ) =il ety
/QUQI /ﬂum yuly) - v(z,y)o(y —x) dy dx
—/Mlvu( 2) - vz, 2) dx,

ya que u(y) — u(z) = 0 cuando y = z, Vyu(z) = 0 Realizamos un cambio de variable en (4.8)),
tenemos que /

n

©(y)o(y — x) dy = p(x). Luego, utilizando el resultado de la Proposicién

/Q wD(v)(z) dz /Q w(@)V - v(a, ) do
:/aQu(m)y(x z)- nda—/Vu v(z, ) dz
:/aQu(a:)l/(x,x)-ndU—/ Vu(z) - v(z,z) de.

QU

Sustituimos los dos tltimos resultados en el resultado del Corolario [1] para obtener

[ s = [wepe@a- [ [ e e dae
= /BQ u(z)v(z,z) - ndo.

O

Consideremos la composicion del operador no local de divergencia y su operador adjunto; es
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decir, D(D¥), el cual, de acuerdo a la siguiente proposicién puede ser identificado, en el sentido

de las distribuciones, como —A = V - (—=V), donde A denota el operador laplaciano.

Proposicién 13. Sea u € C°(R") y tomemos |a(z,y)|*> = 1A,6(y — z). Entonces,

D(D*u(x)) = —Au(x) para todo z € R".
Demostracion. Utilizando (4.4)) y (4.5)) tenemos que

DD (@) = =2 [ (uly) ~ u@)la(@) dy

4.3. Estudio del Kernel

Vamos a asumir que €2, Q7, y QU son acotados con frontera suave a trozos y que satisfacen
las condiciones de cono interior (es decir, se requiere que para cada punto en el subconjunto €2
un cono con vértice en ese punto debe estar contenido en el subconjunto mismo). También

asumiremos que el kernel simétrico satisface las siguientes condiciones

v(x,y) >0 para todoy € B.(z), (4.9)
y(w,y) =90 >0 para todoy € B, o(x) (4.10)

y
v(x,y) =0 paratodoy € QUQ;\ B:(x) (4.11)

para todo x € QU ), con 7o y € constantes positivas dadas y B:(z) :={y € QUQr: |y —z| <

e}; por tanto las interacciones no locales estdn limitadas a una bola de radio £ que se conoce
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como el radio de interacciéon. Esto implica que
Qr={yeR*"\Q: |y—z| <e, para algin z € Q}. (4.12)

A continuacién presentaremos tres casos en los cuales el kernel v es estudiado (ver [7], [8]).

» Caso 1: asumiremos que se cumplen (4.9)), (4.10)), (4.11) y supongamos que existe s € (0, 1)

y constantes positivas v, y v* tal que, para todo x € €,

*

v g
w <v(z,y) < -

|y — >~ W para todo Y € Bg(l‘) (413)

En este caso tenemos que el espacio no local de energia V(2 U ) es equivalente al espacio
de Sobolev fraccionario H*(Q U ), resultado que se introducird en la siguiente seccién.

Como ejemplo tenemos

o(z,y)
Y(z,y) = W

con o(x,y) simétrico y acotado por arriba y por abajo por constantes positivas.

» Caso 2: asumiremos que se cumplen (4.9)), (4.10), (4.11]) y que existen constantes positivas
11y 72 tal que

v < / v(z,y) dy para todo z € €,
(QUQ)NB: ()

/ Y3 (z,y) dy < 2 para todo z € Q.
QU

En este caso el espacio no local de energfa V(Q U ) es equivalente al espacio L?(Q U ;).

= Caso 3: asumiremos que se cumplen (4.9)), (4.10), (4.11]) y supongamos que existen cons-

tantes positivas v3 y 4 tal que, para todo x € Q,

3 V4
m <(z,y) < m para y € Be(z).

El espacio de energfa asociado no es equivalente a H*(2 U Q) ni a L2(£2 U Q;); sin embargo,

es un espacio de Hilbert separable que es subespacio de L?(£2 U Q) y cuya norma de energia
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satisface la desigualdad no local de Poincard[]
1vllz2@ua;) < Cplllvll] para todo v € Ve(2U Q)

con C), la constante de Poincaré, esta desigualdad también se satisface para los Casos 1 y

2. Un ejemplo para el Caso 3 esta dado por

§(z,y)
€T =
v(@,y) o=y
con &(z,y) acotado por arriba y por abajo por constantes positivas. Notemos que, en
general, el Caso 3 no puede ser tratado como un caso especial del Caso 1 con s = 0. Este

caso aparece con frecuencia en modelos lineales de mecéanica sélida.

En este trabajo nos centraremos en el estudio del Caso 1 debido a que nos interesa estudiar la
equivalencia entre el espacio no local de energia V(2 U Q) y el espacio de Sobolev fraccionario
H*(Q2UQr), y ademés este caso es el més utilizado en el estudio de ecuaciones no locales. Antes
de pasar al tema de equivalencia de espacios, es importante revisar un concepto fundamental, el

cual presentaremos a continuacion.

4.4. Espacios de Sobolev fraccionarios

Los espacios fraccionarios, y sus correspondientes ecuaciones no locales, estdn teniendo una
gran repercusion en areas como: optimizacion, finanzas, leyes de conservacién, membranas se-
mipermeables y propagacién del calor, ciencia de materiales, problemas elipticos, problemas
elipticos no uniformes, flujos cuasigeostréficos, etc. Procederemos a definir los espacios de Sobo-
lev fraccionarios utilizando la aproximaciéon de Gagliardo y algunas propiedades basicas. Esta

teorfa puede ser vista en [15].

Sea € un subconjunto abierto de R™. Para cualquier real s > 0 y para cualquier p € [1,+00),
queremos definir los espacios de Sobolev fraccionarios W*P(€2). Cominmente los espacios de
tipo Sobolev fraccionarios son conocidos también como espacios de Aronszajn, Gagliardo o Slo-

bodeckij, por los nombres de quienes introdujeron este tema, casi simultaneamente.

'La definicién de la norma ||| - ||| que se presenta a continuacién se puede ver en la pagina 100.
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Empecemos fijando el exponente fraccionario s € (0, 1). Para cualquier p € [1,4+00), definimos
W#P(2) como

WeP(Q) = {u e LP(9) : |“|()|“(+)| e LP(Q x Q)} (4.14)
T —yl»

es decir, un espacio de Banach intermedio entre LP(Q) y WP(Q) dotado de la norma

sy = ([ e [ [ PO gy ), (4.15)

donde el término
[u(z) = u(y)[” Hr
s, = — P dxd
[U]W P(Q) </S; O |x_y|n+sp X y

es llamado la seminorma de Gagliardo de u.

Ademés, definimos el espacio H*((2) := W*2(Q) equipado con la norma

(u, ) s () = (4, 0) 2(q) +/ / |x _)(:J(zz ) dx dy.

Tomemos en cuenta un resultado respecto a la completitud de estos espacios (ver [5]). Para

su demostracién, haremos uso del siguiente lema.

Lema 4 (Fatou). Sea {f,}72, una sucesion no negativa de funciones medibles en E. Si{f,} — f

/ fdx < liminf/ fn dx.
E E

Demostracion. Ver [[16], pag 82-83]. O

c.t.p. sobre E, entonces

Proposicién 14. Sea s € (0,1). El espacio W*P(Q) dotado con la norma descrita en (4.15)).

Es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {uy}°° ; una sucesién de Cauchy en W*P(§2). Demostremos que dicha suce-

sién converge en LP(Q). En efecto, gracias a (4.15)) tenemos

| (u (@) = (un — um) (y) P
llwn, — umH];VSp / [ty — U [P dex +/ / \x [ dx dy

> / [tn = [ diw = [|un = um |75 -
Q
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Como {u,}5° ; es una sucesién de Cauchy en W*P(Q),
ltn — um||1£p(m < |lupn — Um”@ys,p(g) —0

cuando n,m — oco. Asi {u,}22 es una sucesiéon de Cauchy en LP(€2). Ahora tomemos

/U’n(x7y) = |x—y‘%+s

demostremos que {v, }22; es una sucesién de Cauchy en LP(Q x Q).

o = wnllissey = [ [ fon =l do dy
// |U, — V[P d dy+/ [un, — U |P do = ||uy, — umHWSP —0
cuando k — co. Asf {v,}52; es una sucesion de Cauchy en LP(2 x 2). Luego, por el Teorema [2]

existen u € LP(Q) y v € LP(Q x Q) tal que u,, — u en LP(Q) y v, — v en LP(Q x Q). Ademds

existe una subsucesion {un, }72, C {un}p2; tal que up, () = up(x) c.t.p. x € Q. Entonces

Uny () — U (y) . ulz) - g(y)
|z —ylr ™ jz —y|p "

Uny, (:L'a y) =

cuando n, k — oo. Utilizando el Lema [4] tenemos que

AT

| —

z) — u(y)

P
- dx dy = h’m inf |vp, (z,y) P dx dy
Yl p TS k—o0

<hkmlnf//]vnk z,y)|P dz dy

T p
= hkn_lérolf anHLP(QXQ) <%

ya que {v, }22; es acotada por ser sucesién de Cauchy. Asf

u(@) —u@)l _
WSGL(QXQ)

y por tanto u € W*P(Q). Ahora probemos que u, — u en W*P(). Tenemos que

l|r, — U’Hg{/s,p(Q) = |lun — uHiP(Q) + [un — u]Ws’p(Q)’
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ya demostramos que ||u, — u||72p(ﬂ) — 0, Faltarfa demostrar que [u, — u]yys.») — 0. En efecto,

ftn — e //\ n —uw)(x) = (un —u)(y)” dz dy

ra: — gl

[ [ L)) ) —u)

o =y

//\vn:vy v(z,y)|P dr dy

= [Jvn — UHI;J(QXQ) —0

u(@)—u(y)
[

cuando n — oo, pues v, — v y ademas vy, — p—
r—y|P

. Por unicidad del limite concluimos que

u() — u(y)

U(ZL‘,y) = n y
|z —y|» ™

por lo tanto u,, — u en W*P(Q). O
Teorema 29. El espacio W*P(Q) es reflezivo.

Demostracion. Consideremos el siguiente operador

T WSP(Q) — LP(Q) x LP(Q x Q)

ur— Tu = (u, Nu),
donde

Nu:OxQ—R

u(z) — uly)

(x,y) — Nu = —.
oyl ™

Ademas consideramos la norma

1
1w 0)lxp = (lllagy + I01120y)

la cual (gracias a una demostracién analoga a la del teorema [7)) es equivalente a la norma
(w0 x1 = ([[ull o) + [0l Le@)) -
Como X es reflexivo, basta probar que T'(W*P(Q2)) es cerrado. En efecto, sea {u, }5°; C W*P(Q)
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tal que T'u,, — (w,v) € X. Demostremos que (w,v) € T(W*P(Q)).
Tenemos que

Tuy, = (upn, Nuy) — (w,v) en X,

es decir, u, = w en LP(2) y Nu, — v en LP(Q x Q). Probemos que v = Nw.

Como u,, — w en LP(Q), por el teorema de Riesz-Fischer (Teoremal2)) existe {un, }o2; € {un}52,
tal que u,, — w c.t.p. en Q, y para h € LP(Q) tenemos que |uy, | < h.

Por otro lado, Nu,, — v en LP(2 x ), entonces existe {Nunkj 1521 © {Nun, }72, tal que
Nunkj — v ctp.en QxQ ypara g € LP(Q x ) tenemos que |Nunkj| < g. Ademads Uny,, = W

c.t.p. en . Por el teorema de convergencia dominada (Teorema , tenemos que w € W*P(Q) y

Uny,, (x) — Uny,, (y) . w(z) —w(y)

n
24s
» T

g ct.p. (x,y) € 2 x Q.
[z —yl» |z =yl

Asi, por unicidad del limite

v(z,y) = M = Nw(x,y) ct.p.(z,y) € xQ.
jz —y|»™"
Por lo tanto W*P(Q) es reflexivo. O

s, . . / .
Por otro lado, notemos que, en el caso clasico en que s sea un entero, el espacio WP tiene

inmersién continua en W*? cuando s < s, como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Lema 5. Seap € [1,400) y0 < s < s < 1. Sea Q subconjunto abierto en R™ yu: Q — R una

funcion medible. Entonces

lullwesoy < Cllullyoney

con una constante positiva C = C(n, s,p) > 1. En particular
W*P(Q) ¢ WP(Q).

Demostracion. Puede verse en [15, pag 6] O

Otro resultado importante es el siguiente.

Teorema 30. Para cualquier s > 0, el espacio C§°(R™) de funciones continuas y soporte com-

pacto es denso en W*P(R™).

Demostracion. Puede encontrarse en [1, Teorema 7.38] O
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Ademds, cuando s es un entero, bajo ciertas suposiciones de regularidad en el dominio €2, cual-
quier funcion en W*P(Q) puede ser extendida a una funcién en W*P(R"). Los resultados de
extension son importantes en algunas aplicaciones y son necesarios para mejorar ciertos teore-

mas de inmersién. Por tanto damos a conocer la siguiente definicion.

Definicién. Para cualquier s € (0,1) y cualquier p € [1,+00), decimos que un conjunto abierto
Q C R"™ es un dominio de extensién para W*P si existe una constante positiva C' = C(n, s, p, )

tal que: para cada funcién u € W*P(Q) existe € W*P(R") con 4(z) = u(z) para todo z € Q

y lallwer@ny < Clluflwsr@)-

En general, un conjunto abierto arbitrario no es un dominio de extensiéon para W*P. El
problema de caracterizar las clases de conjuntos que son dominios de extensién para WP es
abierto. Cuando s es un entero, podemos citar [12] para una completa caracterizacién en el caso

s=1,p=2yn=2.En [14] se realiza un estudio profundo de este tema.

Otro punto importante que podemos considerar dentro de este tema son las desigualdades de
Sobolev fraccionarias. A continuacién vamos a presentar algunos resultados, sus demostraciones

pueden ser vistas en [15, pag 46-49].

Teorema 31. Sean s € (0,1) y p € [1,4+00) tales que sp < n. Entonces existe una constante

positiva C = C(n,p, s) tal que, para cualquier funcidn medible con soporte compacto f : R™ — R,

. 1)~ Sl
ey <€ [ [ P oy

donde p* = p*(n, s) es conocido como exponente critico fraccional y es igual a np/(n — sp). Por

tenemos

tanto, el espacio WP(R™) tiene inmersion continua en LY(R™) para cualquier q € [p, p*].

Teorema 32. Sea s € (0,1) yp € [1,400) tal que sp < n. Sea Q C R™ un dominio de extension
para WP, Entonces existe una constante positiva C = C(n,p,s,Q) tal que, para cualquier

f e WP(Q), tenemos

1 fllza) < Cllfllwsw@),

para cualquier q € [p,p*]; es decir, el espacio W*P(Q) tiene inmersion continua en L1(Q) para
cualquier q € [p,p*]. Si ademds, Q es acotado, entonces el espacio W*P(Q) tiene inmersion

compacta en LY(2) para cualquier q € [1,p*].
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Cuando sp — n el exponente critico p* tiende a co y por tanto en este caso, si f estd en W*P

entonces f pertenece a LY para cualquier g como se establece en los dos siguientes teoremas.

Teorema 33. Sea s € (0,1) yp € [1,+00) tal que sp = n. Entonces existe una constante positiva

C = C(n,p,s) tal que, para cualquier funcidn medible con soporte compacto f : R™ — R, tenemos

[ fllLa@ny < Cll fllwse@n),

para cualquier q € [p,+00); es decir, el espacio W*P(§2) tiene inmersion continua en L1(2) para

cualquier q € [p,+00).

Teorema 34. Sean s € (0,1) y p € [1,400) tales que sp = n. Sea Q@ C R™ un dominio de
extension para W*P. Entonces existe una constante positiva C = C(n,p,s, Q) tal que, para

cualquier f € W5P(Q), tenemos

1 fllza) < Cllfllwso @y,

para cualquier q € [p,p*]; es decir, el espacio W*P(Q) tiene inmersion continua en L1(QQ) para
cualquier q € [p,+00).
Si ademds, §) es acotado, entonces el espacio W*P () tiene inmersion compacta en L4(S2) para

cualquier q € [1,+00).

4.5. Equivalencia de espacios

Comenzaremos definiendo ciertos elementos necesarios para trabajar este tema.

- Seminorma no local de energia

1 * *
i o= 5 [ D) D e y) dy de (4.16)

- Espacio no local de energia

V(QUQ) ={uec L*(QUQp): |||ul|] < oo}. (4.17)
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- Espacio no local de energia de volumen limitado
Ve(QUQ) :={u e V(QUQ) : E.(u) =0}, (4.18)

donde E. es un operador lineal y continu(ﬂ definido sobre V(2 U Q) con valores en un espacio
normado, tal que si E.(u) = 0, entonces u = 0 con u una funcién constante. Un caso particular

de esta definicién es

Ve(QUQ) :={u e V(QUQ): u=0sobre Q;}. (4.19)
A continuacién demostraremos que efectivamente ||| - ||| es seminorma en V(U ) y bajo la
condicién del espacio V.(2U Qy), ||| - ||| es norma.
» Homogeneidad: Sea v € R" y u € V(Q U Q7). Demostremos que |||laul|| = || |||ul||.

En efecto,

1 1/2
ol = (5 [ [ 10t (@t dyds )
QU JQUQ,
1/2
\a|(/ [ xy>|2dydx) — lo] NIl
QU JQUQ

» Desigualdad triangular: Sean u,v € V(2 U Qr). Demostremos que |||u+v||| < [||ul||+]||v]|]-

Aplicando la desigualdad de Minkowski obtenemos

1 * 2 1/2
osell=(5 [ [ 10w o ay o)
QUQ JOQUQ T
1 1/2
~ (1 / / D*(u)(z,y) + D*(v)(z,y)|? dy da
2 Jaua, Jaua,
1 ) 1/2
< <2/ / |D*(u)(x,y)|* dy dw)
QU JQUQ
1/2
< / / (z,9))? dy dw)
QU JQUQ

= [[lulll + [lv]l-

2Es decir, existe una constante C' tal que

|Be(u)] < C (lllulll* + lulz2(@ua,))  para todou € V(QU Q).

103



» Positividad: Sea u € V(2 U Q). Entonces |||u[|| > 0, lo que se obtiene directamente de la

definicién de ||| - |||

» Nulidad: Sea u € V(2 U Q). Demostremos que si u = 0 entonces |||u||| = 0, pero que si
[||u||]| = 0 no necesariamente tenemos que u = 0.
La primera parte se sigue directamente por la definicion de ||| - |||. Para la segunda parte

consideremos el siguiente contraejemplo:

Tomemos

(z —y)

afz,y) = PR 1p(0,2)

donde B(0,2) es la bola abierta con centro en 0 y radio igual a 2. Sean 2 = B(0,1); y
Qr = {(x,y) eER?:1<a?+42 < 2} tal que QU Q; = B(0,2), donde B(0,1) es la bola
abierta con centro en 0 y radio igual a 1. Por dltimo consideremos u(xz) = 1 para todo

x € QU Q;, entonces

/ lu(x)[? dx:/ dr = QU Q| =41 <
QUQ T QUQ

por lo que u € L?(Q U ). Ademés

2_1 *(u)(z,y)) x
=5 [ 0 p) dya

1 2

’Y({Ea y) = Oé(l',y) : O‘(xv y)

N Gt ) Y -y
2
x —_—
) ( | "lﬂ +1)2 L2
|z —y[>7* )
_ 1pey
-yt

tomando v, = 7* = 1 se cumple (4.13]) referente a la condicién de estudio del kernel, por
lo cual w € V(Q U Q). Asi, hemos demostrado que |||u||| = 0 pero u # 0 y por tanto ||| - |||

es seminorma en V(U Q).
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Por otro lado, ||| - ||| es norma en V(2 U ). Faltaria demostrar que si u € V(2 U Q) tal

que |||u]|] = 0 entonces u(z) = 0, para todo = € Q7. En efecto,

_1 u —ux2 X Tr =
=5 [ ) )y dy e =0

entonces

(u(y) — u(@))*y(w,y) =0 para todo z,y € QU

lo que implica que

(u(y) — u(x))2 =0 paratodox,y€ QU

y asi
u(y) = u(x) para todoz,y € QU Q.
SiyeQr
u(y) = u(x) =0 para todo z € Q.
Por lo tanto u =0y ||| - ||| es norma en V,.(Q U Q).

Ahora pasaremos a demostrar que el espacio no local de energia V(2 U ;) es equivalente
al espacio de Sobolev fraccionario H*(Q2 U Q). Esto implica que V(22U Q;) es un espacio de

Hilbert equipado con la norma ||| - |||. En particular, tenemos que
Cillull s @uayy < llulll < C*llullgs@ue,)  para todo u € V(U Q)

con C, y C* dos constantes positivas. Como consecuencia, cualquier resultado obtenido bajo la
norma de energfa ||| - ||| puede ser visto como un resultado que involucra la norma || - || s (uo,)-

Ademds la norma de energia ||| - ||| satisface la desigualdad no local de Poincaré
lullzuen < Colllulll - para todo u € Va(@ U ;).
Lema 6. Sea v una funcion que satisface , Y . Entonces
[ulfrquay < 200 llalll? + 412 U Qule™ 2 |lul| 22 guq)

Demostracion. Consideremos la seminorma de Gagliardo y utilicemos una bola de radio € con
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centroen x € QU Q. Asi

u(z)[?
dy dx
H (QUQI /;ZUQ[ /;ZUQ[ ‘y - x‘d+28
2 N 2
- / M)(Ly@+/ uly) ~ (@) ) g,
QU QUQI)OBS(x) ly — | QU \B: (z) ly — |
_ 2
/ / u(y) Z(wﬂ dy dz
aue; J(QuennB. (@) !y - 90’ °

/ / — Ziz)‘Q dy dzx. (4.20)
Que; Joua\B.(z) |y—:v| s

Luego, multiplicamos (4.13)) por (u(y) — u(z))?, obteniendo

(u(y) — u(@))*y* (u(y) —u(@)*re

v 2
|y — £U|n+25 < (U(y) - U(l’)) ")/(.Z',y) < ’y — $|n+25

Trabajamos solamente con la desigualdad de la izquierda. Utilizamos (4.5 y la definicién de la

norma |||ul|| con lo cual

u —UJZQ
B < ) ) - w(@)Pe) = () D (D ) = 20°) P

por tanto
/ / y>—1;<j;>| dy dz < 2(v*) ™| |ul]2. (4.21)
QU J(QUQNB:(z) ly —
Por otro lado, dado que en el segundo término de (4.20) y € B:(x) tenemos que |y — x| > &, més
1
ain m < 5_(d+28) por tanto

u(a)|? w [ 2
dydx<a 5 u(y) —u(x))” dy dx
/szum /QUQI\BE() Iy—x|d+25 ey Jove s )( (y) — u(z))
d+23)/ / (2))® dy di

QU QUQ]
—(d+2s) / / ((u(y)) +(u($))2) dy dr

QU JouQ;

=2f““$</ Iz oy dz
QUQ;

+/ ||UH%2(QUQI) dy)
QU

— 9o (d+2s) (2|Q U Qg HuII%Q(QUQI))

= 4e= 2N U Q| ullF2qua,)- (4.22)

106



Por 1ltimo, sumamos (4.21)) con (4.22)) y sustituimos en (4.20)) obteniendo asi el resultado desea-
do. O

Lema 7. Sea v una funcion que satisface (4.9)), (4.11)) v (4.13). Entonces
ull[* < lul e oy

Demostracion. Tomemos la desigualdad del lado derecho de (4.13)), multipliquemos por (u(y) —

u(z))? e integremos respecto a y y x con lo cual

/QUQI /QUQI (U(y) ( )) ,Y( ’y) Ay e = /QUQI /QUQ] ’y - $’d+28 dy d

por lo tanto obtenemos

2 2
ulll” < 7w g (oua,)-
O
Lema 8 (Desigualdad no local de Poincaré). Sea v una funcion que satisface (4.9)), (4.11) y
(4.13). Entonces, existe una constante positiva C tal que

lull72(0ue,) < ClHlulll?

para todo u € Vo (QU Q).

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que el resultado es falso, es

decir, para todo ¢ > 0, existe v, € V(2 U Q) tal que

||UC||%2(QUQI) > o[

En particular, para ¢ = k% € N, existe vy, € V.(QU Q) tal que

o172 (@uay) > K2 Hlvelll*: (4.23)

Uk
Sea uyp = , entonces

vkl 22Quas)

Vi -1

L2(QUQ)

Uk L2(QUQ =W
uellzz@uen = |1 oo
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y por (4.23)), como vy, = ||vg | L2(Qua,)uk, tenemos que

2 2 2
orllz2uenun | 2o,y > & IHIvEl L2 @uayy s Il

de donde
”kaQL?(QLJQI)Huk”%Q(QLJQI) > k2”vk||%2(QuQ,)|HUI<:|H2,

simplificando obtenemos

1= el 0y > Kllull 2,

lo que implica que
1

—. 4.24
il < (424)

Por otro lado, el Lema [6] nos dice que
[wr)trs ey < 207 Hlukll]? + 4192 U Qule™ 2 ug |72 qun,)
sumando Huk”%ﬂ(ﬂum) en ambos lados obtenemos
lurl729ug,) + urlfs @uay) < 200°) ™ llugl[]” + <4|Q U Qe (42) 4 1) k7200,
de donde, por (4.24) y la definicién de || - || zs(ua,) tenemos que
2 2, -1 —(d+2s)
[urllzs uay) < %(’7 ) +H4QU Qe + 1
como % — 0 cuando k — oo, entonces
ull s g,y < AU QL@ 41,

Esto implica que la sucesion {uy}7°, es acotada en H*(Q2U Q). Como H*(2U Q) es reflexivo
(ver Teorema , por el teorema de Eberlein—gmulian, existen una subsucesién {ukj };’;’1 -
{ug}pe, v @ € H*(QUQ) tal que u, — @ en H*(QUQ ). Por la inmersién compacta
H5(QU Q) — L*(Q U Qp), la sucesion {uy, } converge fuertemente en L*(Q U ;) hacia @ ya que

la imagen bajo un operador compacto de una sucesién débilmente convergente es fuertemente
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convergente. Asi

ug; — U en LA QU Q).

Podemos asumir (tomando una subsucesién de ser necesario) que ug;, — @ c.t.p.z € H¥(QU ).

Miés atin con [lug;||12(qua,) = 1, tenemos que ||| 72quo,) = 1. Por tanto

(i, () — wn; () V() = (@ly) — a(x)* (2, y) ctp. (z,y) € QUQ x QUQY.

Con esto
2 1
/ / (ukj (y) — Uk, (3?)) Y(z,y) dy dx = \HUijHZ < =,

QUQI QUQ] :

entonces
2

sup/ / (Uk]- (y) — Uk (x)) Yz, y) dy dz <1 < oo,

JeN JauQ, JauQy
y

(uk, () = un, (2))” () = 0

para todo (z,y) € QU Qr x QU Q. Hemos verificado las hipétesis del Lema de Fatou. Por ende

tenemos que

L[ )~ a@)* st dy de < timint [y () = g (00)* 2 (e10) dy d
Qu; Jaua, QuQ; Jau;

J—00

es decir,

1l < lm inf |[uy, ||
J]—00

1 ,
pero, por (4.24), [[juk, ||l < -~ v asf
J

0 < lminf |[Jug,|[| < Hm [[|ug,]|] = 0.
Jj—o0 Jj—r00
Entonces
o inf ||, || = Hn |[fu ]| = 0.
Jj—o0 Jj—o0
Asi

0 < [l[all[* < lm {[fug, || = 0
j—o0
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por lo cual

llall]* = lm [Jug,[[[* = 0.
j—o0

y por lo tanto

/ / (a(y) — a(x))* y(z,y)dyde = 0
QuUOs JQUQ

lo que implica que @(y) = u(z) c.t.p. (x,y) € QUQr x QU Q. Ahora, esto significa que @ es
constante. Como u € V.(QU Qy) v E.(a) = 0, entonces u(z) =0 c.t.p. x € , es decir, & = 0 lo

que es absurdo ya que ||| 2(qua,) = 1 # 0. Por lo tanto se concluye la demostracién. O
Teorema 35. Sea v una funcion que satisface (4.9), (4.11) y (4.13). Entonces,
Cillull g uay) < lllulll < C*llull i uey)

para todo u € V.(QUQy), donde Cs es una constante positiva que satisface C72 = [2(y*)~! +
C4|QU Qe @29 4 1)] y C* =, /7.

Demostracion. Utilizamos el resultado del Lema |6, sumamos ||ul|?, en ambos lados de la
L (QUQ[)

desigualdad y haciendo uso de definicién de || - || s (oua,) obtenemos
lullFreunyy < 267) 7 Il + (412U Qrle™ 2+ 1) lullF2 quay)-
Usando la desigualdad no local de Poincaré, se sigue que

el Frouay < 205 M Il + (412U Qe @2 + 1)C||full .

Tomamos C2 = [2(v*)~! 4+ C(4|Q U Qg|e~(4+2%) 4 1)]1, asi obtenemos
ullFrsuay) < O lllull®

de donde

Cillull g uay) < [llull]- (4.25)

Por otro lado, como

[u] s (uay) < [u]%IS(QUQI) + HUH%z(QuQ,) = HUHJ%IS(QUQI)’
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por el Lema [7] tenemos que

[|Jul]|* < ’Y*[Uﬁ{s(gug,) < V*HUH%{S(QUQI)

entonces, tomando C* = /7, obtenemos
ulll < C*flull s @uay)- (4.26)

De (4.25)) y (4.26) concluimos que
Cullull s (uay) < llulll < C*llullgsuay)  para todo w € Ve(Q2U Q)

como se queria demostrar. ]

4.6. Formulaciones variacionales

En esta tultima seccién del trabajo realizaremos las formulaciones variaciones del problema
eliptico no local

—Lu=f en()

bajo condiciones de volumen de Dirichlet y Neumann, y demostraremos existencia y unicidad
de soluciones débiles en ambos casos. Luego, realizaremos las formulaciones variaciones del pro-

blema parabdlico no local

ut—ﬁu:f en QT
u=g¢g sobre Qx {t=0}

bajo condiciones de volumen de Dirichlet y Neumann. Los casos que involucran condiciones de
volumen de Robin no se incluirdn debido a que se utiliza teoria de traza no local y teoremas
de aproximaciones no locales, los cuales son temas que no se incluyen en este trabajo. Las
demostraciones de existencia y unicidad de soluciones débiles para el problema parabdlico no
local bajo las condiciones de volumen de Dirichlet y Neumann se incluyen en el proyecto de
investigacion PIJ 15-22 (ver [17]) y por tanto son temas que tampoco se incluirdn en este

trabajo.
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Para esto consideremos, como en la anterior parte, 2 un subconjunto abierto y acotado de R"
con frontera suave a trozos, Q7 = Q x [0, T] para algun tiempo fijo T >0y Q= {y e R\ Q:
afx,y) # 0, para algiin z € Q} un dominio de interaccién de © con a(z,y) : R* x R" — RF
una funcién antisimétrica (es decir, a(x,y) = —a(y, x)). Ademds consideremos u :  — R una

funcién desconocida y £ el operador no local en funcién de u(z) definido como

Lu(z) := —D(D*u)(x) = 2/ (u(y) — u(z))y(z,y) dy para todo z € R"

n

donde y(z,y) : © x © — R es una funcién simétrica no negativa (es decir, y(z,y) = v(y, x)) con

v(x,y) = a(x,y)-a(x,y), D : R™ — R el operador no local de divergencia, el cual estd dado por

D)@ = [ (vl +vlpa))ale.g) dy paraz € R,

con v(z,y) : R x R® — R*. El operador adjunto D* : R™ x R" — R™ definido de la siguiente

manera

D*(u)(z,y) = —(u(y) — w(z))a(z,y) paraz,yeR",

y por tltimo el operador no local de interaccién N (v) : Q5 — R sobre v definido como

Nw)(z) = — /QUQ (v(z,y) + v(y,2)) - a(z,y) dy para todo z € Q.

4.6.1. Caso eliptico
Para este caso es necesario dar a conocer ciertos elementos. Definamos V() como el espacio

dual de V(2 U ) equipado con la norma

fvdx
ey = sup  Hefvdel
veviauar)e-o [V, uan)

y el espacio de traza de volumen V(QI) = { v eV(QuU QI)} dotado de la norma

“‘Q,

gl Q) T inf [H[ol]l-
Q1)
veV (QUQI),v‘QI:g
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Condicién de Dirichlet

Consideremos el problema eliptico no local con condiciones de Dirichlet

(P1) —Lu=f en

u=g¢g sobre .

Sea i € V(QUQ) tal que @ = g en Q;, ademds f € V/(Q) y g € V(Q) tal que u = g para

z € Q7. Tomemos w = u — U, entonces
—L(w+a)=DD"(w+u)=f

de donde
DD*w = f — DD*a.

Tomemos f := f — DD*ii, el problema (P1) se convierte en

— DD*w=f en Q
(P1)
w=0 sobre .

Ahora tomemos v € V.(Q U ) definido en (4.19)), entonces

/ (DD*w)v dx = / fv dz
QUQ QU

haciendo uso del Corolario 2l tenemos

/ (DD*w)v dx = / / D*(v)D*(w) dx dy + / vN(D*w) dx
QUQ] QUQ] QUQ] Q]

= / / D*(v)D*(w) dzx dy
Que; Jau,

por lo que el problema (P1) se formula variacionalmente como: Dado f € V/(Q) y g € V(€),

hallar w(z) € Vo(2U Q) tal que w =0 paraz € Qy y

/ / D*(v)D*(w) dx dy = / fvdz para todo v € V,(QU Q).
QU J QU QU

A la funcién v = w + @ se la llama solucién débil del problema (P1).

113



Observaciéon 8. En el caso local, el problema (ﬁl) es analogo al problema

—Au=f en
u=0 sobre 01,

y se formula variacionalmente como: Dado f € L*(Q), hallar u € H}(Q) tal que u =0y
/ Vu-Vouder = / fvdz para todo v € H(Q).
Q Q
Por otro lado, de la formulacién variacional del problema (]31) definamos

a:%(QUQI)X%(QUQI)—)R

(v,w) — a(v,w) = / / (w) dz dy
QU JQUOQ T
y
e:Ve(QUQ) — R
v— p(v) = / fu dz
QuUQ;
tal que

a(v,w) = ¢(v).

Demostremos la existencia y unicidad de las soluciones débiles del problema (P1) mediante

el siguiente teorema.
Teorema 36. El problema (P1) tiene solucidn débil inica.

Demostracién. Sabemos que el problema (1?1) es equivalente al problema (P1), por tanto asu-
miremos la ecuacién

a(v,w) = p(v) paratodowv € V.(QUQy)

antes descrita. Demostremos que a(v,w) es continua. Asi, utilizando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz y (4.16) tenemos

/ / (w) dx dy

QU JQUQ

<[ ]I w) do dy
QU JQUQS
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1/2 1/2
(L L o) (L, [ v
QU JOQUQ T QUQ JOQUQ T

=V2|llll[vV2llwlll = 21| [[lwl]]

A continuacién demostremos que a(v,v) es coerciva. En efecto,

alv,0) = / / D*(0)D* (v) dar dy = 2]]o]]]>.
QuQ; Jaua;

Entonces, por el teorema de Lax-Milgram existe una tnica solucién débil w € V.(2U Q) tal
que

a(v,w) = p(v) para todowv € V.(QU Q).

Observacién 9. La solucién del problema (P1) satisface

il < € (1 ey + Il

con1§C~'<oo.Paras<%,C~':1.

De la formulacién variacional del problema (]71), y como f := f — DD*@ con f € VI(Q),

tenemos

/QUQI /Qum v)D*(w) dz dy_/QuQI fo da;—/fv d;c—/sml /gml (@) D*(v) dz dy.

En particular, trabajaremos con la parte derecha de la anterior ecuacién y utilizaremos la de-

sigualdad |||z|]| < CHQHV(QI) con g € V(Q;) y C una constante positiva para obtener

/QUQI fudz| = /va d:n—/QUQI /QUQI D*()D*(v) dx dy‘
< [irolan [ B i D@D )] de dy

< 1 F vy ol -+ 2[[[all] [l

< ¢ (Ifllvasy + lgllg ) ) el

3Esta desigualdad se da por el hecho de que el espacio V (£2;) es equivalente al espacio H*(§2;) y por el estudio
de traza no local, el cual es un tema que no se incluye en este trabajo por lo que asumimos la existencia de esta
des1gualdad Para tener una idea de su construccién, para s < = podemos tomar @ = 0 en €2 entonces C' = 1.
Para s > 3 L podemos utilizar el hecho de que las funciones en H S(Q) tienen trazas bien definidas en la frontera de
) con lo que se construye la funcién @ con las propiedades deseadas.
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ademas

/ Fo d| < / (ol dz = || Fllvsausp ol
QUQ QU

de donde

IFlvz@onn < € (Ifllve + lglpy)) -

Por otro lado, haciendo uso de la continuidad de a(-,-) y la formulacién variacional de (ﬁi)

tenemos que

2|||wl||* = a(w, w) = / fw dz < || flvzauan lllwl]
QU

por lo cual

1. -
lwlll < SIflvzuar)-

Asi, como w = u — @ obtenemos

lalll = 1all < € (17 hvzce + sl oy )

méas aun, haciendo uso de la desigualdad |||al|| < C|| g||‘~/(QI) concluimos que

lhalll < il + € (17 lvzcen + lollcan

<& (Ifllvaey + lalay)

con C' una constante positiva.

Condiciéon de Neumann

Consideremos el problema eliptico no local con condiciones de Neumann

—Lu=f en
(P2) N(D*u) =g sobre €

/ u(z) dz = 0.
QUQ

Para este tipo de condicién supondremos que €25 es acotado, y tomaremos E.(u) = / u(x) dx
QuUQ;

para todo u € V(2U Q). E. es lineal trivialmente. Demostremos que E. es continuo. En efecto,

|Ee(u)] =

/ u(x) dz| < / ()] dz = 21 ey
QU QU
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Como QU Q; es acotado se tiene la inmersién continua
L2 QU Q) — LY(QuQp).
En particular, existe una constante C' positiva tal que

lull 21 @uar) < Cllullrzua;)-
Entonces
|Ee(u)] < Cllull r2iauay) < C (llulll + llull L2uay)) -

Ahora, si u es constante y E.(u) = 0. demostremos que v = 0. En efecto, como u es constante,

tomemos u(z) = c c.t.p. x € QU Q. Luego

O:/ u(:c)da::/ Cdx:c/ dx = c|Q U Q|
QUQ; QUQ; QuUQ;

pero Q C QU Qy, por lo cual 0 < |Q] < |QU Q;|. Entonces, necesariamente ¢ = 0y asi u = 0. A

continuacién procedemos a definir el espacio a ser utilizado para el problema (P2):

V.(QUQ) = {v eV(QUQ) : /Q v(x) de = o} . (4.27)

uQ g

Para la formulacién variacional de (P2) supongamos que f € V/(QUQ;), g € V(Q[) y v €

Ve(©Q U Q7). Entonces utilizando la definicién del operador £ tenemos

/ —(Lu)v dx = / (DD*u) dx = / fv dx,
QU QU QU

utilizando el Corolario 2] obtenemos

/ (DD*u) dx = / / (D*u)(D*v) dx dy +/ oN(D*u) dx
QUQ[ QUQ[ QUQ[ Q[

= / / (D*u)(D*v) dx dy —i—/ vg dz.
QU J QU Qr

Por tanto el problema (P2) se formula variacionalmente como: Dado f € V/(QU Q) y g € V(Q)
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hallar u € V(Q U Q) tal que N(D*u) =0y

/ / (D*u)(D*v) dx dy = / fodr — / vg dr para todov € V.(QU Q). (4.28)
QU JQUQ QU Qr

A la funcién u se la llama solucién débil del problema (P2).

Observacién 10. En el caso local, el problema (P2) es andlogo a

—Au=f en
% =g sobre 01}
Joudz =0,

y se formula variacionalmente como: Dado f € L?(Q) y g € L?(2), hallar u € H}(Q) tal que
Gu—ygy

/Vu'Vvdm:/fvdm—i—/ gv do  para todov € H(R),
Q Q onN

donde H}(€) es un espacio de Hilbert y se define como

H}(Q) = {u € HY(Q): /Qudz = o}.

Por otro lado, de la formulacién variacional del problema (P2) definamos

a:‘/C(QUQ[) X%(QUQ[)%R

(u,v) — a(u,v) = /QUQI /QUQI D*(u)D*(v) dx dy

gO:VC(QUQ[)—>R

vb—><p(v):/ fvdx—/ vg dz.
QU Qr

Con esto, (4.28]) puede reescribirse como

a(u,v) = p(u) para todov € V.(QU Q).

Demostremos la existencia y unicidad de las soluciones débiles del problema (P2) mediante el
siguiente teorema.
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Teorema 37. El problema (P2) tiene solucion débil inica.

Demostracion. Claramente a(-,-) es bilineal. Demostremos que a(u,v) es continua. En efecto,

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

/QUQ] /QUQ] D*(u)D*(v) dx dy'

< / / D" (vw)|| D* ()] de dy
QU JQUOQ

1/2 1/2
o Lot ([ )
QU JQUQS QU JQUQS

=V2|llulllV210lll = 2ll[ull] []v]]]

a(u,v)| =

A continuacién demostremos que a(u,u) es coerciva. En efecto,

alu,u) = / / D* (u)D* (u) dz dy = 2| lull]>.
QU JQUOQ

Por otro lado, ¢ es claramente lineal. Demostremos que ¢ es continuo, para esto utilizaremos la

desigualdad no local de Poincaré

/ fu dw—/ ug dx
QUQ Qr

<[ Apaldot [ ugl ds
QUQ[ QI

< HfHVC’(QUQI)HUHLQ(Q) + ”9||L2(QI)HU||L2(Q)
< Gyl flveuan Il + Colllgll| [1]ull]

< (Gollfllvzauany + Colllgl Il

lp(u)| =

donde C), es la constante de Poincaré. Entonces, por el Teorema de Lax-Milgram existe una

unica solucién débil u € V(2 U Q) tal que

a(u,v) = p(u) para todowv € V.(QU Q).
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4.6.2. Caso parabdlico

En esta parte nos centraremos en estudiar las formulaciones variacionales del problema pa-
rabdlico no local antes mencionado tomando en cuenta las condiciones de volumen de Dirichlet
y Neumann. En este caso no demostraremos existencia y unicidad de los problemas dado que
esto sobrepasa el objetivo de este trabajo de titulacion. Recordemos que consideramos ) un
subconjunto abierto y acotado de R™ con frontera suave a trozos, Qr = Q x [0,T] para algin

tiempo fijo T > 0.

Condicién de Dirichlet

Consideremos el problema parabdlico no local con condiciones de Dirichlet

ug—Lu=f en Qp
(P3) u=0 sobre Qj x[0,T]
u=g¢g sobre Qx{t=0}.

Sea v € V.(QUQ;) definido en ([#.19) y supongamos que g € L*(Q) y f € L*(0,T; L*(2)). Ahora

/ (ug)v dz + / (=Lu)v dx = / fvdx
QU QU QU

de donde

d d
uvda::/ Os(uv dwz/ uv dr = —(u,v ,
| wovdr= [ aumar=g [ < () z2(00m)

utilizando la definicion del operador £ y el Corolario [2| tenemos

/QUQI(—ﬁu)v dx = / (D*(Du))v dx

QUQ

= / / (D*u)(D*v) dx dy +/ vN(D*u) dx
QuUQ; JQUQy Qr

= / / (D*u)(D*v) dx dy.
ouq; Jaue,

Entonces la forma bilineal asociada a este problema es

Blu(t),v;t] = / / (D*u(t))(D*v) dx dy  c.t.p.t €[0,T].
QU JQUQ
Por tanto el problema (P3) se formula variacionalmente como: Dado f € L2(0,T;L?()) y
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g € L*(Q), hallar u € L2(0,T; V.(QU Qr)) tal que u(t) =0 c.t.p. t € [0,T] y

%(u(t)vv)ﬂ(ﬂum) + Blu(t),v;t] = (f(t),v)r20u0))

(w(0,v))r2(uay) = (9,V)r2(ua,)  Ppara todo v € Ve (2U €Y).

Observacion 11. En el caso local, el problema (P3) es andlogo al problema

u—Au=7f en Qp
u=0 sobre 09 x[0,T]
u=g sobre Qx {t=0},

y se formula variacionalmente como: Dado f € L?(0,T;L*(Q)) y g € L*(Q), hallar u €

L*(0,T; H}(Q)) tal que u = 0 y para c.t.p. t € [0,T]

E(u(t),v)2(0) + Jo Vult) v de = (f(t),v)120)

(u(0,v)) r2(0) = (9, V) 12(0) para todo v € H}(Q).

Condiciéon de Neumann

Consideremos el problema parabdlico no local con condiciones de Neumann

Uy — Lu = f e1n QT
N(D*u) =0 sobre Q x[0,7]

(P4)
u=g sobre Q x {t=0}

/ u(z,t)dr =0 c.t.p.te(0,T].
\ QU

Tomemos en cuenta la formulacién de los problemas parabdlicos no locales con condiciones de
Neumann descritos en ([4.27). Sea v € V.(Q U Q) definido en [4], y supongamos que Q; es
acotado, g € Vo(QU Q) v f € L20,T; V/()). Ademés u(z,t) := u(t)(z) y u(t) € Vo(QUQy)
c.t.p. t € [0,T), es decir, u € L2(0,T; V.(Q2UQy)). Ahora

/Qum (ue(t))v da + /Q o (— Lu(t))v do = / f(t)v da,

QuUQ;

de donde

/QUQI (u(t))v da = / O (u(t)v) do = pn /QUQI u(t)v de = %(u(t)’v)LZ(QUQI)'

QU
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Utilizando la definicion del operador L y el Corolario [2| tenemos

QU

— /QUQI /Qum (D*u(t))(D*v) dz dy+/ N (D*u(t)) dx

Qr
_ /Q N /Q |, (D) (D) dz

/QUQI(—ﬁu(t))v dx:/ (D" Du(t))0 do

asi

d
%(u(t),v)m(mm[) + /QUQI /QUQ, (D*u(t))(D*v) dz dy = /QUQI f(t)v dz.

La forma bilineal asociada a este problema es

Blu(t),v;t] = /QuQ /QuQ (D*u(t))(D*v) dz dy c.t.p.t €[0,T7.

Por tanto el problema (P4) se formula variacionalmente como: Dado f € L2(0,T;V!()) y

g € Ve(QUQy), hallar u € L2(0,T; V.(QU Q) tal que N(D*u) =0y

%(u(t)ﬂ})LQ(QLJQI) + Blu(t),v;t] = (f(t), U)LQ(QUQI)
(u(0,v))r2() = (9,v)2(0) para todo v € Ve(QU Q).

Observacién 12. En el caso local, el problema (P4) es anédlogo a

(

ur—Au=f en Qp

% =0 sobre 09 x [0,T]

u=g sobre 90 x {t=0}

/ w(z,t) de =0 c.t.p.t€0,7],
U

y se formula variacionalmente como: Dado f € L?(0,T;L*(Q)) y g € L*(Q), hallar u € H}()

tal que % =0y para c.t.p. t € [0, 7]

d
g (u(t),fu)LQ(Q) + /Q Vu(t) - Vv dr = /Qf(t)v dx para todo v € Hj(Q)

donde H!(€) es un espacio de Hilbert y se define como

HYQ) := {vEHl(Q):/v(x) dx:()}.

Q
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