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Resumen

Veremos la equivalencia que tienen los espacios finitos preordenados (posets)
con un espacio topoldgico T finito. Usaremos esta equivalencia para definir con-
ceptos topoldgicos en los posets. Aprovecharemos la estructura combinatoria de un
conjunto preordenado, para encontrar operaciones andlogas a las definidas en va-
riedades topoldgicas. Asi mismo, definiremos equivalencias homotdpicas entre es-
pacios finitos y encontraremos ciertos puntos beat points que al elimarlos de nuestro
espacio finito, estas nuevas estructuras libres de beat points preservan la homotopia
del espacio original. Haciendo uso del espacio clasificador K(X) de un espacio finito,
encontraremos una equivalencia entre X y una variedad topolégica M". Finalmente,
generalizaremos algunas ideas introducidas para posets en estructuras binarias con

una relacion tinicamente reflexiva.



Abstract

We will define the equivalence between finite preordered sets (posets) and finite
Tp topological spaces. We will use this equivalence to define topological concepts on
posets and use the combinatorial structure of the poset to find analogous operations
of the ones defined for manifolds. Likewise, we will define homotopy equivalences
between finite spaces and we find certain points beat points such that when we re-
move then from our original space it preserves the homotopy of the original space.
By using the classifier space K(X) of a finite space, we find a equivalence between
X and a manifold M". Finally, we find a generalization of some ideas intruduced for

posets on binary reflexive structures.



Capitulo 1

Preliminares de Topologia General

En el presente capitulo recordaremos los conceptos fundamentales de topologia

general y algunos de sus resultados mds importantes.

DEFINICION 1.1 (Espacio Topolégico). Para un conjunto no vacio X, una topologia
sobre X es T C P(X) tal que:

1. X,0eT.

2. Dada una familia {A, € T : « € T}, entonces

JAxeT.

ael

3. Dados Ay, Ay € T, entonces

AiNA, €T.
El par (X, T) es llamado espacio topoldgico y los conjuntos A € T se los denomina
abiertos de X.
OBSERVACION. La Propiedad 3 se puede extender por induccién para una familia
A1, Ay, -+, Ay es decir, dados Ay, Ay, - -+, Ay € T, se tiene que
n
m A eT
i=1

paran € IN.

DEFINICION 1.2. (Conjunto Cerrado) Sean (X, 7 ) un espacio topolégicoy A C X,

el conjunto A se dice que es cerrado si

AC e T..



Asi, por medio de las propiedades del complemento de un conjunto, podemos
definir todos los conceptos asociados a un espacio topoldgico a través de los conjun-
tos cerrados.

Para introducir una topologia en un conjunto, no siempre es necesario describir
todos sus conjuntos abiertos; en lugar de ello, podemos hacerlo a traves de ciertos

conjuntos especiales en la topologia.

DEFINICION 1.3 (Bases). Sea (X, T') un espacio topoldgico, un conjunto B C T es
una base para la topologia T si para todo A € T se tiene que

A= |JB

BeB

OBSERVACION.

1. Los conjuntos B € B son llamados abiertos basicos de la topologia 7.

2. Si B es una base de 7, diremos que B genera la topologia 7, o que 7 es la
topologia generada por B.

PROPOSICION 1.1 (Caracterizacién de Base). Sea B C T. La Familia B es una base
de T siy solo si:

1. X = U By
BeB

2. para todo By, By € B, six € B; N By, entonces existe B € B tal que:

x€BCBiNB;

La demostracion de esta proposicion se puede encontrar en [5, Cap.1].

DEFINICION 1.4 (Vecindad de un punto). Sean (X, T) un espacio topolégicoy x € X
un elemento del espacio, una vecindad de x es un conjunto Vy tal que

U e T talquex € U; y
uc V.
OBSERVACION.

1. El conjunto Vy no es necesariamente abierto. Si V, una vecindad de x es un

conjunto abierto; llamaremos a V una vecindad abierta.

2. De ahora en adelante, haremos uso tinicamente de vecindades abiertas cuando

nos refiramos a vecindad.



Uno de los conceptos mds importantes en la Topologia es el de la continuidad de
funciones entre espacios topoldgicos; ya que este nos permite definir un morfismo

entre espacios.

DEFINICION 1.5. (Continuidad de Funciones) Sean (X, 7x) e (Y,7Ty,) dos espacios
topoldgicos, la funcién f : X — Y es continua si para todo U € Ty, se tiene que:

fHU) € T.

Es decir, f es continua si la imagen inversa de los conjuntos abiertos de Y son abier-

tosen X

PROPOSICION 1.2. Sean (X, 7x), (Y, Ty,), (Z, T:) espacios topolégicos. Si f : X — Y
y § : Y — Z son funciones continuas, entonces

(gof): X —Z
es una funcién continua.

Demostracion. Sea A € T,; debemos mostrar que

(go /) HA) € Ts.
Como A € 7T, por continuidad de g se tiene que

g H(A) eTy,

Luego por continuidad de f, tenemos que

fHg7H(A) € T
Se tiene también que

(8o f) (A =f g (A)eT
O

TEOREMA 1.3. Sean (X, 7 ), (Y, T) espacios topolégicos y f : X — Y. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. f es continua.
2. Sea B una base de Ty, para cualquier B € BB, entonces f "1(B) € T;.

3. paratodo A C X

f(A) C f(A).

5



4. paratodoB C Y
f71(B) € f71(B).

La demostracion del Teorema 1.3 puede ser encontrada en [5, Cap.2].

DEFINICION 1.6. (Funcién abierta) Sea f : X — Y una funcién entre espacios topo-

légicos, la funcién f es abierta si para todo A abierto de X, se tiene que
f(A) es abierto de Y.

DEFINICION 1.7. (Funcién cerrada) Sea f : X — Y una funcion entre espacios topo-
l6gicos, la funcion f es cerrada si para todo A cerrado de X, se tiene que

f(A) es cerrado deY.

Por medio de la continuidad de funciones, podemos hacer distincién entre dis-

tintos espacios topolégicos; para ello, haremos uso del siguiente concepto.

DEFINICION 1.8. (Homeomorfismo) Sean (X, T) e (Y, T,) dos espacios topoldgicos,
la funcién f : X — Y es un homeomorfismo si:

e f es continua,
e f es biyectiva,
e ! escontinua.

Si existe un homeomorfismo entre X e Y, se dice que los espacios son homeomorfos

y se denotard
XYy

El homeomortismo entre espacios topoldgicos induce una relacion de equivalencia,
por lo tanto, dos espacios topolégicos homeomorfos tienen las mismas propiedades
topolégicas, tales como compacidad, conexidad, conexidad por caminos, separabi-
lidad, etc.

TEOREMA 1.4. Sea f : X — Y una funcion biyectiva. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. f es un homeomortismo.
2. f es continua y abierta.
3. f es continua y cerrada.

4. f(A) = f(A), paratodo A C X.



La demostracién del Teorema 1.4 puede ser encontrada en [5, Cap.3].

DEFINICION 1.9 (Homeomorfismo local). Sea f : X — Y, f es un homeomorfismo
local si para todo x € X existe Vy vecindad de x tal que f(Vy) = U es abiertoenY y

flv, : Vx = U es un homeomorfismo.

PROPOSICION 1.5. 5i f : X — Y es un homeomorfismo, entonces f : X — Y es un

homeomorfismo local.

Demostracion. Sean x € X'y Vy C X una vecindad de x. Se tiene que f(Vy) = U € 7T,

ya que f es un homeomorfismo.

Debemos mostrar ahora que f|y, : Vy — U es un homeomorfismo. Luego como
f es continua y Vy € 7 se tiene que la funcién f|y, es continua. De manera anédloga

al razonamiento anterior se muestra que f ~!|;; es continua. [

Con la ayuda de técnicas que surgen de la geometria tales como “cortar y pegar”,
podemos construir superficies tales como el Toro, la Banda Mobius, la Botella de Klein,
etc. La formalizaciéon de estas construcciones hace uso del concepto de topologia

cociente.

DEFINICION 1.10 (Topologia Cociente). Sean (X, Tx) un espacio topolégico, Y un
conjuntono vacioy f : X — Y una funcién sobreyectiva. Definimos en'Y la siguiente
topologia:

Tr={VcY:f(V)e T}

Tr se denomina topologia cociente en Y inducida por f.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de espacios dotados de la topo-

logia cociente y su representacién plana.

DEFINICION 1.11 (Representacién plana). Decimos que (G, R) es representacion
plana de un espacio topolégico X; donde G C R? y R es una relacién de equivalen-

cia definida en G. Ademads se tiene que
G/R es homeomorfo a X.

Gréficamente representaremos la relacion de equivalencia por medio de flechas y

puntos en la frontera de G.

EJEMPLO 1. Circulo (S')

Sea I = [0, 1]; si definimos la relacion de equivalencia

~:={(0,1); (1,0)} U {(x,x) : x € (0,1)},

7



entonces la funcién
f: I — (I/~)

x — [x]
donde [x] = {y € I : y ~ x}, la funcién f es sobreyectiva y
[0,1]/ ~={[x] : x € [0,1]},

donde [0] = [1] = {0,1}, [x] = {x} para x # 0, x # 1. El homeomorfismo entre

I/ ~y S! esté definido de la siguiente manera

g: I/~ — &t
] = f(lx]) =™

En la siguiente figura podemos observar de manera gréfica la construccién de S! a

partir del intervalo I.

{0,1} = [1] = [0]

o

Figura 1.1: Construccién de S a partir de [

La nocién de clasificar un espacio por una relacién de equivalencia se puede ver
como la idea intuitiva de “cortar y pegar”, en este caso pegamos los puntos 0 y 1 en
I

EJEMPLO 2. Cilindro S! x I

En I x I podemos definir las siguientes equivalencias
(0,t) ~ (L, t)Vte Ly
(s,t) ~ (s,t)Vs € (0,1)¥t € I.
f: 2 — (I?/~)
(vy) — [(xy)]

la funcién f es sobreyectiva.

De aqui en adelante, no se definira de manera explicita el homeomorfismo entre

8



los espacios cocientes y los espacios topoldgicos, en lugar de ello veremos como
obtener un espacio topolégico a partir de su representacién plana; haciendo uso de

las propiedades geométricas de “cortar y pegar".

(0,1) (L1)
A A

a a

(0,0) (1,0)

Representacién plana de S* x I

Figura 1.2: Construccién del cilindro a partir de I 2

En la Representacion plana de nuestro espacio cociente las flechas nos indican en

que sentido debemos "pegar" las aristas.

EJEMPLO 3. Toro S! x S!
Podemos construir el toro de manera similar a como lo hicimos para el cilindro en

el Ejemplo 2, cocientando el cuadrado unidad I2.

\ S

B
>
b

1

Representacién plana de ' x S

Figura 1.3: Construccién del toro a partir de I



EJEMPLO 4. Banda de Mdbius M

A B
A 4 A
B A

Representacién plana de M

Figura 1.4: Construccién de la Banda de Mobius a partir de 12

EJEMPLO 5. Botella de Klein K

A 4 Ao

————pp ————o

A b

Representacién plana de K K

Figura 1.5: Construccién de la Botella de Klein a partir de I2

EJEMPLO 6. Esfera S?
Sea D! := {x,y € R : x> + y?> < 1} el disco unidad, podemos construir la esfera a
partir del disco, "pegando" todos los puntos del borde entre si.

10



. 2
representacién plana de S*

Figura 1.6: Construccién de la esfera a partir de D?

EJEMPLO 7. Plano proyectivo real RIP?

Para el plano proyectivo tinicamente podemos mostrar su representacién plana.

En general el espacio proyectivo RIP" se puede obtener al "pegar" los puntos

antipodales en la n-esfera S".

Figura 1.7: representacién plana de RIP?

Con ayuda del concepto de topologia cociente podemos definir las siguientes

operaciones.

DEFINICION 1.12 (Cono de un espacio). Sean (X, 7") un espacio topolégico e I =

11



[0,1]. El cono sobre X estd definido de la siguiente manera:
CX=(XxI)/~
donde (x,1) ~ (y,1) para todo x,y € X

DEFINICION 1.13 (Suspension de un espacio). Sean (X, 7) un espacio topolégico e
I = [0,1]. La suspensién sobre X estd definida de la siguiente manera:

S(X)=(Xx1I)/ ~
donde (x,0) ~ (y,0) y (x,1) ~ (y,1) para todo x,y € X

Sea S" = {x € R"™! : |x| = 1} la n-esfera, se tiene que la suspension de S" es

homeomorfa a una n + 1 esfera, es decir

§rtl e 5(s").

Uno de los conceptos fundamentales en la topologia es el de la conexidad. A
continuacién enunciaremos su definicién y algunas de las propiedades mds impor-

tantes.

DEFINICION 1.14 (Topologia discreta). Dado un conjunto X, se define la topologia

discreta en X de la siguiente manera
Tais = P(X).
Donde P(X) es el conjunto de partes de X.

DEFINICION 1.15 (Conexidad). Sea (X, T') un espacio topolégico no vacio, X se dice
conexo sino existen A, B € T tales que:

X=AUByANB=0.

TEOREMA 1.6. Sea (X, T) un espacio topol6gico. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:

1. X es conexo.
2. Los tnicos abiertos y cerrados en X son X y @.

3. No existe una funcién f : (X, T) — ({0,1}, T4s) continua y sobreyectiva.

Demostracién. Para demostrar la equivalencia de las proposiciones razonaremos por

reduccién al absurdo.

12



1. = 2.

Supongamos que existe A C X tal que A # @, A # X; abierto y cerrado,
entonces
X=AUA"

Lo cual contradice la hipétesis de que X es conexo, por lo tanto, no existe A C

X abierto y cerrado.

. Supongamos que existe f : (X,7) — ([0,1], 74s) continua y sobreyectiva,

entonces
X # f1({0}) £ 0

Luego f~1({0}) es abierto y cerrado. Lo cual contradice nuestra hipétesis ini-

cial, de que los tnicos abiertos y cerrados en X son X'y @.

. Razonaremos por la propiedad del contrarreciproco.

Supongamos que X no es conexo, es decir, X = AU B con A, B € T disjuntos.

Luego Ay B son cerrados, definimos x4 : X — {0,1} de la siguiente manera

(x) = 1 si xeA,
xa ]l 0 si xeB.

Se tiene que x,* () = @, x,'({0,1}) =X € T.
Xxa({0y)=BeT
A1) =AeT
Por lo tanto, x 4 es continua y sobreyectiva.

]

DEFINICION 1.16 (Camino). Sea (X, T) espacio topoldgico y sea [a,b] C R. Un ca-

mino en X es una funcién continua « : [a,b] — X.

Se dice que « es un camino de w(a) aa(b) .

OBSERVACIONES.

1.

2.

3.

4.

En la definicién de camino se puede reemplazar [a, b] por I = [0, 1].

Para todo x € X existe un camino de x a x (camino constante).

Si existe un camino a de x a y, entonces existe un camino de y a x.

Sean a, B : I — X tales que a(1) = B(0), definimos su composicién por:
xxpf:l—X

13



_){ a(2t)  teo,],
B(2t—1) te 1]

DEFINICION 1.17 (Conexidad por caminos). X se dice conexo por caminos o arco-

conexo si Vx,y € X, 3x caminode x a y.

DEFINICION 1.18 (Axiomas de separacion). A continuacién enunciamos algunos

axiomas de separacion que serdn de utilidad a lo largo del presente trabajo.

Espacio Ty: Un espacio topologico (X, T') se dice que es Ty o de Kolmogérov si para cual-
quier par de puntos x,y € X, conx # y, existe A € T talquex € Ayy ¢ A.

Espacio Ty: Un espacio topolégico (X, T) se dice que es Ty o de Fréchet si para cualquier
par de puntos x,y € X, con x # y existen A1, Ay € T tales que.

x€A,x¢g Ay
y € Ayy & Ay

Espacio T,: Un espacio topolégico (X, T') se dice que es T, o de Hausdorff si para cualquier
par de puntos x,y € X tales que x # y, existen A1, Ay € T tales que x € A,
y € Ap tales que A1 N Ay = Q.

14



Capitulo 2

Espacios Topoldgicos Finitos y Posets

2.1. Definiciones Basicas

DEFINICION 2.1 (Relacién de preorden). Dado un conjunto S, se dice que el conjunto
S estd dotado de una relacién de preorden si existe R C S x S, donde

e R esreflexiva; es decir,

Vx € S se tiene que (x, x) € R.

e R es transitiva; es decir,
Vx,y,z € S se tiene que
(x,y) e Ry (y,z) e R= (x,z) € R.
OBSERVACION. Si (x,y) € R C S x S, denotaremos como

x <y.

Se dice que un par de elementos x,y € S son comparables si:

x<yoy<x.

EJEMPLO 8. El conjunto de los enteros Z estd dotado de la siguiente relacion de
preorden
x,yE€Z,

x <y ssix|y.
Donde x|y significa que y es divisible para x.
DEFINICION 2.2 (Conjunto Preordenado Finito ). Sea S un conjunto finito, decimos
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que S es un conjunto preordenado finito si S estd dotado de una relacién de preor-
den ().

DEFINICION 2.3 (Espacio Topolégico Finito). Un espacio topolégico finito es un
espacio topolégico (X, T '), donde X es finito.

DEFINICION 2.4 (Conjunto abierto minimal Uy). Dado un espacio topolégico finito
(X,T) se define para cada x € X, el conjunto abierto minimal U, de la siguiente

manera:

Ax:{A€T|x€A},

U, := ﬂ A.
Ac Ay

El conjunto Uy es abierto ya que estd definido como la interseccion finita de conjun-

tos abiertos.

PROPOSICION 2.1. Los conjuntos U, constituyen una base para el espacio topolégi-
co (X, T).

Demostracion. Probaremos que el conjunto U := {U, : x € X} constituye una base
para 7.
1. Sea x € X, se tiene que existe Uy tal que x € Uy.
2. Sea x tal que x € Uy, N Uy, se tiene que existe Uy tal que Uy C U, N U, ya que
Uy es el abierto mds pequetio que contiene a x.
Por lo tanto, U = {Uy : x € X} es una base para la topologia 7. O

PROPOSICION 2.2. Sea BB una base de (X, T ) entonces U C B

Demostracién. Sea x € X debemos mostrar que para todo U, € U, se tiene que
Uy € B.

Como B es una base, existe B € B tal que x € B, el conjunto B es abierto; por lo
tanto, Uy, C B al ser Uy el abierto méas pequefio que contiene el elemento x; luego

como Uy es abierto se sigue que U, € B. [

PROPOSICION 2.3. Dado un espacio topolégico finito X, se puede definir un preor-
den de la siguiente manera:

xgysixeuy.

16



Demostracién. Vamos a mostrar que la relaciéon < definida anteriormente es efecti-

vamente una relaciéon de preorden.

o Reflexividad: Sea x € X, debemos mostrar que x < x.

Se tiene por definicién de Uy que x € Uy, es decir, x < x.

e Transitividad: Dados x,y € X, debemos mostrar que si x < yyy < z, entonces
x < z.

Por hipétesis, se tiene que x € U, y y € U, como y € Uy y al ser U, el abierto
maés pequefio que contiene a y, entonces U, C U, luego x € U, C U, por lo

tanto, x € U,; es decir, x < z.

]

PROPOSICION 2.4. Dado un conjunto preordenado finito X, se define una topologia
sobre X, que tiene como base el conjunto U := {U, : x € X}, donde

Uy ={yeX:y<ax}.
Demostracién. Vamos a mostrar que el conjunto U es una base.
1. Sea x € X, se tiene que existe U, tal que x € Uy, ya que x < x.
2. Sea x tal que x € U, N U;, debemos mostrar que existe U, tal que
x € Uy C UyNU;.
Como x € U, N U, se tiene que
x<yyx<az
Sea t € Uy; entonces t < x, por transitividad de < se tiene que
t<yyt<z
por lo tanto, x € U, C U, N U..

]

A través de 2.3 y 2.4, podemos asociar espacios topoldgicos finitos y conjuntos
preordenados finitos, esto nos permite estudiar los espacios finitos combinando téc-
nicas de la topologia algebraica con la estructura combinatoria dotada por el preor-

den.
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DEFINICION 2.5 (Conjunto Parcialmente Ordenado). Un conjunto (X, <) se dice
que es parcialmente ordenado o un poset si la relacion < cumple las siguientes

propiedades:

o Reflexividad:
Vx € X se tiene que x < x.

e Transtividad:

Vx,y,ze€ Xsix<yyy<z=x<z

e Antisimetria:

Vx,yec Xsix<yyy<x=x=y.

Se dice que el conjunto (X, <) es totalmente ordenado si Vx,y € X tal que x # y, se

tiene que x < y oy < x; es decir, todo par de elementos es comparable.

DEFINICION 2.6 (Cadena). Sean (X, <) un poset y C C X se dice que C es una
cadena si
Vx,y € C se tienequex <yoy < x.

Decimos que C tiene longitud igual a |C| — 1.

OBSERVACION. Sea C C X, una cadena puede ser vista como una secuencia
{x0,%x1, .., xn} C X
tales que xp < x1 < --- < xy.

DEFINICION 2.7 (Elemento maximal). Un elemento x en un poset X se dice maximal
siy > x implica quey = x.

DEFINICION 2.8 (Maximo). Un elemento x en un poset X se dice mdximo si x es
maximal y
y < x para todoy € X.

Los conceptos de elemento minimal y minimo se definen de manera dual a las

anteriores.

PROPOSICION 2.5. Un poset finito X tiene maximo si y solo si existe un tinico ele-

mento maximal.

PROPOSICION 2.6. Si un espacio finito (X, <) es parcialmente ordenado, entonces
el espacio topolégico asociado a la relaciéon < es un espacio Ty.

Demostracion. Sean x,y € X tales que x # y, dividiremos la demostracién en dos
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Casos.

1. Si x e y no son comparables, de aqui se tiene que existe el abierto U, tal que
x € Uyey ¢ U,.

2. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x < y, como x # y y la relaciéon
es antisimétrica, se puede concluir que y £ x; por lo tanto, existe el abierto U,
talquex € Uyyy & U,.

]

OBSERVACION. Podemos transformar una relacién de preorden en una relacién de
orden clasificando el conjunto (X, <1) por medio de la siguiente relacién de equiva-
lencia

x~yssix <yyy < x.

El nuevo conjunto (X/ ~, <») tiene la siguiente relacién de orden
[x] <a [y] ssix <1 v.
De aqui en adelante, trabajaremos tinicamente con posets finitos

Una manera ttil de representar graficamente espacios finitos parcialmente orde-

nados o espacios Ty es con ayuda del siguiente diagrama.

DEFINICION 2.9 (Diagrama de Hasse). Dado un poset finito (X, <), se define su
Diagrama de Hasse como el grafo dirigido G = (V, A), cuyo conjunto de vértices

es V := {v € X} y cuyo conjunto de arcos estd definido de la siguiente manera:
A:={(a,b):a,bce X;a<byfctalquea <c <b}.

OBSERVACION. En otras palabras, al dibujar el diagrama de Hasse de un poset, evi-
tamos dibujar lazos dados por la reflexividad de <,y aristas dadas por la transitividad
de <.

En lugar de especificar la direccion de los arcos, se entedera que un arco (a,b) une

los puntos a y b si a se encuentra debajo de b.

EJEMPLO 9.Sea X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} Graficaremos el diagrama de Hasse
para representar nuestro conjunto X con dos diferentes relaciones de orden, el orden

usual <y el orden dado por la divisibilidad <.
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1 1
Diagrama de Hasse de(X, <) Diagrama de Hasse de(X, <q)

Como se puede observar, la representacion grafica de un poset por medio de su

diagrama de Hasse depende de la relacién de orden asociada al conjunto.

DEFINICION 2.10 (Conjunto hacia abajo). Sea U un subjunto del poset X; U es un
conjunto hacia abajo si para todox € U yy < x se tiene quey € U.

Si x es un punto en un espacio finito X, F, denotara la clausura del conjunto {x}

en X. Podemos caracterizar Fy de la siguiente manera:

Fre={yeX:y>ux}

Si un punto x pertenece a los espacios finitos X e Y, denotaremos a los conjuntos
antes definidos de la siguiente manera U, UY, FX y FY, asi haremos distincién si los

abiertos minimales o las clausuras son consideradasen X oen Y.

Se puede definir una topologia a través de los conjuntos cerrados de un espacio
tinito X. El espacio X dotado de esta topologia es llamado el opuesto de X (dual) y
se denota por X°P. El orden de X°7 es el orden inverso de X.

Si x € X, entonces UX" = FX.

OBSERVACION. Sean (X, <1) y (Y, <) dos posets, podemos definir una relacién de

orden en X x Y de la siguiente manera:
(xy) s (Fy)ex<idyy <y,
PROPOSICION 2.7. Sean X, Y espacios topoldgicos, una base para X x Y estd dada
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por los productos U x V con U un abierto de X y V un abiertoen Y.

Si X e Y son espacios topoldgicos finitos y (x,y) € X X Y, entonces U(,,) =
Uy x Uy.

2.2. Morfismos entre posets

En esta seccion veremos qué las funciones que preservan el orden en posets fini-
tos y los morfismos entre espacios topolégicos finitos son lo mismo. Los resultados
de esta seccién serdn de gran utilidad para dar una descripcién combinatoria de

homotopia.

DEFINICION 2.11 (Morfismo de orden). Sean (X, <x) y (Y, <y) dos posets, se dice
que la funcién f : X — Y es un morfismo de orden si

x <x x' = f(x) <y f(x") Vx,x' € X.
Es decir, si la funcién f conserva el orden.

PROPOSICION 2.8. Sea f : X — Y una funcion entre espacios finitos, entonces f es
continua si y sélo si f preserva el orden.

Demostracion.

e Supongamos que f es continua y x < x’, luego por la continuidad de f

F U n)

es abierto en X, luego como x" € f 1 (Ug(y)) y x € Uy C f~1(Uy(y)), entonces
se tiene que

flx) < f(x)

e Reciprocamente, supongamos que f preserva el orden; para probar la continui-
dad de f, usaremos el resultado del Teorema 1.3. Basta mostrar que f~1(U,) es

abierto en X para cualquier U, abierto minimal de Y.

Sea x € f~1(U,) y seax’ < x,luego f(x') < f(x) <y, entonces x' € f~1(Uy).
Por lo tanto f~!(U,) es un conjunto hacia abajo.

]

En particular para espacios topolégicos finitos, un homeomorfismo sera una fun-
cién f biyectiva tal que tanto f como f~! preservan el orden.
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Las propiedades topolégicas de un espacio topolégico finito, serdn descritas con
mayor detalle en el Capitulo 4, dado que serdn usadas para definir los andlogos de
los resultados mds importantes de topologia algebraica que son desarrollados en el

Capitulo 3.
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Capitulo 3

Elementos de Topologia Algebraica

En el presente capitulo recordaremos los conceptos fundamentales de topologia
algebraica y algunos de sus resultados més importantes, tales como la construccion

del grupo fundamental y su célculo. Estos resultados pueden ser vistos a méas pro-
fundidad en [1].

3.1. Definiciones Basicas

Para la presente seccién haremos uso de la Definicién 1.16, que se enuncia a con-
tinuacioén.
DEFINICION 1.16 Sea (X, T') espacio topolégico y sea [0, 1]. Un camino en X es

una funcién continua « : [0,1] — X.

El concepto de camino serd de gran importancia a lo largo de este capitulo, ya que
se dotard de una estructura de grupo a ciertas clases de equivalencia de caminos, a

continuacion enunciaremos algunas propiedades y operaciones de los caminos.

DEFINICION 3.1 (Camino inverso). Sea « : I — X un camino desde «(0) = a hasta

a(1) = b, se define el camino inverso « de la siguiente manera
w(t) =wa(l—1t).
OBSERVACION. «(t) es un camino desde b hasta a.

DEFINICION 3.2 (Producto de caminos). Sean« : I — X y 8 : I — X dos caminos,
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sia(1) = B(0), se define el producto de x con  de la siguiente manera:

axpB: I — X

. { a(2t)  tel0}],
B(2t—1) te[3,1].

DEFINICION 3.3 (Camino constante). Sea x € X, se define el camino constante C,
de la siguiente manera:
Cr: I — X
a — Cy(a) =x.

OBSERVACION.

e El producto de caminos no es una operacién asociativa, es decir
(s ) sy # ax(Bx7).
e Sea « un camino desde a hasta b entonces:
Coxa £,
axCy # a,
axn # Cypy
wxw # Cp.

DEFINICION 3.4 (Lazo). Sea « un camino, si «(0) = a(1) = x se dice que « es un
lazo con punto base x.

DEFINICION 3.5 (Homotopia de caminos). Sean «, : I — X dos caminos tales
que x(0) = B(0) ya(1) = B(1), se dice que « es homotopicamente equivalente a f3
si existe H : I x I — una funcién continua tal que:

H(t,0) = a(t) Vtel,
H(t,1) = B(t) vt e,
H(0,s) = a(0) Vsely
H(1,s) = a(1) Vs e L

H es una deformacion continua de a1 a «5.
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OBSERVACIONES.

e H genera una familia de caminos que conectan «(0) y a(1).

e Denotaremos que & y  son homotépicamente equivalentes de la forma a ~p
B.

PROPOSICION 3.1. la relacién definida por ~p es una relacion de equivalencia entre

caminos.
Demostracion.

o Reflexividad:

Sea « : I — X un camino debemos encontrar una funcién continua
H:IxI—X.

Sea H(t,s) = a(t)Vs € I; como a es un camino la funcién «(t) es continua y se

tiene que H(t,s) es continua; por lo tanto & ~p .

e Simetria:
Sean a, B : [ — X dos caminos tales que a ~y B. Definimos H por
H(t,s) = H(t,1—s), se tiene que:

H(t,0) = H(t,1) = p(t),

T

(£,1) = H(t,0) = a(t),
(0,s) = a(0) = B(0); y

H(Ls) = a(1) = B(0).

Ademas H es continua; por lo tanto B ~ a.

I

e Transitividad:
Sean «, B,y : I — X tres caminos tales que & ~p, B, B ~p, ‘. Definimos
H(t,s) por:
Hy(t,2 0<s<0)5
Hit,s) = | T(629) =°=
Ha(t,2s—1) 05<s<1.
La funcién H(t,s) es continua ya que lim H (t,s) = Hi(t,1) = B(t) coincide

s—0,5

con lim H(t,0) = B(t) y las funciones Hi(t,s), Hz(t,s), B(t) son continuas.

s—0,5
Debemos mostrar ahora que H(t, s) es una homotopia entre a y +.
H(t,0) = Hyi(t,0) = a(t),
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Por lo tanto & ~p 7.

]

PROPOSICION 3.2. Sean «, a1, B, B1 caminos tales que & ~p, &1, B ~p, f1 ya(l) =
B(0), entonces existe H(t,s) tal que a * B ~p aq * B1.

Demostracion. Definimos H(t,s) por:

H(t,s) = Hy(2t,s) 0<t<05,
’ Hy(2t —1,5) 05<t<1.

La funcién H(t,s) es continua ya que li(I)I;L+ H(t,s) = Hi(1,s) = a(1) coincide con
t—0,

ligr; H(t,s) = H»(0,s) = B(0); y las funciones H; y Hy son continuas. Debemos
t—0,5~

mostrar ahora que H(t,s) es una homotopia entre a * fy aq * B1.

Hi (2t,0) = a(2t 0<t<0p5
H(t,0) =  F1(26,0) = a(2t) T TY)
Hy(2t —1,0) = (2t —1) 05 <t<1.
H (21,1 <t<
H(t,].) — 1( ) X1 ( ) 0 > > 0/5/ = a *ﬁl
Hy(2t —1,1) = B1(2t —1) 05 <t<1.

H(0,s) = H1(0,s) = «(0).

H(1,s) = Hy(1,5) = B(1).

PROPOSICION 3.3. Sean a, y ¥ caminos tales que existe « * 3 * vy, entonces
(x B)x 7y~ ax (Bxy).

Demostracion. Sea H : I x I — X, definida de la siguiente manera:

( 4t s+1
<t <
“(1+s> 0=t=—
1 2
Hitbs) =< par—1-5)  “Tl<r<®™?
41-1)\ s+2
1-— <1
\7< 2—5) ;. °'S
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La funcion H(t,s) es continuayaque lim H(t,s) = a(1) coincidecon lim H(t,s)

t—sil i1t
lim H(t,s) = B(1) coincide con lim H(t,s) = ¢(0), y las funciones a,B y y son
pssd2” ps sl t
continuas.

Vamos a mostrar ahora que H es una homotopia entre (a * B) x 7y a * (f * 7).

o (4t) 0<t<jg,

H(t,0)={ B(4t—1) 1<t<g =(axp)s
7(1-42) f<r<t,
o (21) 0<t<3,

H(t,1) = { B4t —2) 3<t<3 =ax(Bxy)
y(1—-4(1-1t)) 2<t<1.

O
PROPOSICION 3.4. Sea « un camino desde x hasta y, entonces:
1. ok Cy ~H 0‘,
2. Cy*xn ~pya,
3. axa ~pgCy,
4. axa~pgCy.
Demostracién. 1. Sea H : I x I — definida de la siguiente manera:
(X< 2t ) 0§t§5+1,
H(ts) = s+1 2
s+1
y <t<1.
La funci6n H es continuayaque lim H (t,s) = a(1) coincide con lim H(t,s) =y;
t—dst

t%%s*
y la funcién « es continua.

Vamos a mostrar ahora que la funcién H es una homotopia entre a x Cy y «

a (2t)
y

<L
H(t,0) = 2 =axCy.
1.

<t

IN

0<
L
2
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H(t,1) = a(t),
H(0,s) = a(0);y
H(l,s) =a(1) =y.

2. Cy *xa ~p «. La homotopia estd dada por:

1_
X 0<t< i

H(t,s) = _ _
. 2t+s—1 1 <t<1.

s+1 2 - =

Se puede comprobar de manera sencilla que H es una homotopia con un razo-

namiento andlogo al desarrollado en el item anterior.

3. axa ~p Cy.
Como la relaciéon ~p es una relacién de equivalencia, por lo tanto simétrica,

vamos a mostrar que Cy ~g « x&. Sea H : [ x I — X la funcién definida por:

w(2t)  0<t<?,
H(ts) = { a(s) S<t<1-2,
&2t—-1) 1— % <t<1.
La funcién H(t, s) es continua ya que thm H(t,s) = a(s) coincide con lim H(t,s) = a(s),
lim H(t,s) = «a(s) coincide con 1;11 H(t,s) =a(l—s) = a(s); }tf_{;s fun-
t—1-5" t>1-5"

cién « es continua.

Vamos a mostrar ahora que la funcién H es una homotopia entre Cy y & x &

H(t,0) = ¢ «(0) 0<t<1, =C.

0
2

4. wxa ~p Cy.

28



Razonaremos de manera andloga al item anterior, inicamente dejaremos ex-

presada la funcién H(t,s) que define la homotopia que buscamos.

S

w(2t) 0<t< 5
H(ts) =4 &(s) S <t<1-2,
a(2t—1) 1— % <t<l

3.2. Grupo Fundamental

Uno de los invariantes algebraicos que estudia la topologia algebraica es el grupo
fundamental; que se define por medio de clases de caminos, mediante una relaciéon

de equivalencia que serd detallada mas tarde.

DEFINICION 3.6 (Clase de caminos). Sea « un camino desde x hasta y, definimos la
clase de caminos o clase de homotopia por

[a]p = {B: B ~ma}.

OBSERVACIONES.

e La clase de equivalencia [a]y retine a todos los caminos que son homotépica-
mente equivalentes a a.
e Sino existe confusién denotaremos [«|y por [a] o simplemente «.

e La clase de equivalencia [&] serd denotada por [a] 1 o a~!.

DEFINICION 3.7 (Producto de clases de caminos). Sean [«] y [B] dos clases de ca-
minos de x hastay y de y a z respectivamente, se define el producto de clases de
caminos, entre [«] y [B] por:

] ] = [oc .

OBSERVACION. No siempre se puede definir el producto entre clases de homotopia
[a] - [B], es necesario que a(1) = B(0).

PROPOSICION 3.5. el producto (-) de clases de caminos, cuando estd definido, cum-
ple las siguientes propiedades:

1. Asociatividad.



2. Elemento neutro.
Sea (] la clase de caminos tal que a(0) = x y (1) = y, entonces:

[Cx].[a] = [a].

3. Elemento inverso.

Sea (] la clase de caminos tal que a(0) = x y a(1) = y, entonces:

[@]-la] = [Cy).
Demostracion. El resultado de esta proposicion se sigue de 3.3 y 3.4. O

Se puede observar que el conjunto de clases de caminos dotado de la operacién
producto (.) cumple los axiomas de grupo, se puede encontrar la definicién y los
axiomas de grupo en [3][Cap. 2]. El tnico inconveniente es que el producto entre

dos clases de caminos no siempre esta definido.

DEFINICION 3.8 (Grupo Fundamental). EI conjunto {[«]y : « es un lazo con pun-
to base xg € X} se denomina grupo fundamental de X con punto base x( y serd
denotado por 1t1(X, xp).

PROPOSICION 3.6. Sean X un espacio topolégico y xy € X, entonces 111 (X, xp) es un
grupo.

Demostracién. Como trabajaremos con clases de homotopia de lazos, se tiene la con-
dicién a(1) = B(0) = xp, entonces el producto de clases de lazos con base x( siempre
estard definido.

Luego de la Proposicién 3.5, se sigue que el producto de clases de caminos cum-
ple los axiomas de grupo. Por lo tanto 711 (X, x¢) es un grupo. O

TEOREMA 3.7. Si X es conexo por caminos, entonces los grupos 11 (X, x) y m1(X, y)

son isomorfos para cualquier x,y € X.

Demostracion. Sea o € 1(X, x) y sea 7y un camino de x a y. Definimos la funcion:

fr: mXx) — m(Xy)
o — [y falv].
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La funcién f, es un morfismo ya que:

Definimos el morfismo:

fo1: m(Xy) — m (X, x)

Entonces se tiene que:

f’y f’Y 7T1 (Xx)r
f’Yf'y—l = m (Xy)*

OBSERVACIONES.

e Si un espacio topoldgico X es conexo por caminos, su grupo fundamental no

depende del punto base y serd denotado simplemente por 711 (X).

e El grupo fundamental de un espacio topolégico X es también conocido como

primer grupo de homotopia.

e El conjunto 71p(X) de un espacio topoldgico X tiene la cardinalidad igual al

nimero de componentes conexas por caminos del espacio X.

e De aqui en adelante consideraremos tinicamente espacios topoldgicos conexos

por caminos.

PROPOSICION 3.8. Sean X e Y dos espacios topolégicos conexos por caminos, en-
tonces
7'C1(X X Y) ~ 7T1(X) X 7T1(Y).

La demostracién de esta proposiciéon puede ser encontrada en [7][Cap. 2].

EJEMPLO 10. Sea x( € X, entonces 711 ({x9}) = 1g, con 1g el grupo trivial.

Demostracion. El tnico lazo que existe para el espacio {xg} es el lazo constante Cy,,
por lo tanto 71 ({x0}) = {[Cx,]} = 1g. O
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PROPOSICION 3.9. El grupo fundamental del circulo S* es igual a Z,; es decir,

7'[1(51) =4Z.

La demostracién de esta proposicion puede ser encontrada en [1][Sec. 1.1].

3.3. Calculo del Grupo Fundamental

Una vez hemos definido el grupo fundamental de un espacio topolégico es im-
portante conocer resultados que nos ayudan a calcularlo. Asi haremos de los resulta-
dos de la secciéon anterior para hallar el grupo fundamental de espacios topolégicos

mads complejos.

DEFINICION 3.9 (Homotopia de funciones). Sean f, g : X — Y funciones continuas,
decimos que H : X x I — Y es una homotopia entre f y g si:

H es continua,
H(x,0) = f(x) VxeX;y
H(x,1) =g(x) VxeX.

OBSERVACIONES.

e Siexiste H(x, t) una homotopia entre f y g, diremos que f es homotépicamente

equivalente, denotaremos f ~p g.
e ~p es una relacién de equivalencia.

PROPOSICION 3.10. Sea ¢ : X — Y una funcién continua; y sean f y g caminos
tales que f ~p g, entonces

¢(f) ~u ¢(8).

Demostracién. Sea H la homotopia entre f y g, entonces ¢ o H es una homotopia
entre ¢(f) y ¢(g)- O

Sea « la clase de homotopia de f, entonces denotaremos por ¢.(«) a la clase de

homotopia de ¢(f). La funcién ¢. cumple las siguientes propiedades.

PROPIEDADES.

e sia y son clases de caminos tales que existe « - B, entonces

Pi(a-B) = @s(a) - @+ (B).
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e Para cualquier punto x € X, se tiene que

P (Cx) = Cq)(x) .

o g.(a71) = (gua) .

Sea ¢ : Y — Z una funcién continua, entonces se tiene las siguientes propie-
dades:

* (Y9)s = Pupps.
e id, =id.

Gracias a estas propiedades se tiene que ¢+ es un homomorfismo en caso de que

trabajemos con lazos, llamaremos a ¢. el homomorfismo inducido por ¢.

Se tiene que una funcién continua ¢ : X — Y induce un homomorfismo
¢« : 1 (X) — m1(Y); ademds si ¢ es un homeomorfismo, entonces ¢, es un iso-

morfismo de grupos.

DEFINICION 3.10 (Retraccién). Sea A C X, se dice que A es una retracciéon de X si

exister : X — A, funcién continua tal que
rla =ida;
es decir, r(a) = a para todoa € A.
PROPIEDADES.
1. Si A es retraccion de B y B es retraccion de C, entonces

A es retracciéon de C.

2. Sean A C Xy Y espacios topolégicos. A X Y es retraccion de X x Y si y s6lo si
A es retraccion de X.
PROPOSICION 3.11. Sea A una retraccion de X, entonces el homomorfismo inducido

iy : m1(A) — m(X) por la inclusiéni : A — X es inyectivo.

Demostracion. Sir : X — A es una retraccion se tiene que ri = idy4, luego r.i, =

id 7, (a); por lo tanto i, es un homomorfismo inyectivo. O]

DEFINICION 3.11 (Retracto por Deformacién). Sea A C X, se dice que A es retracto

por deformacion de X si existe una retraccionr : X — A y una homotopia
H:XxI—X
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tal que:

H(x,0) = x,
H(x,1) =r(x);y
H(a,t) =a, a € A.

TEOREMA 3.12. 5i A es retracto por deformacion de X, entonces
m(A) ~ m(X).

Demostracion. Vamos a mostrar que la inclusién i : A — X induce un isomorfismo

entre 711 (a) y m1(X).

Se tiene que r.ix = id,;, (1), cOomo A es retracto por deformacién de X se tiene que
ior ~p idx, por lo tanto

Entonces se tiene que i, es sobreyectiva; y como r es una retraccion se tiene que i, es

inyectiva. Por lo tanto i, : 711(A) — 711(X) es un isomorfismo de grupos. O

DEFINICION 3.12 (Espacio Contractible). Un espacio topolégico X se dice contracti-
ble si existe un punto xg € X tal que {x(} es retracto por deformacion de X.

TEOREMA 3.13. Sea X C R" un espacio topolégico convexo, entonces X es contrac-
tible.

Demostracién. Sea xo € X definimos la siguiente homotopia:

H: XxI — X
(x,t) — H(x,t) = (1—1t)x+ tx,

se tiene entonces que:
H(x,0) = x,

H(x,1) =xp; y
H(XQ, i') = XQ.

Por lo tanto {x(} es retracto por deformacién de X.

COROLARIO 3.14. Sea D" = {x € R"*! : ||x|| < 1}, entonces

7'(1(Dn) =~ 1g.

El siguiente resultado nos permite calcular el grupo fundamental de un espacio
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topolégico conociendo el grupo fundamental de dos subespacios conexos.

TEOREMA 3.15 (Teorema de Van Kampen). Sea X un espacio topolégico, tal que
X = U, U Uy, con Uy, U, subconjuntos abiertos y conexos por caminos ademds U; N

U, # @ es también abierto y conexo por caminos, entonces:
7'(1(X) = m(Uy) * 7T1(U2)/7'C1(u1 NUy).

Demostracion. Una demostracion completa del teorema de Van Kampen puede ser

encontrada en [7, Cap. 4]. H
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Capitulo 4

Topologia Algebraica en Posets Finitos

En el presente capitulo particularizaremos algunos de los resultados més impor-
tantes de la topologia algebraica para los conjuntos parcialmente ordenados finitos

y asi aprovecharemos las propiedades combinatorias de los Posets.

4.1. Definiciones Basicas

Recordemos que en el Capitulo 2 hemos presentado algunas de las definiciones
béasicas de Posets y su relacion con los espacios topolégicos finitos. En esta secciéon
presentaremos algunas definiciones que serdn de utilidad para definir los conceptos
mas importantes de la topologia algebraica tales como: conexidad, homotopia, contrac-
cion, etc..

DEFINICION 4.1 (Reja). Sea X un poset finito. Una sucesion xg, X1, ..., X, de puntos

en X, es una reja en X si

X; y Xj+1 son comparables .

Decimos que nuestra reja empieza en xo y termina en x,.

DEFINICION 4.2 ( Conexo por orden). Un espacio X, se dice conexo por orden si

para cualquier par de puntos x,y € X existe una reja que empieza en x y termina en
y.

PROPOSICION 4.1. Sean x, y dos puntos comparables en un espacio finito X, enton-
ces existe un camino desde x hastay en X.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que x < y y definimos:

w: I — X

t — oc(t):{

x 0<t<l,
y t=1

]

Sea U C X un abierto tal que y € U, entonces también contiene a x. Por lo tanto
a~1(U) es uno de los siguientes conjuntos: @, I o [0,1), los cuales son abiertos en I;

es decir, « es un camino de x a y.

PROPOSICION 4.2. Sea X un espacio finito, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes.

1. X es un espacio conexo.
2. X es un poset conexo por orden.

3. X es un espacio conexo por caminos.
Demostracion.

2) = 3) Seanx,y € X.Como X es un poset conexo por orden, existe una rejax, x1, X2, ..., Xp—1, Y-
Por lo tanto & = aj * ap * ... * &y, con &; el camino, dado por la Proposicién 4.1,

que une los puntos x;_1 y x;, es un camino que une a los puntos x e y.

1) = 2) Supongamos que X esconexoyseax € X;sea A = {y € X : existe unarejade x a y}.
Sisetieneny € Ayz <y, entoncesz € A, por lo tanto, A es un conjunto hacia
abajo y de manera analoga se tiene que A es un conjunto hacia arriba; por lo

tanto A es abierto y cerrado, como X es conexo se puede concluir que A = X.

3) = 1) se sigue de las definiciones.

O

DEFINICION 4.3 (Orden puntual). Sean X e Y espacios finitos. Podemos definir en

el espacio finito YX de las funciones continuas que van de X a Y el orden puntual
f<gsif(x) <gx) Vx € X.

PROPOSICION 4.3. Sean f,g : X — Y dos funciones entre espacios finitos, enton-

ces f ~ g siysélo si existe una reja f, f1, f2, ..., fn—1,8-
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Demostracién. Sabemos que f ~ g siy s6lo si existe un camino & : [ — YX desde
f hasta g. Por el Enunciado 2 de la Proposicién 4.2, existe una reja f, f1, f2, ..., fu—1, 8
dada por el orden puntual. O

COROLARIO 4.4. Sean f,g : X — Y funciones entre espacios finitos, entonces
f ~gsiysolosi f7 ~ f°F, con f°F : X°? — Y°F. En particular se tiene que

X~Y & XP ~YoP,

COROLARIO 4.5. Sea X un espacio finito tal que X tiene elemento maximo o mini-

mo, entonces X es contractible.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que X tiene un elemento

maéximo; es decir, existe y € X tal que x < y para todo x € X, por lo tanto
Donde C, es la funcién constante y, entonces idx ~ C,. O

EJEMPLO 11. Sea X = {a,b,c,d} el poset representado por el siguiente diagrama de

Hasse:

Como a méaximo, entonces X es contractible.
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4.2. Tipo Homotépico

Vamos a encontrar resultados andlogos a los encontrados en el Capitulo 3 para
posets finitos. El resultado mds importante serd la definicién de beat point; que nos
permite definir el niicleo de un espacio finito, el cudl es un espacio generalmente de

menor cardinalidad y homotépicamente equivalente al espacio original.

DEFINICION 4.4 (Beat point). Un punto x en un espacio finito X es un beat point
hacia abajo si el conjunto U, = U,\{x} tiene elemento mdximo. De manera dual
podemos definir x € X un beat point hacia arriba si F, = F,\{x} tiene elemento

minimo. Si x es un beat point hacia abajo o hacia arriba, diremos que x es beat point.

OBSERVACION. En el diagrama de Hasse de un espacio finito X es facil reconocer
si un punto x € X es beat point; x es beat point si su grado de entrada o de salida
como digrafo es igual a 1, es decir, existe inicamente un arco que termina o empieza

en x.

OBSERVACION. Sea x elemento de un poset finito, se tiene que x es beat point hacia
arriba si y solo si existe y > x tal que para toda cadena C de longitud positiva que
empieza en x, se tiene que y € C. De manera dual se tiene que x es beat point hacia
abajo si y solo si existe y < x tal que para toda cadena C de longitud positiva que

termina en x, se tiene que y € C.

TEOREMA 4.6. Sean X un espacio finito y x € un beat point. Entonces X\{x} es
retracto por deformacion de X.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que x es un beat point hacia

arriba, luego sea y el minimo de ;. Definimos la siguiente retracciéon
ro X — X\{x}

t — r(t):{t £

y t=x.

Claramente r es una funcion que preserva el orden. Sea i : X\ {x} — X la inclusi6én

candnica, entonces ir > idx. Luego por la Proposicién 4.3 ir ~ idx. O

DEFINICION 4.5 (ntcleo). Sea X un espacio finito, definimos el niicleo del espacio

X de la siguiente manera X¢ := X\B, en donde B = {x € X : x es beat point }.

DEFINICION 4.6 (Espacio Finito minimal). Un espacio finito X, se dice que es mini-

mal si X no tiene beat points.
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Se tiene que si X es minimal, entonces
Xc=X.

TEOREMA 4.7. Sea X un espacio finito minimal, una funcién f : X — X es homo-
topica a la identidad si y s6lo si f = idx.

Demostracion. De la Proposicion 4.3 y sin pérdida de generalidad, supongamos que
f <idx.Sea x € X, supongamos por induccién que f|y = idy ;luegosi f(x) # x,
entonces f(x) € Uy yparatodoy < x,y = f(x) < f(x); entonces f(x) es el méximo

de U, lo cual es una contradiccién ya que X no tiene beat points, es decir f(x) = x.

]

TEOREMA 4.8 (Teorema de Clasificacion). Una equivalencia homotédpica entre espa-

cios finitos minimales define un homeomorfismo entre los espacios.

Demostracion. Sea f : X — Y una equivalencia homotépicay sea g : Y — X su
inversa homotdpica, entonces por el Teorema 4.7 se tiene que gf = idx y fg = idy.

Por lo tanto f define un homeomorfismo. O

COROLARIO 4.9.

e Ll niticleo de un espacio es tinico salvo homeomorfismos.

e Dos espacios finitos son homotdpicamente equivalentes si y sélo si tienen nu-

cleos homeomorfos.

ALGORITMO 1 (Ntcleo de un Espacio). Sea X un espacio finito, podemos encontrar

su nucleo X¢ mediante el siguiente algoritmo.

e Dado X un espacio finito.
e Para x € X, tal que x es beat point de X
X1 = X\{x}.
X = Xj.
¢ Si X no tiene beat points, entonces

Xc =X

Haciendo uso del algoritmo anterior implementado en https://cocalc.com pre-

sentamos los siguientes ejemplos.
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EJEMPLO 12.

1. Sea F el espacio topolédgico representado por el siguiente diagrama de Hasse:

©)

O, (D

Figura 4.1: Espacio F

Veremos gréaficamente la aplicacién del Algoritmo 1, sobre como hallar el na-
cleo Fc del espacio F.

©) ®

)
A

O

@ r\{2} (b) F\{1}
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© D
(c) F\{4} (d) F\{6}
® (z)
@
(e) X\ {5} (f) F\{9}
®
(g) FC

Figura 4.3: Algoritmo 1 aplicado a F
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Se puede ver que el nucleo Fc = {9} tiene cardinalidad 1, por lo tanto F es

contractible.

2. Sea Y el espacio representado mediante el siguiente diagrama de Hasse, halla-

remos su nucleo con ayuda del Algoritmo 1:

@, ©)

N PR
A

@Y ®) Y\{6}
Q@ @ @ @
3 y 3
3 ; 3
@ ® @
(0 Y\{5} (d Y\{8}

(e) YC

Figura 4.4: Algoritmo 1 aplicadoa Y

Podemos concluir que los espacios F y Y no son homotdpicamente equivalentes ya

que sus nucleos no son homeomorfos.
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4.3. Tipo Homotépico Débil

DEFINICION 4.7 (Homotopia Débil). Sea f : X — Y una funcién continua, se dice
que f es una homotopia débil o equivalencia homotépica débil si f induce morfis-

mos en todos los grupos de homotopia; es decir, si las funciones
son isomorfismos para todon > 1.

OBSERVACIONES.

e Si f : X — Y es una homotopia, entonces f es una homotopia débil.

e Si f : X — Y es una homotopia débil, entonces f no es necesariamente una
homotopia.

e La homotopia débil cumple la propiedad llamada 2 de 3; es decir, si f y g
son dos funciones tales que existe g o f y 2 de las 3 funciones f,g,g o f son

equivalencias homot6picas débiles, entonces también lo es la tercera.

DEFINICION 4.8 (Complejo Simplicial). Un complejo simplicial K es una dupla K =
(Vk, Sk), donde los conjuntos Vi y Sk son conjuntos finitos denominados conjunto

de vértices y conjunto de simplices respectivamente.

PROPIEDADES.

1. El conjunto Sk estd formado por subconjuntos finitos de V.
2. Sino existe confusion se puede denotar v € Ksiv € Vg yo € Ksio € Sk.

3. Si un simplice ¢ estd contenido en otro simplice 7, se dice que ¢ es una cara de

T,si 0 # T se dice que o es una cara propia de 7.
4. Un simplice con n + 1 vértices es llamado n — simplice.

5. La dimensién de K es igual al méximo de las dimensiones de los simplices que

lo conforman.

6. Los simplices maximales, aquellos que no sean caras propias de otro simplice,

se denominan facetas.

DEFINICION 4.9 (Realizacién Geométrica). Sea K un complejo simplicial, se define

la realizacién geométrica |K| como la el conjunto de las combinaciones convexas de
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los simplices que lo conforman; es decir

K| :=<¢ ) ayv|o €Sk .
veor

DEFINICION 4.10 (Funcién simplicial). Sean K y L dos complejos simpliciales, se
dice que ¢ : Vg — Vi es una funcién simplicial si dado ¢ € Sk, se tiene que
¢(0) € Si; es decir, la funcién envia simplices en simplices.

Abusando de la notacién se denotard a una funcién simplicial como ¢ : K — L.
DEFINICION 4.11 (Complejo Simplicial de orden). Sea X un espacio finito; el com-

plejo simplicial de orden o espacio clasificador K(X) asociado a X es, el complejo

simplicial cuyos simplices son las cadenas no vacias definidas en X.

Sif: X — Y esuna funcién continua entre los espacios X e Y, entonces la funcién
simplicial asociada K(f) : K(X) — K(Y) esta definida por K(f)(x) = f(x).

EJEMPLO 13. Sea X un espacio finito representado por el siguiente diagrama de Has-

se:

La realizacién geométrica de su complejo de orden es la siguiente:
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Figura 4.5: Realizacién geométrica del poset del ejemplo anterior

DEFINICION 4.12 (Soporte). Sea v € |K(X)|, se define el soporte de v como el con-
junto supp(y) = {x1, x2,x3, ..., Xs } donde

S
v =) ax;
i=1
DEFINICION 4.13 (Funcién K — McCord). Sea X un espacio finito,la funcién K —

McCord estd definida de la siguiente manera:

px: [K(X)] — X
v — ux(y) = min{supp(y)}.

TEOREMA 4.10. La funcién K — McCord ux es una equivalencia homotépica débil
para todo espacio finito X.

Demostracion. La demostracion de este teorema puede ser encontrada en [2, Pg.12]
O

PROPOSICION 4.11. Si f : X — Y es una funcién continua entre espacios finitos,
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entonces el siguiente diagrama conmuta.

[K(X)] ——— [K(Y)]

Hx Hy

x f

|

Demostracion. sea y € |K(X)| se tiene que

fux(v) = f(min(supp(y))) = min(f (supp(7)))
= min(supp(|K(f)|(7))) = pr[K(F)](7)

]

COROLARIO 4.12. Sea f : X — Y una funcion entre espacios finitos, entonces f es
una equivalencia homotdpica débil si y sélo si |[K(f)| : |[K(X)| — |K(Y)| es una

equivalencia homotépica.

Demostracién. Por el Teorema 4.10 sabemos que Uy es una equivalencia homoto6pica
débil, luego por la propiedad de 2 de 3 |K(f)| es una equivalencia homotépica débil
siy s6lo si py|K(f)| = fux es una equivalencia homotdpica débil.

Reciprocamente como px es una equivalencia homotépica débil por 4.10, |[K(f)| es
una equivalencia homotépica débil si y sélo si f es una equivalencia homotépica
débil. ]

Este corolario es de gran importancia ya que nos permite garantizar que las rea-
lizaciones geométricas de un espacio topolégico |K(X)| y su ntcleo |K(X¢)| son
homotopicamente equivalentes; es decir, |K(X¢)| es retracto por deformaciéon de
[K(X)].

En particular tenemos que si un espacio X es contractible; es decir su ntcleo es

un punto xp € X, entonces |K(X)| es un espacio topolégico contractible.

EJEMPLO 14. Sea X el siguiente espacio topolégico finito, mostraremos como fun-

ciona la reduccién de beat points en la realizacién geométrica del mismo.
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[K(X = {c})]
X —A{c}
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X —{c,a}
e
d
X —{c¢,a,b}
e
[
X

[K(X —{c,a})]

d

(K (X —{c,a,0})]

K (Xo)
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4.4. Modelos Finitos Minimales

Con base en los resultados de la seccién anterior, podemos definir un modelo
finito para una variedad topolégica de dimensién dos, ya que la realizacién geomé-
trica de un espacio finito |[K(X)| preserva las propiedades topoldgicas del espacio
X. Asi podremos dar una nocién de producto, suspensién, cono y otras operaciones

definidas en las variedades topolégicas para sus modelos finitos.

DEFINICION 4.14 (Variedad Topolégica). Un espacio topolégico X, se dice que es
una variedad topolégica de dimension n si X es un espacio T, tal que para todo
x € X existe una vecindad Vy homeomorfa al disco abierto de dimensién n U" =
{x e R": |x| < 1}.

EJEMPLO 15. El espacio euclidiano R" es una variedad topolégica de dimensién .

EJEMPLO 16. La 1 esfera S” = {x € R"*! : |x| = 1} es una variedad topolégica de

dimension n.

EJEMPLO 17. Los espacios definidos en los Ejemplos [2,3,4,5,6,7] son variedades to-
polégicas de dimensioén 2.

DEFINICION 4.15 (Modelo finito). Sea M" una variedad topolégica de dimension n,
se dice que un espacio finito X es un modelo finito de M" si |K(X)| es homeomorfo
aM".

DEFINICION 4.16 (Modelo finito minimal). Sea X un modelo finito de una varie-

dad topolégica M", se dice que X es minimal si para todo xo € X , se tiene que
|K(X\{x})| no es homeomorfo a M".

OBSERVACION. Si X; y X; son modelos finitos de M" no necesariamente se tiene

que X; es homeomorfo a Xj.

EJEMPLO 18. Los siguientes espacios finitos son modelos finitos minimales de S* :

@ ® ©)

;
L
N
Ll

»©
®

(@ X (b)Y
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Se puede notar claramente que X e Y no son homeomorfos; ya que no tienen la

misma cantidad de puntos.

Para encontrar modelos finitos de ciertas variedades topolégicas de dimensién
2 que estan definidas a partir del circulo tales como el cilindro, toro, cono circular
y la esfera; es necesario definir operaciones andlogas, para posets finitos, a las que

usamos para definir dichas variedades.

4.4.1. Operaciones en Posets

DEFINICION 4.17 (Producto Cartesiano). Sean X, Y espacios finitos, entonces defi-
nimos el producto cartesiano (x) como el poset X x Y = {(x,y) :x € Xyy € Y},
donde (x1,y1) < (x2,y2) siysélosix; < x3 yy1 < Y.

PROPOSICION 4.13. Sean X e Y espacios finitos, entonces |K(X x Y)| es homeomor-
foa|K(X)| x |K(Y)].

Demostracién. La demostracion de estd proposicion puede ser encontrada en [6, Pro-
posicién 4.1]. O

La Proposicion 4.13 serd de gran ayuda para encontrar modelos finitos para va-

riedades topoldgicas definidas por medio de un producto cartesiano.

EJEMPLO 19. Vamos a encontrar un modelo finito para el cilindro definido en el
Ejemplo 2 como S! x I, para ello primero vamos a encontrar un modelo finito para
el intervalo cerrado I = [0, 1].

Es facil ver que un modelo finito para el intervalo I estd dado por el siguiente dia-

grama:

»>©

@

Figura 4.7: Modelo finito de I
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Entonces un modelo finito para el cilindro estd dado por el producto de los mo-
delos descritos en la figura (b) y el modelo anterior (Figura 4.7). Su diagrama de

>

Hasse es el siguiente:

Figura 4.8: Modelo finito de S x I

EJEMPLO 20. Ahora encontraremos un modelo finito para el toro, definido en el
Ejemplo 3 como S! x S!; el modelo finito para dicha variedad est4 dado por el pro-
ducto de el modelo finito para S! descrito en la figura (b) por si mismo. Su represen-

tacion gréfica es la siguiente:

Figura 4.9: Modelo finito de S x S!

Ahora vamos a definir una operacién analoga a la suspensiéon compacta y cono,

definidos en [1.12, 1.13], para posets.
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DEFINICION 4.18 (Cono finito). Sea X = {x1, x2, x3, ..., X, } un espacio finito, se defi-
ne el cono de X como el siguiente poset C(X) := {XU{y}:y > x; Vx; € X}.

OBSERVACION. Para representar graficamente un cono finito de un espacio X, en el
diagrama de Hasse de X agregamos un nuevo punto a y lo unimos con los elementos

maximales de X.

PROPOSICION 4.14. Sea X un espacio topolégico finito, entonces |K(C(X))| es ho-
meomorfo a C(|K(X)]).

EJEMPLO 21. Vamos a encontrar un modelo finito para el cono de 5! dado el modelo
finito de S! representado en la figura (b), un modelo finito para el cono C(S!) tiene

la siguiente representacion grafica:

®

Figura 4.10: Modelo finito de C(S')

DEFINICION 4.19 (Suspension finita). Sea X = {x1, x2, x3, ..., X, } un espacio finito,
definimos la suspension de X como el siguiente poset S(X) := {XU{y,z} : y >
x; z>x; Vx; € X}

OBSERVACION. Para representar graficamente la suspension finita de una poset X,
en el diagrama de Hasse de X agregamos dos nuevos puntos al poset y los unimos

con los elementos maximales de X.

PROPOSICION 4.15. Sea X un espacio topoldgico finito, entonces |K(S(X))| es ho-
meomorfa a S(|K(X)]).

EJEMPLO 22. Vamos a encontrar un modelo finito para S = S(S'), dado el modelo
finito de S! representado en la figura (b). Un modelo finito para S? se tiene realizan-

do la suspensioén finita del modelo de S!; v su representacién grafica es la siguiente:
p y p g g
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Figura 4.11: Modelo finito de S?

Las nociones de cono y suspension finita, se pueden definir de manera anéloga si
en lugar de unir los nuevos puntos con los elementos maximales lo hacemos con los
elementos minimales, ya que esto es equivalente a unir con los elementos maximales

en el poset opuesto.

4.5. Calculo de 1;

Barmak y Minian definieron en [9] una forma sencilla de calcular el primer grupo
de homotopia de una poset. Aqui la enunciaremos y haremos uso de ese concepto
para verificar que el grupo de homotopia de los modelos finitos coincide con el

grupo de homotopia de la variedad topolégica que representan.

TEOREMA 4.16 (Calculo de 711 para posets). Sea X un espacio finito y sea xg € X.
Sea D un subdiagrama del diagrama de Hasse de X que corresponde a un espa-
cio simplemente conexo A. Sea ademds {e, },ca €l subconjunto de E(X) de aristas
que no estdn en D. Sea G el grupo generado por los e,con las relaciones dadas por
admisibilidad. Es decir para cualquier par de cadenas

x=x1<x0<---<x=1Y,

x=x] << <xi=y,

de un punto x a un punto y, agregamos la relacién

[T Gixie)= JI (hxig)

(xi,xi41) 2D (x}xj,1)¢D

Supongamos que existe un subconjunto y C A tal que las clases {e, }oc, generan

G y tales que para cada a € y existe un camino de aristas cerrado w, en x tal que
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contiene e, exactamente una vez y no contiene otra arista eg para f € A. Entonces
m (X, x0) ~ G.

Demostracion. La demostracion de este teorema estd desarrollada en [9, Teorema 4.4]
]

Si bien el enunciado del teorema es bastante complejo, la forma de usarlo es
bastante sencilla y la mostraremos a continuacién para calcular el primer grupo de
homotopia del modelo finito de S, descrito en la Figura 4.6b, y de la esfera descrito
en la Figura 4.11.

EJEMPLO 23. Vamos a calcular el primer grupo de homotopia del modelo finito X
de S!, descrito en [4.6b]; para ello dividiremos sus aristas en dos subconjuntos E y
A, donde A son las aristas tal que forman un drbol generador y E son las aristas de X
que no estdn en A. Como A es un arbol, el subdiagrama asociado a A es contractible,
por lo tanto sus aristas no aportan informacién al grupo. Luego etiquetamos las

aristas que no estdn en A y estds serdn las que generan el grupo 711 (X).

Figura 4.12: Célculo del grupo fundamental del modelo finito de S!

Luego, como no tenemos existen entre a y otro elemento, 1 (X) =< {a} >=
7= 7'[1(51)
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OBSERVACION. El grupo fundamental de un poset de altura 1 serd un grupo libre.

EJEMPLO 24. Usaremos los mismos criterios para calcular el grupo fundamental del
modelo finito Y de S? descrito en [4.11].

Figura 4.13: Calculo del grupo fundamental de S?

Se tiene, entonces que 771 (Y) =< {a,b,c} :a=1,b=1,c =1 >= 15 = m(S?)
se tiene que ¢ = 1 ya que existen dos cadenas que parten de 1 y terminan en y asi se
tiene que

lxc=c=1

De la misma manera existen dos cadenas que inician en 2 y terminan en y
axc=a=1.
Luego de las cadenas que parten de 2 y terminan en z, se tiene que

b=a=1.
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Capitulo 5

Modelos Finitos Minimales usando

digrafos

Hasta ahora hemos usado conjuntos parcialmente ordenados para encontrar mo-
delos finitos para variedades topolégicas, sin embargo podemos hallar modelos
de menor cardinalidad sacrificando las propiedades transitivas y antisimétricas en
nuestro modelo. La forma grafica de presentar nuestros nuevos modelos serd por
medio de un grafo dirigido. Asi nos serd posible encontrar modelos finitos de me-
nor cardinalidad que los que encontramos en el capitulo anterior. Ademads dentro
de este se presenta la generalizacién de algunos resultados que fueron descritos en
el capitulo anterior, como el calculo de 711 y la reduccién de beat points descrita en la

seccion 4.2 para obtener el ntcleo de un grafo.

5.1. Definiciones Basicas

DEFINICION 5.1 (Estructura Binaria Reflexiva). Una estructura binaria reflexiva es
un conjunto no vacio X dotado de una relacion reflexiva 0; es decir,  C X2 tal que
(x,x) € 0 para todo x € X.

Si (x,y) € 6 vamos a denotar por x — y o también diremos que xy es una arista de
X.

DEFINICION 5.2 (Homomorfismo de estructuras binarias Reflexivas). Sean X, Y dos
estructuras binarias reflexivas, la funcién f : X — Y es un homomorfismo si para

todo x,y € X tales que x — y, se tiene que

f(x) = f(y)-

DEFINICION 5.3 (Grafo Dirigido). Un grafo dirigido o digrafo es unparD = (V,E),
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donde V es el conjunto de vértices del grafo y E C V x V es llamado el conjunto
de aristas. Como su nombre lo indica,en esta estructura el orden de las aristas es
importante; por tanto, si (x,y) € E entonces lo representaremos gréficamente por

medio de una flecha desde x hacia y.

EJEMPLO 25. Las siguientes son representaciones graficas de algunos digrafos.

® ® @

© ®
(a) D1 (b) D2

DEFINICION 5.4 (Subgrafo). Sea D = (V,E) un grafo dirigido, decimos que D1 =
(V1,E1) es un subgrafode D siV, C VyE; C E.

DEFINICION 5.5 (Subgrafo generado). Sean D = (V, E) un digrafo y Vi C V, enton-
ces el subgrafo generado por V; denotado por < V; > es el grafo cuyo conjunto de

vértices es V1 y su conjunto de aristas E; = {(x,y) € E: x,y € V1 }.

EJEMPLO 26. Encontraremos el subgrafo de Dy, en el ejemplo 25, generado por los
vértices {1,3,5,4}.

Figura 5.2: Subgrafo generado < {1,3,5,4} >

DEFINICION 5.6 (Representacion Grafica de una Estructura Binaria Reflexiva). Si
(X, —) es una estructura binaria reflexiva, la representaremos grdficamente por me-
dio de un digrafo D = (X, E), donde los vértices serdn los puntos del espacio X y

las aristas serdn aquellos (x,y) tales que x — y.
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OBSERVACIONES.

e En la representacion grafica de nuestras estructuras, no ignoraremos la flecha

dada por la reflexividad de nuestra relacién.

e Dado un digrafo D = (V,E), podemos construir una estructura binaria re-
flexiva aumentando los lazos que hagan falta; por esto, usaremos de forma

intercambiable los términos digrafo y estructura binaria reflexiva.
EJEMPLO 27.Sea F = {0,1,2,...,9} dotado de la siguiente relacién reflexiva:
X — Yysix =yyxesimpar;y
x> ysix=yyly—x/ =1

La representacion gréfica de nuestra estructura X es la siguiente:

Figura 5.3: Representacion gréfica de F.
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5.2. Modelos Finitos Minimales

Ahora necesitamos generalizar la idea de un modelo finito minimal descrita en el
Capitulo 4 Definicién 4.16. Para ello debemos asociar nuestras estructuras con una
variedad topoldgica, es decir necesitamos encontrar un espacio clasificador K(X) y

su realizacién geométrica.

Recordemos que el espacio clasificador K(X) o complejo simplicial de orden,
presentado en la Definicion 4.11, estd definido por medio de las cadenas de altura n;
es decir, si C = {xp, x1,x2,..., Xn } es una cadena de altura n, entonces C es también

un n-simplice en el espacio clasificador.

Necesitamos entonces encontrar el analogo a una cadena de altura 7 en una es-

tructura binaria reflexiva (X, —).

Dada una estrutura binaria reflexiva (X, —). Vamos a encontrar las definiciones
analogas a las encontradas para posets para la estrucutra X, que nos permitiran

definir un modelo finito.

DEFINICION 5.7 (Cadena). Sea C = {x¢,x1,x2,...,x,} C X se dice que C es una

cadena de altura n. Si se tiene que x; — x;j para todoi < j.

DEFINICION 5.8 (Complejo simplicial asociado a una estructura binaria reflexiva).
Sea X una estructura binaria reflexiva, entonces el complejo simplicial o espacio
clasificador K(X) asociado a X es el complejo simplicial, cuyos simplices son las

cadenas no vacias de X.

Asf la representacion grafica en una estructura binaria reflexiva de los siguientes

n-simplices son las siguientes:

©
-
@
-
(a) Representacion gréfica del 0-simplice. (b) Representacién grafica del 1-simplice.
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(b) Representacién grafica del 3-simplice.

(c) Representacion grafica del 4-simplice.

EJEMPLO 28. Sea A la estructura binaria reflexiva representada en la figura 5.6a.

Vamos a encontrar la realizacion geométrica del espacio clasificador de A.

@

e

3
&

(a) Representacion grafica de A. (b) Realizacion geométrica de K(A).

Ahora ya tenemos las herramientas necesarias para definir un modelo finito mi-
nimal, en una estructura binaria reflexiva o digrafo. Para ello recordaremos que para
definir modelo finito en el capitulo anterior 4.15] y 4.16] hicimos uso de la topolo-
gia en la realizacion geométrica del espacio clasificador. Procederemos de manera

analoga para modelos finitos con digrafos.

DEFINICION 5.9 (Modelo Finito). Sea M" una variedad topolégica, decimos que X

una estructura binaria reflexiva es modelo finito de M" si |K(X)| es homeomorfo a
M".
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DEFINICION 5.10 (Modelo finito minimal). Sea X un modelo finito de una variedad
topolégica M", se dice que X es minimal si para todo x € X |K(X\{x})| no es

homeomorfo a M".

De la misma manera como lo hicimos en el capitulo 4, vamos a definir un mo-
delo finito para S! y con dicho modelo definiremos modelos finitos para variedades
topolégicas mas complejas como el toro, cono circular, cilindro y esfera. Definire-
mos entonces operaciones analogas para construir dichas variedades en su modelo

finito.

5.3. Operaciones en digrafos

EJEMPLO 29 (Modelo finito de S!). La siguiente estructura binaria reflexiva es un

modelo finito minimal para st

3

Figura 5.7: Modelo finito para S!

Como podemos observar, podemos obtener un modelo finito de S! con un menor

namero de puntos al encontrado en 4.6b.

DEFINICION 5.11 (Producto Cartesiano). Sean X, Y estructuras binarias reflexivas,

entonces el producto cartesiano (x) de X eY es la siguiente estructura:
XxY:={(xv,y):xeXeyecY}.
Donde (x1,y1) — (x2,Y2) si y s6lo six; — X2 y y1 — Ya.

EJEMPLO 30. Vamos a encontrar un modelo finito para el cilindro S! x I, para ello
haremos uso de los modelos finitos de S, descrito en 5.7; y del intervalo cerrado

I, descrito 5.4b. Asi el modelo finito de S! x I est4 dado por el producto de dichos
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modelos; y su representacion grafica es la siguiente:

Figura 5.8: Modelo finito de S x I.

EJEMPLO 31. Ahora encontraremos un modelo finito para el toro, definido como
S! x S1; el modelo finito para dicha variedad estd dado por el producto del mo-
delo finito de S! , descrito en 5.7], consigo mismo. Su representacion gréfica es la

siguiente:

Figura 5.9: Modelo finito de S! x S'.
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Nos resta ahora definir operaciones andlogas al cono y la suspension compacta para

digrafos.

DEFINICION 5.12 (Cono). Sean D = {dy,dy, ...,d,}; y (D, —) una estructura binaria

reflexiva, se define el cono de D como la siguiente estructura
C(D) :={DU{x}:d; — xVd; € D}.

OBSERVACION. Para representarlo graficamente en un digrafo agregamos un nuevo
vértice y a nuestro digrafo original y dibujamos una arista desde cada vértice de D

hacia x.

EJEMPLO 32. Vamos a encontrar un modelo finito para el cono de S!, para ello ha-
remos uso de la operacién cono, en el modelo finito de S! descrito en 5.7. Asi un

modelo finito para C(S') tiene la siguiente representacién gréfica:

Figura 5.10: Modelo finito de C(S').

DEFINICION 5.13 (Suspension). Sea D = {dy,dy,...,d,}; v (D,—) una estructura

binaria reflexiva, se define la suspensién de D como la siguiente estructura

S(D):={DU{x,y}:d; - xyd; - yVd; € D}.
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OBSERVACION. Para representarlo graficamente en un digrafo agregamos dos nue-
vos vértices x, y a nuestro digrafo original y dibujamos una arista desde cada vértice

de D hacia x e y.

EJEMPLO 33. Vamos a encontrar un modelo finito para la esfera definida como S(S?'),
para ello haremos uso de la operacién suspensién en el modelo finito de S! 5.7]. Asi

un modelo finito para S? = S(S!) tiene la siguiente representacién gréfica:

Figura 5.11: Modelo finito de S2.

Para construir un modelo finito de otras variedades topolégicas de dimension
dos tales como la botella de Klein, banda de M&bius y plano proyectivo, podemos

hacer uso de su representacion plana y una triangulacién.

DEFINICION 5.14 (triangulacién). Sea M? una variedad topolégica de dimension

dos. Una triangulacién de M" es una familia {Ty, Ty, ..., T, } que recubre S tal que:

e Para todo T; se tiene que T; es homeomorfo a un triangulo; y

0,
e ;NT; = {x} vértice,

{a,b} lado en comun.

Es decir la interseccion de dos tridngulos es un 0-simplice o un 1-simplice.

EJEMPLO 34. Vamos a encontrar un modelo finito minimal para la botella de Klein
definida en el Ejemplo 5, haremos uso de su representacién plana y haremos una
triangulacién, para definir la direccion de las flechas usaremos la direccion dada
por su representacion plana y para completar los tridngulos forzaremos la transiti-
vidad entre las flechas. Asi un modelo finito para K tiene la siguiente representacién

gréfica.
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3/5\6\4
4/7\8\3
A/l\Z\A

Figura 5.12: modelo finito minimal Botella de Klein

5.4. Nrcleo de un digrafo

A lo largo de la seccién anterior hemos obtenido modelos finitos de menor car-
dinalidad al usar estructuras binarias reflexivas, sin embargo podemos reducir la
cardinalidad de ciertas estructuras binarias reflexivas al reducir puntos de tal ma-
nera que no cambiemos la homotopia en la realizacién geométrica de su espacio
clasificador. Para ello vamos a generalizar la idea de beat point vista en el capitulo

anterior, Definicion 4.4, y asi podremos calcular el nticleo de un digrafo.

Recordemos ademads que en el Ejemplo 14 vimos que reducir un beat point en un
poset significa realizar una retraccién por deformacién en la realizaciéon geométrica

del espacio clasificador asociado a nuestro poset.

Para finalizar encontraremos una algoritmo para calcular el ntcleo de un digrafo
que serd homotdpicamente al espacio original con la definicién de homotopia estu-

diada por Larose en [8]
5.4.1. Definiciones Basicas
Dados un digrafo D y x € D definimos los siguientes subgrafos:
U(x):=<{yeD:y—x}>,
F(x):=<{yeD:x—y} >,
U(x):=<{y e D\{x}:y — x} >,
F(x) :==<{ye D\{x}:x =y} >,

Clx):==<{yeD:y—xVx—y}>.
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LEMA 5.1. Sea x — y una arista del digrafo D. En K(D), y pertenece a todo n-

simplice que contiene a x si y s6lo si se tienen las siguientes condiciones:

1. Six — z,entoncesy —z0z — .

2. Siw — x, entonces w — .

Demostracién. Se puede ver facilmente que si x — y para completar un 2-simplice
debemos forzar la transitividad de sus aristas, entonces como x — z se puede obte-
ner transitividad si tenemos una arista entre y y z sin importar en que direccién la
definamos. Por otro lado como w — x se puede obtener transitividad tinicamente si

existe una flecha que conecte a w con y, es decir w — v. O

Si se cumplen las condiciones dadas en el lema podemos colapsar el punto x al
punto y sin cambiar la homotopia del digrafo, ya que estamos realizando un retracto
por deformacién en la realizacién geométrica del espacio clasificador de nuestro
digrafo; es decir,

IK(D)] 2y [K(D\{x})]:

TEOREMA 5.2 (generalizacién de beat point). Dado un digrafo D, el vértice x € D
es un beat point hacia arriba si y sélo si existey € D tal quex — y, U(x) C C(y) y
F(x) C F(y).

De manera andloga definimos un beat point hacia abajo considerando el digrafo

con las aristas opuestas.

Demostracién. La demostracion se sigue directamente del Lema 5.1]. O

DEFINICION 5.15 (ntcleo). Sea D un digrafo, definimos el nicleo del digrafo D de
la siguiente manera D¢ := D\B , donde B = {x € D : x es beat point }.

COROLARIO 5.3.
e El ntcleo de un espacio es tnico salvo homeomorfismos.

Ahora vamos a presentar el algoritmo para calcular el ntcleo de un digrafo.

ALGORITMO 2 (Nucleo de un digrafo). Sea D un digrafo, podemos encontrar su

nucleo D¢ mediante el siguiente algoritmo.
e Dado D un digrafo.
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e Sea x € D beat point de D, entonces

D =< D\{x} >.

e Si D no tiene beat points, entonces

D¢ = D.

Con ayuda del Algoritmo 2 implementado en el software https://cocalc.com

presentamos los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 35. Dado el digrafo A presentado en la Figura 5.6a vamos a encontrar su

nucleo.

(b) A\{2}
| @\
. &
(c) A\{2,3} (d) Ac

.

(e) A\{2,3,4,1}

Figura 5.13: Algoritmo 2 aplicado a A.
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DEFINICION 5.16 (digrafo contractible). Sea D un digrafo, se dice que D es contrac-
tible si Dc = {x}, es decir, su nicleo tiene un solo elemento.

PROPOSICION 5.4. Sea D un digrafo, entonces C(D) es un digrafo contractible.

Demostracion. Sea D = {x1,x,...,Xn}, se tiene que x; es beat point de x para todo
x; € D por lo tanto D¢ = {x}. O

PROPOSICION 5.5. Sean D y G digrafos, entonces D es homotépicamente equiva-

lente a G si y s6lo si D¢ es homeomorfo a Gc¢.

EJEMPLO 36. Sea G el digrafo dado en la Figura 5.14, vamos a comprobar que G no
es homotépicamente equivalente a A definido en la Figura 5.6a. Para ello vamos a

encontrar G¢ aplicando el Algoritmo 2.

Figura 5.14: G

RN 3

(@) G\{0} (b) Gc

Figura 5.15: Algoritmo 2 aplicado a G.

Podemos concluir entonces que A no es homotdépicamente equivalente a G; ya

que sus nucleos no son homeomorfos.
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5.5. Calculo de 4

De la misma manera como se hizo en la Seccién 4.5 vamos a encontrar una forma

de calcular el grupo fundamental de un digrafo.

PROPOSICION 5.6 (Célculo del grupo fundamental de un digrafo). Sea D un digrafo
vy A un drbol generador de D. Sean d; las aristas de A. Etiquetamos las aristasd; =1,
entonces el grupo fundamental de D es el grupo generado por las aristase, ¢ A con

las relaciones dadas por:

Si e una arista de x hacia y y e, es una arista que une y con z y existe una arista

e3 que une x con z, es decir definen un 2-simplice, ej.e; = e3.

Sea G el grupo generado por e, con las relaciones dadas, entonces 111 (D) = G.

Demostracion. Como A es arbol generador, entonces A es contractible. Luego el resto
de aristas generan lazos en D/ A. Asi un trio de aristas ey, ey, e3 tales que e1.ep = e3,
generan un 2-simplice en el espacio clasificador K(D). Esto implica que el camino
e1 xep Zpezen |[K(D)|. O

OBSERVACION.

e Para los siguientes ejemplos, en la representacion gréfica omitiremos las aristas
dadas por la reflexividad y si existen las aristas x — y e y — x, denotaremos

graficamente como un segmento que une x con .

e Si existen las aristas x — y e y — x, si etiquetamos la arista x — y como «,

entonces la arista y — x seré etiquetada como a~ L.

EJEMPLO 37. Vamos a encontrar el grupo fundamental del modelo finito S de S?,
descrito en la Figura 5.7. Para ello encontramos un drbol en nuestro gréfico y etique-

tamos las aristas que no pertenecen al arbol.
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Figura 5.16: Calculo de 711 (S).

Entonces 711 (S) =< {a} >~ Z = m(S').

EJEMPLO 38. Vamos a encontrar el grupo fundamental del modelo finito H de S?
descrito en la Figura 5.11.

Figura 5.17: Calculo de 711 (H).

Podemos obtener las siguientes relaciones de los 2-simplices.
1xd=d=1,

lxe=e=d=1,
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b=1,
lxb=1=ay
cxa=c=1.

Por lo tanto 711 (H) =< {1} >= 15 = m1(S?).
EJEMPLO 39. Vamos a calcular el primer grupo de homotopia para un digrafo que

no necesariamente es modelo finito de una variedad topolégica. Sea G el digrafo

presentado en la Figura 5.15a, vamos a calcular 711 (G).

]
L
L
L
'
a
]
[ ]

[ ]
L
L

Figura 5.18: Calculo de 11 (G).

Entonces tenemos las siguientes relaciones:

Por lo tanto 711(G) =< {a,b} >= Z « Z.
En el presente trabajo se han obtenido generalizaciones a estructuras binarias

reflexivas de algunos resultados presentados por Barmak y Minian para posets en
En un futuro se espera generalizar mas ideas expuestas por Barmak tales como

(2], [9], [12].
la nocién de weak point definida en [2] o el cdlculo de 7, para una estructura binaria

reflexiva.
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Apéndice

Algoritmo 1 implementado en Cocalc

def F(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_gequal(y,x): lista.append(y)
return X.subposet(lista)

def U(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_gequal(x, y): lista.append(y)
return X.subposet(lista)

def C(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_gequal(x, y) or X.is_gequal(y,x): lista.append(y)
return X.subposet(lista)

def F_hat(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_greater_than(y,x): lista.append(y)
return X.subposet(lista)

def U_hat (x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_greater_than(x, y): lista.append(y)
return X.subposet(lista)

def C_hat(x,X):
lista=[]
for y in X.list():
if X.is_greater_than(x, y) or X.is_greater_than(y,x): lista.append(y)
return X.subposet(lista)

def core(X):
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Algoritmo 2 implementado en Cocalc

def

def

def

def

bp=1
i=0

while bp==1:
i=i+1
for x in X.list ():

if is_beat(x,X):
lista=X.1list ()
lista.remove (x)

X=X.subposet(lista)

im=X.plot ()
X.show ()

nombre=’name_’+ str(i)+’.pdf’

im.save (nombre)
break

else:

return

F(x,G):

return

U(x,G):

return

C(x,G):

return

beat (x,
arriba=
arriba.

bp=0
X

{arista[1] for arista in G.outgoing_edges(x)}

{arista[0] for arista in G.incoming_edges(x)}

F(x,G).union(U(x,G))

G):
F(x,G)
discard(x)

g_arriba=G.subgraph(arriba)
abajo=U(x,G)
abajo.discard(x)

g_abajo=G.subgraph(abajo)

for y in arriba:

arriba_y=F(y,G)

abajo_y=U(y,G)

g_arriba_y=G.subgraph(arriba_y)

g_abajo_y=G.subgraph(abajo_y)

vec_y=g_arriba_y.union(g_abajo_y)
if g_arriba.is_subgraph(vec_y) and g_abajo.is_subgraph(g_abajo_y):

up=True
return (y,up)

for y in abajo:

arriba_y=F(y,G) .union(set ([y]))
abajo_y=U(y,G).union(set ([y]))
g_arriba_y=G.subgraph(arriba_y)

g_abajo_y=G.subgraph(abajo_y)

vec_y=g_arriba_y.union(g_abajo_y)

if g_abajo.is_subgraph(vec_y) and g_arriba.is_subgraph(g_arriba_y)

up=False
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def

return (y,up)
return None
core(G):
bp=True
i=0
while bp:
i=i+1
for x in G.vertices ():
H=G
pegar=beat (x,G)
print x,pegar
if pegar!=None:
lista=G.vertices ()

lista.remove (x)

G=G.subgraph(lista)

im=G.plot ()
G.show ()

nombre=’name’ +str (i) +

im.save (nombre)
break
break
else:
bp=False
return G
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