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Resumen

El objetivo del presente trabajo es describir la estructura que tienen los grupos
abelianos ordenados de rango finito, ademads del de poder ser considerado como
un referente bibliogréfico indispensable en el campo de la clasificacion de grupos
abelianos ordenados. En este trabajo se recopila, reproduciendo de manera original,
detallada, profunda y estratégica, todos los resultados relacionados con la clasifi-
caciéon de grupos abelianos ordenados, que son necesarios para lograr describir la
estructura que tienen estos grupos. Esto se logra estableciendo hasta el teorema de
inmersién de Hahn (Teorema 5.3). En esta recopilaciéon se demuestran resultados
propios, y otros proporcionados, pero sobre todo, propuestos en los trabajos [20]
de Ribenboim y [23] de Ugarte. Entre ellos, el que cumple el objetivo, el teorema
de inmersién de Hahn para el caso de grupos abelianos ordenados de rango finito
(Teorema 5.8). De este modo, se consigue una descripcion practicamente completa

de la teoria de grupos abelianos divisibles y ordenados.

PALABRAS CLAVES: grupos abelianos divisibles, cierre divisible de grupos libres
de torsién, grupos arquimedianos, subgrupos aislados (convexos), rango principal

finito y esqueleto de grupos ordenados, teorema de inmersién de Hahn.

IX



Abstract

The purpose of this paper is to describe the structure of ordered abelian groups
of finite rank, besides being able to be considered as an indispensable bibliographi-
cal reference in the field of the classification of ordered abelian groups. This paper
compiles, reproducing in an original, detailed, deep and strategic way, all results
related to the classification of ordered abelian groups, which are necessary to des-
cribe the structure of these groups. This is achieved by establishing until the Hahn's
embedding theorem (Theorem 5.3). This compilation has all my proofs of own re-
sults, and of others that were provided, but above all, proposed by Ribenboim
in [20] and Ugarte in [23]. Between these, the result that fulfills the purpose, the
Hahn’s embedding theorem for the case of ordered abelian groups of finite rank
(Theorem 5.8). In this manner, an almost complete description of the theory of divi-

sible and ordered abelian groups is achieved.

KEYWORDS: divisible abelian groups, divisible closure of torsion—free groups, ar-
chimedean groups, isolated (convex) subgroups, finite principal rank and skeleton

of ordered groups, Hahn’s embedding theorem.



Abreviaturas y Notaciones

ie. es decir

e.g. por ejemplo

Pp- pagina(s)

cf. comparar o consultar o confrontar, con

> tal que

= igual por definicién o por notacién

A X B el producto cartesiano del conjunto A por el conjunto B
ANB la diferencia del conjunto A menos el conjunto B

%) el conjunto vacio

IN el conjunto de los nimeros naturales

Z el conjunto de los ntimeros enteros

zr Z~ {0}

Z~o el conjunto de los nimeros enteros positivos

Q el conjunto de los nimeros racionales

Q* Q~ {0}

Q-0 el conjunto de los ntimeros racionales positivos

R el conjunto de los ntimeros reales

R* R~ {0}

R+ el conjunto de los niimeros reales positivos

R>o R.oU{0}

Miyn (K) el conjunto de las matrices de dimensién mn sobre el cuerpo K
1(A) la cardinalidad del conjunto A

f(A) la imagen directa del conjunto A respecto de la funcién f
1(A) la pre-imagen del conjunto A respecto de la funcién f
dimg V la dimensién del espacio vectorial V sobre el cuerpo K
a|b el entero a divide al entero b

atb el entero 2 no divide al entero b

[a, b] el intervalo cerrado de nimeros enteros de a hasta b



Capitulo 1
Introduccion

El Algebra Abstracta (Moderna) es una de las 4reas base de la Matematica, jun-
to al Andlisis Matemadtico, la Aritmética, la Geometria, la Teoria de Conjuntos y la
Topologia. Dentro de esta drea se encuentra el campo de la clasificaciéon de gru-
pos abelianos. Clasificar estos grupos médulo isomorfismo es un objetivo atin no
alcanzado, aunque ya se han logrado avances muy importantes, como los que se

presentan a continuacion.

En 1954, Kaplansky en gran parte de [17] presenta una recopilacién elegante de
los avances que se han logrado hasta ese entonces. Entre ellos, las clasificaciones de
grupos abelianos divisibles, y grupos abelianos numerables de torsién. En el 2015,
Fuchs en [10] presenta una recopilacién con la misma idea. Entre los avances que

incluye, estd la clasificacion de grupos abelianos finitamente generados.

En 1955, Szmielew en [22] presenta una clasificacién completa de grupos abelia-
nos por sus propiedades elementales (i.e., propiedades que pueden formalizarse en
cierto tipo de calculo!). Una clasificacién completa de una clase de grupos se refie-
re a su particién en subclases disjuntas, de tal manera que dos grupos pertenecen
a una subclase si y s6lo si son elementalmente equivalentes, i.e., si y solo si tienen
todas sus propiedades elementales en comtin.? Sin embargo, nadie habfa intentado
este tipo de clasificacién con respecto a los grupos ordenados®. Hasta que en 1960,
Robinson y Zakon en [21] llevan a cabo la clasificaciéon por propiedades elementa-
les de todos los grupos abelianos arquimedianos, y ademads, de una cierta clase més

general de grupos que ellos llaman “ordenados regularmente”.

Ver e.g. en [21], Seccién 1, pp. 222-225.

2Cf. [21] pp. 222.

3Se los conoce mds como grupos linealmente ordenados o totalmente ordenados; o simplemente
“o-groups”; y sobre todo, se debe diferenciarlos de los grupos parcialmente ordenados conocidos
simplemente como “po-groups”. Ver e.g. en [2] pp. 287 o [7] pp. 143.
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De forma simultdnea, Robinson y Zakon en [21] establecieron condiciones necesa-
rias y suficientes para que dos grupos “ordenados regularmente” sean elemental-
mente equivalentes.* Lo lograron, estableciendo una serie de sistemas completos
(finitos e infinitos) de axiomas. Cada sistema definiendo una cierta subclase de gru-

pos abelianos ordenados.’

En 1907, Hahn en [15] establece y demuestra por primera vez el teorema de in-
mersion para grupos abelianos ordenados que ahora lleva su nombre. Este teorema
describe la estructura de estos grupos, y por lo tanto es el resultado fundamental
de este trabajo. Hahn mostré que todo grupo abeliano ordenado puede sumergir-
se en un espacio funcional real ordenado lexicograficamente. Su demostracién se

desarrolla a lo largo de veintisiete paginas sin contar los preliminares.

Durante cuarenta y cinco afios, nadie ofrecié una demostracién mas simple del teo-
rema de inmersién de Hahn. Hasta que en 1952, Hausner y Wendel en [16] presen-
taron una demostracién de dos péginas del teorema, pero para el caso de un espacio
vectorial real ordenado.® Seguidamente en 1954, Clifford en [4] describe la demos-
tracion de Hahn como una “maratén transfinita”, y muestra que la demostraciéon
de Hausner y Wendel se aplica igual de bien al caso general, con algunas modifi-
caciones menores. Lo que proporciona una demostraciéon “accesible” y simple del
teorema fundamental de Hahn. Resultando que [4] es simplemente un apéndice de
[16].7

En 1953, Conrad en [5] generaliza la inmersién de Hahn para que se aplique a gru-
pos abelianos parcialmente ordenados, i.e., no solo simplifica la demostracién, sino
que extiende el teorema a estos grupos, y a sistemas atin més generales. Conrad basa
su demostracion en la nocién intrinseca de una “descomposiciéon” del grupo dado,
en lugar de la nocién extrinseca de un isomorfismo ordenado® sobre el grupo dado

hacia un espacio funcional ordenado.’

Luego en 1956, Gravett en [13] aplic6 una generalizacién de la teoria de valora-
ciones, para el estudio de grupos abelianos ordenados. Por lo tanto dedujo nuevas
demostraciones de los teoremas de inmersién y completitud de Hahn para grupos
abelianos ordenados. Su procedimiento, aunque se desarrollé de forma indepen-

diente, se parece al que Conrad hace en [5], en la medida en que Conrad demuestra

4Ver [21], Seccién 4, Teorema 4.7, pp- 236.

SCf. [21] pp. 222.

6Cf. [4] pp. 860.

7Cf. [4] pp. 860 y [7] pp. 143.

8Se lo conoce mas como isomorfismo de orden. Ver e.g. en [13] pp. 57 o [20] pp. 4.
Cf. [4] pp. 860 y [7] pp. 143.



una generalizacion de los teoremas de Hahn por medio de un teorema de inmersién

(para grupos valorados en el sentido de Conrad).!"

Gravett por su parte en [12] y [14] también generaliza la inmersién de Hahn, pero
para que se aplique a conjuntos parcialmente ordenados!!. Extendiendo los resulta-

dos de [5] a estos conjuntos.12

En 1957, Banaschewski en [1] presenta una breve, elegante y simple demostracién
del teorema de inmersién de Hahn, pero para el caso de médulos (totalmente) or-
denados.!3 Luego en 1965, Ribenboim en [20] presenta una demostracién simple del
teorema para grupos abelianos divisibles y ordenados. Lo hace, utilizando un resul-
tado de algebra lineal de [1]'%, que primero particulariza para espacios vectoriales'.
Finalmente, en el 2016, Ugarte en [23] presenta una demostracién de un resultado'®,
que de alguna forma puede ser el teorema de inmersién Hahn, pero para el caso de

grupos abelianos divisibles y ordenados de rango numerable.

El presente trabajo se introduce en la historia (el estudio y la investigacién) de
los seis pdrrafos anteriores, basdndose en ella desde los inicios (con el trabajo [15]
de Hahn) hasta lo mds actual (con el trabajo [23] de Ugarte). Tiene como finalidad
describir la estructura que tienen los grupos abelianos ordenados de rango finito,
presentando el alcance de la investigacién que se realizé en este campo (la clasifi-
cacién de grupos abelianos), ademds de poder ser considerado como un referente
bibliogréfico indispensable para estudiar y continuar atin con mds logros en sus
avances. Como se observé anteriormente, también puede ser considerado en otros
campos, aquellos que estén relacionados con la teorfa de valoraciones,!” los espacios

lineales valorados, espacios de arcos, y ecuaciones diferenciales.!

El Capitulo 2 presenta e introduce, a modo de un recorrido no muy profundo, algu-
nos resultados y conceptos importantes de las Teorias de Grupos y el Orden, que se
utilizardn a lo largo de este escrito. Entre ellos, un concepto no tan usual, el producto
de Hahn de una familia de grupos. En este trabajo resulta infructuoso presentar un
recorrido del Algebra Lineal, pues los resultados que se utilizan de esta 4rea son en

verdad muy escasos, a mds de bésicos y comunes dentro de la Matematica. Lo que

10Cf. [13] pp. 57.

!1Se los conoce simplemente como “po-sets”. Ver e.g. en [2] pp. 1 o [7] pp. 143.
12¢Cf. [7] pp. 143.

I3Cf. [1] pp. 430, [6] pp. 646 y [7] pp. 143.

14Ver [1], Seccién 3, Lema 4, pp. 431-432.

15Ver [20], Lema (Banaschewski), pp. 19-22.

16Ver [23], Seccién 3, Proposicién 3.5, pp. 121-122.

17Ver e.g. [5], [20] y [24].

18Ver e.g. [3], [6] y [12].



si se presenta es un predimbulo corto y necesario en el Capitulo 5, para demostrar

los resultados finales que son los principales.

El Capitulo 3 es un resumen detallado de la teoria de grupos abelianos divisibles.
En este se presentan las definiciones de grupo abeliano divisible, el cierre divisible
de un grupo abeliano, y se muestran algunos resultados. Entre ellos, uno muy im-
portante porque se lo usa significativamente en los siguientes capitulos, y es el de
que todo grupo abeliano libre de torsién es de manera natural un subgrupo de su

cierre divisible (Proposicion 3.3).

El Capitulo 4 es un resumen detallado de la teoria de grupos abelianos ordenados.
En este se presentan las definiciones de grupo abeliano ordenado, grupo arquime-
diano, subgrupo aislado, el esqueleto de un grupo abeliano ordenado, entre algunas
otras. Se muestran varios resultados, algunos muy importantes como los de Holder
(Teorema 4.11 y Proposicién 4.22). Todos estos necesarios para que junto con los del

Capitulo 3 se establezca el Capitulo 5.

En el Capitulo 5 se presentan resultados de la teoria de grupos abelianos divisibles
y ordenados. Con estos resultados en parte se demuestran: el Teorema 5.6, que des-
cribe la estructura que tienen los grupos abelianos divisibles y ordenados de rango
numerable; y el Teorema 5.8, que es el tltimo y méds importante, porque describe la

estructura que tienen los grupos abelianos ordenados de rango finito.



Capitulo 2

Fundamentos Preliminares

Este capitulo es un breve resumen de las Teorias de Grupos y el Orden, en el que
adecuadamente se presentan solo los conceptos bésicos, propiedades y resultados,
que se utilizardn en todos los siguientes capitulos. Las demostraciones y ejemplos
que se muestran son para continuar estableciendo las teorias, o mostrar como se
trabaja en ellas. Las referencias principales para este capitulo son [2], [8], [10] y [23],

donde se encuentran el resto de las demostraciones.

2.1. Teoria de Grupos

2.1.1. Definiciones y Propiedades

LEMA 2.1. Sean G un conjunto y %: G x G — G una funcién, entonces a lo mds un

elemento e de G cumple quee % g = g = g % e, para todo g € G.

DEFINICION 2.1. Sean G un conjunto y +': G x G — G una funcién. Se dice que el

par ordenado (G, +) es grupo?, cuando se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. g1+ (g2 +g3) = (81 + $2) + g3, para todo g1, 82,83 € G (i.e., + es asociativa).

2. Existeun 0 € G talque 0+ ¢ = ¢ = g+ 0, para todo g € G (por el lema

anterior, un tal 0 es ﬁm'co).

3. Paratodo g € G, existe —g € G talqueg+ (—g) =0=(—g) + &

En adelante se usa de forma general la notacién aditiva, porque se trabaja con grupos abelianos.

2El primero en utilizar y presentar el término “grupo” en un contexto matematico, fue el mate-
matico francés Evariste Galois (25 de octubre de 1811 — 31 de mayo de 1832), quien es considerado
el fundador de la Teoria de Grupos. Us6 los grupos para investigar la resolucién de ecuaciones de
grado superior también conocidas como ecuaciones polinémicas.

6



Dados dos grupos (G, +¢) y (H, +x). Siguiendo un abuso de notacién comun,
por simplicidad, se escribirdn (G,+) y (H,+), teniendo siempre presente que la

funcién subyacente de cada grupo no necesariamente es la misma.

OBSERVACION 2.1. Dado un grupo (G, +). Se tiene que G # @, pues existe al menos

el elemento tnico 0 de G, que se lo llamaré el elemento neutro de (G, +).

LEMA 2.2. Sean (G, +) un grupo y § € G, entonces —g € G es tinico, y se lo llamard

el elemento inverso de g en G respecto de +.

EJEMPLO 2.1. Los pares ordenados (Z~, +), (N, +) y (Zxo, -) no son grupos. Pero
los pares ordenados (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q>o,-), (R>o,-), (Q*,-) y (R*,-) silo
son. Respectivamente, estos son los grupos aditivos y multiplicativos mas comunes.

DEFINICION 2.2. Sea (G, +) un grupo. Se dice que (G, +) es abeliano® (o conmuta-
tivo), cuando para todo g,h € G, se cumple que g +h = h+ g (i.e., cuando + es

conmutativa).

EJEMPLO 2.2.Sean n € Z~o y GL,(R):={A€M,2(R): A es invertible}. Al grupo
(GL,(R), ) se lo llamaré el grupo lineal general real de grado n. Sin # 1, el grupo
(GL,(R), -) no es abeliano. Pero el grupo (M,2(R), +) siloes, atinsin = 1.

LEMA 2.3. Sean (G, +) un grupoy g, h € G, entonces —(g+ h) = (—h) + (—3).

Demostracion.

[ )
=(—(g+h)+g+h+(-h)+(-g)
=(—(g+h)+g+(0+(-g))
= (—(g+h)+(g+(-8)
= (—(g+h)+0
=—(g+h)

O

3El término “abeliano” para un grupo conmutativo proviene del nombre del matematico noruego
Niels Henrik Abel (5 de agosto de 1802 — 6 de abril de 1829), quien investig6 estos grupos.

7



EJEMPLO 2.3. Sean Qg := {£1,+i, £j, £k}, y la funcién ®: Qg x Qs — Qg bien

definida por las ecuaciones:
i®j=k j®k=i, k®i=], j®i=—k k®j=—1i, i®k=—], i®i=]®j=k®k=—1;

y por la multiplicacién usual de los signos. El siguiente diagrama permite recordar

)

Al grupo no abeliano (Qg, ®) se lo llamara el grupo de los cuaterniones. Para este

su definicioén:

grupo, un posible diagrama de Cayley* es el siguiente:

Dados un grupo (G, +), un elemento g de G y un elemento n de Z. Al elemento

( nveces

/_/% .
g+---+g sin >0,

ng:=<0 sin=0,
(—g)+--+(-g) sin<0
L 1 veces

se lo llamard el n—ésimo miiltiplo de g.

LEMA 2.4. Para un grupo (G, +), dos elementos n, m de Z y un elemento g de G, se

cumplen las siguientes afirmaciones:

4Grafo finito que muestra la conformacién abstracta de un grupo.



1. Las funciones bien definidas

h — ge(h) :==g+Hh, 7 h— 1g(h) :=h+g

son biyectivas (i.e., + es cancelativa).
2. m(ng) = mng.

3. ng+mg = (n+m)g.

2.1.2. Subgrupos

OBSERVACION 2.2. Dado un grupo (G,+) y un subconjunto H de G. La funcién
restringida 4| : H X H — G es asociativa.

DEFINICION 2.3. Sean (G,+) un grupo y H C G. Se dice que H es subgrupo de (G,+),
y se denota por H < (G,+), cuando (H,+|y) es grupo, i.e., cuando se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1. g+heH, para todo g,h€ H (i.e., +|y es clausurativa).

2. Existe un Oy € H tal que Oy+h=h=h+0p, para todo h € H (por el Lema 2.1,

un tal Oy es zjm'co).

3. Para todo h € H, existe —hy; € H tal que h+(—hp) =0= (—hp)+h.

OBSERVACION 2.3. Dado un grupo (G, +). Los subconjuntos G y {0} de G son sub-
grupos de (G, +), y se los llamara los subgrupos triviales de (G, +).

EJEMPLO 2.4. Los grupos ({0}, +), (Z, +) y (Q, +) son subgrupos del grupo (R, +).
Los grupos ({1},-), (Qso,), (Q*,-) y (Rs, -) son subgrupos del grupo (R*,-).

OBSERVACION 2.4. Cualquier subgrupo de un grupo abeliano también es abeliano.

EJEMPLO 2.5. Seann € Ny nZ := {nm : m € Z}. El grupo abeliano (nZ, +) es sub-
grupo del grupo abeliano (Z, +).



Dado un grupo (G, +). Siguiendo abusos de notacién y lenguaje muy comunes,
por simplicidad, frecuentemente se escribird solo al conjunto G y se lo llamara el
grupo, haciendo referencia tactica a la funcién subyacente + que lo hace grupo. De
esta manera; por un lado, dado un subgrupo H de (G, +), se escribirda H < Gy
se lo llamard el subgrupo H de G; y por otro lado, al elemento 0 se lo llamara el
elemento neutro de G. Ademds, dado un elemento ¢ de G, al elemento —g se lo
llamara el elemento inverso de g en G, y dado otro elemento & de G, los elementos
g+ (=h),h+(—g), (=h)+gy (—g)+hseescribirang—h,h— g, —h+gy —g+Hh,

respectivamente.

LEMA 2.5. Para un grupo (G, +) y un subgrupo H de G, se cumplen las siguientes

afirmaciones:

1. El elemento neutro de G pertenece a H, y coincide con el elemento neutro de H
(ie,0=0g).

2. Paratodoh € H, el elemento inverso de h en G coincide con el elemento inver-
sodehenH (ie, —h = —hy).

1 V3 10 1 0 —a —b
EJEMPLO 2.6.Seana=—,b=—, Ry:= , S0:= , Ry:= ,

—a b —a b —a —b )
Si:= ,Ry:= ,Spi= ,y Dih3:={Ry, R1, Ry, So, S1, S2}.
b a —b —a —-b a
El grupo no abeliano (Dihg, ) es subgrupo del grupo (GLy(R), -), y se lo llamara el

grupo diedral. Su diagrama de Cayley es el siguiente:

'SO

Sean H1 = {Ro, So}, H2 = {Ro, Sl}, H3 = {Ro, 52}, y H4 = {Ro, Rl, Rz}. Los grupos
abelianos (Hjy, -), (Hy,-), (Hs, ) y (Ha, -) son a su vez subgrupos del grupo (Dihg, -).

10



OBSERVACION 2.5. Cualquier subgrupo de un grupo G, que esté contenido en un
subgrupo H de G, también es subgrupo de H.

PROPOSICION 2.6 (El Criterio de Subgrupo®). Sean (G, +) un grupo y H C G, en-
tonces H < GsiysélosiH # @y g—h € H, para todo g,h € H. Mas atn, si H es
finito, entonces H < G siysélosiH # @y g+ h € H, para todo g,h € H.

LEMA 2.7. Sean G un grupo y § # @ una familia de subgrupos de G, entonces la

interseccion generalizada de § es subgrupo de G, ie., (| H < G.
Heg

2.1.3. Subgrupos Normales

DEFINICION 2.4. Sean (G, +) un grupo, g,h € G,y H < G:

1. Se dice que g es congruente con h por la izquierda médulo H, y se denota por

g =%, h, cuando —g +h € H.

2. Se dice que g es congruente con h por la derecha modulo H, y se denota por

g =% h, cuandog —h € H.

LEMA 2.8. Para un grupo (G, +) y un subgrupo H de G, se cumplen las siguientes

afirmaciones:

1. Las relaciones =L, y =¢, sobre G x G son de equivalencia.

2 gy =g¢g+H:={g+h:heH}, ylgl4 =H+g:={h+g:he€H}, para
todo g € G. A estas clases de equivalencia se las llamard las clases laterales

de g, izquierda y derecha respectivamente, para todo g € G.

3. Para todo g € G, existen funciones biyectivas f;: H — [g]i; v fq: H — [g],-

EJEMPLO 2.7. Sean Hy = {£1}, Hy = {1, £i}, Hy = {1, +j},y Hy = {1, £k}.
Los grupos abelianos (Hy, ®), (Hp, ®), (H3, ®) y (Hyg, ®) son subgrupos del grupo

(Qs, ®). Con el subgrupo H; se obtienen las siguientes clases laterales:

>Ver [8], Capitulo 2, Proposicién 1, pp. 47-48.
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1® H = (—1)®H1 = H; =: Hl®(—1) =H;®1,
1®H1 = (—Z)@Hl = {:l:l} = H1® (—l) = Hl®i,
j@H = (—j)®Hy = {xj} = Hi®(—]) = H1 ®],

y
k®H, = (—k) ® Hy := {:I:k} = H1 ® (—k) = Hi®k.

EJEMPLO 2.8. Con el subgrupo H; del Ejemplo 2.6 se obtienen las siguientes clases

laterales:

RQ'H1 :SO'Hl ZZHl :ZHl-S():Hl-R(),
Ry-Hy:={Ry,S51} =:S1-Hi, Hi-Ry:={Ry,S} =:Hi-5y,
R2 . H1 = {Rz, 52} = Sz . Hl, y H1 . Rz = {Rz, 51} = H1 . Sl.

LEMA 2.9. Sean G un grupo, H < Gy g € G, entonces g + H = H + g (i.e., las rela-
ciones de equivalencia =i; y =%, sobre G x G coinciden) siy sélosig+h—g € H,
para todoh € H.

DEFINICION 2.5. Sean (G, +) un grupo y H < G. Se dice que H es subgrupo normal
de G, y se denota por H 4G, cuando paratodo g € G, se cumplequeg+H = H+g.

OBSERVACION 2.6. Los subgrupos triviales de cualquier grupo son normales.

EJEMPLO 2.9. Sean G un grupo y Ng:={g+h—g—h: g,h € G}. El grupo N es sub-
grupo normal de G. A este subgrupo normal se lo llamara el subgrupo conmutador
(o derivado) de G.

EJEMPLO 2.10. Sean n € Z~, SL,(R):={A € GL,(R): el determinante de A es 1},
y Dy(R) := {A € GL,(R) : A esdiagonal}. Al grupo (SL,(R),-) se lo llamaré el
grupo lineal especial real de grado n. Sin # 1, el grupo (D, (R), ) no es subgrupo
normal del grupo (GL,(R), -). Pero el grupo (SL,(R), -) siloes, atnsin = 1.

OBSERVACION 2.7. Cualquier subgrupo de un grupo abeliano es normal.

EJEMPLO 2.11. En el grupo del Ejemplo 2.7, los subgrupos H;, Hp, Hz y Hy son

normales (i.e., todos sus subgrupos son normales)°.

®A un grupo no abeliano con esta propiedad se lo conoce més como grupo Hamiltoniano.
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EJEMPLO 2.12. En el grupo del Ejemplo 2.6, los subgrupos Hy, Hy y Hz no son nor-

males, pero el subgrupo Hjy silo es.

Dados un grupo G y un subgrupo normal H de G. Se denota por =g a la
relacién de equivalencia =}, que coincide con =, y por G/H a la particién de
G inducida por =p. Dadas dos clases de equivalencia [¢]y, [h]y € G/H, para
cada g1,92 € [¢ly = ¢+ H y cada hy,hy € [h|lg := h+ H, se tiene que
—91+ §,—h + hy € H, lo que implica —h; + (—g1 + §2) + b1 € H por la nor-

malidad de H, y entonces,

—(g14+ M)+ (2+h)=(-h—g1+g)+h
=(—h—g1+%)+0+h
(—h1—g1+g+m)+ (—h1+hy) € H,

ie,g1+Mh =g g+hyasigr+h,g+h € (g+h)+ H=:[g+ h|g. Por lo tanto,

resulta inmediato que la funcion

+: G/HxG/H — G/H
(¢+Hh+H)— (g+H)+(h+H):=(g+h)+H

esta bien definida, y cumple las tres propiedades para que con ella G/ H sea grupo,
tomando a la clase H como el elemento neutro de G/ H, y a la clase —¢g+H como el

elemento inverso de g+ H. A este grupo se lo llamaré el cociente de G sobre H.

EJEMPLO 2.13. Sea G un grupo. Con los subgrupos normales triviales de G se obtie-
nen los grupos cocientes G/{0} := {{g} : ¢ € G} y G/G := {G}.

EJEMPLO 2.14. Sean n € IN. Con el subgrupo normal nZ del grupo (Z, +) se ob-
tiene el grupo cociente Z/nZ := {0+nZ,1+nZ, ..., (n—1)+nZ}. A este grupo co-
ciente se lo conoce mdas como el grupo de los enteros médulo n, y se lo denota por
Zy = {[0]n, (1]u, ..., [n —1]n}.

EJEMPLO 2.15. Con el subgrupo normal Z del grupo (R, +) se obtiene el grupo
cociente R/Z :={a+2Z: -1<a<l1}.

EJEMPLO 2.16. Con el subgrupo normal Z del grupo (Q,+) se obtiene el grupo

cociente Q/Z := {% +Z :a,b coprimos, b>0, y —b<a<b} <R/Z.
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EJEMPLO 2.17. Con los subgrupos normales H;, Hy, H3 y Hy del Ejemplo 2.7 se

obtienen los siguientes grupos cocientes:

Qs/Hy := {H,i®Hy,j®Hy, k® Hy}7,
Qs/Hy:={Hy,j®Hy}, Qg/Hz:={H3k®Hs3}, y Qs/Hy:={Hyi® Hy}.

EJEMPLO 2.18. Con el subgrupo normal Hy del Ejemplo 2.6 se obtiene el grupo
cociente Dihs/Hy := {Hy, So - Ha}.

LEMA 2.10. Sea G un grupo, entonces G/ Ng es abeliano. Ademés, si H < G tal que
G/ H es abeliano, entonces Ng < H. Por lo tanto, G es abeliano si y s6lo si Ng = {0}.

DEFINICION 2.6. Sean (G,+) un grupo y H < G (resp. H <4 G). Se dice que H es
subgrupo (resp. subgrupo normal) propio (o estricto) de G, y se denota por H < G
(resp. H < G), cuando se cumple que H es subconjunto propio (o estricto) de G, i.e.,
cuando H C G.

EJEMPLO 2.19. D, (R) < GL,(R), conn € Z-o~{1}.

EJEMPLO 2.20. SL,(R) <<GL,(R), con n € Z~,.

2.1.4. Subgrupos Generados y de Torsién

DEFINICION 2.7. Sean (G,+) un grupo, B C G y H < G. Se dice que H es el sub-
grupo de G generado por B, y se denota por H = (B), cuando se cumplen las si-

guientes afirmaciones:

1. BC H.

2. B C Kimplica H < K, para todo K < G.

COROLARIO 2.11. Sean G un grupo y B C G, entonces existe (B).

Demostracion. Sea §p = {H < G: B C H}, entonces por el Lema 2.7, basta tomar

(B):== (N H. L]
Hegp

7 A este grupo se lo conoce més como el grupo de Klein, y se lo denota por Vier.
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LEMA 2.12. Sean G un grupo,BC G, —B:={—-g€ G:g€ B} yB'= —BU{0}UB,
entonces (B) :={g1+---+g.€G:n€Z-9 N g1,...,4n € B'}.

OBSERVACION 2.8. Dados un grupo G y un subconjunto B de G. Se tiene que (B) es
tnico, y también que es el subgrupo mas pequefio que contiene a B. Ademas, si en
particular B = {h}, entonces ({h}) :={nh € G:n € Z}.

EJEMPLO 2.21. Con el subconjunto B = : p es primo ¢ del grupo (Q¥, -) se obtie-
] pesp grup

==

ne el subgrupo generado (B) := Qx.

EJEMPLO 2.22. Con el subconjunto B = {i,j} del grupo (Qs, ®) se obtiene el sub-
grupo generado (B) := Qg. Lo muestra su diagrama de Cayley 2.3.

EJEMPLO 2.23. Con el subconjunto B = {Ry, So} del grupo (GL;(RR), -) se obtiene el
subgrupo generado (B) := Dihs. Lo muestra su diagrama de Cayley 2.6.

DEFINICION 2.8. Sea (G, +) un grupo. Se dice que G es ciclico, cuando existeh € G
tal que (h) := ({h}) = G.

EJEMPLO 2.24. Sea n € Z~o ~ {1}. El grupo (GL,(R), -) no es ciclico, pero el grupo
(Z,,+) siloes.

LEMA 2.13. Sean G un grupo ciclico y H < G, entonces H es ciclico.

EJEMPLO 2.25. El grupo (Qs, ®) no es ciclico, pero sus subgrupos propios si lo son.

Su diagrama de ciclos® es el siguiente:

8Grafo finito que muestra los subgrupos ciclicos de un grupo.
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EJEMPLO 2.26. El grupo (Dihs, -) no es ciclico, pero sus subgrupos propios si lo son.

Su diagrama de ciclos es el siguiente:

-
-
.-

(G
\J2)

LEMA 2.14. Si G es un grupo ciclico, entonces es abeliano.

EJEMPLO 2.27. El grupo (Q, +) no es ciclico, pero el grupo (Z, +) silo es. De hecho,
sin € N, el grupo (nZ, +) es ciclico.

DEFINICION 2.9. Sea (G, +) un grupo. A #(G) se lo llamard el orden de G.

EJEMPLO 2.28. El orden del grupo (Qs, ®) es 8. Es el grupo Hamiltoniano de orden

mads pequeno que existe.

EJEMPLO 2.29. El orden del grupo (Dihs, -) es 6. Es el grupo no abeliano de orden

maés pequefio que existe.

EJEMPLO 2.30. El orden del grupo (Vier, ®) es 4. Es el grupo no ciclico de orden més

pequefio que existe.

LEMA 2.15. Sea n € Z-, entonces existe un grupo de orden n.

Demostracion. Basta tomar el grupo de los enteros médulo n, pues §(Z,) =n. O
DEFINICION 2.10. Sean (G, +) un grupo y h€ G. A #((h)) se lo llamard el orden de h.

EJEMPLO 2.31. En el grupo (Z15,+): se tiene que 1 es el orden de [0]12; que 2 es el
de [6]12; que 3 es el de [4]12 v [8]12; que 4 es el de [3]12 ¥ [9]12; que 6 es el de [2]12 ¥
[10]12; v que 12 es el de [1]12, [5]12, [7]12 ¥ [11]12-
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EJEMPLO 2.32.Sea n € Z-¢. Todos los elementos del grupo (nZ, +) tienen orden

infinito, a excepcién del 0 que tiene orden 1.

EJEMPLO 2.33. En el grupo (Qs, ®): se tiene que 1 es el orden de 1; que 2 es el de —1;
y que 4 es el de £i, £/, y £k. Lo muestra su diagrama de ciclos 2.25.

EJEMPLO 2.34. En el grupo (Dihg, -): se tiene que 1 es el orden de Ry; que 2 es el de
S0, 51y S2;y que 3es el de Ry y Rp. Lo muestra su diagrama de ciclos 2.26.

LEMA 2.16. Para un grupo (G, +), un elemento h de G y un elemento n de Z-, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. n es el orden de h.
2. n=min{m € Z-: mh =0}.

3. nh =0 ynlk, para todok € {m € Z : mh = 0}.

DEFINICION 2.11. Sean (G, +) un grupo y h € G. Se dice que h es de torsién, cuando

el orden de h es finito.

EJEMPLO 2.35. Sea n € Z~¢. En el grupo (nZ, +) no existen elementos de torsion, a
excepcion del 0. Pero en el grupo (Z,, +) si, y de hecho, todos sus elementos son de

torsion.

OBSERVACION 2.9. Dados un grupo G y el conjunto B= {h € G : h es de torsion}.
Se tiene que B < G. Ademds, si Besnonulo (i.e., si B # {0}), entonces se lo llamara

el subgrupo de torsion de G.
EJEMPLO 2.36. Sean € Z-. El grupo (Z,, +) es el subgrupo de torsion de si mismo.
EJEMPLO 2.37. El grupo (Q/Z, +) es el subgrupo de torsiéon de (R/Z, +).

DEFINICION 2.12. Sea (G, +) un grupo. Se dice que G es libre de torsién, cuando pa-
ra todo H < G tal que H # {0}, se cumple que H no es de torsién (i.e., cuando el
tinico subgrupo de torsion de G es el trivial {0}), i.e., cuando para todoh € G~ {0},

el orden de h es infinito.
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OBSERVACION 2.10. Por definicién, cualquier subgrupo de un grupo libre de tor-

sién también es libre de torsion.

EJEMPLO 2.38. Sean p un numero primo y Q, := {pim €cQ:nmc Z}. El grupo
(Zp,+) no es libre de torsion, pero el grupo (Qyp, +) silo es.

TEOREMA 2.17 (Joseph-Louis de Lagrange®). Sea (G, +) un grupo finito y H < G,
entonces el orden de H divide al orden de G, i.e., §(H)|4(G).

COROLARIO 2.18. Para un grupo finito (G,+), se cumplen las siguientes afirma-

ciones:

1. El orden de h divide al orden de G, para todo h € G. Por lo tanto, §(G)h = 0,
para todoh € G.

2. Si el orden de G es un nimero primo p, entonces G es ciclico. Por lo tanto, G

es abeliano.

2.1.5. Homomorfismos

DEFINICION 2.13. Sean (G,+), (H,+) grupos y f: G — H una funcién. Se dice que
f eshomomorfismo, cuando para todo g, h € G, se cumple que f(g+h) = f(g)+f(h).

DEFINICION 2.14. Sean (G, +), (H,+) grupos y f: G — H un homomorfismo. Al
conjunto Ker(f) := {g € G: f(g) = 0} se lo llamar4 el niicleo (o kernel) de f.

EJEMPLO 2.39. Sean G y H grupos. La funcién bien definida

08:G— H
g+— 0H(g):=0

es homomorfismo, y se lo conoce como el homomorfismo nulo de G en H. Su nticleo

es el grupo G.

DEFINICION 2.15. Sean (G, +), (H,+) grupos y f: G — H un homomorfismo:

9Ver [8], Capitulo 3, Teorema 8, pp. 89-90.
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1.

Se dice que f es monomorfismo, o de inmersion, cuando f es inyectivo.

c-—l.n

2. Se dice que f es epimorfismo, cuando f es sobreyectivo.

c ton

3. Se dice que f es isomorfismo, cuando f es biyectivo.

G-t n

LEMA 2.19. Para dos grupos (G, +), (H,+) y un homomorfismo f: G — H, se cum-

plen las siguientes afirmaciones:

1.

La imagen del elemento neutro de G respecto de f coincide con el elemento
neutro de H (i.e., f(0) =0).

Para todo g € G, la imagen del elemento inverso de g respecto de f coincide

con el elemento inverso de f(g) (i.e., f(—g) = —f(g))-
El niicleo de f es subgrupo de normal de G (i.e., Ker(f) < G).
La imagen de f es subgrupo de H (i.e., Img(f) < H).

f es monomorfismo si y sélo si su nticleo contiene tinicamente al elemento

neutro de G (i.e., f es inyectivo si y s6lo si Ker(f) = {0}).

EJEMPLO 2.40. Sean G un grupo y H < G. La funcién bien definida

1tH— G
h —1(h):=h

es monomorfismo, y se lo llamara el monomorfismo inclusion de H en G.

EJEMPLO 2.41. Sean G un grupoy ¢ € G. La funcién bien definida

8G: (Z,+) — G
n  +— gc(n) :=ng

es homomorfismo, y se lo conoce como el homomorfismo miiltiplo de g en G. Sunu-

cleo es el subgrupo {n € Z : ng = 0}. Si ¢ no es de torsién, g es monomorfismo.
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EJEMPLO 2.42. Sean G un grupo y H < G. La funcién bien definida

¢: G — G/H
g o(g):=¢+H

es epimorfismo, y se lo llamara el epimorfismo canénico de G. Su nucleo es el sub-
grupo H.
EJEMPLO 2.43. Sea n € Z~. La funcién determinante

det: (GL,(R),) — (R*,")
A — det(A)

es epimorfismo. Su ntcleo es el subgrupo (SL,(R), -).

EJEMPLO 2.44. Sea G un grupo abeliano. La funcién bien definida

op: G — G
g —op(g)=-g
es isomorfismo, y se lo conoce como el isomorfismo antipodal de G. Su inversa es la

misma funcion.

EJEMPLO 2.45. La funcién exponencial

exp: (R, +) — (Rxo, ")
x> exp(a) :=e"

es isomorfismo. Su inversa es la funcién logaritmo natural
In: (Rsg,-) — (R, +)
p + In(p) :=log,(p)-
DEFINICION 2.16. Sean G y H grupos:

1. Se dice que de manera natural G es subgrupo de H, o que G se sumerge en H,

cuando existe un homomorfismo de inmersion entre G y H.

2. Sedice que G es isomorfo a H, o que H es isomorfo a G, y se denota por G ~ H
o por H >~ G respectivamente; o simplemente se dice que G y H son isomorfos;

cuando existe un isomorfismo entre G y H.

EJEMPLO 2.46. Sea G un grupo. G/{0} ~ Gy G/G ~ {0}.
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EJEMPLO 2.47. Con los grupos (Zy, +), (Z4,+) y los del Ejemplo 2.17:
Zy~Hy ~Qg/Hy ~ Qg/Hs ~ Qg/Hy, Z4# Vier, y Z4~ Hp~ Hz~ Hjy.

De manera natural (Z;,+) < (Qs, ®) y (Z4,+) < (Qs, ®). El grupo (Qs, ®) es el
de més pequefio orden que demuestra que para uno de sus subgrupos normales (en
este caso H) el grupo cociente Vier := Qg/Hj no tiene que ser isomorfo a uno de

los subgrupos de Qs.

EJEMPLO 2.48. Con los grupos (Z,, +), (Z3,+) y los del Ejemplo 2.18:
Zy ~ Hy ~ Hy ~ H3 ~Dih3/Hy, y Z3~ Hy.

De manera natural (Z,,+) < (Dihg,-) y (Z3,+) < (Dihs, ).

2.2. Teoria del Orden

DEFINICION 2.17. Sean G un conjunto y < una relacién sobre G x G. Se dice que
< es pre-orden de (o en) G, que G es pre-ordenado con <, y se denota por (G, <),

cuando se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. g < g, paratodo geG (ie., < esreflexiva).

2. g1 < 9 yg < gzimplicag < g3, paratodog1,8»,83€ G (i.e., < es transitiva).

OBSERVACION 2.11. Cualquier subconjunto de un conjunto pre-ordenado también

es pre-ordenado restringiendo el pre-orden del conjunto al subconjunto.

Dados dos conjuntos pre-ordenados (G, <g) y (H, <p). Siguiendo un abuso de
notacién comun, por simplicidad, se escribiran (G, <) y (H, <), teniendo siempre
presente que la relacién con la que cada conjunto es pre-ordenado no necesariamen-
te es la misma. Dados dos elementos g y & de G. Si no estdn relacionados con <, se
dice que g y h no son comparables. Si estan relacionados con <, se dice que gy h
son comparables. Ademds, suponiendo que se tiene g < h, esto se leerd g es menor
igual que h, y teniendo presente que es lo mismo, frecuentemente se escribird 1 > g,

que se leerd h es mayor igual que g.
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DEFINICION 2.18. Sea (G, <) un conjunto pre-ordenado. Se dice que < es orden
parcial de (o en) G, y que G es parcialmente ordenado con <, cuando para todo

g, heGtalesqueg < hyh < g, secumplequeg=h (j.e., cuando < es antjsimétrjca) .

OBSERVACION 2.12. Cualquier subconjunto de un conjunto parcialmente ordena-
do también es parcialmente ordenado restringiendo el orden parcial del conjunto al

subconjunto.

Dados un conjunto parcialmente ordenado (G, <) con dos elementos compara-
bles ¢ y h de forma que ¢ < h. Si ¢ # h, entonces ¢ < h se denota por g < h,
que se leerd g es estrictamente menor que h, y teniendo presente que es lo mismo,

frecuentemente se escribird 1 > g, que se leerd h es estrictamente mayor que g.

DEFINICION 2.19. Sea (G, <) un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que < es
orden total de (0 en) G, y que G es ordenado con <, cuando para todo g,h € G, se

cumple que g < h o que h < g (i.e., cuando todos sus elementos son comparables).

OBSERVACION 2.13. Cualquier subconjunto de un conjunto ordenado también es

ordenado restringiendo el orden total del conjunto al subconjunto.

EJEMPLO 2.49. Sea G un conjunto. En el conjunto P(G) := {H : H C G}, la relacién
inclusién C es orden parcial. Si G tiene mas de un elemento, este orden parcial no
es total, pues se tienen {g} € {h}y {h} ¢ {g}, paratodo g, h € G tales que g # h.

EJEMPLO 2.50. En el conjunto Z, la relacion divisibilidad | es orden parcial que

no es total. En el conjunto Z*, esta relacion no es orden parcial, pero si es pre-orden.

EJEMPLO 2.51. Los conjuntos IN, Z, Q y R con el orden usual (i.e.,, & < B siy s6lo si

B — & € Rxg) son ordenados.

EJEMPLO 2.52. Sean (G, <) y (H, <) conjuntos parcialmente ordenados. El conjunto
G X H es parcialmente ordenado con la relacion <., definida por (g1, h1) <x (g2, h2)
cuando: g1 < gy Iy < hy. A este orden parcial se lo llamaré el orden parcial
producto de G x H. El conjunto G x H también es parcialmente ordenado con la
relacion <., definida por (g1, 11) <iex (g2, 12) cuando: g1 < §26 [¢1 = g2y I < hy].
A este orden parcial se lo llamara el orden parcial lexicogrdfico de G x H.
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Dados n conjuntos parcialmente ordenados (Gi, <),...,(Gy, <). Recursivamente
se pueden definir en el conjunto G; X --- X G, sus respectivos érdenes parciales
producto < y lexicogréfico <,.. Por lo tanto, suponiendo que estdn definidos en
Gy X --- X Gy_1,sedefinenen Gy X - - - X G, por (g1,.-.,8n) <x (h1,...,hy) cuando:
(91, -+ 8n-1)<x(h1,...,hy_1) Yy §n <hu; ypor (g1,---,8n) <iex(h1,...,hy) cuando:
(81,1 8n-1) <wex (B1,..., hy_1) 6 [(glr- v 8n-1)=(h1,..., hy_1) y &n Shn]

LEMA 2.20. Si los conjuntos (G1, <),...,(Gu, <) son ordenados, entonces el conjunto
(G1 X - -+ X Gy, <jx) €5 ordenado.

DEFINICION 2.20. Sean (G, <) un conjunto parcialmente ordenado y g € G:

1. Se dice que g es mdximo, cuando para todo h € G, se cumple que § > h.

2. Se dice que g es minimo, cuando para todo h € G, se cumple que g < h.
EJEMPLO 2.53. (Q, <) no tiene maximo, tampoco minimo.

EJEMPLO 2.54. Sea G un conjunto. (P(G), C) tiene méaximo que es el conjunto G, y

también minimo que es el conjunto @.
EJEMPLO 2.55. (Z~, |) no tiene maximo, pero si minimo que es el namero 1.

EJEMPLO 2.56. El conjunto IN con el orden total usual opuesto no tiene minimo, pero

si méximo que es el namero 0.

DEFINICION 2.21. Sea (G, <) un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que < es
buen orden de (0 en) G, y que G es (o0 estd) bien ordenado con <, cuando para todo

H C G tal que H # @, se cumple que H tiene minimo.

OBSERVACION 2.14. Por definicion, cualquier subconjunto de un conjunto bien or-

denado también es bien ordenado.
EJEMPLO 2.57. (Z~y, |) no estd bien ordenado, pero (Z~g, <) si lo esta.

OBSERVACION 2.15. Cualquier conjunto bien ordenado es ordenado.
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LEMA 2.21. Sean (G, <) un conjunto ordenado y H C G finito, entonces H estd bien

ordenado.

LEMA 2.22. Sean (G, <) un conjunto ordenado y § # @ una familia finita de subcon-

juntos de G bien ordenados, entonces la unién generalizada de §, i.e., ( U H, §>
Heg

estd bien ordenada.

LEMA 2.23. Si los conjuntos (Gi, <),...,(Gy, <) estan bien ordenados, entonces el

conjunto (Gy X - -+ X Gy, <)) estd bien ordenado.

DEFINICION 2.22. Sean (G,+), (H,+) conjuntos parcialmente ordenadosy f: G— H

una funcion:

1. Se dice que f es orden preservante (i.e., que preserva el orden), o creciente, 0

mondétona, cuando para todo g, h € G tales que g< h, se cumple que f(g)< f(h).

2. Se dice que f es orden reflectante (i.e., que reflecta el orden), cuando para todo

g, heG tales que f(g)< f(h), se cumple que g<h.

3. Se dice que f es orden inversora (i.e., que invierte el orden), o decreciente, o

antitona, cuando para todo g, h € G tales que g<h, se cumple que f(h)< f(g).

EJEMPLO 2.58. Sea G # @ un conjunto. La funcién bien definida

f:?(G) — P(G)
H +—— f(H):==G~\H

(i.e., la funcion que asigna a un subconjunto de G su complemento en G) es orden

inversora con respecto al orden parcial inclusién.

EJEMPLO 2.59. La funcién bien definida

f:IN—N
nr— f(n):=n+1

(i.e., la funcién que asigna a un ntimero natural su sucesor) es orden preservante y

reflectante con respecto al orden total usual.
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2.3. Grupos Abelianos

Desde esta seccion se empieza a trabajar con grupos abelianos. A continuacién
se presentan las definiciones usuales del producto generalizado directo, la suma
directa y el producto de Hahn de una familia de grupos. Este altimo concepto no

muy comun, pero imprescindible en este trabajo.

2.3.1. Producto Directo

Dados dos grupos abelianos (G, +) y (H, +). Resulta inmediato que la funcién

+: (GxH)x(GxH) — GxH
((g1,1),(82,h2)) = (g1,11) + (82, h2) == (g1 + g2, 11 + h2)

estd bien definida, y cumple las cuatro propiedades para que con ella G x H sea
grupo abeliano, tomando al par ordenado (0,0) como el elemento neutro de G x H,
y al par ordenado (—g1, —h1) como el elemento inverso de (g1, /11). A este grupo se

lo llamara el producto directo de G por H.

EJEMPLO 2.60. Con (Z;, +) se obtiene Z; x Z, := {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} ~ Vier.

Dados una familia de grupos abelianos {G;},.; con I ordenado, y su producto

generalizado

[]Gi:= {f:l — | JGi ¢ fesfuncién,y f(i) € G, paratodoi € I}

i€l i€l
= {g:: (8i)icr + 8 €GVie I}.

Resulta inmediato que la funcién

+: <H Gz) X (H GZ) — HGI

el i€l

(&@ - ((8i)ielr (hi)iel> =: (8ishi)jer — §+h = (8i + hi)je;

estd bien definida, y cumple las cuatro propiedades para que con ella J] G; sea
iel
grupo abeliano, tomando al vector 0:= (0),.; como el elemento neutro de [T G;, y
i€l
al vector —g:= (—gi);c; como el elemento inverso de g. A este grupo se lo llamara

el producto directo de {G;},;;
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Para cada j € I, a la funcién bien definida

TTj: 111G — G]
iel

g — (=g

se la llamaré la proyeccion j—ésima de [] G,. Para cada ¢ € [] G;, al conjunto
i€l - i€l

sop(g) := {i el:m(g) # O} se lo llamarad el soporte de g.

OBSERVACION 2.16. Dado un elemento g de [] G;. El soporte de —g coincide con el
- el -

de g (i.e., sop(—g) = sop(g))-

OBSERVACION 2.17. Dados dos elementos gy i de [] G;. El soporte de su suma esta
= iel
contenido en la unién de sus respectivos soportes (i.e., sop(g-+h) Csop(g) Usop()).

Dado un elemento g de [T G; \ {0} tal que su soporte tiene minimo. Al elemento
= el

or(g) := min {sop(g)} € I selo llamard el origen de g (ie., el or(g) = isiy sélo si

mi(g) # 0y mj(g) = 0, para todo j < i). Suponiendo que el or(g) = i, entonces al

elemento in(g) := 7;(g) € G; se lo llamard el inicial de g. Por convencién, se acepta

que el sop(0) = @, el or(0) = oo y el in(0) = 0. Ademds, de ser necesario, se pone

I:=1U{oo}, y se considera el orden en I como el de I junto con i < oo, para todo i € I.

OBSERVACION 2.18. Dado un elemento g de [] G;. Si el sop(g) esta bien ordenado,
- i€l -
entonces g tiene origen.

OBSERVACION 2.19. Dado un elemento g de [ G;. Si I esta bien ordenado, entonces
- i€l
g tiene origen.

Dada una familia de grupos abelianos {G;},.; con I ordenado y finito tal que
n
#(I) = n (ie, con I = [1,n]). Su producto directo [T G; = T[] G; se escribird
iel i=1
G1><G2><---><Gi><"'><Gn_1XGn.

EJEMPLO 2.61. Sean p un ntmero primo y G un grupo. Con la familia ordenada

de grupos aditivos abelianos § = {Mpz(lR), pZ, G/N(;,Zp,]R/Z,Q/Z,Qp} se ob-

tiene el grupo producto T[] H:Mpz(lR) X pZ x G/Ng x Zy x R/Z x Q/Z x Qp.
Heg
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1 1
Tomando g € [] H, el vector g = <Ip, p,Ng,[1]p, - +Z, P + Z, &> , con I
S Heg = p p+1 pr

la matriz identidad de dimensién p?. El sop(g) := [1,7]~{3}, el or(g) := 1, y el
in(g) := mi(g) = g1:= Ip.

EJEMPLO 2.62.Con la familia ordenada de grupos multiplicativos abelianos
§={Q=0, R0, Q*,R*} se obtiene el grupo producto [T H=0Q-¢ X Ry x Q* x R*.
Heg

Tomando ¢ € T[] H, el vector § = (1, E, —E, —1), con p y g nimeros primos
= Heg - qg 49 P .

diferentes. El sop(g) := [2,4], el or(g) := 2, y elin(g) := m2(g) 1= g2 := 7

Dada una familia de grupos abelianos {(G;, +)};c; con I ordenado tal que
(Gi,+) = (G,+), para cada i € I. A su producto directo [T G; = [] G se lo lla-
iel iel
marad el producto directo de §(I) copias de G. Ademas, si I es finito, entonces [] G
iel
se escribira G#().

EJEMPLO 2.63. Sea p un nimero primo. Con la familia ordenada § ={Q,,Q,,Q,}
se obtiene el grupo producto HHSH =Q,” = {g:: (91,82,93) : 81,82, 83 € Qp}.
€

2.3.2. Suma Directa y Producto de Hahn

Dada una familia de grupos abelianos {G;},.; con I ordenado. Al conjunto

iel.

@ G;:= {gEH Gi: t[sop(g)] < oo} se lo llamara la suma directa de {G;}
- i€l -

iel

OBSERVACION 2.20. Si g € @ G;, entonces g tiene origen.
- el -

Dada una familia de grupos abelianos {G;},.; con I ordenado. Al conjunto
W G;:= {ge [1G;: el sop(g) estd bien ordenado, o g = Q} se lo llamaré el pro-

icl iel
ducto de Hahn de {G;}

iel.

OBSERVACION 2.21. § G; C ¥ G;.
icl i€l

27



EJEMPLO 2.64. Con la familia ordenada de grupos multiplicativos abelianos

{Q>0}ie]R\Q se obtienen el grupo suma @ Q-9 C J] Qso, y el grupo pro-
iceR~\Q ieR\Q

ductodeHahn 1 Q-9 C I Q-so.
i€ERNQ i€ERNQ

OBSERVACION 2.22. Si I esta bien ordenado, entonces |t G; = [] G;.
i€l iel

EJEMPLO 2.65. Con la familia ordenada de grupos aditivos abelianos {iZ};

se obtienen el grupo suma @ iZ,y el grupo producto de Hahn | iZ = [] iZ.
icIN icN

OBSERVACION 2.23. Si [ es finito, entonces P G; = B G; = [] G;.
i€l i€l i€l

EJEMPLO 2.66. Con la familia ordenada del Ejemplo 2.61 se obtienen el grupo su-

ma @ H=MpR)®pZ&G/Nc®Zy, ®R/Z&Q/Z S Qp= [] H, y el grupo
Heg Heg
producto de Hahn | H=M,, :(R)WpZWG/NgWZ,WR/ZWQ/ZWQ,= [] H.
Heg Heg

PROPOSICION 2.24. Sea {G;},;.; una familia de grupos abelianos con I ordenado,
entonces P G; < ¥ G; <[] G;.

icl icl icl

Demostracion. Por definicion 0 € W G;. Sean g,h € W G, entonces el sop(g) y el
icl icl
sop(h) estan bien ordenados, por lo tanto, el sop(g — &) estd bien ordenado. Asi

¥ G; < T1G;, por la Proposiciéon 2.6.
i€l i€l

Como f#[sop(0)] = 0, entonces 0 € @ G;. Sean g, 11 € @ G;, entonces £ [sop(g)] < oo
iel iel

y #[sop(I)] < oo, lo que implica §[sop(g) Nsop(h)] < coy #[sop(g) Usop(h)] < o

pues #[sop(g) Usop(h)] = #[sop(g)] +#[sop(h)] — #[sop(g) Nsop ()], porlo tanto,

f[sop(g —h)] < co. Asi @ G; < W G;, por la Proposicion 2.6. O
- icl icl

OBSERVACION 2.24. Dadas dos familias de grupos abelianos {G;};.; y {H;};c; con
I ordenado. Si H; < G; paracadai € I, entonces @ H; < @G, W H; < Gy
icl iel  iel icl

[1H; <TIG:.

iel i€l

EJEMPLO 2.67. Con la familia ordenada del Ejemplo 2.64: @ Q-0 < @ R*,

i€R\Q iceR\Q
W Qs0< U R*,Y [T Qo< [T R%

ieRNQ icR\Q icR\Q ieRNQ
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EJEMPLO 2.68. Con la familia ordenada del Ejemplo 2.62: @ H <Q*WR*WQ*w R,
Heg

@ H<Q-o¥R*}, @ H<R. > Q*WR* <R*?¥Q*WR* <RR**, entre algunos mas.
Heg Heg

LEMA 2.25. Sea {G;},.; una familia de grupos abelianos con I ordenado, entonces

de manera natural G; < @ G;, para todoi € I.
i€l

Demostracién. Paratodo i € I, basta observar que
Gi’: {gG@Giigj:O,VjEI\{i}} S@Gi,
el i€l
o definir el homomorfismo de inmersiéon

1;: G — @Gi

icl

gi — li(gi) = gi

siendo ¢’ € @ G; el vector (g;);.; tal que gj = 0, para todo j € I\ {i}. O
- i€l
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Capitulo 3

Grupos Divisibles

En este capitulo se presenta el concepto basico de grupo divisible, ejemplos, sus
propiedades, y resultados obtenidos. Todos juntos servirdn mucho en el siguiente
capitulo, y mas en el Capitulo 5. Las referencias principales para este capitulo son
[17], [20] y [23].

3.1. Definicién y Propiedades

DEFINICION 3.1. Sea (G, +) un grupo abeliano. Se dice que G es divisible, cuando
paratodo g € G y todon € Z~, existe h € G con el cual se cumple que nh = g.

EJEMPLO 3.1. El grupo (Z, +) no es divisible, pero el grupo (Q, +) si lo es.

OBSERVACION 3.1. El hecho de que un grupo abeliano G sea divisible significa que
para cada g € G, la ecuaciéon nx = g con n € Z tiene solucién x € G, pero no se

afirma que esa solucién sea tnica.

EJEMPLO 3.2. El grupo (Q/Z, +) es divisible, pues para todo & = (% + Z) €cQ/Z,

basta tomar 8 = £ +7Z) € Q/Z con el cual se cumple que npf = «, para todo
b ple q p

n € Zp. Sin embargo, el elemento B no es tinico, pues basta observar que la igual-

1
dad n {(nib + E) + Z] = x abre camino a muchas soluciones.
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EJEMPLO 3.3. El grupo (R, +) es divisible; y ademas, para todo « € R, la ecuacién

. C x
np = aconn € Z- tiene solucién tnica p = — € R.
n

PROPOSICION 3.1. Para un grupo abeliano (G, +), las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. G es divisible y libre de torsion.

2. Paratodo g € G ytodon € Z~, se cumple que la ecuacién nx = g tiene una

tinica solucién en G.

3. G admite una estructura de Q-espacio vectorial (que extiende su estructura

natural de Z-médulo).

Demostracion. Al ser G abeliano, es Z-moédulo.

Como G es divisible, entonces para todo g € Gy todo n € Z~, la ecuacion nx = g
tiene solucién x € G. Si hy y hy son soluciones, se cumple que ¢ = nh; = nhy, lo que
implica n(hy — hy) = 0. Como G es libre de torsion, entonces el orden de (h — hy)

es infinito. Por lo tanto, (h; — hp) = 0. Asi 1 implica 2.

Como 2 se cumple, entonces basta definir

o: OxG — G

(55) Besoe

siendo x € G la tinica solucién de la ecuacién nx = mg. Luego, resulta inmediato
que esta funcién estd bien definida, y cumple las cuatro propiedades para que con

ella G sea Q-espacio vectorial. Asi 2 implica 3.

Como G es Q-espacio vectorial. Por un lado, G es divisible, porque para todo g € G
y todo n € Z-, se cumple la igualdad n (% . g) = g con (% ) g) € G. Por otro
lado, G es libre de torsién, porque para todo ¢ € Gy todo n € Z*, ng = 0 implica
0=%00:%o(ng):n<%og):g.Asi3implica1. O

3.2. El Cierre Divisible

En esta seccién se presenta un hecho muy importante, y es el de que todo grupo

abeliano libre de torsién puede sumergirse en un grupo divisible.
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PROPOSICION 3.2. Sean (G, +) un grupo abeliano libre de torsién y ~ la relacion
definida sobre el conjunto Z~ x G por (n,g) ~ (m, h) cuando mg = nh, entonces ~
es relacion de equivalencia. Ademds, sean G := (Z~o X G)/~y % el representante
de la clase de (n,g) € Z~o x G, entonces (G, +) es grupo abeliano, donde + es la
funcién o B
+: GxG — G
(g E) 8 _mgtnh

n’ m n m nm

Ms4s atin, G divisible y libre de torsién.

Demostracion. Claramente ~ es reflexiva y simétrica. Sean (11, g1), (12, $2) v (13,83)
elementos de Z-( x G tales que (n1,91) ~ (12,82) v (n2,82) ~ (ns, g3), entonces
se tiene que 197 = n1g2 y que 13y = Mpg3, que implican nz(ny91) = nz(n192)
y n1(n3g2) = ni(nags). Al ser G abeliano, es Z-médulo, y por tanto, se tiene que
ny(n3g1) = na(n193), lo que implica ny(n3g1 — n1g3) = 0. Al ser G libre de torsion,
el orden de (1391 — n1¢3) es infinito, y por tanto, se tiene que (n3g1 — n1¢3) = 0, lo

que implica (11, 1) ~ (n3,93). Asi ~ es relacién de equivalencia.

Ademas, al ser G abeliano, es Z-modulo. Por lo tanto, resulta inmediato que la fun-

ci6n + estd bien definida, y cumple las cuatro propiedades para que con ella G sea

grupo abeliano, tomando a la clase 1= {(n,0) : n € Z~p} como el elemento neutro
0de G,y alaclase —% = {(mn, —mg) : m € Z~(} como el elemento inverso de %
g

Mas atn, G es divisible, pues para todo o € G y todo m € Z-, se cumple la

igualdad m (i) ~S%con €G.Sim (§> = 0 para todo S ¢ Gy todom € Z*,

n

mn n mn n
entonces 7g =1 lo que implica mg = n0. Como G es libre de torsién, entonces
g = 0, lo que implica % = 0. Asi G también es libre de torsi6n. O

Dado un grupo abeliano libre de torsion G. Al grupo abeliano divisible y libre
de torsién construido en la proposicién anterior G := (Z~q x G) /~ se lo llamar4 el
cierre divisible de G. La siguiente proposicion y el subsiguiente corolario explican el

por qué de ese nombre.

PROPOSICION 3.3. Sean G un grupo abeliano libre de torsién y G su cierre divisi-
ble, entonces existe un monomorfismo I: G — G tal que para todo monomorfismo
f+ G — H con H cualquier grupo abeliano divisible y libre de torsion, existe un

tinico monomorfismo t: G — H tal quetol = f.
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Demostracion. Basta tomar el homomorfismo
I:G— G

8.

g —1(g) = 1

en efecto, el Ker(!) = {0}. Ademas, si f: G — H es un monomorfismo, con H un

grupo abeliano divisible y libre de torsion, entonces basta definir el monomorfismo

t:G — H
s 8\ ._
A (n) =
siendo x € H la tinica solucién de la ecuacion nx = f(g). De esta manera, t es tinico
y para todo ¢ € G, se verifica que [tol]|(g) := t[I(g)] :=¢ (%) = f(g). O
H

G t
\\

COROLARIO 3.4. Sean G un grupo abeliano libre de torsién y G su cierre divisible,
entonces de manera natural G < G, y ademds, G es el grupo divisible y libre de

torsion mds pequefio que contiene a G.

Demostracion. Por la proposicién anterior. Por un lado, G resulta ser identificado con

un subgrupo de G, al tenerse G ~ {% 19 € G} =: Img(l) < (G, +). Por otro lado,

si H es un grupo divisible y libre de torsién tal que G < H, entonces G < H. ]

3.3. Resultados en Grupos Libres de Torsion

Al trabajar con cierres divisibles y tomar diversos elementos conviene utilizar la

1
siguiente técnica: Tomando == 3 . 81 gr € G,sedefinenn* =mnqy---n;---n, y
ny’ nl "1y
ng =Ny Nj_1-Niq1 - N1y Luego ;;gl = 81, y por lo tanto,

r r
gi 1
2 n— = n;gi.

i=1

A esta técnica se la lamara reduccion a un comiin denominador.
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PROPOSICION 3.5. Sean {G;};c; una familia de grupos abelianos libres de torsién
con I ordenado, y {G;}ie1 su correspondiente familia de cierres divisibles, entonces

el cierre divisible del producto de Hahn de {G;};c| es igual al producto de Hahn de
{ai}ielf Le.,

G =G

icl icl

Demostracién. Sea g € i G;, con ¢ # 0, entonces existen h € |t G; yn € Z+ tal
= el = iel

que g = % y b # 0. Luego, h = (h;)ie; con h; € G; paratodoi € I, hj # 0 para al

menos algun j € I, y ademas, el sop(h) estd bien ordenado. Como g; = — € G; para

E —
_ n
todoi € I,y el sop(g)=sop(h), entonces ¢ € | G;.
= = el
Reciprocamente, sea ¢ € 1 G;, con ¢ # 0, entonces ¢ = (g;)ic; con g; € G; para
- i€l - -
todoi € I, g; # 0 para al menos algtn j € I, y ademds, el sop(g) estd bien ordenado.
Luego, para todo i € I, existen p; € G; y n; € Z+ tal que (%) = g¢. Tomando
i/iel
h = (n}pi)ic1, el sop(h) = sop(g), pues los {G; }ic son libres de torsién; asih € ) G;.
= i€l

, h h; n.p; :
Tomando n = n* € Z, se tiene que = = (—Z) = (Z—EZ) = (&) =
n n /el = Jiel i/ ier

entonces ¢ € 1§ G;. O
- el

1%

Dado un grupo abeliano libre de torsién G. Se denota por 8(G) al conjunto que
colecciona todos los subgrupos de G, y por V(G) al que colecciona todos los sub-
espacios de su cierre divisible G. Para cada elemento H de 8§(G), se toma como
['(H) el subespacio (H) de G, y para cada elemento E de V(G), se toma como A(E)

el subgrupo E N G de G. De esta manera, se definen bien las funciones

T:8(G) — V(G) A: V(G) —s 8(G)
H — I(H):= (H), E +— A(E):=ENG.

COROLARIO 3.6. Si en los conjuntos $(G) y V(G) se toma el orden parcial inclusion,

entonces las funciones I' y A son crecientes.

Demostracion. Claramente A es creciente. Sean Hy y Hy € 8(G) tales que H; C H,.
Como H; C T'(Hy) y I'(H;) es el subespacio méds pequefio que contiene a Hj, enton-
ces'(Hy) CT(Hy). O
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Dado un grupo abeliano libre de torsién G. Se denota por e a la funcién con la

p

que su cierre divisible G es Q-espacio vectorial. De esta manera, para cada 7 €Qy
cada & € G, se tiene que Po& .- P
n g n  qn

LEMA 3.7. Si E € V(G), entonces T (A(E)) = E.

Demostracion. Como A(E) < E,yT'(A(E)) es el subespacio més pequefio que contie-
nea A(E), entonces I'(A(E)) < E.

Reciprocamente, sea &« € E, como G es un sistema generador de G, entonces existen
S1,---,8 € Gy?,...,? € Qcongy,...,qr € Z- tales que
1 r

P 8NPl
X i_zlqi. 1 1_21 qi q*i_zlqulgz-

4 1
Por lo tanto, se tiene que g*a = Y qip;igi € ENG =: A(E), y como P € Q, entonces
i=1

- (ql oq*{x) € T(A(E)). 0

Dado un elemento H de 8(G). En general no siempre es cierto que A(T'(H)) = H,

como lo muestra el siguiente contraejemplo.

EJEMPLO 3.4. Al tomar G = Z y H = 2Z € 8(G), se obtiene que G := Q y que
['(H) := Q =: H. Por lo tanto, A(T(H)) :=T(H)NG = Z # H.

LEMA 3.8.Si H € 8(G) ya € G, entonces « € T'(H) si y sélo si existe n € Z~ tal
que na € H.

Demostracion. Si « € T(H), entonces existen g1,...,¢r € Hy %,...,& € Q con
1

r

qi,---,qr € Z~g tales que

r
Tomando n = g* € Z~, se tiene que na = Y qipigi € H.
i=1

.. 1 —
Reciprocamente, si existe n € Z tal que na € H, como " € Qya € G, entonces

§ = <%ontx) e T(H). 0

35



Para finalizar, se presenta un resultado que es significativo, porque responde una

interrogante muy considerable.

PROPOSICION 3.9. Sean G un grupo abeliano libre de torsién, G su cierre divisible,
H < G, H su cierre divisible y T(H) el subespacio vectorial de G generado por H,
entonces H = I'(H).

Demostracion. Como I'(H) es Q—espacio vectorial, entonces por la Proposicion 3.1,
I'(H) es subgrupo abeliano divisible y libre de torsién de G tal que H < I'(H). Por
lo tanto, H < T'(H), por el Corolario 3.4.

Reciprocamente, por la definicién de I'(H) y por reduccién a un comtan denomi-
nador, todo elemento de T'(H) admite una escritura de la forma % conh € Hy

n € Z~. Por lo tanto, I'(H) < H. O
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Capitulo 4

Grupos Ordenados

En cada una de las tres secciones de este capitulo se presentan definiciones,
ejemplos, propiedades, y resultados obtenidos sobre la teoria de grupos abelianos
ordenados; lo necesario para establecer y obtener el resto de resultados del siguiente

capitulo. Las referencias principales para este capitulo son [4], [19], [20] y [23].

4.1. Definiciones y Propiedades

DEFINICION 4.1. Sea (G,+) un grupo abeliano. Se dice que G es pre-ordenado,
cuando es pre-ordenado como conjunto, y su pre-orden < es compatible, i.e., cuan-
do para todo g1,82 € G tales que g1 < g2, se cumple que g1 + g3 < g + 3,
para todo g3 € G.

OBSERVACION 4.1. Cualquier subgrupo de un grupo pre-ordenado también es pre-

ordenado restringiendo el pre-orden del grupo al subgrupo.

COROLARIO 4.1. Sea (G, +, <) un grupo abeliano pre-ordenado, y sean g,h € G,
entonces g,h < 0 implica g + h < 0; y andlogamente g,h > 0 implica g+ h > 0.

Demostracién. Por definicién < en particular es compatible, entonces g, h < 0 impli-

cag+h < g <0;yandlogamente g,h > 0implicag+h > g > 0. O

DEFINICION 4.2. Sea (G, +, <) un grupo abeliano pre-ordenado. Se dice que G es
parcialmente ordenado (resp. ordenado), cuando < es orden parcial (resp. orden
total).

EJEMPLO 4'1° LOS grupos (Z/ +/ S)/ (Q/ +/ S)/ (R/ +/ S)/ (Zzl +/ Slex)/ (Qzl +/ Slex)
y (R?, +, <, ) son ordenados.

37



OBSERVACION 4.2. Cualquier subgrupo de un grupo parcialmente ordenado (resp.
ordenado) también es parcialmente ordenado (resp. ordenado) restringiendo el or-

den parcial (resp. orden total) del grupo al subgrupo.

COROLARIO 4.2. Sea (G, +, <) un grupo abeliano parcialmente ordenado, y sean
g, h € G, entonces g,h < 0 implica § +h < 0; y andlogamente g,h > 0 implica
g+h>0.

Demostracién. Como G es parcialmente ordenado, entonces < en particular es com-
patible de forma estricta. Por lo tanto, por el corolario anterior, g,h < 0 implica

g +h < 0; y andlogamente g, h > 0 implica g+ h > 0. O

DEFINICION 4.3. Sean (G, +, <), (H,+, <) grupos abelianos pre-ordenados y sea
f: G — H un homomorfismo. Se dice que f es de orden, cuando preserva el orden

(i.e., cuando es creciente).

DEFINICION 4.4. Sean (G, +,<), (H,+, <) grupos abelianos pre-ordenados y sea
f: G — H un homomorfismo de orden. Se dice que f es isomorfismo ordenado,
cuando es isomorfismo y reflecta el orden (i.e., cuando es biyectivo y su inversa es

creciente).

DEFINICION 4.5. Sean G y H grupos pre-ordenados (resp. parcialmente ordenados).
Se dice que el pre-orden (resp. orden parcial) de G es igual al pre-orden (resp. orden
parcial) de H, cuando existe un isomorfismo ordenado entre G y H. Ademads, en
cualquier caso, se dice que G es orden-isomorfo a H, o que H es orden-isomorfo a
G, y se denota por G = H o por H = G respectivamente; o simplemente se dice que

G y H son orden-isomorfos.

LEMA 4.3. Sea (G, +) un grupo abeliano, entonces G es ordenado si y sélo si existe

S C G que cumple las siguientes propiedades:
1. SU-S=G.
2. SNn-S§={0}.
3. Paratodo g, h € S, se cumplequeg+h € S.

Demostraciéon. Como G es ordenado, suponiendo < su orden total, entonces basta
tomar S = {g € G : g > 0}. En efecto, S satisface la propiedad 1 porque < es
total, satisface la propiedad 2 porque < en particular es reflexiva y antisimétrica,

y satisface la propiedad 3 por el Corolario 4.1.
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Reciprocamente, como S C G cumple las tres propiedades, entonces basta definir la
relacion < sobre el conjunto G x G, por ¢ < h cuando h — g € S. En efecto; por la
propiedad 2, para todo g € G, se tieneque g — ¢ = 0 € S, ademds, paratodoh € G
talqueg < hyh < g setienequeh — g =0, porqueh —g € Syh—g € —S; por
la propiedad 3 para todo g1, 82,93 € G tales que g1 < g2y g2 < g3, se tiene que

8381 = (82— 81) +(g3—82) € S, porque g2 —g1 € Sy gs—g € Sy porla
propiedad 1 para todo g, € G, se tienequeh — g€ Soqueh —g € —S. O

OBSERVACION 4.3. Ademads del conjunto S := {g € G : g > 0} definido en la
primera parte de la demostracion anterior, claramente se puede tomar el conjunto
{g € G: g <0} = =S porque también cumple las tres propiedades. A estos

subconjuntos se los llamard los conos de G, positivo y negativo respectivamente.

OBSERVACION 4.4. En virtud del lema anterior, para cada g, € G, se tienen las

siguientes equivalencias:
g<h=h-ge€S, g<h=h—-geS~{0}, g¢h=g>h, y g£h=g>h

LEMA 4.4. Sean (G,+,<), (H,+,<) grupos abelianos ordenados, S, T sus respectivos
conos positivos, y sea f: G — H un homomorfismo, entonces f es de orden si y s6lo
sif(S) CT.

Demostracion. Sea h € f(S), entones existe g € S tal que h = f(g). Como f es de or-
den, entonces h > f(0) = 0.

Reciprocamente, sean g, h € G tales que ¢ < h, entoncesh — g € S. Como f(S) C T,
entonces f(h) — f(g) = f(h—g) € T. O

LEMA 4.5. 5i G es un grupo abeliano ordenado, entonces es libre de torsion.

Demostracion. Seann € Z~oy § € G~ {0}. Como G es ordenado, entonces g > 0
0 g < 0. En cualquier caso, ng # 0 por el Corolario 4.2, pues ¢ > 0 implica ng > 0
y § < 0 implica ng < 0. O]

OBSERVACION 4.5. En virtud del lema anterior, cualquier grupo abeliano ordenado

tiene su cierre divisible.

LEMA 4.6. Sean (G, 4, <) un grupo abeliano ordenado, n € Z~yy g,h € G, entonces
g < hsiysélosing < nh.

Demostracion. Si ¢ < h, entonces n(h — g) > 0 por el Corolario 4.1, lo que implica

ng < nh.
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Reciprocamente, como G es ordenado, si ng > nh, entonces n(g —h) > 0. Por el

Lema 4.5, necesariamente se tiene que ¢ — h > 0, lo que implica g > h. O

LEMA 4.7. Sean (G, +, <) un grupo abeliano ordenado, n,m € Z y ¢ € G tal que

g > 0, entonces ng < mg siy sélosin < m.

Demostracion. Como Z y G son ordenados, si n > m, entonces (n — m)g > 0 por el

Corolario 4.2, lo que implica ng > mg.

Reciprocamente, si n < m, entonces (m —n)g > 0 por el Corolario 4.2, 1o que implica

ng < mg. [

PROPOSICION 4.8. Sean (G, +, <) un grupo abeliano ordenado, G su cierre divisi-
ble,yl: G — G su homomorfismo de inmersién, entonces G es ordenado de modo

que | es de orden.

Demostracion. Sea S el cono positivo de G, entonces por el Lema 4.3, basta tomar

S= {% €G:g¢€ S}. En efecto, asi S es el cono positivo de G porque S es el de G.

Ademas, [(S) := {% 19 € S} C S, y asi, I es de orden por el Lema 4.4. O

OBSERVACION 4.6. Como el conjunto S := {% €G:g¢€ S} definido en la demos-
_ oo

tracién anterior es el cono positivo de G, y para cada %, p € G se tiene que % <

h —
cuando — — & ¢ S, entonces g < h equivale a nh —mg € S.
m n nT m

LEMA 4.9. Sean (G, +, <) un grupo abeliano ordenado, (5 +, <) su cierre divisible,
E€Q>0y§£€G entonces§<—s1ysolos1p gggoﬁ.
q m n_— m qg m

Demostracion. % < E equivale a mg < nh, lo que equivale a gqpmg < qpnh por el

Lema 4.6, que equlvale aled < Po h [
q “n q S

LEMA 4.10. Sean (G, +, <) un grupo abeliano ordenado, (G, +, <) su cierre divisi-

ble, B K EQy € Gtalqueg >0, entonces © o g < - k ol siysc’)losiE < E
q’s q s n g~ s

Demostracion. Como % > 0 equivale a ¢ > 0, entonces ng > 0 por el Corolario 4.2,

y asi, P % < ]EC o % equivale a snpg < gnkg. Lo que equivale a sp < gk por el

Lema 4.7, que equivale a g =3 [
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Para finalizar esta seccion, se contestard a una interrogante muy importante, y es

la de si se tendré o no el reciproco del Lema 4.5.

DEFINICION 4.6. Sea (G, +, <) un grupo abeliano ordenado. Se dice que G es ar-
quimediano, cuando para todoa, B € G talesquea >0y B > 0, existen € IN con el
cual se cumple que np > a > (n —1)p.

OBSERVACION 4.7. Por definicién, cualquier subgrupo de un grupo arquimediano

también es arquimediano.

EJEMPLO 4.2. Los grupos (Z2, +, <i), (Q?, +, <iex) y (R?, +, <o) NO s0ON arquime-
dianos. Pero los grupos (Z, +, <), (Q, +,<) y (R, +, <) si lo son.

TEOREMA 4.11 (Otto Hblderl). Sea (G, +, <) un grupo abeliano ordenado, entonces

G es arquimediano si y s6lo si es orden-isomorfo a un subgrupo de (R, +, <).

Demostracién. Fijoa € G tal que & > 0. Sea B € G tal que B > 0. Como G es arqui-

mediano, entonces para todo n € Z~, existen m, € Z~oy my,11 € Z~ tales que
mpa >np > (my—a y  mypa> (n+1)p> (myy —1)a,

que equivale a

UILES np _ (my, —1)a v M1t (n+1)p - (M1 —1)0c.
1 1 1 1 1 1

Lo que por el Lema 4.9 equivale a

Mtk np - (my, —1)a v M1t (n+1)p - (M1 —1)oc.
n n n n+1 n+1 n+1
1
Como @ = M y < en particular es transitiva, entonces
n n+1
Malt (Mmyq —1a y My 1t (my, — 1)04'
n n+1 n+1 n

Lo que por el Lema 4.10 equivale a

My _ Myl 1 Mpyy1 _ my 1

n n+1 n+1 n+1 n n

~

que equivale a
1 Myl My 1

n+1 n+1 n n

Luego nh_r)r.}o (Zi”—_:i — %) = 0, y por lo tanto, la sucesién (:’:"—_:i) N es de Cauchy.

Ver [9], Capitulo 4, Teorema 1, pp. 45-46.
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Poniendo f(B) = nlgrolo ;nil:i > 0, se tiene que f(—pB) = —f(pB), entonces en virtud

de la definicién de limite y suma de limites, la funcion
f:G—R
£(B) sifp >0,
Br— <0 sif=0,

—f(=p) sip<0

estd bien definida y resulta ser un monomorfismo. Por lo tanto, basta tomar f res-
tringida hacia su imagen. En efecto, asi G = f(G) < R, porque f(S) € R>g es el
cono positivo de f(G) si S es el de G.

Reciprocamente, como (R, +, <) es arquimediano, si existe H < R tal que G = H,

entonces G es arquimediano porque H lo es. O

OBSERVACION 4.8. Dado un grupo abeliano libre de torsién G tal que #(G) < §(R),
su cierre divisible G admite una base B tal que #(B) < f(IR). Como dimgR = £(R),
entonces se puede seleccionar un subconjunto libre B de R tal que #(B) = £(B). Dada
una funcién biyectiva f: B — B, f induce un isomorfismo de espacios vectoriales
entre G y (B) € V(R). Este isomorfismo, en virtud del teorema anterior, permite
ordenar a G, y brindarle de paso a su subgrupo G de manera natural una estructura

de grupo arquimediano.

PROPOSICION 4.12. Sean {G;};c; una familia de grupos abelianos ordenados con I

ordenado, y {zi: G — U G; su correspondiente familia de homomorfismos de
iel icl
inmersion, entonces | G; es ordenado de modo que los {1;},.; son de orden.
icl

Demostracion. Sea {S;}ic; la correspondiente familia de conos positivos de {G;}ics,
entonces por el Lema 4.3, basta tomar S,y = {g €elYGi:in(g) >0V g= Q}. En
= el = =

efecto, asf para todo g € Sy con g # O existe k € [ tal que or(g) = ky gx € Sp ~ {0},
por lo tanto, Sy es el cono positivo de | G; porque los {S;}ic; son de los {G;}icr.
icl

Ademés, 1;(S;) := {g EWG:geSNYelN{i}, g = O} C Syparatodoic I,
- iel
y asi, los {1;};.; son de orden por el Lema 4.4. O

OBSERVACION 4.9. Como el conjunto Sy = {g € WGi:in(g) >0V g=0; defi-
- el - -
nido en la demostracién anterior es el cono positivode |y G;, y paracada g, h € | G;
i€l - i€l
se tiene que g < hcuando h — g€ S\, entonces g < h equivale a g <iex h.
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COROLARIO 4.13. Sean {G; };c; una familia de grupos abelianos ordenados con I or-

denado, y el monomortismo inclusiéoni: @ G; — | G;, entonces @ G; es ordenada
icl icl icl

de modo que 1 es de orden si y sélo si es el orden lexicogréfico.

Demostracion. El resultado es consecuencia directa de la observacién anterior, siendo

Sg = {g €EDPG;:0 < g} el cono positivo de @ G;. ]

i€l i€l
PROPOSICION 4.14. Si G es un grupo abeliano libre de torsién, entonces es ordenado

lexicograficamente.

Demostracion. Sea B = {(n,g);},.; una base del cierre divisible G de G, enton-

ces @Q =~ G. Por lo tanto, por el corolario anterior, y en particular por el Co-
i€l

rolario 3.4, G y de manera natural G son ordenados con un orden compatible al

lexicografico. m

OBSERVACION 4.10. Dado un grupo abeliano libre de torsién G. Con el orden de
la proposicién anterior, G no es arquimediano. Pero por la Observacién 4.8, si
t(G) < #(R), entonces G ademads tiene una estructura de grupo arquimediano.
Por lo tanto, en ese caso existen dos 6rdenes distintos (en cierto sentido extremos)

que se pueden definir en G.

4.2. Subgrupos Aislados

Dado un grupo abeliano ordenado G. Se introduciré en esta seccién un tipo de
subgrupo de G, que permitird distinguir si el orden de G se aproxima més al de RR,

o al de una suma directa de copias de Q.

DEFINICION 4.7. Sean (G, +, <) un grupo abeliano ordenado y H < G. Se dice que
H es subgrupo aislado (o convexo?) de G, cuando para todo hy,hy € H y todog € G
tales que hy < g < hy, se cumple que g € H.

EJEMPLO 4.3. Q x {0} no es subgrupo aislado de (Q?, +, <), pero {0} x Q silo es.

OBSERVACION 4.11. Los subgrupos triviales de cualquier grupo abeliano ordenado

son aislados.

OBSERVACION 4.12. Cualquier subgrupo aislado de un grupo abeliano ordenado

G, que esté contenido en un subgrupo H de G, también es subgrupo aislado de H.

2Ver e.g. en [1] pp. 430 o [4] pp. 861 o [7] pp. 147.
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EJEMPLO 4.4. Los tinicos subgrupos aislados de (Z, 4, <) son los triviales Z y {0}.

Al trabajar con subgrupos aislados conviene utilizar la funcién valor absoluto | - |
definida en grupos abelianos ordenados hacia sus respectivos conos positivos, y el
siguiente lema como definicién. Ademds, tener presente la subsiguiente observacion

en las demostraciones de los Teoremas 5.3 y 5.8 del siguiente capitulo.

LEMA 4.15. Sean G un grupo abeliano ordenado, y H < G, entonces H es subgrupo
aislado de G si y s6losi0 < g < h implica g € H, paratodog € G y todoh € H.

Demostracién. Sean g € Gy h € H tales que 0 <g <h. Si H es subgrupo aislado de G,

entonces ¢ € H.

Reciprocamente, sean h1,hy € Hy g € G tales que h; < g <hy, entonces se tiene que

0<g —hy<hy — hy,lo que implica g — h; € H, y por lo tanto, g € H. O

OBSERVACION 4.13. Dado un grupo abeliano ordenado G con subgrupos aislados
Hi y Hj tales que H; < Hp. Si h € Hj ~\ Hj, entonces necesariamente |g| < |h],
para cada g € Hj.

PROPOSICION 4.16. Sean G un grupo abeliano ordenado, H < G, y el epimorfismo
canoénico ¢: G — G/ H, entonces G/ H es ordenado de modo que ¢ es de orden si y

s6lo si H es subgrupo aislado de G.

Demostracion. Sean § € Gy h € H tales que 0 < ¢ < h. Como ¢ es de orden,
entonces ¢(0) < ¢(g) < ¢(h),lo que por definicién de ¢ equivalea H < g+ H < H.
Como G/ H es ordenado, entonces g + H = H, lo que implica g € H.

Reciprocamente, sea S el cono positivo de G, entonces por el Lema 4.3, basta tomar
¢(S):={g+H e G/H: g € S}.Enefecto, ¢(S) es el cono positivo de G/ H porque S
eselde G, y H es subgrupo aislado de G. Ademas, ¢ es de orden por el Lema4.4. [

OBSERVACION 4.14. Como el conjunto ¢(S):={g+ H € G/H: g € S} dela demos-
tracién anterior es el cono positivo de G/H, y para cada g1 + H,go+ H € G/H
se tiene que g1 + H < ¢ + H cuando (2 + H) — (g1 + H) € ¢(S), entonces
g1+ H < g2 + Hequivale a que exista h € H tal que g1 < g» + h.

Dados un grupo abeliano ordenado G, y un subconjunto B de G. Se definen los

siguientes conjuntos:

A(G) :={H € 8(G) : H es subgrupo aislado de G},
C(B) :={H € A(G) : BC H}, y  J(B):={H € A(G) : H C B}.
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LEMA 4.17. El conjunto A(G) es ordenado por la inclusién.

Demostracién. Sean Hy, Hy € A(G) tales que Hy ¢ Hp, entonces existe h € Hj tal
que h > 0y h ¢ Hy. Por lo tanto, si § € Hy, necesariamente se tiene que |g| < &, lo
que implica ¢ € H;. O

OBSERVACION 4.15. En virtud del lema anterior, A(G) es cerrado bajo uniones e

intersecciones arbitrarias.

DEFINICION 4.8. Al subgrupo B := [\ H se lo llamaré el subgrupo aislado de G
Hee(B)

generado por B. Si en particular B = {h}, ah := B se lo llamar4 el subgrupo aislado

principal de G generado por h.

OBSERVACION 4.16. Por definicién, B es el subgrupo aislado mas pequefio que
contiene a B. Ademds, si en particular B = {0}, entonces 0 := {0}.

DEFINICION 4.9. Sea H € A(G). Al subgrupo H:= U Hy selollamara el sub-
grupo aislado interior de H. e

OBSERVACION 4.17. Por definicién, H es el subgrupo aislado més grande contenido

propiamente en H.

LEMA 4.18. Sean G un grupo abeliano ordenado, h € G tal que h > 0, y el conjunto
B={geG:3dneZ-y>0< g < nh}, entonces el subgrupo aislado principal de G
generado porh es el subgrupo —BUB, i.e, h = {g € G:3n € Z-o > |g| < nh} =:B.

Demostraciéon. Como —B U B es subgrupo aislado de G talque h € —BU B,y hesel

subgrupo aislado de G més pequefio que contiene a /, entonces h<—-BUB.

Reciprocamente, sean § € —BU By H € C({h}), entonces existe n € Z,, tal que
|g| < nh,y por lo tanto, ¢ € H. O

OBSERVACION 4.18. Dados un grupo abeliano ordenado G, y un elemento / de G.
Se tiene que 1 = {g € G: In € Z-¢ > |g| < n|h|}.

LEMA 4.19. Sean G un grupo abeliano ordenado, h € G tal que h > 0, y el conjunto
B={g3€G:0< g AVneZsy ng < h}, entonces el subgrupo aislado interior de
h es el subgrupo —B U {0} UB, ie, t = {g € G :Vn € Z~q, n|g| < h} =:B.

[e]

Demostracion. Sea § € h, entonces existe H € J(It) tal que ¢ € H.Sea n € Z-,

entonces necesariamente n|g| < h, lo que implica g € —BU {0} U B.
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Reciprocamente, si § € —B U {0} U B, entonces para todo n € Z-, se tiene que

n|g| < h, por lo tanto, basta tomar . En efecto, § € J(h) porque§ Chyh ¢ g [

OBSERVACION 4.19. Dados un grupo abeliano ordenado G, y un elemento & de G.

Se tiene que 1 = {g € G : Vn € Z-q, n|g| < |1}

COROLARIO 4.20. Sean G un grupo abeliano ordenado, y h € G ~ {0}, entonces
existen dos subgrupos aislados de G, de modo que uno es el mds pequefio subgrupo
aislado de G que contiene a h, y el otro es el mds grande subgrupo aislado de G que

no contiene a h.

Demostracién. Consecuencia directa de los dos lemas anteriores. O]

DEFINICION 4.10. Sea (G, +, <) un grupo abeliano ordenado:

1. A dimqG se o llamard el rango racional de G.
2. At[I(G)] se lo llamard el rango de G.

OBSERVACION 4.20. Dado un grupo abeliano ordenado, su rango racional es mayor

igual que su rango.

OBSERVACION 4.21. Dado un grupo abeliano ordenado de rango infinito G. Al
ordenar el conjunto A(G) con su orden total opuesto, se tiene que A(G) no estd

bien ordenado.

PROPOSICION 4.21. Sean G un grupo abeliano ordenado, H < G aislado, el epimor-
fismo canénico ¢: G — G/H y el conjunto B = {Hy € A(G) : H < Hy}, entonces
existe una funcioén biyectiva f: B — A(G/H).

Demostracion. Como ¢ asigna a los elementos de B elementos de A(G/ H), entonces

basta tomar la funcién bien definida

f: B — A(G/H)
Hy — f(Hg) == {@(h) : h € Hy} =: ¢(Hy).

En efecto; f es inyectiva porque si H; < H;y f(H;) = f(H;), entonces se tie-
ne que hj € H; implica ¢(h;) € f(H;), lo que implica h; = h; +h con h € H,
por lo tanto, hj € H;; y f es sobreyectiva porque si H/, € A(G/H), enton-
ces tomando ¢ '(H;) € A(G) se tiene que H < ¢ '(H/), a mas de que
flo~ Y (Hs)) := ¢(¢ ' (H/x)) = H/x pues @ es sobreyectivo. O
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PROPOSICION 4.22 (Otto Holder?). Sea G # {0} un grupo abeliano ordenado, en-
tonces G es arquimediano si y solo si su rango es igual a uno, i.e., si y solo si los

tinicos subgrupos aislados de G son los triviales {0} y G.

Demostracion. Sea H # {0} un subgrupo aislado de G, entonces existe € H . {0}.
Si @ € G, entonces existe n € N tal que n|B| > |a| > (n —1)|B|, lo que implica
« € H,y por lo tanto, G = H.

Reciprocamente, sea f € G ~\ {0}, entonces ,E = G. Por lo tanto, si « € G, entonces
existe n € Z~ tal que |a| < n|p|, y asi, basta tomar m = min{n € N : |a| < n|B|},
porque n|B| > m|p| = |af > (m —1)|B]. O

COROLARIO 4.23. Sea G un grupo abeliano ordenado de rango n, con subgrupos
aislados
{0} =Hy<H;<---<H;j<---<H,_1<H, =G,

entonces H;/ H; 1 es arquimediano, para todo i € [1,n].

Demostracién. Consecuencia directa de las dos proposiciones anteriores. [

DEFINICION 4.11. Sean (G, 4, <) un grupo abeliano ordenado, S su cono positivo,
y 8, h € S~ {0}. Se dice que h es infinitamente mds grande que g, y se denota por
h > ¢, cuando se cumple que it > §.

Dado un grupo abeliano ordenado G con subgrupo aislado H. Si H no es princi-
pal, entonces se lo llamard subgrupo aislado limite de G. El siguiente lema explica

el por qué de ese nombre.

LEMA 4.24. Sean G un grupo abeliano ordenado y H < G aislado limite, entonces
existe {H; };c; una familia de subgrupos aislados principales de G con I ordenado
tal que H = |J H; con H # H;, para todoi € I.

i€l
Demostracién. Como H es subgrupo aislado de G que no es principal, entonces para
todo h € H, se tiene que i C H. Por lo tanto, basta tomar {H; }jc; = {l},cn, porque
H= U h 0

3Ver [11], Capitulo 2, Proposicién 2.1, pp. 61.
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EJEMPLO 4.5. Sea I un conjunto de indices en correspondencia biunivoca con Z .

Al ordenar I con el orden total usual opuesto, siendo G = [T Ry H = | RR, se tiene
iel iel

que H = @ R es subgrupo aislado limite de G, pues para todo i € H \ {0}, existe el
iel
mds grande ny, € Z-tal que h,, # 0,yporlotanto, H D h= | R= @ Rcon
i€y, i€ly,

Ly, ={iel:i>mn}={ny,n,—1,n,—-2,...,1} C I. Ademds, tomandoa € Ry
B € R, se tiene que (...,0,0, |B|, ¢, a,0) =h>g=(...,0,0,0,a,B,a), pues 11 > g-

OBSERVACION 4.22. Dado un grupo abeliano ordenado G con subgrupo aislado
H # {0} que es principal. Se tiene que H/ H es arquimediano, y que el subgrupo

aislado interior H no necesariamente es principal.

OBSERVACION 4.23. Dado un grupo abeliano ordenado G con subgrupo aislado H
que es arquimediano. Se tiene que H es principal. Ademds, si H # {0}, entonces
H = {0}.

4.3. El Esqueleto

Dados un grupo abeliano ordenado (G, +, <) y un conjunto ordenado de indices
(I, <) que estéd en correspondencia biunivoca con (A(G), <). Se denota por H; al
subgrupo aislado de G que le corresponde al indice i € I. Se denota por <, al orden
total opuesto al del conjunto A(G). Cuando I sea reordenado con < (i.e., cuando
i <; jequivale a H; < H;, para cadai,j € I ), tiene sentido a <, llamarlo también
el rango de G. A Ap(G) := {H € A(G) : H es subgrupo aislado principal de G} le
corresponde biunivocamente un subconjunto | de I. Cuando <; sea restringido a
] x ], a <; se lo llamaré el rango principal de G. Para cada i € ], se denota por R;
al grupo abeliano arquimediano H;/ I:Ii que se lo llamara el grupo de residuos de G
asociado a i. Se denota por F¢ a la familia ordenada {R;};c(; <,) que se la llamaré

el esqueleto de G. Se denota por §(G) (resp. H(G)) al grupo abeliano ordenado
P R; (resp. ¥ Ri) que se lo llamaré el graduado (resp. el graduado de Hahn)

i€(J,<r) i€(J,<r)
asociado al rango principal de G.

OBSERVACION 4.24. Dado un grupo abeliano ordenado G con F¢ = {Ri}ic(; <,

Para cada ¢ € G\ {0}, existe un tnicoj € I conelcualg € H;jy g ¢ ﬁj.
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OBSERVACION 4.25. Dado un grupo abeliano ordenado G con subgrupo aislado
H # {0} que es arquimediano. Se tiene que H es grupo de residuos de G (i.e., se

tiene que H € 7).

OBSERVACION 4.26. El esqueleto de cualquier grupo abeliano arquimediano no nu-

lo es de manera natural igual al mismo grupo.

Dados dos grupos abelianos ordenados con el mismo rango, en general que sean

isomorfos no siempre es cierto, como lo muestra el siguiente contraejemplo.

EJEMPLO 4.6. Los grupos (Z2, 4+, <iex) y (Q?, +, <i) tienen rango 2, pero no son
isomorfos. Los grupos arquimedianos (Z,+,<) y (Q, +, <) tienen rango 1, pero

tampoco son isomorfos.

Incluso teniendo el mismo esqueleto, en general que sean isomorfos sigue sin ser

siempre cierto, como lo muestra el siguiente teorema con el subsiguiente corolario.

TEOREMA 4.25 (Georg Cantor — Paulo Ribenboim?). Sea {G;},_; una familia de

grupos abelianos arquimedianos con I ordenado, entonces el esqueleto de |§ G; es
iel

de manera natural la familia {G;},.; reordenada con el rango principal de i} G;, i.e.,

iel
Fyc = A{Giticu<y).

i€l

Demostracion. Sea h € Ap (L+J G,-) tal que h # 0, entonces existe k € I tal que
iel

or(h) = k. Denotando Hy = h := g€ U Gi:3In € Z>o 3 [g| <ix n|h|}, se tiene

que g € Hy equivale a or(g) > k. En efecto 8| <iex 11|h| implica or(g) > k, porque
or(nh) = k; reciprocamente, por un lado, or(g) > k implica |g| <. |k], y por otro
lado, or(g) = k implica gx € Gi \ {0}, lo que implica |g| <. n|k|, porque Gy es
arquimediano. Por lo tanto, para todo k € I, Hy = {g eEWG:i<k=g = 0}
- el
con ﬁk = {g ceWG:i<k=>g = 0} =: Hy,1, lo que implica Hk/ﬁk e Gry
- el

Fyc = { } )g{G&£Uéﬂ- -
20],

iel

4Ver [20], Teorema 1, pp. 16-17.
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COROLARIO 4.26. Sea {G;}c; una familia de grupos abelianos arquimedianos con

I ordenado, entonces el esqueleto de @ G; es de manera natural la familia {G;}c;
i€l
reordenada con el rango principal de EB Giie, Fgq = {G; }ze 1<),
iel

Demostracién. El mismo razonamiento de la demostracién anterior se aplica para el
subgrupo @ G; de 1) G;. O

icl icl

De esta manera, se pueden tener dos grupos, uno que contiene al otro, pero ambos
con el mismo esqueleto. Estos grupos son el mismo cuando I es finito. No obstante,
aun en este caso, el esqueleto no determina el grupo, como lo muestra el siguiente

contraejemplo propuesto en [4] que segtin Clifford es debido al Mat. Basil Gordon.”

EJEMPLO 4.7. Sea G el subgrupo abeliano ordenado de (Qz, +, <ix) generado por el

1 k
conjunto B = { (P_' P_) € Q? : py es el k~ésimo ntimero primo .
k Pk

En primer lugar, el conjunto H ={0} x Z es subgrupo de G. En efecto, basta obser-

var que (0,1) € G, porque 2 (%,%) (1,1) eGy3 (; ;) (1,2) € G.

En segundo lugar, H es subgrupo aislado de G. En efecto, para todon € Z~ y todo
(a, B) € G, se tiene que (0,0) <ix (&, B) <ix (0,n) implicaw = 0, pero (0,8) € G

1 k k
equivale a (0,8) = m ( L)+ ( 4 ) para ciertos n; € Z. Con
pkl Pk, pkr Pk,
esto y por reduccion a un comin denominador, 0 = Lo S - Z pk n;,
Pk Pk, Pk i=
r r
lo que implica 0 = Y p, n;, que equivale a p;{jnj = — ¥ pi.ni. Por lo tanto,
i=1 =1

1=
i#]
pk].|p§c j» 10 que necesariamente implica py.[n;, pues py; 1 pk Y Px; €s primo. Asi

,B_

nik;
”1k1 ot ek _ Z € Z,lo que implica («, ) € H.
Pk1 Pk, j=1 Pk;

En tercer lugar, H no admite subgrupo complementario en G. En efecto, porque de
lo contrario existe H' < G tal que H+ H = Gy HN H' = {0}, y entonces para

todo k € Z~, se tiene que <l, £> = (0, ng) + (ax, Bx) para ciertos (ag, Bx) € H'y
k Pk

ng € Z,1o que implica py(ax, Br) = (1,k — pxng) € H'. Por lo tanto, necesariamente
paratodoi,j € Zo, se tiene que i — p;n; = j — pjnj, pues (0,i — p;n; — j+pjnj) € H'.

5Ver [4] pp- 862.
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2 k
mt , pero lim —— = 0, por lo tanto,

Asipara todo k € Z-, resulta que 11 =
Pk4+1 k—c0 Pr+1

21’11 +k

no necesariamente se tiene que
Pr+1

€ Z, lo cual es imposible.

En cuarto lugar, H es grupo de residuos de G. En efecto, basta observar que H es

arquimediano, porque H = Z.

En quinto lugar, por todo lo anterior, es imposible que G sea suma directa de sus

grupos de residuos.

En sexto lugar, 5 = {G/H, H}. En efecto, basta observar que G/H también es
arquimediano, porque Q lo es y para todo («,8) + H € G/H se tiene que « > 0
equivale a («, ) + H > H, pues (0, 8) € H.

Por lo tanto, en dltimo lugar, H ® G/ H y G son dos grupos abelianos ordenados con

el mismo esqueleto que no son isomorfos.
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Capitulo 5

Grupos Divisibles y Ordenados

Empleando el contenido de todos los capitulos precedentes, en este capitulo se
presentan los tltimos resultados de la teoria de grupos abelianos divisibles y orde-
nados. Entre ellos, los Teoremas 5.3, 5.6 y 5.8, que son los resultados principales de

este trabajo, porque describen la estructura que tienen estos grupos.

5.1. Preambulo de Algebra Lineal

Los siguientes dos lemas presentados en esta secciéon son fundamentales en este
capitulo. El segundo es el de mayor interés, porque se lo utilizara en las demostra-

ciones de los resultados principales.

LEMA 5.1 (Bernhard Banaschewski). Sean V un K-espacio vectorial, el conjunto
L(V) :={L C V : LessubespaciodeV} y M C L(V) tal que M # @, entonces

existe una funcién 9: M — £L(V') de modo que:
1. V=L&Y(L), paratodo L € M.

2. 9(Lp) € 9¥(Lq), para todo Ly, L, € M tales que L1 C L.

Demostracion. Ver([1], Seccién 3, Lema 4, pp. 431-432) 0([20], Lema (Banaschewski),
pp. 19-22). O

Banaschewski en [1] lo establece y demuestra por primera vez, para el caso en el que
V es un K-moédulo. Ribenboim en [20] lo establece y demuestra exactamente como

estd enunciado en este trabajo.
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LEMA 5.2. Sean V un K-espacio vectorial y {L;},cp; , una familia de £(V') tal que
{0} =LpcLlyCc---CL;C---CL, 1 CL,=V,

con B; = {v,-]- +Li1:0€ L,-}].Gli base de L;/L;_1 para todo i € [1,n], entonces

n
B = {vjj:ie[1,n] A jeI;} es unabase de V. Por lo tanto, dimgV = }_ #(I;).
i=1

Demostracién. Seav € V,entoncesv+ L, 1 = }_ Ayjvyj+ Ly paraciertos A,; € K

i€l

puesv+ L,y € L,/L,_1; poniendo v, = }, Anjvnj, se tiene que v — v, € Ly,
jELy

entonces (v —v,)+ Ly = Y An-1)j9(n-1)j + Ln—2 para ciertos A, _1); € K pues

jE€L—1
(v—vy)+ Ly—p € L,_1/Ly—2; y asi, inductivamente se tiene que B es un sistema
n n
generador de V, porque v = }  v; = }. ) Ajvj.
i=1 i=1jel;

n
Sean )\1] e Kconie [[1, 1’1]] y] € I; tales que 0= ) /\1’]'01']'. Como ) )\1']'7)1']' e L
i=1jel; j€l;
n
para todo i € [1,n]; entonces 0+ L,—1 = ¥ Y Ajjujj+ Ly—1 = ¥ Apjoyj + Ly
i=1j€l; i€l
pues 0+ L, 1 € Ly/Ly 1, lo que implica A,; = 0 para todo j € I, por lo tanto,
n n—1
0= 3% Y Ajv;; = ¥ YL Ajjuyj; y asi, inductivamente se tiene que B es un sub-
i=1jel; i=1 jel;
conjunto libre de V, porque A;; = 0 para todoi € [1,n] y todoj € I;. O

5.2. El Teorema de Hans Hahn

Uno de los teoremas de Hans Hahn! establece el siguiente resultado estructural,

y se lo conoce mds como el Teorema de inmersion de Hahn:

TEOREMA 5.3 (Hans Hahn). Sea G un grupo abeliano divisible y ordenado con
Fc = {Ri}tie(1,<,) entonces G se sumerge en H(G), ie, G es de manera natural
un subgrupo de H(G); mds atin, sea j: G — H(G) el homomorfismo de inmersién

que existe, entonces ] es de orden.

Demostracion. Ver([15], Seccion 2, pp. 614-642)0([20], Teorema 2, pp. 22-24). O

'Hans Hahn (27 de septiembre de 1879 — 24 de julio de 1934) fue un matematico austriaco que hizo
contribuciones al Andlisis Funcional, la Topologia, la Teoria de Conjuntos, el Célculo de Variaciones,
el Anélisis Real y la Teoria del Orden.
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Hahn en [15] lo estable y demuestra por primera vez, con una demostracién que
ocupa veintisiete padginas, la cual Clifford en [4] califica de “maratén transfinita”.
Eso tiene sentido porque Hahn utiliza métodos transfinitos, segtin Banaschewski

en [1]2. Ribenboim en [20] 1o demuestra utilizando el Lema 5.1.

OBSERVACION 5.1. En virtud del teorema anterior, y de que cada grupo de residuos
de un grupo abeliano divisible y ordenado es de manera natural un subgrupo de
R. Se tiene que cualquier grupo abeliano divisible y ordenado puede sumergirse
en un producto de Hahn de copias de IR. Por lo tanto, la posibilidad de ordenar
un grupo abeliano divisible se traduce en la posibilidad de hallar un esqueleto del
grupo. Porque el orden se corresponde con el graduado de Hahn del grupo, y por

lo tanto con su esqueleto.

5.2.1. La Estructura Numerable

Anadiendo la divisibilidad como hipétesis a los grupos abelianos ordenados se

obtienen los siguientes resultados:

LEMA 5.4. Sea G un grupo abeliano divisible y ordenado con H < G aislado, enton-

ces H es divisible.

Demostracion. Seanh € Hyn € Z~o. Como G es divisible, entonces existe ¢ € G tal

que ng = h. Como H es subgrupo aislado de G, entonces ¢ € H pues |g| < n|g|. O

OBSERVACION 5.2. En virtud del lema anterior, dado un grupo abeliano divisible y
ordenado G. Se tiene que A(G) C V(G).

COROLARIO 5.5. Sea G un grupo abeliano divisible y ordenado con ?G:{Ri}ie(l,gr)

7

entonces R; es divisible, para todoi € I.

Demostracion. Seani € I, h + POI,' € Rjyn € Z-o. Como por el lema anterior H;

es divisible, entonces existe ¢ € H; tal que ng = h. Por lo tanto, basta tomar

g—i—IfIiERi,pues n<g+IfIi):ng+IfIi:h+IfIi. o
2Ver [1] pp. 430.
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TEOREMA 5.6 (Francisco Ugarte®). Sea G un grupo abeliano divisible y ordenado
de rango numerable con F; = {Ri}ie( 1,<y) €ntonces de manera natural se tiene que
§5(G) < G < H(G); mds aun, sean v: §(G) — Gy j: G — H(G) los homomor-
tismos de inmersién que existen, entonces y y j son de orden. Por lo tanto, los tres

grupos coinciden cuando I es finito.

Demostracion. La segunda inclusiéon natural de orden es el Teorema 5.3.

Para todo i € I, por la Proposicién 3.1 y el corolario anterior, R; es un Q-espacio

vectorial con alguna base B; = { Sij + H 1 8ij € H; } | entonces por el Lema 5.2 los
je
elementos de {gjj:i € I A j € J;} son Q-linealmente mdependlentes en G, y para

todo g; + H € R;, existen tnicos A;; € Q tales que g; + H Z Aij&ij + H Por lo
j€li
tanto, al fijar B; y los representantes de sus elementos, el homomorfismo 7; definido

sobre R; hacia G mediante *; (gij + I:Il> = gij, e,

Yi- Ri — G

gi+Hi — 7 (giJFIfIi) = (Z )‘17811+H>

J€li

> Ajj [’)’z <81] + H)} 8i

J€li

estd bien definido. Ademas es inyectivo y de orden, pues Ker (v;) := {Hl} ygij >0

equivale a g;; + Hi > 0+ Hi, ara todo j € J;. Estos monomorfismos inducen el
q 8ij p )

monomorfismo bien definido

v 5(G) — G
g:<~~~r8i+1+ﬁi+1,gi+ﬁi,--->'—>7( ) L 8,

iel

que también es de orden, pues para todo i,k,m € I tales quei > ky m < i, se tiene

que gjj + &mn € H; \ Hy, paratodoj € J;y todon € Jp. O

OBSERVACION 5.3. En virtud del teorema anterior, dado un grupo abeliano divi-
sible y ordenado de rango numerable. El graduado asociado a su rango principal
aparece como cota inferior, y el graduado de Hahn asociado a su rango principal
aparece como cota superior, entre cualquier grupo cuyo esqueleto sea el mismo que
el del grupo dado. Esto no se puede concluir, si el grupo abeliano ordenado no es
divisible. Lo muestra el Contraejemplo 4.7 del capitulo anterior, pues su grupo G no
es divisible, §(G) = H(G) y 5(G) £ G.
3Ver [23], Seccién 3, Proposicién 3.5, pp. 121-122.
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5.2.2. La Estructura Finita

PROPOSICION 5.7. Para un grupo abeliano ordenado (G, +, <) y su cierre divisible

G, se cumplen las siguientes atirmaciones:

1. SiH € A(G), entonces A(T'(H)) = H.

2. SiH € A(G), entoncesT(H) € A(G).
3. SiE € A(G), entonces A(E) € A(G).

4. Existe una correspondencia biunivoca que preserva y reflecta el orden total
inclusién entre A(G) y A(G).
Demostracion. Claramente H < A(T'(H)). Reciprocamente, sea g € A(I'(H)), por el
Lema 3.8, existe n € Z~ tal que ng € H. Como |g| < n|g| y H € A(G), entonces
g € H. Asise cumple 1.

Seana € Gy B € T(H) tales que 0 < & < B. Por el Lema 3.8, existe n € Z~ tal que
np € H. Por el Lema 4.9, se tiene que 0 < na < np, lo que implica na € H, pues
H € A(G). Porlo tanto, « € T(H) por el Lema 3.8. Asi se cumple 2.

Claramente se cumple 3.

Por los dos literales anteriores y el Corolario 3.6, basta restringir y tomar la funcién

I': A(G) — A(G). En efecto, la funciéon A: A(G) — A(G) es la inversa de T, por el
literal 1 y el Lema 3.7. Asi se cumple 4. O]

OBSERVACION 5.4. En virtud del lema anterior, dado un grupo abeliano ordenado.
Todos y cada uno de los subgrupos aislados de su cierre divisible son nada més
y nada menos que los subespacios vectoriales generados por todos y cada uno de
sus subgrupos aislados. Por lo tanto, el rango del grupo dado coincide con el de su

cierre divisible.

OBSERVACION 5.5. Dados un grupo abeliano ordenado G y su cierre divisible G
con esqueletos respectivos I = {Ri = Hl-/POI,} (<) yIFs= {E = Hi/ﬁi}
te(l,=r iE(I, r)

Para cada i€ I, se tiene que I'(R;) :F(Hi/I-OIi) :F(Hi)/F<IfIi> —H./H=H;/H, =R,

i.e., se tiene que R; es el Q-espacio vectorial generado por R;.

El presente trabajo termina con el siguiente resultado, que describe la estructura
que tienen todos los grupos abelianos ordenados de rango finito. Se lo puede llamar

el Teorema de inmersion de Hahn para grupos de rango finito:
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TEOREMA 5.8. Si (G, +, <) es un grupo abeliano ordenado de rango n, entonces es

orden-isomorfo a un subgrupo de (R", +, <j,\).

Demostracién. Como G, y por lo tanto G son de rango 7, entonces sin pérdida de

generalidad, suponiendo que Ap(G) = A(G), con A(G) := {H,};c[g ) de modo que

{0} =Hy<H;<---<H;<---<H, 1< H, =G,

se tienen J; = {Ri = Hi/ﬁi}ie([[l,n]]Kr) y I = {R =T (Hy) /T (H1> }ie([[l,n]],<r)-

Para todo i € [1,n], resulta que R; es un Q-espacio vectorial con alguna base
B, = {gz] +T ( ) : gij € T (H; )} ! entonces por el Lema 5.2 los elementos de
JEL

B={ gij:i€[l,n] Ajel} son Q—linealmente independientes en G, y para todo

¢ € G, existen tinicos Aij € Q tales que ¢ = Z Y. Aijgij- Por lo tanto, poniendo
i=1j€el;

8i = ¥ Ayigij, fijando B; y los representantes de sus elementos, la funcién

G — H(G)
i (gy:{gW+F¢%9/~rng+r(z+O &+{( )V'V81+F<ﬁ0}

estd bien definida, y es Q-lineal porque lo es en cada componente. Ademds es un
isomorfismo de espacios vectoriales, porque transforma la base B de G en el con-
junto 6(B) := { [I’( On>,...,F(ﬁi+1),gij+r<ﬁi>,...,I“(I%)] € H(G) : gij € E}, que
es una base de H(G), pues B; es base de R;. Més atn, J es ordenado; porque por
un lado, para todo ¢ € G \ {0}, existe i € [1,n] tal que g; # 0y g; = 0, para todo
| € [1,n] tal que! > i; y por otro lado, para todo k,m € [1,n] tales quei > kym < i,
se tiene que gjj + gmn € H; \ Hy, para todo j € I; y todo n € I; por lo tanto, g > 0
equivale a g; > 0 que equivale a 6(g) > 0. De esta manera, G = 3(G).

Para todo i € [[1,n], por el Teorema 4.11 existe R; < R tal que R; = R;, i.e., tal que
a su vez existe ¥;: R; — R; un isomorfismo ordenado. Estos isomorfismos orde-

nados inducen otro isomorfismo ordenado ¢: H(G) — U  R;. Por lo tanto,
l.e([[l,n]],gr)

poniendo RN= | R; <R", setiene que H(G) = RN,
ie([Ln],<r)

Finalmente, en particular por el Corolario 3.4, de manera natural se tiene que
G=5(G)=2y[s(G)] < RN, O
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Capitulo 6

Conclusiones y Recomendaciones

6.1. Conclusiones y Comentarios

1. Se recopil6 toda la teoria de grupos abelianos divisibles y ordenados necesaria
para poder establecer el teorema de inmersiéon de Hahn (Teorema 5.3). Este
teorema describe la estructura de estos grupos. Resultando que todo grupo
abeliano divisible y ordenado es de manera natural un subgrupo aditivo del

producto de Hahn de determinadas copias de R ordenado lexicograficamente.

2. Se mostré que existen dos 6rdenes diferentes que podrian ser definidos en los

grupos abelianos libres de torsién (Observacion 4.10).

3. Se comprobé que para lograr distinguir el tipo de orden que tienen los grupos
abelianos ordenados, introducir en ellos sus respectivos subgrupos aislados es

una herramienta fundamental.

4. Sin tomar en consideracion las primeras dos secciones de los Fundamentos
Preliminares (Capitulo 2), se presentaron demostraciones (varias originales)!
lo suficientemente detalladas de todos los resultados establecidos en este tra-
bajo. En especial de aquellos que fueron proporcionados y propuestos por Ri-
benboim en [20] y por Ugarte en [23], a excepcion del teorema de inmersion de

Hahn (Teorema 5.3) y el lema de algebra lineal de Banaschewski (Lema 5.1).

Lemas 2.25,4.4,4.18 y 4.19. Proposiciones 2.24, 3.2, 3.5, 4.16 y 4.21. Observaciones 4.9, 4.13 y 5.5.
Resultados originales: Corolario 3.4, Lema 5.4 y Corolario 5.5. Resultados propiamente originales:
Proposicién 3.9 y Teorema 5.8.

58



Segun Aroca en [3], Hahn en [15] utiliza resultados de andlisis funcional para
espacios vectoriales racionales cuando demuestra su teorema de inmersién.?
De acuerdo con Ugarte en [23]3, Ribenboim en [20] demuestra el lema de 4l-
gebra lineal de Banaschewski, para inmediatamente utilizarlo en su demos-
tracion del teorema de inmersién de Hahn. De este modo, y como el que se
pudo apreciar en la Introduccién (Capitulo 1), las demostraciones de Hahn,
Ribenboim y Banaschewski continuardn formando parte de la gran historia

que antecede este trabajo.

5. Se comprobé que lograr ordenar los grupos abelianos divisibles se convierte

en lograr hallar sus respectivos esqueletos (Observacién 5.1).

6. Se mostré que los grupos abelianos divisibles y ordenados de rango numera-
ble estan acotados inferior y superiormente (Observacion 5.3). Inferiormente
por los graduados asociados a sus respectivos rangos principales. Superior-
mente por los graduados de Hahn asociados a sus respectivos rangos princi-
pales. Resultado que indica la minimalidad* de las inmersiones descritas en el

teorema de inmersién de Hahn para estos grupos (Teorema 5.6).

7. Se mostré que el rango de los grupos abelianos ordenados es igual al de sus

respectivos cierres divisibles (Observacién 5.4).

8. Se logré describir la estructura de los grupos abelianos ordenados de rango
finito, y sin la necesidad de pedirles la divisibilidad como hipétesis, estable-
ciendo el Teorema 5.8, que es el teorema de inmersién de Hahn para grupos
de rango finito, ademads de presentar una demostracién del mismo. Resultan-
do que todo grupo abeliano ordenado de rango finito es de manera natural un
subgrupo aditivo del producto de Hahn de finitas copias de R ordenado lexi-
cograficamente. Logros que junto con la publicacién [23] de Ugarte son igual
de importantes que los de la publicacién [1] de Banaschewski, la publicacién
[4] de Clifford, la publicacién [16] de Hausner y Wendel, e incluso que los de

las respectivas partes5 de los trabajos [19] y [20] del mismo Ribenboim.

2Ver [3] pp. 34. El Mat. José Manuel Aroca Hernandez (quien fue el Director de Tesis de Doctorado
del Mat. Francisco Javier Ugarte Guerra) lo afirma en su contribucién cientifica: “Valoraciones, Arcos
y Ecuaciones Diferenciales”, la cual esté en [3] (pp. 13-39).

3Ver [23] pp. 106.

4Reduccion a lo esencial, despojando elementos sobrantes.

5Capitulos 1-2 de [19] y Capitulo 1 de [20].
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6.2. Recomendaciones y Comentarios

Las recomendaciones con sus respectivos comentarios que se presentan en esta
seccioén final son dos prolongaciones y una continuacién que (si se desea a futuro)

podrian hacerse con, y a partir de, este trabajo.

1. Estudiar la minimalidad de las inmersiones descritas en el Teorema 5.6 para
el caso de grupos abelianos divisibles y ordenados de rango no numerable.
Un primer paso es verificando si sigue siendo la misma que se mostr6 en la
Observaciéon 5.3 para los de rango numerable. Lo importante en este paso es
analizar si el Lema 5.2 sigue cumpliéndose cuando la familia de subespacios

que satisface las hip6tesis del mismo es no numerable.

2. Estudiar e introducir las extensiones inmediatas de un grupo abeliano orde-
nado y sus grupos maximales®. Después comprobar, presentando una demos-
tracién, que un grupo maximal de todo grupo abeliano divisible y ordenado
de rango finito es el graduado de Hahn asociado a su respectivo rango princi-
pal. Resultado particular del que Ribenboim establece y demuestra en [20]” de

forma general, para todo grupo abeliano divisible y ordenado.

3. Estudiar la publicacién [24] de Ugarte investigando toda su bibliografia, y
comprobar, presentando a detalle, todos sus resultados. Segtin Ugarte en [23]°,

9 con las cua-

él en [24] introduce las valoraciones y relaciones de dominacién
les logra caracterizar los esqueletos correspondientes a 6rdenes compatibles
con el orden de un grupo abeliano ordenado.!? Lo hace probando y utilizando
antes otros resultados importantes. Uno de ellos (utilizando el lema de édlgebra
lineal de Banaschewski, el cual primero establece) resultando ser, de alguna
forma en el contexto de las valoraciones y relaciones de dominacion, el teore-
ma de inmersién de Hahn.!! De este modo, esta continuacién podra ser otro

gran trabajo.

®Ver sus definiciones en [19], Capitulo 2, pp. 48.

7Ver [20], Teorema 3, pp. 24-25.

8Ver [23] pp. 124.

%Ver sus definiciones en [24], Seccién 2, pp.49 y 48 respectivamente.
10Ver [24], Seccion 4, Teorema 4.4, pp- 60-61.
1Ver [24], Seccién 4, Lema 4.1 y Teorema 4.2 respectivamente, pp. 58-59.
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