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Resumen

En el contexto de la Relatividad General se han establecido restricciones fenome-
nolégicas que los campos de materia tienen que satisfacer, estas restricciones se de-
nominan condiciones de energia. Los agujeros de gusano aparecen como soluciones
a las ecuaciones de Einstein, y la materia que los genera no cumple con estas con-
diciones. El efecto Casimir es el tinico fendmeno medido experimentalmente donde
se puede encontrar energia con presién negativa, un cierto tipo de energia exética.
Sin embargo, solo en los recientes afios se ha hecho un primer acercamiento al estu-
dio de los agujeros de gusano de Casimir. En estos estudios se buscan agujeros de
gusano asintticamente planos, sostenidos por la energia que viene del efecto Ca-
simir. En este trabajo se traté de construir agujeros de gusano asintéticamente AdS
que satisfacen la ecuacién semiclésica de Einstein con el tensor energia impulso del
efecto Casimir, encontrando soluciones no analiticas para la funcién de redshift. Tam-
bién, se analiz6 las consecuencias de imponer la condicion de energia cuantica débil
(QWEC) en un agujero de gusano asintéticamente AdS/dS, obteniendo una familia
de soluciones en el espaciotiempo AdS que en el limite A — 0 no convergen per-
fectamente a una solucién de agujero de gusano de Casimir. Asumiendo la QWEC
y utilizando la formulacién thin shell para unir construir un agujero de gusano sin
fuerza tidal con el espacio tiempo de Schwarzschild AdS, se encontr6 restricciones
en comportamiento de la materia. Estas llevan a un agujero de gusano atravesable

en principio, generado por energia que tiene similitud con la del efecto Casimir.



Abstract

In the context of General Relativity, it has been established phenomenological
constraints that matter fields must fulfill, these restrictions are denominated energy
conditions. Wormholes appear as solutions to Einstein equations, and their mat-
ter source violets these energy conditions. Casimir effect is the only phenomenon,
which has been measure experimentally, where we can find energy with negati-
ve pressure, a kind of exotic matter. However, an approach to the study of Casimir
wormholes has been made only in recent years. On those papers, asymptotically flat
wormbholes sourced by Casimir effect are studied. In this work, we tried to build an
AdS wormhole sourced by the Casimir effect that fulfills the semiclassical Einstein
equation. Solving the field equations we find non-analytic solutions to the redshift
function. Further, we analyzed the consequences of imposing the quantum weak
energy condition (QWEC) on AdS/dS wormbholes, finding an AdS wormbholes fa-
mily that in the limit A — 0 does not converge perfectly to a Casimir flat wormhole
solution. Assuming QWEC and using the thin shell formulation to “cut and paste”
a zero tidal force wormhole with Schwarzschild AdS spacetime, we find constraints
on matter behavior. These restrictions allow us to construct a traversable wormhole

sourced by energy similar to the Casimir effect one.



Capitulo 1

Introduccidon a la Relatividad General

En este capitulo se presenta una breve introduccién a los conceptos fundamen-
tales de la teoria General de la Relatividad. Se describen brevemente los postulados
de esta teoria. Se introducen las magnitudes fisicas que se utilizardn mds adelante
en la descripcién de atravesabilidad de un agujero de gusano. Ademas, se resumen
algunas de las soluciones a la ecuacién de Einstein, resaltando la solucién de Sch-
warzschild, la cual la cual se utilizard posteriormente en la descripciéon de agujeros
de gusano tipo thin shell'. Finalmente, se explica como la métrica de Schwarzschild
afecta a la dindmica de particulas (con y sin masa) y se discuten los diagramas de

embebimiento.

La Relatividad General es una teoria cldsica que combina el espacio y el tiem-
po en un unico continuo donde transcurren todos los eventos, el espaciotiempo.
Matemédticamente, este espaciotiempo se describe como una variedad Lorentzia-
na (M, g), localmente Minkowski (plana), donde ¢ es una métrica de signatura

(— 4+ ++)[31]. Esta teoria se construye a partir de los siguientes postulados.

1.1. Postulados

El principio de equivalencia En la vecindad espaciotemporal de una concentra-
cién de masa, el movimiento de los cuerpos no puede ser distinguido por ningtin
experimento, del comportamiento fisico de cuerpos en una regién con aceleracién

uniforme.[23]

! Agujeros de gusano donde la materia que genera este objeto estd limitada a una zona especifica
y el resto del espacio es vacio o tiene materia comun.



Principio de Covarianza Establece que las leyes de la Fisica no pueden depender
de un sistema referencia. Esto sugiere que la dindmica de campos de materia pue-
de ser descrita por las mismas ecuaciones tensoriales establecidas en Relatividad

Especial, afiadiendo términos que dependan de la curvatura del espacio-tiempo.

Causalidad Local La trayectoria de un campo de materia en un subconjunto

(convexo) abierto del espacio-tiempo tiene un vector tangente de tipo no espacial.[31]

Ecuacién de Einstein El campo gravitacional es una consecuencia de que el es-
pacio tiempo no es plano, por lo cual es proporcional al tensor de curvatura [9].
Ademas, la deformacién del espacio tiempo es causada por campos de materia, los
cuales son descritos por el tensor de energia impulso Ty, el cual es simétrico y cum-
ple con la ecuaciéon VT, = 0. Por lo tanto, la forma mads sencilla en la que se puede

relacionar la curvatura del espacio tiempo y la materia es la ecuacién de Einstein

811G

Gap = c_4Tab/ (1.1)
1 . .

donde G, = Ry, — 5 R se conoce como el tensor de Einstein, donde R es

el tensor de Ricci el cual es funciéon de la métrica y sus derivadas. La ecuacién de

Einstein también puede obtenerse formalmente mediante un principio variacional,

donde el funcional a minimizar es la accion de Hilbert-Einstein [35].

La teoria de la Relatividad General también establece que la medicién del tiempo

y otras magnitudes fisicas dependen del sistema de referencia del observador.

1.2. Magnitudes fisicas basicas en Relatividad General

En las variedades pseudo Riemmanianas el intervalo infinitesimal invariante
ds?> = g,dx"dx" puede ser: positivo (tipo temporal), negativo (tipo espacial) o nulo
(tipo luminico). Esto permite clasificar a las curvas en una variedad como temporal,
espacial o luminica, dependiendo de su intervalo infinitesimal. Por ejemplo, la tra-
yectoria de cuerpos masivos es de tipo temporal y la trayectoria de la luz es de tipo
luminica. Ademads, las magnitudes fisicas medidas por estos cuerpos dependen de

su velocidad y su posicion en el espacio tiempo [9].

Tiempo Transcurrido. La medicion de un intervalo de tiempo depende del sis-

tema de referencia del observador. Un reloj fisico que se mueve con una velocidad



coordenada V' respecto a un observador O, mide un intervalo de tiempo At;. Es-
te se relaciona con el tiempo transcurrido en un reloj en reposo, como lo indica la

siguiente ecuacion

(1.2)

. o 1/2
2g0ivz N 81] Vl V]
800 800 ’

AT‘-/* = AT@' (1 +

donde Aty = \/—go0At es el tiempo que mide un reloj en reposo con respecto

observador O.

Rapidez. La rapidez de un punto masivo con velocidad coordenada V?, medida

con respecto a un observador O, estd dada por la ecuacién

B = /1 8% (g00 + 280V + g;VVJ). (1.3)

En el espacio plano esta se reduce a § = \/ V2 + Vy2 + V2.

Longitud. La longitud medida depende del sistema de referencia. Consideran-
do que con respecto a un observador O, una particula masiva se mueve con una

velocidad fisica

i ysi /500 g

(1.4)

y que el intervalo espacial es Al = BAT, se encuentra que?

Al = Al()\ /1 — gZJ‘Bl‘B] (15)

Esta ecuacién relaciona el intervalo espacial Al medido por un observador O y el
intervalo espacial propio Alp medido por una particula masiva que se mueve respec-
to a O. Si el espacio tiempo es plano i = V' y la ec.(1.5) se reduce a la contraccién
de la longitud de la Relatividad Especial Al = Aly(1 — V?)1/2,

Gravedad Local. La Relatividad General indica que para calcular la aceleracion
gravitacional de un cuerpo se calcula la “fuerza” necesaria para que este objeto man-
tenga sus coordenadas espaciales constantes. Este objeto es tipo temporal y no sigue

necesariamente una geodésica. Consecuentemente, considerando que la velocidad

2La demostracion de este resultado se encuentra en [9]



local es nula, se encuentra que las componentes espaciales de la aceleraciéon son [9]

i L/ o0 ojoi 1
a =§<ng -8’8 )ajgm- (1.6)

De esta ecuacion se encuentra que la aceleracion local causada por la gravedad
es gi = —4.Si goo = const. = a' = 0. Esto indica que en un espacio tiempo donde la
componente temporal de la métrica es constante, un observador estatico sigue una

geodésica.

Las magnitudes fisicas encontradas dependen de la métrica del espacio tiempo.
No obstante, obtener una métrica que sea soluciéon general de la ecuacién de campo
de Einstein es muy complicado a causa de su alta no linealidad 3. La resolucién de
la ecuacién de campo se facilita al asumir que la solucién tiene ciertas simetrias [9].
A continuacién, se describird brevemente algunas de las soluciones analiticas, para

mayores detalles ver [9].

1.3. Soluciones a la ecuacion de Einstein

Espacio tiempo de Minkowski

El espaciotiempo de Minkowski es la unién del espacio Euclideo R® y el tiempo,

en una variedad de dimensioén 4, donde el intervalo

ds? = —dt* + dx* +dy* +dz%, (t,x,y,z) €R (1.7)

es invariante bajo transformaciones de Lorentz. Al ser las componentes de la mé-
trica constantes, su tensor de Riemman es nulo, por lo cual se lo denomina espacio

tiempo plano [9].

Espacio tiempo de Schwarzschild

El teorema de Birkhoff [39] enuncia que la tinica solucién de vacio de a la ecua-

cién de Einstein (1.1) con simetria esférica, invariante bajo traslaciones temporales y

3La ecuacion de Einstein puede ser resuelta con métodos numéricos y algoritmos. Por ejemplo, en
el andlisis computacional de agujeros negros, ondas gravitacionales y estrellas de neutrones [3].



en (3+1) dimensiones es

-1
ds? = — (1 — %) dat* + <1 — %) dr® + r*dQy?, (1.8)

donde d0)? = d6? + sin? d$? y Rs se denomina radio de Schwarzschild. Sir — oo
entonces la métrica (1.8) converge al espaciotiempo de Minkowski en coordenadas
esféricas, por lo cual se denomina asintéticamente plano. Al aproximarse al limite

clasico, es decir a la gravitacion Newtoniana, se encuentra que Ry = 2GM.

Es claro que el elemento de linea de la ec.(1.8) tiene dos singularidades, en 7 = 0
y r = Rs. Sin embargo, la segunda singularidad es coordenada, es decir, las coor-
denadas que hemos escogido no son lo suficientemente buenas para describir el
espaciotiempo dado. Asi, al trabajar en el sistema de coordenadas de Kruskal esta

desaparece [31].

Espacio tiempo de Robertson-Walker

El espacio de Schwarzschild es estdtico y simétrico. Ademads, su métrica descri-
be un cuerpo aislado e idealizado. Otro tipo de idealizacién es un espacio tiempo
isotrépico y espacialmente homogéneo, como nuestro universo. De esta forma, se

establece la métrica de Robertson-Walker como

dr?
2 _ 2 2 2 1092
ds® = —dt* +a(t) (1—kr2+r dQ ), (1.9)
donde k = —1,0 0 1 si se tiene geometria hiperbdlica, Euclidea o esférica, respec-

tivamente. Ademas, el termino a(t) se denomina factor de escala.

Existen otras soluciones a la ecuacion de Einstein. Por ejemplo, el espacio tiempo
de Reisser-Nordstron que describe el campo gravitatorio y electromagnético de un
cuerpo masivo con carga eléctrica. También, las métricas de Kerr y Kerr-Newman,
las cuales son generalizaciones a la métrica de Schwarzschild y Reisser-Nordstron
respectivamente, para cuerpos con momento angular no nulo. Otra generalizaciéon
al espacio tiempo de Schwarzschild, es la solucién que se obtiene al afiadir la cons-
tante cosmoldgica a la ecuacién de Einstein en el vacio. A continuacién se describira

mas a detalle esta solucién, ya que luego se utilizard este espaciotiempo para la



construccion de agujeros de gusano tipo thin shell [25].

1.4. Espacio tiempo de Schwarzschild Anti de Sitter

La ecuacién de Einstein (1.1) permite afiadir un termino extra H,, en el miem-
bro izquierdo, el cual no debe depender de las derivadas de la métrica y también
V%H,, = 0. La forma mads sencilla de dar un valor a H,; que dependa de la métrica
es H,, = Agu,, donde A es una constante universal [35]. Por lo tanto, la ecuacién de

Einstein adquiere la siguiente forma

8nG
Gap + Agap = C—4Tab- (1.10)

La constante cosmoldgica se la puede interpretar fisicamente como la energia del

vacio si se reescribe la ecuacion de Einstein como

81tG (vac)
Gap = —¢~ (Tab + T ) , (1.11)
A 4
donde Téz ") — _ gabﬁ. Ademas, se puede formular un tensor energfa impul-
so total
Ty = Ty + T, (1.12)

el cual permite regresar a la forma original de la ecuacién de Einstein

811G

Gab — C—4Tab. (113)

En [25] se explica que si se establece simetria esférica e invarianza bajo traslacio-
nes temporales en la ecuacioén de Einstein (1.10) en el vacio, se obtiene el siguiente

elemento de linea

2GM  Ar? dr?
ds? = — (1— — ) P
° ( c2r 3 ) + 2GM  Ar? +
1= 2r 3 (1.14)
+ r2(d6? + sin(0)2d¢?).

Si comparamos este elemento de linea con el de la ec.(1.14) se observa que tiene
la misma forma a excepcién del factor Ar?/3. La denominacién del espaciotiempo

depende del signo de la constante cosmolégica A. Si A = 0 se obtiene la soluciéon



de Schwarzschild (1.8). Si la constante cosmolégica es positiva A > 0 se consigue
la solucién Schwarzschild de Sitter. En cambio, si A < 0 la soluciéon se denomina
Schwarzschild Anti de Sitter [25]. Se le da este nombre pues si ¥ — oo el elemento

de linea Schwarzschild AdS converge a

ds*> = — (1+ Al c2dt* + o + r2(d6? + sin(0)2d¢?) (1.15)
B 3 |A|r? 7 '
(1+157)

el cual corresponde al elemento de linea del espacio tiempo AdS, [41]. El espacio

tiempo Anti de Sitter posee una estructura infinita conforme tipo temporal, la cual

tiene algunas implicaciones interesantes. Sobre esto se detalla en el apéndice A.

El espacio tiempo Schwarzschild AdS tiene un horizonte en r;, solucién a

2GM  |A|r?
1-— =0. 1.16
( Zr T3 ) (1.16)

Si se define los siguientes factores

304 1/3 3 C4
A= (" T 14—, 117
<8|A|G2M2> \ R TR NIV (1.17)

3ct 1/3 3 ct
B= (- 1— 14— 1.18
(8\A]G2M2> \ HETN[EAYE (1.18)

entonces Ty se escribe como 4
2GM

r="5-(A+B). (1.19)

El espacio tiempo de Schwarzschild AdS, al ser asintéticamente Anti de Sitter
sus propiedades son afectadas a causa de la estructura infinita conforme tipo tem-
poral de este este espacio’. Esto se observa al analizar el “potencial efectivo”, Photon
escape cones y los diagramas embebidos en un instante de tiempo. A continuacién,

se explicard brevemente estas propiedades descritas en detalle en [43].

4La demostracion de este resultado se detalla en [25]
>Sobre esto se detalla en el apéndice A



1.4.1. Movimiento de particulas y fotones.

La curvatura del espacio tiempo altera la trayectoria de las particulas que se
mueven el él. A partir de la métrica de Schwarzschild A (1.15) se puede determinar
un “potencial efectivo” que permite analizar el movimiento de particulas y fotones.
Para facilitar el desarrollo matemaético en esta seccion se trabajard en unidades c = 1
y G = 1. Ademas, se establece la constante y = AM? /3y el sistema de coordenadas
adimensional t — t/M, r — r/M. En este sistema de coordenadas el horizonte de

sucesos estd determinado por

12y =0=y= (1:20)

1/‘3

Por otra parte, el movimiento de las particulas esta gobernado por la estructura

geodésica del espacio tiempo

Dpy
—t = 1.21
donde p,, es el cuadrimomento, A es un pardmetro afin y p,p* = —m?.

La simetria de la métrica de Schwarzschild A (1.15) indica que el movimiento
de particulas estd permitido en planos centrales y también presenta los vectores de
Killing 6 ¢ (1) =9t Y {(p) = 99 [35]. Asi, dos constantes de movimiento deben existir,

las cuales son proyecciones del cuadrimomento en los vectores de Killing

pt = gup"' = —€, pp=gpap" = P. (1.22)

En los espacios que no son asintéticamente planos, no se puede definir € y ® co-
mo energia y momento angular, respectivamente [43]. Por consiguiente, se establece

la energia especifica E, el momento angular especifico L y el pardmetro de impacto /

E=", L=—, |=—. (1.23)

En [42] se muestra que si se supone el movimiento de la particulas en el plano

ecuatorial (0 = 7r/2), entonces a partir de la métrica (1.15) se obtiene que el movi-

Un vector de Killing { define un grupo de isometrias sobre la métrica asociada a una variedad.
Ademads, estos cumplen con la ecuacién V,{, + Vs =0



miento de las mismas esta regido por el potencial efectivo

2 L?
ujf::<1-;-—yﬂ> (14-;5). (1.24)

El movimiento de objetos masivos estd permitido si E> > Vers, y los puntos
retornos del movimiento radial estdn determinados por E2 =V, 7f- En el caso de los
” 12

fotones se define andlogamente el "potencial generalizado” I%, el cual establece que

el movimiento esta permitido en regiones donde

3
.
?<I%

= —. 1.25
r—2—yrd (125)
Al igual que en el caso de las particulas, los puntos de retorno del movimiento
radial estdn dados por 2 = l%{ [44].

En el espacio de Schwarzschild AdS, el potencial efectivo de las particulas Vs
se anula en el horizonte de sucesos y el de los fotones /% diverge en este punto.
Ademds, [% tiene un minimo en r = 3, el cual es independiente del valor de la
constante y, por lo cual existe una orbita circular de fotones en este punto. Por otro
lado, sir — oo enlas ec. (1.24) y(1.25), se observa la dindmica asint6tica de particulas
y fotones esta determinada por

’ 1

Vopf(r — o0) = —yr?, %@ﬁwﬁrj. (1.26)

Este resultado implica que en el espacio Schwarzschild AdS (y < 0) el potencial
efectivo de las particulas es positivo y creciente asintéticamente. Por otra parte, los
fotones tienen un potencial generalizado asint6tico constante y positivo. También,
la ec.(1.26) muestra que si la constante cosmoldgica fuese nula, el potencial efectivo

de las particulas es nulo y el de los fotones diverge.

Otra herramienta ttil para analizar un espacio tiempo es el diagrama de embe-
bimiento, el cual da una perspectiva de la forma del espacio en tres dimensiones. A
continuacion, se explicard el diagrama embebido del espacio tiempo Schwarzschild-

AdS y su dependencia de la magnitud de la constante cosmolégica.



1.4.2. Diagramas de Embebimiento

Los diagramas de embebimiento del espacio tiempo de Schwarzschild-AdS per-
miten conocer como afecta la adicion de la constante cosmolégica a la estructura del
espacio tiempo. Si se establece en el elemento de linea de Schwarzschild A (1.15) que
el tiempo coordenado t es constante y ademas se fija el plano ecuatorial 8 = 71/2, se

obtiene el elemento de linea
+ r2d¢?, (1.27)

el cual corresponde a una hipersuperficie ecuatorial t = cte. Por otra parte, el

elemento de linea del espacio Euclideo en coordenadas cilindricas, se escribe

do? = dp* + p*d¢? + dz. (1.28)

Si consideramos que la superficie embebida estd dada por z = z(p), se puede

dz\ 2
”(%)

Usando (1.27) y (1.29) se obtiene la siguiente relacién para la superficie embebida

dz 2+ yr?
5:1/—r_2_yr3, (1.30)

la cual depende de la constante y. En la figura 1.1 se observa la dependencia de

escribir la ecuacién (1.28) como:

> = do* + p*d¢?. (1.29)

los diagramas embebidos del espacio tiempo Schwarzschild-AdS con respecto a la
magnitud de la constante cosmolégica. El tamafio del horizonte de eventos aumen-
ta con la constante y, la cual es proporcional a la constante cosmoldgica. Por otro

lado, la ec.(1.30) impone la restriccion que los diagramas embebidos pueden solo

. . o\ 1/3
realizarse entre el horizonte de sucesos r, y r, = | —— .

y



Figura 1.1: Diagrama de emebebimiento del espacio tiempo de Schwarzschild AdS.
Los diagramas estan dados paraa) y = —107°, b) y = —0,002. [43]

Otra propiedad que ayuda a caracterizar el espacio Schwarzschild AdS son los
Photon escape cones [44]. Estos han sido utilizados en [44, 43] para estudiar propieda-
des 6pticas de diferentes tipos de agujeros negros. Sin embargo, esto no es de interés
en el estudio de agujeros de gusano que se realizard. En el apéndice B se describe
brevemente el impacto de la constante cosmoldgica en el comportamiento de los

photon escape cones relacionada a una familia de observadores estéticos.

Las soluciones a la ecuacion de Einstein nombradas en este capitulo son permiti-
das por la Fisica clédsica. Sin embargo, existe un grupo de soluciones que se no se con-
sideran de cardcter fisico, puesto que no cumplen con las condiciones de energia”.
Una solucién de particular interés es la de agujero de gusano atravesable propuesta
por Morris-Thorne [33]. La materia que sostiene este tipo de agujeros no satisface
las condiciones de energia y por eso se la conoce como exdtica. En el siguiente capi-
tulo se discutird las caracteristicas de este espacio tiempo. Ademas, se hara especial
hincapié en agujeros de gusano tipo thin shell, puesto que en estos se limita el uso

de materia exdtica.

7Las condiciones de energia tratan de implementar la idea de que el tensor energia impulso es
"positivo” en presencia de materia y que la gravedad es atractiva [26]



Capitulo 2

Agujeros de Gusano

Un agujero de gusano es una geometria -espaciotiempo- que describe dos “agu-
jeros” conectados y separados una cierta distancia [45]. Estos “pasadizos” han reci-
bido varias interpretaciones, y actualmente se encuentran en el centro del debate de
la fisica de altas energias[48]. Una de las primeras propiedades de estos agujeros en
ser estudiada fue la atravesabilidad, es decir, el estudio de las condiciones para que
un humano pueda atravesar el agujero de gusano desde un lado hasta el otro. Se ha
descubierto que en Relatividad General no existen agujeros de gusano atravesables.
En [33] los autores demuestran que para sostener al agujero de gusano se requie-
re la presencia de materia exdtica! alrededor de su garganta. Uno de los primeros
agujeros de gusano en ser teorizados fueron los puentes de Einstein-Rosen. Estos
tienen un horizonte de eventos que evita el viaje en ambos sentidos [10]. Ademés,
poseen fuerzas tidales muy fuertes que destrozarian a un viajero que trate de atra-
vesarlos. A pesar de estos inconvenientes, los agujeros de gusano se han convertido
en campo de investigacion floreciente. La razén principal gira en torno al hecho de
que pueden ser usados en modelos que permiten la extracciéon de informacién de
agujeros negros. Por ejemplo, en [19] se demuestra que el entrelazamiento de dos
cuasi-particulas con color tiene un dual hologréfico a un agujero de gusano no atra-
vesable. En [17], incluyendo fluctuaciones cuanticas, se logra transformar un agujero
de gusano no atravesable en atravesable.

La cantidad de trabajos que tratan de profundizar en el estudio de los agujeros de
gusano es enorme. Por citar algunos ejemplos, en [49] se discuten varias propieda-
des de este espaciotiempo, asi como de otros tipos de agujeros de gusano como el
de Kerr y también los agujeros tipo Euclideo. En [4] se muestra que la curvatura

Gaussiana de la métrica de Jacobi del agujero de Morris-Thorne esta directamente

La materia exética no satisface las propiedades de energia usuales y se considera que no es fisica.



relacionada con la condicién de ensanchamiento del agujero. Un texto relativamente
nuevo de referencia es [26], otro texto imprescindible es [1]. A continuacién, siguien-
do a [25] se expondra primero la teoria de los agujeros de gusano atravesables de

Morris-Thorne y después se explicara el proceso para construir un agujero tipo thin
shell.

2.1. Agujero de gusano de Morris-Thorne

En [33] se aclara que siguiendo todos los postulados de la Relatividad General y
las condiciones de energia, la tinica de forma de crear un “puente” entre dos puntos
distantes del universo es un agujero de gusano de Kerr o de Schwarzschild. Sin
embargo, estos son muy inestables y a la minima perturbacién, la conexién entre
ambos puntos se rompe. Incluso, aunque se consiga aislarlos, las fuerzas de marea
destruirian a cualquier viajero que trate de atravesarlos. De este modo, en [33] se
propone las siguientes condiciones de atravesabilidad que un agujero de gusano

debe satisfacer para ser catalogado como atravesable:

e Para simplificar calculos, la métrica debe ser estética y tener simetria esférica.
Sin embargo, el agujero de gusano puede ser inestable ante perturbaciones no

esféricas.
e La solucién debe obedecer la ecuacion de Einstein en todo lugar.
e La garganta debe conectar dos espacios asint6éticamente planos
e No debe tener horizonte para permitir el viaje en los dos sentidos.
e Las fuerzas de marea experimentadas por el viajero debe ser pequefias.

e La duracién del viaje debe ser finita (menos de un afio) tanto para el viajero

como para quienes le esperan fuera.

e Los campos de materia que generan el agujero de gusano deben tener un ten-

sor energia impulso fisicamente razonable.

Pensando en satisfacer las condiciones anteriores, en [33] se propone el siguiente



elemento de linea para describir geométricamente un agujero de gusano 2

ds? = —e2®(N 2342 4 +7? (d62 + sin(@)zd(l)z) , (2.1)

donde ®(r) y b(r) son funciones arbitrarias que determinan las propiedades geo-
métricas del agujero de gusano. b(r) caracteriza la forma espacial, por lo que se le de-
nomina "funcién de forma". En la garganta r( esta funcion satisface rog = b(rg) = by.
®(r) determina el redshift gravitacional, por lo cual se le define como "funcién de
redshift". Ademads, la coordenada r es monétona, es decir, disminuye de 4o a by en

el universo inferior y aumenta de bp a 4-co en el universo superior.

A través de la métrica de Morris-Thorne y las ecuaciones de Einstein se puede
obtener la relacién geométrica con el campo de materia que sostiene este espacio. A

continuacidén se presentan algunos resultados conocidos para la métrica (2.1)

2.1.1. Ecuaciones caracteristicas

Para simplificar los cédlculos se trabajard en un sistema de referencia ortogonal
(observador estatico con (7,6, ¢) constantes), de modo que nos permitira trabajar
en el espacio tangente. En este espacio la métrica del espaciotiempo se reduce a la
métrica de Minkowski g.; = 7,; = diag(—1,1,1,1). El nuevo sistema (7, 9,43) se

define como

e; = e ®e;, e =+1—b/re,, e; = (1/7)ey, ey = (rsin 6)’1e¢. (2.2)
En este sistema de coordenadas las ecuaciones de Einstein se escriben como [33]:

8tG
Gap + Ay = C—4Ta5- (2.3)

Asimismo, las componentes del tensor de Einstein se transforman en:

V'(r)
r2

Gy = (2.4)

2 A esta métrica se le denomina métrica de Morris-Thorne [33].



b b\ @
Gip = ——5 +2 (1 - ;) — (2.5)

(., b g no  br=b ., br—b @’
G%_(l r) [q’ ) = n® e T @9

G4343 = Géé, (2.7)

donde el acento “primaindica derivacién con respecto a la coordenada radial r.

Adicionalmente, en este sistema de coordenadas las componentes del tensor de

curvatura estan dadas por

b P/
Ry = (1 — ;) (cb” + (@’)2) + ﬁ(b —b'r), (2.8)
b\ @
Rigig = Rygig = (1 — ;) — (2.9)
1
Rigrg = Rigrp = 5,5 (U'r = b), (2.10)
b

El resto de componentes se anulan, excepto aquellas relacionadas por simetria a

las ya mencionadas.

Una vez que el tensor de Einstein ha sido calculado, el tensor Energia-Impulso
queda determinado a través de las ecuaciones de Einstein. Cuando se estudian los
agujeros de gusano, la forma habitual de proceder es dar una métrica, y usando
las ecuaciones de Einstein, se determina las condiciones que las componentes de la

métrica deben satisfacer si se impone un tensor energia-impulso determinado.

2.1.2. Tensor energia-impulso y ecuaciones de Einstein

Como se menciond anteriormente, la tinica solucién de vacio esféricamente si-
métrica y asintoticamente plana de las ecuaciones de Einstein es el métrica de Sch-

warzschild. Por lo tanto, los agujeros de gusano deben ser generados por materia,



con un tensor de energia-impulso no nulo. Ademas, este tensor T,; debe tener la
misma estructura que el tensor de Einstein G,;. Consecuentemente, en este sistema

de coordenadas las componentes del tensor de energia impulso son las siguientes

Ty = p, (2.12)
Ty = P, (2.13)
Ty = P, (2.14)
Tss = Tsor (2.15)

donde p es la densidad energética, P, es la presion radial y P; es la presion tan-

gencial de la materia que genera el agujero de gusano®.

Conocidas las componentes de G,;, T; y utilizando las ecuaciones de campo, se
puede obtener las igualdades que relacionan la materia y la geometria del espacio.

Asi, reemplazando los resultados (2.4)-(2.7), en las ecuaciones de Einstein (2.3) se

obtiene:
b'(r)
o A =Kp, (2.16)
/
—%+z(1—?) @ L A=KpP, (2.17)
r r) r

b b'r—b b'r—>b @/
1—=) |+ (&) —F—® — <+ —| + A =KP. 2.18
( r)[ Ty ® ey T T Lo 218)

Las ecuaciones anteriores relacionan las caracteristicas geométricas del agujero

de gusano, con las propiedades de la materia que lo conforma. Ademads, derivando

con respecto a r la ecuacién (2.17) y usando (2.16) y (2.18) se obtiene la siguiente

3Un caso especial de las ecuaciones anteriores es el tensor de energia impulso de fluido ideal,
donde P, = P



expresion?

Bl = 2(Pi—P) @ (o1 Py). 2.19)

Las ecuaciones (2.16)-(2.18) se pueden resolver de dos formas. Asumiendo que
se conoce el tensor energia impulso T,; de la materia que mantiene el agujero de
gusano y obteniendo las caracteristicas del mismo. Por el contrario, se puede ajustar
las caracteristicas geométricas del agujero de gusano (b y ®) a nuestra conveniencia
y obtener la descripcion de la clase de materia que permitiria la existencia del mis-

mo.

Las métricas de espaciotiempo -como la métrica de Morris-Thorne- son espacio-
tiempos de 4 dimensiones, tres espaciales y una temporal. Es por eso que, tanto su
visualizacién asi como su andlisis, se facilitan cuando se estudian sus diagramas de
embebimiento. Estos diagramas permiten tener una mejor perspectiva de la forma
del agujero de gusano, de este modo, a continuacién se realizard un procedimiento

similar al de la sec.1.4.2 para la métrica de Morris-Thorne.

2.1.3. Embebimiento

En el segmento de linea de Morris-Thorne (2.1) se establece un tiempo constan-
. . . 7T ) . .
te y se considera una seccién ecuatorial 6 = > A través de estas suposiciones se

obtiene el segmento de linea

dr?

b
p

ds? = + rd¢?. (2.20)

Por otra parte, la métrica Euclidea en coordenadas cilindricas se puede escribir

2
ds? = (1 + (%) > dr? 4 r*dg¢?. (2.21)

En adicién, se observa que esta tiene simetria axial en z al igual que la seccién

como

del agujero de gusano en (2.20), por lo cual se la puede utilizar para estudiar gréfica-

mente un agujero de gusano. Comparando las métricas (2.20) y (2.21) y consideran-

“La ec.(2.19) se la puede obtener también a partir la conservacién del tensor energia-impulso
V.T% = 0. A este resultado se le conoce como la ecuacion relativista de Euler o ecuacion hidrostatica
en equilibrio [33]



do que (7, ¢) son las coordenadas del objeto embebido, se obtiene que la superficie

embebida cumple con la ecuacién

z _, 1 (2.22)
dr ro 1
b

Al integrar (2.22) se obtiene la funcién z(r), la cual permite ilustrar graficamente
la forma de un agujero de gusano cerca de su garganta. Por ejemplo, en [33] se indica

que una solucién de agujero de gusano se obtiene al considerar

b(r) =B, B = const. (2.23)

Reemplazando esta funcién de forma en la ec.(2.22) e integrando, se obtiene la

superficie embebida

z(r) = 2Br(r/B —1)V/2. (2.24)

Las figs.2.1a y 2.1b ilustran la forma de la garganta de de un agujero de gusano
con funcién de forma constante. Estas muestran como la garganta de un agujero de

gusano sirve de conexién entre dos universos.

A

Universo A

Garganta

Universo B

(a) Representacion tridimensional (b) Representacion bidimensional

Figura 2.1: Diagrama de embebimiento de un agujero de gusano con funcién de
forma constante en un espacio Euclideo de coordenadas cilindricas

La ec.(2.22) muestra que cuando b(rg) = 1, es decir, en la garganta del agujero

., dz . . .
de gusano, la funcién P — 0. Por consiguiente, la coordenada radial » no permite
r

estudiar al agujero de gusano cerca de la garganta, por lo cual un mejor parametro



es la longitud propia

(2.25)

r dr’
I(r) = j:/ro ) b(:l,),

la cual se comporta correctamente en todo el espacio tiempo. La funcién de forma

b(r) b(r)

debe ser positiva y - < 1 paraque /1 — —, sea real. Sin embargo, esto no se
cumple para cualquier valor de constante cosmoldgica lejos de la garganta, como se
menciono en la seccién 1.4.2. No obstante, la importancia del embebimiento es cerca

de la garganta, donde se observa la condicién de flare-out®.

Si bien el embebimiento nos da una perspectiva gréfica del agujero de gusano,
existen otras herramientas que ayudan a entender sus propiedades. Como se men-
ciond en la seccién 2.1 hay varias restricciones que tienen que satisfacerse para que
estos agujeros sean atravesables. A continuacion, se explicard como se obtiene el
tiempo propio del viajero y de quienes lo esperan fuera (obs. estdticos). También, se
obtendra la intensidad gravitacional que perciben los observadores estéticos. Final-
mente, se analizaran las restricciones geométricas que se imponen como consecuen-

cia de las condiciones de atravesabilidad.

2.1.4. Atravesabilidad

Los agujeros de gusano atravesables deben ser cruzados en un tiempo finito, tan-
to para el viajero como para los observadores estaticos que lo esperan fuera. Tam-
bién, para que la gravedad no destroce al viajero, se requiere que esta sea pequefia

(comparable a la gravedad terrestre).

De la métrica de Morris-Thorne (2.1) se encuentra que el intervalo de tiempo que

mide un observador estatico cerca del agujero de gusano es

dty = e®dt, (2.26)

donde t es el tiempo coordenado. De la ecuacién (1.3) se obtiene que la velocidad

radial con la que se mueve un objeto hacia el agujero de gusano, con respecto a un

SEsta condicién establece que cerca de la garganta del agujero de gusano, la tensién superficial
debe ser mayor que la densidad de energia para mantener la estructura [22].



observador estatico es

= (2.27)

Usando la definicién de longitud propia (2.25), esta ecuacion puede reescribirse

como

dl
_
B=e T (2.28)

La ecuacion (1.2) relaciona el tiempo medido por un observador estético (AT)

con el medido por un viajero que se mueve con una velocidad V (At,). Sustituyendo
(2.27) y (2.1) en (2.27) obtenemos

8 2
dt, = /1 — <E) dT. (2.29)

Este resultado relaciona el tiempo que mide un observador estédtico con el medi-

do por un viajero que atraviesa el agujero de gusano con una velocidad radial B.

Para conocer la aceleracion gravitacional local de un agujero de gusano, reem-

plazamos la métrica de Morris-Thorne (2.1) en la ec.(1.6) de donde se cuentra:

g =c*d (1 — 9) . (2.30)

r

Los observadores estaticos, para mantenerse en una posicion fija deben tener una
aceleracion g.
Estableciendo la situacién hipotética de dos estaciones espaciales (observadores es-
taticos) y un pasajero de viaja de la estacion A a la estacién B en diferentes universos,
entonces las estas estaciones espaciales deben encontrarse a una distancia lejana del
agujero de gusano +Iy y —I; respectivamente, para que los efectos gravitacionales
sean minimos en ellas. Por lo tanto, b/r << 1 para que el universo sea casi plano,

|®| << 1 para que el redshift gravitacional sea casi nulo y la gravedad medida
8= P'c? 5 Stierra-

Como |®| << 1 entonces el intervalo de tiempo medido por el observador esta-

tico es igual al tiempo coordenado (2.26). Ademés, si consideramos que el intervalo



de tiempo medido por el viajero y por las estaciones es adecuado para un ser hu-
mano (1 afio)[33]. A partir de las ecuaciones (2.29) y (2.28) se obtienen las siguientes

condiciones

1
ATy = / 24 < o, (2.31)
-1, By
L dl .
t= /—11 ﬁ? <1 afo. (2.32)

Las condiciones, impuestas a los parametros geométricos del agujero de gusano
para hacerlo atravesable por un viajero hipotético, tienen también consecuencias en
la materia que genera el agujero de gusano. Las ecuaciones de campo de Einstein
permiten obtener restricciones en el tipo de materia que generan esta clases objetos.

Siguiendo a [33] definiremos la funcién de exoticidad como

?—2r(1—§)c1>’—b’

:
[z e v 2%

—P.—p
- p

En [22] se detalla sobre la condicién de flare-out con la cual debe cumplir un
agujero de gusano para ser atravesable. Brevemente, la funcién r(z) (funcién inversa
de la superficie embebida) debe cumplir con la condicién d?r/dz? > 0 cerca de la
garganta, como indica la Fig. (2.1b). Obteniendo la inversa y derivando la funcién
(2.22) se obtiene

dr  b—b'r

Combinando las ecuaciones (2.33) y (2.34) se consigue la siguiente expresion para

la funcién de exoticidad

2b2 d%r b ol

. b . :
Cerca de la garganta se satisface (1 — —) @’ — 0. Sustituyendo en esta ecuacion
r

los resultados obtenidos de la ecuaciéon de Einstein con la métrica de Morris-Thorne
(2.16) y(2.17), se encuentra

2ro) = =1 Iﬁ (r0) 5 ¢, (2.36)



Consecuentemente, cerca de la garganta P, + p = P, + p < 0. Por lo tanto, para
crear un agujero de gusano atravesable se requiere que la materia cerca de la gar-
ganta viole la condicién de energia nula (NEC)[33]. A continuacién, se explicardn

los conceptos basicos sobre las condiciones de energia clasicas.

2.2. Condiciones de energia clasicas

La Relatividad General establece que el la materia afecta a la curvatura del es-
pacio tiempo. Sin embargo, no se explicita las caracteristicas debe tener la materia.
Consecuentemente, se han desarrollado diferentes reglas que se espera que la ener-
gia macroscopica satisfaga. Estas se utilizan para la resolucién de ciertas demostra-
ciones como los teoremas de singularidad [9] y para estudiar la plausibilidad de
soluciones exdticas como agujeros de gusano, Warp drives 0 maquinas del tiempo
[26]. Existen diferentes tipos de restricciones en la forma del tensor energia impulso.
A continuacién se nombra las condiciones de energia lineales, donde v es la cua-

drivelocidad de un observador tipo temporal y K es un vector tipo luminico.

e Un tensor energia-impulso T, satisface la condicion de energia débil (WEC) si

T,;v"0? > 0. Por lo tanto, no existe la energfa negativa.

e Un tensor energia-impulso T, satisface la condicién de energia fuerte (SEC)
si (Top — TQup/ Z)U“Ub > 0, donde T es la traza de T,;,. Consecuentemente, la

gravedad es siempre atractiva.

e Un tensor energia-impulso T, satisface la condicién de energia dominante
(DEC) si F,F* < 0, T,,v"0" > 0, donde F, = —T,;,0". Por lo cual, la densidad

energética es no negativa y se propaga causalmente.

e Un tensor energia-impulso T, satisface la condicién de energia nula (NEC) si
T,,K°K? > 0. Es decir, la congruencia de geodésicas nulas es localmente no

divergente.

Se ha demostrado que algunos campos cudnticos no cumplen con estas condicio-
nes de energia [49]. Por ejemplo, la SEC se viola en escenarios cosmolégicos durante
la fase temprana de expansion inflacionaria [47]. El efecto Casimir presenta densi-
dad de energia negativa, por lo que no cumple con ninguna de las condiciones de

energia [32]. En consecuencia, se han establecido condiciones de energia medias. Por



ejemplo, la condicién de energia nula media (ANEC) establece que en promedio la

gravedad es atractiva [49]

/ T,,K°KPdA >0 para toda geodésica nula. (2.37)
0

De forma equivalente se establecen el resto de condiciones de energia media en
geodésicas tipo temporales. También, existen otro tipo de restricciones, como las
condiciones no lineales. Por ejemplo, la condicién de flujo de energia (FEC) aclara
que el flujo de energia se propaga de forma causal [25]. Por otra parte, se han estable-
cido restricciones en la materia descrita por la teoria cudntica de campos conocidas

como desigualdades cudnticas [12].

2.3. Desigualdades cuanticas (QEIs)

La materia descrita por la teoria cudntica de campos no cumple con las condicio-
nes de energia. Sin embargo, satisfacen condiciones semejantes a estas denomina-
das desigualdades cuanticas de energia. Estas limitan la magnitud y duracién de la
densidad de energia cudntica negativa medida por un observador inercial [11]. Sea
(T,p) el tensor energia impulso medio renormalizado de un campo escalar, libre y
minimamente acoplado en un estado arbitrario. Sea u” la cuadrivelocidad de un ob-
servador, tal que este mide la densidad de energifa local (Tubu“ub> [11]. En el sistema

de un unidades G = /i = ¢ = 1 esta desigualdad establece

T [ (Tubu“ub>dr > 3
TJ)w T+t — 3207

V1o, (2.38)

donde T es el tiempo propio del observador inercial. La distribucién Lorentziana
se escoge a conveniencia, pues muestrea la energia en un intervalo de duracién 1
alrededor un punto arbitrario de la trayectoria del observador. La condicién (2.38)
establece que mientras mds negativa sea la densidad de energia en un intervalo 1,
mads pequeiia debe ser la duracién de 7y. Esta formulacién es para espacios planos

[12], por lo que su aplicacion en espacios curvos requiere ciertas restricciones.

En [11] se menciona que para aplicar las QEIs en un espacio tiempo curvo, se

debe restringir la duracién del intervalo 1p a ser mucho més pequefia que el radio



de curvatura caracteristico. Las escalas longitudinales caracteristicas de un agujero

de gusano son

— b 1 P’
ro = b, r = y R2 = W, Y3 = ‘@ . (239)
Ademads, la méas pequefia de las escalas se define como
rm = min (79,71, Ry, 73) . (2.40)

En [11] se demuestra que si se define R;;;x como la méxima componente del

tensor de curvatura

1
V Rinax

Esta condicion se cumple en la garganta del agujero de gusano. Es decir, si es-

> . (2.41)

tamos interesados en aplicar QEIs alrededor de la garganta, la condicién anterior
establece que para que el espacio tiempo sea semejante al de Minkowski se debe
trabajar en una escala menor a r,(r9) y por lo tanto se restringe la duraciéon del

intervalo a 1y << Vm(70)6

En [33] se aclara que la creaciéon de un agujero de gusano requiere una gran can-
tidad de materia exética. Una forma de minimizar la cantidad de energia necesaria
es confinar la zona donde se ubica la materia exética, es decir, establecer que la dis-
tribucion de energia se limite a una pequefia zona alrededor de la garganta y que el

resto del espacio este vacio o contenga materia comun [49].

2.4. Agujeros de gusano tipo thin Shell

Los agujeros de gusano tipo thin shell se construyen mediante el procedimiento
de “cortar” y "pegar”. Este procedimiento consiste en unir el espacio tiempo que
describe un agujero de gusano con un espacio tiempo vacio, a través de una hiper-
superficie conocida como thin shell, la cual mantiene la materia exética confinada
[49]. En [33, 14, 25] se menciona como este proceso ayuda a minimizar la violacién

de las condiciones de energia. Ahora, siguiendo el procedimiento realizado en [25],

%En los ejemplos realizados en [11] se supone que 1) = frm(ro), donde f ~ 0,001.



se considerard a la constante cosmolédgica interna del agujero de gusano como A;.
Por otra parte, a la constante cosmolégica del espacio tiempo externo al agujero de
gusano se la denominara A,. La unién se la realizara entre el espacio tiempo de Sch-
warzschild (externo) y el agujero de gusano de Morris-Thorne (interno), ambos con

constantes cosmoldgicas genéricas.

Las componentes de ambos tensores métricos deben coincidir en la frontera de
unién. Sin embargo, esta restricciéon no es suficiente para lograr una transicion sua-
ve entre estos. Lo usual es utilizar la segunda forma fundamental como se muestra
en [37, 49]. No obstante, en [25] se indica que para espacios con simetria esférica
es suficiente utilizar la ecuacion de campo de Einstein. A partir de la ecuacion de
campo se puede determinar el tensor energia-impulso t,;, de la superficie S que une
ambos espacios. Si la superficie no posee caracteristicas energéticas o de presioén se
le denomina superficie de frontera. Por el contrario, si t;, # 0 se le designa como
thin shell.

Si consideramos que la superficie de unién S se encuentra en r = a y que en esta
la métrica externa (Schwarzschild) (1.14) e interna (Morris-Thorne) (2.1) coinciden,

se obtiene que

1 2GM  A.a?
CIDZ(a):dDE(a):iln (1— Syl ; ) (2.42)
2GM A
bi(a) = be(a) = =7~ + ——, (243)

donde el subindice i indica que la funcién pertenece al espacio tiempo interno y e
al externo. Ademéds, de la ec.(2.43) se obtiene una expresion para la masa del agujero

de gusano

c? Aoa®
M = 2CM (bi(a) i ) . (2.44)

Para estudiar el comportamiento de las derivadas de la métrica en r = a, se
utiliza la ecuacion de Einstein. Esto permite relacionar la estructura geométrica de
ambos espacios con las propiedades de la superficie de unién S. En [49] se muestra
que S posee propiedades energéticas dependientes de las caracteristicas geométricas

la variedad interna y externa. Ahora, siguiendo el procedimiento de [25] se obten-



dra el tensor energia impulso del thin shell. Por facilidad solo se consideraran los

espacios de fuerza tidal nula , ! = 0.

Anteriormente, se encontr6 la igualdad con la que deben cumplir ambas métricas
para tener una unién continua en S. Sin embargo, como indica [33] esto no necesaria-
mente sucede con las primeras y segundas derivadas de la métrica. Al depender el
tensor de Einstein G; de estos elementos y ademads ser proporcional a T, el tensor
energia-impulso refleja esta discontinuidad. Por consiguiente, se puede considerar

que en la frontera S

T, (P =) = t,;6(7 — &), (2.45)

donde # = /g1 es la distancia propia hasta el thin shell y t; el tensor ener-
gia impulso de S 7. Para encontrar las componentes de t,; tomaremos la integral

infinitesimal a través de la frontera

/ Gabdr—@ t:6(7 — a)dF, (2.46)

donde (-) indica la variedad interna y (+) la externa. Utilizando las propiedades
de la funcién 6, 6(f(x)) = f'(x)~1o(x) y f_+ g(x)d(x — xg)dx = g(xp), se obtiene de

la ecuacion (2.46) la siguiente expresion

kot .
by = g | Gusd? (2.47)

Al ser una superficie infinitesimal no existe presién en la direccion radial. Por
lo tanto, los tnicos elementos de ¢, son la densidad de energifa superficial X y la

presion tangencial superficial P.

El valor de la densidad de energfa superficial > = t; se lo calculard usando
(2.47). Sin embargo, la ec. (2.4) muestra que G;; depende solo de la primera derivada.

Por lo tanto, por continuidad de la métrica en la frontera (2.43), se consigue

=0 (2.48)

El valor de la presion tangencial superficial P = t4; se lo calculard de la misma

"Recordando que se nota £ al sistema de referencia ortogonal de un observador estatico.



forma. En este caso, la ec.(2.6) muestra que el tinico termino que contribuye a la
integral es (1 — b/r)®", el resto de términos estdn en funcién de las componentes

de la métrica y sus primeras derivadas. Por lo tanto se obtiene

< i P (@ (4) — /(). (2.49)

PISTEG a

Sustituyendo en esta ecuacion: &' = 0, @’ (a) = (1/2)(2GM/c*a® —2A\.a/3)/ (1 —
2GM/c%a — Aa%/ 3) y la ec. (2.43), se encuentra la expresion

A GM  A.d?
c o T A
P = a3 : (2.50)
87tGa \/ - 2GM  Ad?
c2a 3

Esta ecuacién indica que en el caso Schwarzschild Anti de Sitter y Schwarzschild

plano, la presién tangencial superficial siempre es positiva.

Los resultados obtenidos indican que el tensor energfa impulso de la hipersuper-
ficie S tiene solo un elemento, la presion tangencial superficial P. Por lo tanto, para
tener una superficie de frontera (tensor de energia impulso nulo) basta con requerir

que P = 0, es decir

3GM

Ny = ———.
¢ c2a3

(2.51)

La nulidad del tensor energia impulso de S no representa un problema en la con-
tinuidad de la métrica. Las ecuaciones (2.16), (2.17) y (2.19) requieren que la presiéon
radial converja suavemente a 0 en la frontera S. No obstante, la densidad de energia
y la presion tangencial pueden cortarse de forma discontinua [33]. A continuacién,

se explicard el comportamiento que tiene la presion radial alrededor del thin shell.

2.4.1. Presion radial

Para construir soluciones especificas de agujeros de gusano con constante cos-
moldgica genérica, es necesario conocer el comportamiento de la presion radial a
través del thin shell. La presion radial debe anularse suavemente en las proximida-
des de la hipersuperficie S, pero el resto de componentes pueden ser finitas. Este

anélisis se simplifica si se considera que b;(a) = be(a), ®i(a) = Pc(a) y @, = 0.



Sustituyendo estas suposiciones en la ecuacién (2.17) se obtiene

bia(sa )= Kby (a) + A2 (1 - @) @ (252
bea(f) = KPy(g)(a) + A +2 (1 - @) @. (2.53)

De la ecuacion(2.49), considerando que e®(?) = /1 — b(a)/a, se obtiene que

a

Ke®@p = ( - @) P’ (). (2.54)

Usando (2.52),(2.54) y (2.53), la continuidad de la métrica en Sy la funcién de
redshift interna constante, se obtiene:
ct c

_p L 215 ,®(a)
Pi(a) + 87rGAl = —P,(a) + 87‘(GA€ + aPe . (2.55)

La ec.(2.55) permite conocer como se relaciona la presién radial en la superficie
con la presion tangencial en el thin shell. Por ejemplo, un caso particular es cuando
P = 0. En esta situacién la masa del agujero de gusano es M = A.c?a®/(3G) y
®/(a) = 0. Por lo tanto, existe continuidad de @’ a través de la frontera. Ademés, de
(2.43) se obtiene que b,(a) = A.a>. También, como para todo valor de A,, Py (r) =

0, la ec.(2.55) se reduce a

4 4

c c

—Pi(a) + %Al = %Ag

(2.56)

Por lo tanto, esta solucion fija la presion radial interna del agujero de gusano cer-

ca de la frontera en funcién de la diferencia de las constantes cosmoldgicas.

Durante toda esta seccién se han discutido las propiedades del agujero de gu-
sano de Morris-Thorne. Entre todas estas se mencioné que la fuente de este objeto
es la materia exética, la cual no satisface las condiciones de energia. Te6ricamen-
te existen varios tipos de materia cudntica que violan estas condiciones [49]. Sin
embargo, el iinico fenémeno capaz de producir energia exética, que se ha medido
experimentalmente, es el efecto Casimir. En el siguiente capitulo, se describird como
se puede utilizar la densidad de energia que proviene del efecto Casimir para cons-

truir agujeros de gusano. Para esto se usara una ecuacion semiclésica de Einstein y



una version cudntica de la condicién de energia débil [13].



Capitulo 3

Agujeros de gusano de Casimir

Un agujero de gusano es una solucién a la ecuaciéon de Einstein que requiere
materia exoética alrededor de su garganta para ser atravesable [33]. Sin embargo, no
existe materia macroscopica que viole las condiciones de energia. Hasta ahora, el
efecto Casimir ! es la tinica fuente experimental de materia exética de origen cuanti-
co [49, 16]. A continuacion se explicara en que consiste el efecto Casimir y que consi-
deraciones deben realizarse para introducir su tensor energia impulso en la ecuacion
de Einstein. Ademads, se resumird el procedimiento realizado en [13] para emplear la

energia del efecto Casimir en la creacién agujeros de gusano asintéticamente planos.

3.1. Efecto Casimir

El efecto Casimir es un fendmeno cudntico que surge cuando se perturba con
placas conductoras el vacio cudntico electrodindmico. Fue predicho teéricamente en
1948 y se confirmé experimentalmente en los laboratorios Phillips [36]. La verifica-
cién experimental y los célculos tedricos de la magnitud del efecto Casimir es una

clara evidencia de la realidad del vacio cuantico.

Este experimento consiste de dos placas largas, paralelas, sin carga eléctrica, per-
fectamente conductoras y separadas a una distancia a. En efecto, se usan placas

conductoras para imponer condiciones de frontera a los campos electromagnéticos.

10tra fuente de materia exdtica es el Squeezed Vacuum, el cual surge por distorsiones en el vacio
cuéntico electrodinamico. Utilizando el principio de incertidumbre se disminuye la energia de una
region del vacio y en otra se aumenta, produciendo densidad de energia negativa. Este fenémeno
viola las condiciones de energia cldsicas, pero no las condicién medias [49].



Si las dos placas se encuentran en el plano XY, entonces la componente Z del vector

de onda de las fluctuaciones se escribe como

ky = —, (3.1)

donde n es un ntimero entero. La ec.(3.1) indica que la longitud de onda de las
fluctuaciones del vacio entre las placas es una fracciéon de 4, entonces la energia

negativa renormalizada que se obtiene, mediante teoria cudntica de campos, es:

hicrr?

ERen (a) — _—720a3 ,

(3.2)

donde S es la superficie de las placas®. La ecuaci6n (3.2) indica que la energia que
surge entre las placas es negativa, lo cual es consecuencia de lo establecido en (3.1).
Es decir, la cantidad de fluctuaciones entre las placas es menor que las que se produ-
cen fuera de esta zona, alrededor de las placas. Ademads, se observa que ER¢"(a) es
inversamente proporcional al cubo de la distancia 4, por lo que un aumento peque-
fo de a reduce la magnitud de la energia drdsticamente. También, a partir de esta

energia negativa, se obtiene una fuerza atractiva entre las placas dada por

dERe"(a) her?
Fla) = ——3— = 35550 3.3)
la cual a su vez produce una presiéon
_ F(a)  _ her?
P(a) = 5 = _3—720914' (3.4)

Considerando que las placas son planas, el volumen entre estas es V = Sa, por

lo que, de (3.2) se consigue que la densidad de energia entre las placas es

her?

IOC - - 720(14 . (35)

Las ecuaciones (3.5) y (3.4) indican que existe una relacién entre la presiéon P y
la densidad de energia p., lo cual permite establecer la ecuacién de estado P = wp,

donde w = 3.

Es importante notar que la energia del vacio depende de la geometria de las

2La deduccién completa de este resultado se detalla en [52]



placas. En [8] se demuestra que la energia del efecto Casimir en cascarones esféricos
es positiva. Por otra parte, en [49] se menciona que si se ignora la masa de las placas
planas, el tensor energia impulso renormalizado del efecto Casimir en un sistema

de referencia ortogonal es
her? ;

(1) = = (qﬁb-4z“zb), (3.6)

donde z? = (0,0,0,1) y #,p es la métrica de Minkowski. Es claro que el tensor

energia impulso (3.6) lleva al siguiente resultado

hicrr?

720a*

P+p=—4 <0, p<0. (3.7)

Por otra parte, en [26] se muestra que la NEC® para tensores energia-impulso

diagonales es

p+P;>0. (3.8)

Asimismo, la WEC* para este tipo de tensores esta dada por

Pi+p>0, p>0. (3.9)

Por lo tanto, el efecto Casimir viola la condicién débil de energia (WEC) y la
condicién nula de energia (NEC). Consecuentemente, no cumple con el resto de
condiciones de energia clasicas [31]. Por otro lado, en [49] se menciona que, en un
escenario real, la masa de las placas es mucho mayor que la cantidad de energia
negativa ER¢"(a). En [49] se estim6 que para que no se cumpla la ANEC, la separa-
cién entre las placas debe ser del orden de la distancia inter-atémica. Por lo tanto, la
violacioén a las condiciones de energia clasicas es minima. Aun asi, en [50] se aclara

que es posible crear agujeros de gusano que violen minimamente estas restricciones.

Se ha mencionado que los agujeros de gusano requieren materia exética. Sin em-
bargo, no existe una regla que imponga un limite a la cantidad de este tipo de ener-
gia, por lo que podria llegar a ser incluso infinita [50] . En [32] se estableci6 una
version cudntica de las condiciones de energia, donde se permite la materia exética

bajo ciertas condiciones.

3Condicién nula de energia 2.2
4Condici6n débil de energia 2.2



3.1.1. Condiciéon débil de energia cuantica (QWEC)

Los campos cudnticos no cumplen con las condiciones de energia cldsicas, por
lo que, se propusieron versiones cuanticas de algunas de estas [32]. Sin embargo, el
cumplimiento de estas nuevas condiciones no es algo trivial. Una de las restriccio-
nes que tienen su version cudntica y es de gran interés en la generacién de agujeros

de gusano es la WEC.

La condicién débil de energia establece que T,, V*V? > 0 para todo V tipo tem-
poral, por consiguiente, no permite que exista energia negativa. Una formulacién
cudntica de esta restriccion es la condicion débil de energia cuantica (QWEC). Esta
permite la existencia de valores negativos de energia, siempre que estos se encuen-
tren acotados. Es decir, la energia medida por cualquier observador no puede ser

excesivamente negativa. Esta condicion se escribe como [32]

hN
(Ta)VV* > =L (UaV)?, (3.10)

donde ( es una constante positiva del orden de la unidad, N es la cantidad de
campos, L la escala caracteristica asociada al sistema, U“ es la cuadrivelocidad del

sistema y V* la cuadrivelocidad del observador.

La WEC establece que los tensores energia-impulso diagonales deben cumplir
con la desigualdad (3.9). Igualmente, en este tipo de tensores, la QWEC ({ = 1) se

escribe como

hN
Pitp>—"7g, P> -7 311

Esto permite notar explicitamente que la cantidad de materia exética esta aco-
tada. En [32] se establece de forma equivalente otras condiciones cudnticas como
la QSEC y la QDEC. También, en [32] se demuestra que el efecto Casimir cumple
con la QWEC y el resto de condiciones cuanticas. La QWEC permite establecer una
relacion lineal entre las componentes del tensor energia impulso, més adelante se
explicard como [13] utiliza esta condicién para encontrar soluciones de agujero de

gusano de Casimir.

El efecto Casimir ha sido aplicado de diferentes maneras en la construccion de



agujeros de gusano [20, 21, 13, 14]. La forma mads usual es utilizar la ecuaciéon de
Einstein y la métrica de Morris-Thorne, para obtener la funcién de forma b y redshift
® de un agujero de gusano generado este fenémeno cudntico. Sin embargo, se deben

tomar ciertas consideraciones, a causa de la naturaleza cudntica de este efecto.

3.2. Ecuacidn de Einstein y el efecto Casimir

La ecuacioén de Einstein establece que la curvatura del espacio tiempo es causada
por la energia de un campo de materia, en este caso la energia del efecto Casimir.
Siguiendo el procedimiento realizado en [13], se considerara que la distancia entre
las placas no es constante, si no variable. Asi, la constante a se torna en la coordenada
radial r. El cambio realizado es semejante a considerar placas esféricas, ignorando
los efectos causados por la curvatura de las placas [13]. Al realizar este cambio en la

ec.(3.6) se consigue el tensor de energia impulso renormalizado

G he? o
(1) = (W - 4z”zb> . (3.12)

Al ser este un fendémeno cudntico, lo correcto seria utilizar una teoria cuantica
de la gravedad, para describir sus efectos gravitacionales del efecto Casimir. Sin
embargo, en la actualidad no existe un teoria unificadora valida experimentalmente.

Por consiguiente, se utilizard la aproximacién semiclésica de la ecuacién de Einstein

Gap = 8?—4G<Tab>£m' (3.13)

Esta ecuacién se obtiene al cambiar el tensor energia impulso cldsico Ty, de la
ecuacion de Einstein (1.1), por el tensor de energfa impulso medio de un campo
cudntico en el estado w [40]. A esta formulacién se le considera el punto medio
entre la gravedad cldsica y la hasta ahora elusiva gravedad cuéntica. La ecuaciéon
semicldsica de Einstein considera que la materia tiene naturaleza cuédntica y esta
descrita por la teoria cudntica de campos, mientras que al espacio tiempo lo define

como clésico.

Suponiendo que las componentes del tensor energia-impulso del efecto Casimir



son

hicrt?

Ti =P =7 T =wp Tn=Tu="P (314

la ecuacion semiclésica de Einstein (3.13) con la métrica de Morris-Thorne (2.1)
nos llevan a las ecuaciones (2.4)-(2.6), sin constante cosmolégica. No obstante, las
componentes del tensor energia impulso tienen origen cuantico. Al sustituir en es-
tas ecuaciones las componentes del tensor energia-impulso (3.14), se encuentra el

siguiente conjunto de ecuaciones

b (r) 871G her?

2 & 70 (3.15)
b b\ @ 871G her?
__ ) Iyl et 1
r3 +2 <1 r) r w ct 72014’ (3.16)

b b'r—b b'r—b ol 831G
_ 2\ o n_ 9179 o 2T70 [ _ %y, .
(1 r) { +(2) 2r(r—b)q) 2r2(r — b) + r c4 P (3.17)

Resolviendo las ecuaciones (3.15) y (3.16) se obtiene la siguiente funcién de forma

y redshift respectivamente

2 2 312
b(r) = rqg— L 4 1 2_ P .
(r)=ro e (3.18)
1 rlw+1

donde I, es la longitud de Planck y se estableci6

w=wy = (rg/r)? (3.20)

para evitar singularidades. Ademads, para que el agujero de gusano sea asintoti-

camente plano se ajusta el término

D(rp) = —%(w “1)log (“’T“) . (3.21)



Por lo tanto la funcién de redshift se reduce a

®(r) = %(w —1)log ( e ) (3.22)

rw 4+ 1o

b(’)—(l__)’ +— (3.23)
0 M
Reemplazando (3.22) y (3.23) en (3.17) se obtiene

_w2(4r —r9) +ro(dw+1)

Pi(r) = = . 24
1(r) = wi(r)o(r), Hwr+70) wy(r) (3.24)
Por lo tanto, se consigue el siguiente tensor energfa impulso
2
T = K—S4 [diag(—1, —w,1,1) + (w;(r) — 1)diag(0,0,1,1)], (3.25)

donde K = 871G /c*. Para que se cumpla la ecuacién de estado del efecto Casimir
se establece que w = 3, por lo que de la ec.(3.20) se consigue que r3 = 3r3. Es de-
cir, el agujero de gusano tiene una garganta cuyo radio es del orden de la longitud
de Planck. Ademés, si se compara el tensor energia impulso encontrado con el de
la ec.(3.12) se nota que existe un aporte extra en la presioén tangencial, causado por

tener la coordenada radial r en lugar de la constante a [13].

Existen otras consideraciones que se pueden tomar para obtener una solucién
de agujero de gusano. Por ejemplo, en [14] se encontr6 agujeros de gusano cosmo-
l6gicos usando el tensor energia impulso con la distancia entre las placas constante
(3.6). Por otra parte, en [13] se utiliz6 la QWEC? y la ec. (3.13) para establecer una

funcién de forma dependiente de una funcién de redshift.

3.3. Agujeros de gusano QWEC

Anteriormente se mencion6 que el efecto Casimir cumple con las condiciones de
energia cudntica propuestas en [32]. Por lo tanto, para imponer que el tensor energia

impulso del efecto Casimir con la distancia entre las placas igual a la coordenada

5Formulacioén cudntica de la condicién de energia débil (WEC)



radial (3.12) cumpla también con QWEC, [13] propone la siguiente restriccion

0+ P =—f(r)=—A (%0)“ (3.26)

donde A es una constante relacionada con la densidad de energia. La ec.(3.26)
tiene una conexion directa con el cuantificador integral de volumen, el cual otorga
informacion de la cantidad total de materia que viola la ANEC®. El cuantificador

integral de volumen se define como [47]

Iy = / o+ P,|dV. (3.27)

A través de la ecuacion de Einstein es posible establecer Iy (p, Pr) — Iy (b(r), ®(r)).
Al sustituir (2.16) y (2.17) en (3.27) se obtiene

1 d e?®
Iy = % /(r - b(r))E log 5 dr. (3.28)

Sustituyendo en esta ecuacion los resultados obtenidos para el agujero de gusano
de Casimir encontrado con la ecuacién semiclédsica se Einstein, se obtiene que la

cantidad de energia total que viola las condiciones de energia es

roct

Ly = ————. 2
v e (3.29)

Por lo tanto, al ser rg ~ I, la cantidad de energia total necesaria para la creacién
de un agujero de gusano Planckiano” con la densidad de energfa del efecto Casimir,

es arbitrariamente pequenia.

La QWEC se puede utilizar para obtener una funcién de forma b(r) dependiente
de una funcién de redshift ®(r) y la condicion (3.26). Reemplazando los resultados

de la ecuacién de Einstein (2.16) y (2.17) en (3.26) se encuentra®

b(?’) — 7 (1 o Kezq)(r) /1’ e_sz(r/)f(r/)r/dr/) , (330)

o

la cual es independiente de la constante cosmolégica A presente en la ecuacion

®Condici6n de energia nula promedio 2.2
7 Agujero de gusano cuya garganta tiene un tamafo semejante a la longitud de Planck.
8La demostracion de este resultado se detalla en [13].



de Einstein. Sustituyendo en esta ecuacién la funcién de redshift (3.22), se consigue

una funcién de forma que asintéticamente es [13]

_ 2AKr2(8a? — 12a + 1)
bir) ~ 1 [1 B 9zx(ozx —1)(a—2)

(3.31)

Para que el agujero de gusano sea asintéticamente plano b(r — o0)/r — 0. Al

realizar el cambio de coordenadas

2AKr3(8a% —12a +1)

=7 , 32
' r\/ S — 1) —2) (3:32)

se obtiene que la métrica del agujero de gusano es asintéticamente
ds* = —di* 4 di* + AP?(d6? + sin® 0d¢?), (3.33)

donde
2AKrg(8a% — 120 + 1

p = 2AKr(Ba” — 120 +-1) (3.34)

a(a —1) (e —2)

dependiendo si A < 0 0 A > 0 se dice que existe una deficiencia o exceso de
angulo solido. En [7, 6] se relaciona esta variacion en el dngulo s6lido a la presencia
de monopolos globales. Para eliminar esta alteracion al dngulo sélido se establece

que A = 1. Consecuentemente, se obtiene que

o 9a(a—2)(a—1)
 2Kr3(8a2 —12a +1)

(3.35)

Al sustituir este resultado en la funcién de forma y suponer que a = 4, se en-

cuentra [13]

2

70
b(r) = 30Gr +ro)2r [(27 +70)(3r + 70)2} =3 t3 (3.36)

Conocidas las funciones geométricas que caracterizan al agujero de gusano (b 'y
®) se puede utilizar la ecuacion de Einstein para obtener informacién sobre la ma-
teria que lo genera. Reemplazando la funcién de forma (3.36) y la funcién de redshift

(3.22) en las ec. (2.16)-(2.18), se encuentran las componentes del tensor energia im-



pulso

2he
ST A Pt:‘<

9r+ro> o 3
7 0 —

= 3.37
3r+rg ( )

l,.
30 7
La ecuacién anterior muestra que al igual que el resultado (3.25) existe una dife-
rencia con el valor de la presién tangencial (3.12). Ademads, el tamafio de la garganta

del agujero de gusano se encuentra en la escala de Planck.

La libertad que da la ec.(3.30) de suponer funciones de redshift y obtener funcio-

nes de forma, permite a [13] suponer que ® = 0 en la ec.(3.30) y obtener

KArg‘ KArg

(w—2)r2 2 " (a—2)m2|’ &7 2, (3.38)

b(r)=r [1—

la cual presenta también una alteracion en el angulo sélido. Este problema se

elimina al establecer que

(3.39)

donde K = 871G /c*. Por lo tanto, el radio de la garganta del agujero de gusano r
adquiere dependencia del factor A. Reemplazando el valor de r (3.39) en la funcién

de forma (3.38), se encuentra

(3.40)

Al igual que antes, se puede utilizar la ecuacién Einstein para obtener el tensor
energia impulso de la materia que genera a este agujero de gusano. Considerando

que & = 0 y reemplazando la funcién de forma (3.40) en (2.16)-(2.18) se obtiene:

rg‘*z 76‘*2 rgfz
p=—(a—3) L P, = X Pt:_(“_z)ZKr“' (3.41)
7r3l%

Sia =4yrs= , la densidad de energfa resultante es

90
hicrt? 45h¢

_ Jem o, AONe 342
0= "0 2174 (342)



Por lo tanto, el radio de la garganta el agujero de gusano ry ~ [, y consecuen-
temente, la densidad de energia A es absurdamente grande. Por otro lado, conside-

rando un caso general, se puede definir a la constante A como

B 4hcr?
72044

= a =071, (3.43)

para que corresponda con el resultado de la ec.(3.42). Sin embargo, esto es com-
pletamente absurdo, puesto que implica que la distancia entre las placas es del orden
de la escala de Planck. Por otra parte, si no se impone que a = 0,71, al reemplazar

la ec.(3.43) en el radio de la garganta r( (3.39) se consigue que

2
a= [90(a — 2)
=\ ——. 3.44
Suponiendo que la distancia entre las placas del efecto Casimir es a ~ 1[um], la
ecuacion anterior indica que rg ~ 10%2[m], es decir, el agujero de gusano es cosmo-
16gico [13]. Por otro lado, de (3.44)deduce que para conseguir que o ~ 10°[m], la

distancia entre las placas es a ~ 1[fm].

De esta forma se concluye que el efecto Casimir genera agujeros de gusano Planc-
kianos (rp ~ [;), con la metodologia propuesta en [13]. Por lo tanto, se ha tratado de
encontrar una forma diferente de obtener agujeros de gusano de mayor tamafio y
que requieran menor cantidad de materia exética. Por ejemplo, en [14] se mantiene
la distancia entre las placas constantes y se cambia w — w(r) en la ecuacién de es-
tado. De esta forma se logré obtener agujeros de gusano con un radio ry ~ 10~ m.
Por otro lado, en [20] usando la formulacién del efecto Casimir de [13] y el principio
de incertidumbre generalizado (GUP), se ha reducido la cantidad de materia exética
requerida. También, como se mencion¢ anteriormente, hay otras formas de minimi-

zar el uso de energia exoética, como el confinamiento.

Las propiedades del agujero de gusano de Casimir mencionadas corresponden
a un espacio tiempo asintéticamente plano. La adicién de la constante cosmolégica
podria afectar al tamafio de la garganta, asi como sus propiedades. Por otra parte, el
tensor energia impulso (3.12) establece que la energia del efecto Casimir se distribu-
ye hasta el infinito, lo cual va en contra de la formulacién original de este fenémeno.

Por consiguiente, un planteamiento mds correcto serfa confinar esta materia exética.



Capitulo 4

Agujeros de gusano de Casimir

asintoticamente anti de Sitter

Los agujeros de gusano asintéticamente planos han sido estudiados enormemen-
te [49, 26]. Sin embargo, existen otros comportamiento asintéticos. Por ejemplo, los
agujeros de gusano en un espacio tiempo inflacionario no son estaticos, por lo cual
pueden aumentar el tamafio de su garganta a través del mecanismo de expansién
del espacio tiempo [38]. Los agujeros de gusano asintéticamente anti de Sitter (AdS)
son también de particular interés. En este caso las regiones asintéticas se expanden
exponencialmente a causa de la constante cosmolégica negativa [5]. Estos agujeros
de gusano pueden verse como estados excitados suponiendo que la constante cos-
moldgica se interprete como la energia de campos de materia asintéticos no nulos
[5]. Ademas, en la fisica de altas energias, y en el contexto de la dualidad AdS/CFT
(anti De Sitter/teorias de campo conformes) los agujeros de gusano AdS tienen aso-
ciada una CFT de modo que se pueden estudiar propiedades de entrelazamiento
usando informacién proveniente del agujero de gusano[28]. Por consiguiente, es de
interés encontrar soluciones de agujeros de gusano en con limite asintético anti de
Sitter.

En este capitulo se aplicard la metodologia de [13] para encontrar una métrica de
agujero de gusano que sea asintoticamente AdS, ademads este agujero debe sostener-
se por la energia negativa proveniente del efecto Casimir. En la sec.4.1 se examina
las consecuencias de suponer que la materia cumpla con la QWEC! en un espacio

tiempo asintoticamente AdS. En la sec. 4.2 se utiliza la QWEC para construir aguje-

1Condici6én de energifa cudntica, sec.3.1.1



ros de gusano de Casimir sin fuerza tidal?. En la sec.4.3 se aplica la formulacién thin
shell para unir al agujero de gusano sin fuerza tidal con el espacio tiempo de Sch-
warzschild con constante cosmolégica. Finalmente, en la sec.4.4 se analiza la atrave-

sabilidad del agujero de gusano tipo thin shell, asi como su compatibilidad cudntica.

En la sec.3.2 se aclar6 que la ecuacion semicldsica de Einstein permite estudiar
como los efectos cudnticos afectan al espacio tiempo cldsico. También, en la sec.1.4 se
mostré que la ecuaciéon de Einstein admite la adicién de un término extra, conocido
como constante cosmolégica A. Por lo tanto, la ecuaciéon semiclédsica de Einstein

puede escribirse

871G
Gap + Agab = C—4<Ta > (4.1)
En adelante T, respresentaré (T,;,), teniendo en cuenta que se hace referencia al
tensor de energia impulso medio (normal ordenado) de un campo cudntico. En el
sistema de referencia ortogonal de un observador estatico la ecuacién de Einstein

(4.1) se reduce a

8tG
b= — L 4.2)

G i

ab T N,

La resolucion de la ecuacion semiclasica de Einstein con la métrica de Morris-
Thorne, lleva a las igualdades (2.16)-(2.18). Estas relacionan la funcién de forma
b(r) y la funcién de redshift ®(r) con las componentes del tensor energia impulso
diagonal T,; = diag(p, Py, P4, P).

Al igual que en [13] se supone que en el efecto Casimir la distancia entre las
placas no es constante, sino que estd dada por la coordenada radial r, por lo cual las

componentes del tensor energia impulso son

hier?

_ T p
= "0A T

donde p es la densidad de energia, P, la presién radial y w es una constante, la cual

= wp 4.3)

en el caso del efecto Casimir es w = 3. Una vez definidas las componentes del tensor
energia impulso, se utilizan los resultados de la ecuacion de Einstein con la métrica

de Morris-Thorne para obtener b(r) y ®(r). Reemplazando la densidad de energia

2En [33] se dice @ = 0 es un agujero de gusano sin fuerza tidal desde la perspectiva de un
observador estacionario.
3Se dice que es compatible cudnticamente si cumple la desigualdad cuédntica de energia, sec.2.3



p de (4.3) en (2.16) y la presion radial P, de (4.3) en (2.17), se encuentra

her>  b(r) A
7204 K2 K’ (4.4)
he 1 , b(r) A

donde K = 871G/ c*. De (4.4) se obtiene la funcién de forma

) =74 (5 - 7o) +50° =)+ 46

donde r? = 7131%2,/ 90y l, = ViG/c3 es la longitud de Planck. Reemplazando
(4.6) en (4.5) se encuentra que

B 1Arr0(21’3 + rS) + 37(1’% - r%) + 3r0r%(w - 1)

¥'(r) = 2r(r —ro)(rro(—=3 + A(r2 +rro +13)) — 3r7)

(4.7)

Esta ecuacién no puede ser resuelta directamente de forma analitica. Atn asi, en
el apéndice C se describen algunas condiciones particulares bajo las cuales puede
ser resuelta. Sin embargo, no se logré encontrar agujero de gusano alguno que sea

atravesable.

A continuacion, se examinard las consecuencias de asumir la condicién de ener-
gia cudntica (QWEC) en un espacio tiempo asintéticamente AdS/dS y su conexiéon

con el efecto Casimir.

41. QWEC

La condicién débil de energia cudntica (QWEC) permite la existencia de materia
exotica de forma limitada [37]. Esta condicion fue utilizada por [13] para obtener
(3.30), la cual permite encontrar funciones de forma b(r) a partir de una funcién de
redshift ®(r) particular. Una forma de establecer que el espacio tiempo sea asintoti-

camente AdS es asumir que la funcién de redshift del agujero de gusano es

D(r) = %log(l — r2% +{(r)), (4.8)



donde A es la constante cosmoldgica y {(r) es una funcién asintéticamente de-

creciente. Ademas, las soluciones a la ecuacion

12T =0, (+9)

deben ser complejas o menores que el radio de la garganta del agujero de gusano
1o, para que no existan horizontes de eventos y asi se permita el viaje a través del

agujero de gusano en ambos sentidos.

Si se asume que las componentes del tensor energia impulso que generan al agu-
jero de gusano cumplen con la condicién de energia cudntica (3.26), propuesta por
[13]*. Entonces, al reemplazar la funcién de redshift de la ec.(4.8) en la ec. (3.30) se

encuentra la funciéon de forma

b(r)=r (1 — KA (1 — 72% - g(r)) ](r,oc)) , K= 87CT—4G, (4.10)

donde A es una constante relacionada con la cantidad de materia exética presen-

ta en la garganta, « es una constante y

ry dr’
= — . 411
](I", “) /VO r/pc AT’lz ( )

1= 5 o)

La funcién ¢ mas sencilla que puede definirse es trivialmente, { = 0. Si se supone
que & € IN, entonces en la ecuacién anterior, utilizando el método de integraciéon por

fracciones parciales se encuentra lo siguiente

(r,a) = - (A 1 L1 ey
]r/lx = 3 OC—2(1—|—Z) rlX—Z(l—l—i) , _2(1+i) E Og %
(é) tog (2727 4 par

5) 8\z_az) “P

“4Esta condicién establece que la densidad de energia p y la presién radial P, de un agujero de

N\?

|

2

>

(4.12)

r
— 0
gusano cumplen con p 4 P, = —Ar—a.



a—3 ;
Z /AN -1 1 1
](7’/ ) = Z (g) p _2(1 i i) <rtx2(1+i) B 7&2(1+i)) +

0
+ 3 (A N arctanh r\/é —arctanh | r \/é « impar
A 3 3 0 3 ’ p .

El termino log((3 — Ar?)/(3 — Ar3)) en (4.12) indica que si a es par, [(r,a) estd

(4.13)

bien definido para toda constante cosmolédgica negativa. Por otra parte, si A > 0 se

debe imponer la siguiente condicion
3
2
> —, 4.14
> A (4.14)

la cual es una restriccion fuerte, puesto que si la garganta tuviese un radio semejante

a la longitud de Planck, la constante cosmolégica A ~ 107°[m~2].

La manera mas sencilla de obtener una funcién de forma a través de la (4.10) es

considerar que « = 2. Asi, a partir de la (4.12) se encuentra

r 1 ~Ar? +3

Después, reemplazando (4.15) en (4.10) se obtiene la funcién de forma

b(r) =r (1 — AKP2 <_/;rz + 1) (log (%) - %log (%))) . (416)
- 0

La métrica de agujero de gusano de Morris-Thorne (2.1) indica que la compo-

nente radial de la métrica es

v = , (4.17)

(4.18)

8rr = .
2 2 2
r<A 3—r°Ar

—AKr2 (1-— 1 0
ro( 3 ) °g<\/3—r5/\r2>



Por consiguiente, en el limite asint6tico se consigue

grr(r — 00) = ! . (4.19)

 AKP A 3
1— = )log 1— =~
2 ( 3 ) Og( r%A)

Para que la métrica del agujero de gusano converja asintéticamente a la métrica
de AdS/dS>, se establece que

A= ! . (4.20)

1 3
0

La constante A debe ser positiva para que se cumpla la condicién (3.26) y la

condicién de flare out®, esto solo se consigue si A < 07. Por lo tanto, esta solucién es
un agujero de gusano de Morris-Thorne si es asintéticamente AdS. Reemplazando

en (4.16) el valor de la constante A dada en (4.20), se encuentra que la funcién de

r Ar?—3
0
g (1- )
0

La ecuacion (2.16) permite obtener una densidad de energia a partir una funcién

forma se reduce a

b(r) = + 7. (4.21)

de forma conocida, por lo cual sustituyendo (4.21) en (2.16) se consigue

' r A2 Ar2—3 A2 3\
2 (Ar 1)10g< >+(1 Ar)log(Ar(z]_3>+(1 Ar?) log (1 AT%) 2

"o
p =
2 — 3
Kr<log (1 Ar%)
(4.22)
la cual es la densidad de energia que origina a este agujero de gusano asintética-

mente AdS. Por otro lado, sustituyendo la densidad de energia (4.22) en la ec.(3.26)

-1
5ds2 = — (1 — 72{3\> + (1 — 721;> dr? 4+ r2d02?,si A > 0 de Sitter, si A < 0 anti de Sitter
®Un agujero de gusano de Morris-Thorne cumple con p(rq) + P, (ro) < 0, sec.2.1.4 [33].

rll
’SiA > 0= A < 0y por lo tanto p(r) + P,(r) = 770 > 0, es decir no se cumple la condicién

flare out, la cual es necesaria para la atravesabilidad del agujero de gusano, sec.2.1.4

7



se obtiene la presién radial

1 1

Kl 3 r—z—P(V)-
2198172

En la fig.4.1 se observa que con & = 2 la densidad de energia es positiva en el

Pi(r) = — (4.23)

sistema de referencia de un observador estatico. Aun maés, esta aumenta a medida
que la coordenada radial se acerca a la garganta. Aunque parece que la densidad de
energia positiva va en contra de la definicién de materia exética, la ecuacién (4.23)
muestra que P, + p < 0, por lo cual se cumple la condicién de flare out y se viola la
condicién de energia débil. La densidad de energia negativa es medida por observa-
dores relativistas como consecuencia de la condicién de flare out, no necesariamente

por observadores estaticos [33].

1 5 10 50 100
r/T)

Figura 4.1: Presion radial P, y densidad energética p en escala logaritmica de la ma-
teria que genera un agujero de gusano asintéticamente AdS con « = 2. Las com-
ponentes del tensor energia impulso cumplen con la QWEC (sec.3.3). Los valores
supuestos son: constante cosmolégica A = —10~°[m 2] y el radio de la garganta
ro = 103[m).

El mismo anélisis puede realizarse para otros valores de a. Por ejemplo, si se

asume que « = 4, de la ecuacion (4.12), se encuentra que

1/(1 1 A r A 3+ Ar?
)= —— | = - = —1 B N | i, 4.24
J(r,4) 2 <r2 r%) + 398 (1’0) 6 08 <3+Ar3> (4:24)



Reemplazando este resultado en (4.10) se consigue la funcion de forma

Ar2 1 3 - Ar2 1 1 1 r

= r(1-3aKg (1= 55 ) [ —qgilog (7 | = 25—+ gAlog (-
b(r) r<1 3 ”0( 3)( 13 Og(?)—/\r%) 6”2+6r%+9 Og(r())))
(4.25)

Aligual que con o = 2, la constante A debe tomar un valor especifico para lograr

que la métrica sea asintéticamente AdS/dS. Por consiguiente, se debe imponer que

1

A= , (4.26)
A 3 3
Kri= |log|[1— 5= | + —
"0 |8 ( rSA) * Ar3
donde se advierte que
3 3

1 1——— —5 <0, 427
8 ( r%A) * Ar3 (2.27)

utilizando la restriccion (4.14). Por lo tanto, A es positivo si la constante cosmo-
l6gica A es negativa. Al igual que el resultado encontrado para & = 2, esta solucién
es un agujero de gusano de Morris-Thorne si el espacio tiempo es asintéticamente

AdS. Sustituyendo (4.26) en (4.25) se encuentra que la funcién de forma se reduce a

A —3/r? r
(/\r2 -3)r (/\r% log (—_ 3/r8) +3 ( — _rg)>
b(r) =

3 (Arilog (1—3/(Ar3)) +3)

+r. (4.28)

Una vez encontrada la funcién de forma se la reemplaza en la métrica de Morris-

Thorne (2.1) junto con la funcién de redshift (4.8) y se obtiene la métrica de agujero

de gusano
A 2
5 (%log (1— 2) -|—1> dr?
ds? = (1 A%) c2dr* + 0 3 + r2dO>.
A— =
Ar? A7 r3 r3
1—— —— log +1—=
3 3 3 r2
A——
r

(4.29)



Al igual que con « = 2, reemplazando la ec.(4.28) en la ec.(2.16) se obtiene la

densidad de energia

2
_ro

p(r) =
3Kr4 (—r2 log (1 _ 3 ) + 1)
0
3 Ar3

Ar>—3 3 r
2 (A2 _ Ar”—95 L r
+ Ar (Ar 1) (log( r5—3) +log (1 r%) 2log (7‘0>> +3

(4.30)

3AFE+

Por otro lado, la presién radial se obtiene a partir de la condicién (3.26)

1

—p(r) (4.31)
VLA PP (P S B
6 | S\ AT AR

En la fig.4.2 se muestra que a diferencia de los resultados con & = 2 (fig.4.1),

P (r) = —

con &« = 4 la densidad de energia es negativa en el sistema de referencia de un
observador estdtico. Atin mds, se advierte que conforme la coordenada radial se

aproxima a la garganta aumenta la densidad de energia negativa.
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Figura 4.2: Presion radial P, y densidad energética p en escala logaritmica de la ma-
teria que genera un agujero de gusano asintéticamente AdS con « = 4. Las com-
ponentes del tensor energia impulso cumplen con la QWEC (sec.3.3). Los valores
supuesgos son: constante cosmolégica A = —107°[m 2] y el radio de la garganta
ro — 10 [m]

Las componentes del tensor energia impulso que describen al efecto Casimir es-
tdn dadas por la ecuaciones (4.3). Estas fueron propuestas para describir como este

fenémeno cudntico puede crear agujeros de gusano asintéticamente planos [13]. Por



consiguiente, para comparar los resultados obtenidos con los de la ecuacién (4.3) se
debe trabajar en el limite en el cual la constante cosmolégica se anula. Si a = 4 la
densidad de energia dada por la ec.(4.30) muestra que si se toma el limite A — 0 se

consigue

2

¥
i =4)=--L. 4.32
Alinmp(r'“ ) Kr# (4.32)

Igualmente, para la presion radial dada en (4.31) se encuentra

2

i _4) = 0
/1\11_11}0 P(r,a =4) = A (4.33)

Esto indica que si A — 0 la presién radial es igual a la densidad de energia, por
lo cual su ecuacién de estado en este limite es P, = wp, donde w = 1. Para que
la densidad de energia corresponda con la de Casimir, se supone la igualdad (4.32)
con la densidad de energia dada en (4.3) y se encuentra que ry = \/mlp. Por lo
tanto, el agujero de gusano “"de Casimir” asintéticamente AdS tiene una garganta
cuyo tamarfio es similar a longitud de Planck, lo cual también ha sido encontrado en

el espacio tiempo plano [13].

En la siguiente seccién se explorara un tipo de restricciones que pueden impo-
nerse en la materia que cumple con la QWEC, para que se comporte como el efecto

Casimir y origine agujeros de gusano sin fuerza tidal.

4.2. QWEC con fuerza tidal nula

A través de la QWEC se obtiene (3.30), la cual permite encontrar una familia de
funciones forma a partir de una funcién de redshift establecida. Una de las funcio-
nes mds sencillas que se puede asumir es considerar que la funcién de redshift es
constante, es decir el caso de fuerza tidal nula. En la seccion 3.3 se mostré que en
este caso el agujero de gusano de Casimir es Planckiano [13]. Sin embargo, se pue-
den asumir otras restricciones para conseguir un agujero de gusano con un mayor
tamafio de garganta, cuya materia tenga un comportamiento similar a la del efecto

Casimir.

Si establecemos en la ec.(3.30) que la funcion de redshift es (r) = &y, donde Py



es una constante, se encuentra que

B KA™ /o o 871G
b(r)-r(l—m(r y= ) , a#2 K=—7F" (4.34)

La ecuacién (2.16), que se obtuvo a partir de la ecuaciéon de Einstein, permite
encontrar la densidad de energia de la materia que genera al agujero de gusano a
través de la funciéon de forma del mismo. Asi, reemplazando la funcién de forma
(4.34) en (2.16) se obtiene

1 AKr? AKr& 1
Kp:r—2<1—|— 0)— 0(1+ )—Ai, (4.35)

2 —u r«

donde A; es una constante cosmoldgica interna genérica. Ahora, se definiran los

factores By o

B AKr3
Y e 4.
a* 3—u

donde d se denomina distancia entre las placas, rg es el radio de la garganta
del agujero de gusano y A es una constante relacionada con la cantidad de materia
exoética en la garganta. Reemplazando en la ecuacién (4.35) los factores definidos en
.(4.36) y (4.37), se obtiene la densidad de energia

Ko— b _© (g)a — A, (4.38)

S22 @t \r

El objetivo de imponer que la densidad de energia dependa de los factores B y
o es delimitar una region del espacio donde la materia tenga un comportamiento
similar al del efecto Casimir. La ecuaciéon (4.38) indica que en r = d la densidad de

energia es

o(r =d) = _i____'_ (4.39)

Si suponemos que en r = d la materia se comporta como el efecto Casimir. En-

tonces, al comparar la densidad de energia en este punto con la densidad de energia



del efecto Casimir, dada por (3.5), se obtiene la siguiente igualdad

372
nlp

4_ 2 2
BH+o+Nd =r], 1= 50

(4.40)

donde [, es la longitud de Planck. Por otro lado, usando (4.37) se encuentra la

constante A:

1 /2—a)\ d*
A= — 0. 4.41
Kré (3—a) 7 (4.41)
La condicién de energia cudntica débil (QWEC) de la ecuacién (3.26) permite

conseguir una presion radial P a partir de una densidad de energia p. Sustituyendo

en esta ecuacion la densidad de energia (4.38) y la constante A (4.41), se encuentra

P = - (522) 2 (4) -t (442)

Para que la materia tenga un comportamiento similar al efecto Casimirenr = d,

debe suponerse que en este punto se cumple la ecuacion de estado P,(d) = 3p(d).

Esto lleva al siguiente resultado

2
" 2—un\ o 3—a\ ,
a4 (3—0() a4 7 <2—zx) " (4.43)
Luego, reemplazando en la ecuacién (4.40) el valor de ¢ encontrado, se consigue
B=r(1-4(32%)) - At (4.44)
— 1 2 — 1 7 .

Igualmente, sustituyendo en la ecuacién (4.41) el valor de ¢ encontrado, se en-

o 2
A= % (%) (%) : (4.45)

Una vez encontrados los valores de los pardmetros B, 0 y A, la funcién de forma
(4.34) se reduce a

ar? (a—3 1 1 [(d\*7? >

cuentra




Reemplazando esta funciéon de forma en la métrica de Morris-Thorne (2.1) se

encuentra que la métrica del agujero de gusano sin fuerza tidal es

(2 —a)d*

r2 ((th —10)d? 4 412 (g)“) + (v —2)d* (A — 1)

ds?> = —®yc2dt* + dr* 4+ r?dO>.

(4.47)

Las componentes del tensor energia impulso T,; = diag(p, Py, P, P) de la mate-

ria que cumple con la QWEC y origina al agujero de gusano, se reescriben como

2 2 2 n 2
_.n 4rf o —3 d_ B g ﬁ d_ -
,0(1’) - aA2r2K + Kd*a —2 <1”2 ” + K \ 2 1), (4.48)

4r? [d\"*
P(r) = —é <;> —o(r). (4.49)
21% d\*

La presién tangencial P; se encuentra sustituyendo la funciéon de forma (4.46) en
(2.18).
Una vez encontradas las componentes del tensor energia impulso y del tensor mé-
trico, corresponde estudiar las propiedades del agujero de gusano y de la materia

que lo origina.

Radio de la garganta

Las restricciones establecidas tanto en la geometria del agujero de gusano como
en el comportamiento de la materia, influyen en el tamafio de la garganta. Si se re-

emplaza en la ecuacion (4.36) el valor de 8, dado por(4.44), y se usa (4.45) se obtiene

ro = d — (4.51)

x—2 [ d? A:d* x—2
S5 41-2 ) —(a-3
[4 (r%+ ) . )]

Este resultado muestra que el radio de la garganta del agujero de gusano r( de-

pende de la distancia entre las placas d y el factor . Ademads, indica que la contri-



bucién de A; es despreciable, su aporte es notable cuando |A;| ~ 1/d%. La fig. 4.3
sefiala que rp aumenta exponencialmente con el factor a. Sin embargo, o no crece
ilimitadamente sino converge a d. También, se observa que la rapidez con la aumen-
ta el tamafio de la garganta depende de la distancia entre las placas d. Si « < 4 la
ec.(4.51) indica que ro < I,. Por lo tanto, si suponemos que la longitud de Planck es

la escala espacial minima®, se debe restringir a > 4.
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Figura 4.3: Radio de la garganta en escala semilogaritmica del agujero de gusano
para diferentes valores de distancia entre las placas. La constante cosmolégica A; se
le tomo nula.

Densidad de energia y ecuacién de estado

El tamafio de la garganta afecta a la distribucién de materia exética. En la fig.4.4
se observa que con el valor de « més pequefio, x = 4, la densidad de energia ne-
gativa se distribuye incluso en r > d. Adicionalmente, la presencia de energia po-
sitiva con & = 4 es pequefia comparada con el resto de valores de a permitidos. Si
se aumenta « (consecuentemente el tamafio de la garganta) la densidad de energia
negativa tiende a acumularse en r < d. Por otra parte, la energia positiva tiende a
reunirse alrededor de r = d y decae con la coordenada radial r. Este resultado indica
que para aumentar el tamafio de la garganta, la energia negativa debe aglomerar-
se mayormente alrededor del agujero de gusano. Cabe recalcar que la existencia
de densidad de energia positiva, no implica que la materia sea comun, puesto que
las componentes del tensor energia impulso cumplen con la QWEC y por lo tanto
violan las condiciones de energia cldsicas. Ademds, la densidad de energia positiva

provoca que la tension del agujero de gusano aumente enormemente para que se

8Por debajo de la longitud de Planck el espacio tiempo deja de tener un comportamiento clasico
y es necesario tratarlo con una teoria cudntica de la gravedad.



cumpla la QWEC impuesta’.
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Figura 4.4: Densidad de energia de la materia que genera un agujero de gusano sin
fuerza tidal. Se asumi6 la constante cosmolédgica genérica A; = 0 la distancia entre
las placas d = 1{um] .

La ecuacién de estado establece que existe una relacién proporcional entre la
presion radial y la densidad de energia. Por ejemplo, en el efecto Casimir la ecuacién
de estado es P, = 3p. Para construir la ecuaciéon de estado entre la presién radial

(4.49) y la densidad de energia (4.48) se tiene que reescribir la presién radial como
P, = w(r)p, donde

4(a — 2)1’2;’% (g) '
w(r, A\, u) = y
(@ — 2)dAL(d — r)(d+ 1) + (10 — 30)d2r2 + 4o — 3)12r2 <;

- 1.

24

(4.52)

A diferencia de los resultados obtenidos en [13], la ecuacion de estado no es
constante!?. La fig. 4.5 muestra que w(r) con la constante cosmolégica nula se com-
porta como el efecto Casimir cerca del limite de las placas (w = 3), como se supuso
en un inicio. Sin embargo, a medida que se acerca a la garganta, w toma diferen-
tes valores en funcion del coeficiente a. De hecho, si # > 1, esta figura sefiala que
w(r < d) — 0. Por otro lado, si la constante cosmoldgica toma un valor no nulo,
la materia tiene un comportamiento semejante a phantom energy para todo a, puesto
que w(r < d) ~ —1 [27]. Esto puede ser causado por la densidad de energia de la

constante cosmoldgica, pues al ser semejante a la del efecto Casimir interacciona con

%0+ P, =—A(rg/r)* <0
10Se de denomina ecuacién de estado a P, = wp, donde w = 3 en el caso del efecto Casimir [13].



esta o incluso llega a ser dominante, causando este comportamiento en la ecuaciéon
de estado [51]. Este resultado indica que para obtener un comportamiento similar al

efecto Casimir, conviene suponer A; = 0y a >~ 4.

31— (T, A =0,a=4)
—  w(r,Aj=0,0=8)
2} w(r,A=0,a=30) 1
o(r,A#0,a)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r [pm]
Figura 4.5: Funcién w(r) de la ecuacion de estado P, = wp. Se supuso que la distan-
cia entre las placas es d = 1[um].

Embebimiento

En la sec.2.1.3 se aclar6 como el embebimiento da una perspectiva grafica de la
forma de la garganta del agujero de gusano. Ademads, se obtuvo la ecuacién (2.22) la
cual permite obtener la superficie embebida de un agujero de gusano z(r) a partir
de su funcién de forma. Sustituyendo en esta ecuacion la funcién de forma (4.46)
se obtiene los resultados de la fig.4.6, la cual muestra diferentes diagramas embe-
bidos para distintos valores de a. En esta figura se nota que el aumento del radio
de la garganta provoca que el espacio tiempo cerca de esta regién tenga una mayor
curvatura. También, se observa que al alejarse de este punto el espacio tiempo tien-
de a ser “plano” rdpidamente!!. Esto es consecuencia de lo observado en la fig.4.4.
Para incrementar el tamafio de la garganta, se requiere que la densidad de energia
negativa se acumule cerca del agujero de gusano, produciendo un aumento en la

curvatura cerca de esta region.

Al ser un agujero de gusano con fuerza tidal nula, es posible establecer que sea
asintéticamente plano, suponiendo que A; = 0. Si se reemplaza la funcién de forma

(4.46) en la métrica de Morris Thorne, se encuentra que para que el espacio tiempo

Este resultado se obtiene también al calcular las componentes del tensor de Riemman Riprg =
wp = K (p+ D) = —(4r3d")/(d*r"). Mientras més alto sea el valor de « la curvatura disminuye
mads rapido.
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Figura 4.6: Diagramas embebidos en un cilindro, alrededor de la garganta de aguje-
ros de gusano con diferente tamafio de garganta. Para todos se supuso: d = 1[um]| y
A;=0

sea asint6ticamente plano y no exista exceso o deficiencia de dngulo sélido!?

A= L =1. (4.53)

|4 (3a—10
d2 \4(a—2)

Consecuentemente, se encuentra que « = 3/10, por lo que de la ec.(4.51) se con-

sigue que el radio de la garganta es menor que la longitud de Planck. Por lo tanto,
esta solucién no es valida si se considera que la longitud de Planck es la escala espa-
cial minima. Sin embargo, este problema desaparece si se confina la materia exética,

a través de la teorfa de agujeros de gusano tipo thin shell.

4.3. Formulacion Thin Shell

La formulacién thin shell minimiza la cantidad de energia exdtica necesaria para
originar un agujero de gusano, pues confina esta materia en una region especifica del
espacio, la cual esta delimitada por una hipersuperficie S denominada thin shell [33].
La métrica de agujero de gusano sin fuerza tidal encontrada en la anterior seccién,
al tener una funcién de redshift constante, permite aplicar a este agujero de gusano

la teoria thin shell desarrollada en la sec.2.4 13, En la seccién anterior se establecio

12En la sec.(3.3) se realiz6 un proceso similar para evitar alteraciones de éngulo sélido en el agujero
de gusano de Casimir de [13].

13Esta se desarroll6 con facilidad sin la necesidad de utilizar la segunda forma fundamental, utili-
zando la simetria del espacio y suponiendo una funcién de redshift constante.



que la materia exdtica tiene un comportamiento similar al efecto Casimir hasta la
hipersuperficie ¥ = d. Ademads, en la fig.4.4 se observa que la densidad de energia
positiva se acumula cerca de r = d, lo cual no sucede en el efecto Casimir. Por lo
tanto, considerando que en este fenémeno cudntico solo hay densidad de energia
negativa se supondra que en r = d estd el thin shell S que une al agujero de gusano

con la métrica de Schwarzschild A.

Al ser la hipersuperficie S el punto donde se une la métrica de agujero de gusano
con la de Schwarzschild, se supone que en ¥ = d ambas métricas coinciden. Por lo
tanto, de la continuidad de la componente temporal de las métricas se encuentra, a

partir de la ecuacién (2.42) que

2
L (1 _26M ﬂ) . (4.54)

Py = -1 &0
075798 24 3

De igual forma, la continuidad de la componente radial de las métricas, llevan al

siguiente resultado, a partir de la ec.(2.43)

3 2
bi(d) = 2L + Al =

312
2GM+Aed3 , ™l
d

2 37 17 90

(4.55)

donde ] p =V hG/c3 esla longitud de Planck. De la ecuacién anterior se encuen-

tra que la masa del agujero de gusano es

Sustituyendo este resultado en (4.54) se encuentra que la funcién de redshift cons-

tante del agujero de gusano se reduce a

3 2
Dy = élog ( _ Aidz) . (4.57)

Sustituyendo la masa M (4.56) en la métrica de Schwarzschild (1.14) se encuentra

que las componentes de esta métrica se escriben

gtt——< —E-F . —Ae<r—7) , (4.58)




1

fr= 7 . . (4.59)
- (—1+Aid3+—e(r3—d3))

d 3

En la fig.4.7 se ilustra la transicién de la componente radial de la métrica, entre
las dos variedades. En este grafico se observa que la transicién es més suave cuando
las constantes cosmolégicas de ambas métricas son las mismas. Lo contrario sucede

si la diferencia aumenta.
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Figura 4.7: Transicion entre la componente radial de la métrica de agujero de gusano
de Morris Thorne y métrica de Schwarzschild. Se supuso: A; = 107 2[um=2], d =
1pm]y Ae =107 [um2].

En la seccion 2.4 se mostré que al unir dos métricas con simetria esférica y es-
taticas, el tensor energia impulso de la hipersuperficie de unién S tiene solo una
componente, la presiéon tangencial superficial P (2.50). Sustituyendo en esta ecua-

cién la masa del agujero de gusano (4.56) se obtiene

1 3 (A - Adt

- 2Kd3 32 '
1

\/ 1-p — A

La presion tangencial superficial depende de la diferencia de las constantes cos-

P(A;, Ae) (4.60)

mologicas, por lo que permite cuantificar que tan suave es la transicion entre ambas
variedades. Por ejemplo, anteriormente se aclaro que si ambas constantes cosmol6-
gicas son iguales (A; = A,) la transicién entre ambas métricas es suave comparada
con el resto de ejemplos de la fig.4.7. Por otra parte, al calcular la presién tangencial
superficial (4.60) se consigue que P(A;, A;) < |P(Aj, A¢)|. Esto resultado muestra

que existe una relacién entre la suavidad de la transiciéon de las métricas y la pre-



sién tangencial presente en la hipersuperficie de unioén S. Mientras més suave sea

la transicién entre ambas métricas, menor serd la presion tangencial en el thin shell'*.

La unién de ambas variedades impone restricciones en los valores de las cons-
tantes cosmoldgicas genéricas. Para que la presién tangencial superficial (4.60) y la

funcién de redshift (4.57) estén bien definidas se debe imponer la restriccion

13

Ai<ﬁ_d4.

(4.61)

Esta desigualdad aclara que la constante cosmolégica genérica interna se encuen-
tra limitada por la distancia entre las placas. Por consiguiente, su aporte en el agujero
de gusano es limitado. No obstante, en la anterior seccién se mencioné que la adi-
cién de la constante cosmoldgica interna en el espacio tiempo del agujero de gusano
provoca que la materia exética tenga un comportamiento muy alejado del efecto Ca-
simir!®. Si consideramos que A; = 0, la restricciéon (4.61) impone un limite inferior

en la distancia entre las placas

d > /3r. (4.62)

Recordando que r; es del orden de la longitud de Planck, esta restriccién esta-

blece que la distancia entre las placas debe ser mayor a la longitud de Planck.

Si se supone que la masa del agujero de gusano es positiva, entonces (4.56) im-

pone la siguiente restriccion

A, 313
N> (4.63)
Al considerar las dos restricciones encontradas para la constante cosmolégica

interna se encuentra

3
a2
4La presi6n tangencial superficial se anula si A; = A, — 312 /d*.

155 |A;] < 107* el comportamiento similar al efecto Casimir se mantiene. Sin embargo, con esta
magnitud su adicién no aporta a las caracteristicas del agujero.

Ae < — si A #£0. (4.64)




Por otra parte, si se supone que A; = 0, a partir de la restriccién (4.63) se consigue

2
9r1

Ae < =

(4.65)

En los experimentos realizados sobre el efecto Casimir se ha tomado una dis-
tancia entre las placas d ~ 1[um]'® [24]. Considerando este hecho a través de la
desigualdad anterior se obtiene que A, < 107%¢[m]. Este resultado limita la cons-
truccion del agujero de gusano a espaciotiempos asintéticamente de Sitter con una
constante cosmoldgica muy pequeiia. Sin embargo, si es asintéticamente anti de Sit-

ter, no hay limites para el valor de la constante cosmolégica.

Otra consecuencia de anular la constante cosmolégica interna se encuentra en la
presion tangencial superficial del thin shell (4.60). Considerando que A; = 0 en esta

ecuacion, se encuentra

1 3r2 — Aed?

pr— 3 .
2Kd L 3_,/%
\/ A2

Al sustituir la restriccién (4.65) en la ecuacioén anterior se encuentra que si A, > 0,

P

(4.66)

entonces ) X
6r 3r
- 1 <P< 1

[ 3r2 [ 3r2 '
2Kd34/1 — ﬁ 2Kd3 — ﬁ

lo cual indica que si el espacio es asintéticamente de Sitter, la presion tangencial en

(4.67)

el thin shell puede ser negativa. Sin embargo, esto no sucede en un espaciotiempo
asintéticamente anti de Sitter. La ecuacion (4.66) muestra que si A, < 0 la presion

tangencial superficial es positiva para todo valor de constante cosmolégica negativa.

El confinamiento de la materia exdtica que genera al agujero de gusano impone
ciertas restricciones en las caracteristicas geométricas de la variedad interna y ex-
terna. A continuacion, se explorardn otras condiciones que se deben imponer en el
agujero de gusano para hacerlo atravesable, ademds de que sea compatible cuanti-

camente.

165j la distancia es menor, el experimento se ve alterado por fuerzas atémicas y moleculares entre
las placas [24].



4.4. Atravesabilidad y compatibilidad cuantica

Un agujero de gusano atravesable se caracteriza por la fuerza gravitacional en
los observadores estéticos, la cual debe, como mucho, igual a la terrestre. También,
el tiempo que tarda un viajero hipotético en atravesarlo debe durar menos de un afio
[33]. Ademas, otro pardmetro de atravesabilidad es la cantidad de materia exdtica
total que se requiere para construir el agujero de gusano, este pardmetro se cuantifi-
ca a través del cuantificador integral de volumen, establecido en la seccién 3.3. Por
otra parte, la compatibilidad cuédntica se logra al cumplir la desigualdad cuantica de
energia. Esta desigualdad establece que mientras mds negativa es la energia medida

en un intervalo de tiempo, menor es la duracién del mismo[11].

La aceleracién gravitacional de los observadores estaticos se encuentra a partir
de la ecuacion (2.30). Esta ecuacion indica que este pardmetro depende de la deri-
vada radial de la funcién de redshift. Por lo tanto, en el agujero de gusano de fuerza
tidal nula establecido en la anterior seccién, se encuentra que en r < d los observa-
dores estaticos son inerciales, pues la aceleracion gravitacional a la que estan some-
tidos es nula. Por lo tanto, es claro que se cumple el requisito de que la aceleraciéon
gravitacional sea menor que la gravedad terrestre. Sin embargo, esto no es suficiente

para declarar a este agujero de gusano atravesable.

En la seccién 2.1.4 se demostré que el tiempo que tarda en en viajar una particula
de prueba a través del agujero de gusano, esta dado por (2.32). Por otra parte, con-
siderando que la particula se mueve con una velocidad radial constante V, usando
(1.3) se encuentra que la velocidad fisica es

@
B = V—b. (4.68)

1-2
»

Sustituyendo este resultado en (2.32) y considerando que dl\/1 —b/r = dr, se
consigue que el tiempo que tarda una particula con velocidad V en viajar de un

punto de la placa a su lado opuesto, segtin un observador estético es

_

At
1%

(4.69)

Por otro lado, de las ec.(2.31) y (4.68) se obtiene que la duracién del viaje segtun



el sistema de referencia propio de la particula viajera es

2¢%P0 pd rov2\ 2
AT = 1-——— dr. 4.7
7 /To ( r—>bc? ) ' (*.70)

Es claro que At no depende de ningtin parametro relacionado con la geometria
del espacio. Ademas, considerando que d = 1{um] y V = 0,01c, se encuentra que
At = 0,66]ps|. Por otra lado, en la fig.4.8 se observa que At < 1[ps], aun mds su

duracion se reduce si se aumenta el pardmetro a. No obstante, el cambio no es sig-

nificativo.
3.34}
3.32|
@
&
= 3.30}
5
3.28]
— At(a,V=0.01c)
3.26}
5 10 15 20 25 30 35 40

a

Figura 4.8: Duracion del viaje de una particula con velocidad V=0.01c de un lado al
otro del thin shell. Se supuso d = 1[um] y A; = 0.

La construccion de agujeros de gusano atravesables requiere materia exética. La
cantidad total que se necesita puede ser estimada a través de volume integral quan-
tifier [13]. Usando los resultados encontrados en la secciéon 4.2 se encuentra que la

materia exoética total requerida es

d 4 2dzx
Iy = / (P, + p)dr = — 1

871G
3—ua . 3—u — . 7
o Kd*(3—a) (d d ) K (71)

C4

Recordando que el radio de la garganta para este agujero de gusano, esta dado

por (4.51), se obtiene que la cantidad total de materia exética se reduce a

3—«

_ r2(10 = 3a) +d*(a — 2) —d*(a —2)A; \2—a




Ademads, para valores muy grandes de a, se obtiene la siguiente aproximacion

d
Iy ~ 3 x >>1. (4.73)
0.0} —
-0.1
-0.2 |
n
=)
— —0.3
=)
-0.4 |
= — Iy(A=0)
-0.5p | _ Iy (Aj~10"m2])
-0.6¢ Iy (Aj~=10"[m~?]) 1
-0.7L. . . . . .
4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5

[0

Figura 4.9: Cantidad total de materia exdtica necesaria para establecer un agujero de
gusano atravesable. Se consideré que d = 1[um] y diferentes valores de constante
cosmoldgica interna A;.

En la fig.4.9 se observa que aumentar el radio de la garganta del agujero de gu-
sano produce un incremento en la materia exética total requerida. Esto concuerda
con lo mencionado anteriormente, pues se observé en la fig.4.4 que aumentar a pro-
duce una acumulacién de densidad negativa en r < d. Ademads, la adicién de la
constante cosmoldgica interna ayuda a disminuir (0 aumentar) la magnitud de ma-
teria requerida. Sin embargo, como se aclar6 anteriormente la energia deja de tener

un comportamiento tipo Casimir al incluir A; # 0.

107,
105,
E 1000|
=
!
0.100 _ ro=bo)
0.001 — Tr1=b(ry)/b'(ry)
10 20 30 40 50

[0

Figura 4.10: Comparacion entre las escalas g y 71 en funcion del factor «. La escala
minima Va es rq. Grafico realizado en escala semilogaritmica.

La compatibilidad cudntica de la materia que genera al agujero de gusano se



estudia a través de la desigualdad cuédntica de energia. Sin embargo, como se explicé
en la seccién 2.3 esta desigualdad fue propuesta para teoria cudntica de campos,
donde el espacio tiempo es plano. Por consiguiente, el intervalo 7 no puede tomar
cualquier valor, sino estd restringido por la curvatura del espacio tiempo 7. Para el
agujero de gusano de fuerza tidal nula se encuentra a partir de (2.39) que las escalas

Ry = r3 = oo. Por lo tanto, la escala minima cerca de la garganta se determina

rm = min (ro = b(rg),r1 = | b(ro) ‘) . (4.74)

La fig.4.10 muestra que para todo « la escala minima es r,; = r1. Por otro lado, al
ser un agujero de gusano con funcién de redshift constante, los observadores estati-
cos son también observadores inerciales. Por lo tanto, el intervalo de tiempo propio
Tp en el cual estos miden la cantidad de materia exética debe ser mucho menor que
rm'o. Asi, suponiendo que 1) = fr1 = f|ro/b'(r9)| y que al ser un observador estéti-

co

b/(i’o)
Kro ’

(Tapu"u®) (ro) = po = (4.75)

donde se consider6 que al ser un agujero de gusano de Morris-Thorne, la densi-

dad de energia estd dada por (2.16). Se encuentra a través de la desigualdad cudntica

en (2.38) que
2
/ s 31,
H =4/ — < .
(d, OC) b/(r())3 = 47T D7 (4 76)

donde I, es la longitud de Planck y f ~ 1073. En la fig.4.11 se muestra que para

que se cumpla la desigualdad de energia cuantica & ~ 4. Ademads, si se aumenta la
distancia entre las placas d el valor limite de « permitido se reduce. Ain mas, al en-
contrarse limitados los valores de a, se restringen ciertas caracteristicas del agujero
de gusano. Por ejemplo, a través de la ecuacién (4.51) se encuentra el tamafio de la

garganta esté restringido a rg < 10730[m].

Finalmente, para que el agujero de gusano sea atravesable el thin shell debe en-
contrarse en una posicion mayor al horizonte de sucesos. La componente tempo-

ral de la métrica de Schwarzschild de (4.58) indica que la singularidad coordenada

71y es el tiempo que dura la medicién de la cantidad de energia negativa desde el sistema de

referencia propio de un observador inercial.
18 Aligual en la seccién 2.3 se utiliza el sistema de unidades i = G = ¢ = 1.
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Figura 4.11: Restriccion en la funcién H(a,d) como consecuencia de requerir que
la materia exética que genera el agujero de gusano cumpla con la desigualdad de
energia cudntica, H(a,d) < 3l p/ 27 f 2 Grafico en escala semilogaritmica.

cumple con al ecuacién

S 37%
— a2
A dlAd T

$3 + r~l, (4.77)

donde se consider6 el caso AdS, puesto que es el que nos interesa y se supuso
que A; = 0 por lo explicado anteriormente. Como deseamos que la singularidad se

oculte tras el thin shell, se debe imponer que s < d, por lo cual

3 r 3
ro 4 <d’+ —. 4.78
Al = A “7%)
Sustituyendo la ec.(4.77) se encuentra la siguiente condicién
d > \/3r, (4.79)

recordando que rq es aproximadamente igual a la longitud de Planck. Por lo tan-
to, en un espacio tiempo asintéticamente AdS, siempre que la distancia entre las
placas d sea mayor que la longitud de Planck, no habra horizontes que impidan la

atravesabilidad del agujero de gusano estudiado en esta seccion.

Al requerir que la materia exética del efecto Casimir cumpla con la desigualdad
cudntica de la energfa, se encuentra que « ~ 4. Por otra parte, el agujero de gusano
es atravesable (por particulas hipotéticas) pues los observadores estaticos no sienten
atraccion gravitacional, no existe horizonte de sucesos y el tiempo que dura el viaje

de un punto de la placa al lado opuesto es del orden de un pico segundo. Atin més, si



ro & lp através de la ec.(4.72) se encuentra que la cantidad de energfa total necesaria
es Iy ~ —108[]], lo cual es similar a los resultados obtenidos por [13] en un espacio
tiempo plano sin thin shell'. Atn mas, la desigualdad cudntica permite variar el
pardmetro «, algo que [13] lo toma como un valor fijo y por consiguiente modificar el
radio de la garganta. Por ejemplo, si g ~ 1000/,, se encuentra que Iy ~ —10'![]]. Si
bien es una cantidad de de energia mucho mayor, las condiciones establecidas en el
planteamiento del efecto Casimir de la sec.4.2 permiten obtener agujeros de gusano
con un mayor tamafio de garganta y los cuales no son necesariamente planos, al

contrario de los resultados de [13].

19113] encontré que el efecto Casimir produce agujeros de gusano cuya garganta tiene un tamafio

similar a la longitud de Planck. Estos resultados se resumieron en la cap.3.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se realiz6 una primera aproximacién a los agujeros de gusano
asintéticamente anti-de Sitter sostenidos por la energia proveniente del efecto de
Casimir. Este estudio pretende extender la investigacion presentada en [13] a un
espaciotiempo asintéticamente anti de Sitter. Estos objetos no son dificiles de cons-
truir, se necesita que satisfagan las ecuaciones semiclasicas de Einsten, ademds de
otras restricciones. Mas atin, los agujeros que se obtienen siempre tienen un tama-
fio de garganta Planckiano. Es natural preguntarse acerca del comportamiento de
la gravedad a esas escalas y lo tinico que tenemos es una aproximacion semicldasi-
ca. Sin la existencia de una teoria cudntica de la gravedad es muy dificil estudiar lo
que sucede a tales escalas. Por otro lado, en el contexto de la dualidad AdS/CFT
es importante buscar este tipo de soluciones. Asi, podemos pensar en encontrar el
dual (en la CFT) del agujero de gusano, en particular de los campos de materia. Este
problema es altamente no trivial y representa uno de los campos de punta en fisica

de altas energias.

Al resolver la ecuacién semiclésica de Einstein con constante cosmoldgica (4.2),
considerando que el tensor de energia impulso es el del efecto Casimir (4.3), se en-
contré que no existen soluciones analiticas para funcién de redshift (4.7). Atn asi, se
traté de obtener resultados mediante ciertas restricciones y aproximaciones, sin em-
bargo no se encontr6 un agujero de gusano atravesable. No obstante, no se descarta
la posibilidad de que exista alguna restriccién con la que se encuentre un agujero de

gusano atravesable con este método.

Un resultado interesante se obtuvo al suponer que la materia cumple con la con-



dicién de energia cuantica débil (QWEC)(3.26). Se encontr6 una familia de agujeros
de gusano de los cuales se estudi6 los casos mds sencillos. Con & = 2 la materia
presenta densidad de energia positiva (4.22) y la métrica es asintoéticamente AdS.
Igualmente, con a = 4, se obtuvo que la métrica es asintéticamente AdS (4.29), pero
la densidad de energia es negativa (4.30). Sin embargo, al tomar el limite A — 0 el
coeficiente de la ecuacién de estado es w = 1. Por lo tanto, no encaja totalmente con
lo esperado para el efecto Casimir (w = 3). Atn asi, al imponer que la densidad de
energia en este limite sea la de Casimir, encontramos que la garganta tiene un radio

similar a longitud de Planck.

Al no encontrar un resultado favorable con el método anterior, se utilizé la QWEC
y la formulacion thin shell para crear agujeros de gusano atravesables sin fuerza tidal
en el espaciotiempo de Schwarzschild AdS. También, se consider6 que el coeficiente
de la ecuacién de estado (4.52) depende de la coordenada radial. En [13] restringien-
do a que este sea w = 3, al igual que en el efecto Casimir, se encontré un agujero de
gusano Planckiano. Para que la ecuacién de estado (4.52) sea similar a la de Casimir
(1 < w < 3), y que ademads la materia sea compatible cudnticamente (4.77),llevando
a que el radio de la garganta (4.51) sea mayor que la longitud de Planck, el pardme-
tro « que caracteriza al agujero de gusano debe ser « ~ 4 y la constante cosmolégica
interna debe ser nula. Bajo estas restricciones se encontr6 que la garganta del agujero
de gusano es < 107%[m]. Ademas, el tiempo que tarda en viajar una particula hipo-
tética de un extremo de la placa al otro es ~ 107 1°[s]. Si el espacio tiempo externo
es asint6ticamente anti de Sitter no existe un limite para su magnitud. Sin embargo,

mientras mds grande sea su valor, mayor serd la presion tangencial superficial en el

thin shell.

A pesar de que la materia que mantiene a los agujeros de gusano no sea comple-
tamente la del efecto Casimir, son resultados remarcables. El efecto Casimir ha sido
usado recientemente como fuente de agujeros de gusano, a pesar de que se lo ha
considerado como un posible candidato desde los inicios de la teoria [34]. Atin més,
su aplicacion a espacios que son son asintéticamente AdS, hasta donde sabemos, no

se ha desarrollado en la literatura.

El presente trabajo abre el camino para una investigacion més profunda acerca
de los agujeros de gusano asintéticamente AdS sostenidos por la energia del efecto

Casimir. La formulacién para construir soluciones tipo thin shell todavia no ha sido



aplicada con éxito a los agujeros de Casimir, incluso los asintéticamente planos. Es
por eso que este estudio es pionero en ese sentido. Esperamos aplicar tal formalismo
a algunas familias de agujeros de gusano. El objetivo final es encontrar agujeros de
gusano asintéticamente AdS, atravesables, estables y cuya garganta sea de tamafio

relativamente grande, mucho mayor que la longitud de Planck.



Apéndice A

Estructura conforme asintotica del

espacio Anti de Sitter

El espacio Anti de Sitter (AdS) es una de las soluciones a las ecuaciones de Eins-
tein con constante cosmoldgica. Ademas, a partir de 1998 ha llamado la atencién
de la comunidad cientifica debido a la dualidad Anti de Sitter/Conformal Field Theory
(AdS/CFT) [29]. Esta dualidad establece que todo espacio asintéticamente anti-de
Sitter tiene asociada una teoria de campos conforme. esta teoria de campos tiene
una dimensién menos y estd en la frontera del espacio AdS. Esto implica que las in-
teracciones fundamentales entre particulas pueden ser descritas geométricamente a
través de este espacio tiempo [18]. Al ser tan importante en fisica fundamental, sese

lo ha estudiado de manera exhaustiva.

Por ejemplo, su estructura en el infinito, que es conocida también como estructu-
ra conforme, ha sido desarrollada de forma extendida en libros como [15]. El espacio
Anti de Sitter puede ser representado en distintos sistemas de coordenadas[41].No

obstante, el elemento de linea més usado es:

dr? a2
B cos? () + cos?(y)

donde a representa el escalar de curvatura, d0? = d6* 4 sin?(8)d¢? y 0 < ¢ <

71/2. En este sistema de coordenadas (¢, ¢, 6, ¢) el infinito se encuentra en ¢ = 77/2.

ds? = (a9? + sin®(y)d0?), (A1)

En este espacio se introduce la transformacién conforme g,, = =2 Sap, donde E =



cos 1p. Con esto se obtiene el siguiente elemento de linea

452 = —df? + o> (dl[)z + Sinz(lp)d02> . (A.2)

Este “nuevo” espacio tiempo es mds grande, pues estd definido en ¢ = /2.
Ademés, en este punto ¢ = 71/2 se forma el espacio conforme infinito Z, el cual esta

descrito por

d5* = —di* + a? <d92 + sin2(9)d¢2> . (A.3)

La hipersuperficie que define este espacio es f = ¢ — 7t/2. Por lo tanto, el vector
normal a esta es n, = (0,1,0,0). Esto indica que esta estructura Z es tipo temporal,
pues n,n* = 1/a*> > 0y como indica la ec.A.3 su topologia es R! x S?. Ademds, AdS
es conformemente plano y el producto interno es invariable bajo transformaciones
conformes[41]. Por lo tanto, los conos de luz en el espacio de Minkowski son los

mismos que los del espacio AdS.

T At T
k
+
DT(H?3)
& H? to N
V=3 Y =0 v=3
(¢ + ) (¢)

Figura A.1: Representacion bidimensional del espacio CAdS. El campo electromag-
nético se conoce en t = tq en la superficie tipo espacial H3. Solo dentro de D*(H?)
se determina la dindmica del campo. H™ denota la frontera, donde los rayos de luz
provenientes del infinito alteran la dindmica del campo y lo vuelven impredecible
en instantes arbitrarios[41].

Al ser la hipersuperficie Z tipo temporal, la dindmica de campos de materia no
puede ser predicha en cualquier instante arbitrario. Supongamos que se quiere pre-

decir la dindmica de un campo electromagnético del cual se conoce su estado inicial



en una hipersuperficie tipo espacial. Si tratamos de predecir el comportamiento de
este campo en un instante arbitrariamente largo, sefiales electromagnéticas prove-
nientes del infinito pueden perturbar al campo. En la fig.A.1 se ilustra este feno-
meno. El campo se encuentra definido en el instante t = ty en la superficie H3. Sin
embargo, su dindmica solo puede ser predicha correctamente dentro de la region

D* (H3), acotada por las lineas del cono de luz de la superficie I.



Apéndice B
Photon escape cones

El anélisis de fenémenos 6pticos cerca de los agujeros de SChwarzschild ayuda
a entender la dindmica de los discos de acrecion cerca de estos objetos. Por facilidad
se analizard los conos de escape de fotones desde la perspectiva de observadores
estaticos. A pesar de estudiarlos en esta clase de sistemas de coordenadas, estos re-

flejan propiedades globales del espacio tiempo [35].

Los vectores base del observador estatico son

7 1/2
E(t) = (1 - ; - yi’z) Bt (Bl)
2 -1/2
€r) = <1 T W’z) oy (B.2)
18
ee) = 7% (B.3)
1

‘@~ Jsin 98¢ B4

Las componentes del momento del foton medidos por este observador estético son

Pa = puel. (B.5)

En este sistema de coordenadas se puede definir el &ngulo direccional del fotén 1,



el cual es el &ngulo medido por el observador, relativo a su direccién radial

mp=F__ —(1-2_y2) L
siny = o0 (1 Sy ) r' (B.6)
(r) 2 2712
costpzl;(t) = {1— <1—;—yr2> r_z} : (B.7)

Para determinar los conos de escape de fotones se utiliza el potencial generali-
zado del foton 1% (1.25). Se establece el dngulo direccional de un fotén que escapa
parcialmente como .. Asimismo, se define el pardmetro de impacto inestable /. de
la orbita circular del fotén (r = 3). Por facilidad se trabajara solo con la parte po-
sitiva de I, puesto que existe simetria alrededor de la direccion radial. En r = 3, el

angulo de escape es

pe(r=31=1)= g (B.8)

Para determinar los dngulo de escape en r # 3, se establece | = I, en las ecuacio-
nes (B.6) y (B.7). Asi, se obtiene

27(r —2 —yrd
siny.(r,y) = \/ r(3r(1 — 275; ), (B.9)

|3 —27r + 54
COS IIJC(T, y) = w (BlO)

En la fig. B.1 se ilustra el comportamiento del cono de escape de fotones, para

diferentes valores de r. Se puede observar que en r = 3 coinciden los conos AdS(y <
0) y plano (y = 0). Sin embargo, para el resto de valores de 7, el cono AdS siempre
es mayor que el cono plano. Esta diferencia se pueden notar ain mds en el limite

asintotico

. 3y
sinc(r — o0) ~ 3 Ty -1 (B.11)

Esto ilustra una clara diferencia entre el espacio asintéticamente plano y el espa-
cio AdS.
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Figura B.1: Cono de escape de fotones en el espacio tiempo de Schwarzschild AdS.
El cono AdS se grafic con y = —1073 (gris claro) y se lo compara con el cono plano
(gris oscuro). Para todos los valores de r # 3 el cono AdS es mds grande que el cono
plano y en r = 3 coinciden. Ademads, asintéticamente el cono AdS toma un valor
constante y el cono plano toma un valor nulo. [43]



Apéndice C
Soluciones Particulares

Al resolver la ecuacion de Einstein considerando que las componentes del ten-
sor energia impulso estdn dadas por la ecuacién (4.3) se encuentra la que (4.7) no
puede ser resuelta de forma analitica salvo bajo ciertas condiciones. Por ejemplo,

asumiendo que

A 4
ro— 11— % =0, (C.1)
la ecuacién (4.7) se reduce a

12N , Ar]

=30 + (1 —w)ro(rg — T)
29/ (r) = . (C2)

A , Ar}

—§r0r5 + 13rg —ror | 1§ — =

La ecuaciéon (C.2) tiene solucién sin horizonte de eventos si se supone r% =

3(w—1)
(1+w)A
(1,400). Por otra parte, si A < 0 entonces w € (—1,1). La funcion de redshift que se

. Ademas, la positividad de r3 indica que si A > 0 entonces w € (—o0, —1) U

obtiene es

B w—1 3(w—1) w+1l, [(Ar*(1+w)—6
® =P ln(rZA(w+1)>+ 4 l"( 3(w —3) ) (€3

Por lo tanto, la componente gog = e2®(") de la métrica de Morris-Thorne es

ey (PAH+ )YV AR 4+ w) -6\ T
800 =¢€ (m) ( 3(w — 3) ) . (C.4)



Sin embargo, es claro que la componente temporal de la métrica de Morris-
Thorne no es asintéticamente AdS o dS. Igualmente se encontré otros casos en los
que sucede lo mismo. Por consiguiente, no es sencillo encontrar una suposiciéon bajo
la cual (4.7) tenga solucién analitica y sea asintéticamente AdS/dS. Por otra parte, se
puede considerar que la constante cosmolégica es muy pequefia como para afectar a
la geometria del agujero de gusano alrededor de la garganta. Ademds, considerando
que [13] encontré que el tamarfio de la garganta del agujero de gusano es semejante a
la longitud de Planck, se puede suponer que un resultado similar se obtendra en un
espacio tiempo con constante cosmolédgica. Por lo tanto, si asumimos que r%A <1,

se puede realizar la siguiente aproximacion en series de Taylor

12 (2r2rg+r (r5 +12) +13) — roriw (r* 4+ rrg +13)

(I)/(V) = q)/G + 2
3ro(r —ro) (rro +12)

Arg+O((Ar5)?),

(C.5)

donde @ es la funcién de redshift hallada por [13], la cual estd descrita por la
ec.(3.19). Por consiguiente, se debe asumir que r3 = wr?, para evitar horizontes de
eventos en la garganta del agujero de gusano [13]. Asi, usando (C.5) se consigue lo

siguiente

() = PG+ A (@ + D) +O((AR)) (C6)

donde,

r

4

ro

®, = [r3w3/2 + 1211 (Bw — 2)w + 173 (—4w? + 6w — 3) w + 13 (—(w +2)w? + w + 1)]

B rvw +r

(C.7)

r

w+1

®, — [V% (w3log (r — rivw) + (w(2(w — 1w — 1) +4) log (r1 (rv/w + rl)))]

70

(C.8)

La ecuacioén (C.8) muestra que existe un horizonte de eventos en v = ry = r1\/w,
el cual solo puede ser eliminado si w = 0, por consiguiente la presién radial es nula'.
Es claro que con esta aproximacion no se obtiene un agujero de gusano atravesable

generado por el efecto Casimir, pues en este fenémeno cudntico w = 3.

Este resultado equivale a decir que la materia se comporta como polvo [23].
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