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RESUMEN 
 

El presente trabajo de titulación muestra la comparación entre cuatro técnicas de 

linealización, el diseño y simulación de un control por modos deslizantes para cada una 

aplicadas a procesos no lineales. Con los principios teóricos de cada técnica de 

linealización, así como del control por modos deslizantes se consigue la propuesta.  

Como objetos de prueba, se eligen dos plantas no lineales: un tanque cónico y un reactor 

de tanque continuamente agitado CSTR. A estas, se les aplican las cuatro técnicas de 

linealización elegidas y se diseña el control por modos deslizantes SMC en lazo cerrado 

para observar su desempeño. 

Para la comparación del rendimiento entre ellas, se realiza la evaluación mediante gráficas 

estadísticas de índices de desempeño como ISE, TVu y valores como sobrepico y tiempo 

de asentamiento para la respuesta transitoria. Además, se desarrolla una interfaz gráfica 

para comprobar el funcionamiento en ambas plantas. En ésta se puede observar las salidas 

en cada proceso tanto de su respuesta como de la acción de control y también conocer los 

valores de los índices de desempeño en cada prueba. 

 

PALABRAS CLAVE: SMC, Procesos Químicos, Dinámica del Control por Modos 

Deslizantes, CSTR, Técnicas de linealización. 
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ABSTRACT 
 

This document presents the comparison between four linearization techniques, the design 

and simulation of a sliding mode control for each one applied to nonlinear processes. With 

the theoretical principles for each linearization technique, as well as the sliding mode control 

the proposal is structured. 

 As test objects, is chosen two nonlinear plants: a conical tank and a continuous stirred 

reactor tank CSTR. To these, the four linearization techniques chosen are applied and is 

designed the sliding mode control SMC in closed loop to observe the performance. 

To compare the performance between these, is carried out the evaluation with statistical 

graphs the performance indexes as ISE, TVu and the values as overshoot and settling time 

for the transient response. Also, is developed a graphical interface to check the correct 

operation in both plants. The outputs in each process both your answer and the control 

action is observed in the interface and the values of the performance indexes in each test 

too. 

 

KEYWORDS: SMC, Chemical Processes, Dynamic Sliding Mode Control, CSTR, 

Linearization Tenchniques.



1 

1. INTRODUCCIÓN 
En un sistema de control sea este lineal o no lineal, se realiza el diseño y el análisis de 

aquellos elementos que se relacionan en el sistema en alguna configuración que ofrezca 

un comportamiento deseado. La teoría de control posee un extenso rango de aplicaciones 

como en el sector de la química, mecánica, civil, aeronáutica, eléctrica, entre otros, así 

como en otras disciplinas cercanas a la ingeniería [1].  

Tomando como caso particular los sistemas de control no lineal, se encuentra uno 

denominado Control de estructura variable, en el mismo la estructura del control se cambia 

de tal manera que un punto representativo del estado del sistema siga sin el mayor error 

posible, una trayectoria definida en el espacio de estado. Con esto, los sistemas de control 

por “modos deslizantes”, conocida en la literatura como SMC por sus siglas en inglés, son 

un tipo especial de sistemas de estructura variable, en los cuales el estado del sistema es 

atraído por un hiperplano conocido como superficie de deslizamiento. Este tipo de control 

ofrece un alto grado de robustez, por lo cual, el desarrollo del control robusto se ha 

establecido como un gran avance de la teoría de control puesto que permite establecer a 

la robustez dentro del diseño de control, algo que en los controladores tipo PID no ocurre 

[2]. 

En control, a nivel industrial y en la práctica, es complicado la obtención de un modelo 

preciso para sistemas no lineales, por tal motivo, en la gran mayoría de los controladores 

industriales se utilizan modelos lineales aproximados, lo cual generalmente ocasiona una 

reducción reflejada en el rendimiento de control. Por tal motivo, existen diversas formas 

para el modelado e identificación de procesos no lineales que permiten o facilitan el control 

de procesos no lineales [3]. Para dar solución a estos inconvenientes, aparecen las 

técnicas de linealización que consisten en la descripción del sistema no lineal entorno a un 

valor conocido como “punto de equilibrio”, mediante un sistema lineal específico. Lo que 

se consigue es sólo una aproximación del sistema original en el punto de equilibrio, por lo 

tanto, si el sistema se aleja en gran medida del punto de equilibrio, el error de aproximación 

será elevado. Esto ocurre en la mayoría de las técnicas de linealización [4].  

La linealización es el proceso matemático que permite aproximar un sistema no-lineal a un 

sistema lineal. Dicha técnica es ampliamente utilizada en el estudio de procesos dinámicos 

y en el diseño de sistemas de control por razones como: tener en cuenta los métodos 

analíticos generales para la solución de sistemas lineales. Por lo tanto, se tendrá una 

solución general del comportamiento del proceso, independientemente de los valores de 

los parámetros y de las variables de entrada y que todos los desarrollos significativos que 
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conllevan el diseño de un sistema de control han sido limitados a procesos lineales [5]. 

Este procedimiento es muy útil para tratar muchos problemas concretos, a los que se 

pueden aplicar métodos de análisis y síntesis disponibles para sistemas lineales.  

Para el presente trabajo, se establecieron las siguientes técnicas de linealización: la 

linealización aproximada o por Series de Taylor en la cual se puede expresar dicha función 

por la suma de términos de la Serie de Taylor. Dicha serie es una suma infinita de términos 

calculados a partir de las derivadas de la función en un punto deseado. Otra técnica es la 

linealización por Identificación de Modelado, que consiste en obtener una función de 

transferencia ya sea de primer, segundo u orden superior, del sistema no lineal aplicando 

un cambio de referencia en la entrada tipo escalón unitario de un valor del diez por ciento 

del valor real de la entrada y de esta forma encontrar los parámetros que describen a la 

función de transferencia [4]. 

Además, se tiene la técnica de linealización por Transformación de Coordenadas en la cual 

es importante considerar un sistema de control con una entrada y una salida (SISO) en el 

cual un paso importante es descomponer en dos funciones no lineales, una que dependa 

de la variable controlada que es simbolizada por g(x) y otra que dependa de la variable 

controlada y de la entrada simbolizada por q (x, v). Finalmente, se tiene la linealización 

Entrada-Salida con Diferenciador, en el cual, el objetivo es cancelar los términos no lineales 

del proceso, usando una retroalimentación de estado no lineal y encontrar una dinámica 

E/S lineal para la planta. Además, añadiendo un filtro D(s) en esta técnica, se linealizan 

sistemas no lineales afines en lugar de aplicar una retroalimentación de estado no lineal 

que requiere conocer las ecuaciones exactas de la planta, su grado relativo, y la medición 

completa del vector de estado [6], [7]. 

Actualmente, es necesario un control preciso y eficiente para las aplicaciones industriales 

que se encuentran impulsando el campo dentro del reconocimiento de sistemas a enfrentar 

permanentes desafíos de facilitar mejores modelos de fenómenos físicos, de esto, el 

control por modos deslizantes es uno de los métodos de control robusto y no lineal, cuyo 

procedimiento sistemático de diseño proporciona una solución directa para la entrada de 

control, pues es una técnica que se basa en la obtención del modelo del proceso para el 

desarrollo del algoritmo de control [8]. 

Por lo antes mencionado, este trabajo tiene como objetivo el análisis comparativo entre las 

cuatro técnicas de linealización anteriores y el diseño del Control por Modos Deslizantes 

en cada una. Estas técnicas se comparan con base en los índices de desempeño ISE y 

TVu, así como los parámetros de la respuesta transitoria como Sobrepico y Tiempo de 
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Asentamiento. Luego, para poner a prueba cada técnica, se las aplican en dos casos de 

estudio, que corresponden a procesos no lineales: un tanque cónico y un reactor de tanque 

continuamente agitado. 

1.1 OBJETIVOS 

El objetivo general de este Proyecto Técnico es: 

Analizar comparativamente cuatro técnicas de linealización para diseñar y simular el control 

por modos deslizantes aplicado a un sistema de tanque cónico y a un reactor de tanque 

exotérmico continuamente agitado. 

Los objetivos específicos del Proyecto Técnico son: 

• Estudiar los sistemas no lineales del tanque cónico y el reactor CSTR. 

• Analizar cuatro técnicas de linealización y el control por modos deslizantes para 

conocer sus ventajas y desventajas en sistemas no lineales. 

• Simular un tanque cónico y un reactor CSTR con las técnicas de linealización y sus 

algoritmos de control propuestos, permitiendo realizar pruebas ante cambios de 

referencia tipo paso y perturbaciones de al menos 10%. 

• Probar y comparar la sintonización de los algoritmos de control mediante técnicas 

de linealización en base a: índice de desempeño ISE, evolución de la salida del 

controlador representado por el valor absoluto de las variaciones totales TVu, 

máximo sobreimpulso Mp y tiempo de establecimiento Ts de los 2 sistemas no 

lineales. 

• Desarrollar una interfaz gráfica en el GUI de MATLAB® que permita observar la 

respuesta de las variables a controlar, las señales obtenidas a la salida de cada 

controlador y los parámetros de desempeño correspondientes a los mismos. 

1.2 ALCANCE 

• Se estudiarán las técnicas de linealización aproximada o por Series de Taylor, la 

linealización por Identificación de Modelado, la linealización por Transformación de 

Coordenadas y la linealización Entrada-Salida con Diferenciador que pueden ser 

ejecutadas en el software de simulación MATLAB, para completar el objetivo de 

este Proyecto de Titulación. 

• Se revisarán e identificarán las problemáticas de los sistemas no lineales: un tanque 

cónico [3] y un reactor de tanque exotérmico continuamente agitado [9] dentro de 
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las industrias cervecera y los procesos de tratamiento de aguas residuales 

respectivamente y el control por modos deslizantes para conocer las ventajas y 

desventajas que presenta este tipo de control en procesos no lineales. 

• Se desarrollarán las cuatro técnicas de linealización con sus respectivos algoritmos 

de control para el sistema del tanque cónico y del reactor CSTR. 

• Se simularán las dos plantas antes mencionadas [3], [9] con las técnicas de 

linealización y control propuestas utilizando el Software computacional Simulink de 

Matlab para pruebas como: perturbaciones y cambios de referencia tipo paso de al 

menos 10% para comprobar el desempeño de cada técnica. 

• Se obtendrán los índices de desempeño ISE, evolución de la salida del controlador 

representado por el valor absoluto de las variaciones totales TVu, máximo 

sobreimpulso Mp y tiempo de establecimiento Ts de los 2 sistemas no lineales. 

• Se desarrollará una interfaz gráfica en el GUI de MATLAB® en la que se podrá 

observar la respuesta de las variables a controlar, las señales obtenidas a la salida 

de cada controlador y los parámetros de desempeño. 

1.3 MARCO TEÓRICO 

Esta sección contiene la fase teórica del proyecto. Se presenta la información, los 

conceptos y las bases sobre las cuales se plantea el problema. Además, se muestran 

aquellas herramientas para crear, desarrollar y evaluar una solución.  

Se empieza por la revisión de lo que son los sistemas no lineales y sus problemáticas. Se 

explica brevemente lo que es un punto de equilibrio y se indica la teoría de las cuatro 

técnicas de linealización empleadas. También el control por modos deslizantes y se 

describen cada uno de los índices de desempeño y de las características transitorias 

tomadas en cuenta para establecer el rendimiento. Luego se explica lo que es una gráfica 

estadística para la comparación de resultados y finalmente se presentan los procesos 

industriales de prueba tomados como objetos de estudio en este proyecto. 

1.3.1 CONTROL DE PROCESOS INDUSTRIALES 

A nivel industrial, los procesos tienen diferente comportamiento pues ningún sistema es 

igual a otro; sin embargo, todos contienen un elemento en común que es la necesidad de 

controlar alguna variable como: flujo, temperatura, concentración, presión, etcétera. 

Un sistema de control se lo define como aquel que realiza la comparación entre el valor de 

la variable controlada y el valor que se espera alcanzar y si existe algún error o desviación, 
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procede con la acción de control respectiva sin que el ser humano tenga participación 

alguna. Por lo general, los sistemas de control industrial suelen ser operados como 

sistemas en lazo cerrado, aunque también existe la operación de sistemas en lazo abierto 

[10]. 

En [11] se menciona que el control de procesos ha sido uno de pilares que han permitido 

la evolución y el crecimiento en cuanto a producción, calidad, cumplimiento de requisitos 

medio ambientales, la reducción de costes y esfuerzo para el personal dentro de las 

industrias. Entre algunas de éstas se encuentran: la alimenticia, la farmacéutica, la 

petroquímica, la espacial, la textil, entre otras, en donde cada vez se encuentran nuevas 

técnicas para conseguir un óptimo funcionamiento. 

1.3.2 SISTEMAS NO LINEALES Y LINEALES 

Un sistema se puede desarrollar simplemente usando una serie de datos de entrada y 

salida del proceso sin conocimiento físico del proceso. Este tipo de modelo es un modelo 

de caja negra o de comportamiento (como en las redes neuronales). En el otro extremo, 

se puede desarrollar un modelo a partir de la aplicación de primeros principios (leyes de 

conservación) al proceso. Estos modelos se denominan fenomenológicos o basados en el 

conocimiento. 

Para controlar un sistema, generalmente se considera la linealización del sistema alrededor 

de un punto operativo dado, y luego se aplican técnicas de control lineal para alcanzar el 

objetivo deseado. De hecho, los sistemas físicos son intrínsecamente no lineales y, en 

algunos casos, los efectos de la no linealidad son determinantes y no pueden ignorarse 

con seguridad. En los últimos años, los efectos de la no linealidad se han enfrentado 

utilizando diversas estrategias de control utilizando varias técnicas de linealización [12], 

[13].  

Sistemas lineales 

Son aquellos sistemas que satisfacen el “Principio de superposición”, el cual es una   

herramienta matemática que permite descomponer un problema lineal en dos o más 

subproblemas más sencillos, de tal manera que el problema original se obtiene como   

superposición o suma de estos subproblemas más sencillos. Además, estos sistemas 

pueden ser estables o inestables [14], [15]. 

Algunos aspectos importantes para el uso de estos sistemas son: 

• Pueden modelarse mediante sistemas lineales sobre sus rangos de funcionamiento 

normales. 
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• La teoría para estos sistemas es completa y está bien organizada. 

Sistemas no lineales 

La no linealidad de un sistema implica que, al realizar la aplicación de una misma señal en 

dos puntos de operación distintos, se genere respuestas diferentes [15]. En estos sistemas, 

su dinámica esta descrita por ecuaciones no lineales, por ejemplo: exponenciales, 

logarítmicas, senoidales, potencias, etcétera. Asimismo, no cumplen con el “Principio de 

superposición” y pueden ser estables, inestables, periódicos y caóticos [16]. 

1.3.3 PUNTOS DE OPERACIÓN 

Considere el siguiente sistema no lineal: 

 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢) , x(𝑡0) = 𝑥0  

 y(𝑡) = ℎ(𝑥) (1.1) 

donde: 𝑥 es una función vectorial del tiempo y representa los estados del sistema no lineal, 𝑢 es una función escalar del tiempo y representa la entrada del sistema, 𝑦(𝑡) también es 

una función escalar en el tiempo y es la salida del sistema.  

Las funciones 𝑓(𝑥, 𝑢) y ℎ(𝑥) son funciones continuas en el tiempo, que pueden derivarse 

al menos 1 vez respecto a cada uno de sus componentes. 

El objetivo de control para sistemas lineales o no lineales es diseñar leyes o estrategias de 

control en lazo cerrado para que el mismo pueda regularse, es decir, ajustar el 

comportamiento de una variable controlada en las cercanías de la referencia requerida. 

Dichos valores de referencia se los denomina puntos de operación del sistema o puntos de 

equilibrio [17], [18]. Estos puntos, para cualquier sistema no lineal, se consiguen al resolver 

la ecuación 𝑥̇(𝑡) = 0, en la Ecuación 1.1 como se muestra a continuación: 

 𝑓(𝑋(𝑈), 𝑈) = 0 (1.2) 

donde: 𝑥(𝑡) = 𝑋 = 𝑋(𝑈). De la Ecuación 1.2 se entiende que para el cálculo del punto de 

operación (𝑋, 𝑈) se debe resolver de manera implícita la ecuación que dependa de la señal 

de control en el punto dado por la entrada del sistema. Además, el punto de equilibrio puede 

ser parametrizado con respecto a cualquier variable del sistema y que pueden existir uno, 

dos o infinitos puntos de operación dependiendo del sistema [18], [19]. 

1.3.4 LINEALIZACIÓN APROXIMADA O POR SERIES DE TAYLOR 

Una función no lineal cualquiera, puede expandirse en una Serie de Taylor alrededor de un 

punto base o punto de equilibrio, como se muestra a continuación [15]: 
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 𝑓(𝑥(𝑡)) = 𝑓(𝑥̅) + (𝜕𝑓𝜕𝑥)𝑥=𝑥̅ (𝑥(𝑡) − 𝑥̅) + 12! (𝜕2𝑓𝜕𝑥2)𝑥=𝑥̅ (𝑥(𝑡) − 𝑥̅)2 +⋯ (1.3) 

Donde 𝑥̅ es el punto en el cual la función no lineal es expandida. Esta linealización 

considera que si la variación de (𝑥(𝑡) − 𝑥̅) es muy pequeña, se puede despreciar los 

términos de orden superior de la serie y de esta forma trabajar con los dos primeros 

términos de la Serie de Taylor, como se describe en la siguiente expresión [20]: 

 𝑓(𝑥(𝑡)) ≈ 𝑓(𝑥̅) + (𝜕𝑓𝜕𝑥)𝑥=𝑥̅ (𝑥(𝑡) − 𝑥̅) (1.4) 

La Ecuación 1.4 es la fórmula básica de esta linealización, en la cual 𝑥̅ es un valor 

constante. Para entender de mejor manera esta linealización, se muestra la representación 

gráfica de la Ecuación 1.4: 

 

Figura 1.1. Linealización aproximada tangente a la función no lineal en el punto 𝑥̅ [20]. 

Como se observa en la Figura 1.1., la aproximación lineal es esa línea tangente que pasa 

por los puntos [𝑥̅, 𝑓(𝑥̅)], con pendiente (𝜕𝑓𝜕𝑥)𝑥=𝑥̅. Además, es importante recordar que la 

diferencia que existe entre la función no lineal y su aproximación lineal es muy pequeña 

cuando se está cerca del punto de equilibrio 𝑥̅ y se va incrementando su valor cuanto más 

lejos está la variable 𝑥(𝑡) de 𝑥̅. El rango en el cual esta linealización es precisa se reduce 

o amplia de acuerdo con la función, pues existen funciones bastante curvas en las cuales 

su ancho de rango es más estrecho y solo allí la aproximación lineal es precisa [20]. 
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Figura 1.2. Desviaciones pequeñas de las variables con respecto al punto de operación 

[15] 

1.3.5 LINEALIZACIÓN EMPÍRICA O IDENTIFICACIÓN DE MODELO 

Otra alternativa de linealización es la linealización empírica, en la cual, se desarrolla un 

modelo basado en observaciones del tipo de sistema que se investiga, es decir el 

establecer relaciones dinámicas únicamente con los datos de las variables de entrada y 

salida cercanas a la condición de funcionamiento nominal del sistema [21]. 

Es indudable que esta técnica tenga limitaciones; sin embargo, cuando se analizan los 

resultados obtenidos con modelos empíricos ayudan muchas veces a los investigadores al 

momento de tomar ciertas decisiones en las variables que forman parte del proceso de 

estudio. Cuando la salida del modelo es obtenida, este modelo es válido en una región del ±10% alrededor de los puntos de equilibrio del sistema [22].  

Los datos involucrados en el modelo empírico pertenecen exclusivamente al ámbito del 

sistema o al proceso que se está estudiando. Esto significa que no hay entrada de 

variables, parámetros o principios que caigan fuera del alcance del problema en estudio. 

Los modelos empíricos generan soluciones factibles que pueden resultar útiles al momento 

de investigar un problema y controlarlo, entonces surge la aproximación a sistemas de 

orden reducido que establecen parámetros para guiar el comportamiento del proceso. 

Existen dos formas de caracterizar un modelo de manera empírica: en lazo cerrado o en 

lazo abierto.  

La identificación de sistemas en lazo cerrado es útil en casos en los cuales, en un proceso, 

resulte peligroso o poco probable el llevar a cabo experimentos en lazo abierto. Además, 
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para estimar los parámetros, se requiere de métodos especiales para modelos 

aproximados como el de la ganancia última en la cual se manipula la acción de control 

proporcional desde un valor de cero hasta una ganancia crítica en la cual se produzcan 

oscilaciones en el proceso. También existen técnicas de optimización como algoritmos 

genéticos; sin embargo, este tipo de técnica no puede aplicarse a todos los procesos [22], 

[23].  

Por su parte para el modelo en lazo abierto, se usa el método de la Curva de Reacción, 

que fue desarrollado por Cohen y Coon. De manera general, el procedimiento es el 

siguiente: tener la planta en lazo abierto, luego hacer que el proceso se estabilice, después 

aplicar una entrada tipo escalón en la variable manipulada y finalmente tomar los datos de 

la variable controlada hasta que el sistema vuelva a estabilizarse. 

 

Figura 1.3. Curva de reacción para la identificación de modelo de un proceso [23] 

Cabe señalar que existen muchos modelos con respuesta al escalón, éstos, pueden ser 

representados por una función de primer orden con retardo de tiempo (FOPTF) dada por: 

 𝐺(𝑠) = 𝐾1 + 𝜏𝑠 𝑒−𝑡0𝑠 (1.5) 

Donde: 𝐾 es la ganancia estática del modelo, 𝜏 es la constante de tiempo o retraso y 𝑡0 es 

el retardo de tiempo.  

Otros sistemas, por su parte, pueden ser aproximados a un modelo de segundo orden con 

retardo de tiempo (SODTF) el cual se describe en la Ecuación 1.6: 
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 𝐺(𝑠) = 𝐾(1 + 𝜏1𝑠)(1 + 𝜏2𝑠) 𝑒−𝑡0𝑠 (1.6) 

La Ecuación 1.6 es una generalización de la Ecuación 1.5, en la misma se puede considerar 

que 𝜏2 ≤ 𝜏1 sin perder la generalidad o también el modelo de segundo orden con un polo 

doble [23]: 

 𝐺(𝑠) = 𝐾(1 + 𝜏𝑠)2 𝑒−𝑡0𝑠 (1.7) 

El modo general para la Ecuación 1.6 y la Ecuación 1.7 es el siguiente: 

 𝐺(𝑠) = 𝐾𝜔𝑛2𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛2 𝑒−𝑡0𝑠 (1.8) 

Un aspecto importante por resaltar es en cuanto a que muchos procesos modelados 

producen funciones de transferencia con gran cantidad de parámetros que hacen que el 

diseño y ajuste de un controlador sea muy difícil, por ello, se recurre al modelado en forma 

simplificada con parámetros dinámicos como el retardo de tiempo existente por los 

sensores y transmisores en los procesos así también la constante de tiempo, por lo tanto, 

a continuación, se muestran los procedimientos para el modelado tanto de sistemas de 

primer orden con retardo de tiempo como de segundo orden reducidos. 

Método 1/4 – 3/4 

Para este procedimiento, se toman los datos de la Figura 1.4. [24]. 

 

Figura 1.4. Curva de reacción para la identificación 1/4 – 3/4 [24] 
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A partir de la curva de reacción del proceso a una entrada escalón de magnitud Δ𝑥, se 

deben determinar los instantes 𝑡25 y 𝑡75, que corresponden a los tiempos requeridos para 

que la respuesta del proceso alcance el 25 y el 75 % de su valor final, así como el cambio 

total en la respuesta Δx, tal como se muestra en la Figura 1.4. 

El parámetro de la ganancia 𝐾 se calcula con la Ecuación 1.9: 

 𝐾 = Δ𝑥Δ𝑢 = 𝑥∞ − 𝑥𝑜𝑢∞ − 𝑢𝑜  (1.9) 

con la Ecuación 1.10 se calcula la constante de tiempo 𝜏: 
 𝜏 = 0.9102(𝑡75 − 𝑡25) (1.10) 

el retardo de tiempo 𝑡0 se calcula con la Ecuación 1.11: 

 𝑡0 = 1.2620𝑡25 − 0.2620𝑡75 (1.11) 

Una vez determinado los parámetros, se escribe la función de transferencia de acuerdo 

con la Ecuación 1.5. 

Método de los dos puntos de Smith 

En este método, Smith insta a la elección de dos tiempos en la respuesta al escalón: el 𝑡1 
cuando la respuesta alcance el 28.3% del valor final y 𝑡2 cuando la respuesta alcance el 

63.2%, como se muestra en la Figura 1.5.[25]: 

 

Figura 1.5. Curva de reacción para el método de los dos puntos de Smith [25] 
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Con estos parámetros determinados, para calcular el valor de la ganancia 𝐾 se utiliza la 

Ecuación 1.9 Para calcular la constante de tiempo 𝜏, se utiliza la Ecuación 1.12: 

 𝜏 = 1.5(𝑡2 − 𝑡1) (1.12) 

con la Ecuación 1.13 se calcula el retardo de tiempo 𝑡0: 
 𝑡0 = 𝑡2 − 𝜏 (1.13) 

Al igual que el anterior método, cuando se determinan todos los parámetros, se escribe la 

función de transferencia de acuerdo con la Ecuación 1.5. 

Método de identificación de tres puntos 123c 

Este es un método que se utiliza para el modelado de funciones de transferencia para 

sistemas de segundo orden sobreamortiguados más tiempo muerto, en el cual se requiere 

determinar tres tiempos sobre la curva de reacción: 𝑡25, 𝑡50 y 𝑡75. Estos tiempos se 

determinan al 25%, 50% y al 75% del valor final de la respuesta al escalón como se muestra 

en la Figura 1.6 [24]. 

Una vez obtenidos estos valores, se procede al cálculo de los parámetros de la función de 

segundo orden. 

La Ecuación 1.5 se utiliza para el cálculo de la ganancia 𝐾. Con la Ecuación 1.14 se calcula 

la constante de tiempo 𝜏1: 
 𝜏1 = 𝑡75 − 𝑡250.9866 + 0.7036𝑎 (1.14) 

con la Ecuación 1.15 se calcula la constante de tiempo 𝜏2: 

 𝜏2 = 𝑎𝜏1 (1.15) 

con la Ecuación 1.16 se calcula el retardo de tiempo 𝑡0: 
 𝑡0 = 𝑡75 − (1.3421 + 1.3455𝑎)𝜏1 (1.16) 

En estas ecuaciones se observa que se requiere conocer el valor del parámetro 𝑎, el cual 

se lo calcula de acuerdo con la Ecuación 1.17: 

 𝑎 = −0.6240𝑡25 − 0.9866𝑡50 + 0.3626𝑡750.3533𝑡25 − 0.7036𝑡50 + 0.3503𝑡75 (1.17) 

Cabe mencionar que conociendo los tiempos al 25%, 50% y 75% del valor final de la 

respuesta al escalón, se puede identificar cuatro modelos distintos: uno de primer orden 

con retardo de tiempo, uno de segundo orden críticamente amortiguado o con polo doble 
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y con retardo de tiempo y dos de segundo orden sobreamortiguados más retardo de tiempo 

[24]. Una vez se determinan todos los parámetros, se escribe la función de transferencia 

de acuerdo con la Ecuación 1.6. 

 

Figura 1.6. Curva de reacción para el método de identificación de los tres puntos 123c 

[24] 

1.3.6 LINEALIZACIÓN POR TRANSFORMACIÓN DE 

COORDENADAS 

Para esta linealización, se debe considerar un tipo especial de sistema lineal descrito en la 

siguiente ecuación [6]: 

   𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑣 (1.18) 

donde 𝑧 se denomina la variable de estado del sistema, 𝑣 es la variable de entrada del 

sistema, 𝑎 y 𝑏 son parámetros del sistema y son valores constantes. La Ecuación 1.18. se 

obtiene de una notación especial de la representación general de un espacio de estados 

para el sistema lineal siguiente [6]: 

 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝛤𝑑 (1.19) 

Donde: 𝐴, 𝐵 y 𝛤 son valores constantes. 
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La Ecuación 1.18 es una notación especial de la Ecuación 1.19 en la cual se tienen las 

siguientes consideraciones: 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝑏, Γ = 1 y 𝑑 = 𝑎, 𝑎 y 𝑏 son valores constantes [6]. 

Cuando se requiera aplicar esta transformación se considera un sistema de control con 

una entrada y una salida (SISO) como la descrita a continuación: 

 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥, 𝑢) (1.20) 

Donde 𝐹(𝑥, 𝑢) es una función no lineal arbitraria de la variable 𝑥 y 𝑢 es la variable de control. 

A continuación, se muestra un factor crucial para esta técnica que se trata de una manera 

de descomponer 𝐹(𝑥, 𝑢) [6]: 

 𝐹(𝑥, 𝑢) = 𝑐1𝑓1(𝑥) +   𝑐2𝑓2(𝑥, 𝑢) (1.21) 

Donde: 𝑓1(𝑥) es una función de x sola, 𝑓2(𝑥, 𝑢) es función de 𝑥 y 𝑢. Tanto 𝑓1 y 𝑓2 son 

funciones no lineales y no tienen restricciones en su forma funcional. 𝑐1 y 𝑐2 son valores 

constantes. Una vez separada la función como lo descrito en la Ecuación 1.21, se considera 

la siguiente transformación [6]:  

 𝑧 = 𝑔(𝑥) (1.22) 

Donde 𝑔(𝑥) es una función sin determinarse aún de 𝑥 y 𝑥 sola. Al diferenciar la Ecuación 

1.22 con respecto al tiempo se obtiene: 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑑𝑔𝑑𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡  (1.23) 

Fig. 1.7. Configuración conceptual de la transformación de coordenadas 
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Fig. 1.8. Configuración en diagrama de bloques de la transformación de coordenadas 

De la Ecuación 1.20 y la Ecuación 1.21: 

 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝑐1𝑓1(𝑥) +  𝑐2𝑓2(𝑥, 𝑢) (1.24) 

Al reemplazar la Ecuación 1.24 en la Ecuación 1.23: 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑐1𝑓1(𝑥) 𝑑𝑔𝑑𝑥 + 𝑐2𝑓2(𝑥, 𝑢) 𝑑𝑔𝑑𝑥  (1.25) 

Con la Ecuación 1.25 se observa que: 

 𝑐1𝑓1(𝑥) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑎 (1.26) 

 𝑐2𝑓2(𝑥, 𝑢) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑏𝑣 (1.27) 

Con lo mostrado anteriormente, el sistema no lineal se ha transformado en: 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑣 (1.28) 

El cual es un sistema lineal en el cual su nueva entrada puede ser controlada mediante 

cualquier técnica de control dependiendo las necesidades y requerimientos del sistema [6]. 

A continuación, se muestra el procedimiento para la obtención de las funciones 𝑔(𝑥) 
y 𝑞(𝑥, 𝑢). Para ello, primero partimos de la Ecuación 1.26: 
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 𝑓1(𝑥) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑎𝑐1 = 𝑘1              (𝑜𝑡𝑟𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒) (1.29) 

Para obtener la función 𝑔(𝑥), se tienen 2 alternativas: 

1. Por integración directa 

Debido a que 𝑓1(𝑥) es función de 𝑥 sola, las variables en la Ecuación 1.26 se las pueden 

separar y obtener: 

 𝑔(𝑥) = 𝑘1∫ 𝑑𝑥𝑓1(𝑥) (1.30) 

• En ciertos sistemas no lineales, la integral de la ecuación 1.30 puede ser difícil de 

resolver. Dicha dificultad principalmente se tiene en modelos de procesos químicos 

en los cuales existen usualmente potencias de x, exponenciales, logaritmos o 

posibles funciones sinusoidales [6]. 

• Para estos casos, la manera de obtener la función 𝑔(𝑥) es por inspección [6]. 

2. Por inspección 

En esta alternativa, lo que se hace es encontrar los integrandos particulares de las 

ecuaciones diferenciales no homogéneas, este método se conoce como coeficientes 

indeterminados el cual implica considerar una solución de prueba cuyo origen está dictado 

por la inspección de la función de forzamiento [6]. 

Los coeficientes desconocidos de la solución de prueba son determinados de manera que 

los 2 lados de la ecuación coincidan de manera idéntica. Esta estrategia puede ser usada 

en la Ecuación 1.26. 

Ahora para obtener la función 𝑞(𝑥, 𝑢), se tiene en la Ecuación 1.26: 

 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑘1𝑓1(𝑥) (1.31) 

Lo cual implica que en la Ecuación 1.27, se obtenga lo siguiente: 

 𝑓2(𝑥, 𝑢) = 𝑏𝑣𝑓1(𝑥)𝑐2𝑘1 = 𝑘2𝑣𝑓1(𝑥) (1.32) 

Esta es la ecuación que debe ser resuelta para obtener 𝑢. Debido a que no se puede 

especificar una forma general de la función  𝑓2(𝑥, 𝑢), no es posible llevar esto más lejos sin 

perder la generalidad; sin embargo, se puede recalcar lo siguiente [6]: 
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• No importa que tan complicada sea la forma funcional de 𝑓2(𝑥, 𝑢), 𝑥 y 𝑣 siempre 

pueden resolverse para 𝑢, sino esto no es posible en forma cerrada entonces serás 

de forma numéricamente [6]. 

• La mayoría de los modelos de procesos que tienen importancia práctica son de 

control lineal; por ejemplo 𝑓2(𝑥, 𝑢) es de la forma [6]: 

 𝑓2(𝑥, 𝑢) = 𝑢𝑓3(𝑥) (1.33) 

En este caso, la Ecuación 1.32 simplemente se reduce a: 

 𝑓2(𝑥, 𝑢) = 𝑘2𝑣𝑓1(𝑥)𝑓3(𝑥) =  𝑞(𝑣, 𝑥) (1.34) 

1.3.7 LINEALIZACIÓN ENTRADA – SALIDA CON DIFERENCIADOR 

Por linealización Entrada/Salida (E/S), se entiende la generación de una relación diferencial 

lineal entre una nueva entrada 𝑣 y la salida 𝑦 [7]. Además, dentro del marco teórico del 

control geométrico, es una técnica madura para sistemas no lineales afines. Esta técnica 

cancela los términos no lineales de la planta, usando una retroalimentación de estado no 

lineal, y produce una dinámica E/S lineal para la planta [7]. 

Considere el sistema no lineal de una entrada y una salida: 

 𝑥1̇ = 𝑓1(𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑛(𝑡))  + 𝑔1(𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))𝑢(𝑡)   

 𝑥2̇ = 𝑓2(𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑛(𝑡)) + 𝑔2(𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))𝑢(𝑡)   

…                                        … 

 𝑥𝑛̇ = 𝑓𝑛(𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑛(𝑡)) +  𝑔𝑛(𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑛(𝑡))𝑢(𝑡)  (1.35) 

 𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑛(𝑡)) (1.36) 

Este sistema se puede escribir de manera compacta como una representación en espacio 

de estados: 

 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)  +  𝑔(𝑥)𝑢 (1.37) 

 𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥) (1.38) 

Donde  𝑥 ∈  𝑅𝑛 es el vector de estado, 𝑢 ∈  𝑅 la entrada manipulada, 𝑦 ∈  𝑅 la salida, 𝑓(𝑥) y 𝑔(𝑥) son campos vectoriales y ℎ(𝑥) es un campo escalar. Esto es, 𝑓(𝑥)  ∈  𝑅𝑛,𝑔(𝑥)  ∈  𝑅𝑛 y ℎ(𝑥)  ∈  𝑅𝑛 [26]. 
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Un parámetro importante en esta linealización es el grado relativo representado por r. En 

un sistema dinámico de una entrada y una salida se define como el número de veces que 

la salida 𝑦(𝑡) se debe derivar con respecto al tiempo para que aparezca la entrada 𝑢(𝑡) 
explícitamente [7], [26]. La primera derivada de la salida 𝑦(𝑡) para el sistema descrito en la 

Ecuación 1.38 está dada por: 

 𝑦̇ = ∑𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡𝑛
𝑖=1  (1.39) 

Reemplazando la Ecuación 1.39 en la Ecuación 1.37, se tiene: 

 𝑦̇ =∑𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥𝑖 [𝑓𝑖(𝑥)  + 𝑔𝑖(𝑥)𝑢]𝑛
𝑖=1  (1.40) 

 𝑦̇ = ∑𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝑓𝑖(𝑥) +∑𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝑔𝑖(𝑥)𝑢𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  (1.41) 

Escribiendo la Ecuación 1.41 en forma compacta: 

 𝑦̇ =  𝐿𝑓 ℎ(𝑥) +  𝐿𝑔 ℎ(𝑥)𝑢 (1.42) 

Donde 𝐿𝑓  ℎ(𝑥) y  𝐿𝑔 ℎ(𝑥) se conocen como las derivadas Lie del campo escalar ℎ(𝑥) en la 

dirección de los campos vectoriales 𝑓(𝑥) y g(𝑥), respectivamente [26], 

 𝐿𝑓  ℎ(𝑥) =∑𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝑓𝑖(𝑥)𝑢𝑛
𝑖=1  (1.43) 

 𝐿𝑔 ℎ(𝑥) = ∑𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝑔𝑖(𝑥)𝑢𝑛
𝑖=1  (1.44) 

Si 𝐿𝑔 ℎ(𝑥) es diferente de cero para todo 𝑥 en el dominio considerado, 𝑥 ∈  𝐷 ⊆ 𝑅𝑛, la 

entrada 𝑢(𝑡) aparece explícitamente y el grado relativo es uno. Matemáticamente, si 𝐿𝑔 ℎ(𝑥) ≠ 0 para 𝑥 ∈ 𝐷, entonces r = 1 [7]. 

Suponga que 𝐿𝑔 ℎ(𝑥) es cero, entonces: 

 𝑦̇ =  𝐿𝑓  ℎ(𝑥) (1.45) 

Con lo cual, se deriva nuevamente la salida obteniendo: 
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 𝑦̈ = ∑𝜕 (𝐿𝑓 ℎ(𝑥))𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡𝑛
𝑖=1  (1.46) 

 𝑦̈ =∑𝜕 (𝐿𝑓 ℎ(𝑥))𝜕𝑥𝑖 𝑓𝑖(𝑥) +∑𝜕 (𝐿𝑓 ℎ(𝑥))𝜕𝑥𝑖 𝑔𝑖(𝑥)𝑢𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥) (1.47) 

Escribiendo la Ecuación 1.47 de manera compacta, se tiene: 

 𝑦̈ =  𝐿𝑓2 ℎ(𝑥) +  𝐿𝑔 𝐿𝑓ℎ(𝑥)𝑢  (1.48) 

Donde: 

 𝐿𝑓2 ℎ(𝑥) =∑𝜕 (𝐿𝑓  ℎ(𝑥))𝜕𝑥𝑖 𝑓𝑖(𝑥)𝑢𝑛
𝑖=1  (1.49) 

  𝐿𝑔 𝐿𝑓ℎ(𝑥) =∑𝜕 (𝐿𝑓  ℎ(𝑥))𝜕𝑥𝑖 𝑔𝑖(𝑥)𝑛
𝑖=1  (1.50) 

Si 𝐿𝑔 𝐿𝑓ℎ(𝑥) es diferente de cero para 𝑥 ∈  𝐷 ⊆ 𝑅𝑛, la entrada 𝑢(𝑡) aparece explícitamente 

y el grado relativo es dos (r = 2). Matemáticamente, 𝐿𝑔 ℎ(𝑥) = 0 y 𝐿𝑔 𝐿𝑓ℎ(𝑥) ≠ 0 para 𝑥 ∈ 𝐷, entonces 𝑟 = 2 [7]. 

Este proceso se puede repetir y finalmente el sistema no lineal descrito en la Ecuación 1.37 

y en la Ecuación 1.38, luego se dice que tiene grado relativo r si: 

 𝐿𝑔 𝐿𝑓𝑖ℎ(𝑥) = 0 ; 𝑖 = 0,1,2,… , 𝑟 − 2 (1.51) 𝐿𝑔 𝐿𝑓𝑟−1ℎ(𝑥) ≠ 0 para 𝑥 ∈  𝐷. 

Con: 

 𝐿𝑓0ℎ(𝑥) =  ℎ(𝑥) (1.52) 

Para sistemas lineales el grado relativo es la diferencia entre el orden del denominador y 

el orden el numerador de la función de transferencia [26]. Además, si 𝑛 es el orden del 

sistema no lineal, se cumple la siguiente consideración: 𝑟 ≤ 𝑛 [26]. 

Considere el sistema no lineal descrito en la Ecuación 1.37 y en la Ecuación 1.38 con grado 

relativo 𝑟, entonces las primeras 𝑟 derivadas de la salida 𝑦(𝑡) están dadas por: 

 𝑦(𝑡) = ℎ(𝑥) (1.53) 
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 𝑦̇ =  𝐿𝑓  ℎ(𝑥)  

 𝑦̈ = 𝐿𝑓2ℎ(𝑥)  

… 

 𝑦(𝑟−1) = 𝐿𝑓𝑟−1ℎ(𝑥)  

 𝑦(𝑟) = 𝐿𝑓𝑟ℎ(𝑥) + 𝐿𝑔 𝐿𝑓𝑟−1ℎ(𝑥)𝑢  

Donde 𝑦(𝑟) = 𝑑𝑟𝑦𝑑𝑥𝑟, 𝐿𝑓𝑖ℎ(𝑥) la i-ésima derivada de Lie del campo escalar ℎ(𝑥) en la dirección 

del campo vectorial 𝑓(𝑥), 𝐿𝑔 𝐿𝑓𝑟−1ℎ(𝑥) es la derivada de Lie de 𝐿𝑓𝑟−1ℎ(𝑥) en la dirección 

de 𝑔(𝑥), considerando que 𝐿𝑔 𝐿𝑓𝑟−1ℎ(𝑥) ≠ 0 porque el grado relativo es r [7]. 

Fig. 1.9. Configuración para la linealización E/S de un sistema no lineal usando un bloque 

diferenciador 𝐷(𝑠) [7] 

Dado el sistema no lineal descrito en la Ecuación 1.37 y la Ecuación 1.38 con grado relativo 𝑟, integrado en la configuración mostrada en la Figura 1.9., se concluye que la dinámica 

entrada/salida, entre la nueva entrada 𝑣(𝑡) y la salida 𝑦(𝑡) (𝑦(𝑡) 𝑣(𝑡) ), del sistema es lineal y 

obedece la ecuación diferencial siguiente: 

 𝑑𝑟𝑦𝑑𝑡𝑟 + 𝛽1 𝑑𝑟−1𝑦𝑑𝑡𝑟−1 +⋯+ 𝛽𝑟𝑦 = 𝑣 (1.54) 

cuando el parámetro 𝜀 del diferenciador es cero. 

El bloque diferenciador viene dado por la siguiente función de transferencia: 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠𝑟 + 𝛽1𝑠𝑟−1 +⋯+ 𝛽𝑟(1 + 𝜀𝑠)𝑟  (1.55) 
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donde 𝛽1, … , 𝛽𝑟 son coeficientes propuestos por el diseñador de acuerdo con la dinámica 

E/S deseada para la planta. 

1.3.8 FUNDAMENTOS DEL CONTROL POR MODOS DESLIZANTES 

El control por estructura variable tiene como consecuencia la técnica del control por modos 

deslizante [27], por este motivo se describe en esta sección su origen y relación. Además, 

se indica toda la teoría para el desarrollo matemático, problemas y ventajas del SMC como 

una herramienta robusta de control. 

1.3.8.1 Origen del control por modos deslizantes y su relación con el control 

de estructura variable 

Los sistemas de estructura variable tienen sus orígenes en el año 1950 en la Unión 

Soviética, luego de los trabajos como los de Popovski (1950) y Filippov (1960) en 

ecuaciones diferenciales con un segundo miembro discontinuo.  

Desde los años 60s, se han realizado muchos trabajos de estudio para el control de 

sistemas dinámicos discontinuos como los de Neymark (1957), Emelyanov (1970) y Utkin 

(1972), en los cuales ya se aprecia el control por modos deslizantes que es parte de estos 

sistemas de estructura variable. Los parámetros de este controlador se determinan a partir 

de ciertas condiciones y de esta forma mantener el sistema en el estado de fase. Además, 

para la evolución de las variables del sistema, se debe escoger una hipersuperficie [28].  

El Control por Estructura Variable permite mantener un equilibrio entre estabilización y la 

corrección de los problemas en el seguimiento de trayectorias; sin embargo, puede 

ocasionar problemas como el chattering debido al tipo de control discontinuo [28].  

1.3.8.2 Introducción al Control por Modos Deslizantes 

El SMC es una técnica de control no lineal que posee grandes propiedades como precisión, 

robustez y fácil sintonización e implementación. Además, el aspecto más importante es su 

insensibilidad ante la variación de perturbaciones y de cambios en los parámetros de la 

planta [27].  

Para los conceptos básicos y el accionar del SMC se basan tomando el sistema descrito 

en la Ecuación 1.56 [27]. 

 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) (1.56) 

Donde 𝑥 es el vector de estado, 𝑓 y 𝑔 son los vectores de campo y 𝑢 es el vector de control, 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈  𝑅𝑛, 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈  𝑅𝑚. 
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En este controlador, el sistema de estados debe estar dentro de una superficie particular 

del espacio de estados, denominada “superficie deslizante”. Cuando la superficie 

deslizante es establecida, el controlador mantiene los estados en las proximidades muy 

cercanas a la superficie deslizante. Luego se necesita de una parte que permita acercarse 

lo más pronto posible a la superficie deslizante [27]. 

Con lo mencionado anteriormente, el control por modos deslizantes es un diseño en dos 

partes: la primera parte implica encontrar la superficie deslizante y la segunda parte la 

elección de una ley de control que haga que la superficie sea atractiva [27].  

1.3.8.3 Fundamento del modo deslizante 

Suponiendo que en la Ecuación 1.56, 𝑢(𝑥, 𝑡) es la variable controlada que tiene una 

discontinuidad en la superficie deslizante 𝑆(𝑥) = 0: 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = {𝑢+(𝑥, 𝑡)    𝑠𝑖    𝑆(𝑥) > 0𝑢−(𝑥, 𝑡)    𝑠𝑖    𝑆(𝑥) < 0 (1.57) 

Donde 𝑆(𝑥) es la función diferenciable llamada superficie deslizante. El sistema de 

estructura variable queda descrito por la Ecuación 1.56 y la Ecuación 1.57. Además, si la 

variable controlada 𝑢(𝑥, 𝑡) satisface 𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥) = 0, se consigue el modo deslizante [28]. 

Un modo deslizante se considera ideal si: 𝑆(𝑥) = 0 y 𝑆̇(𝑥) = 0, pero si solo se comprueba 

que 𝑆(𝑥)𝑆̇(𝑥) < 0 se dice que es real. 

Para la elección de la Ecuación 1.59 se toma en cuenta el diseño de controladores por 

contactores en el cual 𝑈𝐷 representa aquel elemento de conmutación de la ley de control y 

es una función no lineal: 

 𝑈𝐷 = −𝑘𝐷 𝑠𝑔𝑛 (𝑆𝑖) (1.58) 

La función signo tiene la siguiente forma: 

 𝑠𝑔𝑛(𝑆𝑖) = {   1    𝑠𝑖    𝑆𝑖 > 0−1    𝑠𝑖    𝑆𝑖 < 0 (1.59) 

Esta función signo permite el cambio inmediato entre estructuras con el fin de alcanzar la 

superficie deslizante; sin embargo, la misma es imposible de implementar debido a las 

limitaciones en los actuadores, además que debido a este problema pueden aparecer 

problemas en este tipo de controladores conocido como “chattering”. Este problema puede 

tener diferentes causas como: efectos de cuantización, la presencia de actuadores y 

sensores, los tiempos de retardo o de histéresis, entre otros [29]. 
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Cuando se realiza un control de conmutación con altas frecuencias como en aplicaciones 

eléctricas que generalmente emplean señales de control con modulación de pulso (PWM) 

y de control de aeronaves que produce oscilaciones y que tiene una amplitud finita 

alrededor del punto de operación cuando se busca alcanzar la superficie deslizante [31], 

[31]. 

Para evitar este problema, en el control por modos deslizantes se debe proporcionar una 

señal de control suave/continua pero que tenga gran robustez e insensibilidad ante 

perturbaciones dentro del modelo acotado [29]. Algunas de las formas para implementar 

esta señal se describen en la Tabla 1.1. [31]. 

Tabla 1.1. Funciones de aproximación continua/suave 

Parámetro Valor 

Sigmoide 𝑈𝐷 = 𝑘𝐷 𝑆(𝑥)|𝑆(𝑥)| + 𝛿 

Saturación 𝑈𝐷 = 𝑘𝐷 𝑠𝑎𝑡 (𝑆(𝑥)𝛿 ) 

Tangente hiperbólica 𝑈𝐷 = 𝑘𝐷 𝑡𝑎𝑛ℎ (𝑆(𝑥)𝛿 ) 

 

Donde: 𝛿 > 0. 

La señal de control suavizada con la cual se trabaja en el presente trabajo de titulación es 

la función sigmoide que depende de los valores de las variables 𝛿 y 𝑘𝐷 los cuales permiten 

alcanzar la superficie deslizante escogida y tener mayor o menor suavizado para la parte 

discontinua del controlador 𝑈𝐷 [32]. 

En la Figura 1.10. se muestra el comportamiento para distintos valores de la variable 𝑘𝐷 y 

en la Figura 1.11. el comportamiento para valores de 𝛿 en la función sigmoide [33]. 
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Fig. 1.10. Visualización gráfica para diferentes valores de 𝑘𝐷 , donde 𝑘3 > 𝑘2 > 𝑘1 [33] 

 

Fig. 1.11. Función sigmoide para distintos valores de 𝛿, donde 𝛿3 > 𝛿2 > 𝛿1 [33] 

Control Equivalente 

Esta parte del control por modos deslizantes es el encargado de tener un modo de 

deslizamiento ideal para el sistema, obsérvese como ejemplo el caso para una 

hipersuperficie deslizante en función del estado 𝑥 y del tiempo 𝑡 escrito como: 𝑆(𝑥, 𝑡)  [28]. 

Ahora, si se consideran las condiciones de deslizamiento ideales, se tiene: 

 𝑆̇(𝑥, 𝑡) = (𝜕𝑆𝜕𝑥)𝑇 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜕𝑆𝜕𝑡 (1.60) 

Tomando la Ecuación 1.56 y considerando que 𝑢(𝑥, 𝑡) sea 𝑢𝑒𝑞(𝑥, 𝑡) se tiene: 

 𝑆̇(𝑥, 𝑡) = (𝜕𝑆𝜕𝑥)𝑇 [𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑢𝑒𝑞(𝑥, 𝑡)] + 𝜕𝑆𝜕𝑡 = 0 (1.61) 
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Considerando que (𝜕𝑆𝜕𝑥)𝑇 𝑔(𝑥, 𝑡) no es singular en la Ecuación 1.60, el control equivalente 

para este sistema se describe en la Ecuación 1.62: 

 𝑢𝑒𝑞(𝑥, 𝑡) = − [(𝜕𝑆𝜕𝑥)𝑇 𝑔(𝑥, 𝑡)]−1 {(𝜕𝑆𝜕𝑥)𝑇 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝜕𝑆𝜕𝑡} (1.62) 

En términos generales, el control equivalente es el valor promedio para la variable de 

control 𝑢(𝑡) en un sistema y de esta forma mantenerla dentro de la superficie deslizante 𝑆(𝑥, 𝑡) [28]. 

Además, si la superficie de deslizamiento depende del tiempo, la Ecuación 1.63 describe 

su modelo dinámico de manera general: 

 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡) ∑ 𝜕𝑆(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛𝑖=1∑ 𝜕𝑆(𝑥)𝜕𝑥𝑖 𝑔𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛𝑖=1  (1.63) 

1.3.8.4 Síntesis del control por modos deslizantes 

Para realizar la síntesis del control por modos deslizantes, se necesita cumplir que la región 

de atracción dependa del deslizamiento deseado para el sistema. En la mayoría de los 

procesos, se suele escoger distintas formas de control y de allí encontrar los parámetros 

para dicha ley de control. A continuación, se mencionan algunas de las estructuras 

comúnmente utilizadas [28]: 

1.3.8.4.1 Realimentación lineal con ganancias conmutadas 

Esta estructura de control fue propuesta por Vernhes y se describe en la Ecuación 1.64 

[34]: 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥)𝑥(𝑡) (1.64) 

Con: 

𝜓𝑖(𝑥) = {𝛼𝑖       𝑠𝑖      𝑆(𝑥)  𝑥𝑖 > 0𝛽𝑖     𝑠𝑖      𝑆(𝑥)  𝑥𝑖 < 0  

Los parámetros 𝛼𝑖 y 𝛽𝑖   son seleccionados cumpliendo la ley de alcanzabilidad del sistema 

elegido. 
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1.3.8.4.2 Variable de control tipo 𝒖𝒆𝒒 + 𝒖𝑫 

Esta estructura de control fue propuesta por Utkin y se describe en la Ecuación 1.65 [35]: 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑒𝑞 + 𝑢𝐷 (1.65) 

Donde: 𝑢𝑒𝑞 es el control equivalente o parte continua que produce un modo ideal de 

deslizamiento y el parámetro 𝑢𝐷 es la parte discontinua de altas frecuencias que puede 

tomar las siguientes formas: 

• 𝑢𝐷 = −𝑘 𝑠𝑖𝑛𝑔(𝑆) [36], 

• 𝑢𝐷 = −𝑘 𝑠𝑎𝑡 (𝑆∅) [37], donde: 

 𝑠𝑎𝑡 (𝑆∅) = {   𝑆∅          𝑠𝑖      |𝑆| ≤ ∅𝑠𝑖𝑛𝑔 (𝑆∅)       𝑠𝑖      |𝑆| > ∅ (1.66) 

• 𝑢𝐷 = −𝑘 𝑐𝑜𝑛𝑡 (𝑆∅), con: 

 𝑐𝑜𝑛𝑡 (𝑆∅) = { 
 𝑆|𝑆| + 𝛿          𝑠𝑖      |𝑆| ≤ ∅𝑠𝑖𝑛𝑔 (𝑆∅)       𝑠𝑖      |𝑆| > ∅ (1.67) 

 Y 

 𝛿 = {      0               𝑠𝑖     |𝑆| > ∅ 𝛿0 + |𝜑|      𝑠𝑖      |𝑆| ≤ ∅       𝜑 = {         0                   𝑠𝑖      |𝑆| > ∅𝜑0 + ∫ 𝑆𝑑𝜏𝑡0       𝑠𝑖      |𝑆| ≤ ∅  (1.68) 

• Además, se tiene algunas de las formas utilizadas para la superficie deslizante 𝑆 

[38]: 

 𝑆 = ( 𝑑𝑑𝑡 + 𝜆)𝑛 (∫ 𝑒(𝜏)𝑑𝜏𝑡
0 ) (1.69) 

 𝑆 = ( 𝑑𝑑𝑡 + 𝜆)𝑛−1 𝑒(𝑡) (1.70) 

1.3.8.4.3 Control tipo relé 

La forma de este controlador es la descrita en la Ecuación 1.71 [39]: 

 𝑢(𝑥, 𝑡) = {𝑢+(𝑥, 𝑡)    𝑠𝑖    𝑆(𝑥) > 0𝑢−(𝑥, 𝑡)    𝑠𝑖    𝑆(𝑥) < 0 (1.71) 
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1.3.8.5 Condiciones de existencia 

La estabilidad en un sistema de control por modos deslizantes se relaciona de manera 

directa con la existencia del modo deslizante, ésta debe estar garantizada luego de haber 

diseñado el hiperplano deslizante.  Además, para la superficie 𝑆(𝑥) = 0 existe un modo 

deslizante sí y solo si la trayectoria de fase se encuentra en las cercanías de la región de 

atracción como se muestra en la Figura 1.12 [40]. 

 

Figura 1.12. Trayectorias de estados apuntando hacia la superficie en un SMC [40] 

Las dos condiciones que un SMC requiere para definir su estabilidad son: la condición de 

existencia, la cual puede probarse utilizando la función de Lyapunov 𝑉(𝑥) y la condición de 

alcance [41]. 

 Para analizar la existencia, debido a que esta depende de la superficie deslizante, se 

aplica el criterio de Lyapunov a la superficie de conmutación 𝑆(𝑥). Considerando [28] y [41], 

se muestra el desarrollo y análisis desde la Ecuación 1.72 hasta la Ecuación 1.74 de las 

condiciones de estabilidad. 

 𝑉(𝑥) = 12𝑆(𝑥)𝑇𝑆(𝑥) (1.72) 

Derivando la Ecuación 1.72, se obtiene: 

 𝑉̇(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝑇𝑆̇(𝑥) < 0 (1.72) 

 𝑆̇(𝑥) = 𝜕𝑆𝜕𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡  (1.73) 

Reemplazando la Ecuación 1.73 en la Ecuación 1.72 y considerando la Ecuación 1.56, se 

obtiene: 
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 𝑉̇(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝑇 𝜕𝑆𝜕𝑥 [𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)] < 0 (1.74) 

Además, se debe cumplir la condición descrita en la Ecuación 1.75 para que el sistema 

alcance la superficie de deslizamiento. 

 lim𝑆→0+ 𝑆̇(𝑥) < 0 y lim𝑆→0− 𝑆̇(𝑥) > 0 (1.75) 

Para la condición de alcance se consideran [𝑋+] y [𝑋−] como puntos representativos en 

estado estacionario de las entradas 𝑢+ y 𝑢− respectivamente y considerando la siguiente 

expresión: 

 [𝑋+] ∈ 𝑆(𝑥) < 0 y [𝑋−] 𝑆(𝑥) > 0 (1.76) 

Esta es una condición simple y suficiente para que el hiperplano sea alcanzado de manera 

independiente y en un tiempo finito. 

1.3.9 ÍNDICES DE DESEMPEÑO  

Cuando en un proceso industrial se realiza la implementación de un controlador, en la 

salida del sistema se buscan considerar aquellas características más importantes. Por lo 

tanto, si se desea cuantificar el rendimiento de este en un proceso, se tienen como 

herramienta, los índices de desempeño. El comportamiento y desempeño de un lazo de 

control se basa tanto del tiempo como de la señal del error 𝑒(𝑡) [42]. El error 𝑒(𝑡) es aquella 

medida que se obtiene entre el valor deseado para la variable controlada y el valor real de 

esta variable. 

Para que un controlador tenga un buen desempeño, se busca que los índices arrojados 

tengan el menor valor posible y de esta manera la similitud entre el sistema aproximado y 

el sistema real será mayor [43]. A continuación, se presentan algunos de los índices 

utilizados para los procesos de este trabajo: 

Integral square of the error, (ISE) 

Entre algunas de las características importantes de este índice es su facilidad de cálculo y 

permite que los errores grandes tengan una disminución más rápida debajo del área de la 

curva del error cuadrático. También origina una respuesta que presenta escasa estabilidad 

relativa como se da el caso de oscilaciones presentes en la señal de salida del proceso [4]. 

El índice del error cuadrático se representa por la Ecuación 1.77: 

 𝐼𝑆𝐸 = ∫ 𝑒(𝑡)2𝑑𝑡∞
0  (1.77) 
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Total Variation of control effort u, (TVu) 

Cuando se habla de optimizar el desempeño en un proceso, es importante considerar el 

análisis de características dinámicas en el esfuerzo de control, es decir en la señal a la 

salida del controlador, puesto que ayuda a elevar la vida útil del elemento final de control 

para no tener cambios muy bruscos o extremos. Por lo tanto, para evaluar dicha 

característica, se presenta el índice de variación total del esfuerzo de control descrito por 

[45]: 

 𝑇𝑉𝑢 = ∑|𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑘|∞
𝑘=1  (1.78) 

Donde: 𝑢𝑘 y 𝑢𝑘+1 son las señales de control presente y futura respectivamente. 

Este índice muestra la suavidad o agresividad de la señal de control en el proceso y para 

un buen desempeño, este valor debe ser el menor posible.  

1.3.10 CARACTERÍSTICAS TRANSITORIAS 

Un sistema o proceso se caracteriza por su evolución en el tiempo, en la cual su respuesta 

en el tiempo tiene dos partes: la respuesta transitoria y la respuesta en estado estacionario. 

Cuando se habla de la respuesta transitoria es aquella que ocurre desde el valor inicial 

hasta el valor final; mientras que, la respuesta en estado estacionario es cómo evoluciona 

la salida del sistema mientras el tiempo tiende hacia el infinito [15], [46].  

Aquellos sistemas que son capaces de almacenar energía tienen la particularidad de no 

responder de forma instantánea y con ello se observan algunas respuestas transitorias 

cuando se introducen diversas entradas o perturbaciones [15]. Cuando se realiza el diseño 

de un sistema de control, el diseñador debe ser capaz de anticipar su comportamiento 

dinámico a partir del conocimiento de los componentes.  

Para analizar las características de desempeño, las señales de prueba que se usan por lo 

general son las funciones escalón, rampa, parábola, impulso, senoidales, cosenoidales, 

etc. Para este trabajo, se utiliza la señal de prueba escalón, la misma que permite realizar 

los análisis matemáticos y experimentales de manera fácil, puesto que es una señal cuya 

función en el tiempo es muy simple [15], [46]. 

Cabe destacar que los parámetros en una respuesta transitoria de segundo orden permiten 

un cálculo más preciso de las características transitorias que en un sistema de primer orden 

[47]. Entre algunas de las características que se utilizan para este trabajo de titulación son: 

Tiempo de asentamiento, (ts) 
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En un sistema de control, el tiempo de asentamiento presenta gran relación con la contante 

de tiempo de mayor valor. Es el tiempo que se necesita para que la respuesta del sistema 

llegue hasta un rango alrededor del valor final del tamaño establecido por aquel porcentaje 

absoluto del valor final, el mismo que se encuentra entre 2 a 5% y que no sobrepase dicho 

rango [15]. En sistemas ligeramente amortiguados, el tiempo de asentamiento es más 

grande que el tiempo en un sistema amortiguado. Por otra parte, para sistemas sobre 

amortiguados, este tiempo es de gran valor puesto que tiene un lento inicio en la curva de 

respuesta del sistema [46]. Al momento de comparar respuestas de varios sistemas, se 

describe de manera general al tiempo de asentamiento con dos criterios, el criterio del 2% 

que se muestra en la Ecuación 1.79: 

 𝑡𝑠 = 4𝑇 = 4𝜎 (1.79) 

Ó el criterio del 5%, descrito en la Ecuación 1.80: 

 𝑡𝑠 = 3𝑇 = 3𝜎 (1.80) 

La elección de alguno de estos criterios depende del diseñador y de los objetivos de diseño 

para el sistema. 

Sobrepaso Máximo, (Mp) 

El Sobrepico Máximo o Sobreimpulso se define como aquel pico de valor máximo de la 

respuesta del sistema, el cual debe ser medido partiendo de la unidad. Para su cálculo, se 

considera que un sistema tiene una respuesta representada por 𝑦(𝑡) ante una entrada tipo 

escalón unitaria, en la cual 𝑦𝑚á𝑥 es el valor máximo de la salida, 𝑦𝑠𝑠 es el valor en estado 

estable [46]. Para que exista sobrepaso, se debe cumplir que 𝑦𝑚á𝑥 ≥ 𝑦𝑠𝑠, con esto, se 

define el sobrepaso máximo como: 

  𝑀𝑝 = 𝑦𝑚á𝑥 − 𝑦𝑠𝑠  (1.81) 

La Ecuación 1.81, es común representarla en porcentaje, como se describe en la Ecuación 

1.82: 

 %𝑀𝑝 = 𝑦𝑚á𝑥 − 𝑦𝑠𝑠𝑦𝑠𝑠  𝑥 100 (1.82) 

O bien, 

 %𝑀𝑝 = 100 𝑥 𝑒− 𝜎√1−𝜉2 
(1.83) 
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El valor de sobrepico máximo en porcentaje permite determinar directamente la estabilidad 

relativa de un sistema. Además, es importante considerar que un valor muy grande de 

sobreimpulso es indeseable, puesto que disminuye la vida útil del actuador con su violenta 

incidencia sobre el mismo [47]. 

1.3.11 GRÁFICA ESTADÍSTICA 

Son una representación visual de un conjunto de datos estadísticos y una herramienta de 

comunicación social que por lo general acompañan a las publicaciones especializadas [48]. 

El propósito de esta gráfica es transmitir los datos expuestos de manera visual para que 

las personas tomen decisiones y escojan información de su interés [49]. Existen 2 tipos de 

datos para la construcción de una gráfica estadística, como son: 

Cualitativos 

Estos datos no pueden expresarse de manera numérica puesto que se refieren a 

modalidades o cualidades, las mismas que pueden ser: 

• Categóricos: Los cuales no tienen ningún orden establecido. 

• Ordinales: Tienen una secuencia u orden predeterminado. 

Cuantitativos 

Por el contrario, a los datos cualitativos, éstos son cantidades o valores numéricos y se 

dividen en: 

• Continuos: Capaces de tomar cualquier valor dentro de un intervalo determinado. 

• Discretos: Tienen valores enteros. 

Existe gran cantidad de gráficas estadísticas que se ajustan a las distintas necesidades, 

entre ellas están: Gráfica de barras, pirámide de población, gráfica de líneas, gráfica de 

Pareto, gráfica de sectores, pictogramas, gráfica de dispersión y cartograma [50]. En este 

trabajo de titulación, se utilizó las gráficas de barras para la presentación de los índices de 

desempeño y las características transitorias en cada una de las técnicas de linealización 

para los 2 procesos de prueba. 

1.3.12 PROCESOS NO LINEALES A PRUEBA 

En esta sección se presentan los dos procesos no lineales a prueba utilizados en este 

trabajo de titulación. Aquí se muestra una breve descripción acerca de su función en el 

ámbito industrial. En el siguiente capítulo, se presentan las características específicas 
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dentro de cada proceso para su modelado matemático con las cuatro técnicas de 

linealización.  

 

Tanque cónico 

Tiene la característica principal en cuanto a su forma, puesto que tiene su base de menor 

diámetro con relación al ancho de la parte superior o tapa. Se construyen de diversos 

tamaños; sin embargo, la base menor, tiene un rango que varía entre los 66,5 cm a 131 

cm, mientras que para la tapa su diámetro está entre los 85 cm a 164 cm. Su altura también 

depende de su uso al igual que la capacidad que puede contener [52]. 

Los materiales que se utilizan para la fabricación de estos tanques proporcionan algunos 

beneficios en la industria como: fácil almacenamiento, resistencia a impactos y a la 

exposición solar, transporte sencillo y poco cuidado en la manipulación [53]. Además, son 

muy versátiles puesto que permiten almacenar una gran variedad de productos.  

Algunas de sus aplicaciones a nivel industrial están: suministro de agua, tanque externo de 

almacenamiento, almacenamiento de granos o sólidos livianos en la industria cervecera, 

en el procesamiento de líquidos con alta densidad, clarificación de lodos y separación de 

sólidos [52].  

En este trabajo de titulación, se tomó como caso de estudio el tanque cónico descrito en 

[3]. De manera específica para la fabricación de la cerveza, en el proceso de la 

fermentación, se debe tener un control eficiente para reducir la pérdida de cerveza y, 

además, la levadura se ubique en el extremo del tanque para su extracción. Así, el 

problema en este tipo de tanques es su alta no linealidad debido a los cambios en la 

ganancia del proceso y la constante de tiempo con respecto a la altura del tanque de 

líquido.  

Reactor de tanque continuamente agitado 

Una gran variedad de procesos industriales puede encontrarse en la industria química. En 

su mayoría se trabaja con reactores que permiten la conversión de una sustancia A en una 

sustancia B por medio de una reacción que produce entre otras cosas la emisión de energía 

calórica [54].  

Un tipo de reactor químico siendo el más utilizado a nivel industrial es el reactor de tanque 

continuamente agitado conocido en la literatura inglesa por sus siglas CSTR – Continuos 

Stirred Tank Reactor [55]. Su uso se debe a las grandes ventajas que se derivan de la 
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uniformidad de temperatura, composición y presión. Una característica importante es su 

capacidad de ser operadas en condiciones isotérmicas, aunque el calor de reacción sea 

elevado [56]. Estos reactores de tanque también son recipientes que pueden almacenar 

grandes volúmenes, pues junto con su naturaleza isotérmica produce que el reactor 

funcione a una temperatura óptima y que su tiempo de reacción sea grande [55].  

Así, para el tratamiento de aguas residuales cuando la Demanda Química de Oxigeno 

(DQO) es mayor a los 5 g/l y la concentración de sólidos suspendidos es mayor al 40% 

[51], se busca mejorar la baja eficiencia al utilizar un reactor CSTR, así el caso de estudio 

escogido se presenta en [9], en el cual su gran retardo e interacción entre las entradas y 

las salidas, así como las características de no linealidad presentes para este reactor 

químico hacen que el diseño del sistema de control sea complejo [55]. 
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2. METODOLOGÍA 
En esta sección se presenta de manera descriptiva el diseño e implementación de la 

estructura de control por modos deslizantes referentes a las cuatro técnicas de linealización 

para el seguimiento de referencia y rechazo a perturbaciones, todo esto aplicado a un 

tanque cónico y a un reactor de tanque continuamente agitados, los cuales tienen su 

fundamento en los conceptos revisados en el capítulo anterior.  

Para ello, lo primero es la obtención del modelo matemático de cada sistema, además, se 

muestra la estructura, desarrollo matemático y análisis de cada técnica de linealización y 

del algoritmo de control por modos deslizantes implementado para cada técnica, luego se 

detalla las pruebas realizadas para su correcto funcionamiento. Por último, se diseña una 

interfaz que permite al usuario comprobar la funcionalidad de ambos sistemas y observar 

los resultados obtenidos. 

2.1 MODELADO MATEMÁTICO DE LAS PLANTAS 

La comprensión de la dinámica de cualquier sistema es muy importante, para conseguirlo 

se aplica el modelado matemático, con el propósito de obtener una abstracción de la 

realidad. Además, el control automático en distintos procesos industriales para su 

aplicación a nivel de ingeniería, lo primordial es entender aquellos principios que guían al 

sistema, ya sea en proceso de reacción química, en transferencia de calor, procesos 

mecánicos, entre otros de acuerdo con la planta a estudiar.  

En un sistema o proceso, su modelo matemático queda expresado por medio de 

ecuaciones diferenciales en las cuales se tiene relación de variables, parámetros y 

entidades asociadas al mismo. Por lo general, para el modelado de procesos industriales 

se realiza un balance de energía o masa. 

El modelo matemático de un proceso se obtiene por medio de ecuaciones diferenciales 

que expresan relaciones de parámetros, entidades y variables asociadas al sistema. El 

modelado de procesos industriales suele comenzarse con el balance de masa o energía, 

entre lo que ingresa y sale de la planta tratada [30].  

Para desarrollar el presente trabajo de titulación, la dinámica de los procesos no lineales 

se toma de [3] y [9] respectivamente, su descripción y características más importantes se 

muestran a continuación. 
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2.1.1 TANQUE CÓNICO 

 

En la Figura 2.1. se muestra la estructura del sistema del tanque cónico el cuál es un 

proceso de entrada y salida única. La salida de este proceso es el nivel h y la entrada al 

proceso es el flujo de líquido. La salida del tanque es 𝐾𝑣√ℎ, donde h es la altura del líquido 

en el tanque y 𝐾𝑣 es el coeficiente de la válvula. 

 

Figura 2.1. Diagrama del proceso del tanque cónico [3] 

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente y mediante la ley de conservación de 

masas la cual indica que la acumulación de masa es igual a la entrada menos la salida. 

Para la simplificación y desarrollo del modelo se tomaron en cuenta las siguientes 

consideraciones: 

• El aumento o disminución del volumen, así como la densidad del líquido se 

mantienen constantes. 

• Las pérdidas en las válvulas de control son despreciables. 

Las ecuaciones que describen al proceso en función del tiempo para el tanque cónico se 

muestran a continuación. 

En la Ecuación 2.1 se muestra la acumulación de masa como un aumento o disminución 

del volumen (es decir, la acumulación es el cambio de volumen con respecto al tiempo), y 

del otro lado el flujo de entrada y el flujo de salida. 
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 𝑑𝑑𝑡 (𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑎𝑖𝑟𝑒) = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐹 (2.1) 

El cono circular tiene como volumen: 

 𝑉𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 13𝜋𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥 (2.2) 

 𝑉𝐴𝐼𝑅𝐸 = 13𝜋𝑟2ℎ𝑐 (2.3) 

 ℎ𝑐 = 𝐻𝑚𝑎𝑥 − ℎ (2.4) 

Reemplazando 2.2, 2.3 y 2.4 en 2.1: 

 𝑑𝑑𝑡 (13 𝜋𝑟2𝐻𝑚𝑎𝑥 − 13 𝜋𝑟2𝐻𝑚𝑎𝑥 + 13𝜋𝑟2ℎ) = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ (2.5) 

   

 13𝜋 𝑑𝑑𝑡 (𝑟2ℎ) = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ (2.6) 

Por semejanza de triángulos con un mismo ángulo, se encuentra la siguiente relación: 

 𝑟ℎ = 𝑅𝑚𝑎𝑥𝐻𝑚𝑎𝑥 (2.7) 

Reemplazando en 2.6: 

 13 𝜋 𝑑𝑑𝑡 (ℎ3𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2 ) = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ (2.8) 

 𝐴 =  𝜋ℎ2 (𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2) (2.9) 

Las ecuaciones que describen comportamiento del proceso en función del tiempo para el 

tanque cónico se exponen a continuación. 

La Ecuación 2.10 muestra el caudal del tanque en función de los flujos y el área del tanque 

cónico: 

 𝑑ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ(𝑡)𝐴  (2.10) 

en la Ecuación 2.11 se tiene la expresión para el porcentaje de apertura de la válvula de 

control Isoporcentual, considerando aire para el cierre; 

 𝐹𝑐(𝑡) =  𝐹𝑚𝑎𝑥𝛼−𝑚(𝑡) (2.11) 

y en la Ecuación 2.12 se muestra la relación obtenida para el transmisor de nivel. 

 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 = 1𝜏𝑙 (ℎ(𝑡)150 − 𝑇𝑂(𝑡)) (2.12) 
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Donde: 𝑅𝑚𝑎𝑥 : radio total del tanque cónico, cm  𝐻𝑚𝑎𝑥 : altura total del tanque cónico, cm  𝐹𝑚𝑎𝑥 : flujo máximo a través de la válvula de control, LPH  𝐾𝑣 : coeficiente de la válvula de salida, cm2/s  𝛼 : parámetro de rangeabilidad de la válvula de control  𝑚(𝑡) : posición de la válvula, pu  𝜏𝑙  : constante de tiempo del transmisor de nivel  𝑇𝑂(𝑡) : señal del transmisor, pu  𝐹𝑐(𝑡) : flujo de entrada, LPH  ℎ : altura variable en el tanque, cm 𝑟 : radio variable en el tanque, cm 𝑉𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 : volumen total del tanque cónico, cm3 𝑉𝐴𝑖𝑟𝑒  : volumen de aire del tanque cónico, cm3 
 

El control de nivel se define para un rango de 50 a 73 cm. Cada variable en las ecuaciones 

previamente mostradas toma como valores en condiciones iniciales lo indicado en la Tabla 

2.1. 

Tabla 2.1. Condiciones iniciales de las variables del proceso del tanque cónico 

Parámetro Valor 𝑅𝑚𝑎𝑥 19.25 cm 𝐻𝑚𝑎𝑥 73 cm 𝐹𝑚𝑎𝑥 800 LPH 𝐾𝑣 55 cm2/s 𝛼 50 𝑚̅(𝑡) 0.1772 pu 𝜏𝑙 0.2 s 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ (𝑡) 0.3526 pu 𝐹𝑐(𝑡) 400 LPH ℎ̅ 52.893 cm 
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2.1.2 REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO CSTR 
 

El diagrama de la Figura 2.2. muestra las variables y componentes en el reactor de tanque 

continuamente agitado en el cual se considerando una reacción exotérmica que ocurre 

dentro de un reactor CSTR, donde el objetivo de control es regular la concentración de 

salida a través de la manipulación de la temperatura de la chaqueta por la circulación de 

un refrigerante para conseguir el enfriamiento. 

 

Figura 2.2. Diagrama del proceso del reactor CSTR [9] 

Para el desarrollo y simplificación del modelo se tomaron en cuenta las siguientes 

consideraciones:  

• Para los reactivos y los productos, densidad y capacidad calorífica, se consideran 

constantes e iguales.  

• Las pérdidas de calor son despreciables tanto para chaqueta como en sus 

alrededores.  

• El tanque y chaqueta se encuentran acoplados idealmente. 

Las ecuaciones que describen al proceso en función del tiempo para el tanque cónico se 

muestran a continuación. 

En la ecuación 2.13, se muestra el balance molar del reactante, 
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 𝑑𝐶(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹(𝑡)𝑉 (𝐶𝑜(𝑡) − 𝐶(𝑡)) − 𝑎𝐶(𝑡)𝑒− 𝑏T(𝑡) (2.13) 

en la ecuación 2.14, el balance de energía en el reactor, 

 𝑑𝑇(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹(𝑡)𝑉 (𝑇𝑜(𝑡) − 𝑇(𝑡)) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝐶(𝑡)𝑒− 𝑏T(𝑡) − ℎ𝑉𝐶𝑝 (T(𝑡) − 𝑈(𝑡)) (2.14) 

Donde: 𝑉 : embotellamiento del reactor, lb  𝐶(𝑡) : concentración producto en el reactor, lb/lb  𝐶𝑜(𝑡) : concentración de alimentación en el reactor, lb/lb  𝐹(𝑡) : flujo de alimentación a través del proceso, lb/hr  𝑎 : factor pre-exponencial, hr−1  𝑏 : constante de activación, deg.R  𝑇(𝑡) : temperatura en el reactor, deg.R  𝑇𝑜(𝑡) : temperatura del flujo de alimentación, deg.R  𝐿 : calor de la reacción, BTU/lb  𝐶𝑝 : capacidad calórica del material, BTU/lb.R ℎ : parámetro de transferencia de calor, BTU/lb.R 𝑈(𝑡) : temperatura de la chaqueta, deg.R 

 

El control de la concentración por medio de la temperatura de la chaqueta se define para 

un rango de 80 a 100 deg.R. Cada variable en las ecuaciones previamente mostradas toma 

como valores en condiciones iniciales lo indicado en la Tabla 2.2. 

Tabla 2.2. Condiciones iniciales de las variables del proceso del CSTR 

Parámetro Valor 𝑉 2400 lb 𝐶̅(𝑡) 0.246 lb/lb 𝐶𝑜(𝑡) 0.5 lb/lb 𝐹(𝑡) 2000 lb/hr 𝑎 7.08x1010 hr−1 𝑏 15080 deg.R 𝑇̅(𝑡) 600 deg.R 𝑇𝑜(𝑡) 5320 deg.R 𝐿 600 BTU/lb 
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𝐶𝑝 0.75 BTU/lb.R ℎ 15000 BTU/lb.R 𝑈(𝑡) 107.679 deg.R 

 

2.2 TÉCNICAS DE LINEALIZACIÓN 

En esta sección, se muestran las técnicas de modelado para los procesos anteriormente 

mencionados. Para cada una de las técnicas es primordial la determinación de los puntos 

de operación o puntos de equilibrio en cada proceso. A continuación, se muestra el 

desarrollo matemático de cada técnica de linealización. 

2.2.1 LINEALIZACIÓN APROXIMADA O POR SERIES DE TAYLOR 

En el capítulo 1 se tiene una breve descripción acerca de la linealización aproximada, por 

lo cual, se presenta en esta sección el modelado de las dos plantas no lineales tomadas 

como procesos de prueba. 

2.2.1.1 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Tomando en cuenta los puntos de operación para este proceso se parte utilizando la forma 

descrita en la Ecuación 1.4. A continuación, se muestra el desarrollo matemático para 

encontrar la linealización. 

Con la ecuación 2.10: 

 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ𝜋ℎ2 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2         
(2.10) 

𝛾 = 1𝜋 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2        𝛽 = 𝛾𝐾𝑣     
𝑓(ℎ, 𝐹𝑐) = 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝛾𝐹𝑐ℎ−2 − 𝛽ℎ−32   

Aplicando la Ecuación 1.4, se tiene: 

𝑓(ℎ, 𝐹𝑐) =   𝑓(ℎ̅ , 𝐹𝑐̅) + (𝜕𝑓𝜕𝐹𝑐)(ℎ̅ ,𝐹𝑐̅̅̅) (𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅) + (𝜕𝑓𝜕ℎ)(ℎ̅ ,𝐹𝑐̅̅̅) (ℎ − ℎ̅) 
𝑓(ℎ̅ , 𝐹𝑐̅) = 𝑑ℎ̅𝑑𝑡 = 𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−2 − 𝛽ℎ̅−32  
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( 𝜕𝑓𝜕𝐹𝑐)(ℎ̅ ,𝐹𝑐̅̅̅) = 𝛾ℎ̅−2 
(𝜕𝑓𝜕ℎ)(ℎ̅ ,𝐹𝑐̅̅̅) = 32𝛽ℎ̅−52 − 2𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−3 

𝑓(ℎ , 𝐹𝑐) = 𝑑ℎ̅𝑑𝑡  + (𝛾ℎ̅−2)(𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅) + (32𝛽ℎ̅−52 − 2𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−3) (ℎ − ℎ̅) 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝑑ℎ̅𝑑𝑡  + (𝛾ℎ̅−2)(𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅) + (32𝛽ℎ̅−52 − 2𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−3) (ℎ − ℎ̅) 𝑑𝑑𝑡 (ℎ − ℎ̅) = (𝛾ℎ̅−2)(𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅) + (32𝛽ℎ̅−52 − 2𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−3) (ℎ − ℎ̅) 
Sabiendo que: Δ𝐹𝑐 = (𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅) Δℎ = (ℎ − ℎ̅) 𝑑𝑑𝑡 (Δℎ) =  (𝛾ℎ̅−2)Δ𝐹𝑐 + (32𝛽ℎ̅−52 − 2𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−3)Δℎ 

Aplicando la transformada de Laplace, se tiene: 

𝑠Δℎ = 𝛾ℎ̅−2Δ𝐹𝑐 + 32𝛽ℎ̅−52Δℎ − 2𝛾𝐹𝑐̅ℎ̅−3Δℎ 

Reemplazando los parámetros y puntos de operación del sistema, se tiene: 

𝛾 = 1𝜋 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2       
𝛾 = 1𝜋 19.252732     
𝛾 = 4.5776 𝛽 = 𝛾𝐾𝑣     𝛽 = 4.5776(55)    𝛽 = 251.768 

𝑠Δℎ = (4.5776)(52.893−2)Δ𝐹𝑐 + (32 (251.768) (52.893−52) − 2(4.5776)(400)(52.893−3))Δℎ 
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𝑠Δℎ = 0.00163621Δ𝐹 − 0.0061868Δℎ 10.0061868 𝑠Δℎ =  0.001636210.0061868 Δ𝐹𝑐 − Δℎ 

(161.6344𝑠 + 1)Δℎ =  0.26447Δ𝐹𝑐 
Finalmente, agrupando términos semejantes y con los parámetros establecidos, se obtiene 

la función de transferencia aproximada 

 Δℎ = 0.26447(161.6344𝑠 + 1) Δ𝐹𝑐  

Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.15. 

 Δℎ =  0.264707(161.6344𝑠 + 1) Δ𝐹𝑐 (2.15) 

En la Figura 2.3. se tiene una comparativa del sistema no lineal de la altura en el tanque 

con el modelo aproximado por Series de Taylor ante una variación del +10% y en la Figura 

2.4. ante una variación de -10% en la posición de la válvula. 

 

Figura 2.3. Salida del sistema ante una variación tipo paso en la entrada del +10% 
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Figura 2.4. Salida del sistema ante una variación tipo paso en la entrada del -10% 

Para la linealización del flujo de entrada se usa la Ecuación 2.11, con ello se tiene; 

 𝐹𝑐(𝑡) =  𝐹𝑚𝑎𝑥𝛼−𝑚(𝑡) (2.11) 𝑔(𝑚) = 𝐹𝑐(𝑡) =  𝐹𝑚𝑎𝑥𝛼−𝑚(𝑡) 
𝑔(𝑚) = 𝑔(𝑚̅) + (𝜕𝑔𝜕𝑚)(𝑚̅) (𝑚 − 𝑚̅) 

𝑔(𝑚̅) =  𝐹𝑐̅ = 𝐹𝑚𝑎𝑥𝛼−𝑚̅ 

(𝜕𝑔𝜕𝑚)(𝑚̅) = −𝐹𝑚𝑎𝑥 ln 𝛼 𝛼−𝑚̅ 

𝐹𝑐 = 𝐹𝑐̅ − (𝐹𝑚𝑎𝑥 ln 𝛼 𝛼−𝑚̅)(𝑚 − 𝑚̅) 𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅ = −𝐹𝑚𝑎𝑥 ln 𝛼 𝛼−𝑚̅(𝑚 − 𝑚̅) 
Sabiendo que:  Δ𝑚 = (𝑚 − 𝑚̅) Δ𝐹𝑐 = (𝐹𝑐 − 𝐹𝑐̅) Δ𝐹𝑐 = −800(ln 50)(50−.1772) Δ𝑚 
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Reemplazando los parámetros y agrupando términos semejantes, se obtiene la función de 

transferencia aproximada: 

 Δ𝐹𝑐 = −1564.7102 Δ𝑚  

Luego con los ajustes en la simulación, la función con la cual se trabaja es la descrita en la 

Ecuación 2.16. 

 Δ𝐹𝑐 = −1565.9632 Δ𝑚 (2.16) 

En la Figura 2.5. se tiene una comparativa del sistema no lineal del flujo en el tanque con 

el modelo aproximado por Series de Taylor ante una variación del +10% y en la Figura 2.6. 

ante una variación de -10% en la posición de la válvula. 

 

Figura 2.5. Flujo de entrada ante una variación tipo paso en la entrada del +10% 

 

Figura 2.6. Flujo de entrada ante una variación tipo paso en la entrada del -10% 



45 

Finalmente, para linealizar la señal del transmisor de nivel, se tiene la Ecuación 2.12. 

 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 1𝜏𝑙 ( ℎ150 − 𝑇𝑂) (2.12) 

𝑗(ℎ, 𝑇𝑂) = 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 1𝜏𝑙 ( ℎ150 − 𝑇𝑂) 
𝐽(ℎ, 𝑇𝑂) = 𝑗(ℎ̅ , 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) + ( 𝜕𝑗𝜕𝑇𝑂)(ℎ̅ ,𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) (𝑇𝑂 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) + (𝜕𝑗𝜕ℎ)(ℎ̅ ,𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) (ℎ − ℎ̅) 

𝑗(ℎ̅ , 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) = 𝑑𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡 = 1𝜏𝑙 ( ℎ̅150 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) 

( 𝜕𝑗𝜕𝑇𝑂)(ℎ̅ ,𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) = − 1𝜏𝑙 
(𝜕𝑗𝜕ℎ)(ℎ̅ ,𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) = 1𝜏𝑙 ∗ 150 

𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 𝑑𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡 − (1𝜏𝑙) (𝑇𝑂 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) + ( 1𝜏𝑙 ∗ 150) (ℎ − ℎ̅) 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡 = −(1𝜏𝑙) (𝑇𝑂 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) + ( 1𝜏𝑙 ∗ 150) (ℎ − ℎ̅) 𝑑𝑑𝑡 (𝑇𝑂 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) = −(1𝜏𝑙) (𝑇𝑂 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) + ( 1𝜏𝑙 ∗ 150) (ℎ − ℎ̅) 
Sabiendo que: ΔTO = (𝑇𝑂 − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) Δℎ = (ℎ − ℎ̅) 𝑑𝑑𝑡 (ΔTO) =  − (1𝜏𝑙)ΔTO + ( 1𝜏𝑙 ∗ 150)Δℎ 

Aplicando la Transformada de Laplace, se obtiene: 

𝑠Δ𝑇𝑂 =  −(1𝜏𝑙)ΔTO + ( 1𝜏𝑙 ∗ 150)Δℎ 

Reemplazando los parámetros, se tiene: 

𝑠Δ𝑇𝑂 = 10.2(150) Δℎ − 10.2 Δ𝑇𝑂 

0.2𝑠Δ𝑇𝑂 =  0.006667Δℎ − Δ𝑇𝑂 
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(0.2𝑠 + 1)Δ𝑇𝑂 =  0.006667Δℎ 

Finalmente, reemplazando los parámetros y agrupando términos semejantes, se obtiene la 

función de transferencia descrita en la Ecuación 2.17. 

 Δ𝑇𝑂 =  0.0066670.2𝑠 + 1 Δℎ (2.17) 

En la Figura 2.7. se tiene una comparativa del sistema no lineal del transmisor de nivel con 

el modelo aproximado por Series de Taylor ante una variación del +10% y en la Figura 2.8. 

ante una variación de -10% en la posición de la válvula. 

 

Figura 2.7. Salida en el transmisor ante una variación tipo paso en la entrada del +10% 

 

Figura 2.8. Salida en el transmisor ante una variación tipo paso en la entrada del -10% 
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2.2.3.1 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

De igual forma que en el sistema anterior, se toman los puntos de operación para este 

proceso y se empieza utilizando la forma descrita en la Ecuación 1.4. A continuación, se 

muestra el desarrollo matemático para encontrar la linealización aproximada. 

Con la Ecuación 2.13: 

 𝑓(𝐶, 𝑇) = 𝑑𝐶𝑑𝑡 =  𝐹𝑉 (𝐶𝑜 − 𝐶) − 𝐶𝑎𝑒−𝑏𝑇  

𝑓(𝐶 , 𝑇) =   𝑓(𝐶̅ , 𝑇̅) + (𝜕𝑓𝜕𝐶)(𝐶̅ ,𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + (𝜕𝑓𝜕𝑇)(𝐶̅ ,𝑇̅) (𝑇 − 𝑇̅) 
𝑓(𝐶̅ , 𝑇̅) = 𝑑𝐶̅𝑑𝑡 =  𝐹𝑉 (𝐶𝑜 − 𝐶̅) − 𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅ 

(𝜕𝑓𝜕𝐶)(𝐶̅ ,𝑇̅) = −𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅ 

(𝜕𝑓𝜕𝑇)(𝐶̅ ,𝑇̅) = 𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2) 𝑑𝐶𝑑𝑡 =  𝑑𝐶̅𝑑𝑡 + (−𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + (𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2)) (𝑇 − 𝑇̅) 
𝑑𝐶𝑑𝑡 − 𝑑𝐶̅𝑑𝑡 = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + (𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2)) (𝑇 − 𝑇̅) 
𝑑𝑑𝑡 (𝐶 − 𝐶̅) = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + (𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2)) (𝑇 − 𝑇̅) 

Sabiendo que: Δ𝐶 = (𝐶 − 𝐶̅) Δ𝑇 = (𝑇 − 𝑇̅) 𝑑𝑑𝑡 (Δ𝐶) = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅) Δ𝐶 + (𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2)) Δ𝑇 

Aplicando la transformada de Laplace, se tiene: 

𝑠Δ𝐶 = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅)Δ𝐶 + (𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2)) Δ𝑇 
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𝑠Δ𝐶 = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝑒−𝑏𝑇̅)Δ𝐶 + (𝐶̅𝑎𝑒−𝑏𝑇̅(𝑏𝑇̅−2)) Δ𝑇 

Reemplazando los parámetros del proceso, se tiene: 

𝑠Δ𝐶 = (−20002400 − (7.08𝑥1010)𝑒−15080600 )Δ𝐶 − (0.246 (7.08𝑥1010𝑒−15080600 ) (150806002 ))Δ𝑇 

𝑠Δ𝐶 = −1.6939Δ𝐶 − 0.008867Δ𝑇 11.6939 𝑠Δ𝐶 =  −0.0088671.6939 Δ𝑇 − Δ𝐶 

(0.59𝑠 + 1)Δ𝐶 =  −0.005235Δ𝑇 

Finalmente, agrupando términos semejantes y con los parámetros establecidos, se obtiene 

la función de transferencia aproximada 

 Δ𝐶 = −0.005235(0.59𝑠 + 1) Δ𝑇 (2.18)  

Para la linealización de temperatura en el reactor, se tiene la Ecuación 2.14. 

 𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝑇𝑜 − 𝑇) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝐶𝑒−𝑏𝑇 − ℎ𝑉𝐶𝑝 (𝑇 − 𝑈) (2.14) 

𝑔(𝑇, 𝐶, 𝑈) = 𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝑇𝑜 − 𝑇) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝐶𝑒−𝑏𝑇 − ℎ𝑉𝐶𝑝 (𝑇 − 𝑈) 
𝑔(𝑇, 𝐶, 𝑈) = 𝑔(𝑇̅ , 𝐶̅, 𝑈) + (𝜕𝑔𝜕𝑇)(𝑇̅ ,𝐶̅,𝑈̅) (𝑇 − 𝑇̅) + (𝜕𝑔𝜕𝐶)(𝑇̅ ,𝐶̅,𝑈̅) (𝐶 − 𝐶̅) + (𝜕𝑔𝜕𝐶)(𝑇̅ ,𝐶̅,𝑈̅) (𝑈 − 𝑈) 

𝑔(𝑇̅ , 𝐶̅, 𝑈) = 𝑑𝑇̅𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝑇𝑜 − 𝑇̅) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝐶̅𝑒−𝑏𝑇̅ − ℎ𝑉𝐶𝑝 (𝑇̅ − 𝑈) 
(𝜕𝑔𝜕𝑇)(𝑇̅ ,𝐶̅,𝑈̅) = −𝐹𝑉 − 𝑎𝐿𝐶̅𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ ( 𝑏𝑇̅2) − ℎ𝑉𝐶𝑝 

(𝜕𝑔𝜕𝐶)(𝑇̅ ,𝐶̅,𝑈̅) = 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ 

(𝜕𝑔𝜕𝑈)(𝑇̅ ,𝐶̅,𝑈̅) = ℎ𝑉𝐶𝑝 

𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝑑𝑇̅𝑑𝑡 + (−𝐹𝑉 − 𝑎𝐿𝐶̅𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ ( 𝑏𝑇̅2) − ℎ𝑉𝐶𝑝) (𝑇 − 𝑇̅) + (𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + ( ℎ𝑉𝐶𝑝) (𝑈 − 𝑈) 
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𝑑𝑇𝑑𝑡 − 𝑑𝑇̅𝑑𝑡 = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝐿𝐶̅𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ ( 𝑏𝑇̅2) − ℎ𝑉𝐶𝑝) (𝑇 − 𝑇̅) + (𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + ( ℎ𝑉𝐶𝑝) (𝑈 − 𝑈) 𝑑𝑑𝑡 (𝑇 − 𝑇̅) = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝐿𝐶̅𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ ( 𝑏𝑇̅2) − ℎ𝑉𝐶𝑝) (𝑇 − 𝑇̅) + (𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅) (𝐶 − 𝐶̅) + ( ℎ𝑉𝐶𝑝)(𝑈 − 𝑈) 
Sabiendo que: ΔT = (𝑇 − 𝑇̅) Δ𝐶 = (𝐶 − 𝐶̅) Δ𝑈 = (𝑈 − 𝑈) 𝑑𝑑𝑡 (ΔT) = (−𝐹𝑉 − 𝑎𝐿𝐶̅𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ ( 𝑏𝑇̅2) − ℎ𝑉𝐶𝑝)ΔT + (𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅)Δ𝐶 + ( ℎ𝑉𝐶𝑝)Δ𝑈 

Aplicando la Transformada de Laplace, se obtiene: 

𝑠Δ𝑇 =  (−𝐹𝑉 − 𝑎𝐿𝐶̅𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅ ( 𝑏𝑇̅2) − ℎ𝑉𝐶𝑝)ΔT + (𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒−𝑏𝑇̅)Δ𝐶 + ( ℎ𝑉𝐶𝑝)Δ𝑈 

Reemplazando los parámetros correspondientes, se tiene: 

𝑠Δ𝑇 = −(20002400 + 600(0.246)0.75 7.08𝑥1010𝑒−15080600 (150806002 ) + 150002400(0.75)) Δ𝑇+ (7.08𝑥1010(600)0.75 𝑒−15080600 )Δ𝐶 + ( 150002400(0.75))Δ𝑈 

𝑠Δ𝑇 =  −2.0727Δ𝑇 + 688.4228Δ𝐶 + 8.33Δ𝑈 12.0727 𝑠Δ𝑇 = −Δ𝑇 + 688.42282.0727 Δ𝐶 + 8.332.0727 Δ𝑈 

(0.4825𝑠 + 1)Δ𝑇 =  322.138Δ𝐶 + 4.0189Δ𝑈 

Aquí se reemplazan los parámetros del sistema y se agrupan términos semejantes, 

obteniéndose la función de transferencia aproximada por Series de Taylor descrita en la 

Ecuación 2.19. 

 Δ𝑇 = 322.1380.4825𝑠 + 1𝛥𝐶 + 4.01890.4825𝑠 + 1𝛥𝑈 

 
(2.19) 

Para obtener la aproximación lineal para la concentración se reemplaza la Ecuación 2.19 

en la Ecuación 2.18, obteniendo: 
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 Δ𝐶 = −0.005235(0.59𝑠 + 1) [ 322.1380.4825𝑠 + 1𝛥𝐶 + 4.01890.4825𝑠 + 1𝛥𝑈] (2.20) 

Resolviendo la Ecuación 2.20: 

 191.022Δ𝐶 + 322.138(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) 𝛥𝐶 = 

= − 4.0189(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) 𝛥𝑈   

 (191.022(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) + 322.138(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) )𝛥𝐶 = 

= − 4.0189(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) 𝛥𝑈   

 𝛥𝐶 = − 0.021(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) + 1.686 𝛥𝑈   

 𝛥𝐶 = − 0.07377𝑠2 + 3.7675𝑠 + 9.4353 𝛥𝑈   

Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.21. 

 𝛥𝐶 = − 0.07783𝑠2 + 3.9585𝑠 + 10.7248 𝛥𝑈  (2.21) 

En la Figura 2.9. se tiene una comparativa del sistema no lineal de la concentración 

producto en el reactor con el modelo aproximado por Series de Taylor ante una variación 

en la entrada del +10% y en la Figura 2.10. ante una variación de -10%.  

 

Figura 2.9. Concentración producto ante una variación tipo paso en la entrada del +10% 
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Figura 2.10. Concentración producto ante una variación tipo paso en la entrada del -10% 

Para la función lineal de la temperatura, se reemplaza la Ecuación 2.18 en la Ecuación 

2.19, obteniendo: 

 Δ𝑇 = 322.1380.4825𝑠 + 1 [−0.005235(0.59𝑠 + 1) Δ𝑇] + 4.01890.4825𝑠 + 1𝛥𝑈 (2.22) 

Resolviendo la Ecuación 2.22: 

 Δ𝑇 + ( 1.686(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1))Δ𝑇 = 4.01890.4825𝑠 + 1𝛥𝑈  

 ((0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) + 1.686(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) )Δ𝑇 = 4.01890.4825𝑠 + 1𝛥𝑈  

 𝛥𝑇 = 4.0189(0.59𝑠 + 1)(0.4825𝑠 + 1)(0.59𝑠 + 1) + 1.686 𝛥𝑈  

 𝛥𝑇 = 14.1175(0.59𝑠 + 1)𝑠2 + 3.7675𝑠 + 9.4353 𝛥𝑈  

 Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.23. 

 𝛥𝑇 = 15.396(0.59𝑠 + 1)𝑠2 + 3.95855𝑠 + 10.72483 𝛥𝑈 (2.23) 

En la Figura 2.11. se tiene una comparativa del sistema no lineal de la concentración 

producto en el reactor con el modelo aproximado por Series de Taylor ante una variación 

del +10% en la entrada y en la Figura 2.12. ante una variación de -10%. 
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Figura 2.11. Temperatura ante una variación tipo paso en la entrada del +10% 

 

Figura 2.12. Temperatura ante una variación tipo paso en la entrada del -10% 

2.2.2 LINEALIZACIÓN EMPÍRICA O IDENTIFICACIÓN DE MODELADO 

Empleando la descripción hecha en el capítulo 1 sobre la identificación de modelado, se 

presenta en esta sección el modelado empírico de las dos plantas no lineales tomadas 

como procesos de prueba. Para el tanque cónico y el reactor CSTR se realiza una 

aproximación a un sistema de primer orden con retardo.  
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Las ecuaciones que se emplean para obtener el modelo que describe la Ecuación 1.5, un 

sistema de orden reducido de tipo FOPDT, son tres: La Ecuación 1.9 define la ganancia; la 

Ecuación 1.12, la constante de tiempo, y la Ecuación 1.13, el retardo de tiempo. 

2.2.2.1 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Para este proceso, se aplica una variación del +10% en la apertura de la válvula de 0.1772 

a 0.1949 [p.u]. Esta entrada Δ𝑢 al instante de tiempo 2000 [seg], se muestra en la Figura 

2.13.  

 

Figura 2.13. Variación tipo paso en la entrada del sistema de +10% 

La respuesta que provoca el proceso ante esta entrada es la que se aprecia en la Figura 

2.14. Además, en la misma, se muestra la salida no lineal, la aproximación al modelo 

FOPDT para un paso se obtiene tanto para el transmisor de nivel como para la salida del 

proceso. Los parámetros requeridos para el modelado del sistema se establecen de la 

salida anterior. 

En la Ecuación 2.24 se realiza el cálculo de la ganancia para un cambio de referencia 𝐾; 

 𝐾 =  0.3069 − 0.35260.19492 − 0.1772  = −2.579 (2.24) 

en la Ecuación 2.25, el cálculo de la constante de tiempo 𝜏; 
 𝜏 =  1.5(141.610 − 50.745) = 136.2975 (2.25) 
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en la Ecuación 2.26, el cálculo del retardo de tiempo 𝑡𝑜; 

     𝑡𝑜 = 141.610 − 136.2975 = 5.3125 (2.26) 

Con los parámetros ya determinados, se elabora la aproximación de la función de 

transferencia de primer orden con retardo de esta respuesta: 

 𝐺(𝑠) =  − 2.579136.2975𝑠 + 1 𝑒−5.3125𝑠  

Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.27. 

 𝐺𝑇𝑂(𝑠) =  − 2.768162.79𝑠 + 1𝑒−2.65625𝑠 (2.27) 

La respuesta que produce la aproximación encontrada con la variación de entrada de +10% 

en contraste con la salida no lineal del sistema se aprecia en la Figura 2.14, mientras que 

para una variación del -10% se aprecia en la Figura 2.15. 

 

Figura 2.14. Salida en el transmisor ante una entrada tipo paso en la entrada de +10% 
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Figura 2.15. Salida en el transmisor ante una entrada tipo paso en la entrada de -10% 

En la Ecuación 2.28 se realiza el cálculo de la ganancia para un cambio de referencia 𝐾; 

 𝐾 =  46.04 − 52.893373.2 − 400 = 0.2557 (2.28) 

en la Ecuación 2.29, el cálculo de la constante de tiempo 𝜏; 
 𝜏 =  1.5(135.721 − 49.036) = 130.0275 (2.29) 

en la Ecuación 2.30, el cálculo del retardo de tiempo 𝑡𝑜. 

 𝑡𝑜 = 135.721 − 130.0275 = 5.6935 (2.30) 

Con los parámetros ya determinados, se elabora la aproximación de la función de 

transferencia de primer orden con retardo de esta respuesta: 

𝐺(𝑠) =  0.2557130.0275𝑠 + 1𝑒5.6935𝑠 
Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.31. 

 𝐺(𝑠) =  0.2647161.7292𝑠 + 1 𝑒2.8468𝑠 (2.31) 

La respuesta que produce la aproximación encontrada con la variación de entrada de +10% 

en contraste con la salida no lineal del sistema se aprecia en la Figura 2.16., mientras que 

para una variación del -10% se aprecia en la Figura 2.17.  
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Figura 2.16. Salida del sistema ante una entrada tipo paso en la entrada de +10% 

 

Figura 2.17. Salida del sistema ante una entrada tipo paso en la entrada de -10% 

2.2.2.2 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

En condiciones iniciales, la temperatura de la chaqueta en el reactor es de 107.679 [deg.R]. 

A esta entrada se le hace una variación del -10%, de forma que se tiene una Δ𝑢 − al 

instante de tiempo 10 [min], como se muestra en la Figura 2.18. 
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Figura 2.18. Variación tipo paso en la entrada de -10% 

La respuesta para la concentración que provoca el proceso ante esta entrada ∆𝑢 + es la 

que se aprecia en la Figura 2.19. Además, en la misma, se muestra la salida no lineal y la 

aproximación al modelo de primer orden con retardo ante entrada tipo paso. Los 

parámetros requeridos para el modelado del sistema se establecen de la salida 

mencionada. 

En la Ecuación 2.32, se realiza el cálculo de la ganancia para un cambio de referencia 𝐾−; 

 𝐾− = 0.328 − 0.24696.9111 − 107.679  = −0.007615 (2.32) 

en la Ecuación 2.33, el cálculo de la constante de tiempo 𝜏; 
 𝜏 =  1.5(0.788 − 0.366) = 0.633 (2.33) 

en la Ecuación 2.34, el cálculo del retardo de tiempo 𝑡𝑜; 

 𝑡𝑜 = 0.788 − .633 = 0.155 (2.34) 

Con los parámetros ya determinados, se elabora la aproximación de la función de 

transferencia de primer orden con retardo de tiempo de esta respuesta, obteniendo: 

 𝐺𝐶(𝑠) =  − 0.0076150.633𝑠 + 1 𝑒−0.155𝑠  

Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.35. 
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 𝐺𝐶(𝑠) =  −0.00729320.633𝑠 + 1 𝑒−0.155𝑠 (2.35) 

Para validar la respuesta, se observa también la salida ante una variación en la entrada de 

+10% además de la variación de entrada de -10%. Las mismas están en contraste con la 

salida no lineal del sistema y se aprecian en la Figura 2.19. y Figura 2.20. respectivamente. 

 

Figura 2.19. Concentración producto del sistema ante la variación tipo paso en la entrada 

de +10% 

 

Figura 2.20. Concentración producto del sistema ante la variación tipo paso en la entrada 

de -10% 
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Por otro lado, la respuesta para la temperatura en el reactor que provoca el proceso ante 

esta entrada ∆u+ es la que se aprecia en la Figura 2.20. Además, en la misma, se muestra 

la salida no lineal, la aproximación al modelo de primer orden con retardo de tiempo para 

una entrada tipo paso. Los parámetros requeridos para el modelado del sistema se 

establecen de la salida mencionada. 

En la Ecuación 2.36, se realiza el cálculo de la ganancia para un cambio de referencia 𝐾−; 

 𝐾− = 584.2 − 60096.9111 − 107.679  = 1.4673 (2.36) 

en la Ecuación 2.37, el cálculo de la constante de tiempo 𝜏; 
 𝜏 =  1.5(0.136 − 0.053) = 0.1245 (2.37) 

en la Ecuación 2.38, el cálculo del retardo de tiempo 𝑡𝑜; 

 𝑡𝑜 = 0.136 − .1245 = 0.0115 (2.38) 

Con los parámetros ya determinados, se elabora la aproximación de la función de 

transferencia de primer orden con retardo de tiempo de esta respuesta, obteniendo: 

 𝐺𝑇(𝑠) =  1.46730.1245𝑠 + 1 𝑒−0.0115𝑠  

Ajustando los valores para obtener una mejor respuesta al momento de la simulación, se 

obtiene la función de transferencia descrita en la Ecuación 2.39. 

 𝐺𝑇(𝑠) =  1.441380.1245𝑠 + 1 𝑒−0.0115𝑠 (2.39) 

La respuesta que produce la aproximación encontrada con la variación de entrada de +10% 

en contraste con la salida no lineal del sistema se aprecia en la Figura 2.21; mientras que 

ante una variación de entrada de -10%, se observa en la Figura 2.22. 

 

Figura 2.21. Temperatura en el reactor ante la variación tipo paso en la entrada de +10% 
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Figura 2.22. Temperatura en el reactor ante la variación tipo paso en la entrada de -10% 

2.2.3 LINEALIZACIÓN POR TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 

Con la descripción hecha en el capítulo 1 sobre la técnica de linealización por 

transformación de coordenadas, se presenta en esta sección el modelado de las dos 

plantas no lineales tomadas como procesos de prueba. Un aspecto importante es debido 

a que en esta linealización no se puede comparar con el sistema no lineal esto se debe a 

que, en el nuevo sistema, se debe diseñar el controlador y luego regresar al sistema 

original. 

Las ecuaciones que se emplean para obtener el modelo que describe la Ecuación 1.18, un 

sistema en nuevas coordenadas, son tres. La Ecuación 1.24 indica la forma en la cual se 

debe escribir el sistema; la Ecuación 1.29, para obtener la variable 𝑔(𝑥), y la Ecuación 

1.32, para obtener la variable 𝑞(𝑥, 𝑢). 
2.2.3.1 PROCESO DEL TANQUE CONICO 

Con la Ecuación 2.10: 

 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ𝜋ℎ2 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2         
 

Tomando en cuenta que: 

𝛾 = 1𝜋 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2       
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𝛽 = 𝛾𝐾𝑣     
Se obtiene la Ecuación 2.40: 

 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝛾𝐹𝑐ℎ−2 − 𝛽ℎ−32 (2.40) 

Reescribiendo dicha ecuación y sabiendo que h es la variable por controlar y Fc la entrada 

del sistema, se obtiene la Ecuación 2.41: 

 𝑑𝑥𝑑𝑡 = −𝛽𝑥−32 + 𝛾𝑢𝑥−2 (2.41) 

Con la Ecuación 1.25, se tiene para este sistema que: 

                                         𝑓1(𝑥) =  𝑥−32                      𝑐1 = −𝛽                                                                               𝑓2(𝑥, 𝑢) = 𝑢𝑥−2                 𝑐2 = 𝛾                                            
Para obtener 𝑧, se usa la forma descrita en la Ecuación 1.29, obteniendo: 

𝑐1𝑓1(𝑥) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑎 = −𝛽𝑥−32 
𝑓1(𝑥) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑎𝑐1 = 𝑘1 

𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑘1𝑓1(𝑥) 
𝑔(𝑥) = ∫ 𝑘1𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥 

𝑔(𝑥) = 𝑘1∫ 1𝑥−32 𝑑𝑥 

𝑔(𝑥) = 𝑘1∫𝑥32𝑑𝑥 

Finalmente, se integra la expresión para obtener la función 𝑔(𝑥) descrita en la Ecuación 

2.42: 

 𝑔(𝑥) = 25 𝑘1𝑥52 (2.42) 

Para obtener 𝑢, se utiliza la forma descrita en la Ecuación 1.32: 

𝑐2𝑓2(𝑥, 𝑢) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑏𝑣 = 𝛾𝑢𝑥−2   
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𝑓2(𝑥, 𝑢) 𝑑𝑔𝑑𝑥 = 𝑏𝑣𝑐2  

𝑓2(𝑥, 𝑢) = 𝑏𝑣𝑓1(𝑥)𝑐2𝑘1  

𝑢𝑥−2 = 𝑘2𝑣𝑥−32 

Aquí se despeja la variable 𝑢 y se tiene lo descrito en la Ecuación 2.43: 

 𝑢 = 𝑘2𝑣𝑥12 = 𝑞(𝑣, 𝑥) (2.43) 

Para encontrar los valores de las constantes 𝑎 y 𝑏 se parte reemplazando los valores en la 

Ecuación 2.41: 𝑑𝑥𝑑𝑡 = −251.766𝑥−32 + 4.5776𝑢𝑥−2   
Luego se tiene: 

𝑘1 = 𝑎𝑐1 𝑘1 = 𝑎−251.766 

Se busca que el valor en 𝑔(𝑥) únicamente se tenga la variable 𝑥; por ello: 

𝑘1 = 𝑎−251.766 = 52 

Despejando el valor de 𝑎: 

𝑎 = 52 (−251.766) 𝑎 = −629.415 

Para el valor de 𝑏 se tiene: 

𝑘2 = 𝑏𝑐2𝑘1 
De igual forma se busca que el valor en 𝑞(𝑣, 𝑥) únicamente se tenga las variables 𝑥 𝑦 𝑣; 

por ello: 

𝑘2 = 𝑏52 (4.5776) = 1 
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Despejando el valor de 𝑏: 𝑏 = 11.444 

Finalmente, el nuevo sistema lineal queda de la forma descrita en la Ecuación 2.44: 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = −629.415 + 11.444𝑣  (2.44) 

2.2.3.2 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

Con la Ecuación 2.13: 

 𝑑𝐶𝑑𝑡 =  𝐹𝑉 (𝐶𝑜 − 𝐶) − 𝐶𝑎𝑒−𝑏𝑇  

Tomando en cuenta que: 

𝑘 = 𝐹𝑉 𝐶𝑜 

Se obtiene la Ecuación 2.45: 

 𝑑𝐶𝑑𝑡 = −𝐹𝑉 𝐶 + 𝑘 − 𝑎𝐶𝑒−𝑏𝑇 (2.45) 

Reescribiendo dicha ecuación y sabiendo que 𝐶 es la variable por controlar y 𝑒−𝑏𝑇 la entrada 

del sistema, se obtiene la Ecuación 2.46: 

 𝑑𝑥1𝑑𝑡 = −𝐹𝑉 𝑥1 + 𝑘 − 𝑎𝑥1𝑢 (2.46) 

Con la Ecuación 1.25, se tiene para este sistema que: 

𝑓1(𝑥1) =  𝑥1                         𝑐1 = −𝐹𝑉 

 𝑓2(𝑥1, 𝑢) = (𝑥1𝑢 − 𝑘𝑎)       𝑐2 = −𝑎    
Para obtener 𝑧 , se usa la forma descrita en la Ecuación 1.29, obteniendo: 

𝑐1𝑓1(𝑥1) 𝑑𝑔𝑑𝑥1 = 𝑎 = −𝐹𝑉 𝑥1 
𝑓1(𝑥1) 𝑑𝑔𝑑𝑥1 = 𝑎𝑐1 = 𝑘1 

𝑑𝑔𝑑𝑥1 = 𝑘1𝑓1(𝑥1) 
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𝑔(𝑥1) = ∫ 𝑘1𝑓1(𝑥1) 𝑑𝑥1 
𝑔(𝑥1) = 𝑘1∫ 1𝑥1 𝑑𝑥1 

Finalmente, se integra la expresión para obtener la función 𝑔(𝑥) descrita en la Ecuación 

2.47: 

 𝑔(𝑥1) = 𝑘1𝑙𝑛(𝑥1) (2.47) 

Para obtener 𝑢, se utiliza la forma descrita en la Ecuación 1.32: 

𝑐2𝑓2(𝑥1, 𝑢) 𝑑𝑔𝑑𝑥1 = 𝑏𝑣 =  −𝑎 (𝑥1𝑢 − 𝑘𝑎)   
𝑓2(𝑥1, 𝑢) 𝑑𝑔𝑑𝑥1 = 𝑏𝑣𝑐2  

𝑓2(𝑥1, 𝑢) = 𝑏𝑣𝑓1(𝑥1)𝑐2𝑘1 = 𝑘2𝑣𝑓1(𝑥1) 
𝑥1𝑢 − 𝑘𝑎 = 𝑘2𝑣𝑥1 

𝑥1𝑢 = 𝑘2𝑣𝑥1 − 𝑘𝑎 

Aquí se despeja la variable 𝑢 y se tiene lo descrito en la Ecuación 2.48: 

 𝑢 = 𝑘2𝑣 − 𝑘/𝑎𝑥1 = 𝑞(𝑣, 𝑥1) (2.48) 

Para encontrar los valores de las constantes 𝑎 y 𝑏 se parte reemplazando los valores en la 

Ecuación 2.46: 𝑑𝑥1𝑑𝑡 = −56 𝑥1 + 512 − 7.08𝑥1010𝑥1𝑢   
Luego se tiene: 

𝑘1 = 𝑎𝑐1 𝑘1 = 𝑎−5/6 

Se busca que el valor en 𝑔(𝑥1) únicamente se tenga la variable 𝑥1; por ello: 

𝑘1 = 𝑎−5/6 = 1 
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Despejando el valor de 𝑎: 

𝑎 = −56 
Para el valor de 𝑏 se tiene: 

𝑘2 = 𝑏𝑐2𝑘1 

De igual forma se busca que el valor en 𝑞(𝑣, 𝑥1) únicamente se tenga las variables 𝑥1 𝑦 𝑣; 

por ello: 

𝑘2 = 𝑏7.08𝑥1010 = 1 

Despejando el valor de 𝑏: 𝑏 = 7.08𝑥1010 

Finalmente, el nuevo sistema lineal queda de la forma descrita en la Ecuación 2.49: 

  𝑑𝑧𝑑𝑡 = −56 + 7.08𝑥1010𝑣  (2.49) 

2.2.4 LINEALIZACIÓN ENTRADA/SALIDA CON DIFERENCIADOR 

En el capítulo 1 se tiene una descripción de la técnica de linealización entrada – salida con 

diferenciador, con lo cual, en esta sección se presenta el modelado de las dos plantas no 

lineales tomadas como procesos de prueba. Un aspecto importante en esta linealización al 

igual que en la anterior técnica es que no se puede comparar con el sistema no lineal esto 

se da principalmente porque, en el nuevo sistema, se debe diseñar el controlador en 

conjunto con la linealización. 

Las ecuaciones que se emplean para obtener el modelo de la dinámica lineal y del bloque 

diferenciador se describen en la Ecuación 1.54 y la Ecuación 1.55 respectivamente. 

2.2.4.1 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Para este proceso, se muestra las ecuaciones que describen el modelo para partir desde 

este punto: 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ𝐴  

𝐴 =  𝜋 ∗ ℎ2 ∗ 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2 
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𝐹𝑐(𝑡) =  𝐹𝑚𝑎𝑥 ∗ 𝛼−𝑚(𝑡) 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 1𝜏𝑙 ( ℎ150 − 𝑇𝑂) 
Ajustando las ecuaciones anteriores con base en la Ecuación 1.35 y la Ecuación 1.36, 

además tomando en cuenta que  𝑦 = ℎ: 

𝑥̇ = −𝛽𝑥−32 + 𝛾𝑢𝑥−2 

𝛾 = 1𝜋 𝑅𝑚𝑎𝑥2𝐻𝑚𝑎𝑥2       𝛽 = 𝛾𝐾𝑣 𝑦 = ℎ 

En este punto, se procede a realizar la primera derivada de Lie de la salida y se obtiene la 

Ecuación 2.50: 𝑦̇ =  𝐿𝑓  ℎ(𝑥) 
𝑦̇ =  𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥 𝑓(𝑥) 

 𝑦̇ = −𝛽𝑥−32 + 𝛾𝑢𝑥−2 ≠ 0 (2.50) 

Al observar que la primera derivada es distinta de cero, se establece que su grado relativo 

es 𝑟 = 1. 

Con la Ecuación 1.54 y la Ecuación 1.55 respectivamente: 𝑑𝑟𝑦𝑑𝑡𝑟 + 𝛽1 𝑑𝑟𝑦𝑑𝑡𝑟 +⋯+ 𝛽𝑟𝑦 = 𝑣 

𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠𝑟 + 𝛽1𝑠𝑟−1 +⋯+ 𝛽𝑟(1 + 𝜀𝑠)𝑟  

Con el grado relativo encontrado 𝑟 = 1, se tiene la Ecuación 2.51 y la Ecuación 2.52: 

 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 𝛽1𝑦 = 𝑣 (2.51) 

 𝐷(𝑠) = 𝑠 + 𝛽11 + 𝜀𝑠 (2.52) 

Donde 𝛽1 y 𝜀 son parámetros que se pueden elegir libremente y se ajusten a las 

necesidades del sistema. 
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Para este caso se eligieron los valores de 𝛽1 = 5 y 𝜀 = 10, obteniendo: 

 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 5𝑦 = 𝑣 (2.53) 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠 + 51 + 10𝑠 (2.54) 

2.2.4.2 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

Para este proceso, se muestra las ecuaciones que describen el modelo para partir desde 

este punto: 

𝑥1̇ = 𝐹𝑉 (𝐶𝑜 − 𝑥1) − 𝑎𝑥1𝑒− 𝑏𝑥2 
𝑥2̇ = 𝐹𝑉 (𝑇𝑜 − 𝑥2) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑥1𝑒− 𝑏𝑥2 − ℎ𝑉𝐶𝑝 (𝑥2 − 𝑈) 𝑦 = 𝑥2 − 𝑇  

Ajustando las ecuaciones anteriores con base en la Ecuación 1.35 y la Ecuación 1.36: 

𝑥̇ = [   
 − 𝐹𝑉 − 𝑎𝑒− 𝑏𝑥2 0𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒− 𝑏𝑥2 −𝐹𝑉 − ℎ𝑉𝐶𝑝]   

 [𝑥1𝑥2] + [ 0ℎ𝑉𝐶𝑝] 𝑢 

𝑦 = [0 1] [𝑥1𝑥2] 
En este punto, se procede a realizar la primera derivada de Lie de la salida y se obtiene la 

Ecuación 2.55: 𝑦̇ =  𝐿𝑓 ℎ(𝑥) + 𝐿𝑔 ℎ(𝑥)𝑢 

𝑦̇ =  𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥2 𝑓(𝑥) + 𝜕ℎ(𝑥)𝜕𝑥2 𝑔(𝑥)𝑢 

 𝑦̇ = [1 0] [   
 −𝐹𝑉 − 𝑎𝑒− 𝑏𝑥2 0𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒− 𝑏𝑥2 −𝐹𝑉 − ℎ𝑉𝐶𝑝]   

 + [1 0] [ 0ℎ𝑉𝐶𝑝] 𝑢 = 0 (2.55) 

Al observar que la primera derivada es igual a cero, se debe continuar con las derivadas 

de Lie. Entonces aplicando la segunda derivada de Lie de la salida, se obtiene la Ecuación 

2.56: 𝑦̈ =   𝐿𝑓2ℎ(𝑥) + 𝐿𝑓𝐿𝑔 ℎ(𝑥)𝑢 
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𝑦̈ =  𝜕 (𝐿𝑓 ℎ(𝑥))𝜕𝑥2 𝑓(𝑥) + 𝜕 (𝐿𝑓 ℎ(𝑥))𝜕𝑥2 𝑔(𝑥)𝑢 

 𝑦̇ = [0 1] [   
 −𝐹𝑉 − 𝑎𝑒− 𝑏𝑥2 0𝑎𝐿𝐶𝑝 𝑒− 𝑏𝑥2 −𝐹𝑉 − ℎ𝑉𝐶𝑝]   

 + [0 1] [ 0ℎ𝑉𝐶𝑝] 𝑢 ≠ 0 (2.56) 

Al observar que la segunda derivada es distinta de cero, se establece que su grado relativo 

es 𝑟 = 2. 

Con la Ecuación 1.54 y la Ecuación 1.55 respectivamente: 𝑑𝑟𝑦𝑑𝑡𝑟 + 𝛽1 𝑑𝑟𝑦𝑑𝑡𝑟 +⋯+ 𝛽𝑟𝑦 = 𝑣 

𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠𝑟 + 𝛽1𝑠𝑟−1 +⋯+ 𝛽𝑟(1 + 𝜀𝑠)𝑟  

Con el grado relativo encontrado 𝑟 = 2, se tiene la Ecuación 2.57 y la Ecuación 2.58: 

 𝑑2𝑦𝑑𝑡2 + 𝛽1 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 𝛽2𝑦 = 𝑣 (2.57) 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠2 + 𝛽1𝑠 + 𝛽2(1 + 𝜀𝑠)2  (2.58) 

Donde 𝛽1, 𝛽2 y 𝜀 son parámetros que se pueden elegir libremente y se ajusten a las 

necesidades del sistema. 

Para este caso se eligieron los valores de 𝛽1 = 7.5, 𝛽2 = 5 y 𝜀 = 2. 

 𝑑2𝑦𝑑𝑡2 + 7.5𝑑𝑦𝑑𝑡 + 5𝑦 = 𝑣 (2.59) 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠2 + 7.5𝑠 + 5(1 + 2𝑠)2  (2.60) 

2.2.5 PUNTOS DE OPERACIÓN O PUNTOS DE EQUILIBRIO 

2.2.5.1 PUNTOS DE EQUILIBRIO PARA EL PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Considerando las Ecuaciones 2.10, 2.11 y 2.12 e igualando a cero, se tiene: 

 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ𝐴  (2.10) 

 𝑑ℎ𝑑𝑡 = 𝐹𝑐(𝑡) − 𝐾𝑣√ℎ𝐴 = 0  
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De aquí se despeja el valor de h: 

ℎ̅ =   (𝐹𝑐(𝑡)𝐾𝑣 )2 
ℎ̅ =   (40055 )2 = 52.893 [𝑐𝑚]  

También se obtiene el valor de la posición de la válvula 𝐹𝑐(𝑡) =  𝐹𝑚𝑎𝑥𝛼−𝑚(𝑡) (2.11) 

De aquí despejamos el valor de 𝑚(𝑡): 
ln𝛼 (−𝑚̅) =   ln (𝐹𝑐(𝑡)𝐹𝑚𝑎𝑥) 

𝑚̅ =  − ln (𝐹𝑐(𝑡)𝐹𝑚𝑎𝑥)ln 𝛼  

𝑚̅ =  − ln (400800)ln 50  

𝑚̅ = 0.1772 𝑝𝑢 

Finalmente, obtenemos el valor de la señal del transmisor TO: 

 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 1𝜏 ( ℎ150 − 𝑇𝑂) (2.12) 

 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 1𝜏 ( ℎ150 − 𝑇𝑂) = 0  

𝑇𝑂̅̅ ̅̅ =   ℎ̅150 

𝑇𝑂̅̅ ̅̅ =   52.893150  

𝑇𝑂̅̅ ̅̅ = 0.3526 𝑝𝑢 

2.2.5.2 PUNTOS DE EQUILIBRIO PARA EL PROCESO DEL REACTOR DE 
TANQUE CONINUAMENTE AGITADO 

Tomando en cuenta las Ecuaciones 2.13, 2.14 y de manera similar igualando a cero se 

obtiene: 𝑇̅ = 600 [𝑑𝑒𝑔. 𝑅] 
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 𝑑𝐶𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝐶𝑜 − 𝐶) − 𝑎𝐶𝑒−𝑏𝑇 (2.13) 𝑑𝐶𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝐶𝑜 − 𝐶) − 𝑎𝐶𝑒−𝑏𝑇 = 0 

 𝐹𝑉 𝐶 + 𝑎𝐶𝑒−𝑏𝑇 = 𝐹𝑉 𝐶𝑜 

 𝐶 + 𝑉𝐹 𝑎𝐶𝑒−𝑏𝑇 = 𝐶𝑜 

 𝐶 (1 + 𝑉𝐹 𝑎𝑒−𝑏𝑇) = 𝐶𝑜 

𝐶̅ = 𝐶𝑜(1 + 𝑉𝐹 𝑎𝑒−𝑏𝑇) 
𝐶̅ = 0.75(1 + 20002400 (7.08𝑥1010)𝑒−15080600 ) 

𝐶̅ = 0.246 [𝑙𝑏/𝑙𝑏] 
También se obtiene el valor para la entrada 𝑈: 

 𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝑇𝑜 − 𝑇) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝐶𝑒−𝑏𝑇 − ℎ𝑉𝐶𝑝 (𝑇 − 𝑈)  (2.14) 𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝐹𝑉 (𝑇𝑜 − 𝑇) − 𝑎𝐿𝐶𝑝 𝐶𝑒−𝑏𝑇 − ℎ𝑉𝐶𝑝 (𝑇 − 𝑈)  = 0 

𝐶𝑝𝐹ℎ 𝑇𝑜 − 𝐶𝑝𝐹ℎ 𝑇 − 𝑉𝑎𝐿ℎ 𝐶𝑒−𝑏𝑇 − 𝑇 + 𝑈 = 0 

𝑈 = 𝑇 − 𝐶𝑝𝐹ℎ 𝑇𝑜 + 𝐶𝑝𝐹ℎ 𝑇 + 𝑉𝑎𝐿ℎ 𝐶𝑒−𝑏𝑇 

𝑈 = 600 − 0.75(2400)15000 (5320) + 0.75(2400)15000 (600) + 2000(7.08𝑥1010)(600)15000 (0.246)𝑒−15080600  

𝑈 = 107.679 [𝑑𝑒𝑔. 𝑅] 
2.2 ESQUEMA Y DISEÑO DE SMC 

En esta sección, se muestra el diseño de los controladores por modos deslizantes (SMC) 

con las distintas técnicas de linealización desarrolladas para cada proceso.  
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Figura 2.23. Interpretación gráfica del SMC [13] 

Además, en este segundo capítulo, la superficie deslizante se identifica como 𝑆(𝑡), la 

misma que indica el comportamiento global del esquema de control, en términos de 

estabilidad y desempeño para seguimiento. Con todo lo mencionado anteriormente, se 

muestra el desarrollo matemático de los controladores para cada técnica de linealización 

en el tanque cónico y en el reactor de tanque continuamente agitado. 

2.2.1 CONTROLADOR POR MODOS DESLIZANTES PARA LA 
LINEALIZACIÓN APROXIMADA O EXPANSIÓN DE SERIES DE 
TAYLOR 

2.2.5.2 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO  

Tomando en cuenta la Ecuación 2.15, la Ecuación 2.16 y la Ecuación 2.17   encontradas 

para esta linealización: 

 𝐺1(𝑠) = ΔℎΔ𝐹𝑐 = 0.264707(161.6344𝑠 + 1) (2.15) 

 𝐺2(𝑠) = Δ𝐹𝑐Δ𝑚 =  −1565.9632 (2.16) 

 𝐺3(𝑠) = Δ𝑇𝑂Δℎ =  0.0066670.2𝑠 + 1  (2.17) 

Considerando: 

𝐺1(𝑠) = 𝑋(𝑡)𝑈(𝑡) 
Con esto se obtiene lo mostrado en la Ecuación 2.61: 

 𝑋(𝑡) =  0.264707(161.6344𝑠 + 1)𝑈(𝑡) (2.61) 
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Con: 𝑋(𝑡) = 𝑇𝑂(𝑡) − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅  

Despejando y dejando a cada lado un factor, se obtiene la Ecuación 2.62: 

 (161.6344𝑠 + 1)(𝑇𝑂(𝑡) − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ ) = 0.264707𝑈(𝑡) (2.62) 

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la Ecuación 2.61, se obtiene la Ecuación 

2.63: 

 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡 + 1161.634 𝑇𝑂(𝑡) − 1161.634 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ = 0.2647161.634 𝑈(𝑡) (2.63) 

En esta ecuación diferencial se observa que el orden 𝑛 = 1, por lo tanto, la superficie 

mostrada en la Ecuación 1.69 queda descrita en la Ecuación 2.64: 

 𝑆(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 𝜆∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.64) 

Con la derivada aplicada a la Ecuación 2.69, se obtiene la expresión descrita en la Ecuación 

2.65: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑒(𝑡) (2.65) 

Con: 𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑡) − 𝑇𝑂(𝑡) 
Reemplazando esta expresión, se obtiene la Ecuación 2.66: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑅(𝑡) − 𝜆𝑇𝑂(𝑡) = 0 (2.66) 

Sumando la Ecuación 2.63 y la Ecuación 2.66, se tiene la siguiente expresión: 

 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑅(𝑡) − 𝜆𝑇𝑂(𝑡) + 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡 1161.634 𝑇𝑂(𝑡)… 

… − 1161.634 𝑇𝑂̅̅ ̅̅  = 0.2647161.634 𝑈𝐶(𝑡) (2.67) 

En la Ecuación 2.64, se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, resultando la Ecuación 

2.68.: 

 𝜆𝑅(𝑡) + ( 1161.634 − 𝜆) 𝑇𝑂(𝑡) − 1161.634 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ = 0.2647161.634𝑈𝐶(𝑡) (2.68) 
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Aquí se observa que: 

𝜆 = 1161.634 

Finalmente, la Ecuación 2.68 se simplifica a la siguiente expresión: 

 𝑈𝐶(𝑡) = 3.3778 𝑅(𝑡) (2.69) 

Los parámetros de la parte discontinua 𝐾𝐷 y 𝛿 generalmente se encuentran en el rango de 

0 – 1; sin embargo, algunas veces, el sistema de control trabaja en porcentaje con lo cual 

la señal se encuentra entre 0-100. En este caso, estos valores se los multiplica por 100. 

Finalmente, la acción de control queda descrita como la suma de la parte continua y la 

parte discontinua: 

 𝑈(𝑡) = 3.3778𝑅(𝑡) + 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿 (2.70) 

Los valores de 𝐾𝐷 y 𝛿 se plantearon con un valor de 0.3 y luego se ajustaron hasta obtener 

una respuesta adecuada. De igual forma con el valor de 𝜆, se realiza un ajuste. 

 𝑈(𝑡) = 3.3778𝑅(𝑡) + 0.3 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.3 (2.71) 

Teniendo en cuenta que: 𝑈(𝑡) = 𝑚(𝑡) − 𝑚̅(𝑡) 
Finalmente, la acción de control para la válvula es: 

 𝑚(𝑡) = 0.1772 + 3.7778𝑅(𝑡) + 0.3 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.3    

El valor de la ganancia usado en superficie deslizante es aquella función linealizada para 

el flujo del sistema y queda descrita en la Ecuación 2.72: 

 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−1565.9632 ) [0.8𝑒(𝑡) + 0.00618∫𝑒(𝑡)𝑑𝑡] (2.72) 

Al realizar el ajuste de la parte discontinua, la acción de control para la válvula queda de la 

siguiente forma: 

 𝑚(𝑡) = 0.1772 − 0.0015𝑅(𝑡) + 0.32578 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.099   (2.73) 

La superficie deslizante, queda de la forma descrita en la Ecuación 2.74: 

 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−1565.9632 ) [2.1𝑒(𝑡) + 0.01012∫𝑒(𝑡)𝑑𝑡] (2.74) 
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2.2.5.3 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

Tomando en cuenta la Ecuación 2.21 y la Ecuación 2.23 encontradas para esta 

linealización: 

 𝐺4(𝑠) = 𝛥𝐶𝛥𝑈 = − 0.07783𝑠2 + 3.9585𝑠 + 10.7248  (2.21) 

 𝐺5(𝑠) = 𝛥𝑇𝛥𝑈 = 15.396(0.59𝑠 + 1)𝑠2 + 3.95855𝑠 + 10.72483 (2.23) 

 

Considerando: 

𝐺4(𝑠) = 𝑋(𝑡)𝑈(𝑡) 
Con esto se obtiene lo mostrado en la Ecuación 2.75: 

 𝑋(𝑡) = − 0.07783𝑠2 + 3.9585𝑠 + 10.7248𝑈(𝑡)  (2.75) 

Escribiendo la Ecuación 2.75 en forma de ecuación diferencial, se tiene: 

 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 3.95855 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 10.72483𝑋(𝑡) = −0.07783𝑈(𝑡) (2.76) 

En esta ecuación diferencial se observa que el orden es 𝑛 = 2, por lo tanto, la superficie 

mostrada en la Ecuación 1.69 queda descrita en la Ecuación 2.77: 

 𝑆(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆1𝑒(𝑡) + 𝜆0∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.77) 

Donde  2𝜆 = 𝜆1 and λ2 = λ0. 

Con la derivada aplicada a la Ecuación 2.77, se obtiene la expresión descrita en la Ecuación 

2.78: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑒(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑒(𝑡) (2.78) 

Con: 𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑡) − 𝑋(𝑡) 
Reemplazando esta expresión, se obtiene la Ecuación 2.79: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑋(𝑡) (2.79) 

Sumando la Ecuación 2.76 y la Ecuación 2.79, se tiene la siguiente expresión: 
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 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑋(𝑡) + ⋯ 

…+ 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 3.95855 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 10.72483𝑋(𝑡) = −0.07783𝑈(𝑡) (2.80) 

En la Ecuación 2.77, se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, resultando la Ecuación 

2.81: 

 𝑈𝐶(𝑡) = 1−0.07783 [(3.95855 − 𝜆1) 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 10.72483𝑋(𝑡) + 𝜆0𝑒(𝑡)] (2.81) 

Aquí se observa que: 𝜆1 = 3.95855 

Para asegurar que las superficies deslizantes se comporten como un sistema crítico, 𝜆0 

debe cumplir: 

𝜆0 ≪      𝜆124  

Entonces, para la parte continua del controlador, se tiene: 

𝜆0 =      3.9585524 = 3.9175 

Finalmente, agregando la parte discontinua, se tiene la Ecuación 2.82: 

 𝑈(𝑡) = −12.8485[10.72483𝑋(𝑡) + 3.9175𝑒(𝑡)] + 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿 (2.82) 

Los parámetros de la parte discontinua 𝐾𝐷 y 𝛿 generalmente se encuentran en el rango de 

0 – 1; sin embargo, algunas veces, el sistema de control trabaja en porcentaje con lo cual 

la señal se encuentra entre 0-100. En este caso, estos valores se los multiplica por 100. 

Los valores de 𝐾𝐷 y 𝛿 se plantearon con un valor de 20 y 2 respectivamente para luego 

ajustarse hasta obtener una respuesta adecuada.  

 𝑈(𝑡) = −12.8485[10.72483𝑋(𝑡) + 3.9175𝑒(𝑡)] + 20 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 2 (2.83) 

Con una superficie deslizante descrita en la Ecuación 2.84: 

 (𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−0.07783) [−𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 3.95855𝑒(𝑡) + 3.9175∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡] (2.84) 
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Con los ajustes respectivos al momento de la simulación se obtiene para la acción de 

control la Ecuación 2.85: 

 𝑈(𝑡) = −1.8485[10.72483𝑋(𝑡) + 2.4𝑒(𝑡)] + 50 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 2 (2.85) 

Mientras que la superficie deslizante en la Ecuación 2.86: 

 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−0.07783) [3.95855𝑒(𝑡) + 2.4∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡] (2.86) 

2.2.6 CONTROLADOR POR MODOS DESLIZANTES PARA LA 
LINEALIZACIÓN EMPÍRICA O IDENTIFICACIÓN DE MODELADO 

2.2.6.2 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Tomando en cuenta la Ecuación 2.27 y la Ecuación 2.31 encontradas para esta 

linealización: 

 𝐺𝑇𝑂(𝑠) =  − 2.768162.79𝑠 + 1 𝑒−2.6562𝑠 (2.27) 

 𝐺(𝑠) =  0.2647161.7292𝑠 + 1 𝑒2.8468𝑠 (2.31) 

Considerando la aproximación para el retardo de tiempo: 

𝑒−2.6562𝑠 = 12.6562𝑠 + 1 

Sustituyendo en la Ecuación 2.27, se tiene: 

 𝐺(𝑠) =  − 2.768(162.79𝑠 + 1)(2.6562𝑠 + 1) = 𝑋(𝑡)𝑈(𝑡) (2.87) 

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la Ecuación 2.87, se obtiene la Ecuación 

2.88: 

 [(162.79)(2.6562)] 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + (162.79 + 2.6562) 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑋(𝑡) = ⋯ 

… = −2.768𝑈(𝑡) (2.88) 

Considerando: 𝑋(𝑡) = 𝑇𝑂(𝑡) − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅  

Reemplazando en la Ecuación 2.88: 

 [(162.79)(2.6562)] 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 − [(162.79)(2.6562)] 𝑑2𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡2 +⋯ (2.89) 
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…+ (162.79 + 2.6562) 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 − (162.79 + 2.6562) 𝑑𝑇𝑂̅̅ ̅̅𝑑𝑡 + 𝑇𝑂(𝑡) − ⋯ …− 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ = −2.768𝑈(𝑡) 
Simplificando esta expresión: 

 [(162.790)(2.6562)] 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 + (162.79 + 2.6562) 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + ⋯ 

…+ 𝑇𝑂(𝑡)− 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ = −2.768𝑈(𝑡) (2.90) 

En la Ecuación 2.90 se observa que el orden 𝑛 = 2, por lo tanto, la superficie mostrada en 

la Ecuación 1.69 queda descrita en la Ecuación 2.91: 

 𝑆(𝑡) = ( 𝑑2𝑑𝑡2 + 2𝜆 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 𝜆2)∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.91) 

Con: 2𝜆 = 𝜆1 λ2 = λ0 
La superficie deslizante queda descrita en la Ecuación 2.92: 

 𝑆(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆1𝑒(𝑡) + 𝜆0∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.92) 

Con la derivada aplicada a la Ecuación 2.92, se obtiene la expresión descrita en la Ecuación 

2.93: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑒(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑒(𝑡) (2.93) 

Con: 𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑡) − 𝑇𝑂(𝑡) 
Reemplazando esta expresión, se obtiene la Ecuación 2.94: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑇𝑂(𝑡) (2.94) 

Sumando la Ecuación 2.90 y la Ecuación 2.94, se obtiene la siguiente expresión: 

 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 −⋯ 

…− 𝜆1 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑇𝑂(𝑡)+⋯ 

(2.95) 
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…+ [(162.790)(2.6562)] 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 + (162.79 + 2.6562) 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 +⋯ 

…+ 𝑇𝑂(𝑡) − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅ = −2.768𝑈(𝑡) 
En la Ecuación 2.91, se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, así como las derivadas del 

transmisor, resultando la Ecuación 2.96: 

 𝑈(𝑡) = − [(2.6562)(162.790)2.768 ] [( 162.790 + 2.6562(2.6562)(162.790) − 𝜆1) 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡   
+ 𝑇𝑂(𝑡)(2.6562)(162.790) − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅(2.6562)(162.790) + 𝜆0𝑒(𝑡)] (2.96) 

Aquí se observa que: 

𝜆1 = 162.790 + 2.6562(2.6562)(162.790) 
Para asegurar que las superficies deslizantes se comporten como un sistema crítico, 𝜆0 

debe cumplir: 

𝜆0 ≪      𝜆124  

Agregando la parte discontinua, se tiene la Ecuación 2.97: 

 𝑈(𝑡) = −156.2148 [ 𝑇𝑂(𝑡)(2.6562)(162.790) − 𝑇𝑂̅̅ ̅̅(2.6562)(162.790) + 𝜆0𝑒(𝑡)]+ 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿 

(2.97) 

Entonces, para la parte continua, se tiene: 

𝜆1 = 162.790 + 2.6562(2.6562)(162.790) = 0.3826 

𝜆0 = 14 (0.3826)2 = 0.0366 

Y para la parte discontinua: 

𝐾𝐷 = 0.51|−2.768| (162.7902.6562 )0.76 = 4.205 

𝛿 = 0.68 + 0.12|−2.768|(4.205)(0.3826) = 1.2144 

Considerando: 



79 

𝑈(𝑡) = 𝑚(𝑡) − 𝑚̅ 

Finalmente, la acción de control para la válvula es: 

 𝑚(𝑡) = 0.1772 − 156.2148[0.00231𝑇𝑂(𝑡) + 0.000814 + 0.0366𝑒(𝑡)]+ 4.205 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 1.214 
(2.98) 

Con una superficie deslizante descrita en la Ecuación 2.99: 

 𝑆(𝑡) = 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 − 0.3826𝑒(𝑡) − 0.0366∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.99) 

Realizando los ajustes respectivos, la superficie deslizante queda descrita en la Ecuación 

2.100: 

 𝑆(𝑡) = 0.9𝑒(𝑡) + 0.012∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.100) 

Y la acción de control para la válvula en la Ecuación 2.101: 

 𝑚(𝑡) = 0.1772 − 0.6825𝑇𝑂(𝑡) − 0.034𝑒(𝑡) + 0.8 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.41 (2.101) 

2.2.6.3 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

Considerando la Ecuación 2.35 y la Ecuación 2.39: 

 𝐺𝐶(𝑠) =  −0.00729320.633𝑠 + 1 𝑒−0.155𝑠 (2.35) 

 𝐺𝑇(𝑠) =  1.441380.1245𝑠 + 1 𝑒−0.0115𝑠 (2.39) 

Considerando la aproximación para el retardo de tiempo: 

𝑒−0.155𝑠 = 10.155𝑠 + 1 

Sustituyendo en la Ecuación 2.35, se tiene: 

 𝐺6(𝑠) =  − 0.0072932(0.633𝑠 + 1)(0.155𝑠 + 1) = 𝑋(𝑡)𝑈(𝑡) (2.102) 

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la Ecuación 2.102, se obtiene la Ecuación 

2.103: 

 [(0.633)(0.155)] 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + (0.633 + 0.155) 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 +⋯ …+ 𝑋(𝑡) = −0.0072932𝑈(𝑡) (2.103) 

En la Ecuación 2.103 se observa que el orden 𝑛 = 2, por lo tanto, la superficie queda 

descrita en la Ecuación 2.104: 
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 𝑆(𝑡) = ( 𝑑2𝑑𝑡2 + 2𝜆 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 𝜆2)∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.104) 

Con: 2𝜆 = 𝜆1 λ2 = λ0 
Se obtiene la expresión: 

 𝑆(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆1𝑒(𝑡) + 𝜆0∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.105) 

Aplicando la derivada a la Ecuación 2.105, se obtiene la expresión: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑒(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑒(𝑡) (2.106) 

Considerando: 

 𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑡) − 𝑋(𝑡)  

Reemplazando en la Ecuación 2.106, se obtiene la Ecuación 2.107: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑋(𝑡) (2.107) 

Sumando la Ecuación 2.103 y la Ecuación 2.107: 

 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑋(𝑡) + ⋯ 

…+ [(0.633)(0.155)] 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + (0.633 + 0.155) 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 +⋯ …+ 𝑋(𝑡) = −0.0072932𝑈𝐶(𝑡) 
(2.108) 

En la Ecuación 2.105 se muestra que las derivadas del valor de referencia pueden ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, obteniendo la Ecuación 

2.109: 

 𝑈𝐶(𝑡) = (0.155)(0.633)−0.0072932 … 

… [( 0.155 + 0.633(0.155)(0.633) − 𝜆1) 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑋(𝑡)(0.155)(0.633) + 𝜆0𝑒(𝑡)] (2.109) 

Aquí se observa: 

𝜆1 = 0.155 + 0.633(0.155)(0.633) 
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Para asegurar que las superficies deslizantes se comporten como un sistema crítico, 𝜆0 

debe cumplir: 

𝜆0 ≪      𝜆124  

Agregando la parte discontinua, se tiene la Ecuación 2.110: 

 𝑈(𝑡) = (0.155)(0.633)−0.0072932 [ 𝑋(𝑡)(0.155)(0.633) + 𝜆0𝑒(𝑡)] + 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿 (2.110) 

Los parámetros de la parte discontinua 𝐾𝐷 y 𝛿 generalmente se encuentran en el rango de 

0 – 1, algunas veces, el sistema de control trabaja en porcentaje con lo cual la señal se 

encuentra entre 0-100. En este caso, estos valores se los multiplica por 100. 

Entonces, para la parte continua del controlador, se tiene: 

𝜆1 = 0.155 + 0.633(0.155)(0.633) = 8.03139 

𝜆0 =      8.0313924 = 16.1258 

, para la parte discontinua, se tiene: 

𝐾𝐷 = 0.51|−0.0072932| (0.6330.155)0.76 = 203.736 

𝛿 = 0.68 + 0.12|−0.0072932|(203.736)(8.03139) = 2.112 

Finalmente, la acción de control se describe en la Ecuación 2.111: 

 𝑈(𝑡) = −13.452[10.192𝑋(𝑡) + 16.126𝑒(𝑡)] + 203.736 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 2.112 (2.111) 

La superficie deslizante queda descrita en la siguiente expresión: 

 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−0.0072932) [−𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 8.0314𝑒(𝑡) + 16.126∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡] (2.112) 

Realizando los ajustes al momento de la simulación, la acción de control se describe en la 

Ecuación 2.113: 

 𝑈(𝑡) = −0.0452[12.192𝑋(𝑡) + 16.1258𝑒(𝑡)] + 34.2 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 2.112 (2.113) 

Mientas que la superficie deslizante en la Ecuación 2.114: 

 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(−0.07783) [5.8703𝑒(𝑡) + 6.1258∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡] (2.114) 
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2.2.7 CONTROLADOR POR MODOS DESLIZANTES PARA LA 
LINEALIZACIÓN POR TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 

2.2.7.2 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Considerando la Ecuación 2.42, la Ecuación 2.43 y la Ecuación 2.44 encontradas para esta 

linealización: 

 𝑔(𝑥) = 25 𝑥52 (2.42) 

 𝑞(𝑣, 𝑥) = 𝑣𝑥12 (2.43) 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = −629.415 + 11.444𝑣 (2.44) 

Para la válvula Igualporcentual:           𝐹𝑐(𝑡) =  𝐹𝑚𝑎𝑥𝛼−𝑚(𝑡)             
Para encontrar la superficie deslizante de la función linealizada, se tiene que la nueva 

entrada 𝑣(𝑡) tiene la siguiente forma: 

 𝑣(𝑡) = 𝐾𝐶 {(𝑧∗ − 𝑧) + 1𝜏𝐼 ∫ (𝑧∗ − 𝑧)𝑑𝑡𝑡
0 } (2.115) 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑣 (2.116) 

Donde 𝐾𝐶 y 
1𝜏𝐼 son parámetros de un controlador PI usual. 

Reemplazando la Ecuación 2.115 en la Ecuación 2.116, se obtiene: 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝐾𝐶(𝑧∗ − 𝑧) + 𝑏𝐾𝐶𝜏𝐼 ∫ (𝑧∗ − 𝑧)𝑑𝑡𝑡
0  (2.117) 

Esta es una ecuación integro diferencial, la cual puede ser derivada 1 vez obteniéndose: 

 𝑑2𝑧𝑑𝑡2 + 𝑏𝐾𝐶 𝑑𝑧𝑑𝑡 + 𝑏𝐾𝐶𝜏𝐼 𝑧 = 𝑏𝐾𝐶𝜏𝐼 𝑧∗ (2.118) 

La cual es una ecuación diferencial de segundo orden en z. 

Los parámetros 𝐾𝐶 y 
1𝜏𝐼 se eligen de tal manera que las 2 raíces de la ecuación característica 

de la parte homogénea de la Ecuación 2.118 tengan partes negativas reales, así conseguir 

que el sistema en lazo cerrado sea estable. Cabe mencionar que esto se hace, en un 

control por modos deslizantes, para encontrar el tipo de controlador en la superficie 

deslizante. 
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De acuerdo con la Ecuación 1.69, y la Ecuación 2.44, se observa que el orden del sistema 

es 𝑛 = 1, entonces: 

 𝑆(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 𝜆∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.119) 

Aplicando la derivada a la Ecuación 2.119, se obtiene: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑒(𝑡) (2.120) 

Con: 

 𝑒(𝑡) = 𝑧∗(𝑡) − 𝑧(𝑡)  

Reemplazando en la Ecuación 2.120: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑧∗(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑧(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑧∗(𝑡) − 𝜆𝑧(𝑡) = 0 (2.121) 

Sumando la Ecuación 2.44 y la Ecuación 2.121, se obtiene: 

 𝑑𝑧∗(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑧(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑧∗(𝑡) − 𝜆𝑧(𝑡) + 𝑑𝑧𝑑𝑡 − 629.415 = 11.444𝑣 (2.122) 

En la Ecuación 2.119 se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, obteniéndose: 

 𝑣(𝑡) = 𝜆11.444 𝑒(𝑡) − 629.41511.444  (2.123) 

Para encontrar el valor de 𝜆, en la Ecuación 2.118 se escogen los valores de los parámetros 

del controlador PI: 𝐾𝐶 = 1 𝐾𝐼 =0.5 

 𝑑2𝑧𝑑𝑡2 + 11.444 𝑑𝑧𝑑𝑡 + 2.2888𝑧 = 0 (2.124) 

Reemplazando 𝑚 = 𝑑𝑧𝑑𝑡 para encontrar la solución de la ecuación de segundo grado: 

 𝑚2 + 11.444𝑚 + 2.2888 = 0 (2.125) 

Con: 𝑚1 = −0.2036 𝑚2 = −11.2404 

Reemplazando los valores de 𝐾𝐶 y 𝐾𝐼 en la Ecuación 2.119, se tiene: 
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 𝑆(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 0.5∫ 𝑒(𝑡)  𝑑𝑡 (2.126) 

Finalmente, la acción de control 𝑣(𝑡) queda: 

 𝑈(𝑡) = 𝑣(𝑡) = 0.04369𝑒(𝑡) − 54.999 + 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿 (2.127) 

Los parámetros de la parte discontinua 𝐾𝐷 y 𝛿 generalmente se encuentran en el rango de 

0 – 1; sin embargo, algunas veces, el sistema de control trabaja en porcentaje con lo cual 

la señal se encuentra entre 0-100. En este caso, estos valores se los multiplica por 100. 

Los valores de 𝐾𝐷 y 𝛿 se plantearon con un valor de 0.5 y luego se ajustaron hasta obtener 

una respuesta adecuada. De igual forma con el valor de 𝜆, se realiza un ajuste. 

 𝑈(𝑡) = 0.04369𝑒(𝑡) − 54.999 + 0.5 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.5 (2.128) 

Al realizar el ajuste en la simulación, la superficie deslizante, se expresa en la Ecuación 

2.129: 

 𝑆(𝑡) = 0.5𝑒(𝑡) + 99.1𝑒−5∫𝑒(𝑡)  𝑑𝑡 (2.129) 

Y la acción de control 𝑣(𝑡) se describe en la Ecuación 2.130: 

 𝑈(𝑡) = 0.002135𝑒(𝑡) + 54.89 + 4.19 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 63 (2.130) 

Además, los valores 𝐾𝐷 y 𝛿 se multiplicaron por 100 y se debe tomar en cuenta la 

configuración mostrada en la Figura 1.8. para su implementación. 

2.2.7.3 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

Considerando la Ecuación 2.47, la Ecuación 2.48 y la Ecuación 2.49: 

 𝑔(𝑥1) = 𝑙𝑛(𝑥1) (2.47) 

 𝑞(𝑣, 𝑥1) = 𝑣 − 𝑘/𝑎𝑥1  (2.48) 

  𝑑𝑧𝑑𝑡 = −56 + 7.08𝑥1010𝑣  (2.49) 

Para encontrar la superficie deslizante de la función linealizada, se tiene que la nueva 

entrada 𝑣(𝑡) queda descrita en la siguiente expresión: 

 𝑣(𝑡) = 𝐾𝐶 {(𝑧∗ − 𝑧) + 1𝜏𝐼 ∫ (𝑧∗ − 𝑧)𝑑𝑡𝑡
0 } (2.131) 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑣 (2.132) 
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Donde 𝐾𝐶 y 
1𝜏𝐼 son parámetros de un controlador PI usual. 

Reemplazando la Ecuación 2.131 en la Ecuación 2.132 se tiene la expresión: 

 𝑑𝑧𝑑𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝐾𝐶(𝑧∗ − 𝑧) + 𝑏𝐾𝐶𝜏𝐼 ∫ (𝑧∗ − 𝑧)𝑑𝑡𝑡
0  (2.133) 

Esta es una ecuación integro diferencial, la cual puede ser derivada 1 vez y obtener la 

Ecuación 2.134: 

 𝑑2𝑧𝑑𝑡2 + 𝑏𝐾𝐶 𝑑𝑧𝑑𝑡 + 𝑏𝐾𝐶𝜏𝐼 𝑧 = 𝑏𝐾𝐶𝜏𝐼 𝑧∗ (2.134) 

La Ecuación 2.134 es una ecuación diferencial de segundo orden en z. 

Los parámetros 𝐾𝐶 y 
1𝜏𝐼 se eligen de tal manera que las 2 raíces de la ecuación característica 

de la parte homogénea de la ecuación diferencial tengan partes negativas reales, así lograr 

que el sistema en lazo cerrado sea estable. Cabe mencionar que esto se hace, en el SMC, 

para encontrar el tipo de controlador en la superficie deslizante. 

De acuerdo con la Ecuación 1.69, y la Ecuación 2.49, se observa que el orden del sistema 

es 𝑛 = 1, con lo cual: 

 𝑆(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 𝜆∫𝑒(𝑡) (2.135) 

Aplicando la derivada a la Ecuación 2.135, se obtiene la expresión: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑒(𝑡) (2.136) 

Considerando: 

 𝑒(𝑡) = 𝑧∗(𝑡) − 𝑧(𝑡)  

Reemplazando en la Ecuación 2.136: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑧∗(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑧(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑧∗(𝑡) − 𝜆𝑧(𝑡) = 0 (2.137) 

Al realizar la suma de la Ecuación 2.49 y la Ecuación 2.137, se obtiene: 

 𝑑𝑧∗(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑧(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑧∗(𝑡) − 𝜆𝑧(𝑡) + 𝑑𝑧𝑑𝑡 + 𝑎 = 𝑏𝑣 (2.138) 

En la Ecuación 2.135 se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, resultando: 
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 𝑣(𝑡) = 𝜆7.08𝑥1010 𝑒(𝑡) − 56(7.08𝑥1010) (2.139) 

Para encontrar el valor de 𝜆, en la Ecuación 2.134 se escogen los valores de los parámetros 

del controlador PI; así se tiene: 𝐾𝐶 = 0.05 𝐾𝐼 =25 

 𝑑2𝑧𝑑𝑡2 + 3.54𝑥109 𝑑𝑧𝑑𝑡 + 8.85𝑥1010𝑧 = 0 (2.140) 

Reemplazando 𝑚 = 𝑑𝑧𝑑𝑡 : 𝑚2 + 3.54𝑥109𝑚+ 8.85𝑥1010 = 0 

Con: 𝑚1 = −25 𝑚2 = −3.54𝑥109 
Reemplazando los valores de 𝐾𝐶 y 𝐾𝐼 en la Ecuación 2.135, se tiene: 

  𝑆(𝑡) = 0.05𝑒(𝑡) + 25∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.141) 

Así, la ley de control 𝑣(𝑡) queda: 

 𝑈(𝑡) = 𝑣(𝑡) = 4.237𝑥10−11𝑒(𝑡) − 1.177𝑥10−11 + 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿   (2.142) 

Los parámetros de la parte discontinua 𝐾𝐷 y 𝛿 generalmente se encuentran en el rango de 

0 – 1; sin embargo, algunas veces, el sistema de control trabaja en porcentaje con lo cual 

la señal se encuentra entre 0-100. En este caso, estos valores se los multiplica por 100. 

Los valores de 𝐾𝐷 y 𝛿 se plantearon con un valor de 0.8 y luego se ajustaron hasta obtener 

una respuesta adecuada. De igual forma con el valor de 𝜆, se realiza un ajuste. 

 𝑈(𝑡) = 4.237𝑥10−11𝑒(𝑡) − 1.177𝑥10−11 + 0.8 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.8  (2.143) 

Al realizar el ajuste al momento de la simulación, la superficie deslizante, se expresa en la 

Ecuación 2.144: 

 𝑆(𝑡) = 0.09𝑒(𝑡) − 25∫𝑒(𝑡)  𝑑𝑡 (2.144) 

Y la acción de control 𝑣(𝑡) se describe en la Ecuación 2.145: 



87 

 𝑈(𝑡) = −16.79𝑒(𝑡) + 111.679 + 100 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 100 (2.145) 

Además, los valores 𝐾𝐷 y 𝛿 se multiplicaron por 100 y se debe tomar en cuenta la 

configuración mostrada en la Figura 1.8. para su implementación. 

2.2.8 CONTROLADOR POR MODOS DESLIZANTES PARA LA 
LINEALIZACIÓN ENTRADA – SALIDA CON DIFERENCIADOR 

2.2.8.2 PROCESO DEL TANQUE CÓNICO 

Considerando la Ecuación 2.12, la Ecuación 2.53 y la Ecuación 2.54: 

 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 = 10.2 ( ℎ150 − 𝑇𝑂) (2.12) 

 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 5𝑦 = 𝑣 (2.53) 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠 + 51 + 10𝑠 (2.54) 

Ya que el grado relativo del proceso es 𝑛 = 1, se obtiene de la Ecuación 1.69 la siguiente 

expresión: 

 𝑆(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 𝜆∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.146) 

Aplicando la derivada a la Ecuación 2.146: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑒(𝑡) (2.147) 

Considerando: 

 𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑡) −  𝑇𝑂(𝑡) (2.148) 

Reemplazando la Ecuación 2.148 en la Ecuación 2.147: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑅(𝑡) − 𝜆𝑇𝑂(𝑡) = 0 (2.149) 

Sabiendo que 𝑦 = ℎ, se reemplaza en la Ecuación 2.12: 

 150(0.2) 𝑑𝑇𝑂𝑑𝑡 + 150𝑇𝑂 = 𝑦 (2.150) 

Reemplazando la Ecuación 2.150 en la Ecuación 2.53: 

 0.2(0.2(5) + 1) 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 5(0.2(5) + 1) 𝑇𝑂(𝑡) = ⋯ 

… = 1150(0.2(5) + 1) 𝑣 

(2.151) 
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Sumando la Ecuación 2.149 y la Ecuación 2.151: 

 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆𝑅(𝑡) − 𝜆𝑇𝑂(𝑡) + 0.2(0.2(5) + 1) 𝑑2𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑡2 +⋯ 

…+ 𝑑𝑇𝑂(𝑡)𝑑𝑥 + 5(0.2(5) + 1) 𝑇𝑂(𝑡) = 1150(0.2(5) + 1) 𝑣    
(2.152) 

En la Ecuación 2.146 se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador; así como las derivadas del 

valor del transmisor, obteniendo: 

 𝜆𝑅(𝑡) + ( 5(0.2(5) + 1) − 𝜆)𝑇𝑂(𝑡) = 1150(0.2(5) + 1) 𝑣    (2.153) 

Considerando: 

𝜆 = 5(0.2(5) + 1) = 2.5 

Agregando la parte discontinua a la Ecuación 2.153: 

 𝑣 = 750𝑅(𝑡)  + 𝐾𝐷 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 𝛿  (2.154) 

Los parámetros de la parte discontinua 𝐾𝐷 y 𝛿 generalmente se encuentran en el rango de 

0 – 1; sin embargo, algunas veces, el sistema de control trabaja en porcentaje con lo cual 

la señal se encuentra entre 0-100. En este caso, estos valores se los multiplica por 100. 

Los valores de 𝐾𝐷 y 𝛿 se plantearon con un valor de 0.5 y luego se ajustaron hasta obtener 

una respuesta adecuada. De igual forma con el valor de 𝜆, se realiza un ajuste. 

 𝑈(𝑡) = 𝑣(𝑡) = 7500𝑅(𝑡) + 0.5 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 0.5  (2.155) 

Y la superficie deslizante: 

 𝑆(𝑡) = 𝑒(𝑡) + 2.5∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.156) 

Y el bloque diferenciador: 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠 + 51 + 10𝑠 (2.157) 
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Realizando los ajustes respectivos, la superficie deslizante se expresa en la Ecuación 

2.158: 

 𝑆(𝑡) = −3.5𝑒(𝑡) − 0.2112∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.158) 

La Ecuación 2.159 para el bloque diferenciador: 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠 + 81 + 150𝑠 (2.159) 

Y la acción de control: 

 𝑣(𝑡) = 7.2𝑅(𝑡) + 13.5 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 4.1  (2.160) 

Además, los valores 𝐾𝐷 y 𝛿 se multiplicaron por 100 y se debe tomar en cuenta la 

configuración mostrada en la Figura 1.9. para su implementación. 

2.2.8.3 PROCESO DEL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE AGITADO 

Considerando la Ecuación 2.59 y la Ecuación 2.60 encontradas para este sistema: 

 𝑑2𝑦𝑑𝑡2 + 7.5𝑑𝑦𝑑𝑡 + 5𝑦 = 𝑣 (2.59) 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠2 + 7.5𝑠 + 5(1 + 2𝑠)2  (2.60) 

Reescribiendo la Ecuación 2.59 como una función de transferencia, se tiene: 

 𝑌(𝑡)𝑉(𝑡) = 0.20(1.4641𝑠 + 1)(0.1367𝑠 + 1) (2.161) 

Con la Ecuación 2.161 en forma de ecuación diferencial: 

 (1.4641)(0.1367) 𝑑2𝑦𝑑𝑡2 + (1.4641 + 0.1367) 𝑑𝑦𝑑𝑡 + 𝑦 = 0.20𝑣 (2.162) 

Ya que el grado relativo del proceso es 𝑛 = 2, se describe la superficie deslizante en la 

Ecuación 2.163: 

 𝑆(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆1𝑒(𝑡) + 𝜆0∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.163) 

Considerando: 2𝜆 = 𝜆1 λ2 = λ0 
Se obtiene la expresión: 
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 𝑆(𝑡) = 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆1𝑒(𝑡) + 𝜆0∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.164) 

Aplicando la derivada a la Ecuación 2.164, se obtiene la expresión: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑒(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑒(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑒(𝑡) (2.165) 

Considerando: 

 𝑒(𝑡) = 𝑅(𝑡) − 𝑋(𝑡)  

Reemplazando en la Ecuación 2.165, se obtiene la Ecuación 2.166: 

 𝑆̇(𝑡) = 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑋(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑋(𝑡) (2.166) 

Sumando la Ecuación 2.162 y la Ecuación 2.166, se obtiene: 

 𝑑2𝑅(𝑡)𝑑𝑡2 − 𝑑2𝑌(𝑡)𝑑𝑡2 + 𝜆1 𝑑𝑅(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜆1 𝑑𝑌(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆0𝑅(𝑡) − 𝜆0𝑌(𝑡) + ⋯ 

…+ (1.464)(0.1367) 𝑑2𝑌(𝑡)𝑑𝑡2 + (1.464 + 0.1367) 𝑑𝑌(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑌(𝑡) = 0.20𝑣 

(2.167) 

En la Ecuación 2.164 se muestra que la derivada del valor de referencia puede ser 

descartada sin ningún efecto en el desempeño del controlador, obteniendo: 

 𝑣(𝑡) = (1.464)(0.1367)0.20 [((1.464 + 0.1367)(1.4641)(0.1367) − 𝜆1)𝑑𝑌(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑌(𝑡)(1.464)(0.1367) + 𝜆0𝑒(𝑡)] (2.168) 

Simplificando: 

𝜆1 = (1.464 + 0.1367)(1.464)(0.1367)  

Para asegurar que las superficies deslizantes se comporten como un sistema crítico, 𝜆0 

debe cumplir: 

𝜆0 ≪      𝜆124  

Entonces, para la parte continua se tiene: 

𝜆1 = (1.4641 + 0.1367)(1.4641)(0.1367) = 8 

𝜆0 =      824 = 16 



91 

Y para la parte discontinua: 

𝐾𝐷 = 0.51|0.20| (1.46410.1367)0.76 = 15.459 

𝛿 = 0.68 + 0.12|0.20|(15.459)(8) = 3.648 

Finalmente, ley de control 𝑣(𝑡) se expresa en la Ecuación 2.169: 

 𝑈(𝑡) = [5𝑌(𝑡) + 16𝑒(𝑡)] + 15.459 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 3.648 (2.169) 

La superficie deslizante se describe en la Ecuación 2.170: 

 𝑆(𝑡) = −𝑑𝑌(𝑡)𝑑𝑡 + 8𝑒(𝑡) + 16∫ 𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 (2.170) 

Y el bloque diferenciador: 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠2 + 7.5𝑠 + 5(1 + 2𝑠)2  (2.171) 

Realizando los ajustes respectivos, la superficie deslizante se expresa en la Ecuación 

2.172: 

 𝑆(𝑡) = − [185𝑒(𝑡) + 21.124∫𝑒(𝑡) 𝑑𝑡] (2.172) 

La Ecuación 2.173 para el bloque diferenciador: 

 𝐷(𝑠) = 𝑉̂𝐸1 = 𝑠2 + 8𝑠 + 5(1 + 𝑠)2   (2.173) 

Y la acción de control: 

 𝑣(𝑡) = 𝑈(𝑡) = −0.172[34𝑋(𝑡) + 120𝑒(𝑡)] + 10 𝑆(𝑡)|𝑆(𝑡)| + 2  (2.174) 

Además, los valores 𝐾𝐷 y 𝛿 se multiplicaron por 100 y se debe tomar en cuenta la 

configuración mostrada en la Figura 1.9. para su implementación. 

2.3 DISEÑO DE LA INTERFAZ GRÁFICA 

Para el desarrollo de la interfaz gráfica, se utilizan la herramienta GUIDE de Matlab® y la 

norma ISA 101 [57] que muestra una serie de reglas para el desarrollo de las interfaces 

hombre-máquina, con el objetivo principal de crear un entorno visual fácil de utilizar y que 

permita observar tanto la variable controlada como la variable manipulada en los 2 

procesos desarrollados en el Simulink de Matlab así como manipular algunos parámetros 

para observar el desempeño de cada técnica de linealización utilizada en este trabajo de 

titulación. 
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La interfaz desarrollada cuenta con 4 niveles principales. El primero es la portada en el cual 

se muestra la información principal del trabajo de titulación como se muestra en la Figura 

2.24. El segundo nivel corresponde a la pantalla que muestra los procesos con los cuales 

se puede trabajar, las opciones son el Tanque Cónico y el Reactor de Tanque 

Continuamente Agitado, así como información acerca de los mismos como se muestra en 

la Figura 2.25. El tercer nivel corresponde a la pantalla de control de cada proceso para 

establecer con que técnicas de linealización se desea trabajar, el número de referencias y 

perturbaciones (máximo 3) y el valor de estos como se aprecia en la Figura 2.26. para el 

Tanque Cónico y la Figura 2.27. para el Reactor de Tanque Continuamente Agitado.  

Por último, en el cuarto nivel se muestra la respuesta y señal de control de cada proceso, 

las características transitorias, los índices de desempeño y un panel de control para cada 

gráfica como se muestra en la Figura 2.28., Figura 2.29., para el primer proceso y la Figura 

2.30., Figura 2.31. y la Figura 2.32. para el segundo proceso. 

Las gráficas mostradas son las salidas en cada proceso, por ejemplo, en el Tanque Cónico 

es la salida del transmisor TO; mientras que en el Reactor de Tanque Continuamente 

Agitado es la concentración producto C. Además, se muestran las variables controladas 

que son las leyes de control como el porcentaje de apertura de la válvula en el primer 

proceso y la temperatura en la chaqueta en el segundo. 

 

Figura 2.24. Portada principal de la interfaz desarrollada 
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Figura 2.25. Pantalla para la selección del proceso no lineal de prueba 

 

 

Figura 2.26. Pantalla de control del proceso del tanque cónico 
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Figura 2.27. Pantalla de control del proceso del reactor de tanque continuamente agitado 

 

 

Figura 2.28. Pantalla de visualización de la señal del transmisor TO en el tanque cónico 
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Figura 2.29. Pantalla de visualización del porcentaje de apertura de la válvula de control 

en el tanque cónico 

 

Figura 2.30. Pantalla de visualización de la concentración producto en el reactor de 

tanque continuamente agitado  
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Figura 2.31. Pantalla de visualización de la temperatura en el reactor de tanque 

continuamente agitado 

 

Figura 2.32. Pantalla de visualización de la temperatura en la chaqueta en el reactor de 

tanque continuamente agitado 

2.4.1 DIAGRAMA DE FLUJO DE LA INTERFAZ GRÁFICA 

El diagrama de flujo del funcionamiento de los 3 primeros niveles de la interfaz gráfica 

propuesta en el trabajo de titulación se muestra en las Figuras 2.33 y 2.34 respectivamente; 

mientras que, los diagramas de flujo para la visualización y simulación de los procesos se 

muestran en las Figuras 2.35, 2.36, 2.37, 2.38, 2.39, 2.40, 2.41, 2.42, 2.43 y 2.44. 
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Figura 2.33. Parte a) del diagrama de flujo de la interfaz gráfica 
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Figura 2.34. Parte b) del diagrama de flujo de la interfaz gráfica 

 



99 

 

Figura 2.35. Parte a) del diagrama de flujo para la visualización y simulación del proceso 

del tanque cónico 

 

Figura 2.36. Parte b) del diagrama de flujo para la visualización y simulación del proceso 

del tanque cónico 
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Figura 2.37. Parte a) del diagrama de flujo para la visualización y simulación del proceso 

del reactor CSTR 

 

Figura 2.38. Parte b) del diagrama de flujo para la visualización y simulación del proceso 

del reactor CSTR 
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Figura 2.39. Parte a) del diagrama de flujo para la visualización y simulación de la señal 

de control del proceso del tanque cónico 

 

Figura 2.40. Parte b) del diagrama de flujo para la visualización y simulación de la señal 

de control del proceso del tanque cónico 
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Figura 2.41. Parte a) del diagrama de flujo para la visualización y simulación de la señal 

de control del proceso del reactor CSTR 

 

Figura 2.42. Parte b) del diagrama de flujo para la visualización y simulación de la señal 

de control del proceso del reactor CSTR 
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Figura 2.43. Parte a) del diagrama de flujo para la visualización y simulación de la 

temperatura del proceso del reactor CSTR 

 

Figura 2.44. Parte b) del diagrama de flujo para la visualización y simulación de la 

temperatura del proceso del reactor CSTR 
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En la sección de anexos, se detalla un manual de usuario que explica con mayor detalle el 

funcionamiento de la interfaz gráfica. Así mismo, se muestra como inicializar y una 

explicación de cada pantalla. 
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3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
En este capítulo se presentan los resultados obtenidos de las pruebas de simulación de las 

cuatro técnicas de linealización con su algoritmo de control por modos deslizantes y de 

esta manera verificar su funcionamiento. Para las simulaciones de las técnicas de 

linealización, sus esquemas de control y la obtención de resultados se utilizó el software 

de simulación Matlab®, las cuales se presentan tanto para el tanque cónico como para el 

reactor de tanque continuamente agitado CSTR. 

Además, estos resultados se analizan con base en la cuantificación de los índices de 

desempeño ISE y TVu, así como los máximos sobrepico Mp, tiempos de establecimiento 

Ts para precisar el comportamiento de la salida de los procesos no lineales en régimen 

transitorio. 

3.1 RESULTADOS SIMULADOS 

En esta sección se muestran los resultados de la simulación de los dos procesos no lineales 

previamente establecidos. Se comienza con la exposición de la salida del transmisor en el 

tanque cónico y de la concentración producto en el reactor CSTR, así como también de la 

ley de control de cada técnica de linealización. Para todos los casos, la comparación se ve 

reflejada una técnica contra otra puesto que, el esquema de control es del mismo tipo. 

El análisis comparativo realizado se hace considerando los índices de desempeño y 

esfuerzo ISE y TVu respectivamente; así como también, en función de las características 

transitorias como máximo sobrepico Mp y tiempo de establecimiento Ts. 

3.1.1 PRUEBAS SIMULADAS ANTE CAMBIOS DE REFERENCIA Y 
PERTURBACIONES EN EL TANQUE CÓNICO 
 

En las Figuras 3.1. y 3.2. se observa que, en condiciones iniciales, el nivel en el tanque se 

encuentra a 52.89 [cm] y el trasmisor de nivel mide en un rango de 0 [cm] a 150 [cm] con 

una salida normalizada de 0 a 1. La posición de la válvula se define a partir de un 17.72%, 

ya que este valor produce que la salida del controlador sea cero. 
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Figura 3.1. Nivel del tanque cónico en el punto de operación a condiciones iniciales 

 

Figura 3.2. Salida del transmisor de nivel en punto de operación a condiciones iniciales 

En la Figura 3.3. se observan los cambios de referencia en la salida del transmisor para las 

cuatro técnicas de linealización. Para alcanzar el valor inicial de 0.3526 Fracción de TO 

(52.89 [cm]), debido a la linealización en cada técnica, el sistema llega a éste 

aproximadamente a los 1000 [seg], momento en el cual se aumenta a 0.3879 Fracción de 

TO (58.18 [cm]). Después, a los 4000 [seg] se disminuye la salida a 0.3812 Fracción de TO 

(57.18 [cm]) y finalmente, se aumenta su salida a 0.4012 Fracción de TO (60.18 [cm]) en 

el tiempo 7000 [seg]. A los 2500 [seg], 5500 [seg] y 9000 [seg] se observan perturbaciones 

en la referencia. No obstante, éstas logran ser bien reguladas, sin importar la naturaleza 

de lo que las haya originado.  
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Es evidente como las técnicas de linealización por transformación de coordenadas y por 

Series de Taylor, en comparación a las demás técnicas, reducen el sobrepico en todos los 

cambios de referencia producidos, ya sea de aumento o disminución en el nivel del flujo.  

 

Figura 3.3. Respuesta de las salidas de los transmisores de nivel ante cambios de 

referencia y perturbaciones 

Además, esta reducción del máximo sobreimpulso se lo alcanza en un tiempo corto en la 

linealización entrada-salida con diferenciador, mientras que las demás técnicas llegan a 

estabilizarse en un mayor tiempo como se muestra en la Figura 3.4.  

 

Figura 3.4. Respuesta de las salidas de los transmisores de nivel ante un cambio de 

referencia del 10% del nivel del flujo 
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Por otro lado, en la Figura 3.5, se observa la señal del transmisor de nivel TO ante una 

perturbación, en la cual, las técnicas de linealización empírica y la linealización entrada-

salida con diferenciador presentan un sobreimpulso antes de estabilizarse; mientras que 

en las demás técnicas no se presenta. 

 

Figura 3.5. Repuesta de las salidas de los transmisores de nivel ante una perturbación 

del 10% del nivel de flujo  

Por otro lado, en la Figura 3.6. se observa la señal de la acción de control para las cuatro 

técnicas de linealización. Para alcanzar el valor inicial de 0.1772 [p.u], debido a la 

linealización en cada técnica, el sistema llega a éste a los 900 [seg]. A los 2500 [seg], 5500 

[seg] y 9000 [seg] se observan perturbaciones en la referencia; mientras que, en 1000 

[seg], 4000 [seg] y 7000 [seg] se dan los cambios de referencia para el nivel del flujo 

deseado. No obstante, éstas logran ser bien reguladas por cada controlador, sin importar 

la naturaleza de lo que las haya originado. 

Cabe indicar que las acciones de control más bruscas es la linealización entrada-salida con 

diferenciador, lo cual se debe evitar para aumentar la vida útil de la misma. También se 

observa que su acción de control parece alejarse de la referencia; sin embargo, la misma 

se junta con la dinámica lineal para mejorar su respuesta y satisfacer otras especificaciones 

de diseño como máximo sobrepico y tiempo de establecimiento. 



109 

 

Figura 3.6. Respuesta de las acciones de control ante cambios de referencia y 

perturbaciones 

Para cuantificar el desempeño de la salida del transmisor TO en el tanque cónico los 

índices ISE y TVu son comparados mediante gráficas estadísticas. Además, se muestran 

las características de la respuesta transitoria como el máximo sobreimpulso y el tiempo de 

asentamiento. La salida de la cual se obtienen dichos indicadores se muestra en la Figura 

3.4. 

Analizando la Figura 3.7. es evidente que aquella técnica que posee menor índice del error 

cuadrático es la linealización aproximada, seguida por la linealización por transformación 

de coordenadas. Luego se tiene a la linealización entrada-salida con diferenciador y 

finalmente con el valor más alto se encuentra la linealización empírica. 
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Figura 3.7. Gráfica estadística del índice del error cuadrático de las técnicas de 

linealización  

Como se observa en la Figura 3.8. la técnica que produce menor valor absoluto de las 

variaciones totales de la acción de control es la linealización aproximada seguida por la 

linealización empírica, en tercer lugar, se encuentra la linealización por transformación de 

coordenadas y finalmente la de mayor esfuerzo del controlador es la linealización entrada-

salida con diferenciador. 

 

Figura 3.8. Gráfica estadística del valor absoluto de las variaciones totales de las 

técnicas de linealización  
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Por su parte, para las características transitorias del sistema, la Figura 3.9. muestra que la 

técnica de linealización aproximada no posee sobrepico, siendo la mejor entre las cuatro; 

mientras que, la linealización empírica produce el mayor valor de sobrepico ante cambios 

de referencia positivas o negativas.  

 

Figura 3.9. Gráfica estadística del máximo sobrepico de las técnicas de linealización  

Finalmente, en la Figura 3.10, se observa que el tiempo de asentamiento para la 

linealización por transformación de coordenadas es la que más se tarda pues tiene el valor 

más alto de entre las cuatro por encima de la linealización aproximada y la linealización 

empírica. Por su parte, la linealización entrada-salida con diferenciador es la que menos 

tiempo se tarda en llegar ante un cambio de referencia. 

 

Figura 3.10. Gráfica estadística del tiempo de asentamiento de las técnicas de 

linealización  
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Analizando los indicadores y características transitorias del sistema en las gráficas 

estadísticas se establece que la mejor técnica es la linealización entrada-salida con 

diferenciador, no sólo es la mejor en forma global, sino que también tiene los menores 

valores en cada uno de los campos a excepción del máximo sobrepico en el cual es la 

segunda mejor técnica y en el TVu. 

3.1.2 PRUEBAS SIMULADAS ANTE CAMBIOS DE REFERENCIA Y 
PERTURBACIONES EN EL REACTOR DE TANQUE CONTINUAMENTE 
AGITADO CSTR 
 

En las Figuras 3.11. y 3.12. se observa que, en condiciones iniciales, la concentración 

producto en el reactor de tanque continuamente agitado se encuentra a 0.246 [lb/lb] y la 

temperatura a 600 [deg.R]. La temperatura de la chaqueta que es la variable manipulada 

se encuentra a un valor de 107.679 [deg.R] que produce que la salida del controlador sea 

cero. 

 

Figura 3.11. Concentración producto en el reactor de tanque continuamente agitado en el 

punto de operación a condiciones iniciales 
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Figura 3.12. Temperatura en el reactor de tanque continuamente agitado en el punto de 

operación a condiciones iniciales 

En la Figura 3.13. se observan los cambios de referencia en la salida del sistema para las 

cuatro técnicas de linealización empleadas. Para alcanzar el valor del punto de operación 

de 0.246 [lb/lb], debido a la linealización en cada técnica, el sistema llega a éste 

aproximadamente a los 120 [min], momento en el cual se aumenta a 0.2706 [lb/lb]. 

Después, a los 400 [min] se aumenta la salida a 0.2856 [lb/lb] y finalmente, se disminuye 

su salida a 0.2736 [lb/lb] en el tiempo 700 [min]. A los 250 [min], 550 [min] y 850 [min] se 

observan perturbaciones en la referencia. No obstante, éstas logran ser bien reguladas, sin 

importar la naturaleza de lo que las haya originado. 
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Figura 3.13. Concentración producto en el reactor CSTR ante cambios de referencia y 

perturbaciones 

Es importante recalcar como la respuesta se estabiliza de manera más rápida con la técnica 

de linealización entrada-salida con diferenciador; mientras que en las demás están 

cercanos sus valores de tiempo de asentamiento como se muestra en la Figura 3.14.  

 

Figura 3.14. Concentración producto en el reactor CSTR ante un cambio de referencia 

del 10% 
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Por otro lado, en la Figura 3.15., se observa un que, ante la presencia de perturbaciones, 

no existe sobrepico en la concentración con ninguna técnica de linealización, algo que sin 

duda es muy bueno para el actuador del sistema. 

 

Figura 3.15. Concentración producto en el reactor CSTR ante una perturbación del 10% 

En la Figura 3.16. se muestra la temperatura en el reactor que, si bien no es la variable 

controlada, es importante observar su comportamiento cuando se realizan los cambios de 

referencia y perturbaciones al sistema.  

 

Figura 3.16. Temperatura en el reactor CSTR ante cambios de referencia y 

perturbaciones 
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En la Figura 3.17. se observa la señal de control que es la temperatura de la chaqueta para 

las cuatro técnicas de linealización. Para alcanzar el valor inicial de 107.679 [deg.R], debido 

a la linealización en cada técnica, el sistema llega a éste a los 100 [min]. A los 250 [min], 

550 [min] y 850 [min] se observan perturbaciones en la referencia; mientras que, en 120 

[min], 400 [min] y 700 [min] se dan los cambios de referencia para la concentración producto 

en el reactor.  

Además, se observa que en la linealización entrada-salida con diferenciador parece 

alejarse de la referencia; sin embargo, la misma se suma a la dinámica lineal de esta para 

mejorar su respuesta y satisfacer otras especificaciones de diseño como máximo sobrepico 

y tiempo de establecimiento. 

 

Figura 3.17. Temperatura de la chaqueta ante cambios de referencia y perturbaciones 

Para cuantificar el desempeño de la concentración en el reactor CSTR los índices ISE y 

TVu son comparados mediante gráficas estadísticas. Además, se muestran las 

características de la respuesta transitoria como el máximo sobreimpulso y el tiempo de 

establecimiento. La salida de la cual se obtienen dichos indicadores se muestra en la Figura 

3.14. 

Analizando la Figura 3.18. se observa que aquella técnica que posee menor índice del error 

cuadrático es la linealización aproximada, seguida por la linealización por transformación 

de coordenadas. Luego se tiene a la linealización empírica y finalmente se encuentra la 

linealización entrada-salida con diferenciador. 
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Figura 3.18. Gráfica estadística del índice del error cuadrático de las técnicas de 

linealización 

Como se observa en la Figura 3.19. la técnica que produce menor valor absoluto de las 

variaciones totales de la acción de control es la linealización por transformación de 

coordenadas seguida por la linealización empírica, en tercer lugar, se tiene la linealización 

aproximada y finalmente la de mayor valor para el esfuerzo del controlador es la 

linealización entrada-salida con diferenciador. 

 

Figura 3.19. Gráfica estadística del valor absoluto de las variaciones totales de las 

técnicas de linealización 

Por su parte, para las características transitorias del sistema, la Figura 3.20. muestra que 

en la técnica de linealización empírica no existe sobrepico, siendo la mejor entre las cuatro; 

mientras que, la linealización entrada-salida con diferenciador produce el mayor valor de 

sobrepico ante cambios de referencia positivas o negativas.  
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Figura 3.20. Gráfica estadística del máximo sobrepico de las técnicas de linealización 

Finalmente, en la Figura 3.21., se observa que el tiempo de asentamiento para la 

linealización por transformación de coordenadas es aquella que se tarda menos pues tiene 

el valor más bajo de entre las cuatro por debajo de la linealización empírica y la linealización 

por aproximada. Por su parte, la linealización entrada-salida con diferenciador es aquella 

que se tarda más en establecerse luego de un cambio de referencia o una perturbación 

 

Figura 3.21. Gráfica estadística del tiempo de asentamiento de las técnicas de 

linealización 

Analizando los indicadores y características transitorias del sistema en las gráficas 

estadísticas se establece que la mejor técnica en cuanto a indicadores y sobrepico se trata 
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es la linealización por transformación de coordenadas, no sólo es la mejor en forma global, 

sino que también tiene los menores valores en cada uno de los campos a excepción del 

TVu. 
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4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

4.1 CONCLUSIONES  

• Con la literatura correspondiente al control por modos deslizantes se diseñó un 

controlador para cada una de las cuatro técnicas de linealización desarrolladas con 

su respectivo esquema aplicadas a un tanque cónico y a un reactor de tanque 

continuamente agitado. 

• Como uno de los objetivos de este trabajo de titulación se planteó la  simulación de 

las técnicas de linealización con su esquema de control para cada uno de los 

sistemas estudiados, así también para su comparación se utilizaron índices de 

robustez como ISE, TVu y características de desempeño como el tiempo de 

asentamiento y sobrepico determinando que la mejor técnica para el sistema del 

tanque cónico es la linealización entrada salida con diferenciador y para el reactor 

de tanque continuamente agitado es la linealización por transformación de 

coordenadas. 

• Es fundamental determinar un modelo aproximado para cualquier sistema dentro 

del control de procesos, con ello la aplicación de alguna técnica de linealización 

facilita en gran medida un análisis para desarrollar su controlador, pero algunas 

cuentan con un extenso desarrollo matemático que dificultaría al momento de 

implementarlo. 

• La técnica de linealización aproximada, la linealización entrada-salida con 

diferenciador y la linealización por transformación de coordenadas no poseen 

parámetros de sintonización para el diseño de un control por modos deslizantes; 

sin embargo, la linealización empírica si posee dichos parámetros que, llevados a 

la práctica, facilitará una implementación y acortará tiempos al contrario de las tres 

primeras técnicas mencionadas. 

• En las técnicas de linealización aproximada y empírica es posible comparar su 

modelo linealizado con el sistema no lineal y determinar cuan exacto es el nuevo 

modelo linealizado; por el contrario, en las técnicas de linealización entrada-salida 

con diferenciador y por transformación de coordenadas, no es posible esta 

comparación. Con esta restricción, cualquier tipo de controlador que se desarrolle 

utilizando estas técnicas, debe sintonizarse junto con el nuevo modelo linealizado. 

• Se simuló los dos procesos no lineales planteados dentro de un lazo de control ante 

cambios de referencia y perturbaciones de al menos el 10% en el cual se comparó 
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las cuatro técnicas de linealización y su respectivo control por modos deslizantes 

tradicional.  

• Se desarrolló una interfaz gráfica en GUI de MATLAB® permitiendo al usuario 

observar las repuestas de la variable controlada, las señales de control y todos los 

parámetros de desempeño correspondientes a los mismos. 

4.2 RECOMENDACIONES  

• Con los resultados obtenidos de la comparación de cada técnica de linealización 

que se presentan en este trabajo de titulación puede utilizarse como base para 

nuevos trabajos para que se apliquen otro tipo de controladores y observar su 

desempeño. 

• Para determinar de parámetros de sintonización en las técnicas de linealización 

aproximada, linealización por transformación de coordenadas y linealización 

entrada-salida con diferenciador se podría utilizar técnicas de optimización para 

determinar los parámetros de sintonización del control por modos deslizantes como 

ocurre en la linealización empírica. 
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