MODELOS ESTOCASTICOS DE CAJA NEGRA

RESIMEN

En este trabajo se analiza el problema de determi-
nar modelos matemdticos, realizahles, que permitan
relacicnar dos procesos estoclisticos. De estos
procesos solo se requiere conocer las estadisticas
de segundo orden de modo que la metodologia es muy
adecuzda para el trabajo experimental como el que
se usa en métodos de Caja Negra.

Se hace una formulacidn empleando los conceptog de
espacios de resolucidn v teoria de causalidad. Este
enfoque permite una gran generalidad en el plantea-
miento y de hecho extiende resultados previamente
canocidos sble para procesos estaclonarics. Al mismo
tiempo permite imponer la condicifn de causalidad

en el planteamiento mismo del problema asegurando

la realizabilidad de los modelos,

La metodologia seguida pone en evidencia los dis-
tintos tipos de modeles gque se pueden plantear,
como se relacionan entre si y las suposiciones adi-
cionales que es necesario realizar en cada caso.

1.- INTRODUCCION,

El andlisis de sistemas desde un punto de vista
generalizado permite abstraer aquellas propieda-
des gque son escenciales en un problema dado. Es
posible en muches casos establecer un nexo entre
problemas de muy distintas disciplinas. El casc
que aqui se estudiard es comiin, por ejemplo, en
4reas de economia y bioingemieria (1], [20 , C3].
Se resolverd empleando un enfoque en términos de
operadores en espacios de funciomes,

Para describir adecuadamente la evolucifn dindmica
en el tiempo se empleard como marco matemitico a

los espacios Hilbert de rescluci®n, De esta manera
se podrd igcluir en la formulacifn 1a restriccidn de
causalidad 'de los modelos. En la seccidn 2 se pre~
gentan en forma muy sint&tica los conceptos mate-
miticos principales,

El problema que se resclverd en este trabajo se
puede plantear informalmente de la siguifente mane-
ra: Dados dos procesos estocdsticos (u} ey}, de-
terminar un medelo matemftico fisicamente realiza-
ble gue los relacione.

El origen de este problema ¥y su motivacidn princi-
pal es en la modelacifn de sistemas sobre los cua-
les ge tiene una muy limitada descripcién fenomeno
logica. En casos extremcs puede existir duda sobre
la relacibn causa/efecto entre las variable.

Por ejemplo en [l] ¥ [3] se reportzn andlisis de
la relacidn entre el ingreso promedio nacionzal y
la oferta de dinero en el mercade de capitales.

Fo el case de | 1| se cencluyd que en Estados Uni-
dog no hay efecto del ingresoc sobre la oferta de
dinero. En el caso de Gran Bretana |3| se obtiene
un resultade diferente. En ambos casos se detecta
efecte de la oferta de dinero sobre el ingreso na-
cional. Se puede decir que én un caso no hay rea-
limentacién entre lag variables pero si la hay en
el segundo caso.
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La deteccifn de realiaentacifn entre variables ha
sido el problems que ha concentrado la atencidn en
esta lInea ( {&], ES], [ﬁ] ). La existencia de rea-
limentaciones puede ser decisiva en la eleccidn de
esquemas o peliticas de control,

Hasta el momente se ha considerade zolamente el caso
de procesos estocfisticos estacionarios requiriendo
condiciones de triangularidad en matrices de funcio-
nes de transferencia ( [4 R [5] ) 6 en factorizacio-
nes de la densidad espectral conjunta { [6] ).

El presente trabajo también emplea factorizacidn.
8in embargo &sta se aplica directamente a los ope-
radores de covariancia e incluye restriceiones de
causalidad para asegurar que los modelos son rea-
lizables, Los resultados gque se obtienen son v&li-
dos tanto para procesos estacionarios como o esta-
cionarios y por lo tanto son una extensifn sobre
log resultados publicados en la literatura,

De particular novedad son log resultados que rela-
cionan modelos de lazo abierto con el concepto
existente de ausencia de realimentacifn en sentido
débil. También, al emplear la formulacidn en base

a operadores causales, la relacidn entre el proble-
ma de ausencia de realimentacidn y el problema de
Wiener de estimacidn estadistica surge en forma
natural,

Dado que se emplean estadisticas de segunde orden
solamente la metodologia es aplicable con relativa
facilidad cuando se poseen registros temporales
(series) de las variables que se desea analizar,
Por la misma razfn existirfp situaziones que no son
discriminables con la informacidn usada, Este pro-
blema es ilustrado con un ejemplo.

2,- ANTECEDENTES MATEMATICOS.

Se presentan aqui los conceptos mids bdsicos refe-
rentes a espacios de resolucidn. Por razones de
espacio esta presentacifn es necesariamente axio-
midtica. Mayores antecedentes se pueden encontrar
por ejemplo en [ﬁ v Eq .

Espacio de resolucifn discreta es un par (H, A} en
ue H es un espacic de Hilbert (separable) y 4 =
?ﬁ(k}, k=0,1,,,.} es un conjunto de ortoproyec-

tores en H y gque satisface

A{i) A 3y =0 i#j
I =1 alk) .
k
Asociada a la familia A se define la familia de or-

toproyectores P = {Pk} usando

P - & a(d).
1€k

A

Pl 4 Alk).
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Dado el vector x € H, en forma intuitiva se dice
que xkﬂb(k)x es el "valor de x en el instante k',

. k-1 ;
Por extensidn al vector P "x se le denomina el pa-

. k .
sado estricto de x. El vector F x contiene el pasa-
de estricto mie el valor presente de x,

Tna transformacidn T linesl continua en H se defir
ne como causal si satisface

AGOT = a(K)TFY Wk,

A menos que se diga explicitamente lo contrario loa
t&minos transformacidn y operador implicardn siem-
pre linealidad y continuidad.

Bisicamente esta definicidn establece que el valor
presente de la salida de T se puede calcular sin
conocer el futuro,

i la transformacidn T satisface la condicidn

a(kIT = a(k) TPk_i se denomina estrictamente causal.
En este caso el valor presente de la.salida no de-
pende del valor presente de la entrada sino sBlo

de valores estrictamente en el pasado.

Se defineccomo (estrictamente) anticausal a una
transformacifn T tal que su adjunta T* es (estric-—
tamente) causal.

Un operador que es simultdnesmente causal y anti-
caygsal se denomina sin memoria o est8tico, En este
caso el valor presente de la salida depende sélo
delvalor presente de la entrada,

Descompesicifn Aditiva de un operador T es su re-
presentacifn en la forma

T, + T+ T,

En que Tz es sin memoria, TC es egtrictamente cau-

gal y TC* &s estrictamente anticausal,

-1 .
Un operador T tal que T ~ es continuo admite una
factorizacifin regular si es posible escribir

T = A B*

En que A, A’l, B, gt

son todos operadores causales,
Una factorizacidn de particular importancia ocurre
cuando T > 0 ¥y A = B, En este caso se tiene T = AA¥
v se habla de una factorizacifn espectral del ope-
rader T.

El espacio de probabilidad de los procesos esto-
casticos con valores en H es la terna (H, I, p) en
que I es una familia de conjuntes de Borel y p es
una medida de probabilidad

Para cada proceso estocdstico a ¢ (H, I, p), con
momentes de primer y segundo orden finitos, se de-
fine el valor medio de a, me Hy el operador de

convarianza Qu mediante

E [<x,u>] = <x,m >, xeH
E [ <x,a m > <y,a -mu>j -

<x,Q, ¥>, ® ¥y e H,
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En las expresiones anteripres <, , .>indica el pro-
ducto interno en H ¥ E| »| es el valor esperado de
1a variable aleatoria indicada.

En forma similar, dados o,f ¢ (H,I,p) se define la
covarianza cruzada Quﬁ mediante

E ch,a ﬂmub <y,B ﬂmgéj =
¢x.QaBy>, =,y ¢cH,
Los gperadores de varianza son usados fuertemente
en este trabajo. Algunas de suas propiedades bisicas

se listan a continaucifn, Se supone a,f e (H,I,p)
¥ L,T ocperadores en H,

) Qi ™ 4 Qpt Ut G
1i1) Qup = Uy,

iv) E [<u,ué] es finito si y sdlo si

O es operador con traza finita, En este caso se
cumple E [ﬁa,a%] = ftr (Qﬂ)
Vale la pena recordar también algunas propiedades
de la funcidn traza y que serin utilizadas en este
trabajo:

a) tr (T} = S<Tei, ei> para cualquier
base ortonormal del espacic H

B) tr (TL} = tr {LT)

c) tr (T+L) = tr (T) + tr (L)

3.~ MODELCS DE INTERACCIONES,

Para plantear formalmente el problema se supondrin
dos procesos estocdisticos u e y que toman valores
en un espacic de Hilbert H y de los cuales se cono-
cen egtadisticas de primero y segundo orden. Por
comodidad se supondrdn con valor medio nulc de mo-
do que sclo se requiere conocer los operadores de
covariancia Qu’ Qy’ Qyu'

8i se define { = (y,u} como el procese conjunto que
toma valores en H°, este proceso tendrf media nula

y un operador de covariancia Q.. Empleando motacidn
matricial se tendrd ¢

Q, @
Q = | ¥ ey

Yy %

Se supondrZ que este operador es positive definido
(cho], Esta swposicifin equivale a laz de range com-

pleto que, para el caso estacionario, se hace en
[4] s [5 ¥ [6]

Es evidente que si H tiene una estructura de reso-
lucidn discreta definida por los crtoproyectores
{a(k), k=0, 1, ,,.} se puede inducir en forma wuy
sencilla una estructura de resolucidn en H?, Con
un pequefio abuso de notacifn se tendria:



A(k)y
Alk), =
A{k)u

Ahora bien, como QC>0 {en B2} entoncas admite una

factorizacidn espectral [}]. Se puede escribir

QC=AA* en H?

en que A es un operador/causal con inversa causal.
Es decir

Ajl A2
Azy Agzz

Cada una de las entradas A
causal en H.

i3 debe ser un operador

La factorizacifn espectral no es dinica. Se sabe
que si AA%* y BB* son dos factorizaciones distintas
ge debe cumplir
B = AN
N N¥

N = estdtice (sin memoria).

El resultado de factorizacién es basicamente un
procedimiento de "blanqueo" de los procesos esto-
cigticos. Implica que los procesos u e y admiten
la representacidn gque se indica en la Figura 1.
Este modelo se 1lamard un modelo directo. Las se-
fiales n) ¥ n; son secuencias de ruide blanco inde-
pendientes entre si y con covariancia unitaria
(Qul = an =1, innz = 0). El hleque designado

por ¥ corresponde al operador estdtico que rela-
ciona las distintas factorizaciones.

Al
¥
gy W] Aay
N
y /
w2 Arz
u
Aza

Figura l: Modelo Directo de Interaccidn
Entre los Procesos u e y.

Desdeel punto de vista de modelacidn, el esquema
de la figura 1 es realizable va que todos los ope-
radores son causales., La simplementacifn de este
modelo permitird generar procescs estocdsticos que
tendrdn la misma estadisticas de segundo orden que
lag dadas como dato (Qy’ Qu, Qyu)'

El modele directo es especialmente adecuado para
trabajos de estimacidn y prediccidn del procesc
7 = {y,u), Cualquiera gque sea el bloque N, como
‘N N* - I, las sefiales Wy, W; son tambi&n ruidos
blancos independientes entre si v normalizados.

Desgraciadamente el modelo directo es claramente in-
suficiente para examinar la relacifn causa/efecto
entre los procesos u e y. Solo permite establecer
que ambos procesos tendrian "causas comunes™ y que
variaciones en unc de ellos deberian ir acompafiadas
de variaciones en el otro. A pesar de ello es im-
portante destacar que aiin con este modele se ve que
la condicidn Ap; = O (A15 = 0) hace mds direccicnal
el modelo. Por ejempio, toda variacidn en u necesa-—
riamente significard una variacidén en y pero no a
la inversa,

En el modelo dirvcto ambos procesos aparecen come
salidas., Si se postula que hay una relacidn causa/
efectn entre ellos es mas razonable tratar de de-
terminar un modelo realimentadc como el gue se
muestra en la Figura 2. En este modelo las sefiales
a vy 3 corresponden a posibles agentes externos,

ny

{

nz

Figura 2:; Modele Realimentado de Interaccidn.

En este caso surge come importante determinar si
por ejemplo se puede supeoner H = 0. Se tendriz una
situacién muy clara. El procesoc B = u es causa y
puede razonablemente ser elegido como variable ma-
nipulable para afectar al procese y. Este punto
serd examinado en detalle en la siguiente seccidn.

Es necesaric notar que a partir de la informacién
estadistica, la técnica de "blanquea” de los pro-
cesos genera siempre un modelo directe, Empleando
algrebra de bloques se puede determinar que un mo-
delo directe neo siempre se puede transformar en un
modelo realimentade, Se requieren suposiciones adi-
cionales egpecialmente para asegurar la causalidad
de los operadores. En particular se tiene,

LEMA 1.

Si en el modelo directo se tiene que 4;;, App son
invertibles con inversa causal entonces se puede
derivar un modelo rezlimentado.

DEMOSTRACION.

Para el modelo directo se tendrd (Fig. 1)
y=A WA W
u=4; W +-A22 Wz .
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Si Ay,, App son invertibles, se cumple

-1

W o= A (y - Arp W)

-1 -1
u = Ay A1) Y r (Ag2 - As) Ay Aga) W2

Es decir

=1

H= 4 411
-1

K= Azp = Az A1 ALz

-1
Como Ay; es causal por hipftesis y todos los demds
tambi#n lo son, se deduce que H ¥y K son operadores
causales,

En forma similar se obtendrd

-1
F =437 Az2
G = Ay — A2 Az A2p

Esto completala demostracidn, NStese que H = 0
(lazo abierto) si y solo si A, = 0,

El interés de este resultado es que existe un case
especial de factorizacidn espectral para el cual
las condiciones del Lema son aplicables,

DEFINICTON 1:

Un operador QC>0 admite una factorizacién radical

si existe un operador L.estrictamente causal y un
operador M>0 sin memoria (estitico) tal que

Q. = {I+L)HM (I +L*)

5

La factorizacidn radical tiene propiedades que la
hacen especialmente adecvada para la modelacidn,
Constituye la extensibn del concepto de densidad
espectral normalizada de [6|, Ademfis de existir
eficientes algoritmos para determinarla (8} , se
dan sin demostracidn las siguientes propiedades
[?} que justifican su utilidad,

Pl : La factorizacidn radical es fnica.

P2 : Dado que L es estrictamente causal, I+L
es invertible y con inyersa causal.

Al aglicaresta definicidn al procese ¢ = (y, u)
en H°, se puede escribir

I+ Ly)lie
Lgy O + L2p)

Llamando Ay; = I +Lji, Asp = 1 + Lyy se ve que
ambos son causales con inversa causal, Siempre es
posible plantear un modelo realimentado en este
caso, El operador M representard la covariancia
del proceso 1 = (n3, ny) de sefiales externas,

My M2
I+L= M=
Mi2 Mzo

4.- REALIMENTACION Y PSEUDC REALTMENTACION.

En la seccidn anterior se han planteado dos posi-
bles modelos para representar la interacciBn entre
procesos eéstocisticos. El modelo directo supone fque
ambos procesos tiepen "causas' comunes mientras
que el modelo realimentado supone una relacidin
causa/efecto,en general bidireccional, entre los
procesos. Ambos pueden derjvarse de la misma in~
formacidn.
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En este punto se hace necesaric recalcar la difere-
cia conceptual entre un modelo matemdtico y el ob-
jeto representado por dicho modelo. Especificamente
se tiene un ente {ffsico} en el cual se han medido
dos variables, modeladas a su vez como los procesos
estocdsticos (y,u}., Es a este ente fisice al cnal
se le quiere asociar un modelo basado s8lo en las
estadisticas de segundo orden, Para tratar de man-
tener la diferencia se emplezrg el término sistema
para referirse a este ente fisico,

Debe ser claro que a partir de la informacifn dis-
ponible no se puede hacer ninguna afirmacifn sobre
el sistema, Es mis, bajo condiciones simples, un
sistema con estructura realimentada puede ser re-
presentade por un modelo directo., Es tambiln posi-
ble que un sistema en el cual no hay realimentacidn,
por efecto de la modelacidn, aparezca como poseyen-
de una estructura realimentada,

Para poder avanzar es necesarlo hacer una suposicifn
adiefonal. En este caso se supondrd a priori que
existe una relacifn causa/efecto entre las varia-
bles {y,u),

El sistema en el cual e han medidc los procescs
estocdsticos se suypone con una estructyra reali-
mentada como la mostrada en la Figura 2, El pror
blema que se debe resolyer en este caso no eg solo
el de determinar un modelo de la misma forma ainc
que determinar tambifn bajo que condiciones se pue-
de establecer que en el sistema no hay realimen-
tacién (H = 0) de modo que la relacidn causa efecto
es completamente unidireccional.

En este contexto, el concepto de ausencia de reali-
mentacifn jugard un papel destacado. Antes de plan-
tearle formalmente es necesario recalcar que esti
completamente basade an las estadfsticas de segundo
y .es por lo tanto verificable con la informacitn
dada e independiente de cualquier estructurz que
pueda tener el sistemz, Ademds, a diferencj e_las
definiciones que se han publicade ([ﬁ], ij Tf] )
la que aquf se di es vdlida para procesos estochsr
ticos no estacionsarios.

DEFINICION 2:

No hay realimentaciBn en sentido fuerte del proceso
¥y sobre el proceso u si ¥y solo si la covariancia

Q_ del procesc § = (y, u) admite una factorizacidn
edpectral 4 A* en H? para la cual se cumpla

i) Az]_ = {

ii} A, estrictamente causal,

Por condicifn de factorizacidn espectral la inver~
sa de A debe ser tambifn causal. Como en el casoc
de ausencia de reslimentacidn se tiene Aj;=D ge
puede ver facilmente que en este caso A); ¥ Ayp
son ambos con inversa causal. Utilizando el Lema 1
se concluye que existe un modelo realimentado para
las interacciones entre el par {y, u}.

Siguiendo el desarrollo del Lema 1 se ve que en el
caso de ausencia de realimentacifn en sentide fuer-
te se tendri un modelo realimentado para el cual

F es estrictamente causal ¥ H = 0, Es decir el me-
delo es de lazo abierto vy claramente unidireccio-
nal. Las seflales de ruido externas (m, ny} (ver
Figura 2) son indapendientes entre =i, De acuerdo

a este modelo se puede concluir que la variable u
es ‘causa’ con resp -wta.yariable y, Mas easpe-
cificamente gque Hi < -puede variar me~
diante manipul de la var €. u pero no a la
1nversa,




El concepto serla claramente inutil si con la mis—
ma informacifn, la covariancia QC’ ge puade obte-

ner también la conclusifn opuesta, Esta posibili-
dad queda descartada con el siguiente resultado,
LEMA 2.
Dado el par de procesos £ = {y,u) con covariancia
QC>0’ las siguientes proposiciones son equivalen-
tes

i) Los procesos son estadisticamente indepenr

dientes

ii} Wo hay realimentacion (en sentido fuerte) del
proceso y sobre el proceso u, ni del proce-
so u sobre y,

DEMOSTRACION.

: Esto es muy facil de ver ya que en este
caso = = 0, El operador es
aso Q Quy p Qc

i}=» ii}

por lo tanto diagonal. Cada unc de los
elementos Qy, Qu es positivo definide.

Aplicando factorizacidn espectral a ca-
da unc de ellos se obtiene una factori-
zacion A A® para Qc en la cual A; =

Ay = 0, El resultado sigue irmediata-
mente aplicando la definicidn,

ii) = i) : En este caso se tendrén en general dos
factorizaciones A A%, B B* para QC' Er
una de ellas se tendrd Ay; = 0, Ajz es-—
trictamente causal {ausencia de reali-
mentacidn de y sobre u). En la otra
factorizacidn se tendrd en cambic
By; = 0, By) estrictamente causal, in-
dicando ausencia de reslimentacifn de
u sobre el proceso ¥y.

Dado que 4 A% = B B* = QC debe cumplirse B = A N,

N N% = I,N sin memoria (seccidn 3). Usando repre-
sentacién matricial,

Bj; 0 A1l Apo Ny B2

Bay Boz 0 Asz Nop Naz

De aqul se obtiene
G = Ay Niz + A N2

By; = Azz Np
-1
Ny = Baj Az
-1
Niz = — Aj1 A2 Na»

Como por hipStesig Bz) y A}z son estricramente
causales y todos los otros operadores son causales,
debe cumplirse que tanto Ng; como Ny son estrice
temente causales y por lo tante su componente sin
memoria debe ser nula., Como al mismo tiempo Nj3z,
Nz) son sin memoriaz debe cumplirse

By = Nz3 = 0

De aqui usando algebra elemental se deduce 4, = @,
B,y = 0, Por lo tanto Qc es diagonal y los procesos

son estadisticamente independientes, El lema queda
completamente demostrado,

Al mismo tiempe el lema deja en evidencia {eligien-
do W adecuadamente) gue afin cuande se tenga ausen-—
cia de realimentacidn en sentido fuerte del proceso
v sobre el proceso u, se puede obtener una factori-
zacidn espectral B B* en la cmal tanto By, come By
son no nules, Por lo tanto se pueden tambifn obte-
ner modelos realimentados con F # 0y H# 0 (For-
malmente el Gnico caso excluido es F = 0, B ¥ 0).
Debe notarse sin embargo que en el resultado ante-
rior no se ha emplfado la condicifin N N* = I, Esta
condicifn resulta vital para el siguiente resulta-
do,

LEMA 3,

Dado el par de procesos [ = {y,u) con Q >0 si no
hay realimentacisn en sentido fuerte de® y sobre u
entonces no existe un modelo realimentado que sar
tisfaga las condiciones {ver Figura 2y,
i) Los operadores F,G,H,K son causales
ii) F § 1 (o ambos} es estrictamente causal

iii) Las entradas externas n = (nj, np} son se-
cuencias blancas mutuamente independientes

iv) H# 0,
DEHOSTRAGION,
Cualquier modelo realimentado satisface (Figura 2)

v = Fu + Gm,
Hy + Kngp .

[=
n

Dado que F (o H) es estrictamente causal entonces
FH y HF son tambi&n operadores estrictamente cau-
sales, Por lo tanto el operador I-FH (I-HF} es
invertible y con inversa causal. Se puede entonces
resolver el sistema de ecuaciones obteniendose

y = (IFB)"" (FK n, + G np)

u = (I—HF)“l (K n, + HG n1).

Sin perder generalidad se puede considerar que
n = (my, np) sarisface Qn = I en HZ?, De aquf sigue

que definiendo

Bj; = (I ~FH) G

Biz = (I - FH} = FK

Byy = (I - HF) ~ HG

Bpy = (I - HF) K;
se obtiene una factorizacidn espectral B B* para el
proceso conjunto £ = {y,u) en la cual va sea By, o

By, (o ambos) son operadores estrictamente causales,

Por hipBtesis hay susencia de realimentacidn del
proceso vy sobre el procese u, De mode que QC tam~

bien admite una factorizacidn espectral A A* con
A3y = 0, A)p estrictamente causal, Se debe cumplir
(para alefin ¥ gin memoria)

B =4XN
N N* =1,

Desarrollandc las expresiones come en el lems ante-
rior se tiene

Bypy = A1) Nyp + A5 Nap»

Bz1 = Azp Noy

JIEE, Vol. 4, MAYD 1983



Se ve que la condicidn By, estrictamente causal im-
plica Ny = 0, al igual que en lema anterjior. Por
otra parte dado que

-1

N,z Ay (Byz - Ay Np2d,

la condicifn By, estrictamente causal implica que
N, debe ser cero.

Por otra parte, desarrollando la condicidn N N* = 1
entfrminos de los elementos Nij se obtiene facil-

mente que Ny, = 0 si y solo s8i Np; = 0. De modo que
Bjz o By estrictamente causal implican N diagonal,

Ahora bien si N es diagonal, de la expresidn B = AN
se ve que A triangular superior (4;, = @) implica

B triangular superior (Bz; = 0). Por lo tanto H = Q,
(Nota: En estricte rigor se obtiene HG = 0 pero se
puede establecer que G debe ser invertible para que
Q;>0) .

Debe notarse que las tres primeras condiciecnes del
lema son normalmente suposiciones que se plantean
en el proceso de modelacidn. Para dejar este punto
més claro se tiene:

COROLARIO:

S5i se sabe que el sistema que genera los procesos
£ = {y,u} satisface condiciones i), M), 1ii) del
Lema 3 y s8e determina ausencia de realimentacidn
en sentido fuerte de y sobre u entonces necesaria-
mente deba tenerse H = 0,

Como consecuencia de este resultado se tiene una
condicifn para determinar si un sistema estd en
lazo abierto (H = {) o no.

Desgraciadamente existen sistemas a los cuales se
desearia clasificar como de lazo abierto v que sin
emhargo no satisfacen el criterio de ausencia de
realimentacifn en sentido fuerte.

Considérese el sistema mostrado en la Figura 3, El
operador F es causal y los preocesos estocdsticos
gy B =u son secuencias blancas independientes
entre sl y de covariancia unitaria.

Figura 3: Sistema en Lazo Abierto

Se puede demostrar sin mucho esfuerzo que para
r = (y,u) se cumple

1 F I 0
Q=
¢ 0 1 FA I

Como F es cansal se tiene de hecho una factoriza-
cidn espectral inmediata para QC' Como F puede re-

ner parte sin memoria (estdtica), para esta facto-—
rizacidn no se cumplen las condiciones para ausen-
cia de realimentacidn en sentido fuerte, Si se
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supone gue existe una factorizacifn para.la cual se
cumplen las condiciones, deberia tenerse

Ay A2 I F Hy; Hp»

0 Ay, 0 I N2y W23 |

Con A}, estrictamente causal, Sin embarge es claro
que Ay; = 0 implica Ny; = 0 y por consiguiente Wj,=
0 de modo que

Aya = F Nap

Como W3, es estitico, la condicifn A;; estrictamen-
te causal se comple 81 v solo si F 1o es. Asi se
tiene que el sistema de la figura 3 puede no cumplir
los requisitos para ausencia de realimentacifn en
sentide fuerte.

Esta anomalia hace necesario intreducir un concepto
de ausencia de realimentacifin en sentido d8bil, Es-
pecificamente se tiene.

DEFINICION 3.

Dados los procesos { = {y,u} con QC>U se dice que

hay ausencia de realimentacifin en sentido d&bil del
proceso y scobre el proceso u si y solpo si existe
una factorizacidn espectral A A* para QC y tal que
Az]_ = 0.

La Onica diferencia entre esta definicifn y la an-
terior es la eliminacifn del requisito que A,; sea
estrictamente czusal, Esto permite considerar al
sistema de la figura 3 como sin realimentscidn en
gentido débil, Claramente este es un concepto mis
amplic ya que todo par sin realimentacifin en senti-
do fuerte lo es también en sentido débil pero no

a la inversa.

Debe notarse que ambas definicienes son muy eompli~
cadas de aplicar en la forma dada va qua piden la
existencia de alguna factorizacidn espectral, En
este sentido ne son constructivas,

El siguiente resultadeo resuelve este problema para
ausencia de realimentacidn en sentido fuerte,

TEOREMA 1,

Dados los procesos £ = (¥,u} con thﬂ las siguien-—
tes propesiciones son equivalentes

i} Hay susencia de realimentacidin en senti-
do fuerte de y scbre u, .

ii) En la factorizacifn radical de QC se tie-

ne (seccifn 3} L triangular superior
(Ly; = 0) vy M diagonal (M), = Mz; = 0},

DEMOSTRACION,

ii).p i) Con las condiciones dadas se tiene un ope-
rado L estrictamente causal ¥y M sin memo-
ria tales que

Q = (I +1L) M) (I + L*%)

X
T+, My 0 r+r)o

* *
o] X+ 1y, a0 Mo Lisp (I + Laz M.



Como My,>0, Mp,>0 se puede escribir

k]

*
0 Mao 0 L a N3z

Con N, operador estdtico,

por lo tanto definiendo

]
Ay Ayg (I +1Ly1) Ny Ly Npo
= — e -
0 Ay e | (I + La2} Ny

Se ve que A A* es una factorizacidn espectral que
gsatisface la definicifn de ausencia de realimenta-
¢ifn en sentide fuerte.

i)=2 ii) Come A es triangular, Ay (4,7} es inver~
tible con inversa causal, Separando

~1 . .
Aj], 41} en sus componentes sin memorla
y estrictamente csusal se puede probar
que la parte sin memoria E}lij - de

ne -
A1) debe ser|singular para satisfacer

Ay AI} = I. Por lo que es posible defi-
nir

-1
Ly - [311] c [All] z
Ny = [AIJ z

Claramente L), es estrictasmente causal y satisface

Ay = (L + 1)) Ny

“n forma similar se establece la existencia de L,y,
N, y finalmente para L1, se tiene
-1
Liz = A2 N2z

y tambifn es estrictamente causal ya que 4 lo es.
1a existencia de la factorizacidn radical estd es-—
tablecida. Fl teorema queda completamente demos-—
trade.

Una de las razones principales que hacen importan-—
te este resultado es que como se ha mencicnado an-
teriormente, la factorizacidn radical es finica y
se conocen algoritmos eficientes para calcularla,

Este teorema di entonces un procedimiento construc-—
tivo para verificar la ausencia de realimentacin
en sentido fuerte.

En forma muy parecida es posible caracterizar la
ausencia de realimentacidn en sentide d&bil, Por
ser la demostracifin bastante parecida se omire,

TEOREMA 2,

Dados los procesos g = (y,u} con QC>0 las siguien~-
tes proposiciones son equivalentes:

i} Hay ausencia de realimentacidn en sentido
débil de ¥ sobre u.

ii) En 1la factorizaci®n radical de QC se tiene
L triangular superior (L, = 0}.
El heche que el operador M pueda tener componentes
fuera de la diagonal se puede interpretar también

come una correlacidn entre las geflales de ruido
(nls 1‘12).

- 28 -

3in informacidn adicional no se tiene elementos para
preferir un modeloc con H = O,F causal y senales ex-
ternas independientes sobre un modelo con H = 0, F
estrictamente causal vy sefales externas correlaclo-
nadas. Esto permite clarificar algunas confusiones
existentes en la literatura sobre '"sistemas sin rea-
limentacidn".

la caracterizacifn dada por el Teorema 2 permite ob-
tener algunos resultades adicionales realmente in-
teresantes,

Dado que todo modelo causal con H = O y entradas ex-
ternas Independientes implica y es implicado por
L,; = 0 se puede plantear

COROLARIO 1:

Si en la factorizacidn radical de QC se tiene

Ly1 # 0 entonces cualquier modelo causal realimen-
tado y con entradas no correlacionadas requiere un
pperador H ¥ 0. Es decir requiere realimentacidn
del proceso y sobre el proceso u,

Se pueden plantear afin otros resulrados referentes
a la estructura del sistema que genera a los pro-
cegos £ = (y,u) indicando que la factorizacidn ra-
dical contiene una cantidad enorme de informacién
egtructural y es el camino ldgico para analizar
interacciones, Por razones de espacio no es posi-
ble considerar mis implicacicnes y se prefiere
abordar otra caracterizacidn adicional de los con-
ceptos de ausencia de realimentacibn,

5,~ RELACION CON EL PROBLEMA DE ESTIMACION ESTO-
CASTICA,

Se menciond en la introduceidn que el problema de
modelar interacciones se ha planteado tambi&n en
témmines del problema de estimacién,

En esta seccién se anliza brevemente esta comexifin
v se extienden resultados que existen para el caso
egtacionario ( [l] s 7] ).

Dados dos procescs estocdsticos se puede plantear
el problema de estimar uno de ellos {y) basado en
alg{in conocimiento del otro {(u). Usando estadisti-
cas de segundo orden se tiene el problema de deter-
minar un sistema lineal {operador) D, tal que

E {}] y - Du |2} = nin.
Cuando el operador D debe satisfacer una condicién
de "Realizabilidad ffsica” se tiene el problema de
Wiener. En t&minos de espacios de resolucibn &sta
es una condicidn de causalidad,

Designando por e = y-Du se puede definir

J(D)

E{||e||?} = tr {Q,}

- * _
tr {Qy QyuD DQuy

J(D+68D) =JI(MD +tr {6D Q, & D*} o+

+ D QUD*}

tr {6 D Q, D* + D Q& D¥ - Q_ D% - 8DQ  }.
Para §J = J(D + &D} -~ J {D) se cumple
83 = tr {sD Q 6D*} + tr {s D [qD* - Qyl !}

+tr {[Do, - Qyu] 5§ D%},
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El término tr {8 D Q_ & D*} es siempre nc negativo.

Lz condicidn necesaria y suficiente para minimizar
J es por lo tanto

tr{[BQu-QYuJSD*}“Oa

Esta relacidn debe cumplirse para todo é D en la c¢o-
leccidn de aguellos considerados admisibles,

S no hay ninguna restriccifn en la eleccidn de D
entonces & D debe ser cualquier ocperador. La selu-
cifn que se obtiene en este caso es

" -1
Do = Qu Q, -
L3
Esta solucifn D, serd en general no causal,

81 se exige que D deba ser causal entonces §D debe
ser restringide a todos los operadores causales sor
lamente, La solucifn en este caso esti dada por la
solucidn de las ecuaciones de causalidad

[5a]. =[]
5, =[] e

De la misma manera si se exige que D debe ser es-
trictamente causal se obtiene una solucidm Dc .

En general se cumplird que las tres soluciones,
.~ e

Do’ D, DC son diferentes. No es gorprendente que

ellospuedan coincidir em algunos casos, Lo que es
interesante es gue estos casos estin directaménte
ligados a la ausencia de realimentaciones come lo
establece el siguiente resultado
LEMA 3.
La siguientes condiciones son equivalentes
a " a Y

a D =D D =D )

3 o o </ o "

b} Mo hay realimentacifn en sentido fuerte
(/débily de sobre u.

DEMOSTRACION:

b) =D a} Si no hay realimentacidn de y sobre u se
tiene un modele-F en lazo abierto (H=0),

y = Fu + Gnl

u = Kn,

Los procesos n), ny son ruidos blancos independien
tes.

1

Q Fq

yu u
De modo que

D, = ¥,
Si la ausencia de realimentacifn es en sentido fuere
te entonces F es estricramente causal. Si se habla

en sentido d&bil F es s&lo causal. La proposicifn
sigue immediatamente
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-1
a)l= b) Dado que D, = QyuQu y es (estrictamente /)
cansal se pnede escribir

v =Du + g

u=g

con Quu = 0. Los operadores G,K se determinan por el

procedimiento de blanquear los procesos o ¥ B.

El lemma queda asi establecido. Por primera vez se
demuestra esta equivalencia para el caso de ausen-—
cia de realimentacidn en sentido d&bil.

Otras caracterizaciones son tambi&n posibles. Sin
embargo se consideran de menor importancia y ge
omiten por razones de espacio,

6,- CONCLUSIONES,

Se ha estudiado el problema de analizar interaccio-
nes entre procesos estocisticos basindose en esta-
disticas de segundo orden,

El enfoque de espacios de resolucidn y teorfs de
causalidad permite extender sin ninguna dificul-
tad resultados existentes sblo para procesos esta-
cieonarios,

Se obtienen resultados valiosos en relacionar ausen~
cia de reazlimentacidn d&bil y fuerte, Queda ademis
completamente clara la limitacidn del procedimiento
demostrando que existen situaciones que no ge pue-
den discriminar.

De particular importancia es el resultado que siste-
mas en lazo abierto podrian ser considerados como
realimentados en el sentido fuerte, Esto haria apa-~
reécer una pseudo realimentacidn que puede distorsio-
nar completamente el proceso de modelacidn ya que
genera una relacifn causa/efecto ficticia,

Finalmente es interesante que la teorfa de causali-
dad tieme aplicacidn y produce resultados muy po-
derosos en la determinacifn de relacidn causafefec-
to entre procesos estocfsticos.
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