“CONTROL DE POSICION DE TIEMPO MINIMO PARA UN MOTOR DC”

RESUMEN

En este trabajo se estudian Tas ventajas del con-
trol de posicidn de tiempo minimo del modelo de un
motor DC, se desarvella el algoritmo para la imple
mentacién del mismo, y se discuten algunos proble
mas de carfcter préctico sabre su misma fmplementa
cidn.

INTRODUCCICHN

Cuando se realiza un contrel de posicidn, y/o cual
quier otro control, hay que satisfacer condiciones
de respuesta transitoria, precisibn yestabilidadl,
Normalmente, los sistemas lineates consiguen satis
facer en forma adecuada sobre todo Tos dos filtimos
casos, pero, si el problema de transitorios exige
una respuesta suficientemente rdpida y sin sobreti
ro, habrd que buscar una mejor solucidn.

Para comparar 1a mejorfa que se experimenta con
los diferentes controles, se tomard como referen-
cia el control de pesicidn 1ineal de un motor sim
plificade como en Ta figura 1.
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FIG. 1 .- Control Tineal de posicién de un motor.

Como es un sistema de segundo orden, a Tas varia-
bles de estado se las puede definir como:

X1 =g

{1)

»
X2 = &

en donde ety =e <« E(s)

facilmente se puede probar gue las trayectorias en

el plano de fase son espivales que van al punto de
eguilibrio en el origen. (Fig. 2),
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FI1G. 2 .~ Trayectorias en e1 planc de fase del con-
trol lineal del motor con condicin Tni-
cial %g .
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La respuesta en e?! tiempo, a una funcidn paso serd:
come en Ta figura 3, con el menor tiempo de subida
sin sobretiro cuando el fndice de amortiguamiento
es igual a 1.
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FIG, 3 .- Respuesta a una funcidn pasa del sistema
de control Tlineal.

Este sistema puede ser mejorado (sin aumentar su or
den}, cen un control proporciconal djferencial (Fig.
4}, pues aumenta el fndice de amortiguamiento, es
decir, Ta espiral decae més ripidamente al origen.

Kp + Kd s MOTOR

FIG. 4 .- Control 1ineal con compensacidn PD.

Nuevamente, el Timite de mejorfa estd sujeto a un
indice de amortiguamiento igual & 1.

Luego, habrd en situacianes mds exigentes, que re
currir a un control no lineal a relé por ejemplo;
el control basico no lineal es el de la figura 5,
cuyas trayectorias serfan como en la figura 62, pa
ra un rango permitide, y corresponden a un cierto
amortiguamiento,

MOTOR

FIG. 5 .- Control de posicién de un motor
a relé,
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FIG. 6 .- Trayectorias aproximadas para el controt
no Tineal.

Debe notarse que el relé& conmuta en Ta recta x; =0

£1 sistema puede hacerse mis amortiguade si se in-
troduce un controlador proporcional djferencial.
{fiqura 7).
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FIG. 7 .- Control no lineal con compensacidn PD.

Las trayectorias se conservan esencialmente las
mismas, pero la conmutacidn de ellas acurre sobre
la recta Kp x; + Kd x; = 0. (figura 8}.
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FIG. 8 .- Travectorias para el problema de la figu-
ra 7

Ahora, si se consiguiera utilizar como curva de
conmutacién a Tas propias trayectorias que pasan
por el origen, se 1legaria en este caso al mismo
cuanda mis con una conmutacién, sin §obre tiro ¥y
en el menor tiempo posible. Figura 97,

Xz
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FI&. 9 .- Curva de conmutacién para tiempo minimo.
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ET prehlema radica en determipar e implementar el
algoritmo que permita que el relé conmute sobre es
ta curva, y que se 1o detalla a continuacidn, va-
riando Tigeramente la definicifn de Tas varijables
de estado de aquella propuesta en la ecuaciln (1),

DEDUCCION DEL ALGORITMO DE CONTROL OPTIMO

La funcion de transferencia del motor, para el con-
trel de posicidn y asumiendo un modelo 1ineal es:

8{s) _ K
Ea{s) (1 +7Ts)S

(2)
donde:
Ky Ra Jeq
K= cm—m—
Ra Beq + Ky Ke

Ra Beq + K1 Ke
con:

KT = constante del par motor
Ke = constante de fuerza contraelectromotriz
Ra = resistencia de 1a armadura

Beq = coeficiente de friccidn viscosa equiva-
Tente.
Jeq = momento de inercia equivalente

Ea = tensidn de armadura

de 1a ecuacidn {2} se tiene:

o(t) + 8(t)T = K Ea(t) (3)

despejando é(t) :

o(t) = - Loa(t) + £ E,
T T

para poner el modelo del motor en notacién de va-
riable de estado se realizan Tos siquientes reem-
plazos:

x2{t) = 8(t) y xa{t) = x; () = 8{t) (4)

con 1o que se obtiene el siguiente sistema de ecua
ciones :

xz{t) = xz2(t)
(5)

xa(t} = - ;— xz(t) + -'T“— Ea
5
' o 1 Fo
X(t) = X(t) + Ea

1] .._1_ +_K_

| T T

3 (6)

[ (t) X1 (t)

X(t) = 3 %G(t) =
xa2(t} xz2(t)
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el vector inicial puede ser en forma general:

<1
x(0} = (7)
Cz
Ademds existe la restriccidn |Eg] < |V|; donde V es
el voltaje de Ta fuente, y seadn_se explica en la

teoria general de control 6pt1mo3 » 12 salucifn es
un contro? tipo bang-bang.

De acuerdo a Ta notacidn general de variable de es
tado

F(t) = ER(t) + B R (8)

para este caso:

A= Y B = {9)
0 L X
T

u(t) = Ea = voltaje de salida del relé.

se hallan los valores propios de Ta matriz E, con
Ta ecuacidn |A T-E| =0

1

XQ_:-_

A1 =0
! T

Por 1o tanto de acuerdo al teorema de Existencia3,
existe un control Gptime que transfiere cualquier
estado inicial al origen.

Para ver si cumple las condiciones necesarias para
el vectgr de control primero se escribe el hamil-
tonianod.

H(X (), 00t} p{t),t) = 147 (£ [F (X (t),t) +

+ B (x(t),t)n(t)] (10)

[0 1] [ xatt)
H{x(t),u({t),p(t),t) = 1+[p1 pa] +
0 % Xz (t)
0
t[p1p2] X Ea
T

=1+ py xy(t) - % P2 Xz (t) +
K
+ p2 T Ea

Se comprueban Tas condiciones:

3 B

X1 (1“-)=:5|:u1 = xa (t) 1)
: H K
o () = 5= - 4 Halt) + - E
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que se puede comprobar, son las mismas ecuaciones
de estado.

4

Los multiplicaderes de Lagrange se los obtiene de:

. a H e
Py (t) = - 3X (t 0

1

. 3 H p
pe (t) = - ———=-p -2 (12)
3%y (t) T
y resolviendo este sistema de ecuaciones:
-t/
pL=A p=C e 'T-TA (13)

donde A y C son constantes.

Ahora de acuerdo al principio de Pontryagin4 se mi
nimiza el término que contiene el vector de control

* K

K
— E < 4
P2 T a £ p:2 = Ea (14)

para todec Ea admisible; y para todo t e [tg, tf]
{intervalo de control).

de donde:

-V para pp; > 0
*
Ea (t] = ( 15 )
+¥ para pz <0
[V
Ea*(t) = - V s (p,(t))

por 1o tanto el control dptime para un estade ini-
cial debe ser de una de Tas siguientes formas:

+V para todo te [tg,t*]
-V para tedo te [tg,t*]

Ea*(t) = +Y para todo te[tg,t,] ¥ -V para todo
te {tlst*]
-¥ para todo te[ty,t;] y V para todo
te[ty,t*]
(16)
en donde t4 < t, < t*

Ahora para saber el comportamiento del sistema en
el espacic de estado se calcula Ta trayectoria del
mismo.

A partir de (6) y (7)

x(t) =I_ {[sT-i}‘:L x(0) + [sT-I]_:l B u(S}] =

-t
C, + CoT - KEaT +KEal - {C,T - KEaT) e T

-t
KEa + (C;-KEa) e al
(17)

para hallar la trayectoria de estados se debe tener
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x1{t) = f(xz{t)) : despejendo t de Ta ecuacidn de
x2{t) ¥y reemplazéndolo en Ta de x;(t):

%2 (t) - kEa)
¢y - kEa
(18)

X1(t) (Cl +C2T)"TX2(t)- k EaT £n (

5i en esta ecuacidn se hace Ea = V y lueao Ea = -V
dardn Tas siquientes trayectorias:

X2 (t)
‘ Eq = +V

e
\\

Q/,C1=Cz= D

% (t)

DY L
SN

€1=¢c2=0 Ea=-¥

FI1G. 10,- Trayectorias de estade.

Quiere decir gque el sistema podrd Tlegar al arigen
siempre que esté sobre la trayectoria AQ & BO.
Segiin se planted en la introduccifn, uniendo estos
2 segmentos se construye la trayectoria de conmuta
cidn éptima, {fig. 11),

§ xz(t)

+¥

=x,{t)

+Y

FIG. 11.- Trayectorija optima BOA.
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La Fia. 11 significa que siempre que el estado ini-
cial esté hacja arriba de 1a curva BOA, el sistema
serd contralado por Ea = -V hasta 1legar al punto
A; en donde Ea conmuta a +V y el sistema llega al o
rigen. De igual manera si el estado inicial estd
hacia abajo de Ta curva BOA Ta secuencia de contral
serd primero Ea =V y al 1legar a B, Ea = -V,

Para hallar la expresidn de 1a curva AD , se hace
c; = ¢z =0 en (17) y se reemplaza FEa = V

x2(t)
Xl{t)='TX2(t)-kVT£n(1- oon ) (lg)

para BO ; Ea = -V

xl(t)=-Tx2{t)+kVT£n(l+x—i-éEl) {20}

para hallar Ta expresidn de BOA se debe unificar
(19) y (20) de 7a siguiente forma:

IXz(t)i)
kY

(21)

1 (1) = - T {t) + {50 x(t)) kVT £n (1 +

Siendo &sta Ta ecuacidn que representa a BOA.

De donde:
SR(E)) 2 (t) + Tralt) - (59 xa(t)) KVT £n ( 1+

ACI N

v (22 )

es Ta curva de conmutacidm para control de tiempo
minimo, y quiere decir que si:

s(x(t))>0 ; ¥(t) estd hacia arriba de la curva
BOA.

s{X(t}) <0 ; Xx{t) estd hacia abajo de Ta curva
BOA.

s{x(t)) =0 ; X(t) estd en Ia curva BOA.

¥

-¥ 5 si x{t) es tal que s{X(t)) >0
+ ; si x(t) es tal que s(X(t)) <0

Ea*(t)={ -V ; si X(t) es tal que s{x(t}) =0 ¥
Xz(t) >0

4y 3 si x{t) es tal que s(x{t)) =0 ¥
x2(t) < 0

LD six(t)=0

Un diagrama de este control serfa (Fig. 12}

CONSIDERACIONES DE CARACTER PRACTICD

- ET1 algoritme de control puede ser implementado
sin dificultad de varias maneras; unz de ellas
seria: construir el circuite que realice la fun-
cibn teniendo como entradas x;(t) y xa2(t);
asunto relativamente facil si se utilizan circui
tos integrados andlogos.

- La potencia del motor sélo condiciona al relé y
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S(x(t}h)

§-S(x(t))
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FIG, 12.- InterpretaciSn del control Gptimo,

no al controlador en sf. REFERERCIAS
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- Una dificultad que se encuentra en Ta prictica _ _ _
es Ta adecuada interpretacion del algoritmo por z. ﬁlgg::;?;:$11.lgggntr01 System Theory.
que EO se pueden mgdir directamentg Tas variables : :
By o sino a través de un potencitmetro y un ta T _ : N
cometro respectivamente, No obstante, 1a intro 3. i;gg;gg?ﬁ;d; ngﬁl?gl ﬁgq?ro}gggeory, and In
duccidn de estas elementos 1o Gnico que hace es ' ' '
que el plano de fase en consideracidn sea otro, _ . “Chi.- 3 i~
en que cada eje es proporcional al original, 4 g;{sggni:éifrtgggﬁ E?;e;uacggﬁs.Agg;g?d Opti
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