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RESUMEX

E]l objeto del presente trabajo es anali-
Zar un aspectc no tratado explicitamente
én la bibliografia como es e: efecto de
la sefial de excitacién en la estructura
¥ parametros del modelo digital obtenido
4 partir de un Procesc analagico,

S8e analizan brevemente alguncs de los
métodos de modelizaciéon digital mas
comunmente empleados en la llteratura y
3¢ presenta un procedimiento que permite
obtener un modelc digital adaptade a una
dada forma de sefal de entrada.

1NTRODUCCION

En la actualidada son utilizados, cada
VeZ con mayor ifrecuencia, métodos digl-
tales para modelizar, simlar o contro-
lar procesos continuos.

Es, por lo tanto, de sumo interés anali-
Zar todos los aspectos vinculades a 1la
reiacién existente entre un Proceso
andlégico vy su simil discreto.

S1 Dbilen este tema ha sido tratade con
profundidad en la literatura, existe un
aspecto muy poco analizado que es el de
la influencia de la sefal de exclitacion
sobre el modelo discreto que simula al
Proceso.

Teniendc en cuenta este objetivo se
analizan bDbrevemente, en primer lugar,
los aiversos métodos temporales comun-
mente empleados para modelizar un proce-
30 analbgico.

Posteriormente se estudia, utilizando 1a
descripcidén por variables de esatado, 1la
influencia de 1la sefial de excitacisn
sobre el modPlo QMIcrele smp)ernds e
método de la transformada Z.

56 presenta ademis una interpretacisén
fisica utilizando diferentes re-
constructores y se apiican los distintes
métodos para modelar una Planta analsgi-
ca.
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1., MODELIZACION DISCRETA DE UN PROCESO
ABALOGICO

El an3lisis se limita, por razones de
exilensidén, a sistemas lineales ¢ inva-
riantes en €1 tiempo. La rélacisdn entre
las sefjales de entrada y salida pueden
eéstaplecerse en el dominio temporal o
frecuencial.

u(t) yit)
rit; ——,—-o
( y(kT)

u {kT) TikT)
r(kT} —_——

Fig. 1. Diagrama en bioques de la planta
analsgica ¥ su medelo digital.

En e1 dominic¢ temporal, las sefiales de
éntrada y salida ¢e un sistema lineal,
invariante en el tiempo se hallan vin-
culadas, para procesocs monovariaples, a
través de una ecuacidn diferencial del
tipo:

™
I.II.Yr *oo. 4y = hm.ﬁm)e...+ho.u yiym ec. (1)

81 r(t) representa 1la respuesta im-
Pulsional del sistema, la salida y(t)
puede hallarse a través de la integral
de convolucisn, -

yitrsuit) @Wr(t) eec. (2)

51 se utiliza la transformacién de La-
Place es:

G(S)=2 [Ar(t)] = Y(S)/U(8) ec. (3)

Fard el caso dej sistema dade por 1la
ecuacion (1) y considerandc condiciones
iniclales nulas., 1la funcisn de transfe-
rencia esti dada por:

bo + P1,8 + .., + pm 5™
Gg(s) = ec. (4)
1 +at.8 ¢+ ... + an. g"
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Las raices del numeérador y dJdenominader
de la expresién (4) representan respec-
tivamente 1o0s ceéros y polos del sistema
analégico.

La +uncién de transferencia G{(sS) del
sistema (ec. (4)) es independiente de la
sefial de excitacidn empleada, S1 sus
parametros son estimados a partir de las
sefiales de entrada Yy salida, para
optener una bbuena estimacisn es ne-
cesaric que la seiial de entrada u(t)
excite adecuadamente a todos los modos
de oscllacidn del sistema. [1] (2}

1,1. METODOS DE INTEGRACION HUMERICA

Los métodos de Integracién numérica
consisten en aAproximar las derivadas de
la ecuacidn (i) por diferencias finitas
entre los valores que toma la sedal en
los instantes de muestreo. {3] [4]

La ecuaclsn diferencial (ec. {1)) se
transforma en una ecuaclén de diferen-
cias de la forma:

Diferencia hacla atris

En esta aproximacidn se reemplazan las
derivadas por la diferencia entre el
instante actual y el correspondiente al
instante de muestreo previo.

a"y (kT) /ATt (Y kT) 7aY -a" Y (kT-T) 70y /T
ec. (6)

Dado que en la transformacién de Laplace
la operaclén de derivacidn se transforma
en el operador S, la aproximacién ante-
rior corresponde a reemplazar al opera-
dor S por la siguiente expresidon:

sz (1-2" Y7 ec. (T)

Diferencia hacila adejante

Esta aproximacidén consiste en igualar el
segundo miembro de la expresién (8) a:

a® [y(kT-T)}, af

y es equivalente a reemplazar al opera-
dor S por:

8S: (Z-1)/T ec. (&)

Integracién irapezoidal

Este mEtodo que también ha recibido las
denominaciones de método de Tustin [3] Yy
transformacidn bilineal [5] sera anall-
zado posteriormente en un ejemplo

La transformacién de la funcién de
transferencia del sistema analégico al
miestreado Se obtiene mediante el reem-
plazo sigulente:

8 = (2/T) (Z2-1}/(2+1) ec. (9

Los métodos de integracidn numérica son
atractivos por Ppermitir una rapida
transformacidn del modelo continuo al
discreto mediante una adecuada susti-
tueidn.
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Sin embarge las caracteristicas de ambas
funciones de transferencia ne siempre
son comparables ¥, dependliendo de la
aproximacién utillzada, un sistema ana-
l16gico estable puede conducir a un mede-
lo discreto inestable o viceversa

S1 bien, un anilisis mas profunde de tal
situacisn excede los alcances de estle
articule, algunos concepios aclaratorios
seran vertidos en el ejemplo de aplica-
clien,

1, 2, TRANSFORMACION INVARIANTE AL IMPULSO

Consiste en obtener un modelo discretlo
tal que al aplicar un impulso al sistema
la salida de) mocelo dig:ital coincida
con las muestras <¢e la salida del sis-
tema analdégico. [4)

El modelo digital se obtiene por arlica-
¢1sn directa de la transformacidéon 2.

G(z) = ;E’[G(S)] ec. (10}

A pesar de no hallarse sustentade por un
desarrollo tedrico preciso, este método
es utilizado por su simplicidaa [3]1[5).

Conccida la funcién de transferencia del
sistema analsdglco G(S), se sintetiza la
funcidn de transferencia discreta G(Z)
de mode tal que gxista una corresponden-
cla de polos ¥ ceros en ambhos planos
dada por Z = exp(ST).

El factor de ganancia del sistema dls-
creto es seleccionade de modo que ambos
sistemas Pose¢an 1gual ganancia a una
dada frecuencia. Por ejemplo S:z0

G(S)I = G(Z)‘ ec. (11)
5=0 =4

DE ESTADCS

El sistema descripto por la ecuacléon (1)
puede Ser representado en el espacio de
estados por las ecuaciones (12). [6]

x{t) = A xX{t} + B u{t)
ec. (12)
Y(v) = C x(%)

Donde X(t) representa al vector de esta-
dos ¥ A,B ¥ C son matrices cuyas dimen-
slones daependen del nimero de entradas,
salidas ¥y estados del sistema bajoe ana-
118153,

Para el casc monovariable descripto por
la ecuacién (i1}, A es una matriz cuadra-
da de dimension n, B un vector columna
de n elementos ¥ C un vector fila de n
elementos

81 conocemes las matrices A ¥ B, el
vector de estadoes en un dade i1nstante to
¥ la sedal de excltacidn u(t) a partir
de dicho instante, podemos calcular el
vector de estados en tedo instante t>to
resolviendo las ecuaciones dae estado,
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La solucién puéde hacerse por métodos
Clasicos o© empleando la transformaclén
de Laplace y se obtiene:

Alt-to) T A(t-T)
X(t): e x(to) + [ e B u(3) ab

ec. ({13)
para t>to

Donde €1 términoe €XP(At) representa a la
mairiz Ae transicién de estados.

A Ppartir de (12) y {(13) la salida d4ael
3istema en el instante t > to esta dada
por:

Alt-to) T A(t-7)
Yit)=C e X{to)+ y e B u(b)ds
ta

ec. (14)
para tr>to

Nuestiro objetivo es obtener una repre-
sentacidn discreta del sistema analsgico
representado por las ecuaciones (13},

51 T representa al intervalo de mes-
reo, la expresion (13} nos permite
calcular el estado del sistema en un
dado instante de muestrec en funcisn del
estado en el instante precedente y de la
senal de excitacién aplicada.

KT+T
AT A(KT+T-1)
E(KT+T)=ze X(KT)+ e B ul(d }do
wT

ec. (15}

Mediante un cambio de variakbles se ob-
tiene:

T
AT AN
X(KT+T)= e xA(KT)+ e B u(KT+T-1) an

(=]

ec. (1)
Y(KT+T)= C x{KT+T)

S1 denominamos s. u(KT) al t&rmino repre-
sentado por la integral:

TAW
s.u(k‘!‘):/!e Bu(k'.'l‘+'x'-7)dq ec. (17)

S es un vector de n dimensiones que
depende de la sefial de excitacisn apli-
cada al sistema entre los instantes KT y
KT+T.

Las ecuaciones (16} ¥ (17) ponen de
manifiesto que €1 vector sy por leo
tante el modelo discreto del sistema
analégice va a ser funcidn de 1a forma
en que la seial de excitacisn varie
entre l1os instantes de muestreos.

51 por ejemplo la sedal de excitacisn
esta formada por funciones i1mpulsivas de
Dirac aplicadas en 1los instantes de
muesireoc (KT} ¥y de area u{XT) es:

£ - B ec, (18}
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51 en cambic 1a sefal de excitacién
Pérmanece constante entre instantes de
muestreoc, es:

T-AT
s = e B d7 ec., (19)
(=4

51 se aplica la transformacién Z a ambos
lados de la ecuacisén (18) Y se consldera
el casc monodimensional de la ec. (1)
con condiciones iniclales nulas es:

-1 AT
X(zZ) (I - 2 e 1 = Z [s.u(kT)) =

D(Z).U(Z) ec. (20)

G(Z): Y(Z)/U(Z) = D(Z}/(C [I-Z exp(AT)])
ec. (21)

Donde D(Z) representa un polinomio en Z
que, en Vvirtud de lo expresado en el
parigrafc precedente, es funcisn del
tipo de sefial de exciltacién empleada.

El dencminador de la expresison (21) es
coilncidente. con el que se obtlene apli-
cando los métodos de invarianza al im-
Pulse ¢ ¢orespondenclia de¢ polos ¥ ceros

Es declr que cualquiera sea la forma de
la sefal 1los polos de 1a funcién de
itransferencia muestreada pueden haillarse
directamente por correspondencia de los
Polos, del sistema analdgico, del plano
5 al Z.

El numerc y ubicacién de 1los ceros del
modelo digital, es decir el orden y las
raices del numerador D(Z), son en cambjlo
funcidén del tipo de sefial de excitacién
utilizada.

3. UTILIZACION DE UN RECONSTRUCTOR
DE SERAL

El d@esarrollo realizado pone de mani-
flesto que s1 muestreamos ia sefial de
excitacién a una planta analégica no
existe un modelo digital simple que
Procesande dicha itnformacidn genere una
secuencia discreta que colncida con el
muestireo de la salida de la planta

Por el contrario los modelos paramétri-
€63 Planteados dependen tanto en orden
comoe en valer de sus parametros de 1la
sefial Qe excitacisn empleada.

5S¢ muestra ¢n esta seccién una interpre-
tacién de esta situacidn basada en el
empleo de un reconstructor.

El preoblema radica en que el modelo
digital debe generar la secuencia de
Salida basada exclusivamente en el valor
que toma la sedal Ae excitaclidén en los
instantes de muestrec mientras que el
Procesc analégico tiene en cuenta 1o que
sucede entre muestras.

El comportamiento del modelo digital
puede entonces anatjizarse mediante un
simil analdgico (Fig. 2) tal que a par-
tir de la secuencia de entrada discreta
reconstruya la seilal continua de excita-
€i6n a la planta analégica
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alt) yi(t)
r(t) -—-I—-—Q
( y(kT)
/ u'{t)
y'(t)
h{t) —_— rit) -.../——.
ulkT} y'(kT)

Fig. 2, Diagrama en bloques de la planta
analsdgica ¥ de un modeloe que
utilliza reconstructor

Si 1la sefial reconstrulda u‘(t) difiere
de la sefial original u{t) también la
salida ¥y’ (t) diferiri de y(t).

Vtilizando transformada Z podemos hallar
una equivalencia entre €1 moedelo <on
reconstructor y un modelo algital.

G(zy = ii [H{S).G(S)} ec. (22)

Por 10 tanto tendramos tantos modalos
CO

<como reconstructores y su preclsion
dAependeri ¢el tipo de seial empleada.

Los reconstructores, denominados algunas
veces convertidores de sefiales digitales
en analégicas, sSe utilizan operandc en
tiempo real y cobedecen por tanto al
Principio de causalidad

Esto signlfica que €1 reconstructor no
interpola entre puntos discretos 4d¢ la
sefial analdogica, como 1035 métodos de
integracién numérica, sino que sxtrapola
a Ppartir 4¢ las muestras mas reclientes
hacia la proéxima por venir.

La salida actual de un recconstiructor de
orden m se obtiene a Ppartir d9de una
funcidn de extrapolacidédn basada en las
ultimas m+1i nuestras de la seifial.

Normalmente la funcion de exirapolacion
&3 un pelinomic de orden m que colncide
¢con los valores discretoes en los 1instan-
tes de muestreo [7)[8).

m
nKT+ } - am & +...+at L +a0
n(KT) = u(kT) para tode K

81 la frecuencia de muestrec e3 sufi-
clentemente elevada con respecto al
eapectiro en frecuenclia de la sefial, los
diversos reconsiructores daran salidas
equivalentes ¥ no habri una diferencila
apreciable entre las salidas de 108
diferentes modelos.

En 1la prictica, teniendc en cuenta 1la
Peosible contaminacidén por ™Miido y la
precision finita de los convertidores,
rara vVvez 3& Oopera en las condiciones
anterioraes [1], [9].

51 la seiial de excitaclidn tiene una
banda limitada en frecusncia y se utili-
za una frecuencia de muestreoc igual [+)
superior a la frecuencia de HEyqulst
Podria emplearse un filtr¢o 1ideal para
reconstrulyr la sedal.
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Tal reconstructor dard lugar a un modelo
digital dnico para todas las sefiales de
excitacidn de banda limitada a 1a mitad
de la frecuencia de muestreo.

8in embargo la utilizacion de un f£1ltro
ideal conduce a un interpolador o re-
constructor no causal que no puede rea-
uzarse en tiempo real.

4, INFLUENCIA DE LA FORMA DE LA SESAL

DE EXCITACION

Con el fin de comparar Jlos distintos
métoaos en lo referente a la influencta
de la forma ae la sefial de excitacidn,
se analilzarid el caso de una pilanta ana-
ldglica de funcidn de transferencia:

G(8) = Y(8)/U(S) = a/s(S+a) ec. (24}

gue correspoende a la ecuacion diferan-
cial:

F(L) = -8 Y(t} + a u(t} ec. (25}

Integrando en ambos miembroes resulta:

P

BT

Y(KT+T) = Y(KT} + £(t) at ec. (28}
KT

Donde f(t1) = -a.y(t)}+a.u(t)

fit)

0 T 2T iT 4T
Fig. 3. - - - Rectinguloc hacia adelante
—.—-Rectingulo nhacia atris
=+~ Trapeclo

Los metodes de 1ntegracion numérica
reciben dicho nombre porque aAproximan en
forma dlscreta la ilntegral de la ecua-
cién (28) [3)}. En la figura 3, se han

representadc las daistintas aproxima-
ciones.

Los resultados que se obtienen aplicande
loes distintos métodos de la seccidn o
son los siguientes:

Rectingulo hacia adelante:

G{(Z) = aT / (Z-i+aT) ec. (2T}
Rectingulo hacia atras:

G(Z) = aT.Z / [Z(1+aT)-1] ec. (28)

Trapecio:

G(Z) = aT(2Z+1)/iZ(2+aT)+aT-2) ec, (29}
Correspondencia polo-cero:
G{Z)=[1-exp{-aT)])/[Z-exp(-aT)] ec. (30
Transformacidn invariante al 1mpulso:

G(Z) = a.Z / [Z-exp{-aT)) ec. (31)
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8. 1. REPRESENTACION EN EL ESPACIO DE
ESTADOS

Para el casc presente las matrices de la
expresion (12) estan dadas por:

Az-a ; B:a& ; C=i

La ecuacidn (16) resulta:

T
-aT ~aT
Y(KT+T) = e y(kT)e/// e u(kT+T-Q)d7
o
ec. (32)

Fara obtener wun modele discreto es
necesario aproximar la integral de 1la
écuacidn (32) que es funcién de la sedal
de excltacidn a la planta,

Comparande esta expresisn con la utili-
zada en los métodos de integracisn numé-
rica (ecuacisn 26} se visualiza la daife-
renci:a entre ambos métodos,

En 1los m&todos de integracidn nmumeérica
la aproximacidn se realiza sobre una
funcidn (1) que depende no soic de las
entradas a la planta sino ademas de sy
salida.

Cuando se emplea la representacisn en el
€s5Paclo de es1ados solo debe aproximarse
a la forma de la sefal de excitacidn a
la planta. El efecto dei estado anterior
sobre el actual es tenido en cuenta a
través de la matriz de transicién de
estados.

Cuando 1a frecuencia de muestreo no es
MUy superior a la frecuencia de corte
del sjistema anolagico, la diferencia
enire ambas aproximaciones resulta esen-
cral,

El modelo discreto obtenido en el espa-
€lo de estados preserva las caracteris-
ticas principales de respuesta libre del
sistema analsgico cualquiera sea la
aproeximacidn utilizada,

Los m&todos de integracisn numérica, en
cambilo, al aproximar no solo el efecto
de Jla sefal de entrada sino ademis la
influencia de 1a salida previa sobre 1la
actual, no preservan las caracteristicas
del sistema original,

Este significa que la respuesta transi-
toria del modelo discreto obtenide me-
diante los m&todos de integracién numé -
rica depende de la aproximacisn utiliza-
da ¥ puede diferir notablemente de la de
sUu simil analsgiceo. In¢lusoe, ¢omo se ha
menclionado anteriormente, un sistema
analdgico estable puede dar lugar a un
modelo dlsScreto lnestable Y viceversa.

Para el casoc particular de una Planta de
Primer orden, si modelamcs a la sefia) de
excitacion con funclones impulsivas de
Dirac aplicadas en los instantes de
miestirec (KT+} ¥y de area u(kT} se ob-
tiene:

G(Z) = a.2 / [Z-exp(-aT)) ec. (33)
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S se supone en cambig que la sefal de
excltacidon permanece constante entre des
instantes de muestreo Sucesivoes, e
obtiene:

G(Z)=[1-exp(-aT})/({Z-exp(-aT)] ec. {34)

4. 2, RECONSTRUCTORES

La obtencidn de un modelo digital equi-
valente mediante la utilizacisn de re-
constructores permite interpretar f1si-
camente las aproximaciones reaiizadas en
el espaclo de estados ¥y es analizada
unicamente, por razones de extensién, en
Sistemas de una entrada, una salida, aun
cuando puede faclilmente ser extendido a
sistemas multivariables.

La funcién de transferencia del modelo
digital utilizando el métode del re-
constructor equivalente esta dade por:

G(Z} = EEJ[H(S)-G(S}] ec, ({35}
La figura 4 permite visuaiizar 1la apro-

Ximacién realizada por el emplec e
diverscs reconstructores.

u(t)

o T 2T 3T AT
‘\_[

Fig. 4. * Muestreador 1deal
-_— Reconstructor de orden O
—-—+ Reconstructor de orden 1

Huestreador Ideal:

Un muestreador ideal estd formado por
una llave que sl bien se clerra durante
un intervalo de tiempe infinitresimal es
capaz de suministrar energia a una Plan-
ia analogica.

Es decir que su salida se compone de
funciones impulsivas de Dirac de area
pProporcional a la amplitud de la exclta-
€16n en el instante dAe muestrao,

Esto es equivalente a no utilizar pre-
constructor. Es decir que H(S) - 1,

Gz) = Z [G(S)] : a3z / (2-exp(-aT)]
ec. (36)

Reconstructor de Orden O:

G(Z) = (Z-1)/21 Z [6(S)/8) .

= [i-exp(-aT)]/{Z-exp(-aT)) ec. (37)
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Reconstructeor de Primer Orden:

G(Z)= ((2-1) /2 ]éz’[([501/T} /8 )-G(gél
ec. )

G(Z)= A(Z+B)/ (Z [Z-exp(-aT))) ec. (39)

Donde:
A=[2aT - 1 + (1-aT)exp(-aT)] / aT

P:[i-aT-exp(-aT)}/[2aT-1+(1-aT)exp(-aT)]}

5. COMPARACION DE LOS METODQS ANALIZADOS

Empleando los métedos de integracidn
numérica, tanto los ceros como los polos
del modelo digitai dependen de la apro-
X1macidn empleada

La posicién relativa de las raices em-
rleands d1stintos méEtodos depende de la
frecuencia de muestrec empleada, S1
aumentamos la frecuencia de muestireo las
raices del sistema analégico correspon-
den a ralces e&n el planc Z que se acer-
can al valor Z=i.

S1 en la funcidn de¢ transferencia obte-
nida empléeande un reconsiructer de orden
ceroc se reemplaz _a la exponencial por su
desarrollo en serie limitado a dos té&r-
minos se obtiene la funcidn de transfe-
renclia corréspondiente al mérvodo de
integracién numérica <¢on aproximacidn
rectangular hacia adelante,

Para comparar modelos digitales c¢on
diferente configuracidn cero-polar se
suele excitar a los mismos con una sedal
de referencia y se mide 1la diferencia
entre sus sallidas,

Se ha mostrade dque el modelo digital
depende de 1la forma elegida para la
sefial de entrada. Esto significa que el
compertamiento de cada meodelo mejora en
la medida en gque la forma de la seral de
excitacién s& ApProxima a la elegida ¥y ae
degrada en caso contrario.

Est¢e explica porque la respuesta en
frecuencia de 108 modelos digitales
invariantes al impulso puede diferir
considerablemente de la de su simil
analogico,

Por esta razén cuando se desea que 1los
modelos analégico ¥y digital tengan simi-
lar respuesta en frecuencla se utilizan
métodos frecuenciales, cuyo orjetivo
conslste precisamente en que el compor-
tamiento de ambos modelos Se aProxXime en
una dada banda de frecuencias. [5]

En base al desarrollo presentadc aqui
este objetivo tambilén podria lograrse en
el planc temporal empleandc sedales cuya
aisiribucidn especiral de potencla coin-
¢ida c¢on la handa de frecuencias utili
zadas [10],
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6. CONCLUSIONES
Del anidlisis realizado sobre la obten-
cladn de un modelo dAigital a partir de su
simil analégico, se desprende gque la
forma de la sefial de excitacldn tliene
suma importancia.

For tal motivo para modelizar digital-
mente 4 un proceso analdégico es  impor-
tante tener en cuenta el objetivo de la
modelizacidn a realizar,

S1 para modelizar a la planta se dispone
de sSu respuesta a una excitacisn tipo
(impulso, excalsdn, sinusoide etc.) Yy se
posee ademis de un conccimiente a
priori de la forma real de la sefial de
excitaciéon en operaclon; para obtener un
modelo adecuado s de fundamental impor-
tancia utilizar el conocimiento que se
dispone.

Se ha presentado un método que permite
optener un modelo digital a partir del
conocimiente a priori de la seidal real
de sxcitacldn al Proceso analégico,

Este método resulta especialmente ftil
en los casos de coniroel digital en los
cuales la forma de ia seial de excita-
ec1é6n es conocida por provenlir de un
recenstructor de corden dado.
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