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RESUMEN

En el presente trabajo, se resuelve con propdsitos
pedagégicos un sencillo problema de control éptimo. EL
proceso a controlar es de segundo orden, y el criterio a
optimizar es del tipo cuadratico con ponderacién en el
error de salida y en 1a accién. Se efectllan varios disefios
¥y progresivamente se incrementa ¢l orden de la
representacién de estado global.

INTRODUCCION

El articulo en 1a seccién 1, plantea el problema y los
disefios requeridos. En la seccidén 2, se organizan las
expresiones matematicas a implementar en el programa
de control.

En la seccidon 3, obtenemos 1a representacién de estado

discreta del sistema original (2x2), y se optimiza el
criterio.

En la seccién 4, se adiciona un integrador con el
propdsito de lograr un error en régimen estacionario
nulo. La representacién de estado es de (3x3).

En el apartado S, se desea que la planta responda de
acuerdo a un modelo de referencia de segundo orden,
por tanto 1a representacién global de estado sera (5x5).

Finalmente, en 1a seccion 6, se considera una

perturbacién de primer orden a la salida, elto implica un
sistema con seis variables de estado.

PROBLEMA
Dado el proceso,

T(=) 10

G = = —_—
(s} U(s) (1+403)2

se desea controlarlo con computador, utilizando la teoria
de control éptimo.

El periodo de muestreo T es de 15 unidades de tiempo y
el criterio a minimizar es,
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J=E(e§Q*Ru§)

i=20

Donde, e, =2z -7,

El comportamiento deseado es de 1a forma,

CWs) L
2(8} 40087 20s + 1

H{s)

LareferenciaZz =10y Q=R = 10.

Adicionalmente, se introduce una perturbacién medible
tipo escalén de magnitud dos en la salida, asi Y(t) =
perturbacién + salida del proceso.

1.1 DISENOS

1.1.1 Sistema de segundo orden. Discretizar el proceso,
obtener el control éptimo v 1a salida para los casos :

1.1.1.1 Escalén Z = 10, sin perturbacion
1.1.1.2 Escatén Z = 10, y pertubacién y = 2.

1.1.2 sistema de tercer orden. Adicionar al sistema
anterior un integrador, con objeto de hacer cero el error
en regimen estacionario. Graficar el control éptimo vy la
salida para los casos :

1.1.2.1 Escalén Z = 10, sin perturbacién
1.1.2.2 Escalén Z = 10, y perturbacién y = 2.

1.1.3 Sistema de quinte orden. Ahora, al caso precedents
adicionar el modelo de referencia. Hallar el control
optimo v la salida para :

1.1.3.1 Escalén Z = 10, sin perturbacién
1.1.3.2 Escalén Z = 10, y perturbacién y = 2.

1.1.4 Sistema de sexto orden. Finalmente, al sistema
anterior se le adiciona la dindmica de 1a perturbacién
con objeto de compensarla desde el instante de su
ocurrencia. Hallar el control éptimo y 1a salida para :

1.1.4.1 Escalén Z = 10, y perturbacién y = 2.
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2. EXPRESIONES PARA EL CONTROL OPTIMAL
Sea el sistema lineal e invariante en el tiempo,

X(k+1) = AX(k} + BUO(k) + F {1
(k) = CX(k)

¥ ¢l criterio a minimizar,

J = Z[eT(k)Qe(k) + TOORIK)] (2)

i=0

Con,
e(ky = z(k) - y(k)
z(k) : referencia

El control optimal esta dado por,
Uik =- LK) + 5 (3)
Donde,

L =[R + BEB) '[BXA]
=R +B'EBI'Blg + KF] (&)

Con la matriz K y el vector g soluciones en regimen de,

K(k)-A (ks DA-A'R(k+ DBIRsB'K(k+ DB] 'B'R (k+ DA
+ CTQC (5)

g(k) - [A-BLI'gk+ 1 +[A-BLIRF-C'QZ  (6)
El procedimiento a seguir para lograr 1a solucién es,
(i) Hallar para cada caso, la representacisn de estado (1)
(i) Obtener el valor de K en régimen de (5)
{iii) Calcular g en régimen con {6)
(iv)Hallar Ly pen (4)
(v) Aplicar el control éptimo (3) y graficario
(vi) Graficar la respuesta del proceso
3. DISENO BASICO, SISTEMA 2x2
En las derivaciones que siguen, €5 preciso suponer que
el vector de estado se estima con el observador
adecuado y por tanto se tiene X(k) disponible para

aplicar el control éptimo (3},
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3.1 Diagrama de Bloques

En 1a Fig.l se observa el diagrama con el proceso
discreto, el observador y las ganancias.

PROCESO z ,
vik)

OBSERYVADOR

2(k)

L

Fig 1 - Disefic basico con control éptimo, N= /2 (Z=10).
Los valores de p y L son calculados por el computador
que realiza el control éptimo, en base a las formulas (3)
- (0).

J.2 Discretizacién y Representacién Matricial

El proceso discreto de la Fig.1 se refaciona con el proceso
continuo de 1a forma,

(k) /}
—+ Bo(3s) 5(s} ) +
Tovik)

F1g.2 - Bloqueador de orden cero Bo(s) y proceso

El bloqueador permite obtener G(z) asi,

6(z) = Z1Bole)Gle)] = 2L 2(EE)y (7

Z S

Sustituyendo G{s) tenemos,

6 =L 219 ) ()
5{1+40s)

Descomponiendo en fracciones parciales y tomando fa
transformada 2 de (8) logramos,

G(z) = Z_O»EM-_ )
Z2 -1.3742+40.472

y en representacién de estado,
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= U k)
Xz(kafl_'.l - 472 X (1() 43
X, k)
(10}

vy =[10]

3.3 Control Optimo

En este mivel, se procede a obtener {3) con las matrices
{10} v adictonalmente,

(]

Los valores de K. L ¥ p en régimen son,

. ﬁ] L=[easiorrs]p=

R4 110
w el oottt Cplimo es,

.

U= -0 a5t lh} 077K (kM6 102 i1t

44 araficas

11} partiendo

Enta Fig i3} ce ohearva la evolucion ¢ de {
de T = 200 = 0 En Mb), aparece la salida del
stetna st p»—lfmbh 161, En régimen tenernos un error
BTN
it

4 v oecto mplica gque el cnfenio bene walor

Eni la Fig i), tensmos el comportamiento del control
th rpando se aplicd una perturbacién tipo
2 en el instante de muestred

optuns (1
eicalen de magmtud y =
k=15

El prafico (b mdea 1 svolucion de Ia salida. en este
cAso ol efror en estado estadionarno s 4 28 ¥ ol ariterna

terudra valor infinto

Es clara, que este diseno basico presenta dos grandes

HCOnvEnentss
El error efi regimen 5 infinito ¥ no permite mitumizar

2l eriterta
No =g factible compensar la perturbacion v 2st¢ 1o hate
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sensible a ruwde

OPTIMIZACION CUADRATICA

LEY DE CONTROL
U(K)

6.0

OFTIMIZACION CUADRATICA

YK) _ o
10.0 /h i :
[ 1) 2 ¥ Qe '
2.5 i :
0.0 Iy bt oo e
0.0 10.0 20.0 KT SN 5.0
o) K

Fig. 3(a) Control éptimo (11); {b) Salida del sistema (10).
No hay perturbacidn.

4. DISENO BASICO CON INTEGRADOR, SISTEMA
3x3.

Sobre el disefio basico anterior, se procede a adicionar
un integrador, con objeto de reducir a cero el error en
regimen estacionario y controlar mejor 1a perturbacién.

4.1 Representaciéon Matricial

La ecuacion de diferencias correspondiente al integrador
es

Vik+1) = V(K) + elk)
Com, e(k) = Z{k) - T(k)
Por tanto, 1a representacién de estado es,
1988
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X‘(l(+ DIf1374 1 o Xl(k) 0.55 0
Xz(l(+1) ={-.472 0 0 Xz(l() 4 0. 43[Uk M 0fz(k) (12)
|

vien | 1100 0 thoq, 0.00
Xl(l()
T)[ 100
Yk) = = X, (k)
V)] 1001
Ademas, vik)

16 0 10
0 10 0

OPTIMIZACION CUADRATICA

LEY Db UL
b
6.0
4.0 H e s
2.0 ‘
0.0 \/_1\ -
0.0 10,0 20,0 30.0 40.0 50.0
K
{a)

OPTIMIZACION CUADRATICA

Y(R)

16,0

10.0 /'—
7.5 — —

5.0 [ :
2.5 e i e ;
0.0 + oo :
0.0 10.0 0.0 30.0 40.0 50.0
K
(o)

Fig. 4(a) Control 6ptimo (11); {b) Salida del sisterna (10).
En esta grafica se presenta una perturbacién tipo
escalén de magnitud y=2 en 1a salida y en el instante

k=15.

El vector de salida ahora contiene 1a variable de estado
K1(k), como en (10), ¥ el estado del integrador.
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4.2 Control Optimo

Utilizando las matrices en {12) se calculan los valores de
E, L y p en régimen aplicando (4), (5) ¥ (6). De esta

forma se logra,

90.70 32.43 -36.00

k{3243 1814 -905 L1771 1138 -0.422]
360 -9.05 3271

u=13814

El control éptimo es,

Uk = -LTTIX, (- 1 138K, (k)0 422V} 13614 (13)

4.3 Graficas

En 1a Fig. 5(a) aparece 1a evolucién de (13}, nuevamente
V(0)=X1(0)=X2(0)=0. Es interesante notar 1a rapidez de
la accién para llevar 1a salida al valor de la referencia.

En la grafica 5(b), vemos la dinamica de 1a salida para el
control (13), se aprecia que debido al integrador el efror
en régimen es nulo. Sin embargo, una respuesta tan
rapida produce gran overshoot.

La Fig 6H(a), sefiala el control (13) cuando se introduce
una perturbacién tipo escaldn de magnitud y=2 en la
salida del proceso y el muestreo k = 15,

La Fig. 6(b), muestra 1a salida del proceso. El integrador
actua como compensador de 1a perturbacion ¥ la elimina
et § muestreos. Ademas, este reduce las oscilaciones
incrementando el overshoot.

Se concluye, al completar el disefio basico con un
integrador,

El overshoot a la salida del sistema es considerable,
SO% del valor final de y(k).
- Bl control 4ptimo tiene variaciones <asi instantaneas, lo
cual es dificil de implementar en un proceso real.

El error en regimen es cero, esto implica que el criterio
es finito y el minimo posible.
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OPTIMIZACION CUADRATICA

LEY DE CONTROL
5.0 (&) .
1¢.0 -
Y ¢ — ; 5
G WS S
VA | ;
0.0 {u.9 0.9 30.0 40,0 §0.0
{(a} K
ORPTIMIZACION CUADRATICA
Yk A
15.0 |-
10.0 —_
[ ’,_'_‘ T e e _;_g;___v_‘._,_..__
0.0 _:JM_‘_H v««—H—*—H—’—H*—*} L el R I Coe #
.0 1, 20.0 .0 4.0
(b K

Fig. 5(a) Control éptimo (13); (b} Evolucién de la salida
del ststema (12} No hay perturbacién.

5. DISENO BASICO CON INTEGRADOR Y MODELO DE
REFERENCIA, SISTEMA 5x5.

Con 2] propesite Je reducir 21 overshoot en la salida del
sistema ¥ otener una ley de control mas swave, se
pracede 3 introducir un modelo de referencia de
segunde orden, como e menctoné en 1

S 1 [nscretizacion v Representacion Matricial

El modelo de referencia continuo se caracteriza por 1a
funcion de transferencia,

Hisi=(E) 31
4005 +20s+1

2(s)

Asurmtendoe una estructura similar a la Fig.i, para
obtener Hiz) tenemos,
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H(z)-2-1 Z

1
z [(40032+203+1)s] (9

Realizando en (14) una expansién en fracciones
parciales, y tomando transformada Z se logra,

H(Z) - 0.212240.16 2

> (15)
2 -1.0952+0.472

La representacion de estado para (15) es,

$,(k+1) [1,095 Ry [0.212 ©
s,ke)f |-472 ofs,a0f[o.165
5,0

wi) =[1 0
5,(k)

OPTIMIZACION CUADRATICA

LEY DE CONTROL
15.0 (45
10.0 [
0.0 “,/‘-—«A: ».9.4;._. bttt} At b et & .-,H,uq-}._..._._.__..‘_ +
Voo _
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50,0
@) *
OPTIMIZACION CUADRATICA
SLTDA
Yk A
15.0 /\ o e
10,0 [\ - -
1 ;
J '
5,0 .f [
0.0 10.0 20.0 3.0 40.0 5.0
(b) )

Fig. 6(a} Controt éptimo (13); (b) Salida det sistema (12),
se introduce una perturbacién tipo escalén de magnitud
y=2 en 1a salida del proceso ¥ en la muestra k=15.
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Para el sistema global, 1a representacién de estado s¢
extiende ,

i +1 X (k)
X, 1) 1374 1 0 0.000 Of ! 0.55
L&D 0472 0 0 0000 of| %%} o4z
vik+1) | -1.000 0 1t 1000 of] vix) |4 0.00Utk) +
s,(k+1)| ] 0000 0 0 1095 1fs () f0.00
0000 0 0 -472 0 [ 0.00
sk D ! 520
0.00 X, (k)
0.00 X&)
Y[t oo000
0.00 Yﬂ<>=[ ] viK) (16)
viwlloo 100
2.12 5, k)
165
Sz(k)J
Con,

5.2 Control Optimo

Nuevamente, se incluyen las matrices (16) en las
férmulas (3), (4) v (6) para obtener,

9070 3243 -26.00 -74.04 -4154
3243 1814 -9.06 -23.35 -16.33
-36.00 -9.06 3271 4060 19.18
7404 -2335 4060 8777 5283

4154 -1633 1913 5283 4187

Lo
I

N
28]

—

L1771 1.136 -0.422 -1.162 -0.905]
p=4975

Por tanto el control éptimo es,

UK = -1.77 1X,(K)- 1 138K (K)+0.422V (k) . 1625 (k)
+0.9055,(k)+4.975 (17
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5.3 Graficas

En 1a Fig. 7(a), se aprecta el control optimo, las
condiciones iniciales son X1(0)=X2(0)=
V{0)=51(0)=52(0)=0. Esta ley de control ¢s mas suave
que {13).

La salida del sistema presenta menor overshoot, Fig.
7(b), ademds su comportamiento sigue el modelo de
referencia y el error en régimen es nulo.

Cuando aplicamos la perturbacién tipo escaldn de
magnitud y=2 en la salida del proceso y en la muestra
k=15 se elimina en S muestreos. No obstante, la
Fig.8(a, b) nos permite ver cémo la accién cambia
abruptamente al detectar ¢l sistema la perturtacién.

6. DISENO BASICO CON INTEGRADOR, MODELO DE
REFERENCIA Y DINAMICA DE LA PERTURBACION,
SISTEMA 626

En los casos anteriores vimos que la perturbacion
produce comportamientos tipe escaldn en la ley de
control. Para compensar la perturbacidn , sin exigir
fuertes cambios en ¢l UMK), se considera su dinamica
desde el 1nicio del disefio.

6.1 Representacion Matricial

La perturbacion obedece 1a dinamica,

P{ks 1)= xP{k )+ fy
T(K) = §P(k)

Donde, y=2,x=0,6=10 yf=1.0

La representacién global de estado es,

X (k+1) [

%, [ 1374 1 0 0000 0 o]|%®
L&D 0472 0 0 0000 0 0 X,
Ve | f-1000 0 1 1000 0-1ffyef
s, D[] 0,000 00 1095 1 0 S, (0
steeny| | 0000 0 0-0472 0 o) ©

2
0.000 0 0 0.000 0 0]
Plk+1) ] PK) |
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055 0.00 % (k)
043 .00 X )

0.00 0.00
U(k)s t o000 o vk

0.00 212] T 5 (18)

00100 0fs K

0.00 165
| 0.00] 2.00) S;(k)
Pk} |

Con,

10 0 10
R=10; Q: , Z =
0 10 0

OPTIMIZACION CUADRATICA

ULK)

.........

OPTIMIZACION CUADRATICA

SALIDG
YR

5.0 Lo

0.0 ; }
0.0 10.0

(b)
Fig. 7{a) Ley de control éptimo (17); (b) salida del
sistema (16), no hay perturbacion.

b 2 Control Opttmo

Con fas matrices (18) y aplicando fas férmulas {(3), (4),
(5) v (6) tenemos,

_.A6...

[ 90.70
32.43
-36.00
-74.04
-4154
46.00

3243 -36.00 -74.04 -4154 46.00
18.14 -905 -2335 -16.33 9.05
-9.05 3271 4060 1918 -22.71
-23.35 4060 3777 52.82 -4060
-1633 1918 52.82 4186 -19.18
9.05 -2271-4060-19.18 32.71J

L=[1771 1136 -0 422 -1.162 -0.905 0.422]
n=3055

El control 4ptimo es,

U(K) = - 177 1K, (k)- 1. 138K (K +0.422V(Kk)+ 1. 1625, (k)

+0.90532(1()-0 422P{k}+3.055 {19)

6.3 Graficas

LaFig. 9(a) nos muestra la evolucién del control optimo
{19}, con X1{0)=X2(0)=v(0)=51{0)=52(0)=P(0)=2. En este
caso intreducimos la perturbacién desde k =0 Como se
ésperaba los cambios del control UX(k) son mas suaves.

En la Fig. 9(b) la sahda del sistema y(k) sigue el
segundo orden del modelo de referencia y el error en
régimen es nulo.

Con fa estructura global (18} se han lograde los
siguientes aspectos:

La respuesta del sistema y(k) obedece el segundo
orden del modelo de referencia.

El error en regimen es nulo, 1o cual permite minimizar
el ¢criterio |

La ley de control es implementable, es decir su
evalucion es suave.

7. CONCLUSIONES
(1) La matriz Q permite ponderar ¢! error asi,
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Como,

10] [y -
. =z-r=[ Hy( )]=[10y(k)]
ol lviw] | v

Entonces,

Q. 0

10-y(k)
e'Qe<] 10-y(x) -v(x) Y ]
0 Q,

-vik)

Por tanto,

¢"10Qwe®) = o ] 10-y0) [0, V(i)

En varias simulaciones con el sistema (3%3), fue posible
manejar el overshoot disminuyendo el peso de Ia
variable del integrador. Un Qv menor produce reduccién
en el overshoot, aungue el valor del criter1io aumenta.

LEY DE CONTROY
UK)

4.0

2.0

|S——

R

0.0 \
-2.0 ‘ 7
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
K
@)
SALTHY
YK — i o
12-5 o O . ,..g, /A\
10.0 /m *—'
ot S
5.0 / R , N S
2.5
0.0 t (ndine t +
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
K
(b)

Fig. 8(a) Ley de control éptimo (17); (b) Salida del
sistema (16). Se introduce una perturbacién y=2 a la
salida y en k=15.
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11.9

OPTIMIZACION CUADRATICA

LEY DE CONTRAL

POrY & NN S A N
1.5 \
\\ ,,,,, o
ol N |
0.0 e e

0.0 10,0 20.0 30.0 40.0 50.0
(a) K

OPTIMIZACION CUADRATICA

SALIDA

2.0

6.5

4.0

1.8 :
0.0 10,0 8.0
(b)

Fig. 9(a) Ley de control éptime (19); (b) Salida del
sitema (13). La perturbacion y=2 se introduce desde k=0.

(it} El escalar R que da peso a 1a accidn, permite manejar
el tiempo en que Ia salida y(k) alcanza la referencia.

(i) La introduccién de un modelo de referencia, facilita
lograr dindmicas mas reales del proceso y minimizar el
Criterio.

{iv) El compensar 1a perturbacién desde el disefio es
muy ventajoso, puesto que el control y ta salida del
Proceso 1o presentan cambios abruptos.
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