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RESUMEN
En este trabajo consideramos una prueba de

vida, de tipo Il con censura, (termilogia

anglosajona) de N elementos cuyos tiempos

de vida siguen una ley exponencial y cons-—

truimos un predictor bayesiano empirico

del tiempo en Que ocurrird la r-ésima

falla, habiendo observado la k-ésima, en

la misma prueba. Ademds comparamos este

predictor, con respecto a un predictor

clédsico y a un predictor bayesiano, a

través de la simulacidn.

1. INTRODUCCION

Consideramos una prueba de vida, de tipo

11 con censura, de N elementos cuyos tiem—
pos de

vida siguen una ley exponencial y

construimos wn predictor bayesiano empi-—
rico del tiempo en que ocurrird la r—ésima
falla,

habiendo observado la k-ésima, en

la experiencia actual, a partir de obser-
vaciones en experiencias precedentes. Para
esto, se procede primeramente a definir el
predictor bayesiano correspondiente vy
posteriormente se procede a estimar la ley
a priori, gque en el contexto bayesiano

empirico se la considera desconocida,

utilizando experiencias precedentes.
Finalmente

comparamos, a través de la

simulacidén estadistica, a este predictor

con un predictor obtenido por métodos

clasicos por Lawless (1971) y a un predic-
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ECUADOR.

tor bayesiano obtenido por Dunsmore

(1974).

2. LA PREDICCION ESTADISTICA
La prediccidn estadistica consiste en uti-

lizar las observaciones de un experimento

aleatorio (experimento informativo) E para

predecir resultados de otro experimento

aleatorio {(experimento futuro) F. Con-

sideraremos que E y F son independientes.

Supongamos gque la informacién obtenida de

la realizacién de E puede expresarse a

través de una variable aleatoria (v.a.)} X

{o de una estadistica suficiente de una

muestra de la v.a. X) gue tiene por den-

eidad f(x10), donde © pertenece a un con—
junto de parametros Q. Buscamos entonces,

predecir las observaciones de una v.a. Y

que tiene por densidad f(yi®) y Qque des—
cribe ciertos resultados de F.
Para situarnos en el contexto bayesiano,

supondremos que © sigue una ley a priori

6(©), (0€Q). 5i 8(©) admite una densidad

f(®), entonces la densidad predictiva de

Y, dada X, se expresa por:
flyix) = If(y!e)f(etx)de (1)
Q

donde fT(©!x) representa la densidad a pos—

teriori de X.

181



Para @l caso discreto cambiamos, simple-—

mente, el signo de integral por el de
suma.

Se puede demostrar que bajo ciertas con-—
diciones de existencia (Capa Santos 1986,
por ejemplo), poniendo E(Y!0)=u(6), donde
u @es una funcion dada, entonces el predi-

ctor bayesiano se puede expresar por:
pi{x) = E[fu(®)ix]
@es decir, utilizando la expresidn expli-

cita de la densidad a posteriori f(€ix) en

la formula (1), tenemos:

pix) = Iu(G)f(x:e)f(G)de /
Q

If(xle)f(e)de (2)
Q

El andlisis bayesiano paramétrico con-

sidera conocidas T(x!©) y f(0) y de esta
forma se puede calcular p{x) utilizando la
expresion (2). El andlisis bayesiano em—

pirico paramétrico, al contrario, supone
conocida f(x!6) y asume solamente l; exis—
tencia de la ley 6 que sigue ©.

Para encontrar una regla de decisidén en el
contexto bayesiano empirico, suponemos que
el experimento E se ha realizado varias

veces en @l pasado, de manera indepen-

diente entre ellas y gue © sigue en todos
los casos la misma ley a priori, descono—
cida (esto puede ser de mucha utilidad en
los procesos en los gue no existen cambios
bruscos

demasiado en ciertos periodos de

tiempo, permitiendonos utilizar la infor-—
macion precedente). Es decir en el momento
de tomar la decision actual, disponemos de

una serie de elementos aleatorios indepen-

dientes:
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(%X2502)5 (X2;02) 50003 (%nsOn)=(x,0)

Los elesentos ©:,...,0,=60 son, evidente-

mente, desconocidos Y no observables.
Supondremos tambidn que § tiene una inter-—
pretacidon frecuencial y utilizaremos los

valores = x para obtener la

HaigeoagHem
informacién sobre 6 que nos permita dedu-—
cir una regla de decision 5,.{(x) = B,(x,x2—
en un cierto

s==s3Xn—-2) QuUEe aproxime,

sentido, al predictor bayesiano r. 5. se
llamard un prsdictor bayesiano espirico
(p.b.w).

Lemon y Krutchkoff (1969) proponen la es—

timacidn de la funcidn de distribuciédn 6

(o ley a priori) por una funcidn en es—
calera, con saltos de tamafo 1/n el los
puntos 8,(i=1,...,n), donde 8‘ es una

estimaciéon clésica de © en la i-ésima

experiencia, en el pasado, basada en es-

tadisticas suficientes..

3. CONSTRUCCION DE UN PREDICTOR BAYESIANO
EMPIRICO

Supongamos que deseamos medir el tiempo de

vida de M elsmentos idénticos e indepan—

dientes. Probaremos a la vez estos elemen-—

tos v detendremos la experiencia en el

momento gue ocurra 1a p-ésima Talla

(1fp<iM). Los elementos que Tallan durante
@] experimento no se cambiaran. Definire—
mos a esta prueba como una prueba de tipo
(M,B,p), lo que corresponde en la litera-
tura anglosajona a las pruebas censuradas
de tipo I1I.

La v.a. T representard el tiempo de vida
de un elemento v (Tase--3Tw), a 1la muestra
ordenada de tiempos de falla. Supondremos

que T sigue una ley exponencial estandar

de pardmetro © (6>@), cuya densidad estai
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dada por la fdormula:

f(t) = @exp(-ot) (t>@)
Si deseamos predecir en la misma prueba el

r-ésimo tiempo de falla, habiendo obser-
vado la k—ésima falla, termnemos el problema
de gque las experiencias informativa vy
futura no son independientes. Sin embargo,
utilizaremos el hecho de que si el tiempo
de vida T sigue una ley exponencial estan-
dar de parametro €, entonces (Tanis, 1964)
las variables aleatorias S. y Y, definidas

por las siguientes expresiones:

k
S = E Ta + (N-k)Tw
i=1

y Y =T Tu

son independientes. Ademas S« Sigue una

ley I'(k,8) y Y tiene por densidad:

f{yl®) = Qexp(—(N-r+1)ay)s
(1-exp(—0y))~""—2%

(B(N-r+1,r—-k))—*
donde,
B(N—r+k,r—k)=(N-k) 'L (N-r) ' (r-k-1)'31-2*

Tenemos entonces:

E{Y!a) = (N-Kk)!'[O{(N-r)!172%

r—k—1
S (-1)it(r—k—1-i) ' (N-r+i+l1)=]"2
=0

1

Es decir,
E(Y!©)=0"*u(N,r,k)

donde u es una funcidn de las tres va-

riables indicadas e independiente de ©O.
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Esto nos permite obtener el predictor

bayesiano de Y (sabiendo gue Sw«=s):
rp(s) = u{N,r,k)le{e—*is)

Situemonos en el contexto b.e. Yy supon—

gamos adn gue 1os datos (kKa,®Smads---;(ka-
1355kn—1)s (Kn;Swn)={k,s.), donde s. es el

tiempo de prueba observado hasta 1la k-

ésima falla en 1la prueba actual, sean
disponibles.
5i Sw=s estimador b.e. de

Y n{s) es un

1/6 basado en los datos precedentes (el
cAlculo se hara siguiendo los procedimien—

tos mencionados en (2)), entonces:
Yo = U(N,r,k)8nis)
es un

predictor b.e. de Y. Esto nos per-

mite dar un predictor b.e. T.,n de T.:

Es necesario sedalar que el valor de T.
debe conocerse en la prueba actual.
Tomando como estimador clasico de 6, al
estimador 'de mdxima verosimilitud:

~
Gy = Ka/Sps (i=1l,...4n0)

utilizando el procedimiento de Lemon y

Krutchkoff y puesto gque Sw sigue una ley
r(k,9), obtenemos el p.b.e. de T, siguien-

te:

n
pbe = u(N,r,k) [ £ @,% texp(-0.5«)]1¥
i=1

n
[ Z0.%exp(—8.5u)37% + tw (3
i=1
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4. COMPARACION DE LOS PREDICTORES

Con la finalidad de tener una idea sobre

el comportamiento de los predictores b.e.
de T., consideremos el predictor definido
por la farmula (3) y otros dos predictores
obtenidos por métodos diferentes. El1 pri-
mero es un predictor , bayesiano (denotado
pb), encontrado por Dunsmore (1974) utili-
zando una ley gamma

I'(g,h) como ley a

priori para 6, pues estas leyes definen

una familia de conjugadas naturales. Para
el caso r=k+l1 pb estd definido por:

pb = H/{N-k)}(6-1) (G>1)

donde,

H = h + S, Y [c] + k

El segundo predictor, es el calculado por

Lawless (1971) a través de métodos clasi-
cos, ¥y Que corresponde al predictor baye-—

siano con respecto a una ley no infor-

mativa para ©; es decir, cuando tomamos h
de Lawless se ex—

=g = @. El predictor

presa entonces como sigue:

pc = BuL/(N-k){k-1) {(k>1)

La metodologia eflegida para comparar los

predictores puede describirse de la sigui-
ente manera:

Hemos elegido como ley a priori para & una
ley gamma T(g,h), pues esta nos permite
construir un predictor bayesiano utilizan-—
do el criterio de las familias conjugadas

naturales. Varias combipaciones de ~ los

parametros han hecho posible 1la compara-—

cion de 1los predictores con respectoc a

diferentes leyes a priori I'(g,h).
combinacion de

Cuando se ha fijado una
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parametros (g,h), se generan n observacio-

nes 63,...,9, de una ley I'(g,h). Con cada

una de 1las primeras (n-1) observaciones

construimos (n—-1) muestras completas de

una ley exponencial estAndar, todas del

mismo tamafo (tomamos k,.=6, vy entonces

tenemos Ks—a=5, Estas

(i=lyeaa4n—1)).

muestras deben ser independientes, con-
dicinalmente a 1los ©6,, y ordenadas para
calcular los tiempos de prueba S,.

Con la dltima observacidn 6, generamos una
muestra

completa, independiente de las

precedentes, de tamaio N=18, de una ley
exponencial estandar de parametro 6., con

la cual efectuaremos nuestras previsiones.

Luego de ordenarla, calculamos S, ¥
(ka=5).
Finalmente calculamos el estimador de

maxima verosimilitud de ©,, con la infor—
macion de la i—-ésima muestra, de acuerdo a
lo indicads en la seccidn precedente.

los diversos

Ahora procedemos a calcular

predictores de T» {es decir, hemos tomado

r=k+1=7) en la prueba actual (la n—ésima).

Hay que recordar que s y k corresponden,

respectivamente, a s, y kn=5b.
Los valores de n considerados varian entre

2y 21. Nos limitaremos a presentar cier-

tos resultados hasta n=11, pues luego de

este valor no constatamos diferencias

importantes. Puesto que, con observaciones

simples era dificil obtener conclusiones

definitivas, para cada valor de n repeti-

mos la experiencia 198 veces, lo gque nos

permitic aproximar los riesgos bayesianos

de los predictores por sus riesgos em—

piricos, con la férmula:

108
[ £ {valor j—ésima prevision — t,.)= 1/100
i=1
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Para ciertos andlisis complementarios,

también calculamos las varianzas empiricas

de estas aproximaciones de los riesgos

bayesianos.

Hemos calculado ademds, la media téorica

(media de las observaciones marginales):

. r
me = h(g—1)~"* & (N-i+1)—2*
i=1

al igual que las medias empiricas de T,..

En la tabla 1! presentamos algunos resul-

tados de los ensayos numéricos, con los

que podemos constatar la concordancia con

los andlisis téoricos. For ejemplo, los

riesgos del predictor bayesiano son casi

si1empre mas pequefios que aguellos de los

otros predaictores. Es necesario observar
que los riesgos del pb y los del pbe estan
bastante cerca y los

del pbe son mas pe—

quefios que los del pc; esto se puede tam—
tién constatar en la fig. 1, donde hemos
representado los comportamientos de pb, pc
y pbe, para una ley a priori U(4,6). Note—
mos, que en el caso en que los riesgos em—
piricos

tengan valores muy cercanos, las

varianzas empiricas de los riesgos de pc

son, @n general, mds grandes que las

otras.

5. CONCLUSIONES
La informaciéon que presentamos contiene
resultados de tipo bayesiano; esto nos ha

permitido controlar 1la calidad de las
simulaciones. Recordemos, sin embargo, gue
en la mayoria de problemas la ley a priori
de 6 es desconocida; seria entonces, mas

interesante comparar los comportamientos

del predictor b.e. y @l predictor cldsico.
El predictor pbe, tiene un comportamiento
ademas se

similar al pb vy lo puede cal-

cular rapidamente con una calculadora de
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bolsillo, lo que nos haria preferarlo en

la practica.

Aunque no hemos presentado agul los resul-
tados concernientes a los aintervalos pre-
dictivos, sernalemos las principales con—
clusiones a las que llegamos por medio de
estos ensayos numéricos: Se puede elegir
el intervalo predictivo b.e. si se espera
que la observacidn por predecir sea gran-—
de. For el contrario, si esta es pequedia,

seria preferible utilizar el intervalo

predictivo clasico.
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TABLA 1

pb pbe pc obs. pb pbe pc obs.
n=2 n=7
medias empiricas: 2,16 2,16 2,28 2,13 medias empiricas: 1,97 11,97 2,04 1,90
riesgos empiricos: 0,17 a,28 @,27 riesgos empiricos: 0,16 @,17 0,22
var. emp. riesgos: @,09 a,11 @,23 var. emp. riesgos: 0,14 0,15 0,28
n=3 n=8
medias empiricas: 2,29 2,38 2,38 2,19 medias empiricas: 2,26 2,28 2,36 2,19
riesgos empiricos: @,26 3,36 ©,40 rissgos empiricos: 0,26 6,23 0,30
var. emp. riesgos: 1,26 1,17 1,27 var. emp. riesgos: 0,44 @,26 0,23
n=4 n=9
medias empiricas: 2,12 2,12 2,22 1,86 medias empiricas: 2,87 2,89 2,16 2,15
riesgos empiricos: @,58 @,53 @,56 riesgos empiricos: 4,35 0,38 @,35
var. emp. riesgoss 2,82 1,83 1,467 var. emp. riesgos: 0,50 6,78 0,59
n=5 n=18
medias empiricas:s 1,93 1,93 1,99 1,86 medias empiricas: 2,20 2,22 2,38 2,28
riesgos empiricos: 8,15 6,17 @,21 riesgos empiricos: @,52 8,50 @,53
var. emp. riesgos: 8,09 6,09 0,14 var. esp. rissgos: 3,16 2,35 2,69
n=é n=11
medias empiricas: 2,41 2,43 2,54 2,35 medias empiricas: 2,22 2,23 2,32 2,28
riesgos empiricos: 8,19 @,24 @,35 riesgos empiricos: 6,27 8,38 8,39
var. emp. riesgos: 0,10 8,19 8,54 var. smp. riesgos: 8,59 @,6%4 0,78
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