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DETECCION DE ARMONICOS EN UNA SENAL SENOIDAL
Emilio Carlos Acocella

Resumen

La Transformada Discreta de Fourier es extremadamente util
en el anilisis y proyecto de sistemas de tiempo discreto.
Ademas, la caracteristica de muestreo en frecuencia posibilita
su empleo en el anilisis espectral de seflales En este trabajo
se propone un método sencillo y robusto para la deteccion de
arménicos de una sefial sinusoidal.

Abstract

The Discrete Founier Transform plays a central role in the
Discrete-Time Systems analysis and design, as well as, in the
signals espectral analysis. In this paper is proposed a simple
and robust mcthod to harmonic detection of harmonics
existing in a sinusoidal signal.

1. Introduccién

En muchas situaciones practicas, son
generados e introducidos, en una sefial originalmente
sinusoidal, armonicos de la frecuencia fundamental.
Estos arménicos a veces son indeseables y provocan
una reduccién en el desempenio del sistema que
procesa o hace uso de dicha sefial. Es el caso tipico
de los sistemas de energia eléctrica en 50 o 60 Hz,
en los cuales transformadores o plantas industriales
pueden introducir armonicos en la red cléctrica,
perjudicando la operacion de maquinas y aparatos
cléctricos y electronicos. Para la determinacion
analogica de la presencia de los arménicos se
necesitan aparatos sofisticados y de dificil operacion
en el campo para obtener resultados precisos y
confiables. En estc trabajo se proponc un
procedimiento alternativo mas sencillo y econémico
para la solucion del problema por medio de la
digitalizacion de la senal, empleo de una ventana
adecuada y determinacion de la FFT de la seal
digital.

11. Métodos

Sca xc(t) =Acos{¥+6) una senal
sinusoidal analogica de frecuencia angular igual a Q
rad/s, fase igual a @ rad y amplitud 4 El muestreo
de xc(l) con periodo T produce la seial de tiempo
discreto
x,(n) = x_(nT) = Acos(QnT + 0) = Acoslan + 6)
con frecuencia digital @ rad/muestra y amphtud y
fase 1guales a las de la senal analogica. Si la sefial
x,(n) es multiplicada por una ventana w(n) de
longitud N, se produce una senal y{(n) = x(n) w(n)
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de longitud fimta Asi, se puede determinar
2x

Y(k) = S Wn).e”’ v , la Transformada Discreta
n=0

de Fourier de la secuencia y{n), cuyos valores se
constituyen en muestras de

Y(e’®) = ﬁy(n),e Jen_ la Transformada de
n=0

Fourier de Tiempo Discreto de 3(n)[1]. La Figura

1 muestra la secuencia y(n) = x,(n).w(n), donde

2
x,(n) = cos% y w(n) es una ventana rectangular

de 64 puntos y amplitud unitaria.

: ,h' .

U

Figura 1: Secuencia sinusoidal de longitud finita y(n)

Las Figuras 2 y 3 presentan las
Transformadas de Fourier de x,(n) y )(n),
respectivamente. En la Figura 4 sc observa la DFT
de y(n) con 64 puntos. Las Figura 5 y 6 presentan
la Transformada de Fourier y la DFT de la
secuencia }(n) introduciéndose el segundo, el
tercero y el cuarto armonicos de la frecuencia
fundamental con amplitud 0.1. Asi, se observa que

es posible detectar la presencia de los armonicos a
traves de la DFT.

To T

Figura 2: Transformada de Fourier de x,(n)
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Figura 3: Transformada de Fourier de y(n)
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Figura 4: Transformada Discreta de Fourier de 1{n)
con 64 puntos

30

204

13

1 20Q 300 40Q 50Q 800

Figura 5: Transformada de Fourier dc y(r) con
armoénicos introducidos
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Figura 6: Transformada Discreta de Fourier de y(r)
con armonicos introducidos
El método que se proponc consiste
basicamente de 4 etapas:
e digitalizacion de la sefial analdgica con una
frecuencia de muestreo adecuada;
e multiplicacion de Ia sefial de tiempo discreto por
una ventana apropiada;
¢ determinacion de la DFT,
* 1dentificacion de los arménicos presentes.
Para el desarollo del método, considéresc que

w, =82,. T y que:
x(0) = 4, codQt) + iA,,.cos{ont +6,)

M
y x,(n) = 4, cos(a)on) + ZA,:.cos(ka)on+0,).
k=2

El primer problema es la seleccion de Ia
frecuencia dc muestreo de la sciial analogica.
Considerandose que el maximo arménico es dc
orden M, cntonces la frecuencia angular de mucstreo
debe cumplir con la condicion del Teorema de
Nyquist:

Q. >2MQ,. (n

La frecuencia dec mucstreo Qg =27/T
corresponde a la frecuencia digital g =2
rad/muestra y, s1 son utilizados N puntos en la DFT,
los coeficientes de la misma cquivalen a las
frecuencias digitales 27 k/N, 0<k<N-1 Asi
un valor en general adecuado para Qg es
Q;=Q, P, conP>2M y N multiple de P. De
esta forma, los armonicos de €, corresponderan

N .
exactamente a los 7k~es1mos cocficientes de la

DFT, la fundamental Q2  a k = N/P y el nivel DC
a k=0. Cuando se utiliza, como en los ¢jemplos a ser
presentados, el algoritmo Raiz-2 en la detcrminacion
de la FFT, N es una potencia de 2 y, €n
consccuencia, P también. Entonces, para la
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seleccion del menor P que cumpla con la condicion
de la Ecuacion (1), se debe hacer:

B = min [k > log,(ZM)] yP=2% (2
k entero
Por ejemplo, siM=50y Q, =2760rad / s,
B= min [k>1log,100]=7, P=2" =128 >2M
k entero

y Q, =2760x128=277680rad /s.

La siguente etapa, que consiste en la
seleccion de la ventana mas apropiada, esta asociada
al ancho dcl lébulo principal y energia de los lobulos
sccundarios de su Transformada de Founer Las
Figuras 7, 8,9, 10 y 11 muestran las magnitudes de
los espectros de las ventanas mas utilizadas y la
Tabla 1 sus respectivas expresiones en el dominio
del iempo.

VENTANA EXPRESION DE w{n]

RECTANGULAR | |1.0sn< M

0, caso contrario

2-2nfM M[2<n<M

0, caso contrario

BARTLETT Izn/u, 0<n<M/2
!

HAMMING 05-05cod27rn/M)0<n< M

0, caso contrario

HANNING {0.54 —046cof27n/M)0<n< M

0, caso contrario

BLACKMAN | [042 - 05cod27 n/M)+,
{+008cod4x n/M)0<n< M

lO, caso contrario

Tabla 1:Expresiones de las ventanas mas emplecadas
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Figura 7: Magnitud de la Transformada de Fourier de
la ventana rectangular de 64 puntos
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Figura 8: Magnitud de la Transformada de Fourier de
la ventana de Bartlett de 64 puntos

10-rsl N — — . i J
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Figura 9: Magnitud de la Transformada de Fourer de
1a ventana de Hamming de 64 puntos

o z00 400 @00 800 1000 1200

Figura 10: Magnitud de la Transformada de Founer de
la ventana de Hanning de 64 puntos
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Figura 11: Magnitud de la Transformada de Fourier de
la ventana de Blackman de 64 puntos

Como la multiplicacion cn el tiempo
n) = x,(n). w(n) equivale a una convolucion cn
la frecuencia [2], es decir,

Y(e"”) = i ]X(e’").PV(e"“"“})da, 3)

entonces cl valor de ¥(e’®) en cada valor dec la
frecuencia @ es determinado por todos los valores
de X, (e’ ) enelintervalode —7 a 7. Para que el
valor de ¥(e’”) en cada arménico kow, dc la
fundamental @, = Q,.T, siendo T el periodo de
mucstreo, dependa significativamente del menor
numero  posible de armoénicos, la  ventana
selcccionada debe ser la que presente menor encrgia
en los I6bulos secundarios. Observando las Figuras
7a 11, concluimos que la ventana mas adecuada cs
la de Blackman, una vcz que presenta la menor
amplitud maxima de los Iobulos secundarios (-57
dB) 2] y la encrgia dc los mismos se reduce mas
rapidamentec a medida en que se aleja del lobulo
principal. De esta forma, Y(eJ ) puede ser
aproximado por:

1 e
Y(e‘"”): Y fX(e"’).W(e"‘” ”’)da )

=0
donde 2¢. es cl ancho del I6bulo principal de la
ventana dc Blackman, que es aproximadamente
igial 2 2z/N[2], por lo tanto, &, =6m/N.
Como 27 /P equivale a la distancia en frecuencia
entre dos armonicos sucesivos, se concluye a partir

\ 2 \
de la ecuacion (4) que cn @, = —P@k (la frecuencia
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del k-€stmo arménico), si 1277/ N < 27/ P, es decir,
N > 6P, entonces solamente el valor de X, (e’?)

en @ = @, contribuyc para el valor de Y| (e’ “) en
@ =@, (Figura 12). Como la Transformada de
Fourier de x,(n) sc constituye en un tren de
impulsos, es decir,

Al
X, (e"") = ”ZAA: e’8*5((u—cok), O<o<rm,
k-1

W, = 277:—k, I<k<M
entonces la ecuacion (4) puede ser reescrita como:
¥(e’>) =%Ak.W(e’°) gl )
y, por lo tanto,
o) =3 amer)en - L awie)

una vez que la amplitud A, y el valor de W(eJ ) en
@ = 0 son positivos.

l6bulo pnincipal
de la ventana

k1 k0 Okl o

i

‘20)0

Figura 12: Superposicion entre X d(e"") y el lobulo

principal de W( g/la) )

La etapa siguicnte consistc en la
determinacion de la FFT de y(n) = x,(n). w(n) con
N puntos emplcandose un algoritmo Raiz-2 [2]
Como N es una potencia de 2 y debe cumplir con
N > 6P =6x2° entonces sc debe escoger V =8P.

La ultima etapa del método, consiste en la
determinacion de la amplitud dec los arménicos de
@y Si @,=2m[P, entonces el valor de 4, es

obtenido directamente de 1a Ecuacion (6) y del %k

ésimo cocficiente de la DFT:

‘ ZIY(kN’P)I
A, n,(ejo-)— o
siendo o, = 27”1( y y(k IIZJ: r(e’™)
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Sin embargo, pueden ocurrir desvios en la
frecuencia  fundamental. En  este caso, los
cocficientes de la DFT dejaran de coincidir con las
frecuencias de los arménicos &, , apesar de esto
siguen dependiendo cada uno del valor de un tnico
armonico de X, (e/ “’), por cumplirse la condicion N
> 6P, como muestra la Figura 13. De esta forma, sc
puede determinar, para cada valor de k, el
cocficiente r de la DFT tal que @, =27 7r/N
y o, —w,l sea minimo. En este caso,

¥(r)

,W(ef(w, ) ),

A, =2 (3)

La Tabla 2 presenta los arménicos detectad:
con amplitud mayor que el 1% de la amplitud de
fundamental con los respectivos errores y la Figu
14 muestra ¢l espectro detectado.

%78 o 4, Error_
1 27/128 | 100,00016 1,610
10 5m/32 1,000013 1,610
20 57/16 | 4,0000033 | 3310°
30 1572/32 [5,0000015 | 1510+
40 157/16 | 3,0000011 | 1110+
50 257/32 | 6,0000004 43107

lobulo principal
de la ventana

/ W(e™) en w=w, -w,
/

| 1y
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e
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c

Figura 13: Superposicion entre X d(ef ") y el lébulo
principal de W(ef (or-a) ) cuando ocurren desvios cn la
frecuencia fundamental

II1. Resultados

A continuacion, se presentan varios ejemplos
a titulo de verificacion del método propuesto. En
todos los casos, sc  considera  que
Q, =27(60+05) rad /s y que solamente los 50
primeiros armonicos pueden presentar amplitud
significativa. Esto puede ser garantizado por un
filtro pasa-bajo con frecuencia de corte
@, =2m3000rad / s. Asi, se utiliza P=128 y, en
consecuencia, una frecuencia de muestreo de
2727680 rad/s. Ademas, se emplea una ventana de
Blackman con longitud N-8P=1024. Para esta
ventana, W(e’°) = 430.08.

Caso 1:

27

Q,=2760rad/s y w,= 128
x(1) =100c0d Q1) + cog1002,1) + 4 cod 200,¢) +

+5c08(3002,¢) + 3cos{4002,1) + 60055002 )
x(n) =100 cos(a)on) + cos( 10a)0n) + 400420&)0’1) +

+5 cos( 30a)0n) + 3cos(40a)0n) + 6cos(50a)en)

rad | muestra

920

Tabla 2: Armonicos detectados en el Caso 1

e

ND

Figura 14: Espectro detectado en ¢l Caso 1
Caso 2:

2
Qy=2760rad/s y w, = £ rad | muestra

128

x(1) = 100cod Q1) + co 100, + 7/7) +
+4 cos(ZOQOI —-xf 8) +5 cos( 30Q, + 27/ 9) +
+3c05{ 4001 — 37/10) + 600 SO0 + 47/19)
x(n) =100 cos(a)on) +cos{10w,n + 7 J7) +
+4 cos(20a)0n 7r/8) +5 cos(30a)0n + 27r/9) +
+3cos{ 40,1~ 37/10) + 6 cos{ S0 n + 4x/19)

La Tabla 3 y la Figura 15 muestran log
resultados obtenidos en este caso.

k/8 o, Ay Error

1 27/128 | 100,00016 | 1610
10 Sr/32 1,000013 1,610
20 5716 | 4,0000023 | 2310°
30 157/32 | 50000015 | 1510°¢
40 157/16 | 29999998 | 0210+
50 257/32 | 6,0000004 43107

Tabla 3: Arménicos detectados en ¢l Caso 2
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Figura 15: Espectro detectado en el Caso 2

Caso 3:

2
Q=2r60rad/s y w,= -1-% rad | muestra

(r) = 100cos{©2,t) + 10cos(2Q + 7/7) +
+5cos{300t - 77/8) +15c0d{ 40yt +27/9)

x(n) = 100 cos(a)on) + 10cos(2a)0n + 7:/7) +
+:~-5cos(3a)on - 7:/8) +15 cos(4a)on + 27r/9)

La Tabla 4 y la Figura 16 mucstran los
resultados obtenidos cn este caso

k/8 o, A, Error
1 27/128 | 100,00024 | 24107
2 2764 | 10,000669 | 6,69.10 ¢
3 6zf128 | 5000270 | 2.710*
4 2732 15,000113 | 11310°

Tabla 4: Armonicos detectados en ¢l Caso 3

1i0a
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Figura 16: Espectro detectado en el Caso 3

IV. Discusion

Del analisis dc los resultados se puede
concluir que el método propuesto es cficiente y
preciso para la deteccion de los armonicos, ademas
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de ser economico y sencillo. Adicionalmente, los
resultados comprucban que el método es robusto a
las variaciones de la fase de los armonicos.
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