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CAPITULO VI

SERIES DE FOURIER

6.1 INTRODUCCION

Una vez que hemos estudiado la teoria de las transformaciones para sefales
discretas, y sus aplicaciones en el analisis de sistemas lineales invariantes
discretos, debernos ahora desarrollar la teoria correspondiente para sefales y
sistemas continuos. La teoria de las transformaciones para sefales continuas
es rica en contenido y tiene un amplio campo de aplicacién. Dedicaremos este
capitulo y los dos subsiguientes para su desarrollo.

Como mencionamos al inicio del Capitulo V, discutiremos la teoria de las
transformaciones para sefales continuas desde un punto de vista ligeramente
diferente, este es el de descomponer una sefal continua en componentes.
Supongamos, por ejemplo, que una sefial continua x(t) se pueda descomponer
como una suma de sefales ponderadas, seleccionadas de algun conjunto, a
las que denominaremos componentes, tal que la sefal x(t) pueda expresarse
de la siguiente manera:

x(1)

v B C_k(t? tweta, {0 +a, 0+

2 () F o B G o =

"

DRI Ec. (6.1)

‘--a

Debemos definir las sefnales ;(t), de manera que la descomposicion de x(t) de
acuerdo a la Ec.(6.l) sea posible.

Recordemos que en el Capitulo | sobre la sumatoria y la integral de
convolucién, seleccionamos al conjunto de funciones i(t) como una suma
ponderada de impulsos unitarios desplazados, o como una integral ponderada
de impulsos desplazados Estas representaciones de SLI, discretos o continuos,
indican como la respuestas de tales sistemas a una entrada arbitraria se cons-

1 Aunque en esa oportunidad no dijimos nada sobre la
descomposicién de una senal continua en componentes, la Ec.(4.1) y la anterior
a la Ec.(4.22), que no se encuentra numerada, representan la descomposicion
de una senal discreta y de una sefal continua, respectivamente, en términos de
impulsos desplazados.
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De tales sistemas a una entrada arbitraria se construyen a partir de las
respuestas del sistema a entradas elementales, en ese caso a partir de sus
respuestas a la funcién impulso.

En el presente capitulo estudiaremos otra forma de seleccionar a las funciones
C1(t), de que podamos aprovechar las ventajas que ofrecen las propiedades de
los sistemas lineales invariantes, como son las de superposicion e in variancia.
Seleccionaremos al conjunto de funciones (i(t) de manera que, la respuesta de
un SLI a cada componente (;(t), sea igual a la misma sefal escalada su
magnitud en una constante finita. Esto es, queremos que:

H[{®]1=6C0 Ec. (62)

donde C4 son constantes finitas.

En este caso las senales () se denominan funciones propias del sistema, y si
las constantes C; son finitas, éstas constituyen los valores propios
correspondientes.

De manera que si x(t), definida mediante la Ec.(6.1), representa la senal de
entrada a un sistema lineal invariante, éste respondera con una sefial de salida
y(t) dada por la siguiente expresion:

yO =Bl") )= +a, CLl 0+ +a,C 000 +a C {0+
+aC (O +a LA+ .=

3 = 3 a,C Lo Ec. (6.3)

jm—ce

Consecuentemente, la relacion entrada—salida del sistema queda definida por
sus valores propios Cj.

Para la gran mayoria de sistemas lineales invariantes de interés, las funciones
C1(t) que cumplen con la condicion dada en la Ec. (6.2), resulta que son
funciones exponenciales de la forma e®, donde el coeficiente exponencial s es
un numero complejo que se puede expresar comoo + j@ ; tal que si:

¥ = H[ e ]

. ~ . t

es la respuesta del sistema la sefial exponencial e” entonces,
H[ et ] =y + 1)

(1+7)

. ~ a
es la respuesta del sistema a la senal €
invariante.

, puesto que el sistema es lineal e
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(1+7)

. ~ a .
La respuesta del sistema a la sefal € puede, sin embargo, expresarse

como:

H{eX"9]=H[e" e ]| = e~ H[e* ]| = &5 y()
De manera que:
¥t + 1) = y0) €% V<

haciendo en esta ultima expresion t = 0, obtenemos:
W7) =y0) e VT E. (64)

La Ec.(6.4) nos dice que, la respuesta de un sistema lineal invariante a la
.. . at . . . .
funcién exponencial €  es igual a la misma funcidon exponencial escalada su

magnitud en la constante y(O). De manera que si y(O) es finita, e” es una
funcién propia del sistema y y(O) el valor propio correspondiente. Debemos
determinar la condicién para la cual y(O) es finita, para ello hagamos que h(t)
represente la respuesta a la funcién impulso del sistema lineal invariante bajo
consideracion. Puesto que:

WO = eS=hf) = f et~ j(5) dx

—oe

obtenemos para y(O) la expresion:
¥0) = f e™ k(1) ds

- at ., . . .
De manera que la sefal € es una funcién propia del sistema si el valor de la
integral

f e™ h(t) dv

—-

es finita.

. . at
Para un sistema dado, podemos determinar aquellos valores de s tal que €
sean funciones propias del sistema. Con este proposito escribamos a s como:
s=o0+ jo De manera que:

0! =1 [emhwas | < [ [e™] |h=)] d5 =

= [ e x| )] ds =
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En conclusioén, si:

fe"" |h(=)| dv < = Ec (65)

entonces |y(0)| es finito y la serial e es una funcién propia del sistema. La
condicion de la Ec.(6.5) es suficiente, pero no necesaria, para asegurar un
valor finito de |y(0)|.

Para un sistema lineal invariante dado, la regi6on en el plano complejo s que
contiene todos los valores del coeficiente exponencial s, tal que la condicion de
la Ec.(6.5) se satisfaga se denomina la region de absoluta convergencia del
sistema. Notemos que si un punto s, =o,+ j@, esta situado en la region de
absoluta convergencia, todos los puntos s, =0, + j@, para todo valor de w

también estaran situados en la regién de absoluta convergencia. De manera
que la region absoluta convergencia esta constituida por lineas situadas en el
plano s. Podemos demostrar posteriormente, que la regién de absoluta
convergencia debe ser siempre una franja vertical continua situada en el plano
s. Por ejemplo las areas sombreadas en la fig.6.1a, b, y ¢ son posibles regiones
de absoluta convergencia, mientras que el area sombreada en la Fig.6.1d no es
posible que represente una region de absoluta convergencia. Para demostrar
esto, primero demostraremos que para o, < o, <o, Yy para cualquier valor de

w, si los puntos s, =c,+ j@ se encuentran en la RAC? pero los puntos
s, =0,+ j@ no lo estén, entonces los puntos s, =0, + j@ no pueden estar
situados en la RAC. Esto es, queremos demostrar que si:

fe"’*‘ |B(e) | dt <

—

y si:

fe"”‘ |h() | dt = =

entonces la expresion:

fe'°=’ [ k() |dt = e

-

también sera infinita. Escribamos:

2 BAC = regi6n de absoluta convergencia, como antes.
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a) SMI a derecha b) SMI a |qu|erda
J\Q i}-’
maa
Z %, N
(c) Franja vertical infinita (d.) RAC no posible

Fig 6.1 a.) b) c) Regiones de absoluta convergencia
posible d) No representa a una posible RAC

0 -
[et Ingla = [e™" [n@ld + [e™' h)la
—e a

—-

0 -
j‘e—azt lh(t)!df= j‘e‘c'zt }h(t)ldf‘ fe“"z‘ I}Z(f)‘df
— , 0

—=

puesto que los valores de:

0

fe—"" |h(ty|dt 5y de:

—

[ ki

0

son positivos y su suma es finita, el valor de cada una de estas integrales debe
ser finito. Que o, > o, implica que:
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fe"’ﬂ' [ k() | dt < fe“'l’ | h(t) | dr
[¢] 1] .

Ahora puesto que:
fe‘%‘ [ht) |dt = o
se sigue que:
0
,fe‘°=’ |k |dt = =

Por otra parte, puesto que o, >0,

] V]
fe‘%‘ | hty | dt > fe“°=‘ | Kty | 2

-

y puesto que el valor de la integral

[ |kl a

0

es positiva, concluimos que:

fe""‘ |kt | dt =

—e

Lo cual significa que no puede existir una RAC como la indicada en la Fig
De manera similar podemos demostrar que para o, > o, >0, Si

fe"’*’ [h() | & < o

-8

[e™ hlde = =

entonces:
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[ ke
Algunas propiedades de un sistema lineal invariante se revelan al conocer su
regién de absoluta convergencia. Por ejemplo, notemos que un sistema lineal
invariante es estable si y solamente si su RAC incluye el eje jw. A esta
conclusién arribamos de una observacion efectuada en la Seccién 4.7, en la
que afirmamos que un sistema lineal invariante es estable si su respuesta
impulsiva es absolutamente integrable. Esto es:

[ Vil < o

dt = =

lo cual a su vez implica que o = 0 y, por tanto, la inclusién del eje jw en la
region de absoluta convergencia.

La regidn de absoluta convergencia de un sistema causal es siempre un
semiplano infinito a la derecha de una linea vertical en el plano complejo s.
Esta conclusién proviene de la siguiente observacion: Si h(t) = 0 para t < 0,
entonces:

[e =" [l = [e™" [he)|ar

fe“’*‘ | h(t) | ¢ fe“’" | h(ty | a2

- 0

Consecuentemente, si o, > 0o,, Y Si

[ ! [h@lde < =
0

ello implica con mayor razén que:

fe-"" | Rty | dt < e
0

Esto demuestra que la RAC de un SLI causal es siempre un semiplano infinito
a la derecha de una linea vertical.

Podemos demostrar en forma similar que para algun valor finito tp si h(t) = 0
para t < to, la region de absoluta convergencia todavia es un semiplano infinito
a la derecha de una linea vertical. De igual manera, podemos demostrar que la
region de absoluta convergencia de un sistema no causal es un semiplano
infinito a la izquierda de una linea vertical ubicada en el plano complejo s.

Por ejemplo, consideremos que:
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ey = (8™ - de™ ) u(n)

sea la respuesta impulsiva de un sistema lineal invariante causal. Su RAC la
podemos obtener a partir de la expresion:

fe'"’ | h(e) | 2 = Sfe'(:*z"dr + 4fe‘(°“)‘ a&
] o

—o

La primera integral es finita para toda o > -2, mientras que la segunda es finita
para toda o >-1. Por tanto, su RAC viene dada por:

Ri{s}>-1
como se indica en la Fig.6.2a. Asi mismo, sea:

2% t<9Q
O =
] t>0Q

la respuesta impulsiva de un sistema lineal invariante no causal, entonces su
RAC la podemos determinar a partir de:

[e hy] d = 2[0e*°-2>’a&

integral que es finita si el coeficiente exponencial o -2 es negativo. Por lo
tanto, la RAC viene dada por:

Risl<2
como se indica en la Fig.6.2b.

N

(b))

Fig..6..2 Regiones de absoluta convergencia de dos sistemas.
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Antes de concluir esta seccion es necesario que clarificaremos un punto. De
acuerdo con lo estudiado en el Capitulo 2, conocemos que un sistema cuya
relacion entrada—salida se describe mediante una ecuacion diferencial lineal
con coeficientes constantes, es lineal e invariante si y sélo si el sistema se halla

L. , . . ~ , . at
inicialmente en reposo. Mas aun, si la sefial de estimulo del sistemaes € la

solucién es Ce” Pero entonces recordemos que la salida contiene también una
componente homogénea la cual no se ha incluido en nuestra discusién anterior.
Utilizaremos un ejemplo simple para ilustrar como esta aparente discrepancia
puede ser resuelta. Para ello, consideremos un sistema lineal invariante cuya
relacion entrada-salida esté descrita mediante la siguiente ecuacion diferencial:

dz?(f) + qd)’(r) + = /
Rl 290 = &8  Ec. (6.)

La respuesta impulsiva del sistema viene dada por:

O = (8™ - 4™ ) o)

Puesto que la integral:

fe“’" | h(z) | dx

-8

es finita para o >-1, la regién de absoluta convergencia del sistema es el
semiplano infinito a la derecha de la linea vertical R{s}=-1, como se indica en
la Fig.6.2a. Por ello, de acuerdo a nuestra discusion en los péarrafos anteriores,
la respuesta del sistema al estimulo ¢ viene dada por:

YO =)0 e* = | [erhmyar |5 - 2 o E 67)

; 52+ 35+ 2

Asumiendo que R{s}>-1
Determinaremos también la respuesta del sistema resolviendo la ecuacion

diferencial (6.6), haciendo x(t)= ¢“, para toda t. Asumiremos primero que la
entrada se aplica al sistema en el instan te t = -T, esto es, haremos

x(t)=e"u(t+T) y luego tomaremos el limite cuando T tienda a infinito para
obtener la solucion deseada. La solucion particular viene dada por:

y la solucion total por:
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4s

S —-1 T
s2 +3s + 2 w( D)

o) = | Ae™ + Ae® +

Si asumimos que el sistema se encuentra inicialmente en reposo, entonces:
y(-T-) = 0i y’(-T-)=0. Ademas corno en el instante t = - T, el segundo miembro
de la Ec.(6.6) no contiene funciones singulares, ello implica que tanto y(t) como
y’(t) sean continuas ent = -T, por tanto, y(-T+)=0iy (- T +)=0. Este par de
valores constituyen las condiciones iniciales para t > -T. Haciendo uso de ellas,
tenemos que:

4 -
W-TH)=0=A eT+ A eZ + — = ¢
18T s? + 35 +2
y(-T+) =0=-4,eT-24, 7 + _ &
' s2+35+2
de donde obtenemos que:
A = - &9 e 6 IT

Ay = D gar
5+2

y la solucion completa viene dada por:

¥y =

+)T +2T
s e (A e a8 s | ueeD Ec (69
o
5=l 542 2+ 35 + 2

Evidentemente esta solucién difiere de la obtenida en la Ec. (6.7) la misma que
consta Unicamente de la componente particular. Si asumimos que la
componente transitoria decae mas rapidamente que la componente en estado
estable, entonces, después de un periodo grande de tiempo la componente
transitoria sera despreciable comparada con la componente en estado estable.
En este caso se dice que se cumple la condicién de dominancia. Para el
presente ejemplo la condicién de dominancia se cumple si:

R{S}> -1

Por ello la componente transitoria decaera mas rapidamente que la
componente en estado estable; de manera que luego de un intervalo grande de
tiempo la solucion total constard Unicamente de la componente en estado
estable. Esto nos permite concluir que:
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Cuando un sistema lineal invariante es excitado mediante una funcién

exponencial de la forma ¢“, que se aplicaent =- =y si el valor de s se
encuentra en la RAC del sistema; esto es si se satisface la condicion de
dominancia, entonces la respuesta del sistema constaré Unicamente de
la componente particular.

Efectivamente, vernos que el limite de la Ec.(6.8) cuando T tiende a infinito
hace que y(t) se reduzca a:

4s =
) = e
¥ s+ 35+ 2

que es igual a la solucion dada por la Ec.(6.7)

Por otra parte, si la sefial exponencial ¢“ se aplica al sistema en
cualquier instante finito de tiempo t = to la respuesta del sistema constara
tanto de la componen te homogénea como de la solucién particular.

Esto es precisamente lo que indica la Ec(6.8), con T = t;. De este modo hemos
aclarado la aparente discrepancia que existia al utilizar este método.

6.2 RESOLUCION DE SENALES

Volvamos ahora al problema de la descomposicion de una sefial continua como
una suma ordenada o como una integral de funciones exponenciales
complejas. Por supuesto, para un sistema lineal invariante dado, tal
descomposicion es util unicamente cuando las funciones exponenciales
complejas son todas funciones propias del sistema. Nuestro propésito no es
llevar a cabo una descomposicion para cada sefal particular, sino estudiar
algunas posibilidades de escoger un grupo de funciones exponenciales

complejas de la forma ¢“ de manera que una se dada pueda descomponerse
corno una suma ordenada o como una integral de esas funciones.

Supongamos que escogemos un grupo de funciones exponenciales complejas

e” de modo que s sean puntos equidistantes sobre el eje jw, como se ilustra
en la Fig.6.3a. Esto es, las funciones exponenciales complejas son:

P P R o PR S T L L e N A

donde es una constante que hemos escogido, y que representa la frecuencia
angular de la senal. Tal sefal puede descomponerse como una suma ordenada
de estas funciones complejas de la siguiente forma:
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Jo J@
. ®
- ? .
(a.) Puntos discretos sobre el eje jw (b) Todo el eje jw

Fig. 6.3 Resolucion de una funcién exponencial

—j2m,t —j@t j@ot jkat

x(t)=..+x_,e +x_,e +..=

x(t) = anejnwot

n=—oo

+x, + X"+ +xe

donde x, es en general, un nimero complejo que puede considerarse como la
«amplitud» de la funcién exponencial compleja exp|jna@, |.

Otra forma de seleccionar al conjunto de funciones exponenciales complejas
e”, es tomando todos los puntos a lo largo del eje jw, como se muestra en la
Fig.6.3b. Una sefal continua x(t) puede expresarse como una integral de
funciones exponenciales complejas e’ @' .Asi:

1o "
x(t)=—2—n—-[X(m)ef do

donde (1/2m)X(w) constituye la amplitud de la funcion exponencial ¢’@'. El
factor de escala 1/2m, como veremos posteriormente, aparece por
conveniencia. Estudiaremos esta forma de representar una sefal continua x(t)
en el Capitulo 7, correspondiente a la transformada de Fourier.

No hay ninguna razén para limitarnos a utilizar funciones exponenciales
complejas ¢, en donde s sean puntos localizados sobre el eje jw. De modo
que, podemos definir a s como puntos localizados a lo largo de cualquier linea
vertical ubicada en el plano complejo s, como se indica en la Fig.6.3c. En este
caso tenemos funciones exponenciales complejas de la forma:
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o0 * Jo¥

Si hacemos que
L
2n

representen las amplitudes de las funciones exponenciales complejas,
entonces podemos escribir que:

X(o, +j @)

ﬂﬁ==£; [ X, +j oy e 9" do

Este caso lo estudiaremos en el Capitulo 8 correspondiente a la transformada
de Laplace.

No existe otra forma de seleccionar a las funciones ¢“ que sea de utilidad en
el analisis de sistemas lineales invariantes.

6.3 LAS SERIES DE FOURIER

Investigaremos la posibilidad de descomponer una senal x(t) como una suma

de funciones exponenciales complejas ¢“ en donde s son puntos discretos
equidistantes situados sobre el eje jw®. Asf:

50 = 3 x, " Ee. 69)

Notemos primero que no todas las sefales continuas pueden expresarse
mediante esta suma. De acuerdo a la Ec.(6.9) tenemos que:

L)L, )
x(t B:] g;.xne
= Z.:xne"w” el?n
=iaww=m

lo cual implica que x(t) debe ser necesariamente una senal peridédica de perio-

3 Aunque la mayoria de sefales que encontraremos son reales, los

resultados que obtengamos seran igualmente para el caso general de senales
complejas.
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dica de periodo (21/wo ) 0 (21M/Mwy) para al entero positivo m. [ Una senal
continua x(t) se dice que es periddica si x(t +T)= x(t) para alguna constante T.
Méas aun, el menor valor de T que hace que x(t +T) = x(t) se dice que es el
periodo de x(t)]. Sin pérdida de generalidad asumiremos que el periodo de x(t)
es 21/wo, que también lo denotaremos con T. En efecto, la descomposicién de
X(t) de acuerdo con la Ec.(6.9) es posible, si x(t) es una sefnal periddica que
satisface las siguientes condiciones:

1. La sefal x(t) debe ser absolutamente integrable en un periodo.
Esto es:
m
[ 150 dt <o
-172
2. La senal x(t) debe tener un numero finito de maximos y de
minimos en un periodo.
3. La senal x(t) debe tener un ndmero finito de discontinuidades en
un periodo.

Estas condiciones se conocen como las condiciones de Dirichlet.
Puesto que la funcién exponencial exp[jnw,] es continua para todo valor de t,

la suma:

3z, Ec. (6.10)

debera también ser continua para todo valor de t. Uno podria, por tanto,
requerir por el valor que asumira la Ec.(6.10) en t = to, si x(t) posee una
discontinuidad en t = to. [Puesto que, el sudatorio de la Ec.(6.16) asume un
anico valor en t = to, este valor podria corresponder a. x(to - ) o bién a x(to+), o
a cualquier valor intermedio]. Resulta que para una sefal continua x(t) que
satisface las condiciones de Dirichlet se cumple que:

DR AR IE CRE )

para todo t. Esto es, si x(t) es continua en t=to:

:1 mag, _
2. %€ - I(to)

B=—=

y si x(t) posee una discontinuidad en to:
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- of _ 1 R - - inyt
n;x“ % = 2 PR 2T ()= D x, e (6.9)

n=—oo

Para una senal periddica que satisface las condiciones de Dirichlet, la suma de
la Ec.(6.9) se conoce como la representacion en series de Fourier de la sefal
periddica x(t). Las constantes x, se conoce como los coeficientes de Fourier de
la sefnal x(t), los mismos que se pueden determinar de la forma: Multipliquemos

ambos miembros de la Ec.(6.8) por e Mt , asi:

x(ty e 77 = }5 x, 0707

n=-=

Integrando ambos miembros de esta ecuacidén en un periodo, desde t =-T/2 a
t=T/2, obtenemos:

T T - 1
f o) e g - f { Yz, exu-m;J &
-2 | L

o 2
> %, { [ a

A= 72

Ec. (6.11)

Puesto que la senal exponencial es hortogonal se cumple que:

m
KW, 7 _ T n=k
—iej( dt_{O nek

De manera que el segundo miembro de la Ec.(6.11) se reduce a Txx De donde
despejaremos a xi, asi:
i '
% == [ *0 e *oF g Ec. (6.12)
T—m

Cambiando k por n en la Ec.(6.12), obtenemos relacién para el calculo de los
coeficientes de Fourier:

172 ' 1 72 i
X = | x()e " di = [ xte " Tdt g6
-7)2 -T/2

donde n=0, 1, £2, ...
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La expresién para el calculo de los coeficientes de Fourier, Ec.(6.13), puede
escribirse en una forma méas general de la siguiente manera:

7T, T,
2 Tj, [ Ay e & % [ #) eP=T Ec. (614)
-IReT, -T2+,

Para cualquier constante To.
Ejemplo No 1

Supongamos que queremos determinar de Fourier de la sefal indicada en la
representacion en una serie la Fig.6.4, definida por:

SNy Serco
32 2
Y = 4 :
— 1 0<t<=
3R 2
/

/ VAN R
-% -3 3 % &
Fig.6.4 Senal periodica del Ejemplo No 1

Los coeficientes de Fourier de esta sefal vienen dados por:
0 27x 32 2za
== =
xﬁ:lf(—_A_t—A)g 3a'r+lfitgsdr
3_317_ 32 3 ; R
24 9 j.zﬂt A ¢ —JEE{ 24 ¥ -jz—nt
=——fte3a&——fe3dz+—freadt
9 3 9
-3z 32 0
- - ZA @ +jmm) (L - cosnn)



CAPITULO VI: SERIES DE FOURIER 6—17

En esta expresion debemos notar que el factor (1 - costn) se reduce a cero

para toda n par, y es igual a 2 para toda n impar. Por tanto
_:i ﬂ’ (2 + jrn) Y aimpar

x =4{ ®Wnr* | Ec. (6.15)

0 Y par

y la representacion de x(t) en series de Fourier viene dada por

o 2;:;1;

= Y ~2A 0yl 3

n=zl, 23 .. nn

Como rodemos ver de este ejemplo los coeficientes de Fourier son en general
nameros complejos.

Ejemplo No 2

Consideremos ahora la se indicada en la Fig.6.5, cuya representacion en series
de Fourier queremos encontrar.

(D

{ = —t+Z

T=4
Fig 6.5 Senfal periddica del Ejemplo No 2

Los coeficientes de Fourier se calculan como:

1 % 1} -2
f :Z:[lte 2 dt+Z!(—t+2)e 2 =
o, .

1 1 —j%’ 13 -Jj 13 ]ﬂt
:—Ite dt——jte 2 dt+—je 2 dt
4'—1 4'1 21

YINEIEE

que se simplifican a la siguiente expresion:

j _4ﬁ se _EZ} ¥ n inpar
f, = n*n® 2 Ec. (6.16)

0 VY n par
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La representacién en series de Fourier de esta sefal viene dada por:

jﬂr

Jo = :{: J 4 s —@-)ez

nA==xl, =3, .. nlnz 2

Ejemplo No 3

Sea la sefal periddica indicada en la Fig.6.6, determinaremos
representacion en una serie de Fourier.

&(t)

-4
Fig.6.6 Senal periodica del ejemplo No 3

Los coeficientes de Fourier se determinan a partir de la expresion:

=3

4 133, 1 2 -
2 P AP 2
-Zf(:+1)e dt 4;“ e % g

=8

gz_]:
4

luego de una manipulacion algebraica, ésta se reduce a:

4 .
- Y n impar
g, = ™ Ec. (6.17)

0 VY n par

La representacién de esta sefal en series de Fourier viene dada por:

e Y e
a=sl, 23 _ WM

Su

Como analizaremos en la siguiente Seccion, algunas propiedades de simetria
de las senales periddicas se reflejan en sus coeficientes de Fourier. Por tanto
no es coincidencia que una senal periddica par tenga coeficientes de Fourier
puramente reales, ni que una sefial periddica impar tenga coeficientes de
Fourier puramente imaginarios, ni que una sefal periédica que no tenga ni
simetria par ni simetria impar tenga coeficientes de Fourier que consten tanto
de una parte real como de una parte imaginaria, como podemos observar en

los ejemplos 1, 2 y 3 acabados de presentar.
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SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

Cuando la senal periddica x(t) es una funcion real de tiempo, es posible obtener
otra representacibn en series de Fourier para x(t). Para obtener esta
representacion-alterna, recordemos que los coeficientes de Fourier son en
general nimeros complejos, de manera que el conjugado de:

x:

1 i
—U;:

2 _fo(r)e &
-2

viene dado por:

L ™ _ “U; _
X, = ?_T]j; X (t) & a = ?—f x(f) gl df = x__"
bor)

De manera que:

Por ello:

x([) =Xt E[ Tx &Jw; T X, e-ﬁw}] =

a=1 °

=:co+i[x“e’"°"+x;e—jw°’}

n=1

Haciendo en esta ecuacion x, =a, + jb,, y por tanto: x, =a, — jb,,
obtenemos:

5,0 % [@rib) & v @by e ]

=1

x©)

x, + i 2 a, cos(nw f) - i 2 b, sen(nw 1)

A=l =1

De modo que para una sefal periodica real x(1), la representacion alterna en
una serie trigonométrica de Fourier viene dada por:

) =4, + Y A, cosog) + Y B, sen(nw) Ec. (6.18)
n=1 n=1

donde:
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I O S
__>Ao—xo—-§-‘fx‘(f)dt
-1z

1172 n
28| = 5 e gt
T-nj;x()e

It
1l

s A =2, =28{xn) ]

x(r) co{rw f) &

S"“ﬁs

&
T _

3

=2
—> B =-2b =3 1{x(n)}

1 Ao
= = Ehadd
23 _Jl.’x(r)e a

2 m
= ﬂ{ x1) sen{new f) dt

Por ejemplo, para obtener la representacion en una serie trigonométrica de
Fourier de la senal mostrada en la Fig.6.4, Ejemplo No 1, debemos primero
obtener los coeficientes de Fourier de la siguiente manera:

Ay=x,=0
A, = 29{{xn}=% v nimpar
z'n
B, :—ZS{xn}zz—A Y nimpar
m
de manera que:

-44 2%n 24 277
xi) = t) + = szr{———- ) Ec. (6.19)
u-gg,zs. - w°n® 3 3

Los términos de la Ec.(6.19) Se denominan las componentes de frecuencia de
x(t). En particular el término A, se denomina la componente continua o valor
medio de x(t). Los términos A, cos(w,t) y B,sen(w,t) se conocen como las

componentes de frecuencia fundamental de x(t), y para n>1 los términos
A, cos(na,t) y B, sen(n@,t) se conocen como las n—ésimas armonicas de x(t).

Extendiendo esta terminologia a la representacion de una senal x(t) en una
serie exponencial de Fourier, Ec(6.8), denotaremos a X, como la componente

— jayt

continua o valor medio de la senal x(t), los términos x—, e y
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Jat

x,e””" como las componentes de frecuencia fundamental de x(t) y los términos

—Jjnayt Jna,
x,e "y xe

' como las enésirnas armonicas de x(t).
La frecuencia fundamental de x(t) se define corno @,/2x ciclos por segundo.

El hecho de que una sefal contenga diferentes componentes de frecuencia es
un concepto fundamental en todo sistema eléctrico. Cualitativamente hablando,
las componentes de mas altas frecuencias en las series de Fourier se deben a
variaciones rapidas de x(t). Por ello, las componentes de altas frecuencias
serdn mas prominentes en senales que contengan discontinuidades agudas
que en aquellas senales de variaciones suaves.

6.4 PROPIEDADES DE SIMETRIA
DE SENALES PERIODICAS

Mencionamos ya que las propiedades de simetria de una senal periédica x(t),

se reflejaban en la representacion de la sefal en una serie de Fourier. A
continuacion estudiaremos con mayor detalle esta circunstancia.

Simetria par

Recordemos que una funcién x(t) se dice que es par si x(t)=x(-t). Puesto que
cos(n@,t) es una funcién par, la suma de términos de la forma A, cos(n@,t)

también sera una funciébn par. Demostraremos a continuacion que la
representacion en series de Fourier de una sefal periddica par, consta
Unicamente de armonicas coseno. Lo cual implica que los coeficientes B, sean
iguales a cero. Efectivamente vemos que:

0 "
2 2 _
B, = ?-1}[; 1) sen(nw t) dt + —f&[x(r) sennw 1) dt =

Haciendo en la primera integral t = -T, obtenemos:
2 7 2 T
B, =-= fx(—t) ser(-nw,T) dv + = f.x(t) sen(nw f) d&t
Tm T;

Considerando que la senal x(t) es una funcion par, y cambiando los limites de
la primera integral finalmente obtenemos:

2 m 5 7=
B, = -Z f () sennog) d + = [ () sen(nw p) dt = 0
9 ]

Lo cual implica que la representacién en una serie trigonométrica de Fourier
conste Unicamente de armédnicas coseno. Ademas, puesto que:
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Bo= -2 8&{xn} = 0

los coeficientes de Fourier x, seran numeros reales puros.

Asi, la senal g(t) del ejemplo No 3 es una sefal par, sus coeficientes
encontramos que venian dados la Ec.(6.17), asi:

_ 4 .
5 = VY r impar
w2 n
qgue son numeros reales. De manera que:
8
A, =0 A”=2§R{x"}=n2n2; B =-281{x1=0

y la representacibn en una serie trigonométrica de esta sefal constara
unicamente de armonicas coseno. Asi:

_ v _8 an
g@‘,,&_wm( 2 t}

Simetria impar

De igual forma, si x(t) es una funcion periddica impar, entonces cos(n@,t) es

una funcién impar, por tanto, siguiendo el mismo procedimiento podemos
demostrar que A,=0 Esto significa que su representacion en una serie
trigonométrica de Fourier constara unicamente de armonicas seno. También,
puesto que:

los coeficientes de Fourier x, seran imaginarios puros.

Efectivamente, la sefal f(t) del ejemplo No 2 es una senal impar, sus
coeficientes de Fourier, Ec.(6.16), resultaron puramente imaginarios, de manera
que:

A, =0 Bn=n§nzsm(%’z) YV r impar

y su representacion en una serie trigonométrica constara Unicamente de
armonicas seno. Asi:

< 8 T nn
IS .-1,%5, [ wn? 7) } Sm(? t}
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Senales que no tienen ni simetria par ni simetria impar

Por otra parte, la representacion de una sefal x(t) que no tenga ni simetria par
ni simetria impar constara tanto de arménicas coseno como de armonicas seno
Asi:

) =4, + Y A, c(nw) + Y B, sen(no,)

A= A=l

En este caso, como mencionamos en el Capitulo 1, x(t) puede expresarse
como la suma de una componente par Xp(t) y de una componen te impar xi(t).
Asi:

) = %0 * %)

cuyas representaciones vendrian dadas por:

X0 =4, + 21 A, cos(na )
x(H = Zi: B, sen{nw 9

El valor medio A, de la senal x(t), se asocia normalmente con la componente
par Xp(t), puesto que debido a la simetria impar de la otra componente, su valor
medio es igual a cero. Cada componente es igual a:

%0 = 2 [5) + -9 ]

-21-[:@(:)-:(-:)]

x(7)

Una sefal como tal, la encontramos en el ejemplo No 1, cuya forma de onda se

indica en la Fig.6.4. En la Fig.6.7a y b se muestran sus componentes par e

impar, respectivamente.
Ty (£)

'

ANAA 1

VAR EAUEATRE I
VoV sl

(a) (b)

L ()

oo

2

Fig.6.7 Componente par e impar de la sefal de la Fig.6.4
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Su representacion en una serie trigonométrica de Fourier ya la tuvimos
anteriormente. Esta viene dada por la Ec.(6.19), que la volvemos a escribir de
la siguiente manera:

D) - E —%Az znntJ QA %}
35 - TN 3 A=l 3, 55 w rm 3

El lector puede comprobar que el primer sumatorio corresponde a la
componente par de x(t) indicada en la Fig.6.7a, mientras que el segundo
sumatorio corresponde a la componente impar de x(t) indicada en la Fig.6.7b
Simetria de rotacion

Si x(t) es una senal periddica tal que:

x(t:t—g)=—x(t)

entonces se dice que x(t) tiene simetria de rotacién o simetria de media onda.
Por ejemplo, las sefiales mostradas en las Fig.6.4, 6.5, y 6.6 en los ejemplos
No 1, 2 y 3 son sefales que poseen simetria de rotacion. La representacion de
estas sefales en series de Fourier vimos que constan Unicamente de
armonicas impares. Esto se debe a que los coeficientes de Fourier «x,» son
cero para «n=par» En efecto:

o =
5oz fape™™ a2 (xpe?™a  E (620
T T

haciendo t=T+T/2 en la segunda integral de la Ec.(6.20) obtenemos

"lfx(l)ejn}df+lfx(t+2' M,(Tzd:—

0
%fx(r)e'j‘“"dz (- =0 pora n par”
-

Se sigue que A,=B,=0 para n par. Esto es, la representacién en series de
Fourier de x(t) contiene Unicamente armdénicas impares.

Utilizando el mismo argumento, se puede demostrar que si x(t+T1/2) = x(t),
entonces la representacion de x(t) en series de Fourier
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contendra Unicamente armonicas pares. Sin embargo, debe ser claro que en
este caso el periodo de x(t) es T/2 en lugar de T Consecuentemente, la
frecuencia armoénica fundamental de x(t) es 2/T, lo cual asegura la existencia
solamente de armdnicas pares.

Ejemplo No 4

Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo. Hagamos que x(t) sea una senal
periddica de periodo T=4, definida en el intervalo 0 <7 <1 por:

)=t O0=<trcx1

como se indica en la Fig.6.8.

x(t)

* > t
o | f

Fig 6.8 Senal x(t) definida en el intervalo entre 0 y 1

Queremos graficar las sefales tales que:

1. La representacion de x(t) contenga armonicas coseno impares.
2. La representacién de x(t) contenga arménicas seno impares.
3. La representacién de x(t) contenga arménicas coseno pares.
4. La representacion de x(t) contenga armonicas seno pares.

1. Si la sefal debe tener una representacion en series de Fourier que
conste Unicamente de armoénicas coseno impares, X(t) debe ser una
funcion par que tenga simetria de rotacion. Por ello como se indica en la
Fig.6.9a b, y c, la senal debe obtenerse tal que cumpla con estas

propiedades.
A Y

_l-

Fig.6.9 (a) Simetria par (b) Simetria de rotacion
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x1(t)

A o

(e
Fig 6.9 Senal par que tiene simetria de rotacion
Si la representacion debe constar s6lo de arménicas seno impares, X(t)

debe ser una sefal impar con simetria de rotacion. Su construccion se
indica en la Fig.6.10a, b y c.

A
1 ;-
N
AN
\\
[ o} h \
A t k. S 03 t
= { y 4 / -4 / 2\ N ‘5
L 4 \ N
/ N
// \\
. - {_l, -{ + .
(a.) Simetria impar (b) Simetria de rotacion
x2(t)

Fig..6.10 Sefial impar con simetria de rotacion
Si la representacion de x(t) debe constar s6lo de armoénicas coseno

pares, x(t) debe ser una funcibn par que cumpla con la siguiente
condicién:

- (t . -27:) X  Ec (621)

cual implica que el periodo se ha reducido a la mitad. Por ello a partir de
la Fig. 6.9a, construimos la sefal xs(t).

Finalmente, si la representacion de x(t) debe constar sélo de arménicas
seno pares, x(t) debe ser una
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o
-
n
[0
=

-4 -3 =3 -1
Fig. 6.11 Senal par con periodo T=2

sefnal impar que satisface la Ec.(621). Por ello a partir de la Fig.6.10a,
obtenemos la senal x4(t).

(a) Construccion de la senal x4(t)

PN ESS

1 A A4 A A,
i il P B P P

Después de la siguiente seccidn la cual estudiaremos las propiedades de las
series de Fourier, comprobaremos que cada una de estas sefiales cumple con
las propiedades anotadas.

SIMETRIA OCULTA:

En algunas ocasiones una sefnal peridédica x(t) aparentemente no goza de
ninguna de las simetrias anotadas, sin embargo, sus coeficientes de Fourier o
bien son numeros reales puros o bien numeros imaginarios puros,
indicAndonos que tal sefal tiene simetria par o bien simetria impar. En estos
casos, es normal que la simetria se encuentre escondida por el valor medio de
la senal.

Comprobaremos lo que acabamos de mencionar considerando el siguiente
ejemplo.

Ejemplo No 5

Sea la sefial mostrada en la Fig.6.13, la misma que se encuentra definida en un
periodo mediante la siguiente expresion:

t 0s<tz2n

) = 2
2%
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- -7 -am o T %W 67

Fig. 6.3 Senal periddica con simetria oculta

Aparentemente esta sefial no tiene ninguna de las simetrias anotadas. No
obstante si calculamos los coeficientes de Fourier encontraremos que estos
son numeros imaginarios puros. Efectivamente:

2z

x“=.._l_ ..E_te'f“‘¢=j__4._ Y n=0
2u0 2% 2nn
_ A

xo—-;'b

Siendo numeros imaginarios puros, la sefal debe gozar de simetria impar.
Efectivamente, si trazamos una linea horizontal por el punto A/2, que
corresponde al valor medio de la sefal, descubriremos que ésta tiene simetria
impar.

6.5 PROPIEDADES DE LAS
SERIES DE FOURIER

Cuando una senal periédica x(t) se traslada, se transpone, se deriva, se
integra, o se suma con otra senal de igual periodo, los coeficientes de Fourier
de las senfales resultantes pueden obtenerse de los coeficientes de Fourier de
la sefnal x(t) original.

Propiedades de transposicion

Es claro que el periodo de una senal transpuesta x(- t) también sera igual a T.
Los coeficientes de Fourier de la sefal x(- t) se calculan de la siguiente forma:

Ec. (622)

x‘ﬂ
—_

1K o ;P
71;{; x(-1) e dr/T ?_nfz x() €7 ds
t=-7T

Esto es, los coeficientes de Fourier de una sefal transpuesta x(- t) se pueden
obtener a partir de los coeficientes de Fourier x, de la sefal x(t), cambiando en
la expresién de x, a n por -n

Efectivamente, consideremos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo No 6

Sea la senal w(t) indicada en la Fig.6.14. Esta sefal es la transpuesta de la
sefal x(t) mostrada en la Fig.6.4 correspondiente al Ejemplo No 1. De modo

que: o
w{t) = x(-t)

De acuerdo a la Ec.(6.22), se debe cumplir que:
Wn = X-n
o:
A
w, = -

; 3 (2 - jmn) VY n impar

w(t)

NONIN N
A

Fig.6.14 Transpuesta de la senal de la Fig.6.4

~e
~alt

E A s

W = Y - @-jume

R=£},23,s5, (]

Propiedad de desplazamiento

La senal periddica trasladada x(t+to) también es de periodo T. Los coeficientes
de Fourier vienen dados por:

T T

—, -+,

" 2° o 2 °

1 oy 4 _ 1 o) Fang 1) ¢ TS

_T.f,x(mo)e dt Tf.v(r) T [ = '

"m —Z+{ "I*’f

2 2’

= "hx (Ec. (623)

Esto es, el enésimo coeficiente de Fourier de x(t+tp) es igual al enésimo

. : ~ i . jnayt
coeficiente de Fourier de la sefial original x(t) multiplicada por el factor: € o
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Debemos notar que si x(t) se expresa como una suma de sinusoides y de
cosinusoides, las magnitudes de los términos cos(n@yt) y de los términos

Sen(na)ot) cambiaran cuando la senal x(t) sea trasladada. Consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo No 7

La senal g(t), Fig.6.6 del Ejemplo No 3, es la senal f(t), Fig. 6.5 del Ejemplo No
2, adelantada una unidad de tiempo, como lo podemos comprobar al comparar
las dos sefales indicadas. De manera que:

g(t) = £(t+1)

por tanto, de acuerdo con la Ec.(6.23) se deb cumplir que:

= -
gl’:eﬂ,w’vf;‘:ezj;:(cosﬂi-jsgnﬂ)u:

2 2

. nn 4 2N .
=[sen— f = sen“—— Y n impar
J sen— 1, pra mp
de donde:
4 .
g = n impar
T gp?

que es igual al resultado obtenido para g, en la Ec.(6.17).

Propiedad de escalamiento

La senal x(at) es una sefal periddica de periodo T/a. De modo que la
frecuencia fundamental de x(at) es aw,/27. Los coeficientes de Fourier de

x(at) se calculan de la siguiente manera:

Te

Ta
& —jana 5 - e,z AT
— xar) & dr = — T} € =, =
T_ﬂ:!; T_j£ ye ]
.
- = J w3 &7 dv = &, Ee. (6.24)
Irz

Esto es, los coeficientes de Fourier de una senal no cambian cuando la escala
del tiempo es contraida o expandida. No obstante, las frecuencias de las
armédnicas cambian de nw,/2x a naw,/2xz lo cual es equivalente a decir que
las frecuencias de las armdnicas cambian de «nfy» a «anfy»; donde fy es la
frecuencia fundamental.
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Propiedad de diferenciacion

Si x(t) es una senal periddica de periodo T, entonces dx(t)/dt también es una
sefnal periédica de periodo T. Asumiremos por el momento que x(t) es una
sefal periddica que no tiene discontinuidades, los coeficientes de Fourier de la
senal dx(t)/dt se calculan como:

1fmg-ﬂogtdf=
dt

? {x(t) f'“"p’ fx(t) e mes dl)

]
- T

1 .
=2 [®D - HO) ) + jno, 5, =
A
Xon= jaw,x, parateda n+ 0

Este resultado dice que para n#0, el enesimo coeficiente de Fourier de
dx(t)/dt es igual a enésimo coeficiente de x(t) multiplicado por jna, .

Si repetimos este procedimiento, podernos demostrar que los coeficientes de
Fourier de la sefial d®x(t)/dt? vienen dados por la siguiente expresion:

fd'r@ T A = (no s, Yn 0

Y, en general los coeficientes de Fourier de la derivada k-ésima de una senal
d*x(t)/dt, para n diferente de O, vienen dados por:

T k, -
L 850 08 g - noYx  Ec. (625)

Esta propiedad es, quizas, una de las mas importantes, pues como lo
comprobaremos con diferentes ejemplos posteriormente, permite la
simplificacién en el calculo de los coeficientes de Fourier.

Propiedad de integracion

Hagamos ahora que x'(t) represente una sefial periédica, tal que en el
intervalo -T/2<t<T/2, ésta sea igual a:
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Xy = f x(t) dt
-T2 )

Del desarrollo anterior se sigua que para n diferente de cero, el enésimo
coeficiente de Fourier de x'(t) es igual al enésimo coeficiente de x(t)
dividido por jnw,. Esto es:

1

— X Vnre+0 Ec. (626)
Jne,

B

yre)
i f ) e gr =
T

-2

Propiedad de linealidad

Sean x(t) y y(t) dos senales periddicas de igual periodo T, y X, Yy yn SUS
coeficientes de Fourier. La sefal x(t)+y(t) es una sefnal cuyo periodo es T o
bien T/m, donde «m» es un entero positivo. Por ejemplo las senales x(t) y y(1)
indicadas en la Fig.6.15a y b tienen periodo T=4, no obstante el periodo de la
suma x(t)+y(t) es 1. Los coeficientes de Fourier de la sefal suma vienen dados
por:

)
L[ ts ey ) e -
-2

17 72
2 [ xt) e - 1 [ 0 e d =
T4, T

=X+ Ya Ec. (6.27)
x(t)
5&?;771‘,’7:’4
JATANA AR
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v(E)==(tI+y ()

i

()

Fig. 6.15 Suma de dos senales periddicas de igual periodo

Esto es el enésimo coeficiente de Fourier de x(t) es igual a la suma del
enésimo coeficiente de Fourier de la senal x(t) mas el enésimo
coeficiente de Fourier de y(t).

Notemos que al calcular los coeficientes de Fourier de la senal x(t)+y(t) no es
necesario determinar si su periodo es T o T/m. Podemos asumir siempre que el
periodo de x(t)+y(t) es T. Si resulta que el periodo de x(t)+y(t) es T/m, el
enésimo coeficiente de Fourier que no sea multiplo de m sera igual a cero.

De las propiedades acabadas de estudiar, quizas la de menos utilidad sea la
propiedad de integracion. Todas las demas tienen un mayor campo de
aplicacién. A continuacion presentaremos varios ejemplos en los que
utilizaremos las diferentes propiedades de las Series de Fourier enunciadas.

Simplificacion en los calculos
de los coeficientes de Fourier

La propiedad de diferenciacion definida en la Ec.(6.25), permite simplificar el
calculo de los coeficientes de Fourier. Si una serial periddica x(t) dada,.es tal
que luego de sucesivas derivaciones finalmente es igual a una suma de
funciones singulares que ocurren en diferentes instantes de tiempo, la integral

de la Ec. (6.25) se reduce a sumar la funcion exponencial e evaluada en
los instantes en los cuales las funciones singulares ocurren; lo cual representa
una enorme simplificacion en el calculo de esa integral. Una de tales integrales
tiene la siguiente forma:

I

+T

8@ + 1) e ar

'-..5N

L

T
—I+T

2 14

la misma que, de acuerdo con la Ec.(1.42) dada en el Capitulo 1, as igual a:
(-1 (-jna)? T

De manera que:
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_T¢T
2 @
_11; [ ®Gr5) e a = (roy £ R (628)
-Z+T )
2 (4

Los coeficientes de Fourier de la sefal x(t) original, para toda «n» diferente de
cero, se obtendran, de acuerdo con la Ec.(6.25), dividiendo el valor de la

. . k . .
integral para (jn®@,)" . El valor medio «x¢» lo obtendremos a partir de la
ecuacion:

1 2
xa =-i'_ I 1(;)&:
-

que representa el area de x(t) en un periodo dividido para el periodo.

Unos cuantos ejemplos nos ayudaran a clarificar las ideas expuestas.
Ejemplo No 7

Consideremos nuevamente la sefal x(t) mostrada en la Fig.6.4 definida en el
Ejemplo No 1. Volveremos a calcular los coeficientes de Fourier pero ahora
empleando esta técnica de diferenciacion. Para ello, procederemos a derivar
graficamente la serial x(t) dos veces en forma consecutiva. El resultado se
indica en la Fig.6.16

x“(t)
eeme e S R .2&# -
: ) RN Y A \ T
) ' }A-S(f) f :
; . | g ' _ .
-¢ l -3 l 2 l 3 [ e T T
_____ - RN o
.3 2 3
-AzE-2) -AS(e-2)
Ca)
x"(t)
1 t iraiS(ﬂ
? ﬁ NERN Y-¥ NS
’ poe b
! ! I

-5y vy -55E-E)
Fig.6.16 Primera y segunda derivada de la senal x(t) de la Fig.6.3

De acuerdo con la Ec.(6.25), los coeficientes de Fourier de la sefal x” (t)
vienen dados por la siguiente expresion:
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94 e . 2xa
-—-ifla(:)Jr_a(:)—a( §]~i6(t——3-”c N
3 2 3 2
-4
de donde:
9?“ 2:! ¥4 _s23A
5, -4 fﬁ’(t)e Tt fa(r)e’T’
47]:2"2 -3 3_§g
SA ; 2z 94 =
7 +
[of-9Fatfof-35a)
4 4 V2

Cada una de estas cuatro integrales tiene la forma indicada en la Ec.(6.28) por
tanto cada integral se evaluaréd de acuerdo con esta ecuacioén. Notemos que el
valor de k en la Ec.(6.25) es 2, puesto que hemos derivado dos veces la sefal
X(t), y que el mayor valor de p en la ultima ecuacién es 1, lo cual esta de
acuerdo con la observacién de que p<k Efectuando las integraciones
respectivas en la ultima ecuacion obtenemos que:

_ 34 .2ﬂﬂ+i_ 2nn ‘.f&“-ig’fﬂ -
N 4ren? 3 3 3 3

_ A
Iren®

que finalmente se simplifica a:

]

(2 +jnn) (1 - 5

——._(2+jrn) V n impar

0 vV n ror

que es el mismo resultado que obtuvimos en el Ejemplo No 1.

Ejemplo No 8

Consideremos un ejemplo en el cual aparentemente no es posible de efectuar
este tipo de simplificacion. Sea la sefal periddica sinusoidal x(t), de periodo
T=4, indicada en la Fig.6.17a. Para calcular los coeficientes de Fourier de esta
sefnal procederemos a derivar dos veces consecutivas la senal x(t); tal como se
indica en
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(a) x(t)=A sannt 0sSts2

%z (t)

i A (/.

vy  ~mAseant

arS(E)
/

A7 SE=2) T _aps(E-a)
V ()

Fig.6.17 Senal perioddica sinusoidal. Ejemplo 8

De la Fig.6.17c, tenemos para 0<t<2 que:
x'(t) = -An’sennt + An[6() - 3(z-2)]

= —An?x(f) + AR[8() - 8(2-2)]

Si a la senal x(t), de periodo T=4, le sumamos la sefial Az>x(¢), que tiene igual

periodo T=4, el resultado es una senal de periodo T=4, compuesta Unicamente
de funciones impulso, como se muestra en la Fig.6.18. Tal que en el intervalo
entre 0<t<2 esta sefal viene dada por:

xe) + An’x(?) = AR[5() - 5(t-2)]

X" (t)+ wex(t)

’ Tnsm
-z . & .
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cuyos coeficientes de Fourier vienen dados por:

ks

2 3 =2
[nz+(j—@) ]x,,=éf'— (8 - 6(t-2)] e 2 g
g 4 4

donde x, son los coeficientes de Fourier de la sefal x(t) original, que estamos
buscando. Despejando x, de esta ultima ecuacion obtenemos:

24

x“ =3 ﬁ(4 = ?22)

V n impar
0 V n par

Su representacién en una serie trigonométrica de Fourier viene dada por:

- 44 in
Xt = § _ cos{-——t)
T n{4-n?) 2

Finalmente procederemos a calcular la representacion en series de Fourier de
las sefales x(1), y(t) y x(t)+y(t), indicadas en la Fig.6.14, en donde aplicaremos
las propiedades de escalamiento de la variable tiempo y de linealidad.

Ejemplo No 10

Con este objeto definamos la sefial w(t) indicada en la Fig.6.19a. En la Fig.6.19b
y ¢, se indican las senales w’(t) y w”(t) mostradas Unicamente en el intervalo
entre Ost<2.

T
N\ V\/ i N
_¢ —¢ —u -z ° z o 13 § pA ¢
{n n -
» A1) (a) 2o Z&(t-2)

U}'” (_t_)

+

3 2 ’ o '\\ 3 -
, — R r
_r | \! » \_/ T Senzt
: (e)

. (b) T

Fig.6.19 Ejemplo No 10
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Los coeficientes de Fourier se obtienen a partir de la sefial w”(t), asi:
2
W) = -Tow + 2 [50) - 86-2]

[ 7 T;2 T =
Wi + TW@ = - [B6 + 5¢-2)
De acuerdo con las propiedades de las series de Fourier, tenemos que:

] TR

4
P n? 1rxw ERs
=11 - = == § = [3() + 8(-2
4( 4]w. 8_!2[0 3¢-Dle * &
T =
=Tl
= (g, /%)
de donde:
2
2
wo=1te Ec(629)

ozl - a7

La Ec.(6.29) tiene una indeterminacion de la forma «cero sobre cero» para
«n=12». Debemos levantar la indeterminacién de acuerdo con la regla de
L’Hospital del Calculo Diferencial. Haciendo esto resulta que:

)
..1_:.6_ YV net?
w =} T;(4 —nz)
A
1
¥ = ne:2
18

\

Asi mismo definamos la senal periddica f(t), de periodo T=4, mostrada en la
Fig.6.20.

£(t)
sennt
M\ M A\
! \ V \\ _n. \ £
R N c 1 3 3 i §

Fig.6.20 Senal periodica auxiliar

Puesto que:
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) =w@) = f, =w,
De las Figs.6.14 y 6.21 vemos que:

,_'.E,
jZ

M) =f) +f6-D = 3 =0 ¢ -‘f’.j%li =[1 te JJZ

De donde:

3 2
o - 1+eJ2)‘
) x4 - n?)

De las mismas figuras, 6.14 y 6.21, vemos que:

sz \?
}'(‘j-“-x(ﬁﬁ)—y;ejmx:Ll*'t 2) .
a - 5{4_”2)

Finalmente tenemos que:

) =2+ ¥ =~ v, =%, +y,=01+Nxz

Como podemos comprobar los coeficientes de v(t)=x(t)+y(t) son cero para toda
«n» que no sea multiplo de 4, que es el factor en el cual el periodo de la suma
x(t)+y(t) se redujo. Efectivamente vemos que:

( —2— n=0
=
C n=1
v, =y 0 n=2
0 ==
-% n=4
3n

r

Creemos que este ejemplo ha sido bastante ilustrativo y nos ha permitido
manejar con buen criterio las diferentes propiedades de las series de Fourier.
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6.6 SERIES DE FOURIER DE
FUNCIONES SINGULARES PERIODICAS

Las sefales periddicas de funciones singulares, no satisfacen las condiciones
de Dirichlet y por tanto no pueden tener una representacion en series de
Fourier. Tal representacion, sin embargo, se puede justificar con la ayuda de la
teoria de las Funciones Generalizadas. Ignoraremos los rigores matematicos y
extenderemos los resultados obtenidos en las secciones anteriores para incluir
a este tipo de senales perioddicas en la representacion en series de Fourier. A
continuacion consideraremos algunos ejemplos ilustrativos. Sea la sefal
periddica:

) = ¥ 8¢-nD)

mostrada en la Fig.6.21, a la cual le denominaremos «tren de impulsos». Los
coeficientes de Fourier de esta sefal se calculan de la siguiente manera:

1 F 1
x,=?f6(t)e"m°’ti=?
-2
& (t)
(1) (1) (1) (1) (1) () (1)
37 -7 T - c T T T 37
X 2
De tal manera que:
L] h’l L
1 =t 1 2 2%n "
n == ¢ == + = — Ee. (63C
=(®) T‘;* = T,?;m(r ) (630)

Podemos ver, de acuerdo a la Ec.(6.30), que efectivamente el valor de x(t) en
t=0, £T, £2T, ... es infinito. Notemos que los instantes t=0, £T, £2T, ... son los
instantes en los cuales ocurren los diferentes impulsos, y como sabemos estos
tienen magnitud infinita y area unitaria, lo cual concuerda con los resultados
acabados de obtener.

Similarmente, consideremos un tren de dobletes definido por:
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Y 3¢ -aD

- L]

cuyos coeficientes de Fourier vienen dados por:

L j’pa’(z) e g = L (no)
T3, T

En general, los coeficientes de Fourier del k-ésimo tren definido por:

i:&"(t—nl’)

vienen dados por:

—fa(:)e & = = (fno )
T2 T

Finalmente indicaremos un método alterno para el célculo de los coeficientes
de Fourier, basado en la técnica de derivacion de la sefal periddica original
hasta obtener funciones singulares.

Ejemplo No 10

Supongamos que deseamos obtener la representacion en series de Fourier del
par de senales x(t) i y(t) indicadas en la Fig.6.22a y b.

x(t) .
sennt

AN AN

(a) Senal rectificada en media onda.
¥(t)

A YATANN

(b) Senal rectificada en onda completa

Fig. 6.22 Senal rectificada en media onda y onda completa Ejemplo No 10

Con este objeto definiremos una sefial genérica g(t), como se indica en la
Fig.6.23a. La representacion en series de Fourier de la sefial genérica g(t); esto
es la funcion:
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-16-D) ‘ g7(t) i &' (t)

(1 /S~ seanl /— weosTt A

ro(E) TS(E-1)
0 1 il 0 1 'é 0 ] =
R
—7 sennt
- _—
_TTZ.
(a) () (e)

Fig.6.23 Senal generalizada g(t) y sus derivadas

f}gn A

=

tendera dentro del intervalo 0<t<1 a la funcién senz vy, fuera de este intervalo
tenderd a una funcion periédica cuyo periodo lo podemos ajustar a nuestra
conveniencia. Por ejemplo, si hacemos T=2 el sumatorio tendera a la senal
periddica x(t) indicada en la Fig.6.22a. Por el contrario, si hacemos T=1, el
sumatorio tendera ahora a la sefal periédica y(t) indicada en la Fig.6.22b.

Con el objeto de calcular los coeficientes de Fourier g, de la sefal generalizada

g(t), derivaremos esta sefal dos veces consecutivas, como se indica en la
Fig.6.23b y c. De manera que:

g0 +wtg®) =w [3() + 3¢-D]  Ee (63D)

De acuerdo con las propiedades de las series de Fourier, tenemos que los
coeficientes g, de la sefal generalizada g(t) vienen dados por:

by 2z
; 4n* : JZat
(]nwp)’g,+1zzg,=—1:2(_l-1}gn=1f [8() +3¢-D]e T dr =
y e,
1:[ _j2zx
TTllee 7
De donde:
_1233
77
g = - —*° Ec. (632)
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Debemos sefalar que al calcular los coeficientes g, Ec(6.31), se deben
considerar todos los impulsos que aparecen en la segunda derivada de la sefal
generalizada g(t). Esto es efectivamente asi sélo al emplear este método. Si
por el contrario, empleamos el método delineado anteriormente, se deberan
considerar Unicamente aquellas funciones singulares que se encuentran
perfectamente definidas dentro de un periodo T. Aclararemos este punto
posteriormente.

Si en la Ec.(6.32) hacemos T=2, obtendremos los coeficientes de Fourier de la
senal x(t). Esto es:

r
-1
= para n par
w(n° - 1)
B __ Ll _
%S Blre = T o rd pmn-sl

Cuya representaciéon exponencial viene dada por:

SRS SR AT VR 1 e
Ay == -L ML gFo — ¢
-. 4 4 34 (1)
o también:
1 1 ., . - 2
X1 = — + — sen(mi) — 5 cos{TrK)
T 2 »2 56w n*-1) ,
( 1
A°=xp=_7;
doygj'g:1An=23{xx}=‘ n par
. {n?-1)
1
31=—2s{x,}=-2-

Si en la ecuacion generalizada (6.32) hacemos T=1, obtendremos los
coeficientes de Fourier y, de la sefal y(t). Asi:

1 +aP= 2

=~ —— E (63)
n@én? - 1) n(én® - 1)

Yx =gAIT-l =~

tal que su representacion en series de Fourier vendra dada por:
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5 2 gmm.2 _ g 4 _
A »2;- (4a? - 1) T ’Z; n{dn® - 1) S

2 4 - 4 4
- 27 - —— 4 - — 6%t} — ...
T i COS(_A) 5n Gy 351 R,

1

Por otro lado, puesto que:
¥ =) + X-1)

los coeficientes de Fourier de la sefal y(t), de acuerdo con las propiedades de
las series, vendran dados por:

2x, poronpar
¢! +e'—”"')x‘={

It

Tx
0 para n impar

2
=_—’,———- Vﬂ. EC-(&34
r(n” - 1) ‘par )

Al parecer existe una contradiccidon con el resultado obtenido anteriormente en
la Ec.(6.33), en lo referente a las armonicas, pues mientras la Ec.(6.33) indica
que el resultado es valido para toda «n», par e impar, la Ec.(6.34) indica que el
resultado es valido so6lo para arménicas pares. No obstante, si consideramos
que el ultimo desarrollo se efectud a partir de la sefal x(t) que tiene un periodo
T=2 vy, por tanto una frecuencia angular fundamental @, =z el hecho que «n»

pueda tomar solo valores pares asegura la igualdad en las frecuencias de las
diferentes armonicas, como podemos ver a partir del siguiente desarrollo:

el

2 2 2 " 4
_2 gt o 2 _ cos () =
s a-t;s,. =@ - 1) T a-%,. wn* - 1 )

9

2 4 4 4
-Z - cos(2n)) - — 41 - — 6t - -
T 3z ) 151:008(1:) 351:00% )

Efectivamente, este resultado es igual al obtenido anteriormente.
Finalmente consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo No 11

Sean las senales f(t) y v(t) mostradas en la Fig.6.24a y b.
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() v(t)

A A 4 NA N,

-~/

/|

-3

(a) (b))
Fig.6.24 Senales periddicas

Para determinar la representacion en series de Fourier de cada una de ellas,
definiremos primero la sefal generalizada g(t) mostrada en la Fig.6.25a, a la
cual derivaremos dos veces consecutivamente, obteniendo:

g’ = 8(p) - 2 3/¢-1) - §(t-2)

cuyos coeficientes de Fourier vendran dados por:

2,2 S AN 8
_ 4rn“n *1[1—j4;ner—e7'}

donde hemos supuesto que T es lo suficientemente grande para considerar a
todos los impulsos que ocurren entre 0 y 2. De modo que

2zn 4z3

']—— -—j..__..
L g S0 S5 T} Ee. (635)

47°n?

[
k]
1]

T

e(t) g7 (t) g7(t)

M . |
1 ) 0 ! 2 .
o} [ ) A = o : 2. = ; l T
~RS(t-1) Y ~RE(E-a)

-28&-1)
Ca) (b) (e)
Fig.6.25 Senal generalizada g(t) y sus derivadas

Para calcular los coeficientes de Fourier f, de la sefal f(t), hagamos en la
Ec.(6.35) T=2; obteniendo:

1
2n°n

[l-jZnne‘f”'—l]=j(—1)n r =0

Jo = 8alrz = -
nn

[8)

de donde:
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[

A, =0; A =28(f}1=0; B =-23(f}=(1y1 2
' N

tal que su representacion en series de Fourier vendra dada por:

Sy eyt 2
S = LD sen(rm)

Para calcular los coeficientes de Fourier v, de la sefal v(t), primero notemos
que:

W) = gl) -~ gl-2)

de manera que:
4xa
-f —
y =[1 -e 7

A

8, Ec. (6.36)

Haciendo en las Ecs.(6.35) y (6.36), T=4, obtenemos:

y, = - — [l—jﬂné:{%—e'f'“}(l—e’f“)
* n5n? b
de donde:
(17 2 - 2 V5 impar
v, = o pin?
3
0 ¥ npar

y su representacion en series de Fourier viene dada por:

_ qp 4 _ 8 TN
0= 2 T | (5

Si calculamos los coeficientes de Fourier empleando el primero de los métodos
estudiados, necesitamos obtener la derivada de la sefnal periddica f(t); como se
indica en la Fig.6.26.

£’(e)
{
= &7 -3 -/ ! 3 s i
R
(-2) (-2.) (-2) -RO(E-1) (-2) €z)

Fig.6.26 Derivada de la senal f(t)
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De modo que los coeficientes de Fourier de f(t) vienen dados por:

(jan ) f, = j- 25(t-1) e gt = - g7
]

N |

de donde:

N T
fo=i— et =) — (-1
nn wn

que es igual al resultado obtenido anteriormente por otro método.

Asi mismo, derivando dos veces consecutivas a la senal v(t), como se indica en
la Fig.6.27, obtenemos para los coeficientes de Fourier v, la siguiente
expresion:

L

2’5 —
G Ppy =1 f [ 28/¢+1) + 28() - 28%¢-1) - 25(-2) ] e i
2 40,

n

() v e)
(2) (2) , —
l &8l R&E) 28'it-3)
-3 / ‘ -z -4 ! 3 $
2 -, 0 z 3« =3 ' % o £ l N t-
l ! t2) -RE'(trry -RE L) L
(_ 2 ) ca) —E\S(f"i) (b)) —AS(L"LJ

Fig.6.27. Primera y segunda derivadas de v(t)

de donde se obtiene que:

para n impar

0 para n par

que es igual al resultado obtenido anteriormente. También en este caso los
limites de la integral (-1,5 y 2,5) se han escogido de manera que la ocurrencia
de las funciones singulares no coincidan con los mismos.

6.7 ESPECTRO COMPLEJO DE FOURIER

Hemos afirmado que la representacion de una funcién periddica x(t) en series
de Fourier, equivale realmente a descomponer la sefal en sus componentes de
frecuencia. Una funcion periddica de periodo T tiene componentes de
frecuencias, wo, 2w, 3Wo,..., N W, donde we=21/T. De manera que una sefal
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periddica x(t) posee su espectro de frecuencias. Si se especifica a x(t)
podemos encontrar su espectro de frecuencias. Contrariamente, si el espectro
es conocido, podemos determinar la correspondiente sefal periodica x(t). Por
ello, tenemos dos formas de especificar a una sefial periddica x(t):

- La representaciéon en el dominio del tiempo en la cual x(t) se expresa
como una funcién de tiempo v,

- la representacion en el dominio de la frecuencia en la cual el espectro
(esto es, las amplitudes de las diferentes componentes de
frecuencia) esta especificado.

Notemos que el espectro existe Unicamente en w=wy, 2wWp, 3wo,..., etc. De
modo que el espectro no es una curva continua sino que existe solamente para
algunos valores discretos de w. Esto es, es un espectro discreto, referido en
ocasiones como espectro de linea. Podemos representar al espectro
graficamente, dibujando una linea vertical en w=wp, 2wy, 3wy,..., etc, con
alturas proporcionales a las amplitudes de las componentes de frecuencia
correspondiente, como hemos representado a toda sefial discreta.

Podemos utilizar la serie trigonométrica o la serie exponencial para representar
el espectro de frecuencia. La forma exponencial, sin embargo, es mas util para
nuestro propdsito, puesto que ella permite representar a una sefnal periddica
dada como una suma discreta de funciones exponenciales, de frecuencias 0, +
Wo, *2Wo,...,etc. Ambas sefales: e¢’w' y e’ oscilan a la frecuencia w.
Podrian pensarse como dos fasores que giran en direcciones opuestas con la
misma velocidad angular, y cuya suma da como resultado una funcion real de
tiempo. Asi:

el + e ¥ = 2 cos(wf)

Para una senal periddica x(t) de periodo T, la serie exponencial viene dada por:

X0 = x, + 5%+ e

Jogf ek

-me
+ X8 + X_5€ e T 4

+

Asi tenemos frecuencias 0, wg, -Wo, 2Wo, -2Wo,...,NWo, -NWy,..., etc, y las
amplitudes respectivas de las componentes de frecuencias correspondientes:
X0, X1, X-1, X2, X-2, ...Xn, Xn,..., €tC.

En general, las amplitudes x, son complejas, de aqui que pueden describirse
por su magnitud y por su angulo de fase. Por ello, en general necesitamos dos
espectros de linea: un espectro de magnitud y otro espectro de fase, para la
representacion de una sefal en el dominio de la frecuencia. En la mayoria de
los casos, sin embargo, las amplitudes de las componentes de frecuencia o son
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reales o son imaginarias, y asi es posible describir la funcién mediante un solo
espectro.

Por ejemplo, consideremos la sefal sinusoidal rectificada en onda completa y(t)
de la Fig.6.22b, cuyos coeficientes de Fourier y estdn dados en la Ec.(6.33), y
cuyo espectro exponencial viene dado por:

Yy =2 - 2opm o 2 w2 e
T 3n 15% I5x

U S S

==

3n 15% 35x%

Este es un espectro que existe en w=0, +2m, 4, +61m, . . - , etc, cuyas
amplitudes son 2/m, -2/3m, -2/15m, -2/35m,..., etc, Puesto que todas las
amplitudes son reales, es necesario dibujar Unicamente un espectro. El
espectro de frecuencia requerido se indica en la Fig.6.28. Es claro, de este
gréfico, que el espectro de frecuencias es simétrico alrededor del eje de las
ordenadas; esto es, el espectro de frecuencias tiene simetria Par. Esto no es
una coincidencia, ya que el espectro de toda sefial periddica tiene simetria par.
Efectivamente, puesto que:

+12 mn

1 ) 1 .
x,‘:?fx(t)ej"”dr y: x_,=?f.x(r)€’"°“’dr

-2 -2

Es evidente de este par de ecuaciones que X, y X-n SOn complejos conjugados,
de manera que:

x, =x., deaqd que: |x, |=|=x,]|

-6 —unr ~27 2 wr éT

L] r l o

Fig.6.28 Espectro de linea de una sefal sinusoidal
rectificada en onda completa.
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Por ello, se sigue que, el espectro de magnitud es simétrico alrededor del eje
de las ordenadas, siendo por ello funciones pares de w. Si x, es real, entonces
X-n también es real, y los dos son iguales: x,= X-.n. Si X, €s complejo, entonces:

xn=|xn[5’n'

¥ x_n=|:c“[e_ﬂ'

La fase de x, es 6, sin embargo la fase de x., es -6, en. De aqui que el
espectro de fase sea antisimétrico alrededor del eje de las ordenadas; esto es,
el espectro de fase es una funcion impar de w.

6.8 DISTRIBUC[ON DE POTENCIA.
EN LAS SENALES PERIODICAS

Para una senal periodica x(t) de periodo T, la potencia promedia en x(t) se
define como:

1
2
P _f | x(&) | * dt Ec. (6.37)

La integral de la Ec.(6.37) puede calcularse como sigue:

1 m , 1 n
Py [ 155 ] =;_T£x<r>x<r)a&=

~dfu

2 o 2xn
21 - T
_7_7_£x(t) ‘;‘xne T}df

, P -, B
Puz? flx(t)lzdt=n_z_‘xu‘[— fx(t)e T d =
- -7
= -x,,'xu=i | x, |2 Ec. (6.38)

De modo que de acuerdo a la potencia promedia en x(t) es igual a la suma de
las potencias promedias en sus componentes de frecuencia. Debemos tener
presente que, en general, la potencia promedia en una sefal no es igual a la
suma de las potencias promedias de sus componentes. Sin embargo, en la
representacion en series de Fourier de una sefal periddica, la potencia cruzada
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entre ellas es igual a cero, debido a que las componentes de frecuencia son
funciones ortogonales.

Como ejemplo consideremos la sefal sinusoidal rectificada en media onda de
la Fig.6.22b._El célculo de la potencia promedia contenida en esta se da:

1
[loenan]?a =3  Ec.(639)

¢

P =

P

ST

De acuerdo con la Ec.(6.38), la potencia promedia en x(t) también es igual a:

wG) B E m

1 1 - 2
[ S e y\ —————— =
= 8 L3R, wHn?- 1)

1 1 2 2

—t—+—+ 2+...—l
T 16 97z 2257 4

De manera que la potencia contenida en la componente de d.c. es
aproximadamente 0,10 y la potencia en la componente da frecuencia
fundamenta 0,125, cuya suma constituye el 90% de la potencia total contenida
en x(t), quedando apenas un 10% para las restantes componentes de
frecuencia, como se muestra en la Fig.6.29.

Fig. 6.29 Espectro de potencia de la sefal sinusoidal
rectificada en media onda

Consideremos ahora la secuencia numérica: ..., Ix4[%, [xof%, [x1I%, [X2[%..., |Xal?,...
Nos preguntamos si ellos constituyen los coeficientes de Fourier de alguna
sefnal periodica. La respuesta a esta interrogante es afirmativa. Efectivamente,
ellos son los coeficientes de Fourier de la funcién de tiempo:
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1 n
= f x*() 1 + P de
-2

ny =

La funcidn r(t) se denomina la funcién de autocorrelacion de sefal x(t). Es facil
demostrar que r(t) es una senal periédica de periodo igual a T. Efectivamente:

1 2
- _;L ') g+ D) de =

r+T)

b1z,

f *(2) x(zt+) dr =
-1p

o)

L)
T

Los coeficientes de Fourier de la senal r(t) se pueden calcular como:
Iz n Zna
: . —j—1
==l [ |2 [ s@d | T @
T T
;| TR

Haciendo t+1=A se obtiene:

B+

-t ]

T2
S 2
T

f x*(%) (A dt
17

ar =

n ] _j‘*’u(;-‘r)
¢

2zx4

4 2 2xx7
HAye T dx

24

V17201
1 g\ T B

f ?fx(t)e dt}—lx,l"'

-mﬁ

La secuencia de nimeros..., Ix1]%, |xol?, x1l% |X2|%..., [Xn[%... se denomina el
espectro de potencia de la senal x(t), porque son iguales a las potencias
promedias de las componentes de frecuencia de x(t). ElI grafico
correspondiente es simétrico alrededor del eje de las ordenadas, como se

puede verificar en el ejemplo de la senal rectificada en onda complete, acabado
de realizar y que se indica en la Fig. 629.
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6.9
[1]

[2]

[3]

[4]

[]

[6]

[6]

[7]
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CAPITULO 7

TRANSFORMADA DE FOURIER

7.1 INTRODUCCION

Como puntualizarnos en el Capitulo 6, sélo las sefiales periddicas se pueden
expresar como una suma ordenada de funciones exponenciales complejas de

1 t .
la forma e’ @” . Queremos ahora estudiar la forma de descomponer una
senal continua aperiédica x(t) como una suma «continua» de funciones

. . j 2
exponenciales complejas de la forma e’ @' .

Por el momento asumiremos que x(t) es una sefnal periddica de periodo
T=21/wo que satisface las condiciones de Dinichiet, de manera que x(t) puede
representarse en una serie de Fourier, asi:

X0 = z-:x,,e""’"=

P E ]

-, ®
-Y L e |-

Re-—w T..m

“c o B "
-y Q—;j X e 4 | S Ec. (1.1)
Rm—n L -m

A medida que el periodo T se hace cada vez mayor, la velocidad angular wg se
hace cada vez mas pequena. En el limite, como T se aproxima al infinito, wg
llega a ser el infinitesimal d w, nwyp viene a ser w, el sumatorio se convierte en
integral y la senal x(t) deja de ser una sefial peridédica transformandose en una
senal aperiddica. En este caso la Ec.(7.1) se convierte en:
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=) = |

— 0

do 7

2o e g

il Ec. (12)

La Ec.(7.2) nos da la posibilidad de expresar a una sefal continua aperiodica
x(t), como una suma continua (integral) de funciones exponenciales eternas. En
particular si hacemos:

) = L [ Xy e do|  E.03
2w Y

entonces:

Xw) = [xp e & E. (14)

Si (1/2m)X((w)dw representan las “amplitudes de las funciones exponenciales
e’®' habremos conseguido descomponer a la sefal x(t) como una suma
continua de componentes de diferentes frecuencias, tal como lo hicimos con
una senal periddica.

El procedimiento seguido es informal y de ninguna manera constituye una
prueba de los resultados obtenidos. Pero esa no era precisamente nuestra
intencién. No obstante, si x(t) satisface las siguientes condiciones:

1. Ser absolutamente integrable; esto es:

flx(r)icfrw°

2. Tener un numero finito de maximos y de minimos en un intervalo finito.
3. Tener un numero finito de discontinuidades en un intervalo finito.

podemos demostrar que x(t) se puede expresar como una integral de funciones
exponenciales, Ec.(7.3), donde X(w) se calcula mediante la Ec.(7.4). Estas tres
condiciones se denominan las condiciones de Dirichlet.

Desde un punto de vista matematico, x(t) y X(w) son dos funciones
relacionadas mediante las Ecs.(7.3) y (7.4), tal que x(t) puede obtenerse a
partir de X(w) mediante la Ec.(7.3) y X(w) puede obtenerse a partir de x(t)
mediante la Ec.(7.4). De manera que x(t) puede pensarse como otra forma de
representar a X(w) y, X(w) otra forma de representar a x(t). Al par de Ecs.(7.3)
y (7.4) se las denomina el par de transformadas de Fourier. Mientras la Ec.
(7.4) representa la transformada directa de Fourier de la sefal x(t), la Ec.(7.3)
representa la transformada inversa de Fourier de la sefal X(w) Las
operaciones de integracién involucradas en las Ecs.(7.3) y (7.4) se las puede
representar, respectivamente, mediante los operadores:
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F oy &

Tal que a las Ecs.(7.3) y (7.4) las escribiremos también como:

)= F 1 {(Xw) } = ..l_jz(w) e do  Ec. (15)
2% 7

) =F (= [ e a Ec. (1.6)
Consideraremos a continuacion algunos ejemplos ilustrativos.
Ejemplo 1

Sea la sefial exponencial x(t)=e“ () . Su transformada de Fourier viene dada
por:

X(@) = fe"“" eF gr = fﬁvfm‘dz

2]

1
£+ fw

Ec. (1.7

Como podemos ver en este ejemplo, la transformada de Fourier de una sefal
continua es en general un numero complejo y, como tal, podemos escribirlo en
forma polar como magnitud y angulo de fase; asi:

X(w) = | X(w) | &7
o empleando la notacién simbélica como:
Hw) = | Xo) | X(w)
en la cual:
X(w) =6

Para la se?ial exponencial del presente ejemplo tenemos que:

X(0) =

Tal que:
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| X@) | =5
LX(w) = - tan™'
&

La expresion de |X(w)|, o bien su representacion gréafica, se conoce como el
«espectro de Fourier»; y la expresion de «£X(w), o bien su representacion
grafica, se denomina «el angulo de fase». En la Fig.7.1b y c, se indica el
espectro de Fourier y el angulo de fase para la serial X(w) del presente
ejemplo.

Recordemos que un numero complejo también se puede escribir en forma
rectangular, como parte real mas parte imaginaria. Asi:

Xw) =R { X))} +7 3 {X(w)!

Para el presente ejemplo tenemos:

' -
X(w) = >
g & + @ d & + o
Las partes real e imaginaria de X(w). se grafican el la Fig.1.c.
x(t)
I\ I e—a.t
J/

‘ t

a)
Ixc@) | Lx(w)

(b)
Rrwy Sgwr

(e)

Fig.7.1 a) Sefal exponencial b) Espectro de Fourier y angulo de fase
c) Parte real e imaginaria de X(w)
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Ejemplo No 2

Consideremos la sefal compuerta indicada en la Fig.7.2a. La transformada de

Fourier de esta sefal viene dada por:

K@) = FLG 0 b= [edg - 22—
2 Jo

=2 _____smf:w) = 23 sam{aw)

cuyo espectro se indica en la Fig.7.2b
13Gzo (£)
i

(B>

Fig.7.2 a) Compuerta G2a(t) b) Espectro de Fourier

Ejemplo No 3
Consideremos la sefal x(t) indicada en la Fig.7.3, definida como:
) = -p(+2) +2 p@) - p(r-2)

La transformada de Fourier de esta sefal viene dada por:
[ a 1
X(w) = - fe"f"‘dr+ fe‘ﬂ"dt = - = (659 - 2 + e P
= . Jo

cuyo espectro viene dado por:
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4 sen? %m

| Xo) | = l‘

En la Fig.7.3b hemos representado la parte imaginaria de X(w), dada por la
expresion:

- 4 g2 |8
2

S{Xw)!} =
Im { X (@)}
Iy

}at(f)

¢ o <

(a) . (B>

Fig.7.3 a) Seial impar de tiempo b) Im {X(w)} en funcion de w.

La transformada inversa de Fourier se obtiene empleando la Ec.(7.3), que
aparentemente es un calculo simple y directo. En la mayoria de los casos, sin
embargo, resulta que es una integral de variable compleja bastante dificil de
evaluar. Esto no debe preocuparnos, ya que la transformada inversa de Fourier
de una expresidon se puede obtener facilmente aplicando las diferentes
propiedades de esta transformada, como lo comprobaremos mas delante de
manera que la Ec.(7.3) la emplearemos unicamente en aquellos casos en los
cuales la integral correspondiente sea una integral de variable real, como lo
ilustraremos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo No 4

Consideremos la transformada inversa de Fourier de la siguiente expresion:
X(w) = 5 elol Gpu(@)

cuya representacion gréfica se indica en la. Fig.7.4

La transformada inversa de Fourier de esta sefal viene cada por:
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de donde:

- K o

Fig.7.4 Espectro de Fourier de la sefal del ejemplo No 4

F a
_1 a(w 1 ...mb
= |neCa¥dn + — e eMdo
=2 21:_;{“ 21:‘;[

D] e

o ]
_ 1 (L +fia . ~(1-fAa
= o _{e do + ;[a aw
1

= s (1B ] s [1 - ]
21475 2

;(;)=1+e“(:smax—cosa¢)

” VI
1+

7.2 PROPIEDADES DE SIMETRIA

En esta seccién analizaremos cédmo las propiedades de simetria de una sefal
de tiempo x(t) se reflejan en su transformada de Fourier.

1. Simetria par:

Consideremos una sefal par de tiempo x(t). Esta sefial debe cumplir con la

relacién:

) = XD

La transformada de Fourier de tal sefal viene dada por:

Xo) = fxme'f“’a&= f'x(—f) e de
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al efectuar el cambio de variable t por -1. Puesto que x(t) es una sefnal par se
tiene que:

(@) = f x(t) & dr = X(-w)

X(0) = X(-w)

De manera que la transformada de Fourier de una sefal par de tiempo x(t), es
otra sefal par de omega, X(w). Esto lo podemos comprobar en el Ejemplo No 2
presentado en la seccién anterior, en el cual la sefal x(t) es la compuerta
G2a(t) que es una funcion par de tiempo, y su transformada es la sefnal 2a
sam(aw) que es una funcién par de omega.

2. Simetria impar

Una sefal de tiempo x(t) impar, cumple con la relacion:

-3 =~ -?(f)

cuya transformada de fourier viene dada por:

X(w) = j () e ¥ g = f x(~t) &9 dt

al efectuar el cambio de variable t por -1. Puesto que estamos asumiendo que
X(t) es impar tenemos que:

Xw) = - f X1) 7 dr = -X(-w)

X(-0) = -X(w)

De manera que, la transformada de Fourier de una sefal impar de tiempo, x(t),
es una funcién impar de omega, X(w). Este resultado se puede verificar en el
Ejemplo o 3 presentado anteriormente,

3. Sea x(t) una funcioén real de tiempo

Si x(t) es una funcién real de tiempo se cumple que: x(t)=x*(t), por tanto:
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= [2@[e] &= [x9a&-X-0)

De manera que:

X'w) = X(-v)
Lo cual implica que el espectro de Fourier de la sefal sea una funcién par de
omega, y que su angulo de fase sea una funcién impar de omega. Esto es:
| X(-) | = | X(@) |
L X(~w) = - £ X{w)

También implica que la parte real de X(w) sea una funcidén par de omega, y que
la parte imaginaria de X(w) sea una funcion impar de omega. Esto es:

R{X(-0)! =R [ Xo)!}
S{X-w!l=-8{Xo)!

Estos resultados los podemos verificar en el Ejemplo No 1 presentado
anteriormente.

4. Sea x(t) una funcion
real y par de tiempo

En este caso se debe cumplir que:

X(—w)=X(w) [por ser x(t) una funcidn par]

X(—w)=X*(w) [por ser x(t) una funcidén real]

Por tanto se debe cumplir que:
*w)=Xw)

lo cual es cierto Unicamente si X(w) es una funcién real. Esto es, la
transformada de Fourier de una sefal real y par de tiempo x(t), es una funcion
real y par de w, X(w). Esto es:

R{X)t=R{X(-0)!
${X(w)} =0
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5. Sea x(t) una funcién
real e impar de tiempo

En este caso se cumplira que:

-X(w) = X(-w) [Por ser x(t) una funcidén Iimpar]
X*¥(w) = X(-®@) [Por ser X(t) una funcidén reall]
por tanto:

I*(w) = X (w)

que es cierto Unicamente si X(w) es una funcién imaginaria pura de
entendiéndose por funciones imaginarias puras, aquellas funciones complejas
cuyas partes reales son iguales a cero. De manera que la transformada de
Fourier de una sefal real e impar de tiempo x(t), es una funcién impar e
imaginaria pura de w, X(w). Esto es:

R(Xw)t=0
§{X(w!=-83{X-wt!
7.3 PROPI EDAD DE DUALIDAD

Una de las propiedades mas importantes de la transformada de Fourier es la
propiedad de dualidad, que como dijimos anteriormente nos permitira, a partir
de resultados conocidos poder tomar la transformada tanto directa como
inversa de Fourier de muchas funciones. Veamos en qué consiste. Para ello,
reemplacemos a la variable t por -t en las Ecs.(7.3) y (7.4). Asi:

=D = 51;:._! X(0) e ™ do

X() = f - & &

Intercambiando en este par de ecuaciones las variables t y w y volviendo a
escribirlas de la siguiente forma:

20 H-0 ) = fX(t)e'f‘“dI

X(t)=5%r-f2n.v(—w)af‘”dw

Del analisis de estas dos ecuaciones podemos concluir que:
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«Si X(w) es la transformada de Fourier de la sefnal x(t), entonces, la
transformada de Fourier de X(t) sera igual a 2mx(-w)»

Asi por ejemplo, conocemos que:
senaw )
PG T (G0

por tanto:

7 {2 Seniet) } = 25 G, (-0 ) = 21 Gh(®)

puesto que la funcién compuerta es una funcion par. Simplificando obtenemos:
-2 {Seﬁ(fz) } - Gza(‘*’)
T

Asi mismo conocemos que:

1
&+ jw

=& [ um |

por tanto:

5«'{ 1‘}=21:a‘“"p(—m)
& + 57

Notemos que empleando esta propiedad de dualidad podemos obtener en
forma sencilla la transformada tanto directa como inversa de expresiones cuyo
calculo directo mediante las Ecs.(7.3) o (7.4), pueden llegar a ser muy
complicadas.

7.4 PROPIEDADES DE LA
TRANSFORMADA DE FOURIER

Hagamos que x(t) sea una sefal de tiempo cuya transformada de Fourier es la
funcién X(w). Entonces se verificaran las siguientes propiedades:

1. PROPIEDAD DE TRANSPOSICION

La transformada de Fourier de la sefal transpuesta x(-t) es igual a X(-w), esto
es:
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F -9l =X-0) E 08
Demostracion: Se tiene que:

Flx-} = fx(—t)d'f""a't = fx(t) et dr = X(-w)

y la Ec.(7.8) se verifica.

Ejemplo: Conocemos que la transformada de Fourier de la sefial e_mﬂ(f)
viene dada por la Ec.(7.7) que aqui la volvemos a repetir; asi:

1

Fl{e*u@®} =
& + jw

Ec. (I.1)

La transformada de la sefal transpuesta vendra dada, entonces, por:

1
¢ - jw

F{e (-}~

2. PROPIEDADES DE ESCALAMIENTO
La transformada de Fourier de la sefal x(at) es igual a (1/2a) X(w/a), o:
Fixa) } = lx(ﬁ) Ec. (19)
a a

Demostracion: En la integral:

Flxa) b= [z e a

Hagamos at=T1

F{xa)} = -1-f.::(:) e g - lx(ﬂ]
a_ a a

verificandose la Ec.(7.9).

Ejemplo: Consideremos la transformada de Fourier de la sefial
e u(t/a)=e"' u(t), la cual viene dada por:
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- 1 1
Fle?ut =« =
{e’u@t GoioE  fon

Resultado que lo pudimos haber obtenido si en la Ec.(7.7) hacemos a=1.

3. PROPIEDAD DE DESPLAZAMIENTO

La transformada de Fourier de la sefal x(t+t0) es igual a exp[jwts] X(w)
cara tp positivo o negativo, esto es:

Flapa)t=d X0y Vi  E. (110

8

Demostracion: En la integral:

Flx(prs) } = fx(:ﬂ,) P

—e3

hagamos t+t = T de modo que:
Flzer) ) = fx(t) Ry eﬁ"'fx(r) e 79 gr = %% X(w)

y la Ec.(7.10) se verifica.

Ejemplo: Consideremos la transformada de Fourier de una compuerta
desplazada G2a(t-a) que se muestra en la. Fig.7.5

GZ2a(t—a)

t
0 za

Fig.7.5 Compuerta desplazada G2a(t-a)

Conocemos que:

F{ Gyl } =2 2P0

@

Por tanto:
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w w

‘7{624("0)}=a'ﬁ“[2 ‘s"’f‘f“’)}%mm) ny 2 sen*(aw)

4. DESPLAZAMIENTO EN FRECUENCIA

La transformada de Fourier de la sefial e’ @” X(t) es igual a X(w-wo)
para wo positivo o negativo. Esto es:

FL ) = X - 0) Ee. (.1D)

Demostracion:

f:"‘v’ X7 e F g =

-

F{ & x5 }

H

Jay ™ & = X0 - 0)

Esta propiedad nos indica que multiplicar una sefal de tiempo por el factor

exponencial e’ @” equivale a un corrimiento de su espectro de frecuencias en
un valor wo.

En comunicaciones a menudo es necesario trasladar el espectro de
frecuencias de una sefal. Esto se puede lograr multiplicando la sefal por una
funcion sinusoidal. Este proceso se conoce con el nombre de modulacion
Puesto que una sefal sinusoidal de frecuencia puede expresarse como una
suma de funciones exponenciales, por ejemplo:

es evidente que la multiplicacion de x(t) con una sefal sinusoidal trasladara su
espectro de frecuencias. Asi:

7 {x(:)cos(woz)}=%y{a’“v'x(:)}+%y{e'f“*x(z)}=

[X(m—w,) + X(w +wp)] Ec. (1.12)

1
2
o también:
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G {X) senfopt = [ Xo+e) - X(w—wo)] Ee, (7.13)

o Y L

de manera que, el proceso de modulacién traslada el espectro de
frecuencias de una senal x(t) en * wo.

Ejemplo: Conocemos que:

x{; ‘H«Ju)c dov @) con(upt).

{ serdos) } Gy (@)

113 A (WGt)

cuyo espectro se indica en la Fig.7.6a. Por tanto, se sigue que:

SM@}}:-;—[G%(Q+QO) * G - 0 |

rfocs

cuyo espectro se indica en la Fig.7.6b.

- s (A%

(db)

Fig.7.6 a) Espectro de Fourier de una senal x(t) b) Efecto
de la modulacion de el espectro de frecuencias de esa senal x(t).

5. DIFERENCIACION EN EL TIEMPO

La transformada de Fourier de la sefial dx(t)/dt es igual a jw X(w), siempre
que la transformada de Fourier de dx(t)/dt exista De modo que:

.7{-4% } -jo X(@)  Ec. (1.14)

si la transformada de la sefal x’(t) existe.



CAPITULO VII: TRANSFORMADA DE FOURIER 7—16

Demostracion: Derivando ambos miembros de la Ec. (7.3)

obtenemos: .
i _ 1
= ljm X(w ) ¢ do

esto es, la transformada de Fourier de sefal dx(t)/dt es igual a jw X(w), si tal
transformada existe. Notemos que la transformada de Fourier de x'(t) puede
no existir, a pesar de que la transformada de x(t) exista. Este resultado
puede extenderse a la derivada enésima de x(t). Asi:

y{ ‘%ﬁ } - (JoF X(@)| E. (115

igualmente, si la transformada de la seiial d"x(t)/dt" existe.

Ejemplo: Considere la transformada de Fourier de la sefal
trapezoidal mostrada en la Fig.7.7a. La derivada de esta
sefal se muestra en la Fig.7.7b.

(%) &)
A A
1 -0
o b
f T
-b -G o b ~b -a
- A -
b-a
(a) (b)

Fig.7.7 Transformada de una sefial x’(t)

a transformada de Fourier de la sefal x’(t) mostrada en la Fig.7.7b, viene
dada por:

g2l

g
ib.
!
8
+

S,
s
ks Y
¥
&
il

b
%
K
E
¥

de donde:

a@p | __ 24 _
'7{7:—} —jo(b—a)[m(m) .‘m(bw)]

Luego de algunas transformaciones trigonomeétricas obtenemos:
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7 a:fr) = — A4 {sen(—zi—a—m)m(ﬂw”
& —“o (b -a) | 2 ) 2

De acuerdo con la Ec.(7.15) tenemos que este resultado es igual a jw X(w)

despejando X(w) obtenemos:

44

s T &

6. DIFERENCIACION EN FRECUENCIA

La transformada de Fourier de t x(t) es igual a j dX(w)/dw

Demostracion: Derivando ambos miembros de la Ec. (7.4), respecto
a w obtenemos:

di(:*) - —[ J 2D eI g o
1ER - 1y e

-

de modo que:

.?{tx(t)}=j%@ Ee. (1.16)

Este resultado lo podemos generalizar de la siguiente forma:

_ X(w)
F1 (- } = 229 Ec.(1.1
(=) %) e 717

Ejemplo: Latransformada de la sefial te viene dada por

Flz e u(z)}=1-§;

1 ]z 1
@ +jo | (a+fof

y de la sefial t°e " u(t) -
- 2
(@ +jwy

1
(a + joy

L

Fl{rre™ Ot =) ==

y de la sefial £'e™* u(t):
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-9”{136*°u(z)}=1%0—

2
(& + joy

(& + jo)t

y en general la transformada de Fourier de la serial:

nl

Flr ey} =
{*e®u®} & o

7. LINEALIDAD
Si: X(wy=F{x0n!

y s X(w)y=Flzx0}
entonces:

Flax®) ramdl=-0,FlzOt+ra Flu®t
- 8, X{w) + g, T(w)  Ec. (1.18)

Demostracion: Este resultado se puede comprobar a partir de la
expresion:

F lem® +ax® = [[ox® + o) | ™ i =
="1fx1(‘) e'f°“+azfxz(:) e gy =

= aX(0) + a.X(0)

7.5 LA PROPIEDAD DE CONVOLUCION

Si x(t) es la sefal de entrada a un sistema lineal invariante, cuya respuesta a la
funcidén impulso es h(t), entonces la respuesta y(t) del sistema sera:

YO = KDx) = f h(z) x( - £) dt

donde x(t) viene dada por la Ec.(7.3):
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1
X)) = l’ Z(m)gﬁ"dm

De modo que:

) = f <) { % f X(w) ¢ do | de

L f | f ey e "
)(t)=§;j[er)emhlﬂw)H do  Ec. (1.19)

—a

asumiendo que €w' son funciones propias del sistema para toda w.
Asumiremos también la existencia de la transformada de Fourier de h(t), a la
cual denotaremos por H(w). También de las condiciones de Dirichlet, se sigue
que la regién de absoluta convergencia del sistema debe incluir el eje jw del
plano complejo s. En este caso la Ec.(7.19) puede escribirse como:

X9 = 31- [ 2(©) Hw) e do
»T

0 sea:

o) - X(w) B@)]  Ec. (120

Esto es, la transformada de Fourier de la respuesta de un sistema lineal e
invariante, a una senal de entrada x(t), es igual al producto de las
transformadas de Fourier de las senales x(f) y h(t), como se indica
graficamente en la Fig.7.8.

X(@) ————— H® |———— Y(O=X(WH(W

Fig.7.8 Propiedad de la transformada de Fourier

La transformada de Fourier de la respuesta impulsiva h(t) se denomina la
funcién de transferencia del sistema y se denota por H(w). Si x(t) y h(t) son dos
senales de tiempo cualesquiera, entonces:

7 [)*h) } = X(0) B(w)

esto es, la transformada de Fourier de la convolucion en el tiempo de dos
senales x(t)*h(t) es igual al producto simple de sus transformadas de Fourier
X(w)H(w). Empleando el principio de dualidad se sigue que:
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~ —

S {0k } =

1
27

X(w)*H(w) Ec. (7.21)

0 sea, la transformada de Fourier del producto simple de dos sefales es igual a
la convolucion en frecuencia de sus transformadas de Fourier, multiplicado por
el factor 1/2m.

Ejemplo: Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo. Sea

A = (A2 +2) e @)

la respuesta impulsiva de un sistema lineal invariante, queremos determinar la
respuesta del sistema a la serial x(t) indicada a continuacién.

|
/.._

i

; o
Fig.7.9 Senal de entrada de un SLI

t

La funcién de transferencia del sistema viene dada por la transformada de la
respuesta impulsiva, a la misma que la escribiremos como:

A7) =2 @) - 42 u(®d
de donde:
2 4 . _ 2o
2+jo @ +jof @+ jey

Hw) =

La sefnal de entrada puede escribirse como: x(t)=A4(t-2), de modo que su
transformada de Fourier sera:

e send Pa o _ gpa ¥
Xw) =2 ZB8 .3 °f [ £ )
(w)y=2¢ 7 o 2
_ePo e -2+ Pe ] gy e
2 (jm): 2(}'0):

La respuesta del sistema en el dominio de frecuencia, de acuerdo con la
propiedad de convolucién viene dada por:
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1 e, -
= M(w) = ——— (1 ~ 2749 + o P Ec. (7.22)
e jok o7 |

El factor (1-2e”w+e™w) en la Ec.(7.22) corresponde a desplazamientos
temporales de la senal y(t). Definamos a la fraccion racional de la Ec.(7.22)

como:

1

Flo) = — 1
@ = 7o - jor

De acuerdo con el teorema del residuo tenemos que

T i I S i
M T e WD | T |
_ 1, jorR - {
2 GF s

%ta'z’ - —i— e"”} u(®

2| e

1

Expresién que la escribiremos como:

ﬂt)=%[1-(“—;—)a"” 4

De manera que la respuesta y(t) del sistema vendra dada por:

X0 =J6) - 2 fr-2) + f&4)

' Si F(w) es una fraccién racional, entonces la sefal f(t) viene dada por
la suma de los residuos de la funcién F(w)e'w evaluada en los polos jw=p1,
donde p1 son los polos de esa funcion.
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7.6 CONVOLUCION EN FRECUENCIA

La Ec.(7.21) afirma que la transformada de Fourier del producto simple de dos
sefales x(t)h(t), es igual a 1/2r multiplicado por la convolucién de sus
transformadas de Fourier, X(w)*h(w). Esto es:

F {x(Dh() } - -2%;; X(e)+H(w)|

que da lugar a la convolucién en frecuencia de las senales X(w) y H(w). La
realizacion matematica de esta operacion es idéntica a la de la convolucién en
el dominio del tiempo.

Ejemplo:

Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo. Se trata de determinar la
respuesta al impulso del sistema de la Fig.7.10, formado por dos subsistemas
cuyas respuestas al impulso vienen dadas por:

—>hyp = 222

_ . St} sen()
—>hfn) = 2% Y T ar

e

R1{L) > h2{t) e

Fig.7.10 Sistema formado por dos subsistemas en cascada

La respuesta impulso del sistema equivalente viene dada por:
A(D = j(D*h(D

de acuerdo a la propiedad de convolucion su transformada de Fourier viene
dada por:

H(w) = B(o)H(w)
donde:

B - 7{ S| - G0 = w(oD - WD)
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Hw) = 9{2:; ET’E‘_EQ sem2) } = Gw)+G{w)

rit3

Hfw) = G(w)*Glw)

G4(T) Ga(T) G4(T)

-1 IR
22 G w-f | ey w-1 2
(a) () ()
Fig.7.11 Convolucion en el dominio de frecuencia

%4

La convolucion de estas dos compuertas, de acuerdo a la Fig.7.11a viene dada
por:

w+l

H(w) = fét=m+3 Bseox-l
-2 I

— )

De igual manera, de acuerdo a la Fig.7.11b se tiene que:

e+t

—

H,(w)=fd‘:=2 -lswxgl

-t

Finalmente, de acuerdo a la Fig.7.11c se tiene que:

2
Ez(m)=fd1;=-w+3 l<w<3
a-1

Fuera del intervalo [-3,3], H2(w)=0, como se muestra en la Fig.7.12a. La sefal
H;(w) se indica en la Fig.7.12b.

H2 (W) H1(W)=G4(¥)
A

1

(a) (®>

Fig.7.12 a) Seial resultado de la convolucién de G4(w)*G2(w)
b) H1(w)=G4(w)
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La funcion de transferencia H(w)=H1(w)H2(w) que es el producto de las sefales
indicadas en la Fig.712a y b, se muestra en la Fig.7.13a, la misma que se ha
descompuesto como la suma de las sefnales Fi(w) y F2(w) alli indicadas. Esto
es:

e H(w) = F() + F. B
w) = F(w) +
’ (©) = Fi(®) + Fw) -
Fi (@)
X
{ /
, | .
- /LN
-2 -1 o T =7 2 -2 -l / z
(a) - () (c)

Fig.7.13 Descomposicion de H(w) como la suma de F1(w) y F2(w)

donde: fi(t)=sen(2t)/nt y f2(t) es la transformada inversa de la sefal trapezoidal
indicada en la Fig.7.13c. Para tomar la transformada inversa de esta sefal
existen varias posibilidades:

Primera:
Empleando directamente la férmula de la transformada inversa, tenemos, de
acuerdo a la Fig714, que:

F2Z(w)

-—2
(43]
1, 1}
= et g + — [ e gy + = [(-w +2) /¥ do =
pAC) ‘m 21:_'[ dw 2111f(m ) (%)
= +ile’“’ 1 +
2n| # ”
2
+_}'_.. —l@gf“'+__]‘_y'.‘"+_2_gf“’
| F @ E
De donde:
f:(;)=_l_[_1_(aﬁ'+e*ﬂ7)-_}_(eﬁ+gv‘)]=
s | G 7y J

o cos() — cox(2) | 2 sen(342) sen(yf2)

R w2
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De manera que obtenemos para la respuesta unitaria del sistema equivalente
la expresion:

Mo = SB  or, ST sl
T

k13 kit
Segunda
La senal Fx(w) se puede escribir como la convolucién de dos compuertas; asi:
Fyw) = Gy(w)*G(w)

que se puede verificar efectuando la de convolucién correspondiente. Se sigue
que:

£ =2 sen(3§2) senl¥2)
1133

ti13

Tercera

Considerando a F»(w) como la diferencia de dos funciones tridngulo, como se
indica graficamente en la Fig.7.15.

F2(W) = Az - Aza)
A
# N
{
-2 -1 o 1 2 -2 ° 3 -4 o /

Fig.7.15 Descomposicion de una senal trapezoidal como la
diferencia de dos senales triangulares

Méas adelante demostraremos que la transformada de Fourier de una senal
triangulo viene dada por:

2
7 {apip} -2 el

Ve

se sigue por la propiedad de dualidad que:

9{2§ﬂﬁﬂ}=2nA4m
atr

de donde:
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Y{ S () } = A (w)

arni?

De manera que:

5D =2 ) _ sen’(g) _ , 2n’() - sen’@2) _
ﬁtz 3'.. 1;;2 T ;2
2

. cos(s) - cos(2s)
T2
Pero: [cos(t)-cos(2t)]=2sen(3t/2)sen(t/2), de modo que:

- 5 5E3D) sED)
) = 2= e 113

Tomando la transformada de Fourier de la sefal indicada en la Fig.7.16a, y
luego aplicando el principio de dualidad.

£(x)

It

~-b -a aq b

Fig.7.16 Seial trapezoidal f(t)

La transformada de esta sefal ya la efectuamos en un ejemplo anterior, el
resultado que obtuvimos fue:

Flw) =

Haciendo: A=1; b=2 y a=1 queda:

Flo) = 4 S302) sen(of2)
o

(0]

Aplicando a continuacion el principio de dualidad, obtenemos:
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y{% se342) sniif2) } - Fyw)
bi13 "

donde Fy(w), definida en la senal cuya transformada inversa estamos
buscando; de manera que:

£, = 2= Sen(342) sen(§2)
4

1rt3

[

7.7 TRANSFORMADA DE FOURIER
DE FUNCIONES SINGULARES

Las transformadas de Fourier de funciones singulares siguen las reglas
establecidas para estas funciones en el Capitulo 1. Asi, la transformada de
Fourier de la funcion impulso d(t), vendra dada por:

F {5} -= ja(:) el g =1 Ec. (123)

-~

También, la transformada de Fourier de 6(t+to) sera:

Flogayt= [o@) e/ a =" E. (124

—

La transformada de Fourier de la n-ésima derivada de la funcién impulso viene
dada por:

CFL9P ) = faf")(:) e gt =

dr e\ oy R (725

=0

o]

3¢ 3

Puesto que la transformada de Fourier de la funcion impulso d(t) es igual a 1, la
propiedad de dualidad nos permite definir la transformada de Fourier de la
constante x(t)=1; asi:

Fl1} =25 30)| Ec (726

Notemos que x(t)=1 no es absolutamente integrable, por tanto no satisface las
condiciones de Dirichlet, y no tendria transformada de Fourier. La inclusion de
funciones singulares, sin embargo, en nuestra discusion, nos permite definir la
existencia de su transformada. En efecto, toda vez que hemos definido la
transformada de Fourier de funciones singulares, podemos incluir a éstas en la
lista de las transformadas de Fourier de sefales ordinarias de tiempo, lo cual
permitira, a su vez, tomar la transformada de Fourier de otras sefales que
corrientemente no tendrian transformada de Fourier. Por ejemplo, la
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transformada de Fourier de la sefal cos(wot), se puede efectuar de la siguiente
manera:

Flemup =2 (M2 F1e)

Aplicando la propiedad de desplazamiento en frecuencia a la transformada de
x(t)=1, Ec.(7.26), obtenemos:

.?{cos(mot)}=n[6(m+wo)+6(w-wo):

De idéntica manera:
Y{sen(wo:)}=j1: [G(co +0) - 3w —wo)]

La transformada de Fourier de la funcién paso o escalén unitario p(t), viene
dada por la expresion:

Flu®l=x o) + 1|  Ee 727)

AL

La presencia del término nd(w) en la Ec.(7.27) es bastante extrafa, pero como
veremos mas adelante, éste aparece debido al valor medio de la funcion
escalon.

En la Fig.7.17 hemos graficado asi mismo, los espectros de frecuencias de
algunas senales de tiempo, cuyas transformadas acabamos de definir.

Observando el espectro de frecuencias de la funcién impulso nos damos
cuenta que esta senal contiene todas las componentes de frecuencia desde

=-0 a W=+co. Esto explica porqué la respuesta impulso caracteriza
completamente la relacion entrada-salida de un sistema lineal invariante. Como
la funcion impulso contiene todas las componentes de frecuencia, la respuesta
impulso h(t) de un sistema, representa por tanto la respuesta del sistema a
todas las componentes de frecuencia. Ademas, puesto que:

6(:)=§1£fek“do; y:

B =)r [ Bw) e do

. . . . , j t
se concluye que la respuesta de un sistema lineal invariante al estimulo e’ @

es la sefial H(w)e'®'. Consecuentemente, la respuesta del sistema a

cualquier sefnal que se exprese como una integral de funciones exponenciales
complejas, se puede determinar a partir de H(w). Mas aun, nos damos cuenta
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que la relacion entrada-salida de un sistema lineal invariante estara
completamente definida por la respuesta y(t) del sistema a cualquier sefnal de
entrada x(t), cuyo espectro de frecuencias sea diferente de cero en todo el
rango de frecuencias: -«<ws+« Esto es, la respuesta del sistema a la se

X (w)e’ @' esla serial Y(w)e'w'.

Que la transformada de Fourier de x(t)=1 sea 2mnd(w), indica que X(t) no tiene
componentes de frecuencia, excepto la componente continua (wo). Asi mismo,
las funciones sen(wot) y cos(wot) sélo tienen una componente de frecuencia, la
componente de frecuencia fundamental wo, como se indica en le. Fig.7.17.

&8Ct) X(w)
i

) PPy

) T [2) -
Funcidn impulso Zapectro de Zracusenclas de la Iuncidn impulso
x(t) X(®)
A () @I-)
4

7 - Wy
Eapactro da la funcidn coa(wét)

Funcidn coa( @®t)
’ F38-D) X(W
(@)

AN/ N B IV
SRV VAR

@)
Funcidn asen(@ot) Ea ctro da gan(¥Wo)t
(L) ACW)
1
{1 / \”
P t
Funcidén paso u(t) Eapectz-o de magnitud de u(t)

Fig.7.17 Seiales de tiempo y sus respectivos espectros de frecuencia

En la Seccion 7.4, correspondiente a las propiedades de la transformada de
Fourier, no enunciamos la propiedad de integracién. Lo haremos ahora que nos
encontramos preparado para ello.
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Propiedad de integracion:

La transformada de Fourier de la integral de tiempo de una sefal x(t), viene
dada por:

3 .
9'{ f #o) } - RHOBE) + o= X©)  Ee. (728)
= Jj@ _
Efectivamente, puesto que:

:
[ #5) &t = )=

F’{ j:(r)df}=x(w)

- AXOB(©) + — X(©)
jw

tenemos que:

nd(w) + —1— ]
Jjw

y la Ec.(7.23) se verifica.

Ya que la diferenciacion en tiempo equivale a multiplicar por jw en el dominio
de la frecuencia, ver la Ec.(7.14), podriamos esperar, inversamente, que la
integracion en tiempo equivalga a dividir para jw en el dominio de la frecuencia.
Esto es verdad solamente en parte, puesto que ademas involucra el término
impulsivo ©X(0)d(w) que representa el valor medio o dc de la sefal x(t) que
aparece debido a la integracion. Si el valor medio de la sefal X(w)lw-o=X(0)
fuese cero, entonces la propiedad de integracion sélo constaria del termino
X(w)/jw. En caso contrario esta afirmacion no seria correcta.

Para aclarar esta afirmacién, consideremos la transformada de Fourier de la
funcién paso o escalon unitario. Puesto que esta sefial no tiene ninguna forma
de simetria, se la puede expresar como la suma de una componente par y de
otra componente impar. Asi:

de manera que Xp(t)="2y x1(t)=p(t) -2 que se muestra en la Fig.7.18b y c.

4B = x0 r 3 = L+ { a(d) -

LSRR
B |-

Consideremos primero la componente impar xi(t)=u(t) -2. Ya que x'(t)=4(1),
tenemos que:
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dq(z)}_ .
& = faX{w)

y puesto que la transformada de Fourier del impulso unitario es 1 obtenemos
que:

.9"{6(:)}=.?’{

-1 2
X = = B (029)

Notemos que la funcidn x;(t) es real e impar, por tanto la serial X{(w), debe ser
una magnitud imaginaria pura e impar, como se verifica facilmente en la
Ec.(7.29). La transformada de Fourier de la componente par viene dada por:

X (w) = y{% } - 53(w)

de manera que:

= + ._.1_
F{u@} = ndw) o

tal como lo habiamos afirmado en la Ec.(7.27). Notemos también que esta
expresion concuerda con la propiedad de diferenciacion, ya que:

Fisot- {20

nd(w) + —1—- ] =1
Jjw
puesto que jwro(w)=0.

. - . . . ~at
Consideremos también la integral de tiempo de la senal x(t)=€ . Integrando
directamente obtenemos:

t b4
_ - -at =_3;_,'\__ -t
f9 = [0 ds f et ds = —(1-27) p0)

De donde obtenemos su transformada de Fourier:

. r
1 L1 o1 -
F(w)—;[ b + L -
=£6 + 1
« = ~@? + jaw

Por otro parte tenemos que:
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) - 7+ i} - L

De acuerdo a la Ec.(7.28) se tiene que F(w) viene dada por:

F(o) = % 3(w) + S

que es igual al resultado obtenido anteriormente.

Ahora estamos listos para clarificar el procedimiento seguido en la solucion del
ejemplo propuesto para la propiedad de diferenciacidén, Seccion 7.4, donde
obtuvimos la transformada de Fourier de una senal trapezoidal.

La Ec.(7.14) afirma que:
Flx®} = jo X(w)

donde X(w) es la transformada de Fourier de la sefal x(t). Por tanto, se puede
concluir que la transformada de Fourier de x(t) es igual a #x'(t)} dividida para
jw Resulta, sin embargo, que esto no siempre es posible, principalmente en
aquellos casos en los cuales no se puede recuperar a x(t) a partir de su
derivada, como sucede, por ejemplo, con las sefnales xi(t), Xa(t) y xs(t)
mostradas en la Fig.7.19. Estas tres sefales tienen exactamente la misma
derivada d(t+tp) No es posible que podamos determinar a cada una de estas
tres sefales a partir de la transformada de Fourier de la misma sefal d(t+tp) En
efecto, hay un ndmero infinito de sefiales que tienen idéntica derivada, y que
difieren una de otra en constantes aditivas. Consecuentemente sus transforma
das de Fourier diferiran en impulsos en w=0 de area 2nK.

x1(T) x2(t) R3(t)

A , h \

-+

Fig.7.19 Las senales X1(t), x2(t) y x3(t) tienen en t=-to una discontinuidad
Igual a uno. Por tanto, sus derivadas son todas iguales a §(t+to).

Como regla practica diriamos que no se puede obtener la transformada de
Fourier de una sefnal x(t) a. partir de la transformada de su derivada x(t),
dividiendo ésta para jw en aquellos casos en los cuales x(t) difiera de otra sefal
en una constante aditiva. Caso contrario esta forma de obtener la transformada
de Fourier de ‘una senal es correcta.

Por ejemplo, consideremos la transformada de Fourier de la senal triangulo
indicada en la Fig.7.20a. Para ello, derivemos dos ces consecutivas dicha
senal, como se indica en la Fig.7.20b y
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x(er=d2alt) PSP =)
1

.
—Ra c Ra -Rq o -2a c 2a

o+
(&t

(=)
(a) () a (e

Fig.7.20 Senal triangulo. Primera y segunda derivadas.

De la. Fig.7.20c podemos escribir que:

(oFX(e) = -i [ 18(20) - 289 + 84-20)] e ™ s
de donde:
X(o) = gPx _ o +ﬂef"°"’ 5 Senz(fm)

7.8 TRANSFORMADA DE FOURIER
DE SENALES PERIODICAS

En el Capitulo 6 estudiamos la forma de representar una sefal periédica en
series de Fourier, y en el presente capitulo hemos visto como una senal
aperiodica puede representarse en una integral de Fourier. Sin embargo, en
muchos problemas de analisis de sistemas se encuentran involucradas al
mismo tiempo tanto senales periédicas como no periddicas. Por ejemplo,
supongamos que la respuesta impulso de un sistema lineal invariante sea la
sefal mostrada en la Fig.7.21a. Queremos calcular la respuesta del sistema a
la sefal periédica x(t) mostrada en la Fig.7.21b. En este caso nos encontramos
con que un calculo directo de la integral de convolucién x(t)*h(t) puede resultar
inadecuado y algo complicado.

h(t) x(t)

0 . -5 -3 ~tep I 23 &9

(a) ()

Fig.7.21 a) Respuesta impulsiva b) Sefal de excitacion
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Las técnicas de transformacion que hasta aqui hemos desarrollado no son
aplicables, porque no conocemos como calcular la transformada de Fourier de
sefnales periddicas.

Aunque las sefales periddicas no son integrables en todo el intervalo de
tiempo, de -« a +oo, la transformada de Fourier de sefiales periddicas que
tienen un numero finito de maximos y de minimos y de discontinuidades en un
intervalo finito de tiempo pueden ser definidas.

Para ello consideremos una senal periddica x(t), la misma que puede
representarse en una serie de Fourier, de la siguiente manera:

20 = Y x, &
Ros—te
Tomemos la transformada de Fourier de esta expresion:

X(w)=.?'['éx,efm°’]= f)x,f[ef’””]

A=t A==

puesto que:

.?{ajn"’}=21§ 6(9 - nw,)

se tiene finalmente que:

X(w) = 2w i x, 6(w - nw) Ec. (7.30)

fi=-=

De manera que la transformada de Fourier de una sefal periodica es un tren de
impulsos, cuyas areas vienen dadas por el valor 2nx, donde Xx, son los
coeficientes de Fourier de la sefnal x(t).

Consideremos, por ejemplo, el tren de impulsos de la. Fig.7.22a. Conocemos
que los coeficientes de Fourier de esta sefal vienen d dos por:

por tanto su transformada. de Fourier vendra dada por:

(-J-r,mo)

wl??

»X(m) E

R

que se representa en la Fig.7.22b.
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={t) (D
T T anis) e )

t @
2T = 0 T 2T T -3 -2uw — W o} b 2 e 3
- ~ 2%
x@) = Y 8(t-nD) X() = Y, =3 a -n o)
R=—e e
(a) (b)

Fig.7.22 a) Tren de impulsos. B) Espectro de frecuencias

La transformada de Fourier de senales periddicas provee un método unificado
en el dominio de la frecuencia, para el andlisis de sistemas lineales invariantes
estimulados tanto por sefales periddicas como por sefales no periédicas.

Como ejemplo calcularemos la convolucion de las senales x(t) y h(t) mostradas
en la Fig.7.21a y b, respectivamente, en el dominio de frecuencia. Conocemos
que:

o) = X(0)Hw)
En esta expresion:
1

B(0) = ——
1+jw

Para determinar X(w) debemos primero determinar los coeficientes de Fourier
Xn de la sefal x(t). Para ello derivaremos la sefal x(t). De acuerdo a la Fig.7.23,
tenemos que:

x-(t)
J
)((\J (1 1 (1)
2 {
|
.. '4
i <4
1L N ISR R
o fl + RAR I o e ' : 3
s -2 - | 12 s -3 4 |-2-4 2 3 4 o
T=4
Uu)ofl‘;: (-1) (-1) (-1)
Fig.7.23 Derivada de la seial x(t) de la Fig.7.22b
5 =R
1974 1 e 4 —‘/T‘ 0 17 .= _jﬂ] i b
X, = = o(z+1) —o(f-l)je ° a=-—1| 72 2 | = Sen(—
12,,4_‘£x() @t-1) ] 117 27T | L)
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Miscelanea de
transformadas de Fourier

En este acapite consideraremos las transformadas de algunas expresiones que
nos seran de utilidad en los ejemplos propuestos a continuacién. Asi:

LA ) = f i___ ‘ + .i. = ind/ + L
w1 -] & [ o) + 1 ] 80+ o
También:
2 - 3 L . / + 1 - Vi o 2
Fl2u@® =] = [11:6(@) @)2} 78" (w) Gy
Y en general:
a ~ onl
Flt*p@® 1 = Pnd¥e) + oy

Igualmente consideremos la transformada de Fourier de la sefal signum de t:

Flsgn)} = Flu@ - p(-H 1 = ndw) + —1- —{nb(-m) + 1 ]= 2
jo -fw
También de la senal:
2

(o

Fltsgn(t) } =

~G

Y en general:

F{1® - 2:nl
{ % sgn(t) } TPt

Las transformadas de estas funciones las presentamos en la Tabla 7.1.

7.9 DESCRIPCION DE SISTEMAS
MEDIANTE SUS FUNCIONES
DE TRANSFERENCIAS

Un sistema lineal invariante descrito mediante una ecuacién diferencial lineal
con coeficientes constantes de orden «m» cuya forma general es:
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Tabla 7.1 TRANSFORMADA DE FOURIER DE ALGUNAS FUNCIONES

zx(t) E(w)
S(t) 1
1 Znd(@)
uit) no(w) + 1/5@
B ou(e) (J)pnd2(@) + ni/(jayn+i
sgn(t) 2/(5@)
t» sgn(t) 2ntl /()1
cos( @at) T{3{0+ws) + 8(0-Wo)]
gen( &@t) juld(ew) - 3(@u)]
e=etp(t) 1/(a+jo)

T e—atu(t)

n!/(a+jo )+

GZa(t)

(2 sen(aw)]l/©

sen(at)/nt

G2a ((ﬂ )

&a(t)

{2 senZ(aw)]/=w2

senZ2(at)/ant?2

A&a(@)

e—a:t:

2a/(a2 + ©=2)

a/(aZ? + t2)

m-1

anyn , , 87 r)+...+“léjzd(:—r)+‘zc:.)"(??)=

d&” drud
sy . 47D . dxl) .
=br——?ir—rl+br_l—}Fl—L—+...+01—'d—+on\r) MUOI)

puede ser adecuadamente tratado en el dominio de frecuencia determinando
su funcién de transferencia como la relacién de la transformada de Fourier de
la senal de salida a la transformada de Fourier de la sefal de entrada, asi:
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Yw) = X(w)H(w)
de donde:

Tomando la transformada de Fourier término a término de la Ec.(7.31),
obtenemos:

[ e + apy Go)y* + . + a, (o) + a, | Hw) =
=[ b Gy + b, oy + .. + b (o) + b, ] X(w)

de donde:

o) _ b GO * by oY + o + by o) + bo

Ee. (7.32)
X} o) +a,, o)+ .. +q (o) +a,

Bw) =

Como podemos observar, la funcion de transferencia es una funcion racional,
esto es, una relacién de polinomios en (jw), cuyos coeficientes corresponden a
los coeficientes de la ecuacién diferencial. De manera que, la funcién de
transferencia puede escribirse directamente a partir de la ecuacién diferencial.
Si escribimos a la Ec.(7.32) como:

P o O RN + q .
Yoy = 2o U0V * by GO v t By @) F B0 0 g (33

oy + g, (oYt + .+ a (o) *a,

\

obtenemos una forma de resolver la ecuacién diferencial en el dominio, de
frecuencia. Consideremos el siguiente ejemplo: sea la ecuacion diferencial:

Y0 + 350 + 350 = 320 + 2540

donde x(t) es la senal indicada a continuacién en la Fig.7.24.

Asumiremos que el sistema se halla inicialmente en reposo.
x(t)

{

{ 2 E

Fig.7.24 Seial de excitacion x(t)
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La funcién de transferencia viene dada por la siguiente ecuacién:

H(w) = 3wy + 2(w) =v(f@.)(3jco + %)
(o) + 3¢a) + 2 (jm 3)

Para obtener la transformada de Fourier de la senal x(t), derivaremos a esta
sefal dos veces consecutivas, como se indica en la Fig.7.25.

x"(t) x(t)
4 ' Se+1t I
/ , 4
. | .
. ; &
T T
i -5 (¢~2)

Fig.7.25 Senales x’(t) y x”’(1)
De la sefal x obtenemos que:
(o) X(@) =& - 1 - (o) e
de donde:

e - 1 G

X(w) = .
(o) jo

De manera que:

/

Moy = — D2 (opw_q). @2
G | ga + 2 | 60+ 3]

La transformada inversa de Fourier de la primera fraccion racional, de acuerdo
al teorema del residuo viene dada para t>0 por:

y-l{ 3Gw) + 2 }={[3(iw)+2]d“"} )
jo [jo + 32 1% (Jo +32)° Jo=0

g { Be) + 2 & }
djw) Jjo Jo=-2

de donde:
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_ 8, | LG -2)e + 3¢ Mjo) - (Gjw+2) o/ ] _
. e ~ : Jo jo--g_
2

N
=[8+(§-t——8-)3 2 }P(t)zfl(r)

9 (3 9

Igualmente, la transformada inversa de la segunda fraccion racional para t>0
viene dada por:
-1 3jC\)+2 _ d 3 +2 8‘10‘ _ e ot _‘
. 3 =[t@ja+2) &% + 3 ¢ e
{(J'w + 312)2} 4w [ @2 ]j""i le @ ]f“’ z

5 -2
(—5r+3)e 2w = A0

Por lo tanto, se tiene que:

X =[G+ - f) - fH(-2) o:

1 -3 e 1 { -3
¥ =g l8+asne ? ] RErD) - 2 (8- WSt e T e
= E (T
. % [ Ge-11) e 2 2’} w(-2)

La respuesta impulsiva de un sistema se puede obtener tomando la

transformada inversa de Fourier de la funciéon de transferencia del sistema.
Consideremos por ejemplo la funcion de transferencia
Jjo + 10 jo + 10

H(w) = = ,
& o + (2)Ge) + 1 (o + 1/2) o + 2

De manera que para t>0, tenemos que:

. _1
Wy = G010 Jo s 10 eP) 1973016 ar g 4sg
Jo +2 jo_% Jo + 12 |, 3
o:
1 15
h(t) = 3119 2 - 16 e | pu)
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También, si conocemos la respuesta impulsiva o la respuesta al escalon
unitario, o en general la respuesta de un SLI a una serial de entrada dada,
podemos determinar la correspondiente ecuacién diferencial, calculando la
funcién de transferencia del sistema como la relacion de la transformada de
Fourier de la sefnal de salida a la transformada de Fourier de la sefial de
entrada, por tanto hemos determinamos la ecuacion diferencial.

Consideremos por ejemplo que la respuesta impulsiva de un SLI viene dada
por:

B = 21 - 2) e p@®
Entonces, la funcion de transferencia sera:
Hw) _ 2 B 4 - 2jw _ 2jw
X@) jo+2 (Go+2¢ (o +2f (§of +4jo) 4
y la ecuacién diferencial vendra dada por:
YO + 430 « 450 =250

Finalmente consideremos el sistema mostrado en la Fig.7.26. Se trata de
determinar la serial de salida yx(t).

H(w) =

x1(t) rict) Yl(t):-%\ xZ2(t)=yL(t)v(r) n2ce) F2(t)
wv(t)
Donde:
k() =t e p@s)
R(t) = sen(wr)
133

il

3n

t i
i) = sen 2 )
y x1(1) es la sefal periédica indica en la Fig.7.27.

}LK, (&)

2
N

t

3 !
4 @ -

Fig.7.27 Sehal periédica de entrada
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Solucion:

En el dominio de la frecuencia tenemos que:

V() = (@) Hy(w)

donde:

X(0) = 5= 1(0) * V(o)

Y{w) = X(w) H(w)

Xi(w) es la transformada de Fourier de la senal periédica de la Fig.7.26 y que
viene dada por:

X (w) = i:xu (w - nw)

R=—m

Para calcular los coeficientes de Fourier xi, de la senal periddica x1(t),
derivaremos esta sefal. La sefal x4'(t) se muestra en la Fig.7.28.

Zs (&)

e~

I’l(.» (——>-
- .p‘o,

T

Fig.7.28 Derivada de la sefal de entrada

~ ¥|
]

Por tanto, los coeficientes de Fourier vendran dados por:

1 1 1
X, = — flé(t+—}—6(t—-—”e‘ﬂ"“dr
R 222 4 4

de donde:

V =0
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1
T T 5 paran = 0

De manera que:

X,(w) = wd(w) + 23535-‘3"(7’"?9 [ 8(a + 25m) + 8w - 277) |
5=l

La funcién de transferencia del primer subsistema viene dada por:

1

H = - -
()= T o

y la salida del Primer subsistema por:

Y(w) = X(w)E(w) =

= nd{w) + 2n "2:: S e L (o + 2nn) + .

— L % -2z
a1 TR (1 - 2xn)f® @ + 2mR)?

La transformada de la sefal de entrada al segundo subsistema viene dada por:

1
2%

R
2%

{[afo-3)nf )

X(0) = 2= %) * M) = 2 ¥(@) = 5 [ (0+3572) - 80 - 35/2)] -

Xz(m)=%‘--6m+ﬁ)-6(w—-3i)]+

+jn )f; ser(an2) | 5(@ + 2nn + -31) - 6(03 +2%n - 3“” +
=1 | ma(l - R2rnf | 2

+ se(nnfZ) -6(m —2nn+§’-‘-]—6(m - 2nn - 3””1
sl + 2rn) | 2 /]

De manera que la senal Xo(w) estd constituida por un numero infinito de
impulsos de diferentes amplitudes y que ocurren para valores discretos de w.
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La funcion de transferencia del segundo subsistema constituye un filtro
pasabajos, cuya expresion es:

Hyw) = G, (o)

la misma que se indica en la Fig.7.29.
Ha (@)
!

!

— ()

s

~ T 7
Fig.7.29 Funcion de transferencia del segundo subsistema
Como podernos ver en este grafico, los impulsos de X;(w) que no seran

rechazados son aquellos que ocurren entre -n y +x, lo cual es cierto sélo para
n=1. Por esta razén resulta que:

Yi(w) = X G. -] __’_‘_)____i___‘( +£)=
B O ol ey ,(m 2) Q-prp \ 2

- ] - -7 __E_ = + 7 +..7_r_ =
______.____(1+4ﬂ2)2{[(141:2) ]41:]6((» 2] [ (1-4n) + j4n ] 8(w 2)}

S0 o) oo )] e )]

de donde:

= _______.__.(41:2 - R t) + 4 cqg(_ﬂ_ t]
w0 (1+4n7 2 (1+4xf  \2

7.10 DISTRIBUCION DE ENERGIA
EN SENALES APERIODICAS

En el Capitulo 6, encontramos que la energia total en una sefal x(t) viene dada
por:

f1 017 &

la misma que la podemos expresar de la siguiente manera:
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]

x| % fx(:)x*(:) dr =

fx(z) {%fﬁ('(m) e 9% doo } & =

i— | [_:{x(t)e'f“‘dt

—o

"

X *(@) da

i

1 r ) )
EE!X(@)X(m)dme

- 51; [1X@)|?do  Ec. (731)

resultado que se conoce como la igualdad de Parsenval. Por ejemplo,
consideremos la senal:

Xty =™ p@)
entonces:
jlx(r)lzdhfe'z“dw{;
por otro lado tenemos que:
%I!X(mﬂzdm% : o 2de -

n
8~
R |~
rm————

B
——
r|e
o g
| U

H
|
9]

La funcion:

1

o X’OJ‘ ' D

R ON

se denomina el espectro densidad de energia de x(t), porque la Ec (7.33) da la
energia de las diferentes componentes de frecuencia entre w y w+dw. Por
ejemplo, la energia en un impulso se distribuye igualmente entre todas sus
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componentes de frecuencia y la energia de una sefal constante en el tiempo
se concentra unicamente en su componente de dc.

En forma similar al caso de las seriales periddicas, definiremos la funcion
autocorrelacion de una sefal no periddica como:

-

) = f xRt +1) de

—

Dejamos al lector que demuestre, que la transformada de Fourier de la senal
r(t) es:

1 2
L) x|
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CAPITULO ViII

LA TRANSFORMADA BILATERAL
DE LAPLACE

8.1 INTRODUCCION

Como habiamos discutido en el Capitulo 6, cuando la region de absoluta
convergencia de un sistema continuo lineal e invariante en el tiempo contiene el
eje jw, funciones exponenciales complejas de la forma exp[jwt] son funciones
propias del sistema. En este caso, la transformada de Fourier o la
representacion de sefnales en series de Fourier, son mas utiles en el estudio de
la relacibn entrada—salida de un sistema. En el presente Capitulo
estudiaremos una extensién natural de los conceptos desarrollados en los
Capitulos 6 y 7, cuando la region de absoluta convergencia de un sistema no
incluye el eje jw. Estudiaremos en este caso una representacion alterna para
sefnales de tiempo continuo como integrales de funciones exponenciales
complejas de la forma e® en las que el coeficiente exponencial s son nimeros
complejos, tales que e* son funciones propias del sistema; esto es, los
nameros complejos s deben estar localizados en la regién de absoluta
convergencia del sistema. Mas aun, como veremos posteriormente, muchas
sefales de tiempo que no tienen transformada de Fourier pueden expresarse
como integrales de funciones exponenciales complejas de la forma e®.
Consecuentemente, tal representacion da mayor flexibilidad a las técnicas de
andlisis de sistemas lineales invariantes. También mostraremos en el presente
Capitulo la relacion entre la transformada Z para senales discretas y la
transformada de Laplace para sefales continuas, completando el cuadro
general de la teoria de las transformaciones tanto para senales discretas como
para sefnales continuas.

8.2 LA TRANSFORMADA BILATERAL
DE LAPLACE

Estudiaremos ahora como una sefial x(t) puede expresarse como una integral
de funciones exponenciales complejas de la forma e® para nimeros complejos
s localizados a lo largo de una linea vertical ubicada en el plano complejo s.
Con este fin consideremos la senal:

e ™
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donde oy es una constante real. Si x(t) tiene un numero finito de maximos,
minimos y de discontinuidades en un intervalo finito de tiempo, y si la integral:

[156e™| &

es finita, entonces la transformada de Fourier de la senal

e e

existe. Denotaremos a la trasformada de Fourier de esta sefal por X(w), la
misma que viene dada por:

Xw) = [ e d = (e g B @)
mientras que su transformada inversa viene dada por:

e ™ = L f X{e)e dw
27
de donde:

0 = - [ %@ " do Ee.32)
2n ¥

Haciendo en las Ecs.(8.1) y (8.2) s=0,+jw obtenemos:

Fht=x9 = [ w0 Ec. (83)
L
L@l = 72 q'_fj‘ X()e™ ds | Ec. (84)

La Ec.(8.3) se denomina la transformada bilateral de Laplace de la sefnal de
tiempo x(1); y la Ec.(8.4) la transformada inversa correspondiente. Aunque la
derivacion de las Ecs.(8.3) y (8.4) es informal, se puede demostrar que si x(t)
es una sefal de tiempo de variacién limitada y si la integral:

j:lx(t)e"’ | dt

es finita para algun valor de s situado en el plano complejo s, entonces la
transformada de Laplace de x(t) definida mediante la Ec.(8.3) existe. Mas aun,
X(t) se puede recobrar a partir de X(s) evaluando la integral de la Ec.(8.4) a lo
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largo de una linea vertical ubicada en el plano complejo s, desde s=0,-je~ hasta
S=0,+jeo La region en el plano s, que contiene todos los valores de la variable
compleja s, tal que:

[1=0e |d<= | Ec (35

se denomina la regién de absoluta convergencia de la senal x(t). Corno hicimos
en el Capitulo 5 con la transformada Z, nos referimos a la region de absoluta
convergencia de la senal x(t), como la regién de absoluta convergencia de X(s).

Deberia notarse que la transformada de Laplace X(s) de una sefal de tiempo
x(t), es una funcién definida a lo largo de una linea vertical localizada en la
region de absoluta convergencia de x(t) [ puesto que el coeficiente exponencial
s de la funcién e en las Ecs. (8.3) y (8.4) son puntos localizados a lo largo de
la abscisa de ecuacion Re{s}=0,]. No obstante ello, las Ecs.(8.3) y (8.4)
sugieren una extension en la definicion, tal que X(s) esté definida como una
funcién de la variable compleja s en toda la regiéon de absoluta convergencia de
x(t). No sélo que tal extension es posible, sino que se puede demostrar que
X(s) es una funcién analitica dentro de su region de absoluta convergencia.

Como lo verificaremos con diferentes ejemplos, la region de absoluta
convergencia de una sefal x(t), al igual de lo que sucede con la RAC' de
sefnales de tiempo discreto x[n], depende de la forma como se encuentre
definida x(t).

1. Rac de senales casuales:

Consideremos, por ejemplo, la transformada de Laplace de una sefal causal,
tal como:

) = e p(®

gue se muestra en la Fig.8.1a. Primero notemos que la integral:
f]x(t)e"]dr=fle‘“‘e"ldz= j‘e—(c,*a)dx
- . 4 o

es finita si el coeficiente exponencial o,+0 es positivo, o,+0>0, De manera que
la RAC dada por la expresiéon Re{s}>-a. que corresponde al area sombreada en
la Fig.8.1b.

" RAC = Regién de Absoluta Convergencia
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x(t)=e " (e

~-qz

I W

(a) ) (b))
Fig.8.1 a) Senal exponencial causal. b) RAC de x(t)

Su transformada de Laplace vendra dada por:

X(S)=fﬂ-ﬂe-‘wdz=—sia[.é-(ﬂsp}:=;—% i Blsh> -

Al

En conclusion: la RAC de una senal causal es un semiplano infinito a la
derecha de una linea vertical. Esta linea vertical que delimita la RAC debe
pasar al menos por un polo de X(s) A este semiplano lo denominaremos
semiplano a derecha.

2. Rac de senales no causales:

Consideremos ahora una sefal x(t) no causal, definida para todo t<0, como por
ejemplo la senal:

X = e™ p(=9)

que se indica en la Fig.8.2a. La integral:
= 8
f (2 e | dt = fa'(‘”"“)dz
sera finita si el coeficiente exponencial (0,-a) es menor que cero. Esto es, si:

Rist<a

En consecuencia: la R4C de una sefal no causal es un semiplano infinito a la
izquierda de la abscisa Re{s}=a. Esta abscisa que delimita la RAC pasa por un
polo de X(s). A este region la denominaremos un semiplano a izquierda.



CAPITULO VIII: TRANSFORMADA BILATERAL DE LAPLACE 8—5

La transformada de Laplace de esta sefal viene dada por:

-
e

le” p(-pl= fc"s‘“}’dt=?_—1—- s B{St<a

—

En la Fig.8.2b se muestra la region de absoluta convergencia de x(t).

x(t) J@

o \\\\ .

Fig.8.2 a) Senal no causal. b) RAC de la misma

a)

3. Rac de senales infinitas:

Consideremos ahora la sefal x(t) definida en todo el intervalo de tiempo, de -«
a +o0, POr:

A = a-all = e™ t>0
A) = ¢ {“’ 1< 0

€

Primero notemos que esta sefial consta de dos expresiones diferentes, una
para t<0 y otra para t>0. A esta forma de sefales las denominaremos sefnales
de duracion infinita. La transformada de Laplace de esta sefal viene dada por:

X) =g {e™ u@h+ & (e p(-ph = —— - L
St & S - &

La RAC es el area comun a las regiones Re(s}>-a. (RAC del primer término) y
Re{s}<a (RAC del segundo término). Por tanto:

~a<8I(sl<a

Xy =g {ell} =

.s’zz

La RAC corresponde a una franja de altura infinita, limitada por dos lineas
verticales, cada una de ellas pasa por un polo de X(s), como se indica en la
Fig.8.3b.
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(&) (v)

Fig.8.3 a) Senal de duracion infinita. B) Su RAC

La RAC de una senal x(t) de duracion infinita sera por tanto, una franja infinita,
si existe una region de convergencia comun, caso contrario no existira una
RAC comun y la senal x(t) no tiene transformada bilateral de Laplace. Asi, por
ejemplo, la seial:

Puesto que:
= o L]
f |2 e™ | gt = f e g fze‘“’tfz
—a —e [

la primera integral es finita para Re{s}<-1 y la segunda para Re{s}>0, no existe
una regiébn de absoluta convergencia comun, por tanto, la transformada
bilateral de Laplace de esta sefial no existe?.

4. Rac de senales de duracion limitada

Consideremos ahora una senal de duracién limitada, tal como la funcion:

sen(m) O sts2
) =

0 en ofro caso

Como la integral:

2 Si bien esta sefial no posee transformada bilateral de Laplace, su
transformada unilateral si esta definida, como lo veremos al final de este
Capitulo.
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- 2
f[.::(:) e"'[dt=f[ e sen(np) | &

es finita para todo valor de s, la RAC de x(t) es todo el plano complejo s. Su
transformada de Laplace viene dada por:

- aX
2 = L 2) pac: Todo o plano 5
5%+ 7t
De manera que una senal de tiempo de duracidn limitada tiene una RAC que
es igual a todo el plano complejo s.

Diferentes sefales de tiempo pueden tener la misma expresion analitica como
transformada bilateral de Laplace, pero diferirdn en sus regiones de absoluta
convergencia. Consideremos, por ejemplo, las senales:

3D =¥ pu@ - X,(S).=—E—j'—_-z—; Rlist>» -
)= -eTuD =~ BO—1— ; Blsh<-a

Estas dos sefales, siendo diferentes funciones de tiempo, tienen igual
transformada de Laplace, pero sus regiones de absoluta convergencia son
diferentes, como se indican en la Fig.8.4a y b, respectivamente.

Fig.8.4 Regiones de absoluta convergencia de dos sefiales
Diferentes, pero que tienen igual transformada de Laplace.
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Este ejemplo indica claramente, que para obtener en forma Unica una senal x(t)
como resultado del proceso de transformacion inversa, es necesario conocer
tanto la expresion X(s) como su regién de absoluta convergencia. En otras
palabras, la integral de linea de la Ec.(8.4) podra ser evaluada en forma
univoca, solo si la RAC de X(s) esta definida.

Antes de finalizar esta seccion, es necesario clarificar un punto. Debe ser claro
ahora que la transformada de Fourier es un caso especial de la transformada
bilateral de Laplace. En nuestro estudio de la transformada de Fourier, no
especificamos la region de absoluta convergencia de una sefal, y Unicamente
afirmamos que ésta debia incluir el eje jw. De manera que alguien se podria
preguntar sobre la posibilidad que dos sefales diferentes de tiempo tengan la
misma transformada de Fourier, pero cada una de ellas con regiones de
absoluta convergencia diferentes, las cuales a su vez incluyan al eje jw.

Una pregunta mas general implicaria la posibilidad que dos sefiales de tiempo
diferentes tengan la misma transformada de Laplace con regiones de absoluta
convergencia que se sobrepongan.

Las respuestas a estas interrogantes son negativas. Para probar esta
afirmacién preguntémonos ;qué regiones de absoluta convergencia posibles
estan asociadas con una expresion X(s) dada? Es facil observar que una
posible region de absoluta convergencia es una franja vertical en cuyo interior
no existe ningun polo de X(s). Mas aun, como lo hemos verificado con
diferentes ejemplos, en cada uno de sus bordes (excepto en el infinito) debe
ubicarse al menos un polo de X(s). Por ello, la totalidad del plano complejo s
queda dividido en franjas verticales por los diferentes polos de X(s), tal como se
ilustra en la Fig.8.5. Cada franja vertical excluye a todas las demas, y
constituye una posible regién de absoluta convergencia. Consecuentemente,
no es posible que dos senales diferentes tengan la misma transformada de
Laplace y regiones de absoluta convergencia que se sobrepongan.

Je

A

- - - =X~

@

- K —-——=- =}

Fig.8.5 Division del plano complejo s en franjas
verticales por los polos de X(s)
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8.3 TRANSFORMADA INVERSA
BILATERAL DE LAPLACE

Dada la transformada de Laplace X(s) junto con su regiébn de absoluta
convergencia obtener la sefal x(t) evaluando la integral de la Ec.(8.4)
Recordemos que la integral de la Ec.(8.4) es una integral de linea, la misma
que se evalua a lo largo de una linea vertical situada en la region de absoluta
convergencia de X(s), de ecuacion Re{s}=0, la cual se denomina «la abscisa
de integracién». De acuerdo con la teoria de funciones de variable compleja, si
X(s) tiende a cero a medida que s tiende a infinito, entonces la integral de la
Ec.(8.4) se puede evaluar mediante el teorema del residuo, de la siguiente
forma:

g 4

= j X(s) e ds =

o

) =

(%" de los residuos de X(s)e en los polos ubicados a la kguierda
de I chscisa de integracion B st = o, ; pora ©0 Ec. 86

=Y de los residios de X(s)e™ en los polos ubicades o la derecha &
dehabscisadebztegradénﬁ[s}=oo 3 pera 1<0

donde el residuo de la funcion X(s)e® en un polo simple s=s, viene dado por:
{ Residuo dz X(s) e en s=s, } = l ¢ -5) X(5) e L'-s,

y el residuo de la funcién X(s)e* en un polo s=s, de multiplicidad k viene dado
por:

Residuo de X(5)e en el

5,

' 1 d}:-l
" E o L 6T X9 ]

polo k mikiple en 5=, ¢

El hecho de evaluar la integral de linea de la Ec.(8.4), calculando los residuos

de la funcién X(s)e®, nos permite concluir que el valor de dicha integral es el

mismo para cualquier abscisa Re{s}=0, situada en la region de absoluta
convergencia, a lo largo de la cual se efectiua la integracion.

A continuacion consideraremos algunos ejemplos ilustrativos. Sea la expresion:
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2 s+2
X = =
) 3

— ; Bbl>1
(s+iy ‘

Para obtener x(t) de la expresidén de X(s) y de su RAC evaluaremos la integral

1 %2 2 ]

+
.___f .—"g lc"ds
ﬂna,-jﬂ 3\54—1)2-

a lo largo de una abscisa de integracion que debe estar ubicada en la RAC
[Re(s)>-1], como se indica en la Fig.8.6. El polo doble de X(s), en s=-1, se

S )
encuentra ubicado a la izquierda de la abscisa de integracion, de manera que
de acuerdo con la Ec.(8.6) se tiene para t>0 que:

=22 1@1?"*‘*%)"2} 21y e

3 tﬁs‘ n+1)2
y para t<0, x(t)=0. De modo que:

(SRS Y

.%_ D e’ 2O
=1 °

2 -
= 3 GrD e u(®
0 =0

Fig.8.6 Evaluaclon de la integral de linea

Consideremos ahora la expresion:

X)) = —1— ; R(st<-1
s(s+1y?

La transformada inversa de X(s) se puede obtener evaluando la integral de

linea correspondiente, a lo largo de cualquier abscisa de integracion ubicada en
la RAC de X(s), como se indica en la Fig.8.7.
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Fig.8.7 Evaluacion del integral de linea

/

De acuerdo al teorema del residuo, Ec.(8.6), tenemos que para t<0

mientras que para t>0, x(t)=0. De manera que:

) = %(r2+2:+2)e-’—1 u(-H

Consideremos ahora la expresion:

) = —2 s 2<R}<-1
S(5+1Xs+2)

En la Fig.8.8 se muestra la RAC de X(s), como también la abscisa de
integracion Re{s}=0,. De acuerdo con el teorema del residuo, Ec.(8.6), tenemos
para t>0 que:

| ey 2T
() [GS .s(s+1)(s+2)

y para t<0:

e 2 1
7 si¥sr2) oo

i
Js-O
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BN

NN

N
N

Fig8.8 RAC y abscisa de integracion
de manera que:

e 20
) = :
2e7 -1 <0

8.4 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA
BILATERAL DE LAPLACE

Al igual que la transformada Z y la transformada de Fourier, la transformada
bilateral de Laplace posee algunas propiedades. Las enunciaremos a
continuacion.

Sea X(s) la transformada bilateral de Laplace de la sefal x(t), y o1<Re(s}<02 su
region de absoluta convergencia. Esto es:

I =¢ism}t 5 o< &lst<ay v

entonces:

1- PROPIEDAD DE TRANSPOSICION

La transformada de la Laplace de la sefal transpuesta x(-t) viene dada por:

N

¢l-Hl=X(-s) ; Ga<R{slt<-a, Ec. @D

——

Efectivamente:
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fz(—t) e g = f %) e ds = X(-5)
con una RAC; -0, < ®{s}< -g,
Por ejemplo, consideremos la seial:
@) = % p(-9)

cuya transformada de Laplace viene dada por:

XE) =L (e p(} =~ 2

-s+1

S ; Risl<a
s-1

2- PROPIEDAD DE ESCALAMIENTO

La transformada bilateral de Laplace de la senal x(at) vendra dada por:

&’{x(az)}=i-x(%) o as, < R {s}<ao, Ec. (8.8)

Efectivamente:

c

1 ; = _1 s
fx(a:)rw-;_[x(m & Ex(_}

T=al. ,
0T=ao.dt con una RAC; ao < B (s} <ao,

3- PROPIEDAD DE DIFERENCIACION
EN EL TIEMPO

La transformada bilateral de Laplace de la senal dx(t)/dt sera igual a:

g{.@ } =5 X(s) con una RAC al menos igual a la de x(5):
& Ec. (89)

'cl<8t{s}<cg

expresion que podemos comprobar de la siguiente forma:

P R
;{—I-e’d:—x(:)c’_l s-{x(:)e"d:
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Puesto que dentro de la RAC de x(t), x(t)e™ tiende a cero a medida que t tiende
+oo Obtenemos:

f%ﬂz"‘dz=sf.u(t)a"ﬁ=sx@

con una RAC ol menos igucl o lade x(i): o< & (s1<0,

La transformada de Laplace de la enésima derivada de x(t) viene dada por:

3{%‘?—}=3"‘X® ; con una RAC al menos igual a la de x(5) Ec. (8.10)

Esta propiedad permite en algunas ocasiones simplificar el célculo de la
transformada bilateral de Laplace. La idea es derivar la sefial x(t) dada n veces
consecutivas hasta obtener Unicamente funciones singulares. Las integrales
resultantes se evaluan facilmente como estudiamos en el Capitulo 1. Usando la
Ec.8.10 la transformada de Laplace X(s) de la sefnal x(t) se obtiene dividiendo
el resultado calculado para la transformada de d"x(t)/dt" para s".2

El siguiente ejemplo aclarara lo afirmado en el ultimo parrafo. Sea la sefal x(t)

mostrada en la Fig.8.9a. En la Fig.8.9b y ¢ se grafican las sefales x’(t) y x”(t).
Resulta entonces que:

2 = L[ 84+20) - 28() + 8(-20) ]

Za
L dtae! L) (8
3 2 ) ,
L Sigrza NS
- 1 ! 7q OlEr#e) i 6t-2a)
,', 2q J
I) rq - C
t — %5 & | L
° za -zaq 0 -Ra Za
1 _
1 ra
| - 2.8t
i
(>’ ) . ced

Cuya transformada de Laplace viene dada por:

®  Esta simplificacion no es posible de realizar con funciones

exponenciales o senoidales, puesto que las derivadas de estas sefales son
nuevamente o una funcién exponencial o una funcion senoidal.
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g {zp} = f [ 8(r+20) - 28() + 8(2) ] e ™ &

NG

(¥ -2 + ™)

S

Igualando este resultado a s°X(s) y despejando X(s) obtenemos:

X6 = g (6% -2 v o)

Ademas, como la integral

f(—i;ﬂ»l)e'%’a‘:*—f(—%:«hl)eﬂ";éx

-2a o

flx(r)e*iah

es finita para todo valor de s, se concluye que la regién de absoluta
convergencia de x(t) es todo el plano complejo s; de manera que:

X(s) = (e -2 + ™) ; RAC todo el plono compiejo s

11
2% 5

Esto, naturalmente implica que el valor s=0 no corresponde a un polo de X(s),
puesto que la RAC incluye al origen del plano s (s=0). Efectivamente, podemos
verificar esta afirmacion evaluando el limite cuando s tienda a cero de la
expresion X(s):

Por tanto el valor s=0 no constituye un polo de X(s).

4- PROPIEDAD DE DIFERENCIACION
EN FRECUENCIA

La transformada bilateral de Laplace de la serial tx(t) viene dada por:
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dxX(s)
ds

ld
=3

e

sRG = -

; o< Blslt<g Ec. (8.11)

expresion en la cual la RAC no ha cambiado. Este resultado lo demos verificar
si derivamos con respecto a s la expresion de X(s). Asi:

£y =_.fx(t) [re®]d = - [rapea

—

de donde:
%Hzx(z)}=—é§g@ . RAC: igudl a Io de x0)

Esta propiedad se puede generalizar de la siguiente manera:

g {5} =(—1)*§%(jl con wna RAC igual @ la de &) Ec. (8.12)

Consideremos, por ejemplo, la transformada de Laplace de la senfal
x(t)=te“Tu(t)

5- PROPIEDAD DE DESPLAZAMIENTO
EN EL TIEMPO

1
st a

= 1 -
G+af

-% #ls)> g

La transformada bilateral de Laplace de la seial x(t+to) viene d da por:
S{xrr)t =2 ) ; o< Blsl<o, Ee (813)

Efectivamente:

f‘(’*”’o) e dr = fx(r) e o =

= e”f:.(c)eﬂ dc = ¢ X(s)

La RAC no cambia. Consideremos, por ejemplo, la sefal:
x(t) = e=3(t—4) p(t-4)



CAPITULO VIII: TRANSFORMADA BILATERAL DE LAPLACE 8—17

cuya transformada bilateral de Laplace viene dada por:

() = e 13 - Ris)> -3
S+

Cuando tomemos la transformada inversa de Laplace de expresiones como la
que acabamos de obtener, es preferible tomar primero la transformada inversa
solamente de la fraccidn racional, y luego considerar que el factor exponencial
implica un desplazamiento de la sefal de tiempo obtenida. Los siguientes
ejemplos nos ayudaran a clarificar estas ideas. Sea la expresion:

) =L %, gmist>-3
s +3

La transformada inversa de la fraccional racional vendra dada por

3*{ L }=¢&u®

S+3

de acuerdo a la RAC especificada. El factor exponencial e** implica un
corrimiento en tiempo en la expresion encontrada, esto es, cambiar en dicha
expresion a t por t-4. De modo que:

) = P pe-d)
como sabiamos de antemano.
Igualmente consideremos la expresion:

X(s) = 1 i( eB -2+ e.z@) i RAC: Todo dp@?_@?_&ﬂ

2% ) =8

que corresponde a la transformada de la sefal A4,(t). La transformada inversa
de la fraccién racional, asumiendo una RAC Re{s}>0, viene dada por:

a‘"{-};} -1 40

S

como lo verificaremos en la siguiente seccion. Finalmente tomando en cuenta
los factores exponenciales obtenemos:

HO = o (72 W(r20) - 2 1 ) + oo (-20) pt-20)

que se reduce a:
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como se puede verificar facilmente.

6- PROPIEDAD DE DESPLAZAMIENTO
EN FRECUENCIA

La transformada bilateral de Laplace de la senal

c-sc: *{5)
viene dada por:

g {2} = X +5) con una RAC dada por :
Ee. (8.14)
[o,-®{s }]|<&st<[{o,-RIs,}]

Efectivamente, se tiene que:
g{e™a0}t= [e™'spe?a - [0 ™ & = x(5+s)

con una RAC igual a la indicada anteriormente.

7- PROIEDAD DE INTEGRACION

La transformada bilateral de Laplace de la integral de x(t) viene dada por:

—

g{ f:(c)dr}=lx¢s) Ec. (8.15)
h .

Con una R al menos igual a la interseccion de la regién
o1<Re(s}<o> con la regién Re(s)>0

Efectivamente:
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4
]

gﬂifx(r)dc}

fe“‘drjx(f) dc =

-

I

fx(‘:) dz fc"‘ & Ec. (8.16)
al intercambiar el orden de integracion. Puesto que para Re{s}>0 la integral:

fe gy =

_—_1,-,:]‘ -1 ,=
s . 8

por tanto, la Ec.(8.16) puede escribirse como:

2 [ e dn - 2 x)
5 2 s
para todo valor de s situado en la RAC de x(t). De manera similar se tiene que:

g{-fx(c)dc}-—-lxgs) ; con unc RAC al menos Kual
g g Ec. 81T)

a la imerseccibn de: o, <& {sl<o, com Bis}<0

Consideremos por ejemplo la senal:

1 70
X0 =
el <0

La transformada de Laplace de esta sefal viene dada por:

1 1 = 1}
X B o — =
©) 5 s-1 ss - 1)

y su integral en tiempo por:

¢
f:.(r)dc={

L gf 1<G

t+1 >0

La transformada de Laplace de esta ultima expresion viene dada por:
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!/t
: 11 1
d =+ = - =
| froaf-2e-5h
-1
=—" 5 O0<&(si<1
s%s - 1)
que es igual a:
L &)
K

8- PROPIEDAD DE LINEALIDAD

St: X =<0t ; o,<Bisl<a,

yst E@ =2{x0}) ; o;<8{sl<aq

entonces:

g{op +ax® ) =0Xl) + X))  E. (8.18)

Con una RAC al menos igual a la superposicién
de las RAC de xi(t) y x=(t)

8.5 TRANSFORMADA BILATERAL DE LAPLACE
DE FUNCIONES SINGULARES

En esta seccién determinaremos la transformada bilateral de Laplace de
funciones singulares. Las integrales involucradas cumplen las reglas que
gobiernan estas funciones. Asi, la transformada de Laplace de la funcién
impulso unitario viene dada por:

g{sm}= f&(r)e‘-"dx=l
Puesto que: N
f |80 e®| & = f6(:)e‘°°’d:=1

para todo valor de o, la RAC de d(t) es todo el plano s. Igualmente, la
transformada bilateral de Laplace de &"(t) viene dada por:

20800} = [896) e & = (-1y Z{:[ﬁ]w - s

con una RAC igual a todo el plano complejo s. De manera que:
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{8} =5" ; RAC : todo ¢l plano compleio s

Si bien es cierto que el escalon unitario p(t), no es una funcién singular,
consideraremos en esta seccion su transformada de Laplace. Asi:

&f{u(r)}=fe‘”dt=l ; Bist>o0
S5

La RAC es la indicada puesto que la integral:

[ 19 e=] i - o' s

es finita si 0>0, o si: Re{s}>0. También tenemos que:

”{zp(t)}=-d—[}— =—1—,;$(.s}>0
ds | s S |
L -t 7t l PR
\_/—‘\.‘)1 —%T‘ i ;3‘ - E
2 g 1.2 .
¢ { %@} ZTSZ 5 gl{st>0

En general tenemos que:

{ a0 5 glsl>0
5

A continuacion consideraremos algunos ejemplos ilustrativos. Sean las
funciones trigonométricas causales seno y coseno. Sus transformadas de
Laplace vienen dadas por:

g { sen(vf) u(:)}=%g{e’“’ u } —% g {9y} -

1 1 1 9,

= i — = ¥ & {S } > 0
2 s - jo, JQ sHe, 52+ wi
de acuerdo con la propiedad de desplazamiento en frecuencia.
Igualmente:
1 1 -
g {cos(wf) p) } = S ¢ { uo) b g{d e}
7 I ol
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-5 . ®istso0

Sea la sefal x(t)e™ senwotu(t). Su transformada viene dada por:

g’;(a""s&nmazu(:)}=gg u;: 2;3{s}>—a
+ &F + o,

La transformada de Laplace de la sefial: x(t)=te™ senw,tu(t). dada por:

[
- - 2 :

i

2 (s + &)

=[(s ; 2]2;81{5}>—£z
+af + w,

ahora la transformada inversa de las siguientes expresiones:

X = ¥ . Ris}>0

Puesto que X(s) no tiende a cero a medida que s tiende a infinito no se puede
aplicar el teorema del residuo para calcular la transformada inversa Sin
embargo, puesto que:

sr‘{szfrz } = sen(m1) ¥(o)

entonces:

T

%F’{ L }— lwn(m)u(r)

por tanto:

) = ¢! ______._‘25 l = —1— Sent(t+2) -
-~ 2 D) » A'+ [.I(I'FZ) . SM(T;I) u(t+2)
S+ J % '

Consideremos la siguiente expresion:

Ys) = tanls ; &{sl>0

derivando con respecto a s, obtenemos:
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axis) _ 1
R

=2

por tanto, se sigue que:

YD) = sen(d) p() =~ D - %”Q u()
8.6 LA PROPIEDAD DE CONVOLUCION

Sea h(t) la respuesta a la funcion impulso de un sistema lineal invariante, x(t)
una sefnal de entrada al sistema vy, y(t) la correspondiente se de salida.
Conocemos que y(t) se puede calcular evaluando la integral de convolucién:

Y0 = Moy = [ We) 2p-v) ds

-

donde:
9, e

1
x5 = — X(s) e ds
Jzn QG{;
por tanto:

W=
1

)’(t)“jk(‘f) }.2—1; fX(S)B“(H)a'S dy =

q,zfe

O b=
fh(t)e"’dr}e’ds=

1
XA

i
== | X B(s) e* s
7 () Hs) e

a,j=

de donde se obtiene que:
Y(s) = X(S}H(S) Ec. (8.19)

mas aun, la RAC de y(t) es el area comun a las RAC de x(t) y de h(-t).
Nuevamente H(s) se denomina la funcion de transferencia del sistema. Esta
propiedad permite el andlisis de SLI en el dominio de frecuencia definidos por
su funcién de transferencia H(s). Para una senal de entrada X(s), el sistema
responde con una sefnal de salida Y(s) definida por la Ec.(8.19).
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Otra forma igualmente util de la propiedad de convolucion la pode mos
encontrar a partir de la expresion:

@) = x' (=) Ec. (820)

que la obtuvimos en el Capitulo 4 que trata sobre convolucién. Tomando la
transformada de la Laplace de la Ec.(8.10), obtenemos:

Y6) = X(s) Gs) Ec. (8.21)

Con una RAC‘igual a la superposicion

de las regiones de X(s) y G(s)

donde (s) es la transformada de Laplace x'(t). Consideremos los siguientes
ejemplos.

Sea: g(t)=2te®(t) la respuesta al escalén unitario de un SLI. Queremos
calcular la respuesta del sistema a la senal x(t) indicada en la Fig.10a

2/ (4
(£ N
2
! o
o 2 [
- !
0 2 & =t - "a‘
(a) (b)
Fig.8.10 Senal x(t) y su derivada x’(t)
De acuerdo con la Ec.(8.21) tenemos que:
A
¥s) = X)) G
donde:
Go) =g lgnl=¢(2re®p®)=—2_ ; Risl>-2
s + 2

A
X)) =¢ {xnt
La senal x(t) se indica en la Fig.8.10b, de donde obtenemos:

) = %u(r) - uE -2+ —;- B 4 )
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Tal que:
f@)=%[1—“e'z‘+e‘“] ; R{s}>0
y:
M) X6 Gy = — L [1-2eX+e®] ; Bisl>0
s (s +2F
Si:
_ ot 1 S NP S
fy=¢ {wﬂ),} F[1-2e™ -7

de acuerdo a la RAC especificada, entonces:

YO =LY -2/ -+ -4

¥ = 3[1-@ D u) - 2[1-0 -3 8D ] u6-d) -
fl1-@-n e ues

o por intervalos:

y(:)=%—,ite‘2’—i-e‘2’ 0<r<2

2
)-(r)=--j:——;-Ic'z‘—%c""‘+te‘2("'2)—%e‘2("z) 2<t<4

T B L T I T Ne P e

Asi mismo sea un SLI definido por su respuesta impulsiva:

|
BY =30 - 3¢t uo)
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queremos determinar la respuesta del sistema a la sefial x(t) indicada en la Fig.
8.11a. Para facilitar el calculo de la transformada de x(i), derivaremos
graficamente a esta funcion dos veces consecutivas. Los resultados se indican
enla Fig.8.11byc.

x(t) x7(t) x"{(E)
A -

0 St -
5]
115¢ , I
S 2 - <+ ? T T
0 { ° { A OJ { l
v

i Y - 3(¢1) -oWly v ’

y ‘ ~ S0} = Olt-2)

(a) (€= ()

Fig.8.11 Seial x(t) y sus derivadas

De la Fig.8.11c vemos que:

29 = 80 - 8 - Be-D + 28¢-1) - 3¢-2)

cuya transformada viene dada por:

L

{9} =52 X6 = [[ %) - 809 - 846-1) + 28¢-1) - 3¢y e ¥ & =

-

=5 -1-5eF+2e7 - g%

de donde:

‘(1—e")—;15(1—2e’5+e"“")

X(5) =

G |-

RAC: Todo el plano s

La funcion de transferencia del sistema viene dada por:

B =1-+ 1 -5 o gist>-1
ORI S | :
4 4
La salida Y(s) viene dada por:
¥(s) = ll(l—e")————l—(l—25"+e'2“); #ist>-1
: <

2
&

s g S(s+l}

Teniendo en cuenta que Re{s}>-1/4, las transformadas inversas de cada una
de las fracciones racionales vienen dadas por:
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&*{-———l____} =4(1 —e-%’)u@)
s (s + 1/4)

De manera que la salida viene dada por:

wo-l5ed —aluo-[5e% a|uen e [4e77 a]weny

Que puede también expresarse por intervalos, asi:

¥) =0 Vi<0

Para: 0<t<l1:

P

Y =5e"% -4

Para: 1<t<2:

K =5e -9e + 4

Para: t>2:

1 1 1
-3 -56-D 40D
X =5e* -9¢*%  +4¢"

Alguien podria preguntarse en este momento, si se podria utilizar la
transformada de Fourier para resolver esta clase de problemas. La respuesta a
esta inquietud tiene que ver con las regiones de absoluta convergencia de los
sistemas en consideracion. Si las RsAC de x(1) y de h(t) [ por tanto la RAC de
y(t)] contienen el eje jw la respuesta es afirmativa, en caso contrario no. Esto
esta de acuerdo con lo que afirmamos anteriormente, que la RAC de sefales y
sistemas descritos mediante la transformada de Fourier deben contener al eje
jw. Tal afirmacién la podra verificar el lector, resolviendo este par de ejemplos,
que cumplen con esta condicién, por medio de la transformada de Fourier.

Es necesario también que clarifiquemos en este momento un punto que lo
hemos venido posponiendo desde el Capitulo 4 que trata sobre Convolucién, y
es el siguiente: Dadas las senales de entrada y de salida de un sistema lineal
invariante, afirmabamos en ese Capitulo que la respuesta impulsiva
correspondiente h(t) del sistema, se podia determinar resolviendo la ecuacién
integral:
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Lo cual es factible inicamente en algunos casos muy simples, siendo dificil de
resolver en la mayoria de las veces.

En el Capitulo 7, por otra parte, demostramos que la Ec.(8.22) se podia
resolver utilizando la transformada de Fourier, calculando la transformada
inversa de la relacion:

¥w)

HO) = g3 Ec. (823)

De acuerdo con la Ec.(8.19) también podemos resolver la Ec.(8.22) evaluando
la transformada inversa de la relacion:

Al determinar la respuesta impulsiva h(t), queremos averiguar si hay algun
diferencia al utilizar la transformada de Fourier, Ec.(8.23), o la transformada de
Laplace, Ec.(8.24). En general, la solucién de la ecuacion integral (8.22) no es
Unica. Calculan do H(w) de acuerdo a la Ec.(8.23) determinamos Unicamente
una de las soluciones, mientras que al calcular H(s) de acuerdo a la Ec. (8.24)
encontramos todas las posibles soluciones.

Consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que:

-3t
rd

I

X =80 - ¢

3

7wy

By que:

]

0

sean las sefales de entrada y de salida de un sistema lineal invariante. Sus
transformadas vienen dadas por:

1
5 -
1 2

»d
&
1l
(S
!

i

1
3 31{5}>——5
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La funcién de transferencia del sistema viene dada por:
1

S+—

=5

para determinar h(t) a partir de H(s), debemos conocer su RAC. Puesto que
H(s) tiene un polo en s=-3/2 y otro polo en s=1/2, la RAC de h(t) puede ser
cualquiera de las tres regiones indicadas en la Fig..8.12. Sin embargo,
conocemos que la RAC de y(t) es al menos igual al &rea comun de las RsAC
de x(t) y h(t), de modo que la regién Re{s}<-3/2, no es una posible RAC.
Correspondiendo a la regién: -3/2<Re{s}<1/2, obtenemos para t<0:

H(s) =

i
~ e «——Ra{a}<-3,/2 —PM— —-3/2<Ra{sI<l/2 aﬁ.F——- Re{8}>1/2 = « w—e

Fig.8.12 Posibles RsAC de H(s)

1
s+§ e~ : 1,
h() = - = - - ¢?
3 2
S + —
2 .1
. 3-2-
&

/ i | JJ ¢

X | i

i |
{

i | ‘

¥ ] ¥ i

2, ] z,

' | ;

t j '

! ‘ /&1\‘ i

{ - 3

! {

{

y para t>O obtienen

s + L e~ 3
h(t) = 2 =] _1. e~§
1 2
S = —
2 gu 3
De manera que:
~=t
% e * t>0
k() = ¢ Ec. (825)
1
S 4
L7 4ep
2

\

Correspondiendo a la region Re{s}>1/2 obtenemos, directamente que:
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N

D

N

E(: -—'._]L,r -=! —1«’! o e
e 2Lez+ezjﬂ\-; m.

Este ejemplo ilustra el hecho que la solucién de la ecuacién integral (8.22) no
es unica, tal como lo habiamos afirmado anteriormente. Es posible, y asi lo
sugerimos a nuestros lectores, comprobar estos resultados evaluando la
integral de convoluciéon x(t)*h(t). El resultado que se obtenga, naturalmente,
debe serigual a la sefal y(t) dada.

Si resolvemos el mismo problema utilizando ahora la transformada de Fourier,
tenemos que:

i _,
- - Jjw
X@)=1-—L =~ f
—_ + W - + f
J D) J
) = —2
é +j@
2
La funcién de transferencia viene dada por:
1 _, 1 1
2 ¢ 2 2
H(w) = () = -
(@) 2 jellL - e E*jw —1-—jco
2 0z T 2 2
de donde obtenemos que:
7 --3- ,
1, >0
2
h® = 1
=?
Lt <o
2

que es igual al resultado que obtuvimos en la Ec.(825). La razén de obtener
unicamente este resultado pero no el de la Ec.(8.26) ha sido ya explicado. El
resultado corresponde a la RAC que contiene el eje jw esta es la region:
-3/2<Re{s)<1/2.

De este ejemplo podemos ver que la unicidad de h(t) depende de la unicidad
de la RAC de H(s). Notemos que los polos de Y(s) y los ceros de X(s) son los
polos de H(s). En otras palabras, los polos de Y(s) y los ceros de X(s), dividen
al plano complejo en franjas verticales, cada una de las cuales son potenciales
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RsAC de H(s). Puesto que la RAC de Y(s) es al menos la superposicion de la
region de X(s) con la regiéon de H(s), una franja vertical sera una RAC de H(s)
solamente si al sobreponerse ésta con la RAC de X(s) queda dentro de la RAC
de Y(s). Efectivamente, en este ejemplo vimos que el polo de Y(s) en s=-3/2 y
el cero de X(s) en s=1/2 dividen al plano complejo s en tres franjas verticales.
No obstante, Unicamente dos de ellas [-3/2<Re(s}<1/2 y Re(s}>1/2] al
superponerse con la region de X(s) [Re(s}>-1/2] dan lugar a una region que se
encuentra dentro de la RAC de Y(s) [Re(s}>-3/2]. Por ello, la respuesta
impulsiva no es unica.

Una discusién analoga se puede hacer para la determinacién de la respuesta
unitaria de un sistema discreto, a partir de las sefales de entrada y de salida
del sistema.

8.7 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA
DE SISTEMAS DESCRITOS PO
ECUACIONES DIFERENCIALES

Consideremos un sistema cuya relacion entrada-salida esté descrita por una
ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes de la forma:

I T # ~1 ij'(
C, —t}——ad;') +C,_ —-ddfﬁz) t . +C __—d:) +C o o¥h) =
a7 ) a0 50 !
= E, T +E = F - +E1_E;— + E, X{(1)

La funcion de transferencia del sistema la podemos obtener resolviendo la
ecuacion diferencial para x(t)=6(t) (asumiendo que el sistema se halla
inicialmente en reposo), y tomando luego la transformada de Laplace de la
expresion resultante. No obstante, este camino constituiria un largo rodeo para
lograr este objetivo. Un método directo consiste en tomar la transformada de
Laplace de la ecuacion diferencial dada, y de este resultado obtener la relacién:
Y(s)/X(s), que es igual a la funcion de transferencia H(s).

Tomando la transformada de Laplace de la Ec.(8.27) obtenemos:
(Crs™+Cys ++Cs+C Xy =

={E,,s"+EE-‘s“‘+-—-+515+Eo)37@ Ec. (8.28)
de donde:

HS) = Y(S) =EHSM +Em-13m-1 +"'+Exs+5‘,

‘ Ee. (829)
) Cos"+C s+ +C5+C,
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Més aun, la RAC de H(s) es siempre un semiplano a derecha *. Por >ejemplo
consideremos un sistema descrito mediante la siguiente ecuacién diferencial:

A0 ¢ EYD 1y DO, ey o EEO o B
s 6&2 mdz 350 2 sdz 20 x(p)

Tomando la transformada de Laplace de esta ecuacion obtenemos:

(s*+657 +125+8) W) =(57 + 85 +20)X()
de donde:
H@)=Y®= s?2+8s5+20 _ st +8s5+20

Xs) sP+6s57+125+8 (s + 2y

Con una RAC dada por la regidén: Re{s}>-Z2

Notemos ademas que la funcion de transferencia de un sistema descrito
mediante una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes es
siempre una funcién racional en s. Mas aun, los polos de H(s) son las raices
caracteristicas de la ecuacién diferencial.

Consideremos ahora aquellos casos en los cuales un sistema fisico se
encuentra definido, tal como un circuito eléctrico, o un sistema mecanico, o un
sistema electromecanico, o un sistema hidraulico, o un sistema neumético, etc.
En tales casos, podemos establecer directamente la funcién de transferencia
del sistema, empleando las ecuaciones que gobiernan al sistema en el dominio
de la frecuencia.

Para un circuito eléctrico conocemos de la teoria de circuitos que las funciones
de transferencia (funciones impedancia o admitancia) de los diferentes
componentes vienen dadas para:

*  Recordemos que la respuesta impulsiva de un sistema, es la

respuesta del sistema a la funcién 5(t) considerando que el sistema se
encuentra inicialmente en reposo. De acuerdo con lo estudiado en el Capitulo
2, un sistema cuya relacion entrada-salida estd dada mediante una ecuacion
diferencial lineal con coeficientes constantes es CAUSAL solo si el sistema se
encuentra inicialmente en reposo, lo cual se asume facitamente al emplear las
técnicas de las transformaciones. Por otro lado al comenzar este Capitulo
comprobamos con un ejemplo que la RAC de un sistema causal era un
semiplano a derecha.

°  De las Ecs.(8.27), (8.28) y (8.29), vemos que se puede obtener a
partir de la ecuacion diferencial la funcion de transferencia del sistema, y
viceversa, obtener de la funcién de transferencia la ecuacién diferencial que
define la relacion entrada-salida del sistema.
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Inductancia:

-1 0
) =L ;>
Vis) = L s Ks)
Y& oz -1
) Zs) s
) g =L
o) Yis) 7s
Capacitancia:
-c
i) = C =
Ks) = Cs W)
) oo -
o ¥(s) s
sy _ _ 1
Xs) 2 Cs
Resistencia:
W5 = Ri)
Vis) = R Is)
YO -z - 7
Ks) AL
) g -1
O R

Por ejemplo, consideremos el circuito eléctrico que se muestra en la Fig.8.13b.
En la Fig.8.13b, se vuelve a graficar el mismo circuito con los valores de cada
componente expresados en el dominio de la frecuencia como funciones

impedancia en ohmios.
La funcién de transferencia del circuito se escribe directamente de la Fig.8.13b.

Asi:
65*1 + 2 .§ Ky (S + l]
O _ gy - Gs+1 _ 4 9
X(s) Gl 3 1V
— + 2+ = +1] 5+ —
as+1 s 4

Con una RAC igual a la regidn: Re{s}>-1/4
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3

AL
7 .
| éH) §/ :
& () é fn g(e; X(ﬂ() ! % Y(5)
2.4
]

it
1

$

-4

)

(a) (®)
Fig.8.13 Circuito eléctrico

Conocida la funcién de transferencia H(s), la respuesta del sistema a cualquier
sefal de entrada x(t) se puede calcular, en el dominio de la frecuencia, por
medio de la propiedad de convolucion [Ec.(8.9)]. Por ejemplo, supongamos que
deseamos calcular la respuesta del circuito de la Fig.8.13 a la sefal indicada en
la Fig. 8.14a. Para facilitar el calculo de X(s) derivaremos dos veces
consecutivas a la senal x(t). En la Fig.8.14b se muestra la sefal x'(t). De esta
sefal obtenemos que:

25 = 8@+e) + 8% - 38() + 28(¢-1)

&' (4
X (£ i
y L & (£
2 ] /
-{ o &

/
{ e} ! 5 =7

(a) 1))

Fig.8.14 a) Seial de entrada x(t) del circuito de la Fig.8.13 b) x’(t)

de donde:
SPXE) =S +5-3 +27
y:
5 _n -5
Xa;g_e S 2‘)+2d =}.+_1_(g$—3+23'5)
s s g2

Con una RAC igual a todo el plano complejo s

Por tanto, de acuerdo a la propiedad de convolucién tenemos que:
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]
Hlw
g
+
D] =
) W g
=
p——
)
—
v
| =
i
Alw
Bl ™
| e |
T
+
| s
T,
N t+
1
]

1
(33,7
(4 43’}8 HE)
Igualmente:
%g-}-}_) (S+l}g“
g 9 : Ri{st>0 30y 9 +
/1Y 4 1]2
Sls+ =~ 5+ =
4) ( 4 5=q
3d (““%)es 4 (5. 4.
+ - =l —+|=t-—Je* | p®
4ds | S sa-l 3 12 3

Finalmente tenemos que:

1 r 1
~={+ 1) -
5 _ 11) e 4 ] u(ﬂ_l) -4 (%; _ EJ e 43] u(;‘) .

4.5 _1
Y0 3(12 12

1
8 (5 7y 5D
— 4 = = _1
+[3 [6‘ 2)’ J“(’)

La Ec.(8.27) inmediatamente sugiere la posibilidad de resolver una ecuacion
diferencial lineal con coeficientes constantes por el método de la transformada
de Laplace. Especificamente escribiendo la Ec.(8.27) de la siguiente forma:

- 1 -1 -
E s%+E % +  +ESs+E

C 5" +Co s ++Cs+C,

)
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vemos que se puede determinar y(t) para una sefal x(t) dada. Es necesario, sin
embargo puntualizar que tal método de solucion es aplicable Unicamente
cuando x(t) esta definida en todo el intervalo de tiempo: -co<t<+e y cuando el
sistema se halla inicialmente en reposo. En el caso de que x(t) esté definida
unicamente para t>t, el método de la transformada unilateral de Laplace es util.
Estudiaremos este método en las siguientes secciones. Esta discusion también
sugiere un método para determinar la ecuacién diferencial que describe a un
sistema lineal, a partir de su respuesta impulsiva h(t). Si la transformada de
Laplace de la respuesta impulsiva es una funcién racional en s tal como la
Ec.(8.27), la ecuacion diferencial que define la relacion entrada—salida del
sistema se obtiene directamente de ella. Por ejemplo, consideremos que:

Ky =(e? -e%)u®

sea la respuesta impulsiva de un sistema lineal invariante. Puesto que:

By - L -l _ 5 _X9
S+l S+6 S +Ts+6 X(S)

obtenemos:

d¥0) . 7 HO , ¢ un -
20 12 1630 - 550

que es la ecuacién diferencial que gobierna al sistema.

8.8 RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA Z
Y LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La teoria de la transformacién de senales se puede comprender mejor
estableciendo una relacion entre la transformada Z para sefiles discretas y la
transformada de Laplace para senales continuas.

Para una senal discreta x[n], definamos una sefal continua x(t) tal que:

®®) = Y xnl 8(t-n)

R=—e

Tomemos la transformada de Laplace de esta expresion:

X9 = [sh e d=Yx[n]le™ E. (830)

A=~

Consideremos, por otra parte, la siguiente integral de linea que es similar a la
transformada inversa de Laplace:
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;" B ]
r — . i
—— Xy eTds=— { 3 3[k]eT |V ds
Jon %:J[! J< oogjx l k--w J
«© 1 qﬂ*jﬁ
=Y xF | — R gy Ec. (831)
3‘2‘:“‘ Jzn c,—{u
puesto que:
o, Y%
J 0 v K
L [ eoDas-{ "
T 0,3 =k
la Ec.(8.30) se simplifica a:
a4
L x9emds=x[n] E. 832
2l

De modo que podemos visualizar a X(s) como la transformada de x[n],
Ec(8.30), y la Ec.(8.31) como su correspondiente formula de transformacion
inversa. Por otra parte hagamos:

8, =0, tjw, 3 Y

8 =8, +f2n = g, + {0, +2n)

Notemos que:

XY = f-_:x[n] e = ix["] o o0, 250

A=~

- Y ] PV xs)

R=—

Efectivamente, si dividimos al plano s en franjas horizontales de ancho 2w,
como se ilustra en la Fig.8.15(a), el comportamiento en cada franja:

2k -Dn <o < 2k + Dn
para k=%1, +2, £3,... es idéntico a aquel de X(s) en la franja:

TSLSWEIT
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Jw
R
SR it R SN : T (Z)
IS
________ Tl _18__
4 o Re (21
&
| A gt o oo S
- A
e Cp >
Tt e T (&)

()
Fig.8.15 Transformaciéon conforme del plano s al plano z.

Esta observacion sugiere el cambio de variable z = e® que transforma cada
franja horizontal del plano s al plano z. De modo que la Ec.(8.26) viene a ser:

@ = ) x[nz™
B
que es la definicién de la transformada z de x[n]. Puesto que el cambio de
variable z=e* mapea el segmento de linea AB en el plano s en un circulo de

radio ¢’ e en el plano z, como se indica en la Fig.8.15b, la integral de la
Ec.(8.28) viene a ser:

_ 1 .
A = o f RO &

que es la férmula de la transformada z inversa.

Puesto que la linea vertical Re{s}=0, en el plano s se transforma en un circulo
de radio €¢”° en el plano z, el semiplano a la izquierda de la linea vertical Re{s}

s . . , . O .
= 0, se transforma en el area interior al circulo de radio ¢’ vy, el semiplano a la

derecha de la linea vertical Re{s} = o, se transforma en el area exterior al

Oy

circulo de radio e"" . Consecuentemente, una franja vertical en el plano s se
transforma en un anillo en el plano z, que es otra forma de explicar por qué la
RAC de una senal discreta es en general un anillo en el plano z. Note que,
especificamente, el semiplano a la izquierda del eje jw en el plano s se
transforma en el area interior a una circunferencia de radio unitario, mientras
que el area a la derecha del eje jw se transforma en el area exterior a una
circunferencia de radio unitario en el plano z.
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Lo que deseamos puntualizar es la semejanza conceptual entre la
transformada de Laplace para sefales continuas, y la transformada z para
sefales discretas. Efectivamente, muchos de los resultados obtenidos para la
transformada de Laplace son también validos para la transformada z vy
viceversa. Un desarrollo paralelo puede ser hecho facilmente.

8.9 LA TRANSFORMADA UNILATERAL
DE LAPLACE

Definiremos a la transformada unilateral de Laplace de una sefial continua x(t),
a la que denotaremos por X(s), a la integral:

X = f ) eT & Ec (833)

El limite inferior de la Ec.(8.33) es 0+. Consecuentemente, si x(t) contiene
alguna funcién singular en t=0, esta funcion singular no sera incluida en la
integral.

Conceptualmente, no hay nada nuevo en la teoria de la transforma da unilateral
de Laplace. Asi, si x(t) es una sefal igual a cero para t<0+ y no contiene
funciones singulares en t=0, su transformada unilateral sera igual a su
transformada bilateral, pero no seran iguales si x(t) es diferente de cero para
t<0+, 0 si x(t) contiene una funcién singular en t=0.

Hagamos que x(t) sea una sefnal continua que tiene un numero finito de
maximos y de minimos y de discontinuidades en cualquier intervalo finito de
tiempo. La region en el plano s que contiene todos los nimeros complejos s, tal
que:

[l e d<=  Ec. 838
0+

se llama «la region de absoluta convergencia» de la transformada unilateral
de Laplace X(s). Note que la RAC de la transformada unilateral de Laplace es
siempre un semiplano a derecha. Se sigue de nuestra discusion anterior que la
transformada inversa unilateral de Laplace viene dada por:

g‘,&_}n .
) = ;21: f X(s) e® ds pora: fz O+ _Ec. (8.35)
™ a e

para todo o ubicado en la RAC. Mas aun, si X|(s) es una funcién racional en s,
la Ec.(8.35) se evalua mediante el teorema del residuo. Asi:
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o,*jw
-1 2 4o
=) = =~ [ 249 v as
& a7 v

=Y de los residuos de X(s) e5; 120

Puesto que la Ec.(8.35) dara una expresion de x(t) definida siempre para >0+,
independientemente de la RAC de x(t) (que por otro lado, como dijimos
anteriormente, siempre serda un semiplano a derecha), ésta no se necesita
definir.

Las Ecs.(8.33) y (8.35) estan definidas a lo largo de una linea vertical Re{s} =
O, en el plano s. Sin embargo, como en el caso de la transformada bilateral de
Laplace, es posible extender tales definiciones a toda la RAC, es asi que puede
demostrarse que X(s) es una funcion analitica en toda su RAC.

Asi mismo, se puede demostrar que si x(t) es una senal de tiempo
“seccionalmente continua y de “orden exponencial”’, entonces las Ecs.(8.33) y
(8.35) existen. Se dice que x(t) es una funcion seccionalmente continua en un
intervalo finito a< t < b, si x(t) esta definida en ese intervalo y, el intervalo es tal
que puede subdividirse en un intervalo finito de intervalos menores, en cada
uno de los cuales la sefal x(t) es continua y tiene limites finitos cuando t se
aproxima desde el interior hacia cualquiera de los puntos extremos del mismo,
tal como se indica en la Fig.8.16.

De la definicidén se sigue que las Unicas discontinuidades que puede tener una
funcién seccionalmente continua, son saltos finitos. Estos saltos finitos son
discontinuidades ordinarias. Es evidente que la clase de funciones
seccionalmente continuas incluye a las funciones continuas.

Una funcion x(t), seccionalmente continua en todo intervalo finito en el rango
t>0 y que satisface la relacién:

|x()| < B e¥ poratodat = O+

para determinadas constantes reales, positivas y finitas a y M,

x{(t)

|

Fig.8.16 Senal seccionalmente continua
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se dice que es una funcion de orden exponencial. De tal modo que:

[l e &< [|x0] e ds -
0+ O+

=M [l 7 -
oj:e

ES

= si:o,-R{sh a

0,-a

La recta o,=Re{s}>a se denomina la abscisa de convergencia. Se ve
claramente que si x(t) es una funcion seccionalmente continua y de orden
exponencial, entonces:

flx(t)e"’lé: e.sﬁu‘:a_pamtoda;' e<Rish<w
1. 0+

que es un semiplano a derecha; y:

2. En este caso existe la transformada unilateral de Laplace.

8.10 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA
UNILATERAL DE LAPLACE

Con las siguientes excepciones, las propiedades de la transforma da unilateral
de Laplace son iguales a las propiedades de la transformada bilateral de
Laplace:

Primera: Diferenciacion

La transformada unilateral de Laplace de la sefial dx(t)/dt viene dada por:

Lg,{i‘j-'gl} - s X - H0¥)|  Ec. (836

efectivamente:

o{%—?e‘”& [t e= 15, + 5 [ty e

(0% + 5 Xf9)

puesto que x(t)e™ tiende a cero a medida que t tiende a infinito®, como lo
demostramos en la seccién anterior. En general, se cumple que:
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= { % } = s* Xfs) - 57 04 - 7 —-‘t‘g*) - -

k-2 k-~
L 0 40 @37)
dtk-z dtk—l

Por ejemplo, sea: x(t)e ™u(t) cuya transformada unilateral viene dada por:

1
S+ a

Xfs) =

Puesto que x(0+)=1, entonces de acuerdo a la Ec.(636) se tiene que:

gj{@}= F  _3=_"%

ar S+ & S+

Resultado que se puede comprobar a partir de dx(t)/dt. Asi:

9 - e ) + 80

Por lo tanto:

S.’,{d:(:) } =g {aep® + 8@} = _f

@& S

puesto que la funcién () no se incluye en la transformada unilateral.

Segunda: Desplazamiento

Para la to>0, la transformada unilateral de Laplace de x(t-t,) viene dada por:

Gl -)l-e™" X E. @39

Si x(t)=0 para -to<t<0. Efectivamente:

®  Puesto que, si este no fuere el caso, el valor de la integral de la

Ec.(8.33) no seria finito
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Glxr -1t - .Jr-’-{._f"f) e T~ [ xz) -0
o

f
™ |
<
e
M
N
™
|
>y
N
v
e
&

De idéntica manera:

o (=t + t,)‘ b=e”X(s) | Ec. (839

si x(t)=0 para O<t<t, Por ejemplo, sea la senal:
z(t)=e—a*u(t)

cuya transformada de Laplace es:

XI@)=S:~G

La transformada unilateral de la senal x(i-t,) es:

P

gj{x(‘-to)}ﬁs*-a

puesto que x(t)=0 para todo -to<t<0. Pero

A

S{xt+2)} no es igual o :
s+ a

puesto que x(t) es diferente de cero en el intervalo 0<t<t, En efecto, la senal:

o) =y )

tiene una transformada dada por:

g,z +2)}

il

feooma-
0+

e o

s+ a

li

ety : e =
e 6[:

Tercera: Integracion

La transformada unilateral de Laplace de la integral:
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f S 255
esigual a: B
¢
_1 1 4 ir
sf,{ f.z(t)d': } =X+ 309 | Ee (840)
donde:
l'ad

710+ = f (1) dt

Efectivamente:

-

f,x(r) dx } e & =

%.’,{jx(r)dr}=0f

¢ 1

=f{ ﬂx(:)éw fxyds | e®ar =

0+ —o o+ Ji

= fa'”d:-fx(t)dr - fae"’tlt f’x(‘-')df =

o+
1 - '

= -‘-S-x"l(m) + fe" d:fx(c) ds
o+ o+

intercambiando el orden de integracion obtenemos:

i

b4 - -
&’I{ fx(f)ér} = i-x"(OJr) + fx(«:) drfe“‘d:
— ¢+ T

= .}. x—1(0+) + _l.fx(f) e"r d-c =
8 54,

ty |

269 + £ 109
S .

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea la funcién:
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gD =4(te®+1) pu®

la respuesta de un SLI al escaldn unitario. Queremos determinar la respuesta
r(t) del sistema a la funcién rampa unitaria. Esto es, queremos:

¢

M =Hitpp!}= fg(r)dr

e

De un calculo directo obtenemos que:

B
) =4 [ee™ + 1) dv = [ 2ee™ -]+ 4o ]}

=[4 ¢ 1 - @ DT pe)

Empleando, ahora, la propiedad de integracion de la transformada unilateral de
Laplace, tenemos que:

R(S) - a’,{ [ stoxie } = 269 + 1 87O
donde:
8707 = [gtMs =0

puesto que g(t)=0 para toda t<0; y donde:

Gis) = L {dre® @ + 4 p)} = GfT)Z; _i. .4 Cf:(; ?2;4)
De manera que: | |
45 +5&+4
LR T
cuya transformada inversa viene dada por:
,.(,)=4%[632+Ss+\4)e"] va & (52+55'”+4)g"i
(s + 2 [} = ds 5° s
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i [ [ (P+Ss+4)e” + (25+8)e® 1 (s+2) - 2 (sP+Ss+ ) e® |
6o Jevs
‘4 [ [ (PeSsrte” + (2545”1 (42) - 2 (P+5sv) e }
: 53 =~ -2
de donde:

M =[4+1-@ +De®]ue

Que es igual al resultado que obtuvimos directamente.

8.11 TRANSFORMADA UNILATERAL DE LAPLACE
DE SENALES PERIODICAS CASUALES

Sea x(t a sefal seccionalmente continua, periédica de periodo T para t=0. La
transformada unilateral de Laplace viene dada por:

¢ (x9t=—2 | B @gan

1 -8

donde F|(s) es la transformada unilateral de Laplace de x(t) toma da en un
periodo. Esto es:

T
F{s) = f.x(t) e & Ec. (842)

Efectivamente, tenemos que:

gt = [s)e™dr=

r

T r
=f;(;)g'='dz+ f:c(:)e"a‘:+ fx(t)e“’d‘:+...=
] T 27

Haciendo: t=T+T en la segunda integral, t=T+2T en la tercera integral, ... etc,
etc, obtenemos:

T T 7
¢ (xn)= fx(t) e dr+ [Rz+D oD g+ f:c(‘c+21) eI g v
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T T T
= fx(r) e dt + 2T f..\".‘) £ g o+ 2T fx(t) e do o+ ..
o o o
T
= fa(t)e"dt (1 +e T+ BT 4+ 73T, )
o
T
XH et
/ 7

- - g )

1-¢¥% 1-¢%9

donde x(t)=x(t+T)=x(t+2T)=... por ser x(t) una serial periddica, y

1+os 43T, oL
1 -
Consideremos, por ejemplo, la sefal periédica de la Fig.8.17:

x(t)
\

Fig.8.17 Seial periodica casual

Para facilitar el calculo de Fi(s), derivaremos la serial f(t) mostrada en la
Fig.8.18 una sola vez. No derivaremos dos veces consecutivas para no obtener
funciones impulsivas, puesto que la transformada unilateral de Laplace de la

funcion d(t) no esta definida

T Fet) g F&1 - uir-guiemn
{ V\ ' { /u (t-2)
—- t
ol { rd £ 0 [ 2
-1
(a) (b)

Fig.8.18 Senal periodica definida en un periodo f(t) b) Su derivada

De la Fig.8.18, obtenemos:
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e =

Q&Q]((f)[‘stls}——_—% +

T |

- F{s) = —%(1—25"+c"§)=—12-(1—c")z
s

De manera que, de acuerdo con la Ec.(8.41), obtenemos:

(1 o ¢ e")
1
—
52
cuya transformada inversa viene dada por:

X =@ - 201 p@-h « 20-2) p@-2) - 20-3) p(-3) + —

1—2e"+2e""-2¢’3‘+._)

que corresponde a la senal definida en la Fig.8.17.

8.12 TEOREMA DEL VALOR INICIAL Y
TEOREMA DEL VALOR FINAL

Si una sefal X(T) desarrolla en una serie de Taylor alrededor del punto t=0+, se
obtiene:

~ t &(0Y) 2 d%(0+) t* d*(0+)
v - O — ——— — —— L o — = o = -
AR T T e

tomemos la transformada unilateral de Laplace de esta expresion, asi:

..__ ++.l.dx(0+) 1@_0_4.),4-
WG T TR

L1 dmHey | 1 a0y Ec. (343)
R

multiplicando por s ambos miembros de esta igualdad, y tomando el limite
cuando s se aproxime a infinito, obtenemos:

A Lose 5 Xfs) = 00| D Ee. (844)

~
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A la Ec.(8.44) se la conoce como el teorema del valor inicial. Este afirma que el
valor de sX(s) para valores grandes de s es igual al valor de x(t) en t=0+.
Consideremos, por ejemplo, la senal:

 x(t)ze—atpu(t)

Puesto que:

1
X =
i 3+&
entonces:
1,

x(0+) = LmtesXI(s)-Izzze = Lmte =1
s 5t O s= 1 + afs

que corresponde al valor inicial de la senal dada. También consideremos la
senal:

) =% e™ p@®

cuyo valor inicial es cero. Su transformada viene dada por:

por tanto, su valor inicial sera:

H0+) = Liis 5 X9 = Linis 22 s
s= (s + af

Notemos también que el valor inicial de la serial x'(t), xX’(O+) es igual a cero,
puesto que:

o =(-afe™+20e) p0

de donde:
x'04 =0

Una forma mas general del teorema del valor inicial afirma que si

o o &G _ d0+) _ A0y _
x0+) 7 Y e pr= =@

pero:
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Lose s X(s) = 4304 > Ec. (8.45)

qgue se comprueba facilmente si en la Ec.(8.43) hacemos x(0+) = X'(0+) = ... =
x"(0+) = 0, lo cual reduce esta ecuacién a:

1 d%09) , 1 @0y
'Sa*l &*? Sm-Z dr)wl -

X(s) =

multiplicando ambos miembros de esta igualdad por s y tomando el limite
cuando s tienda a infinito, obtenemos la Ec.(8.45). Para la sefal:

x(t)=tZ2e—atp(t)

conocemos que:

#C+) =0
a&{0+) =0
@
pero:
d%09) , o
&2
por tanto, de acuerdo a la Ec.(845) tenemos que:
3
—‘i—f'Lm=Lvaesle(s)=Lma 3" g
d:? 5 1= (s + a)

TEOREMA DEL VALOR FINAL

En forma andloga tenemos que:

x(x) = Leze x(7) = Lowe 5 X(s) Ec, (B48)
oo 0

que relaciona el comportamiento de sX|(s) en s=0 con el de x(t) en t=«. Para
comprobar este resultado, consideremos la transformada de Laplace de
dx(t)/dt:
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N

-j@ =9 X< —.
S &

Q+) = J;M:) e
0+

tomando el limite cuando s tienda a cero en ambos miembros de esta igualdad,
obtenemos:

[ Lrse 5 X9 | - 09 = 9 - 509

y la Ec.(8.46) se verifica. Debemos, sin embargo, recalcar que la Ec.(8.46) se
cumple Unicamente si la RAC de dx(t)/dt incluye e eje jw. Consecuentemente,
el teorema del valor final se aplica cuando la expresién sX(s) no tiene polos
sobre el eje jw ni a la derecha del eje jw. Consideremos, por ejemplo, la sefnal:

x(t)=e-=tn(t)
por tanto:

e) = Lmte ™ = 0

F el
Tenen por otro lado que:

Lnwe s Xfs) = Lmie —P5_ - 0 - x(=)
54 >~ S+ &

y la Ec.(8.46) se verifica. Sea, también, la se
x(t)=tZ2e—at(t)

cuyo valor final viene dado por:

5 = Lmts 5 X8) = Lots — 2 = 0
=0

(s +a)

Consideremos finalmente el siguiente ejemplo. Sea:

hH = ~4 (22 -1)e™ p)

la respuesta impulsiva de un sistema lineal invariante. Queremos determinar la
respuesta del sistema a la sefal periddica x(t) mostrada en la Fig.8.17, cuya
transformada de Laplace viene dada por la expresion:

1 .
XI(S)=-‘;—2(1-25‘5+?.A"‘“-‘"—25‘”+...)
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de acuerdo a lo que obtuvimos anteriormente. La funcion de transferencia del
sistema viene dado por:

_ 4 8 &
s+2 (s+20 (+2F

De manera que de acuerdo al teorema de convolucién tenemos que:

1

Y,(.s)=XI(s)H]@=———S(Siz)2(1—2&"+2¢‘2‘"—2'3‘+,,_)

Haciendo que f(t) sea igual a la transformada inversa unilateral de Laplace de
la fraccién racional, obtenemos:

=g_[1{ 4 }=[ 4 e~
70 sts + 2 s+ 2y

+4i[£J =
3=0 ds| s =~z

=[1- @+« D] ugp

La respuesta y(t) del sistema viene dada por:

W) =fD) - 2f0-1) + 2 f12) - 2f(-3) + =
=[1-@+DeFlp@-2[1- @ - De D] p-1) +

+2[1-@ -3 pe2) - ..

8.13 UNA CONVENCION ALTERNA PARA LA
TRANSFORMADA UNILATERAL DE LAPLACE

Debemos puntualizar que la transformada unilateral de Laplace de acuerdo a la
Ec.(8.29) es una de muchas posibles definiciones que podemos obtener para
esta transformada a partir de la definicion de la transformada bilateral de
Laplace. En esta seccion consideraremos una convencion ligeramente
diferente a. la dada anteriormente. Esta es:

X(s) = fx(:) e & Ec. (847

o-

Esta convencion es muy util y bastante utilizada en la literatura Puesto que el
limite inferior de la integral en la Ec(8.47) es 0-, cualquier funcidon singular que
ocurra en t=0 sera tomada en consideracion.
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Para ilustrar la diferencia entre las dos convenciones consideramos la
transformada unilateral de la senal:

x(t)=0@t)+e ™ u(t)

De acuerdo a la Ec.(8.29) obtenemos:

1
X S)=—
1(9) s+2

mientras que de acuerdo a la Ec.(8.47) obtenemos:

I s+3
s+2 s+2

X, ()=1+

Puesto que la region de absoluta convergencia de una funcién singular es todo
el plano s, la inclusién de funciones singulares en t=0 no cambia la RAC de la
transformada unilateral de Laplace.

De acuerdo a esta segunda convencion tenemos que:

L.{d);(;)} = 5X, (5) - x(~0) Ec.(8.48)

Puesto que:

Tdx(t) _, S N S

e dt=|x()e ™| _ + | x@)e
el
=—x(0-)+ sX, (s)
y en general:
d*x(t) _, dx(0-) d*2x(0-)  d*'x(0-)
{ ar }’”)T T a

Dejamos en libertad al lector de elegir cualquiera de estos dos convenciones.
Dependiendo de la aplicacién, una convencién puede ser mas util que la otra.
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6.9
[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]
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