


ISBN: 978-9942-20-876-7

91789942

208767




1. INTRODUCCION....
FUND AMENTOS DE LA IMI’DRTANCIA DE LA ENQENANZA DE LA MATEMATICA....__.....__..__
BASES PARA LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA. oo
Tareas de la ensefianza de la matematica.
FUNCIONES DE LA ENSENANZADELA MATEMATICA
OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA . oo
Objetivosen el campo del sabery el poder sl sn s aiuaaians sl
Eespecto al saber. .
Respecto alpoder
Objetivos en el campo d;el desan'ollo mtelectual USRS | |
Objetivos educativos BT 1
CONOCIMIENT O3S ENLA ENJENAI‘IZA DE LA MATELIATICA B e e R o]
METODOS PARA LA ENSENANZA DELA MATEMATICA. ... 11
Del profesor. .. S R T T e T s s )
Del contemdo POV .
ASPECTO INTERNDYEKTERNODEL M:ETODO T T EIVIE. |1
M:EDIDb PARA ENSENANZADELA MATEMATICA]?
2. ESQUEMA DEL MODUI.O DE CAPACITACION . =21
3. TRATAMIENTO METODOLOGICO GENERAL DEL CONTENIDO DE LA A‘.:sIGNATU'RA EN EL
Analisis del texto del prablema R e IR S e S S e S s s e o R
a. T L e e s v e s s e o e o e o e wvm seeeen e MY
POTENCIACIONDE LOQ NUMERO:} R.ACIONA.LE-J S -
COI‘AZPD:;ICIONDE LA U'N]]]AD N e P e i e e e e s e s T
EXIGENCIAS MINE:IAL»DE I.AU'NIDAD .
INDICACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LA-J UNIDADEM TEMATICA e S i
EXIGENCIAS ]'.\d]l‘lﬂ'»z[Aa DE LA U'N]I)AD . PEROR . |
INDICACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LA:: U’N’IDADE:; TEMATICA\ e .
En el elemplo sxgulente luego de resolverlo haremos algunas aclaracmnes 101
En laresolucion de dicha ecuacion, primere se sustituye d=2u yluego se procede a resolver la
ecuacion. Aqui también se puede, antes de realizar la sustitucion (d = 2u) reducir los terminos semejantes
v por ultimo sustituir. Resultaentonces ... 102
COM:PD:)ICIONDE LA U'N]DAD e e S e S e e e e B
Sistema de coordenadas ... 115
PRI, oo oo s e o i e e e e 2 e e e RS
Eunctdn bineal sco-covonesiasnaran s s s snnssnisnrnss Srpissnssass s TR
Inecuaciones lineales ... ... 115
Proporcionalidad: - -......covvmmiimamansmnis i o s e e s S S e e

O B0 00 00 =1 =1 = Ln

G



INDICACIONES PARA EL DESARROLLO DE LAS UNIDADES TEMATICAS . ... 118
ESTADISTICA X PROBABILIEDAT . oo s i e s st 1 99
INTRODUCCION ... 133
COMPOSICIONDE LAUNIDAD .. i 134
EXIGENCIAS MINIMASDELAUNIDAD .. .. 134
INDICACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LAS UNIDADES TEMATICAS ... 135
Completar 1A sismiettE BabRE. oo oo i B s R S PR i e A A M s LR
RSOl C O st s i s e L e L B L S A e e B LS i s e O
El paralelogramo que tiene sus cuatro angulos rectos recibe el nombre de rectangule .. 155
Laigualdad entre dos razones €5 Una PrOPOTCIOI . .oovmomi ottt e e ee s i o e mmn s s i e ss e e msnm oot ammnmamenieee LA
B e e i S R R N A £ e A N AL R S 179

b. BD bisectnz del £ ABC . e e e ae e e re s e e aeeaeerees LB



1. INTRODUCCION

El desarrollo actual y perspectivo de la sociedad asi como el nivel alcanzado por la Cienciay la
Tecnologia exigen una formacion profesional integral, que se manifiesten en nuevas formas
de actuacion del hombre y que éste sea capaz de plantear y resolver problemas con un alto
criterio de responsabilidad moral. Los ultimos foros internacionales, sobre problemas tanto
sociales como educativos, han evidenciado la necesidad de impulsar estrategias de desarrollo
acordes a la realidad actual, y es asi como surgen propuestas educativas, que se espera
favorezcan las transformaciones que demanda la sociedad moderna.

Dentro de este contexto, el Gobierno Ecuatoriano inicia en 1992 el diseno de la Reforma
Curricular para la educacion basica, debido a que considera que: “La inversion prioritaria en
capital humano constituye en la actualidad, un prerrequisito indispensable para el
crecimiento economico de un pais. El capital humano es el recursos mas precioso, tesoro
invalorable, y garantia de futuro para la sociedad. De los recurso humanos depende el
avance y uso apropiado de la tecnologia, la conservacion de la naturaleza. De las personas
dependen: la paz, la democracia, la produccién, la seguridad, la responsabilidad del
planeta....”

La Reforma Curricular Ecuatoriana contiene: “Un nuevo pénsum de la educacion basica
ecuatoriana, los lineamientos curriculares referidos al tratamiento de las prioridades
transversales del curriculo, las destrezas fundamentales y los contenidos minimos
obligatorios para cada afio y las recomendaciones metodolégicas generales para cada drea
de estudio”

Tanto la accion de este proyecto educativo, como la formacion de los hombres que requieren
los nuevos tiempos, deben centrar su atencion en privilegiar su capacidad de incorporarlos a
la sociedad con el mayor desarrollo posible de sus potencialidades. Lo que se puede lograr
siempre y cuando se conciba a la educacion como un proceso que debe ser dirigido
cientificamente, considerando su caracter sistémico, dando prioridad al tratamiento
metodoldgico, en el que no atienda solamente los resultados del proceso pedagdgico sino
que privilegie el estudio de los estadios intermedios en funcion del desarrollo de la
personalidad de los estudiantes.

Los procesos curriculares, desde el disefio hasta la evaluacién de su efectividad, requieren
de solidas bases cientifico-pedagogicas, es por ello que en la Reforma Curricular para la



educacion basica se han determinado las dreas fundamentales, considerando a la
Matemadtica una de ellas. Debido a que en su desarrollo historico, la Matematica nos
muestra que sus conocimientos, surgidos de las necesidades practicas del hombre mediante
un largo proceso de abstraccion, tienen un gran valor para la vida. La matematica es
aplicada, entre otras areas, en la planificacion econdmica, en el diagnostico y tratamiento
de enfermedades, en la direccion de la produccién, en la estrategia militar, en el estudio del
rendimiento de los atletas, con lo que se evidencia que la matematica esta presente en
todos los campos del saber humano.

Debido a que durante el estudio de la Matematica se presentan: necesidad de deducciones,
representacion mental de relaciones reales, entes abstractos como objetos de estudio,
l6gica de estructura y rigurosidad de lenguaje, desarrollo de generalizaciones relativamente
rapidas, mediante reconocimiento de analogias y diferencias, evidenciamos que se
observan exigencias para el uso y desarrollo del intelecto, asi como una conviccion de la
complejidad de sus formas. Por esto su estudio exige habitos de disciplina, de persistencia
y de trabajo ordenado, que contribuye de manera decisiva en el desarrollo multilateral de
la personalidad.

El presente trabajo pretende aportar a mejorar el nivel del la Educacién en el pais, asi como
tratar sobre la base de la Reforma Curricular, de completar un trabajo en el cual el pais ha
invertido ingentes recursos.

Dentro de la Reforma Curricular, en lo que tiene que ver con el Area de Matematica, “se
privilegian el valor y los métodos de la Matematica, a base de los conocimientos necesarios
para el desarrollo personal y la comprensién de las posibilidades que brinda la tecnologia
moderna”

En la Reforma Curricular los conocimientos se estructuran de una forma “sistémica”, lo que,
a criterio de los autores permite unificar todas las ramas de la ciencia, garantizando su
estudio y facilitando su articulacion con las otras dreas. Se han seleccionado los contenidos
de modo que puedan “ser tratados segun sus caracteristicas y formas propias de aprender
del estudiante en cada uno de sus periodos de desarrollo, con caracter de continuidad
dentro de la educacion basica, en el contexto de la realidad nacional”.

Los sistemas que han sido propuestos son:



Numérico.

De funciones.

Geométrico y de medida.

De estadistica y probabilidad.

FUNDAMENTOS DE LA IMPORTANCIADE LA ENSENANZA DE LA
MATEMATICA.

El reconocido valor de los conocimientos matematicos en la solucién de los problemas
de nuestra sociedad.

El desarrollo del pensamiento se realiza a través de la contribucion de las potencialidades
que radican en el aprendizaje de las matematicas.

La ensefianza de la matematica contribuye al desarrollo de la conciencia y a la educacion
de nuevas generaciones.

BASES PARA LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Leyes generales de la pedagogia
Teorias psicologicas del aprendizaje.
Higiene escolar (cuidado de la higiene mental).

Tareas de la ensenanza de la matematica.

A partir de las bases determinadas por la sociedad se debe orientar la ensefianza de la
matematica, determinando y derivando los objetivos, y seleccionando adecuadamente
los contenidos.

Determinar y desarrollar métodos que dirijan adecuadamente el proceso, precisando
secuencia, enfoque y estructuracion del contenido.

Investigar y precisar las regularidades del proceso pedagogico en la ensefianza de la
matematica.



FUNCIONES DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

* Proveer a los alumnos de sélidos conocimientos matematicos (conceptos, teoremas,
reglas, relaciones, relaciones y procedimientos) de importancia general y que han sido
estables histéricamente.

¢ Desarrollar habilidades en el trabajo con algoritmos y cdlculos elementales, asi como con
meétodos y procedimientos indispensables para llevar a la practica los conocimientos
antes referidos.

¢ Familiarizar al alumno con las siguientes caracteristicas de la ciencia matematica:

1. El cardcter abstracto.

2. Formas fundamentales del pensamiento matematico.
3. El caracter logico deductivo.

4. La estructura.

¢ Formar en los estudiantes la conviccion de que una buena educacion matemadtica es
parte integrante de una personalidad al servicio de la sociedad.

¢ Que los alumnos evidencien la importancia creciente de la Matematica en la vida social.

¢ Contribuir a la formacion mediante el desarrollo de las capacidades intelectuales, formas
de trabajo y razonamiento, asi como los habitos de trabajo que siendo esenciales para la
actividad matematica pueden desarrollarse a través del trabajo con los conceptos y
procedimientos propios de la Matematica.

* El desarrollar en forma sistematica el poder, sobre todo en lo que se refiere a la
aplicacion independiente de los conocimientos, habitos y habilidades en la solucion de
problemas intra y extramatematicos y en la posterior adquisicion de conocimientos.

OBJETIVOS DE LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Objetivos en el campo del saber y el poder.

SABER. Se entendera por saber los conocimientos matematicos que pueden ser
adquiridos por los alumnos durante el curso escolar. Estos pueden ser sobre
conceptos, sobre proposiciones (teoremas y férmulas), y sobre procedimientos o
meétodos de trabajo caracteristicos de la matematica (métodos de demostracion,
procedimientos para la resolucion de ecuaciones, para calcular, etc.).

PODER. Se entendera por poder los habitos, habilidades, y capacidades especificas
de la matematica, desarrollado por los alumnos para operar con los conocimientos
adquiridos y darles aplicacion, asi como las normas de conducta y cualidades de la
personalidad.



Respecto al saber.

La adquisicion de sélidos conocimientos sobre:

* Conocimientos importantes del curso escolar de Matematicas.
* Proposiciones matematicas.

e Procedimientos de trabajo matematico.

e Simbolos y formulas matematicas.

Respecto al poder.

La formacion y el desarrollo de habitos y habilidades para:

¢ La realizacion de operaciones basicas de calculo.

® La resolucién de ecuaciones e inecuaciones.

¢ El trabajo con funciones elementales.

e Larepresentacion y el calculo de objetos sencillos en el plano y en el espacio.

El sistema basico de habilidades en la ensefianza de la matematica en el nivel medio
es el siguiente:

* Analizar y sintetizar, comparar y clasificar, generalizar y concretar y
particularizar, como habilidades generales que contribuyen al desarrollo del
pensamiento general.

* Algoritmizar, calcular, graficar, interpretar, identificar, recodificar, definir y
demostrar, como habilidades particulares de la Matematica.

* |a abstraccién como la via del pensamiento matematico para poder resolver
problemas practicos mediante modelos.

Modelo
matematico




Deduccion Interpretacion

logica

Abstraccion

Realidad 1

F 3

La formacion y el desarrollo de capacidades para:

e Entender y realizar independientemente demostraciones sencillas.

e Comprender la esencia de los conceptos y como llegar a su definicion y
caracterizacion.

e Aplicar correctamente la terminologia, simbologia y el lenguaje
matematicos.

e Reconocer, analizar y solucionar problemas matematicos.

Objetivos en el campo del desarrollo intelectual.

Estos expresan la contribucién que debe hacer la ensefianza de la Matemdtica al
desarrollo del pensamiento en general vinculado con:

e El| desarrollo del pensamiento logico-deductivo. Para ello se debe hacer una
utilizacion correcta de las operaciones logicas y sus formulaciones
correspondientes.

¢ El desarrollo del pensamiento creativo y la fantasia. Para ello se debe participar
activamente en la busqueda de nuevos conocimientos y relaciones entre ellos; de
ideas para la solucion de ejercicios y problemas.

¢ |a formacion lingiistica. Para ello se debe capacitar para el uso correcto del
lenguaje normado de la asignatura, para transferir formulaciones del lenguaje
comun al matematico y viceversa.

¢ El desarrollo del pensamiento geométrico espacial. Para ello se debe formar un
sistema de conceptos y relaciones mediante abstraccion del espacio real, pueden
los estudiantes representar, mediante dibujos o modelos, estos reflejos del espacio
e imaginar nuevos cuerpos y relaciones geométricas espaciales.
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El desarrollo del pensamiento final. Entendiéndose a éste como los procesos del
pensamiento encaminados a un producto final determinado.

El desarrollo del pensamiento algoritmico.

El desarrollo del pensamiento funcional.

La racionalizacion del trabajo mental de los alumnos. Para ello se debe preparar
para trabajar de modo racional, planificado y orientado hacia el cumplimiento de
objetivos especificos.

Objetivos educativos.

Los objetivos educativos de la ensefianza de matemadtica se orientan hacia la
formacion de convicciones, actitudes y normas de conducta, asi como cualidades
morales, los mismos que se logran al incluir en la educacion:

El trabajo planificado, consciente y creador.

La exactitud, el cuidado, el esmero y la limpieza.

La perseverancia, la disciplina y el aprendizaje consciente.
La sinceridad, la critica y la autocritica.

El compafierismo, la complacencia y la conducta colectiva.

CONOCIMIENTOS EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Dominios numéricos.

Calculo con magnitudes y valores aproximados.
Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas. Optimizacion lineal.
Correspondencia, transformacion, funcion.

Geometria

Combinatoria, probabilidades.

METODOS PARA LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA.

Del profesor.

El profesor debe dominar los métodos para la familiarizacion con los programas de
matematica, conocidos como: corte vertical, corte horizontal y panoramica del contenido.
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Corte vertical. Se utiliza para obtener informacion respecto a las condiciones previas
que posen los estudiantes, sobre las premisas fundamentales que se deben crear en
una unidad, de modo de contribuir a la consecucién de los objetivos en las unidades
posteriores.

Corte horizontal. Se utiliza para obtener la informacién que proporcionan los

programas sobre la distribucion o dosificacion del contenido en una unidad o parte
de él.

La panordmica del contenido. Se utiliza para obtener informacién de los programas
sobre los contenidos fundamentales

Del contenido.

Debido al lugar que ocupa el método en la cadena logica de los componentes no personales
del proceso pedagogico (objetivo, contenido, métodos, medios, formas organizativas y
evaluacion), éstos deben cumplir las siguientes exigencias:

* Deben hacer un importante aporte al logro de los objetivos, no solo de la ensefianza de
la matematica sino de toda la ensefianza en general.

¢ Deben ser métodos que tengan en cuenta tanto las particularidades del contenido
matematico (imagenes ideales de la realidad), como los modos objetivos de asimilacion
de este contenido por parte de los estudiantes de forma que tengan capacidad para
determinar ese modo de proceder.

ASPECTO INTERNO Y EXTERNO DEL METODO.

EXTERNO. Es el modo visible de las relaciones entre maestro, alumno y los conocimientos
(forma de ensefiar), aqui se distinguiran tres formas:

Exposicion del profesor.

La fuerza activa esta en el profesor, la actividad del alumno es receptiva. En la ensefianza
de la matematica se la usa si:

1. Aparecen indicaciones sobre.....

2. Hay que presentar informaciones sobre.....

3. Se debe complementar una informacién matematica mediante una informacion
adicional.
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Las ventajas que su uso tiene son:

1. Se representa la materia completa en el aspecto del contenido (aclaracién).

P

forma de trabajos.(instruccion).

4. Es importante para mostrar numerosos procedimientos y formas de trabajo y

pensamiento de la matematica (ejemplificacion).

Contribuye al adiestramiento logico lingiiistico de los alumnos.
3. Permite dar indicaciones para resolver un ejercicio o para realizar determinada

Exposicion con caracter de
aclaracion.

Exposicion con caracter de
instruccion.

Exposicion con caracter de
ejemplificacion

Introduccidn de conceptos,
simbolos y formas de
escritura(frase conceptual.

Deduccion de teoremas y
reglas.

Fundamentacion de los
diferentes pasos de una
demostracion o
construccion.

Explicacion de leyes.

Aclaracion de vias de
solucion.

Planteamiento de
objetivos.

Planteamiento de
ejercicios.

Indicaciones sobre la forma
de trabajo.

Introduccion de
procedimientos de
construccion.

Introduccion de métodos
de demostracion.

Ejemplificacion de las
formas de representacién
de demostraciones.

Trabajo independiente.

Predomina el aprendizaje productivo en la solucion de ejercicios o en el trabajo con el

libro de texto.

Se lo usara en la ensefianza de la matematica:

e N

Las ventajas que su uso tiene son;
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Para el descubrimiento de determinadas leyes matematicas.
Para adquisicion de nuevos conocimientos sobre conceptos.
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Para la ejercitacion de procedimientos de solucion.
Para lograr la sistematizacion de contenidos.




—

. Desarrollo del pensamiento de los alumnos en cuanto al dominio de operaciones
logicas como: analizar, inducir, sintetizar, abstraer, generalizar procedimientos,
inducir y deducir.

2. El desarrollo de la habilidad de solucionar problemas.

3. Entrenamiento para el trabajo en silencio, con notas de clase, con el libro de textoy
con libros de consulta en la biblioteca.

4. El desarrollo de la independencia en la realizacién de tareas.

5. Desarrollo de la habilidad de exponer.

6. El adiestramiento en hacer valoraciones criticas en cuanto a la comprension y la
representacion de relaciones matematicas.

Trabajo individual Trabajo individual frontal Trabajo en equipos

Exposicion de los alumno. | Ejercicios para la realizacion | Solucion comentada de
de calculos, solucion de ejercicios.

Hacer calculos en la pizarra, :
ecuaciones, etc.

realizacion de
construcciones en la Solucidn de ejercicios de
pizarra. demostracion, realizacion
de descripcion de

Controles orales de los ;
construcciones.

resultados.

» Elaboraciéon de resimenes.
Solucidn de tareas.

Sistematizacion del saber
adquirido.

Elaboracion independiente
de nuevos conocimientos
con el libro de texto.

Empleo de hojas de trabajo
para la adquisicion de
nuevos conocimientos.

Controles escritos de los
resultados.

Elaboraciéon conjunta.

Adopta distintas formas de conversacion.

En la ensefianza de la matematica se lo usara:

1. Si se desea dar pasos cortos en la actividad mental de los alumnos.
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2. Si se quiere realizar controles orales en los alumnos para el aseguramiento del nivel

de partida.

3. Si se intenta dirigir el pensamiento de los alumnos para que encuentren o

descubran, por si mismos, determinados problemas matematicos.

Las ventajas de su uso son:

1. Desarrollar |las habilidades de: fundamentar, definir y explicar relaciones.
2. Incide en la capacidad de formular proposiciones, y encontrar un procedimiento.

Conversacion Socratica

Conversacion heuristica

Discusion

Ejercitaciones diarias de
todo tipo: cdlculo oral,
propiedades de objetos
geomeétricos, trabajo con
variables.

Elaboracion de nuevos
conocimientos sobre la
base del poder y del saber
ya adquiridos.

Busgueda comun de vias de
solucioén.

Analisis de problemas.

Trabajo en el problema.

Controles breves con
preguntas sobre formulas
de calculo

Ordenamiento de nuevos
conocimientos en sistemas
de conocimientos ya
existentes.

Discusion de posibilidades
de solucion

Valorizacion y evaluacion
de soluciones ofrecidas.

Preparacion de conceptos
conocidos, definiciones,
teoremas para el trabajo
siguiente.

Resumenes de
generalizaciones.

Descubrimiento del nacleo
matematico de una
situacion dada.

Solucion por paso de
ejercicios.

Interpretacion de
expresiones matemadticas.

Contraposicion con
problemas actuales

15




INTERNO. Es la expresion de procesos mas profundos, que se encuentran determinados
por la légica interna del proceso de ensefianza y que le imprimen al método una estructura
interna peculiar. Aqui consideraremos los siguientes métodos.

* Los métodos analiticos, sintéticos y analitico-sintéticos.
Siendo el analisis y la sintesis métodos de la investigacion cientifica, juegan un gran papel

en el proceso de la cognicion que tiene lugar en la matematica por lo tanto deben reflejarse
en su ensenanza.

* Los métodos genéticos, constructivos y axiomaticos.
Al aplicar el método genético se citan pintorescamente hechos histéricos que revelan
causas de la aparicion de las teorias matematicas; se trata de que los alumnos con ayuda
del profesor, descubran los teoremas y las reglas esenciales comprendiendo la estructura.
Al aplicar el método constructivo se introducen conceptos que se logran en forma
constructiva. El método axiomatico se basa en representar todo el sistema de los
conceptos y teoremas partiendo de leyes basicas que se consideran axiomas irrefutables.

e El método problémico.

Este consiste en que mediante el proceso de solucion por parte de los alumnos, del sistema
especialmente elaborado de problemas y ejercicios problémicos, éstos llegan a dominar la
experiencia creadora, a asunilar los conocimientos y modos de actividad creadora. A
continuacion se presentara un esquema del método problémico.

Surgimiento de la Analisis de la situacién 1 Intento de
situacion problémica y planteamiento del solucion del
problema. problema por un
16 procedimiento

conocido




Bisqueda del nuevo Realizacién del procedimientodo de
procedimiento de solucion hallada mediante:

solucion mediante i e
2 1. Fundamentacion de la hipotesisy
planteamientos de v

de su demostracion.

2. la conjetura (intuician).

suposiciones.

Hallazgo del nuevo
procedimiento de

solucion mediante — & |Comprobacion de la solucion

conjetura.

MEDIOS PARA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

Aparte de los medios elementales de la ensefianza de la matemadtica como son el pizarrén,
la tiza, el retroproyector, las laminas, las reglas, el compas, etc., consideraremos un grupo
de medios que los llamaremos medios auxiliares.

Para que los estudiantes puedan aprovechar al maximo los medios, deben saber cual es su
contenido, cudles son los valores que contienen y como trabajar con ellos. El profesor es el
ejemplo de su utilizacion, no solo en el momento de su ensefianza. El facilitador debe
realizar con los alumnos un entrenamiento para dominar las técnicas del uso, a través de
un trabajo sistematico. Asimismo debe propiciar la memorizacion de las formulas simples
que son de uso frecuente. Algunos de los medios que se consideran de importancia en la
ensefianza de la matematica son:
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Libro de texto. Donde se ofrece una representacion de los contenidos del curso. Con ayuda
de éste los alumnos pueden realizar tres grupos de actividades fundamentales: actividades
de busqueda de informacidon, de toma de informacion, y de elaboracion o transformacion
de la informacion.

Plantillas para la _construccion de figuras y para el trazado de graficos de funciones
elementales. La construccion del pgriafico de algunas  funciones
(cuadraticas,homograficas,etc.) exige mucho tiempo y a menudo el dibujo no es limpio y la
curva no adquiere su forma verdadera producto de los errores cometidos, el tiempo puede
ser ahorrado para emplearlo en la actividad mental y creativa de los alumnos, si éstos
disponen de un juego de plantillas que pueden ser confeccionados por ellos mismos.

Los formularios y las tablas de valores funcionales. Estos medios tienen un caracter
eminentemente racionalizador, con su ayuda se puede en breve tiempo, precisar férmulas,
conceptos, teoremas, graficos, valores para funciones potenciales, exponenciales,
logaritmicas, etc. que resulten necesarias para la solucion de un problema dado.

La calculadora. Es una herramienta que se puede introducir en el momento en que los
calculos requieran de procedimientos muy largos y que abarquen nidmeros racionales,
logaritmos, funciones trigonométricas, etc.

FORMAS ORGANIZATIVAS.

El proceso pedagogico para la ensefianza de la Matematica en el nivel medio de la educacién
en el Ecuador debe organizarse en forma horizontal, en afios, trimestres (cuatrimestres,
guimestres, etc.), meses, semanas, modulos y clase, y de manera vertical en asignaturas.
A éstas ultimas se les organiza de modo que permitan la funcion integradora del proceso.

Es en las clases en donde se manifiesta la relacion facilitador-estudiante, y es alli donde se
produce el desarrollo metodologico del proceso. mediante el cual los estudiantes deben
apropiarse del contenido logrando los objetivos.

Creemos que las clases de Matematica deben desarrollarse principalmente entre la practica
con un porcentaje de trabajo investigativo. En las clases debe tratarse de mantener la
expositiva, la practica y los talleres con un peso igual. No deberia, sin embargo, dejarse de

18



desarrollar clases donde se trate la autopreparacion y la consulta, de forma que se logren
los objetivos propuestos y fomente el autocontrol como un aporte para el desarrollo de la
personalidad.

Asi, la relacién Método-medio-forma es dinamica, determinando la eficiencia del sistema,
manifestandose de modo categoérico, como en ningun otro componente del sistema, la
relacion afectivo-cognitiva y de la actividad-comunicacion.

EVALUACION.

Se debe entender a la evaluacion como la integridad de sus funciones: pedagoégica,
innovadora y de control. Aunque en un instante pareceria que la funciéon que se encuentra
rectorando la evaluacion es la de control, si se aplica adecuadamente la estrategia evaluativa
sugerida por el Dr. Castro, obtendriamos una evaluacion que utilice la medicion, la
comprobacion, la retroalimentaciéon y sobre todo la autoevaluaciéon como actividades
frecuentes y sistematicas.

Para que la evaluacion cumpla con su funcién pedagogica se deberia estructurar
medolégicamente:

La motivacidn.
Para que los alumnos adquieran conciencia de la necesidad de aprender.

La orientacion hacia el objetivo.
La informacién anticipada a los alumnos del resultado de su actividad.

El aseguramiento del nivel de partida (diagnostico).

Lo que implica que se debe prestar atencion a las condiciones previas generales y la
disponibilidad de conocimientos y habilidades.

La fijacion.

En todas sus etapas: ejercitacion, repaso, sistematizacion y profundizacion del contenido.
Del control.

Dentro de las técnicas de control que sugerimos tenemos: la evaluacion frecuente a través
del método de elaboracion conjunta, trabajo en clase y extraclase, y las pruebas y
examenes. Para la estructuracion metodologica del control se debe tener en cuenta:
Caracteristicas de los ejercicios. Estos se los utiliza como un medio para el control, y
deben estar confeccionados segun el modelo de los que representan las exigencias
derivadas de los objetivos a lograr.

® Principios para la seleccion de ejercicios en una prueba o examen.
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1. Hay que lograr variedad en el planteamiento de los ejercicios

Debe tener al menos un ejercicio que provenga del curso anterior.

3. Por lo menos en un ejercicio los alumnos deben reconocer el nucleo
matematico de una situacion dada

4. Debe estar contenida las exigencias de una demostracion, de una
fundamentacion o de una sistematizacion (generalizacion).

5. En la fijacion del valor de las preguntas tiene que dar suficiente peso a los
conocimientos y habilidades principales.

6. Deben estar contenidos ejercicios que posibiliten también a los alumnos de
menos capacidad una elaboracion exitosa.

7. Deben estar contenidos ejercicios en los que los alumnos de mayor capacidad
puedan mostrar que dominan la materia amplia y profundamente.

g

* Valorizacion adecuada y justa de los ejercicios de control.
Esto se realiza sobre todo mediante el elogio, la critica, pero también mediante la

calificacion. Para que la evaluacién cumpla sus propésitos el alumno debe reconocer
por qué fue elogiado o criticado o el por qué de su calificacion. Ademas se necesita que
concientice del estado del desarrollo de sus habilidades para fundamentar, para
demostrar, para sistematizar.

* La elevacion de la efectividad de la evaluacion.
Para esto el profesor a de tener en cuenta:

1.

Realizar observaciones frecuentes y detalladas durante la clase sobre |a calidad de
las respuestas, los comentarios, la realizacion de tareas por los alumnos y al final de
la clase informar sobre el resultado.

Durante la evaluacion individual plantear ejercicios adecuados de acuerdo con la
capacidad de rendimiento de los alumnos, incorporandolos a tareas de observacion
de la precision, la forma racional de la representacion lingiistica y matematica.

El estado de desarrollo tanto de los conocimientos como de las habilidades
generales y especificas.

Que los alumnos deben reconocer la fuente de sus errores y que los reconozcan.
Anotar errores comunes y ejemplificarlos con caso analogos y como remediarlos.
Después de las pruebas y examenes resolver todos los ejercicios en la forma que
espera que los hayan resuelto los alumnos.

Mostrar las dificultades existentes y en qué forma pueden aumentar sus esfuerzos.
Velar no solo porgque los resultados sean correctos desde el punto de vista
matematico sino por la forma de trabajo limpia e inmejorable.

Indicar tareas individuales a los alumnos con indicaciones para actuar y ejercicios
del libro de texto.

Reflexionar sobre el resultado del rendimiento de sus alumnos de modo que
retroalimente y mejore sus métodos de trabajo.
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2. ESQUEMA DEL MODULO DE CAPACITACION

El presente trabajo contiene las orientaciones metodologicas para el octavo grado, que
constituyen un material de apoyo para los profesores. Se ha procurado que contengan, tanto
las ideas esenciales de la concepcion general de la matematica, cuanto las ideas de caracter
general que estan relacionadas con todas las unidades o con algunas de ellas.

Esta presentacion se la ha organizado por unidad y ésta a su vez por unidad tematica. Dentro
de cada unidad se ha clasificado de la siguiente manera la presentacion:

* Introduccion.- Donde se explican las caracteristicas generales de la unidad en relacion
con la nueva concepcion de la matematica que presenta la Reforma Curricular, poniendo
de manifiesto los cambios mas significativos en el contenido y en el tratamiento
metodologico.

* (Composicion de la Unidad.- Aqui se presenta inicialmente un esquema en el que se
evidencian las condiciones previas mas importantes para el fratamiento de la unidad, asi
como los aspectos fundamentales de ella.

¢ El hilo conductor.- Constituye un conjunto de ideas que rigen el desarrollo de la unidad,
y permiten determinar lo esencial y lo que esperamos lograr en los alumnos.

e Exigencias minimas.- Indican el nivel minimo que deberan alcanzar los alumnos, se las
representaran por ejercicios, que orientaran con claridad lo que se espera que los
estudiantes puedan hacer. Se debe indicar que no se pretende presentar ejercicios “tipo”,
sino ejercicios que ilustran el nivel que esperamos, sin mermar la posibilidad de trabajar
de modo de lograr mas con aquellos alumnos que tengan mas posibilidades de desarrollo.

¢ Unidades Tematicas.- Se clasificara cada una de éstas en los puntos esenciales que se
sugieren subdividir cada unidad tematica. A su vez dentro de cada uno de éstos se
propondra las metodologias a seguir, asi como se expondran ejemplos de qué tipo de
ejercicios presentar, y como resolverlos.

3. TRATAMIENTO METODOLOGICO GENERAL DEL CONTENIDO
DE LAASIGNATURA EN EL NOVENO ANO.

SOBRE LOS PROBLEMAS QUE CONDUCEN A LA RESOLUCION DE
ECUACIONES.

La resolucién de ejercicios con textos matematicos y de ejercicios con textos relacionados
con la practica o problemas, posibilitan el desarrollo del pensamiento de los alumnos y un
nivel superior en la asimilacion de la idea de la “dependencia funcional”. Mediante la
resolucion de estos ejercicios y problemas, se desarrollan en los alumnos habilidades y
habitos para la modelacion de objetos y fenomenos reales.
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En afios anteriores ya se inicid el trabajo con ejercicios y problemas que conducen a la
resolucion de ecuaciones y se realizé una etapa propedéutica que sirve de base al
tratamiento de los problemas que se haran en este grado.

Para realizar el trabajo sobre los problemas que conducen a la resolucion de ecuaciones, es
necesario, activar habilidades y habitos desarrollados por los alumnos, como por ejemplo
los siguientes:

® |eery analizar cuidadosamente el texto de los problemas.

e Separar las condiciones que se dan (datos numéricos, relaciones) y la pregunta (la
incognita, lo que queremos hallar).

e Realizar esquemas a partir del texto de los problemas que faciliten su comprensién.

e Reconocer las dependencias entre las magnitudes que figuran en el problema y traducir
estas dependencias al lenguaje matematico (hacer la traduccion del lenguaje comun al
algebraico).

En cada ejercicio con texto o problema se reflejan una o varias situaciones relacionadas
entre si, que pueden formalizarse mediante una relacion basica. Por ejemplo, mediante la
formula mxn = A se puede formalizar diferentes situaciones como las siguientes (relacion
entre la densidad, la masa y el volumen; entre la distancia recorrida por un movil con
MOVIMIENTO rectilineo uniforme, la velocidad y el tiempo; el costo total, el precio de un
articulo y el nimero de articulos que se compran; etcétera).

El reconocimiento de relaciones como éstas y su representacion mediante ecuaciones
constituye la parte fundamental en la elaboracion de modelos matematicos de los
problemas correspondientes.

En la metodologia de la ensefianza de la Matematica se acostumbra a dividir el proceso de
la resolucion de problemas en 4 etapas.

1. Analisis del texto del problema.

2. Busqueda de un procedimiento para dar solucion al problema y elaboraciéon del plan de
solucion.

3. Realizacion del plan de solucion.
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4. Analisis de la solucion hallada.

En el proceso real de resolucion de un problema no siempre aparecen delimitadas de forma
clara estas 4 etapas, esto depende de la medida en que le es conocido al hombre el
procedimiento para resolverlo. No obstante, estas 4 etapas que se destacan, sirven de base
orientadora en la que se apoya el profesor para dirigir las acciones de sus alumnos en el
proceso cuyo objetivo es desarrollar las habilidades de éstos en |a resolucion de problemas.

¢ Primera etapa

En esta etapa el profesor debe dirigir sus acciones a que los alumnos asimilen el problema, o
sea, que comprendan su senfido y lo conviertan en el objetivo de su actividad.

Los alumnos han de separar las condiciones del problema: los datos y las relaciones entre
ellos, asi como las exigencias que éste plantea.

El analisis de las condiciones del problema y las exigencias, da la posibilidad de determinar
la “relacion fundamental” que nos orienta en el proceso de blsqueda de su solucion y
definir si los datos son suficientes para dar respuesta a la pregunta del problema; asi como
también si hay datos innecesarios o contradictorios.

La utilizacion en esta etapa de tablas, esquemas y dibujos ayuda a ilustrar el contenido del
problema y la dependencia entre las magnitudes que entran en él.

e Sequnda etapa

Lo esencial de esta etapa es la blisqueda de una estrategia para resolver el problema. Se
precisa en ella si la incégnita con relacion a la cual se va a plantear una ecuacion es la
magnitud que se quiere hallar mediante la magnitud intermedia.

Esta etapa concluye con la obtencién de una ecuacién que modela la situacion planteada
en el problema.

Durante el andlisis del plan de solucidn con los alumnos, resulta atil escribir en forma de
tabla los distintos pasos del plan de solucién.
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En el caso que se considere necesario se pueden escribir los pasos de éste, ya que él
constituye en si un procedimiento para la resolucion del problema, que puede jugar el papel
de base de orientacion de la actividad de los alumnos.

e Tercera etapa

En esta etapa se realiza el plan de solucion, se comprueba el resultado obtenido y se da la
respuesta al problema.

e (Cuarta etapa

El analisis de la solucion del problema tiene como objetivo el precisar la idea fundamental
del plan de solucion empleado, sus momentos esenciales, la generalizacion del procedimiento
para resolver los problemas de un tipo determinado.

Se analizan también otras vias de solucion en busca de la solucion mas racional.

Analicemos el ejemplo siguiente:

Un terreno rectangular tiene 40 m mas de largo que de ancho. Si tuviese 20 m menos de
largo y 10 m mas de ancho, su area seria la misma. Calcula las dimensiones del terreno.

Analisis del texto del problema

Después de leer el texto del problema se puede realizar su analisis con ayuda de las siguientes
preguntas.

- ¢Qué magnitudes figuran en el problema?

- ¢Como estan relacionados entre si el largo, el ancho y el area de un rectangulo?

- ¢éCuantas situaciones diferentes se presentan en el problema?

- ¢Cuadles de las magnitudes que figuran en las condiciones que establece el problema y
en la pregunta son desconocidas?

- ¢Qué magnitudes son las que se desean hallar?

- ¢Queé datos se ofrecen sobre las cantidades de una misma magnitud en las situaciones
que presenta el problema?
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- ¢éQué datos se ofrecen que relacionen las cantidades de diferentes magnitudes?

En una etapa inicial del trabajo con este tipo de problemas, si el profesor lo considera
necesario puede apoyarse en una tabla donde se recoge el texto del problema.

Esta tabla se elabora con las respuestas a las preguntas anteriores.

- Las magnitudes que figuran en el problema son L, ay A.
- Estan relacionadas mediante la formula A= L.a

Esta es la relacion fundamental que permite orientarnos después en la bisqueda de la via
para dar solucion al problema.

- En el problema se reflejan dos situaciones. Una situacién referida a las dimensiones
reales del terreno y la otra a nuevas dimensiones cuando se hacen variar el largo y el
ancho.

- Las tres magnitudes son desconocidas.

- Sedesean hallar Ly a.

Magnitudes Situacion 1 Situacion 2
(dimensiones (nuevas
reales) dimensiones)
L
a
A
L
a

25



Los signos >, <, = en las tablas, reflejan las relaciones entre cantidades de una misma
magnitud y de magnitudes diferentes.

Busqueda de un procedimiento para dar solucion al problema y elaboracion
del plan.

Para precisar la estrategia a seguir para dar solucién al problema nos apoyamos en la relacion
fundamental: A = L.a, esta relacion da la posibilidad de plantear una ecuacion donde la
incognita puede ser una de las dimensiones que se desea hallar.

La tabla siguiente se puede elaborar apoyandonos en las anteriores.

Magnitudes Situacion 1 Situacion 2
L X x-20
a x—40 (x—40)+10=x-30
A x(x—40) (x — 20)(x — 30)

Obtenemos la ecuacion x(x—40)=(x—20)(x—30)

e Realizacion del plan de solucién

x(x—40)=(x—20)(x—30)

x* —40x =x" —50x + 600 <en20

50x —40x =600 m

10x = 600 man
x=60

L=60m; a=60m-40m =20 m.
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Es ahora necesario comprobar si los valores hallados satisfacen las condiciones del problema.

e Analisis de la soluciéon hallada

Los problemas como éste, sobre magnitudes que estan relacionadas mediante una formula
del tipo m.n = L, se pueden resolver siguiendo un proceso similar a éste.

UNIDAD 2

POTENCIACION DE LOS NUMEROS RACIONALES

INTRODUCCION

En la unidad anterior se ha introducido los mimeros racionales y se han estudiado sus cuatro
operaciones fundamentales. En la presente se introduciran las potencias con base racional y
exponente entero cualquiera, sus propiedades y la aplicacion de éstas al calculo con
potencias.

En la presente unidad se profundiza en el calculo con nimeros racionales, se infroduce el uso
de calculadoras para la determinacion de cuadrados, raices cuadradas, cubos y raices cubicas,
y se continua el calculo con numeros aproximados.

Estaunidad también se aprovecha para hacer la ampliacion del dominio numérico al conjunto
de los nimeros reales, cuando se enfrenta la imposibilidad de efectuar la extraccion de la raiz
cuadrada de ciertos nimeros enteros no negativos dentro del dominio de los nimeros
racionales.
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COMPOSICION DE LA UNIDAD

HILO CONDUCTOR

Lo esencial de la presente unidad es que los estudiantes desarrollen habilidades en el calculo
con potencias con base racional y exponente entero y en el calculo del cuadrado, cubo, raiz
cuadrada y raiz cubica de nameros utilizando calculadora.

EXIGENCIAS MINIMAS DE LA UNIDAD

Para desarrollar lo gy . se deben encaminar todos los
; Potencias de Exponetes
esfuerzos hacia lograr g

Enteros

Comprendan la ampliacje

del concepto de pote

sus p
0 con Calculo de cubos
rados | Calculo de raices cubicas los de sus

de exponente natural a potencia

desarrollen
H Calculo de cuadrados.

e ( Calculo deraices cuadradas

operaciones inversas: raiz cuadrada y raiz cubica.

e Desarrollen habilidades en el cdlculo de cuadrados, cubos, raices cuadradas y raices
clbicas de numeros racionales utilizando calculadoras y teniendo en cuenta las reglas
del cdlculo aproximado.

e Comprendan que existen puntos sobre la recta numérica a los cuales no se les puede
hacer corresponder ningin numero racional, conozcan la existencia de numeros
irracionales y del conjunto de los niumeros reales.
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Para el logro de las exigencias planteadas, se debe constatar que los estudiantes puedan
resolver ejercicios como los que proponemos.

Calcular
a. 6 x(-4)°
b. (-2)°x4+6
€. (7" +9x3™
d. (—4)3x2,_3><70
2 Calcular, aplicando las propiedades de las potencias:
a. x5
b. 3°)°
C. CDYHED
d. &’ xa? xa*
a’b’
e. —
a-b
f. (-3p)~
543
2m -
g- [ J
p
h. @3x107")°
i 2% x5?
- 10°

3 ¢éCudles de las siguientes proposiciones son falsas? Justifica tu respuesta.
a. 6 x6 =36

&
b. —=6"
6

EN |
& ==
6

d. 3%x3%)* =1

4 Determinar el cuadrado de:
a. —12
b. >

8

3,15

. 40,8

0,173

27,16

o a0

5 Determinar la raiz cuadrada de:
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1
25
21,07
. 0,22
e. 2830

o

o 0

6 Determinar el cubo de:
a -8

1
b. —
2
8,05
5,50

0,292
34,7

o Ao

7 Determinar la raiz ciitbica de:
a. 343
64

125
52,31
49
0,002
1,743

e R D

8 Sustituir las variables por los niimeros indicados y calcular:

a. 3xA4-B? (A=313; B=4.1)
b. 4/ M + N (M =4,97; N=3,93)

Determinar el area de un cuadrado de 2.17 m de lado.
Hallar la arista de un cubo de 154 cm de volumen.

INDICACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LAS UNIDADES TEMATICAS

En la presente unidad se pueden distinguir las siguiente unidades tematicas:
1. Potencias de exponente entero

2. Calculo de cuadrados y raices cuadradas. Uso de la calculadora.
3. Calculo de cubos y raices cubicas. Uso de la calculadora.
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1. POTENCIAS DE EXPONENTES ENTEROS

Se sugiere tratar esta unidad tematica en 9 horas, y distinguir en ella los siguientes puntos:
* Repaso del concepto de potencia.

e Propiedades de las potencias.

e Notacion cientifica..

1.1. Repaso del concepto de potencia

Para el tratamiento de este punto esencial se dispone de 1 hora. Se debe lograr que los
alumnos reactiven los conocimientos adquiridos sobre potencias y lo hagan extensivo al caso
donde la base es un numero racional cualquiera. Esto constituye la base de conocimientos
que deben tener los alumnos para trabajar con potencias de niimeros racionales con
exponentes enteros.

Este repaso debe ser en forma activa, mediante la resolucion de ejercicios por parte de los

alumnos. En él debe aclararse que @" = g xax---xa esuna operacion: la potenciacion.
nfictows a

Es mmportante que se realicen ejercicios sencillos como el siguiente, donde se aplica el
concepto de potencia.

Calcular:
a. 2!
b. (-3)°

« (&

Puede proponerse a los alumnos el siguiente ejercicio para reafirmar lo anterior.
Calcular:

a. (-3)°
b. 2*

1 3
C. —

4
Resolucion:

a. (-3 =(-3)x(-3)=9
b. 2*=2.2-2.2=16
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Observar que en cada caso se toma la base como factor tantas veces como indica el exponente

Es importante que los alumnos sepan determinar el signo de una potencia en dependencia del
signo de la base. Se puede para ello analizar el siguiente ejemplo

Calcular:
a. §°
b. -1¢
c. 2
Resolucion:
a. 5'=625
b. (<1)°=1

c. (-2)°=-32
Nota: cuando la base es negativa, debe siempre escribirse entre paréntesis para evitar
errores.

Por ejemplo: (=5)° #—5" pues (=5)° =(=5)(-5)=25y -5 =—(5-5)=-25.
Aunque ya los alumnos conocen el orden en que se realizan las operaciones, resulta
conveniente reactivar este aspecto mediante ejercicios sobre operaciones combmadas en las

que se incluya la potenciacion, tales como.

Calcular:

a. 2 -12 x (-2)

b. 5x (-3) +4
Debe quedar bien claro que en ejercicios como estos, primero se calculan las potencias,
después las multiplicaciones y/o divisiones (segiin el orden en que estén) y por altimo las

adiciones y/o sustracciones.
Recomendamos presentar los siguientes ejemplos:

Calcular: 4x(=3)" +14.
Resolucion
4x(=3)" +14=4x9+14

=36+ 14
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=350
Aqui se calcula primero la potencia, después la multiplicacién y por tltimo la adicién.

Realizar los siguientes ejercicios:

1. Indicar, sin calcular en cada caso, cuales de las signientes potencias son positivas y cuales
son negativas:

a. ¢ B =i25)’
b. (-4)’ h. (-01)°
C. (—3)8 i (_3}5
d. 02’ 2y
e. (-1° J (;}
g 3
y A it 1
(9] k (-3)
2. Calcular
a. 2-5 f 75+3.(9)°
b. 2-5° g. -6 +7-(-2)
C. —3-4°+8 1
122 h. 8-[—] +4
d. = 9n 2
3 i 8% _28.(-2)
e. 2°x(1s5) 1 (_2)—35

1.2. Propiedades de las potencias

Para el tratamiento de este punto se dispone de 7 horas. Lo fundamental es que los alumnos
comprendan la ampliacion del concepto de potencia incluyendo las de exponente entero
cualquiera, que aprendan las propiedades de las potencias v las apliquen al calculo con
potencias de exponentes entero.

Los alumnos conocen ya el concepto de potencia con exponente natural (diferente de cero) y
saben como calcular estas potencias. Es precisamente dentro de este punto que se hace la
ampliacién del concepto de potencia, al introducir los exponentes cero y entero negativo, asi
como su significado. Precisamente, esta ampliacién se hace de una forma natural apoyandose
en las propiedades de las potencias, en particular, estos exponentes surgen al tratar el cociente
de potencias de igual base.

Como via metodologica para el tratamiento de este punto, recomendamos tratar las
propiedades de las potencias en el siguiente orden:

e Producto de potencias de igual base
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¢ Potencia de una potencia
e (Cociente de potencias de igual base
e Exponente cero

. i 1

e Exponente negativo: a ™~ = — (aes; a0, keQ)
a

e Potencia de un producto

* DPotencia de un cociente

Puede seguirse la via que parte de enunciar la propiedad y después se ilustra mediante
ejemplos donde se manifieste la misma.

También puede utilizarse el proceso inverso, o sea, partir de ejemplos particulares para luego
llegar a la generalizacion

Primero se tratan el producto de potencias de igual base y la potencia de una potencia. En
ambos casos lo esencial es que los alumnos comprendan y fijen las propiedades antes

mencionadas.

Para la ejercitacion de estas propiedades recomendamos los siguientes ejercicios que pueden
ser elaborados por el profesor.

Calcular, aplicando las propiedades de las potencias, segin corresponda en cada caso.

a. 4°x4’ x*y’
b. m’ xm’ 4 Ty
4 2 4
;. (—32) f(_z;) r. (=b%)°xb™
. b xbT xb” - 5
2 x2
€. (~10)7 x(~10) ¥ =
f. @Y t. @m)?
g @) 31
h. (%)° & [;]
) 415
A [(_f‘r)a ] 4 V. (8x107Y)°
J. (@) -a = 3
k. 2°+2° w.( ~-J
1. 9%+9° -
m. x'% <y’ X. (-7a)”
n (-3)*==3* y. 10° %57 +9° i
Q. A1 =4" 2 51'_:_1?423><7x1 -
P- m* +m’ 10y°z
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A continuacion se trata el cociente de potencias de igual base. El tratamiento de esta
propiedad es importante, pues a partir de ella se hace la ampliacién del concepto de potencia
al surgir los exponentes cero y negativo.

T

Segun expresa la propiedad GT= a
a

L

", se deben considerar los casos m >n; m =n y m<n .

Primero se ilustra la propiedad para el caso m =n; donde se obtiene una potencia a™" con
m —n > 0, que esta dentro de la definicion de potencia, ya conocida por los alumnos.

El siguiente ejemplo resulta muy apropiado para motivar la ampliacion del concepto de
potencia, ya que en los incisos c) y d), al aplicar la propiedad, se obtienen el exponente cero
y un exponente negativo, extendiéndose asi la definicion de potencia para cualquier
exponente entero.

Calcular:

& 4
a. (Z)q c 6—4
(-2)° 6
3
3* 7
b. = d. 5

Resolucion:

(-2)
: SN
b. -3 =3"-2
3
Observar que en cada caso, al calcular el cociente, se mantiene la base v se restan los
exponentes
64
C. = 6" =6"=1  Pero por otra parte simplificando tenemos:
6
6-$
e
6
Entonces debe tenerse que: 6° =1.
.?3
d. —=7"=77=2  Pero por otra parte simplificando tenemos que

Entonces debe tenerse que 7 = —.

Sugerimos tratar a continuacion el siguiente ejemplo.
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c. 37
d
Resolucion:
a 8 =1
0
b. [_1— =1
3
C 3_3:_:L
3 27
d 2)*-= - - 1
-2)* 16

Ya una vez ampliado el concepto de potencia, puede pasar a tratarse la potencia de un
producto y la potencia de un cociente: (a-5)" =a" -b"; [%] = a—“ Proponemos tratar el
siguiente ejemplo para fijar estas dos propiedades.

Calcular:

a. (3m)

]

Resolucion:
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Queremos llamar la atenciéon que aunque no se tratan de una forma explicita como tales, el
producto y el cociente de potencias de igual exponente, el profesor puede informar que la
aplicacion en sentido inverso de las dos ultimas propiedades estudiadas, permite calcular un
producto (o cociente) de potencias de igual exponente.

Esto nltimo puede ilustrarse con algunos ejemplos, tales como:

a. 37-4°=(3-4"=12" =144

3
12> 12

De las 7 clases que se dedican a este punto, deben dejarse al menos 3 clases para una
ejercitacion variada, recomendamos el sistema de ejercicios siguiente, los ejercicios 1 al 3
(que constituyen bloques) y ademas los ejercicios 4 y 5, o también, si lo considera necesario,
el profesor puede crear otros ejercicios.

1. ;Cuales de las siguientes proposiciones son falsas? Justificar su respuesta.

2 i 5
a. 7°-7=49 g,zﬂxzzl
6 2
— 3 2
B =6 h. 4%x@?)?®=1
52= 10 q—E'I _14
c. @)= L £,
d (-6)°=o0 52
1y _ . 6% x6"
€. 4 )=-4 j. _fzd
f 6*x2°=12° 3

19

;Para qué valores de x se satisfacen las siguientes ecuaciones?

a 2° = (2:)3
b. 2*wpt=2?

& B8 AEEs
1
33
Creemos que en los primeros ejercicios es conveniente que los alumnos expresen oralmente

lo que hacen para asegurar que logren operar en el plano conceptual y no que repitan
formalmente operaciones que no llegan a comprender.

d. (3% =

Después de proceder en esta forma con unos cuantos ejercicios, se pasa a la automatizacion;
se debe lograr que los alumnos realicen los calculos sencillos en forma directa s escribir las
etapas intermedias, es decir, que calculen

1 3 10 T 3 T+ 10
X X=X yne X -xX =X =X .
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Al resolver un ejercicio de calculo con potencias, se debe expresar el resultado en la forma
mas simple posible, para lo cual tendremos en cuenta lo siguiente:

¢ Si el resultado es una potencia de exponente negativo, ésta debe transformarse de modo
que el exponente sea positivo.

¢ Si el resultado es una potencia cuya base y exponente son nimeros, debe calcularse esta
potencia.

Por ejemplo, si calculamos:

4. 3°:%3
llﬂxi

b' 2]‘ N
=X

el resultado en cada caso es (en su forma mas simple):

1 1
L e
a. 37.-3’=3 —3—4—5
10,3 .
b. 27 _:s:‘?'Jf "}
X X

Observacion: En la ejercitacion, deben evitarse ejercicios que conduzcan a resultados
numeéricos que sean potencias muy “‘grandes” en las que el calculo resulta engorroso (por

ejemplo 7°.

Es importante que una vez concluido este punto esencial, los alumnos hayan desarrollado
habilidades en el calculo con potencias de exponente entero y que hayan adquirido una solida
base de conocimientos que les hara falta posteriormente en otras unidades, tanto del aiio
actual como en los afios posteriores.

1.3. Notacion cientifica

Para el tratamiento de este punto se dispone de 1 hora. Se debe lograr que los alumnos
aprendan a escribir en notacion cientifica nimeros escritos en notacion decimal y viceversa,
y que comprendan ademas las ventajas de la notacion cientifica para representar niimeros
muy grandes o muy pequeiios.

Puesto que so6lo se dispone de una clase para desarrollar este contenido, no se profundizara
sobre las aplicaciones de lanotacion cientifica en otros campos, sino que el trabajo se limitara
a que los alumnos conozcan el procedimiento para representar niimeros en notacion
cientifica, asi como el procedimiento mverso.
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Como via metodologica para el tratamiento de este punto puede mformarse a los alumnos, a
manera de motivacion, que existe una forma abreviada para escribir cantidades muy grandes
o muy pequeiias, que se llama notacion cientifica, la cual es muy utilizada en diversas ramas
de la ciencia y la técnica; por ejemplo en la Fisica, en la Astronomia, etc.

Pueden citarse ejemplos que ilustren lo anterior, tales como:

- El diametro de un globulo rojo (0,00008 cm) se expresa en notacion cientifica como
§x10~ cm.

- La distancia de la Tierra al Sol (149 . 000. 000 km.) se expresa en notacion cientifica
como 1,49 x10°km.

A continuacion pueden mostrarse en dos columnas, donde aparezcan niimeros expresados en
notacion decimal y en notacion cientifica, insistiendo a los alumnos que un nimero esta
escrito en notacion cientifica cuando se expresa como el producto de un ntmero,
comprendido entre 1 y 10, por una potencia de 10.

Recomendamos presentar en notacioén cientifica los siguientes nimeros:
a. 234.000
b. 0,0000026

c. 0,001
Resolucion:
a. 234 UGP =234 x10°
5 lugares a

la izquierda

b. 0,0000026=2,6x10"°
—

6 lugares a
la derecha

c. 0,001=1x10"
—
3 lugaresala

derecha
A continuacion sugerimos realizar los siguientes ejercicios

Escribir en notacion cientifica:

a. 35400 e. 8000

b. 0,0005 f. 0,0035
c. 9300000 g. 534

d. 0,238 h. 0,000 008
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1. 287000 000 k. 456370
J- 0,009 1. 0,000785

2. Escribir en notacion decimal:

a. 3x10° g. 642x10’
b. 4x10~° h. 83x10~°
4 .

. 2,?3><1{L 1. 41x10°
d. 4’5’<qu j. 7x107
e. 35x10° k. 26x10°
f. 343x107* 1. 1x107°

Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

- Ejercicios para calcular potencias con exponente entero (como el ejercicio 1).

- Ejercicios sobre operaciones combinadas que incluyan la potenciaciéon con exponente
entero (como el ejercicio 2).

- Ejercicios de calculo donde se apliquen las propiedades de las potencias (como los
ejercicios 3 y 4).

- Ejercicios para escribir en notacion cientifica nimeros expresados en notacion decimal y
viceversa (como los ejercicios 5 y 6).

2. CALCULO DE CUADRADOS Y RAICES CUADRADAS. UTILIZACION DE
CALCULADORA.

Se sugiere tratar esta unidad tematica en 6 horas, v distinguir en ella los siguientes puntos
esenciales:

® Operacion de elevar al cuadrado. Calculo de cuadrados utilizando calculadora.
e Extraccion de raiz cuadrada. Calculo de raices cuadradas utilizando calculadora.
* Raices cuadradas no racionales. Numeros uracionales y nimeros reales.

2.1. Operacion de elevar al cuadrado. Calculo de cunadrades utilizando la calculadora
Para el tratamiento de este punto se dispone de 4 horas. Se debe lograr en él que los alumnos
desarrollen habilidades en el calculo de cuadrados de nmimeros racionales, ya sea por

procedimientos de calculo mental o utilizando la calculadora.

En este punto es importante que los alumnos reactiven sus conocimientos sobre redondeo y
sobre el concepto “cifras significativas”.
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Como via metodologica para el tratamiento de este punto esencial puede comenzarse por
recordar a los alumnos que la segunda potencia de un niimero se denomina cuadrado y la
operacion de calculo, elevacion al cuadrado.

A manera de motivacion puede proponerse un ejercicio como el siguiente:
- El cuadrado tiene 4.0 cm de lado. Determina su area.

Antes de presentar a los alumnos la calculadora para el calculo de cuadrados y su utilizacion,
puede proponerse que calculen los cuadrados de algunos nameros, por ejemplo: 7,6; 27; 4,32
u otros similares donde los calculos resulten engorrosos, e informar que en la practica se hace
necesario calcular con frecuencia cuadrados de nimeros dados y que resultaria util el empleo
de un medio auxiliar que lo constituye la calculadora.

Seguidamente, puede pasarse a explicar el uso de la calculadora, destacando que la mayoria
de los cuadrados que pueden leerse en la calculadora son valores aproximados.

Desde el punto de vistametodolégico, de acuerdo al grado de dificultad, recomendamos tratar
en este orden los casos siguientes:

1. Los cuadrados de nimeros comprendidos entre 1 y 10 que tengan a lo sumo tres cifras
significativas (en estos casos el cuadrado se obtiene directamente en la calculadora).

Por ejemplo: (3.86) "~ 14,90

[

Los cuadrados de numeros comprendidos entre 1 y 10 que tengan mas de tres cifras
significativas (en estos casos hay que redondear previamente el nimero dado a tres
cifras).

Por ejemplo: (8,367 )~ (8,37)° = 70.1 (en calculadora se obtiene que (8.37)° =
70,06 pero la respuesta se da en este caso con tres cifras).

3. Los cuadrados de nimeros mayores que 10 o comprendidos entre 0 y 1 (en algunos casos
es conveniente usar la notacion cientifica). Por ejemplo: (0,124) =1,54x107".

Antes de tratar el caso 2, pueden proponerse algunos ejercicios de redondeo a manera de
repaso o reactivacion, como por ejemplo:

Redondear a las centésimas:

a. 3462
b. 8,246
G 9135

Redondear a las décimas:

a. 18,74
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b. 23,25
c. 7748

Para la ejercitacion sugerimos los ejercicios que aparecen en el texto de ejercicios que pueden
ser enriquecidos por el profesor.

2.2. Extraccion de la raiz caadrada. Calculo de raices cuadradas utilizando 1a
calculadora.

Para el tratamiento de este punto se dispone de 4 horas. Lo fundamental a lograr en este punto
es que los alumnos desarrollen habilidades en el calculo de raices cuadradas de numeros
racionales no negativos, ya sea por procedimientos de calculo mental o utilizando la
calculadora.

Es necesario hacer notar que dado un nimero positivo @ existen dos nimeros x, uno positivo
- > ' = _ " 2 2
y otro negativo, tales que x" =a. Asi,sia=4,x=20x=-2pues2 =4 y(-2) =4.

Para el tratamiento metodologico de este punto se puede proponer a los alumnos un ejercicio
como el siguiente:

Determinar los nimeros que elevados al cuadrado son iguales a:

a. 16
b. 0,81
1
c. —.
4
Resolucion:

a. 4 y—4 porque 4°=16 y (-4)° =16.
b. 0,9 y —0,9 porque (09)° =081 y (-09)" =0.81.

S — 1y 2 Iy %
3° g PR TR YU A

El nimero positivo x tal que x° = a se llama la raiz cuadrada de ay se lo nota +Ja :

J4=2,16=4,.J0,09=03.

La raiz cuadrada de un nimero racional no negativo a es el numero positivo cuyo
cuadrado es a.
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En los alumnos debe quedar claro que ningtiin nimero racional negativo tiene raiz cuadrada,
pues todo nimero elevado al cuadrado es positivo.

Debe aclararse que en la igualdad +/4 =2: 4 se denomina cantidad subradical o radicando y
2 es laraiz cuadrada de 4.

Se debe destacar que un nimero positivo @ no tiene dos raices sino que existen dos nimeros
Ja y —+Ja cuyos cuadrados son iguales aa. /4 no es £2 sino 2.

Es importante el calculo de raices cuadradas de potencias de 10; este contenido puede tratarse
teniendo en cuenta los casos siguientes:

1. Siel exponente es par, laraiz cuadrada es una potencia de 10.
2. Siel exponente es impar, la raiz cuadrada no es una potencia de 10.

EJEMPLOS

Calcular, en cada caso, la raiz cuadrada de los siguientes nimeros

a. 4
b. 100
c. 225
1
d =
9
e. 1000
f. 10000
Resolucion:

a. +J4=2 porque 2° =4
b. -A100=10 porque 10° =100
€. +225=15 porque 15" =225
1 1 1)y 1
d ,—=— porque |=| ==
9 3 FRER 3 9
€. 41000 No existe ningin namero natural, ni una fraccién evidente cuyo cuadrado
sea 1000

f. +10000=100 porque 100°=10.000

Es recomendable que en los ejercicios que lo requieran se haga un estimado o calculo
aproximado antes de resolverlo para tener una idea del rango en que estara el resultado.
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Antes de presentar el uso de la calculadora para el calculo de raices cuadradas, se deben
proponer algunos ejercicios de calculo como los siguientes:

a. -f36

=
%“
o

g
=
[}
[

=
ﬁ
v | ta

2
-

(3]
Lh

o

—
oo
=2
(=1

En los mncisos a). al ). se puede determinar sin mucha dificultad la raiz cuadrada; sin embargo
en el inciso f) v en la mayoria de los casos se presentan radicandos que no son cuadrados
perfectos, en estos casos se puede utilizar la calculadora para determinar un valor aproximado
de la raiz cuadrada de estos niimeros, ya que como planteamos anteriormente, la extraccion
de la raiz cuadrada es la operacion inversa de la elevacion al cuadrado.

Es necesario destacar que si el radicando es un numero aproximado, la raiz cuadrada se
acostumbra a dar con la misma cantidad de cifras que tenga el radicando.

EJEMPLO
413,28 =1,81. En la calculadora se obtiene ./3,28 =1,811077.

Para la ejercitacion sugerimos frabajar con los ejercicios correspondientes del texto u otros
creados por el profesor.

2. 3 Raices cuadradas no racionales. Niiineros irracionales y nimeros reales.

Para el tratamiento de este contenido se dispone de 1 hora. Lo fundamental en el tratamiento
de este contenido es que el alumno conozca que existen niimeros no racionales, denomimados
uracionales, y que para operar con ellos se usan aproximaciones decimales correspondientes
a numeros racionales. Deben saber ademas que el conjunto numérico unién de los racionales
e uracionales se denomina conjunto de los nimeros reales y que a cada namero real le
corresponde un punto en la recta numeérica y viceversa.

Para el tratamiento metodologico se puede partir de que existen nimeros racionales no
negativos cuyaraiz cuadrada no es un niimero racional, es decir, no es una expresion decimal
finita ni1 mfinita periddica v que los valores encontrados en la calculadora solo son

aproximaciones racionales de estas raices (ilustrar esto con -/2 por ejemplo), por lo que se
hace necesario ampliar el dominio de los nimeros racionales de modo que el nuevo dominio
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incluya las expresiones decimales infinitas no periédicas. A continunacion se definen los
numeros irracionales y se introduce el conjunto de los nimeros reales.

Dado el cuadrado formado por cuatro triangulos isosceles rectangulos, cuyos catetos tienen
longitud 1

_1><1_

Al A R 0,5~
x| A4 A A=A + A, + A+ A,
As A ='0,5u{:’+1(],5u2 +0,:'mj+10,5u3
A; = 2u’

Debe cumplirse entonces que x~ =2, lo que sugiere que existe un nimero positivo cuyo

cuadrado es 2. A este nimero lo notaremos +/2 . Es necesario explicar a los alumnos —aunque
por ahora no es posible demostrarlo- que este nimero no es ninguno de los numeros
racionales y que existen muchos otros niimeros que no son racionales. A estos niimeros los
llamaremos mstsmeros irracionales.

En el ejemplo se concluye que el lado de dicho cuadrado tiene longitud /2, luego existen
segmentos cuya longitud viene dado por un niimero iiracional y a continuacion se transpoita
esta longitud sobre la recta numérica, quedando determinado en ésta un punto que
corresponde a un nimero nrracional. Por altimo se mforma acerca de la correspondencia
biunivoca de los nimeros reales con los puntos de la recta numeérica.

AN,

0 i 2

Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

]
lad

Ejercicios de calculo de cuadrados.

Ejercicios de determinacion de cuadrados mediante la calculadora.
Ejercicios de calculo de raices cuadradas:

Ejercicios de aplicacion del calculo de cuadrados y raices cuadradas:

3. CALCULO DE CUBOS Y RAICES CUBICAS. UTILIZACION DE
CALCULADORA.

Se sugiere tratar esta unidad tematica en 3 horas, y distinguir en ella los siguientes puntos
esenciales:
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® Operacion de elevar al cubo. Calculo de cubos utilizando la calculadora.
o Extraccion de la raiz cibica. Calculo de raices eubicas utilizando la calculadora.

3.1. Operacion de elevar al cubo. Calculo de cubos utilizando la calculadora.

Para el tratamiento de este punto se dispone de 1 hora. Se debe lograr que los alumnos sean
capaces de calcular el cubo de un nimero racional, ya sea por procedimientos de calculo
mental o mediante el empleo de la calculadora. Debido a que los alumnos ya han calculado
cubos y conocen esta operacion, sélo se dedicara una clase a este contenido.

El desairollo de habilidades en el calculo de cubos se continuara al trabajar la unidad de
potenciacién en noveno aio.

En los primeros minutos de la clase, el profesor puede, de forma resumida, recordar en qué

consiste la operacion de elevar al cubo. La motivacion puede hacerse con ejercicios como los
siguientes:

1. Un cubo tiene 3,0 cm de arista. Determinar su volumen.

2. Calcular:

RO o
[}

Al analizar el ejercicio 1 se debe hacer notar la relacion entre la operacién realizada para
calcular el volumen y el cubo del nlimero y concluir que la tercera potencia de un nimero se
llama cubo del niimero. debido a esta relacion.

Acto seguido, se destaca la expresion “elevacion al cubo”, con la que se denomina la
operacion que permite mostrar la idea de los cubos perfectos™.

Para que los alumnos comprendan que el cubo de un niimero es Gnico, puede partirse de un
analisis de los casos presentados hasta aqui o, si se prefiere, orientar el calculo de cubos de

modo semejante al ejemplo siguiente.

Calcular los cubos siguientes:

a. 3°
. [=2F
c. (0,5)
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Resolucion:

a. 3’ =3x3x3=27

b. (2) =(-2)x(-2)x(-2)=-8
c. (0,5°=05x0,5%x05=0]125

De este ejemplo debe concluirse también acerca del signo del cube de un nimero racional,
el cual depende del signo del niimero.

En cuanto al uso de la calculadora para el calculo de cubos, dado que el procedimiento es
similar al empleado para calcular cuadrados, basta recordar este ultimo mediante algunos
ejercicios y después presentar un primer ejemplo para calcular cubos.

Al escoger los casos a tratar en la clase deben tenerse en cuenta las siguientes posibilidades:

- Numeros mayores que 1 v menores que 10 (el cubo se obtiene directamente en la

calculadora).

- Numeros mayores que 10 o comprendidos entre 0 y 1 (en estos dos casos es conveniente
emplear la notacion cientifica).

- Numeros con mas de tres cifras significativas (deben utilizarse el redondeo y las reglas
para el calculo aproximado).

Recomendamos los ejemplos siguientes:

1. Calcular los cubos de los niimeros siguientes:

a. 7 1
Y g h. 5
c. 10 i 1
d. 30 4
¢ 1 j. 20
f 04 k. -8
g9 1 2
5

2. Copiar la siguiente tabla y completarla.

X 1 — 0.5 40 -9 -3

W | 2

3. Calcular, utilizando la calculadora los cubos de los nimeros siguientes:

a. 345 b. 6,04
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B s g

=

Hag o B

9.2y
1,6
T2
4,79
8,234
14,2
20,3
65,70

. 231

1841

. 38,04

50,9
0,15
0,73
0,025
0,643
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4. Calcular el volumen de un cubo, cuya arista o tiene la longitud que se indica en cada

caso.
a. a=2.1cm
b. a=3,8cm
c. a=040m
d. a=19,6 mm
e. a=06,24m
f a=035cm

3.2. Extraccion de la raiz cubica. Calculo de raices cubicas utilizando la
calculadora

Para el tratamiento de este punto se dispone de 2 horas. Lo fundamental es que los
alumnos sean capaces de calcular la raiz cubica de un nimero racional, mediante el
calculo mental o con el uso de la calculadora

Como introduccion al tema se puede proponer algunos ejercicios como los siguientes:

1. Determina el volumen de un cubo de 2.0 cm de arista.
2. Calcula la longitud de la arista de un cubo de 27 dm’ de volumen.

Debe destacarse, al analizar el ejercicio 2, que se trata de hallar un nimero que “elevado
al cubo” permite obtener un resultado conocido. Dicho niimero es la “raiz cibica” de este

resultado. En el caso propuesto, 3 es laraiz ciibica de 27.

Finalmente, se debe destacar que la operacion mediante la cual se determina la raiz
cuibica, se llama “extraccion de la raiz ctibica”.

Luego pueden mostrarse ejemplos similares al siguiente:
EJEMPLO

Determinar la raiz ctibica de los siguientes niimeros

a. 8
b, =327
Resolucion:

a. Laraiz citbica de 8 es 2, porque 2° =8
b. Laraiz ciibica de — 27 es — 3, porque (-3)° = -27

Debe comentarse el hecho de que cada nimero racional tiene una sola raiz ciibicay que

; : et . 3
dado un nimero g, existe un tnico numero x tal que x° =a. Debe tenerse en cuenta el
analisis del signo: el siguiente ejemplo o ejercicios similares a él son adecuados para el
tratamiento de este aspecto.

EJEMPLO
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Calcular:

a. 3125
b 33
1
C. 3|]—
7
Resolucion:

a. i125=5 porque 5’ =125
b. 3/~8=-2 porque (-2)°=-8

C 31—1 porque 13—1
C Y27 3 3 27

Al igual que en el caso de las raices cuadradas, existen raices ciibicas que no son

. i . 1 ] . :
nimeros racionales. Por ejemplo: 3/2, 35 v 3= son nameros irracionales.
2

La existencia de raices cubicas no racionales se comentara de manera muy sencilla, dado
que ya el alumno conoce lo que sucede con las raices cuadradas.

El empleo de la calculadora para el calculo de las raices cubicas puede realizarse de modo
analogo al caso de las raices cuadradas. Debe tenerse en cuenta cada uno de los casos
posibles, tal vy como se hizo entonces. Aqui también hay que tener presente las reglas del
calculo aproximado al dar la respuesta en los casos que lo requieran.

Para la fijacion pueden emplearse los ejemplos siguientes:
EJEMPLOS

1. Calcular utilizando la calculadora:
a 3
b. 3/8412

Resolucion:
a. /72 = 4.16016758 = 4.16

b. 3/8412 =9,4398786 ~ 9,44

2. Calcular utilizando la calculadora:
a. /90664

b. 3/035.
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Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

¢ Ejercicios de calculo de cubos.
¢ Ejercicios de determinacion de la raiz cibica mediante la calculadora.
* Ejercicios de aplicacion del calculo de cubos y raices cibicas.

UNIDAD 2
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TRABAJO CON VARIABLES

INTRODUCCION

Esta unidad ha sido concebida como una continuacion del trabajo con variables estudiado
en el octavo afio, donde se inicid el tratamiento sistematico del tecnicismo algebraico.

En este afo se retoman como base los procedimientos algebraicos aprendidos en el
curso anterior y se estudian las cuatro operaciones bdsicas con polinomios, para luego
aplicar los procedimientos estudiados a la resolucion de ecuaciones y al despeje en
formulas, y se hace hincapié en la resolucion de problemas que conducen al planteo de
una ecuacion.

Los conceptos: “término”, “expresion algebraica” y “polinomio”, constituyen la base
tedrica sobre la cual se construye esta unidad.

Se comienza retomando el concepto expresion algebraica y se hace énfasis en el
procedimiento de cdlculo del valor numérico de expresiones algebraicas (este
procedimiento se mantiene a lo largo de toda la unidad). En esta primera parte se
incluyen también los conceptos “grado de un monomio” y “grado de un polinomio”; a
continuacion se repasan las operaciones con términos estudiadas en octavo grado, que
sirven de base para las que se introducen en la presente unidad de noveno grado.

De los procedimientos nuevos lo primero que se trata es la suma y la resta de
polinomios, conjuntamente con lo cual se estudian las reglas para la eliminaciéon e
introduccién de paréntesis que estén precedidos por los signos “+” o “-" vy esto se

extiende a la simplificacion de expresiones que contengan paréntesis superpuestos.

Luego se tratan (en este orden) la multiplicacién y la divisién de polinomios.

El algoritmo para la multiplicacion se introduce tomando como base la propiedad
distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma y la multiplicaciéon de un
monomio por un polinomio.

Con respecto al algoritmo para la divisidn, aparece enunciado y ejemplificado en el texto
de una forma asequible y los ejercicios correspondientes se restringen al caso en que el
divisor es un binomio.
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También se presta particular atencién en el texto a la resolucién de ejercicios donde
aparezcan de forma combinadas las cuatro operaciones bdsicas con términos vy
polinomios, es decir, donde se integren los procedimientos algebraicos estudiados.

Andlogamente a como se hizo en octavo afio, a continuacion se trata la resolucion de
ecuaciones en las que hay que aplicar los procedimientos estudiados en la unidad, lo
cual adquiere un mayor peso en este afio con relacion al afio anterior. Ademads se trabaja
el despeje en formulas, lo cual es un aspecto importante no solo dentro de la
matematica, sino que también este contenido sirve de articulacién con otras asignaturas
como la fisica.

En esta unidad adquiere un gran peso el tratamiento de problemas que conducen al
planteo de ecuaciones lineales (o de ecuaciones que se pueden transformar en
ecuaciones lineales).

En el trabajo con los problemas, resulta fundamental que los alumnos se percaten de la
importancia de los conocimientos matematicos para modelar situaciones concretas, ya
sean intramatematicas o aquellas relacionadas con otros campos del saber y con la vida
practica, y que desarrollen habilidades en su aplicacion.

Los ejercicios que aparecen en el cuaderno de trabajo, contribuyen a consolidar y
sistematizar los conocimientos adquiridos a lo largo de toda la unidad.

En resumen, podemos plantear que la unidad “Trabajo con variables” constituye la base
para las restantes unidades que se desarrollaran en este mismo grado y prepara las
condiciones para su continuacion en grados posteriores.

Entendemos que el conocer las reglas basicas y dominar los procedimientos
fundamentales para operar con variables, es decir, dominar el tecnicismo algebraico,
contribuye en gran medida a la formacion y al desarrollo de habilidades y capacidades
en los alumnos.

ESTRUCTURA DE LA UNIDAD

Operaciones con términos
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Operaciones con
polinomios

|

Resolucidn de ecuaciones.

Despejo de formulas.

:

Resolucion de problemas

HILO CONDUCTOR

Lo fundamental en esta unidad es que los alumnos desarrollen habilidades en las
operaciones de suma, resta, multiplicacion y division de polinomios y puedan aplicar
estas habilidades a la resolucion de ecuaciones y de problemas.

EXIGENCIAS MiNIMAS DE LA UNIDAD

Para desarrollar lo que hemos definido como esencial, se deben encaminar todos los
esfuerzos hacia lograr que los estudiantes:

* Desarrollen habilidades en el calculo del valor numérico de expresiones algebraicas
y sepan determinar para qué valores estd definida una expresion algebraica.
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* Dominen y desarrollen habilidades en la suma y resta de polinomios.

¢ Dominen los algoritmos para la multiplicacion y la divisién de polinomios (el divisor
debe ser un binomio) y desarrollen habilidades en el calculo de estas operaciones.

¢ Desarrollen habilidades en la eliminacion de paréntesis superpuestos y en la
simplificacion de expresiones donde aparezcan operaciones combinadas con
términos y polinomios.

* Sean capaces de aplicar los procedimientos algebraicos estudiados a la resolucién
de ecuaciones y al despeje en formulas.

¢ Puedan resolver problemas matematicos y de la vida practica que conduzcan al
planteo y resolucion de una ecuacion.

Para el logro de las exigencias planteadas anteriormente, el nivel minimo que deben
alcanzar todos los alumnos se caracteriza mediante ejercicios como los que aparecen a
continuacion:

1 Dadas las expresiones algebraicas siguientes:
0.5a" —b 8x” + xy

(1) ——— (@)

a+4 2y

a. Determinar, en cada caso, para qué numeros reales esta definida la expresion.
b. Calcular su valor numérico para los valores que se indican:a =-6; b=10;
x=2: p==3,

2 Sumar los polinomios siguientes:
a. 2a—5b;, —a+4b
b. 5x3_1' + 335_1?3; D ch3 —3x3_];-
C. —m +2m-3;, 2m —Tm+14

3 Restar:

a. cd+d’ de 4cd -7d°
b. —p+3g de 2p-8g

€. x’+6x°y—3xy" de 2x°—2x°y

4 Efectuar:
a. 3b7 +bc’ + (77 — 4bc”)
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b. sm—-n"—@m+3-4n")
€. (7a’+2ab)+ (-4a” +ab—-11)- (4ab-2a’).

Calcular

a. Bx—4)(x+2)

b. (4a’ +b)(@a® -3b)

C. @m-5)(m’>+4m-1)

d. o eze=18)ak=3)
e. B3¢ -11c+10)+(3c-5)
f. @m®+3m>-6)=(m+2)

Simplificar

7a° —[-3ab- (2a’ —ab) + 4]

3p%q - Bpa+1-2p%q - (pg-3) + pql}
5 bxy +3x(x-5y)—-x J

5a” +3[2¢” - 3p + ¢)(p - 49)]

e p o P

Calcular y simplificar

a. m+n)(m-3n)—(m’-5n%)
b. (8b° -10b+3)+(2b—1)+ (-3b +4)
3x(4x—3)— (4x" —3x+5)
2x-1
Probar que las siguientes igualdades se cumplen:

a. 7a —[2ab+ (6a” —3ab)]=a" +ab
b. 3x" —[-5x-3@2-x")+5]-5x=1
3m® —13mn—-10n"

—3(m+n)=-n
m—>5n

Sean: A=3¢c +2d°: B=2c—d; C=c+4d; D=8¢" +7cd

a. Calcular 2A + Bc

: - 1
b. Hallar el valor numérico de la expresion D para ¢ = i y d=-2.
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10 Resolver las ecuaciones siguientes:
a 4x—(x-3)=13—-2x

a+(a+2)=4(5-a)

7(1,4x — 2)—8—3x — (4.8x +6)

Rx+3)(x-4)=2x" +x

X(x—6)+1=(x+5)(x—-3)

LS

11 Despejar, en cada caso, la variable que se indica en las formulas siguientes:

dd,
- A= 12- «,)

b. s=s5+vt (1)
cC. A=zr(g+71) (g

1. Se tienen dos numeros de los cuales uno es menor en 3 unidades que el otro. Si se
multiplica el mayor por 5 y se sustrae 30 de dicho producto, se obtiene el duplo del
numero menor. é Cudles son los niUmeros?

2. Elperimetrode un tridngulo isosceles es de 34 cm. El lado base es 8,0 cm menor que
uno de los otros lados. ¢ Cuanto mide cada lado?

3. Un rectangulo tiene 5,0 cm mads de largo que de ancho. Si el largo se disminuye en
4,0 cm y el ancho se aumenta en 3,0 cm, el drea resulta la misma. éCudles son las
dimensiones del rectangulo?

4. Juany Antonio acumularon entre ambos durante el mes de abril un total de 73 horas
de trabajo voluntario. Si Antonio realizé 5 horas mas que Juan. éCudntas horas de
trabajo voluntario realizé cada uno?

5. La edad de un padre es el triplo de |a de su hijo y dentro de 10 afios sera el doble.
¢ Cuales son sus edades actuales?

6. Dos moviles A y B parten simultaneamente de un mismo punto en linea recta y en
sentidos opuestos. El mévil A marcha a una velocidad mayor en 13 km/h que el
movil B. ¢éA qué velocidad marcha cada movil si a las 3,0 horas los separa una
distancia de 381 km?

Queremos aclarar que los ejercicios anteriores no constituyen “ejercicios tipo” sino que
es una forma de ilustrar la caracterizacion hecha anteriormente con respecto a las
exigencias minimas de la unidad.
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INDICACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LAS UNIDADES TEMATICAS

En esta unidad podemos distinguir las siguientes unidades tematicas:

1. Repasoy profundizacion sobre operaciones con términos.
2. Operaciones con polinomios.
3. Resolucion de ecuaciones. Problemas.

1. REPASO Y PROFUNDIZACION SOBRE OPERACIONES CON TERMINOS

Esta unidad temadtica, como su nombre indica, constituye un repaso y una
profundizacion de los procedimientos algebraicos estudiados en el octavo grado, los
cuales constituyen la base para los contenidos correspondientes a la nueva materia que
se tratara en noveno grado.

Para esta unidad tematica se dispone de 6 horas — clase y se pueden distinguir en ella los
siguientes puntos esenciales:

e Expresiones algebraicas. Valor numérico. Grado de un monomio y de un polinomio.
* Operaciones con términos y polinomios.

1.1 Expresiones algebraicas. Valor numérico. Grado de un monomio y de un
polinomio.

Para el tratamiento de este punto se dispone de 2 horas. Se debe lograr que los alumnos
sean capaces de calcular con seguridad el valor numérico de una expresion algebraica y
sepan determinar para qué valores estd o no definida una expresion, ademas deben
saber determinar el grado de un monomio y de un polinomio.

Como via metodolégica para el tratamiento de este punto, el profesor puede comenzar
recordando a los alumnos, mediante ejemplos, los conceptos “término”, “polinomio” y
“expresion algebraica”, asi como el cdlculo del valor numérico de términos y extender
esto al calculo del valor numérico de expresiones algebraicas, donde hay que tener
presente el orden en que se realizan las operaciones. Para ello puede presentarse el
siguiente ejemplo o proponer otro ejemplo similar y aprovechar el mismo para tratar lo

referente a los valores para los cuales estd definida una expresion algebraica.

EJEMPLO
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Halle el valor numérico de la expresion algebraica

*b—5
M—Cpara:a=-2;b=1f4;c=0,6.
a+1
Resolucion:
- 1
ajb—SC_(_z) xz—Sxo,G( _ _ .
= sustituyendo las variables por los valores indicados)
a+1 —2+1
1
4x—=3 5
-1 -1

En el caso anterior, la expresion algebraica dada carece de valor numérico para ¢ = -1
debido a que al sustituir la variable por este valor, el denominador se anula y la divisién
por cero no esta definida.

En esta expresion algebraica, las variables pueden ser sustituidas por niimeros reales
cualesquiera excepto el caso @ = -1. También podemos decir que la expresion esta
definida paratodoa, b, c € V cona = -1.

Debe quedar bien claro para los alumnos que una expresion algebraica esta definida
para aquellos valores para los cuales al sustituir la variable por esos valores, es posible
calcular el valor numeérico de dicha expresidn.

En particular, este andlisis debe centrarse en las expresiones algebraicas fraccionarias,
es decir, las que contengan denominadores con variables (es conocido por los alumnos
que la division por cero no esta definida). El profesor puede presentar a los alumnos el
siguiente ejemplo:

EJEMPLO

1. Determine para qué mnnmeros reales estan definidas las expresiones algebraicas
siguientes:
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2—-3x

d.
6+ v
Resolucion:

a. La expresion 3x + 2 esta definida para todo x € V, ya que la variable puede ser
sustituida por cualquier niimero real y siempre sera posible calcular el valor
numeérico de esta expresion.

b. La expresion : esta defnida para m € V, con m =3 debido a que el

—m
denominador se anula para m = 3 y no es posible calcular el valor numérico en
este caso.
2z B :
C. Laexpresion a +— esta definidaparaa, b € V,cona # 0.
a
- —3x ; :
d. La expresion esta definida parax, y € V,con y # - 6.

6+ ¥

Para la ejercitacion de estos aspectos recomendamos los siguientes ejercicios u otros
similares creados por el profesor.

1. Calcule el valor numeérico (en caso de que exista) de las expresiones algebraicas
siguientes, para los valores de las variables que se indican en cada caso.

a.

b.

|
—.1:'1_].-" para x=2;y=-4

5x°+ 3x para x = -4

2 2
3a°hb +2a para a=-05;b= -
(p-g)x2r para p=-l;9=3;r=-5

-8(a’+ a) para a= =

(a+b)xc-d para a=1:;56=02;c=3;d=4,2

2m -
—+p para m=-5,n=5,p=-3
n

3a® - 0,4b
ol pwraa=-2;b=5;¢c=4
c
(4x*+y) parax=1,5; y=6
b’ +3d 2
sl parab=-3;c=—; d=-0,5
b-2 3
5x°
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; 1
L &3’ paraa=—3 y=45=-2

m. 4a°b% - 3a b paraa=3:b=6

N. 2x+Jx’+2b parax=3; b=-]

@—dzma’ +2b° parab=4;c=-2;d=1

c

2. ;Para qué nimeros reales estan definidas las expresiones algebraicas siguientes?:
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| -
]
S|

da. €.
X a—b
b. a—>5 f 7
c x T+
& g f8-p
b-2
d.
b+35

3. Determine si es posible calcular el valor numérico de las expresiones algebraicas
siguientes para los valores de las variables que se indican:

a. x+3parax=-3

b. paraa=5;b=-1
a—3
2—-m
€. param =12
m—1
2
d parax=7;y=-7
X+y
b
e. —+ parab=2;¢c=0
6 g2
20—
i -4 para p=g
P+gq
2m+n 1
£. para m=3:n=—;p=-1
mn—p 3

h. f6-2t parat=5

Dentro de este mismo punto esencial se incluyen los conceptos “grado de un monomio” y
“grado de un polinomio”.

Para introducir el concepto grado de un monomio, el profesor puede comenzar dando el
concepto y después ejemplificar o bien seguir el proceso inverso, o sea, proponer a los
alumnos un listado de términos (monomios), destacando la parte literal y planteando a los
alomnos que calculen la suma de los exponentes de los factores literales para de esta forma
llegar al concepto. Queremos destacar que este concepto solo se va a definir para los
monomios cuyos factores literales tengan exponentes enteros no negativos; se excluyen por
ejemplo casos como los siguientes:

Ademas, debe destacarse que el grado de un monomio en que sélo aparezca el coeficiente,
es 0 (la parte literal se considera elevada al exponente 0).

82



Para la fijacion del concepto anterior, puede presentarse el siguiente ejemplo o proponer
otro similar.

EJEMPLO

Determine el grado de los monomios siguientes:

3x
2a’
1st
4min
3

pRp TS

Resolucion:

3x es de grado 1 (o de primer grado).
2a° es de grado 2 (o de segundo grado).
rst es de tercer grado.

4m’°n es de cuarto grado.

c RO CP

8 es de grado cero.

En general, los términos en que solo aparece el coeficiente numérico tienen grado cero.

Se denomina grado de un polinomio al mayor de los grados de los términos (monomios)
que lo componen.

Si se ha fijado bien lo concerniente al grado de un monomio, entonces resultard facil
introducir el concepto grado de un polinomio, lo cual puede hacerse por dos vias (de forma
andloga a como se puede hacer con respecto al grado de un monomio).

Para la fijacion de este concepto, puede presentarse el siguiente ejemplo, o proponer
ejemplos similares.

EJEMPLO

Determine el grado de los polinomios siguientes:

a. 2x+3
b. 3¢°+2a2-8
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c. 1+3p-B+4
d. m?+ 2mn + #?
e. 6%y +3x70 -2+ 5

Resolucién:
a. 2x + 3 es de primer grado (el término de mayor grado es 2x).
b. 34’+ 2a - 8 es de segundo grado (el término de mayor grado es 3a°).
c. 1+ 3h -5+ b’ es de tercer grado (el término de mayor grado es #°).
d. »°+ 2mn + n° es de segundo grado (los tres términos son de grado 2).
e. 6x°y + 3x°y° - 2xy + 5 es de cuarto grado (los términos de mayor grado son 6x°y y

357,

Para la fijacion de este aspecto recomendamos ejercicios como los siguiente u otros
similares.

1. Determinar el grado de los monomios siguientes:

a. 4a f. 2
b. 3mn g. 8rit
€ h. a%
d. b3c? i. 5p3q*r
e. -xy’z
2. Determinar el grado de los polinomios siguientes:
a. x+x° g a+a-ab’
b. 2a-5
e BEE-Hh 11. pg-2p4+3g 1
d 2-2+4 1. 3abc+2a+ 3ab’+4ab
e. B-3£+2t-6
£ Sm-3mR+dm’—6 j. 2 -6x% - 4xy + x84 - 3yt

1.2 Operaciones con monomios y polinomios

Para el tratamiento de este punto se dispone de 4 horas. Lo fundamental es lograr que los
alumnos reactiven sus conocimientos sobre las operaciones con monomios, y con monomios
y polinomios estudiadas en octavo grado:

* Reduccion de términos semejantes
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*  Multiplicacion de términos (monomios) y de un término por un polinomio.
* Division de términos (monomios) y de un polinomio por un término.

Como via metodologica para el tratamiento de este punto, se puede comenzar repasando
mediante ejemplos, cada uno de los procedimientos que hemos mencionado. Este repaso
debe desarrollarse en una forma activa y dindmica con la participacion directa de los
alumnos, quienes en la practica recordaran como proceder en cada uno de los casos; para
ello el profesor debe escoger ejemplos apropiados como los siguientes u otros que considere
convenientes.

EJEMPLO

1 Reduce términos semejantes en:

A 3x-8x+2x4+6x-5x
b. 244°-40a°h + 8ab® - 10a2b + 10ab?

Resolucion:

Recuerde que primeramente debe reconocer los términos semejantes y luego reducir
éstos a un solo término, calculando la suma algebraica de los coeficientes y manteniendo la
parte literal.

a. 3x-8x+2x+6x-5x=(3-8+2+6-5)=-2x
b. 244" -404°h + 8ab” - 102’k + 10ab’ = 244’ - 50a°h + 18ab’

EJEMPLO
1. Calcula:

a. (-5a*b)(4a’be)
b. 2%« - 3xy +27)

Resolucion:
Debe recordar que para calcular un producto de términos (monomios), se multiplican los
coeficientes y las partes literales. Para multiplicar un polinomio por un término se aplica la

propiedad distributiva, es decir, se multiplica el término por cada uno de los témminos del
polinomio.
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a. (-Sa‘*b)(da’bc)=-20a°hc
b. 207(x? - 3xy + 207) = 2% - 6273 + Ayt

EJEMPLO

Efecine:

Z4m4njp
—6mn°
67y — 357y —9xy’
b, ¥ i )

3xy
Resolucion:

Para calcular el cociente de dos términos, se dividen los coeficientes y las partes literales.
Para dividir un polinomio por un término, se divide cada uno de los términos del polinomio
por dicho término.

24m’n’

7:?} = —4r:z3p
—6mn-
6:{3_1' = 3x3_1‘ Ey 9.1'_;3

3xy

b.

= 25t —ap=3y°

Veamos ahora un ejemplo donde aparecen en forma combinada las operaciones que hasta
ahora se han estudiado.

EJEMPLO

Simplifique la expresion algebraica siguiente y calcule su valor numérico para x=-1; y=3

3.2 2 _24x%y 3
36x"y” +18xy" —24x7y — 4_1;[2_1‘_}‘— 5+ Y J
6xy *

Resolucion:

Debe saber que para simplificar una expresion algebraica hay que efectuar las operaciones
que aparecen indicadas y reducir los términos semejantes, de modo que dicha expresion en su
forma mas simple, sea una suma algebraica de términos que no sean semejantes.
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36x°y" +18x)° — 24x7y ’
o i i —4.1{21_}:_ 5+ y_} 6x2 + 3y2- Ax - 8Py + 20x - Ay?
X

6xy

= -hjy + l6x -_'.-'E {reduciendo términos semejantes)
Parax=-1e y=2setiene

-2(-1)* (3) + 16(-1) - 3° = -31.

Como un primer nivel de ejercicios sugerimos proponer blogques de ejercicios como los que
aparecen a continuacion.

1 Reducir términos semejantes en:
a. -9a+2a+6a

=3

36-5-8b+2+2b

[

6x+3y+8y-2x-y

=

Bt +1-2+x7-3x -8 + 42

9%’ -5a-a*+8-3a -4a-2+a*+a

=t

5.6m° - 04m° - 4m® + 3m - 7,6m°n

g. 3a’b -2ab* + 5ab’ + 6a’b + 3ab’ - 4a’h
h. 3237 - 5x* + 6y7 +x%7 -3 + 2% - 3y?
1. B +2b% - +3bc? +28° - 6b%c + 207

- ]_ ]. '?
¥ 3 Pq-pg+ SP'a+3pq- 4pq*

2 1 1 3
k. Z xy- — xy+ — x3?- = xy +x%?

3 Yy 6 ¥y 2 Yy 1 Yy y
1. 2abt' + 5alb+ 64’3 + 6ab! + 3a’'hb
m.ne+nt-mn+m'nd+3mn+pen! -2m? -0t -mn?

n. -2y + 6xyz + 2xy=2 + 3x%y= - Sxy= - xy?

0. 4a"b™ + 2a™b" - 5a’b™ - 3a"b"+ 6a’h"

2 Calcule:

a. 3x’y (4xy?)
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—154°8*

b. 5a’p’

c. -5,7a*m’p = (3a’m)
d. 14pg = 5p*gr

3xy (1,557 - 4y)

f. (0.4b-5a) x (-3a’h)
g 4 — 8y

'. 4x?
h. 5pg (g’ - llup"q)

i (9¢°-18a% : (-647)

j. -5c%d(c* + 3cd - 0,4d°)

k. (64° -4a’h +10ab?) = 2ab

L 3% +3y-25x0)x (3.2¢%)

—4m®n® + 8m%n® —16m*n®

m. :
_ Am°n?

2 )
1n. S—czzbc (2be -a‘c + 5ab)

6,.8_2 4. 2.5 2 33
4y ="—-06Xy - +Xy =

0. - -
2 x‘_1-‘:3

p. -5a*bc*(3a’hle + 04a30°C - 2a°bc?)

248p°q-6,2p'¢’ -31p°¢"
031p°g°

Simplificar las expresiones algebraicas siguientes y calcular su valor numérico para los
valores de las variables que se indican:

a. 2a(a-3b)+bhla-b)paraa=-1; =3

125y —6x°y 2

+:'~x:_1‘—3x parax = ; cy=-2

b.

3xy
- 1
C. 4c(c?+0,5d) - 5¢ (0.60‘ - q—a‘] + 3l parac=-2;d=5

d y+x3% - PP +1)+y7 (+1) -y’ - 1) parax=1;y=-2
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A8mn’ + 24m’n’ —6m’n’

» il
omn

+- 41?1[2;?@?13 —3—= i] param=-05;n=12
m

f  (24a°F* - 184°D) : 64°b - 4a’(-5ab™+ 3a?) - 15a°F* + 12a° paraa=— ; b—-8

3| =

7 1
g. -8y - 4x%y(5y’z - 2x0) + (20x°y*2 - 12x%y0) 1 4x3y- parax=-3; y= 5 :
-=-1

4. Determinar la expresion algebraica que dividida por el monomio -45°c dé como resultado
3bc? - 43 + 2h%c.

Una vez reactivados los procedimientos estudiados, los alumnos deben estar en

condiciones de poder resolver ejercicios donde se integren dichos procedimientos. Para

ello, el profesor puede proponer un ejercicio como el siguiente.

Halle la expresion algebraica que multiplicada por 8x*y’= dé como resultado
24x3y°= + 16x%y75 - &ty

Los alumnos deben estar bien claros que cuando se da la orden de simplificar una expresion
algebraica, esto significa que se deben efectuar las operaciones que aparecen indicadas y
reducir los términos que sean semejantes de manera que la expresion resultante (en su
forma mas simple) sea una suma algebraica de términos que no sean semejantes.

Para la ejercitacion recomendamos el siguiente ejercicio el cual contribuye a sistematizar de
una forma integrada los procedimientos algebraicos conocidos por los alumnos. También
recomendamos incluir otras variedades de ejercicios.

EJERCICIO

1 Simplifica las expresiones algebraicas siguientes y calcular su valor numérico para los
valores de las variables que se indican:

a. 2a(a-3b)+b(a-b)paraa=-1; b=3

123:3113 — 6::3}-'
3xy

el 2
+5x7y —3x parax= 3 sy =-2

- ¥ _1
C. 4de(c” +0,5d) - Sc(t),ﬁc‘ - q—d] +3iparac=-2;d=5

d y+x3% - PP +1)+y7 (+1) -y’ - 1) parax=1;y=-2
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A8mn’ + 24m’n’ —6m’n’

» il
omn

+- 41?1[2;?1?13 —3—= i] param=-05;n=12
m

b T a i) g ) ? 27 1
(24a°h? - 184°b) : 6a°h - 4a*(-Sab’+ 3a°) - 15a°h’ + 12a° paraa = S hb=-8

bl 3 7 ]'
8xly= - 4x?y(5y% = - 2x0) + (20x°y* 2 - 12x%y) 1 4Py parax=-3;y= . o=-1

En el siguiente ejercicio se trata de resolver una ecuacién donde tanto la incognita
como los coeficientes son expresiones algebraicas.

Sid=47t; B=5°F; C=21f-4°F, calcula la expresion algebraica X tal que 4

1  §
xX+B =C. Comprueba que parar= —, = = se cumple que X' = 0.

4

Para resolver este ejercicio pueden seguirse dos vias (ambas conducen a lo mismo):

1.
2.

Primero despejar X y después sustituir por las expresiones.
Primero sustituir por las expresiones y después despejar X.

Entendemos que la primera via resulta mas accesible para los alumnos.

Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

Los ejercicios que se deben realizar son de los signientes tipos:

Calcular el valor numérico de una expresion algebraica.
Determinar los valores para los cuales esta definida una expresion algebraica.
* Determinar el grado de un monomio y de un polinomio .
* Reducir términos semejantes.
Calcular productos y cocientes de términos y de un polinomio por un término.
* Resolver ejercicios donde aparecen de forma integrada los procedimientos algebraicos
estudiados.

2. OPERACIONES CON POLINOMIOS

En la presente unidad temdtica se trataran los algoritmos para las cuatro operaciones
basicas con polinomios, lo cual constituye el eje central de la unidad “Trabajo con variables”
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en este afo; por lo tanto, resulta muy importante que al finalizar esta unidad temdtica los
alumnos hayan logrado un buen desarrollo de habilidades en el cdlculo de las operaciones
basicas con polinomios.

Para el desarrollo de esta unidad tematica se dispone de 20 horas y podemos distinguir en
ella los siguientes puntos esenciales:

Suma y resta de polinomios. Eliminacion e introduccion de paréntesis.
Uso de otros signos de agrupacion. Paréntesis superpuestos.
Multiplicacién de polinomios.

Divisién de polinomios.

2.1 Suma y resta de polinomios. Eliminacién e introducciéon de paréntesis.

Para el tratamiento de este punto se sugieren 4 horas. Se debe lograr que los alumnos
dominen los algoritmos para sumar y restar polinomios y desarrollen habilidades en la
simplificacion de expresiones que contengan paréntesis precedidos por el signo “+” o
por el signo *-7.

Desde el punto de vista metodolégico lo primero que debe tratarse es la suma de
polinomios.

Para el tratamiento de este aspecto se puede partir de un caso particular: dados dos
polinomios calcular su suma.

Desde octavo grado los alumnos conocen que para calcular la suma (algebraica) de varios
nimeros racionales, se colocaban estos unos a continuacion de otros con sus propios signos
y luego se calculaba dicha suma. Esto constituyo la base para hallar la suma algebraica de
varios monomios donde se efectia la reduccion de los términos semejantes.

Debe aclararse que para sumar dos (o mas) polinomios lo que se hace es precisamente
sumar los términos de estos polinomios. De aqui se infiere el procedimiento siguiente:

Para sumar polinomios se escriben uno a continuacion del otro, conservando cada término
su signo y reduciendo términos semejantes en caso de gue existan.
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Todas estas consideraciones deben explicarse a los alumnos de una forma breve y lo mas
simple posible, mediante ejemplos concretos.

Por ejemplo, puede proponerse un ejercicio como el siguiente:

Calcular:

a —5a4+3+7a-2b
b. (7x-3)+3x-y)

En el inciso a) se trata de una suma de monomios (caso ya estudiado) mientras que en el
inciso b) aparece indicada una suma de dos polinomios, que se reduce a una suma de
términos (monomios) lo cual debe mostrarse a los alumnos.

Otra guia que puede seguirse es comenzar dando a los alumnos el procedimiento y luego
ejemplificar.

Recomendamos tratar las formas horizontal y vertical de como disponer los polinomios
sumandos y que luego, en la practica los alumnos procedan de la forma que les resulte mas
comoda.

Para fijar el procedimiento, sugerimos el siguiente ejemplo, u otro similar.

EJEMPLO

Efectue las adiciones siguientes:

a. 3b+c-4+(2b-3c+d-9)
b. x*-5x+2x-6+(3x% - 4x + 3)
C. (2xy+3x)+(3xy+2y-x)+(-2xy+y)

Resolucion:

a. 3b+c-4+(2b-3c+d-9)=3b+c-4+2b-3c+d-9
=5b-2c+d-13
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b. ¥®-5x2+2x-6 aqui hemos dispuesto los calculos en columna
3% -4x+3
x3-2x% -2x-3

C. (2xy+3x)+(Bxy+2y-x)+(-2xy+y)=2xy+3x+3xy+2y-x -2xy +y
=3xy + 2x + 3y.

Nota: En la practica, cuando se va a indicar una suma de polinomios (en forma horizontal),
no es necesario escribir el primer sumando entre paréntesis.

Inmediatamente después de fijado el procedimiento para sumar polinomios, sugerimos
tratar la resta de polinomios.

Para tratar este aspecto, puede comenzarse recordando a los alumnos que en octavo grado
aprendieron que la resta de dos numeros racionales (reales) se reduce a una suma: se
adiciona al minuendo el opuesto del sustraendo, es decir, el sustraendo cambiado de signo.

Debe informarse entonces que para restar un polinomio de otro se sigue el mismo
procedimiento. Por ejemplo, si del polinomio 7p+3g se quiere sustraer el polinomio

4p—7g+8, podemos indicar:

(7p+3q)—(4p— 79 +8)

Esto es lo mismo que si al minuendo (7p+3g) le sumamos el sustraendo (4p—7g+8)
cambiando el signo. El polinomio 4p — 7g +8 cambiando de signoes —4p + 79 —8.

Por tanto:

(Tp+39)-(4p-79+8)=(p+3q)+(-4p+79-8) (1)
=7p+3g—-4p+7g-8 (2)
=3p+105 -8

En la practica se procede segun el algoritmo siguiente: en casos como el que acabamos de
ilustrar, se omite el paso (1) y se pasa directamente al paso (2).
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Para fijar el procedimiento, recomendamos el siguiente ejemplo u otro similar.

EJEMPLO

1. Efectua las sustracciones siguientes:

a. Dex’ -5x resta -5x +6
b. Dedec’d - 7d¢ resta °d - Sed” + 3d°
C. De-3n’-5m+4 resta-n’ +2m -1

Resolucion:

a x> -3x-(-5x+6)=x>-3x+5x-6
=x*4+2x-6

b. 4c3d - 7 -(d - Sed® + 3d%) =4%d - T - 2d + Scd” - 342
=3c%d + Sed” - 104°
Observe que para calcular, en cada caso, escribimos el minuendo y a continuacion el
sustraendo con sus signos cambiados.

C. -3m’-5m+4 Aqui hemos dispuesto los calculos en columna.
m?-2m + 1
2m? -Tm+5

Al igual que en la suma, la resta de dos polinomios puede calcularse de dos formas:
disponiendo los polinomios uno a continuacién de otro (no es necesario escribir el minuendo
entre paréntesis), o debajo del minuendo colocar el sustraendo cambiado de signo vy
proceder igual que si fuese una suma. Lo que resumimos en el siguiente procedimiento:

Para restar un polinomio de otro se escribe el minuendo tal y como esta, y a continuacion el
sustraendo cambidndole el signo a cada uno de sus términos. Luego se reducen los términos
semejantes.

Los alumnos procederan de la forma que les resulte mas conveniente, segun el caso.
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Los ejercicios siguientes resultan apropiados para un primer nivel dentro de la ejercitacion,
éstos contribuyen a desarrollar habilidades en la aplicacion de los dos procedimientos
estudiados.

1. Sume los polinomios siguientes:

a. 2¢; c+3d

b. -m+3n; 3m-2n

c. 2bc-b; 3K c+ 28’ -bC?

d. 4x?-3x%-2%; -3y -5xy +y°

e. .'(2-3.75; 2x2 4 5v-6

laur]

2c+3x%y -2 2234+ 2 -4xdy

g a-b; 2a+3b-c; 4a+5b

h. 3mn-2m’+6: 2mn+5m-3:2m -8

i. 'q-5pd+7; 3pg +p'q; 8-pq -p'q
j. 2,5a°b-ab*-a-5; a’b-ab®+4; 3a°b+2a

)

Reste:

. 28 —x de 54°

a
b. -x+2y de 2x-3y

C. 3pg+q° de p*-pg
d. -x+2y+3z de 2x-3y-22

n’ - 8mn - 10n° de 3m’ - 5x°
f. 6a°b-3ab*+a® de -2a°h+24°

g. 25° + 3x%y -4y’ + 97 de Xy + 207 -7
h. x*+y*-2x%y + 3xy® de 2y -xy* +vy*-x*
1. -2abc+ 3a’bc - Sab’c + 6abc” de ab’c - 4a’be - 3abc’

1. 3.50%¢"r - L,6p™g'P + pPgr” de 4pgttr + 2, SpPqrn - 2, 6p7gr

A continuacion, dentro de este mismo punto y a manera de generalizacién de los
procedimientos de suma y resta de polinomios, se concluye con las reglas practicas que se
siguen para eliminar (e introducir) paréntesis que estén precedidos por el signo “+” o por el
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signo , Ya que expresiones que contengan paréntesis con estas caracteristicas se
presentan frecuentemente.

Se puede comenzar planteando a los alumnos que en la prdctica suelen presentarse
expresiones que pueden contener uno o varios paréntesis que pueden estar precedidos de
uno de los signos “+” 0 “-“ (poner ejemplos). Dichas expresiones pueden convertirse en otras
equivalentes que no tengan paréntesis, para ello se aplicara una regla practica que se basa
en los procedimientos ya conocidos para sumar y restar polinomios. Seguidamente puede
presentarse a los alumnos el siguiente procedimiento:

1. Si el paréntesis que se introduce esta precedido por el signo “+” los términos que se
incluyen en el conservan sus propios signos.

2. Siel paréntesis que se introduce esta precedido por el signo
términos que se incluyen en él.

]

, s cambia el signo a los

A continuacién se sugiere ejemplificar como se calcula, en la practica en estos casos, y para
esto se sugiere el siguiente ejemplo:

EJEMPLO

5a° — (2ab-3a’ +b>) + (~4ab+3b°) =5a" —2ab+3a” —b° —4ab+3b°

=8a" —6ab+2b".
Debe aclararse que el paréntesis se elimina conjuntamente con el signo que le precede.

Para contribuir a fijar este procedimiento e integrar algunos conocimientos, puede
proponerse el siguiente ejemplo u otro ejemplo similar.

EJEMPLO
Sean: 4 =-5b°c+2b° ; B=-3bc+ 5bc; C =6b°c+ 5hc - b°

a. Sumplifica 4-B8 +C.
: 1
b. Halla el valor numérico del resultado parab =-2;c= s

Resolucion:
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a. (-5b°c + 2b%) - (-3b°c + She) + (65°c + 5be - BP) =
S5h%c+ 287 + 3b%c - Sbc + 6B%c + She - b = 4B c + B?

b. 4x{-2)3 x%+(_2)3=4+4=0

A veces resulta conveniente asociar determinados términos de un polinomio utilizando
paréntesis que estén precedidos, ya sea por el signo "+" o por el signo "-".

Para ello debe tener presente que:

1) Si el paréntesis que se introduce esta precedido por el signo "+", los términos que
se incluyen en €l conservan sus propios signos.

2) Si el paréntesis que se introduce esta precedido por el signo "-", se les cambia el
signo a los términos que se incluyen en élL

Aunque en este grado debe presentarse un mayor énfasis a la eliminaci6n de paréntesis, debe
informarse a los alumnos que en ocasiones resulta conveniente agirupar determinados
términos de una expresion polmomica para lo cual se hace necesario introducir paréntesis que
pueden estar precedidos por signo “+” o por signo <" (segin sea el caso) y que éste es el
proceso inverso de la eliminaciéon de paréntesis.

Lo anterior puede ilustrarse con el siguiente ejemplo u otro ejemplo similar.

EJEMPLO

Dado el polinomio x* - 3x” + 2x — 6, encierre los dos ultimos témminos en un paréntesis que
esté precedido:

a. Porelsigno"+".
b. Porel signo " -".

Resolucion:

a -3 +2-6=x7-327+(2x-6)
b ¥-3x+2x-6=x>-3x"-(-2x +6)

Para desarrollar habilidades en la eliminacion y en la introduccion de paréntesis sugerimos
los siguientes ejercicios.

82



1. Calcula:

12

= 0

lr}

h.

o =

a. 3<%y + (Bx’ - 2x%y)
b.

5x-(3a-x)

(15a + 2b) + (4a - 3b)
a+b-(3a-25b)

2m+3n + (3m-4n+p)

Tb-c? -(2b+2-42%)

Art - 58 + (-1t + 3£ -1)

(-5c2+3)- (2% -3¢ +4)

(3nt® -4mn + n°) + (-8mn - 30> + m)
-2pq° -3p°q -(pq’ + 20°F" - 4P°)
(<352 - 557 + %) - (-2 + 57 - 49°)

5.6a°b - 14 ab? +2a°B - (3,6ab - 3,42°F* + a°FY)

Simplifica las expresiones siguientes:

Ape oW

lmr]

h.

C S+ (22D + (20 -5

65% - (5B + B) - 2b - (-B° + 8+ 4F7)

(2 -55%) - (@ +6y° -3y - 5) + (37 -y)

Ta*h + (4ab® +9) - (-2a°h +ab* + 1)

(3ax® - 2a*x + 5)+ (3a’x -4) - (6 - 2ax’)

-20°q + (50’ -3¢ -P’a) + q - (3pd* + )

2,940 - (0,8a°F* + 0,18°0") + (-a°b* + 1,6a°H)

L5m® + (-3,4m’n + 6.7m°) - (4,3m°n + 8,1n)

PP - (P3P - 3PP + (2P + 20 ) - PP
Axy + (2x%y - 3xy°) - (-2xy - 8x’y - 10xy°) + 2x’y

%agbc - [%abcg - iﬂbzc)+ [— %a:'bc - lioabij

J

st + 3,575t - (47st - 1,30st) + (215’ + 7.57st) - 5t

Introduce en un paréntesis precedido por el signo "+" el segundo y el tercer término de
los polinomios:
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a+3b-c

=3y +2

2 3xy -4y - 283
a*+ 2ab + b -c°

3a* -2+ 24 -a+5

RO opp
gl >y

En cada uno de los polinomios del ejercicio anterior, introduce los dos altimos términos
en un paréntesis precedido por el signo "-".

Sean: A4 =3xy -’ ; B=3x"-4xy
a. Calcula 4 +B.
b. Halla el valor numérico del resultado obtenido parax=1,5; y=-4.

Sean: C =-3m’n+n’ ; D =Tm’n+ 2n° - mn’.
a. CalculaC - D.
b. Halla el valor numérico del resultado obtenido param =2 ; n =-3.

Sean: P=T7a’h-a; QO =4ab’+a’ ; R =-a° + 7a°b + ab’.
a. Calcula? + O-R.
b. Halla el valor numérico del resultado obtenido paraa =-2; 5 =0,5.

Los ejercicios 5,6 y 7 resultan importantes, pues integran conocimientos, en ellos se ve
implicita la sustitucion y el cdlculo del valor numeérico de una expresién algebraica.

No debe dejar de incluirse algunos ejercicios con texto, como los siguientes.

)

. Halla el polinomio que sumado con 2x°y’+ 5x%y* da como resultado 5x°y* + 9x°y° - 3x°y.

Para obtener como diferencia4x” - 7x + 5, ;qué polinomio debe sustraerse de x° 4x° + 5x
-4?

Si el sustraendo es 4xy + 5x” - 8y”, ;cual ha de ser el minuendo para que la diferencia sea
x% - 6xy + 9?7

Si 5mn® - n’ se sustrae de »’ + Tmn’ - 21°, ;qué polinomio hay que adicionar a esta
diferencia para obtener 2m° - mn’?

Prueba que si la suma de 4a*®” - 7a’b* y -3a°h + 7a’b* se sustrae de -2a°h + 54°F se
obtiene como resultado @b + a5’

82



Para ilustrar codmo proceder en estos ejercicios, ofrecemos a continuacién la resolucion del
ejercicio 4.

Primero efectuamos la resta:

| 2 3 = 3 3 3 2 3 3 3
(m +Tmn" —=2r)—0Gmn —n)=m +7Tmn" —2n" —5mn" +n

3 2 3
=m +2mn —-n.

Ahora hay que determinar qué polinomio hay que sumar a la diferencia que acabamos de
calcular, par obtener como resultado 2m” —mn" .

Sea P el polinomio que hay que encontrar; luego resulta la ecuacién:
3 2 3 3 2
(m”+2mn” —n’)+ P=2m" —mn- dedonde
P=2m’—mn’ - (m3 +2mn’ — n?'}

=m’ —3mn" +n’.
2.2 Uso de otros signos de agrupacion. Paréntesis superpuestos.

Para el tratamiento de este punto se sugieren 4 horas. Lo fundamental es que los alumnos
desarrollen habilidades en la simplificacion de expresiones que contengan varios signos de
agrupacion, incluidos unos dentro de otros, que es lo que se conoce como paréntesis
Superpuestos.

El tratamiento de este punto puede iniciarse informando a los alumnos que ademas de los
paréntesis existen otros signos de agrupacion que también se utilizan en la practica: los
corchetes y las llaves, los cuales tienen la misma significacion que los paréntesis ordinarios
y, por tanto, se eliminan del mismo modo.

Puede proponerse, por ejemplo simplificar la expresion:

Tm—2m—p)+[3p+m]-{2p+1}.

En casos como este no se aprecia la necesidad de utilizar varios signos de agrupacion
diferentes. Ahora, resulta conveniente informar a los alumnos que frecuentemente se
presentan expresiones que contienen varios signos de agrupacion de modo que unos estan
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incluidos dentro de otros; en estos casos es necesario el uso de signos de agrupacion
diferentes para asi evitar confusiones. Esto puede ilustrarse a los alumnos con un ejemplo.

Seguidamente, se informa que cuando nos estemos refiriendo a expresiones de este tipo,
suele hablarse de paréntesis superpuestos.

Ahora bien, lo que resulta mas importante es que los alumnos conozcan y desarrollen
habilidades en la aplicacién del procedimiento para simplificar expresiones que contengan
paréntesis superpuestos.

Debe tenerse presente que en estas expresiones los signos de agrupacién se eliminan
sucesivamente, pero siguiendo un orden determinado que puede ser de dos formas:

1. Comenzando por los mas interiores, es decir, “de adentro hacia fuera”.
2. Comenzando por los mads exteriores, es decir, “de afuera hacia adentro”.

Puede mostrarse a los alumnos, a través de un ejemplo, las dos formas de como proceder.
No obstante, recomendamos seguir la primera via, es decir “de adentro hacia fuera” como
aparece ilustrado en siguiente ejemplo.

EJEMPLO

Simplifique las expresiones algebraicas siguientes:

a. 2a°-[3a-(4a’- 5a) - 3a°]
b. 2 -3y +[4x - (x-29)] -}

Resolucién:

a 2a° - [3a - (4622 - 5a) - 3(11] =2q° - [3a - 4a’ + 5a - 3a° (eliminando paréntesis)
=24’ -3a +4d° - 5a + 3a° (ehminando corchetes)
=94° - 8a (reduciendo términos semejantes)

b. W -{3y+[dx-(x-29)] -y}=2x-{3y +[4x -x +2y] -y} (eliminando paréntesis)

=2 -{3y+4x-x+2y-y} (eliminando corchetes)
=2x-3y-4x+x-2y+y (elminando llaves)

==x =4y (reduciendo terminos semejantes)

82




Con respecto a la resolucién de este ejemplo, queremos sefalar que en ambos incisos se
eliminan primero todos los signos de agrupacion y después se reducen los términos
semejantes. Desde el punto de vista metodolégico esto resulta apropiado, sobre todo en los
primeros ejemplos y ejercicios.

Una vez desarrolladas las habilidades suficientes, no debe limitarse a aquellos alumnos que
simplifiquen este proceso y efectlien parcialmente la reduccién de los términos que sean
semejantes.

A manera de ilustracion ofrecemos la resolucion del ejemplo 1 b) aplicando la via “de afuera
hacia adentro”.

2x—3y+[4x—(x-2y)]-y}=2x-3y—[4Ax—(x—-2y)]+ ¥
=2x—3y—-4x+(x—2y)+y
=2x—3y—-4dx+x—-2y+y

=—x—4y.

Para la ejercitacion entendemos que no debe dejar de hacerse los siguientes ejercicios, los
cuales contribuyen a fijar el procedimiento para eliminar paréntesis superpuestos y al
desarrollo de habilidades.

1. Simplifique las expresiones siguientes:

a. 50-[3b + (4a - 30)]
b. 45+ [3c - (-65+50)]
C. B[+ (-]
d. 3r-[5s-(2s+3r)-417]
Ix - [x+y - (25 +y)]
f. (-2x*+a%)-3a> +[-3a° - (x*-a%)]

g f<?-(d-6)+cd] -(& -cd-3)
h. 3xy° - (Bx%y -2)+ [P - By’ - 327y -57%) -27]
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i. 6a-{2a+[3b-(a-B)]}

J. 8y - {dxy’ {24y + (57 - 3y)]}

K. 2d-{5bh -[3c - (2a + 3b) -4c] - d}

L 2r-{3t-[w- (-2¢+3r) - w] - 3t}

m. 16 - {-3x+y-[2v +5x (-6 -2x - )]}

n. 35+ {2ab -&* - [-Sab - (@° - B*)] + 4a°}

0. 2m’n’ - {04m*n> + [-mn - (1,6n*n* + Sm’n3)] - 2,5mn}

19

Simplifique las expresiones siguientes y calcule en cada caso el valor numérico del
resultado obtenido para los valores de las variables que se indican:

2 2 2 1
a. 5p"-[-2pg- (2p" -pq) -p°] para p=1:q=-6

b. 4a°b [2ab + (-2,1 +0,2a°h) -ab] + 0,9 para a=-2;b =0,5

5 2 1
C. Sxy+[ =wy-(dxy-1,2)+4xy] +2,8 para x =— 5 ; ¥y=28

d. 5.2mn’ +[2m’n - (-3.8mn* + 1 An’n) 9mn® + 7] para m=-1;n=>35
€. 40’ - {3b-[5c-(-b*+4c)+2b] -c} para b=0,6;¢c=0,5

£ 2xy- {397+ [4x%y - (2% - 2x9) + 3] - 3x°y} para x=4;y=0,5
g 4a’-{3a-[a*-4 +a)] +[a’-(a-3)] parac=-2

3. Pruebe que son validas las igualdades signientes:

a x-[x-(r-x)+yl=x=
b. 1007 - [8mPn - 3n - (-2nn + )] = 4n
c. xy-[x%y+ (v +x%y)-xv]=3xy
d. -Q2r+ 30 -[-2r+(t-1)]=r-4t

2ed - (6c2 - ed) - [¢* + (4ed - 56%)] = - cd
f a-{a-[a-(a-a)l}=a

g 4d+{5x-[Bx+(-d+ )]} =5d
h. 6a°b -{ 22> +[-7 - 2a° - a°b) + 6] + 5a°b} =1

Los siguientes ejercicios se sugieren ya que requieren de la sustitucion de variables por
expresiones algebraicas.
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1. Sean: 4 =7x% B=x>+54xy; C=4x"-64xy
a. Calcule 4 - (B +C).

b. Compruebe que parax=

2| =

; ¥y=-1 elresultado del inciso a esiguala 0.

19

Sean: M = 3a’bh ; N= 2ab’-7; P=2ab’; O =3a’h+5. Compruebe que M- [N- (P -
A =2.

Deben incluirse también algunos ejercicios con texto, como el signiente.

1. Efectue, en cada caso, las operaciones que se indican:

a. De -2b%y - 35y’ sustraiga la suma de 25°y + by -4 con A’y + 5.
b. Sustraiga-3x)° +xy - 2 de la suma de 2xy + 5 con -xy” -3xy.
C. Sustraiga de 8c° la diferencia que resulta de sustraer 5¢” - c°d de -7¢° + 2¢%d.

El siguiente ejercicio conduce, en cada caso, a una ecuacién donde para determinar la
expresion incégnita E hay que eliminar primeramente los signos de agrupacién

1. Determine, en cada caso, la expresion Z tal que se cumplan las ignaldades siguientes:

8a-[3b-(E-b)+a]l=9a-4b

Tx -[E - (-2x +3y) -y] =4x + 3y

3c’d - Scd + [4c’d - (2ed” - E) + Ted] = 3cd - 2ed”
5p’q - [T + (Ap’g + 50°7) - E1= 10p°7 - 5p°q’
2ab+[7 -4ab’ - (-2ab - E+6) + 3ab’] =1

a0 op

Ofrecemos, a manera de ejemplo, la resolucion del inciso b).

Tx—[E-(—2x+3y)—y]=4x+3y
Tx—[E+2x—-3y—y]=4x+3y
Tx—E—-2x+4y=4x+3y

o i

Luego: E=x+y.

2.3 Multiplicaciéon de polinomios
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Para el tratamiento de este punto se sugieren 5 horas. Los alumnos deben desarrollar
habilidades en la multiplicacion de polinomios, asi como en la simplificacion de
expresiones algebraicas que contengan signos de agrupacion con productos indicados.

Para introducir la multiplicacion de polinomios se puede partir del producto de un monomio
por un polinomio, que resulta ya conocido para los alumnos y se realiza utilizando la
propiedad distributiva. Ahora se plantea el problema nuevo: écémo proceder para calcular
el producto de dos polinomios?

La idea se obtiene del procedimiento ya recordado y se resalta el instrumento necesario: la
propiedad distributiva.

Aplicando esta propiedad, la multiplicacién de dos polinomios se reduce a la multiplicacién
de un monomio por un polinomio.

Asi, por ejemplo, si queremos calcular el producto de 3x+y y 2x—35y procedemos a
calcular por etapas como se muestra a continuacion:

(Bx+ ¥)2x—5y)=3x(2x—5y)+ y(2x—5y)
=3x-2x—3x-5y+y-2x—y-5y
=6x" —15xy+ 2xy — EryJ
=6x" —13xy - S5y°.

De aqui resulta el algoritmo para multiplicar dos polinomios, el cual se presenta a
continuacion:

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada término del primer polinomio por cada
término del segundo polinomio y se reducen términos semejantes, en caso de que existan.

Los alumnos deben estar bien claros de que al multiplicar dos polinomios se obtiene un
nuevo polinomio cuyos términos son los productos parciales de cada término del primer
polinomio por cada término del segundo polinomio.

Para fijar este procedimiento resulta apropiado el siguiente ejemplo u otro similar.

EJEMPLO

Calcula:
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a. (a’+3a°)(2a’ - 5a)

b. 2x-3)x?-5x+2)

C. (2x2+3y2-xy)(dxy +3x% -7
d. (@*-a*-2a+3)a®-2a+1)

Resolucion:

a.

(@ + 3(23}{1512 -5a)= 20* -5a° + 6a° - 15a®  (efectuando los productos parciales)
=-13a*- 5&° + 6a° (reduciendo téermunos semejantes)

Por lo general, se acostumbra a dar el resultado de modo que los términos del polinomio estén
ordenados en potencias decrecientes (de mayor a menor exponente) de la variable que
contenga, o de una de ellas si contiene mas de una.

Luego, en el caso anterior tendremos que la respuesta se expresa: 6a° - 132° - 5¢°. También,
en la practica, suelen ordenarse los términos de los factores y asi, el polinomio que resulta
como producto, queda ya ordenado.

Veamos:
a. (3a°+a%)(2a’-5a)=6a’ - 15a° + 2a” - 5a° = 6a° - 13a* - 52°

b, -3 -5x+2)=2- 10 +4x - 3% +15x -6
=20-13x"+19x -6

Otra forma de disponer los calculos es la siguiente.

(2x -3)(x*-5x +2)

23 - 10x% + 4x (producto de 2xporx’ - 5x+2)
-3x> +15x -6 {producto de -3 por x® -5x+2)
20 -13x"+19x - 6 (reduciendo términos semejantes)

En este caso, los téiminos semejantes se colocan en columna, lo cual facilita su
reduccion.

C. (247+3y-xy)(dxy+ 357 - 57)

En casos como este, v en general, cuando los factores contengan muchos términos,
resulta conveniente ordenar estos desde un principio para asi facilitar los calculos.

(2.\’3 -xy+ 31’3)(3I3 +4xy - l»'z) (Aqui hemos ordenade ambos polinomios con 6x* +
8.‘!.'3'_1? - lﬁf respecto a las potencias de x)
-3x3y -4xh + 53
9x2y? + 12xp° - 3y*
6x*+ 5x3y + 3x%% + 13073 - 3y?
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d (@ -2a+1a*-a’-2a+3)
a -a -2a*+3a°
- 2a° +2a°+44° - 6a
+ gt -a> -2a+3
a-3a’-a*+5a*+3a’-8a+3

Resulta conveniente sugerir a los alumnos que antes de efectuar la multiplicacion de dos
polinomios se deben ordenar éstos en potencias decrecientes (de mayor a menor
exponente) de la variable que contenga o de ellas, si contiene varias, de esta forma el
resultado queda también ordenado.

Queremos aclarar que solo en los primeros ejemplos o ejercicios se deben indicar los
productos parciales; en la practica debe lograrse rdpidamente que los alumnos realicen la
operacién en dos pasos: calcular los productos parciales y reducir términos semejantes (si
existen).

Es conveniente mostrar a los alumnos las dos formas de cémo disponer los polinomios
factores para realizar los calculos, tal como se ilustra en el ejemplo anterior, inciso b).

De modo general, cuando los dos factores son binomios, puede calcularse el producto
aplicando el algoritmo correspondiente y colocando los productos parciales uno a
continuacion del otro en una misma fila.

Ahora bien, cuando al menos unos de los factores tiene mas de dos términos entonces
resulta mds apropiado utilizar el otro esquema de cdlculo, donde se van colocando
convenientemente (uno debajo del otro) los términos semejantes para asi facilitar su
reduccion.

Este esquema no es exactamente igual al que se utiliza en aritmética (para multiplicar
nimeros), aunque la disposicion en filas horizontales si es igual. Resulta conveniente que los
alumnos sepan que es mas racional colocar primero (a la izquierda) el factor que tenga
menos términos pues asi se reducen los pasos.

Cuando se utiliza este esquema de calculo, el profesor debe resaltar la necesidad de que los
factores polinomios estén ordenados segln sus términos de mayor a menor grado de la
variable que contenga (o con respecto a una de ellas) y ademas dejar los espacios en blanco
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correspondientes a las potencias que faltan, tal como se muestra en la resolucion de los
incisos ¢} y d) del ejemplo anterior.

Queremos aclarar al profesor queno debe imponer alos alumnos un esquema de calculo
determinado en unos u otros casos, sino sélo sugerir que calculen dela forma queles sea
mas ventajosa.

Para lograr un desarrollo de habilidades pueden hacerse los siguientes ejercicios u otros
similares que el profesor puede crear.

1 Calcula:
a. (a-2)a+6) h. (2 + 3y-)(3x% - 42)
b. (x+5)(x-53) i. (207 -5g)@° -04q)
c. (c-DB+c) J. (3c%-04dg)(5c* + 6dg)
d. &+7) k. 2p’g+4g97)p*-317)
(4m-1)(m -2) L (22ab*+3b%)(ab® - )
f. (3a+2b)(a-5b) m. (x - 5y)(3x +y)
g. (¥ +2a)(a’+ 2x) n. (c™+3)(c-3)(3c* +5)
2. Efectia:
a. 2m-3)m*+4m-1)
b. (a*+5* -2 + )
c. (+xP-1(x+2)
d. (2.4c2-5¢+3)(0,5¢+1.2)
(m* - 3m*+ )3 - 2m+ 1)
f. (67 +2¢7- 5xy)(3x7 - 457 + 2xy)

g. (@+bP+ab)a’-ab+b)
h. (Gx - 2p)(x* - 4x%y + 3xy° - 57)
1. (x-4x7+x3-3)(° -1+419)

j. 2a°b(a*-2ab)(2a* + 3ab - b*)

Al resolver los incisos c¢) y d) del ejercicio 1 los alumnos deben aplicar la definicion de
potencia y descomponer estas potencias en factores iguales; asi resulta
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(b+7)° =®+7)(B+7) yluego calcular el producto de estos factores; en los incisos n) y o)
hay que aplicar la propiedad asociativa.

Como otra variedad, proponemos los siguientes tres ejercicios.

1. Probar que:

(@a+ b)Y =a’+2ab+ b

G+ ) -) =57
(m-5)(m+4)=m’-m-20
C+a'-pa+q)=p+q°
c+D(l-+ec-D)=c*-1
(x+y) -2yp=xt+y*

e o o

19

Sean: A =5¢-d:B=c>-3cd+94& ; C=c+3d
a. Calcule Ax B.

b. Determine el valor numérico de Bx C parac=-2; d= 5

3. Diga sin calcular, en cada caso, cuantos términos tendran los productos siguientes que
aparecen indicados:

a. (a+tc)c+d)

b. p+g)(r-s+1)

C. (m-n-p)x+y+ 2)
d. (@-ctc+d)e+f-g)

El ejercicio 3 resulta interesante, ya que contribuye a desarrollar el pensamiento
combinatorio de los alumnos. Por ejemplo, ofrecemos una idea para la resolucion del inciso

b). (p+g)(r—s+t)

Se trata del producto de un polinomio de dos términos por otro de tres términos; luego
segun el algoritmo habra 2x 3 = 6 productos parciales y por tanto el producto resultante
tendra 6 términos.

Puede proponerse ademds un ejercicio como el siguiente, que también contribuye al
desarrollo del pensamiento combinatorio.
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* Diga sin calcular, en cada caso, cudntas veces aparecera en el producto resultante el
factor indicado.

a. (@a+b)a+b), ab
b. G-»E-»Ex-»); <y, ¥’

Una idea para la resolucidon de este ejercicio es la siguiente:

Por ejemplo, en el inciso a) para obtener el producto parcial ab existen dos posibilidades: el
producto de a (del primer factor) por b (del segundo factor) y viceversa; luego el término ab
aparecera dos veces en el producto resultante.

En el inciso b) el producto parcial x°y es es producto formado por tres factores. De una

forma intuitiva (aplicando relaciones combinatorias) los alumnos deben llegar a la
conclusién que existen tres posibilidades, tomando la x de dos de los factores binomios y la

y del factor restante. Para obtener y° sélo existe una posibilidad que es el producto de los
factores y que aparecen en cada uno de los factores binomios del producto indicado.

Inclusive, el profesor puede (a manera de comentario con los alumnos) explicar cémo puede
obtenerse utilizando las ideas combinatorias el desarrollo de la expresion

(a+b)* = (a+b)(a+b), pues se obtienen 4 términos: a” (una vez), ab (dos veces)y b’
(una vez), de donde resulta (a + b)” = a” + 2ab+ b, e informar que ésta es una férmula que
estudiardn posteriormente.

Una vez fijado el procedimiento y desarrolladas las habilidades correspondientes en la
multiplicacién de polinomios, puede pasarse a la resolucion de ejercicios donde aparecen
en forma combinada multiplicaciones con sumas y restas, asi como la simplificacion de
expresiones donde aparezcan varios signos de agrupacién con productos indicados.

Los alumnos deben tener bien claro que en las operaciones combinadas con términos y
polinomios se signe el mismo orden que ya conocen por afios anteriores.

Para el tratamiento de estos ejercicios sugerimos al profesor que proponga a los alumnos el
siguiente ejemplo u otro ejemplo con caracteristicas similares.

EJEMPLO
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Calcule:

a. 4x-3(x+y)

b. 7c+(2c-5)(c+4)

C. 5a% -{(a+ Sh)2a - 3b)
d. 3:7+2[2x -x(x - 3) - 4x]

Resolucion:

a. 4x - 3(x +y)

Calculamos primero el producto -3(x + y) = -3x - 3y y adicionamos este resultado a 4x.
Resulta entonces:
4x-3(x+y)=4x-3x-3y=x-3y

b. 7e+(2c-5)(c+4)

En este caso hay que calcular el producto (2¢ - 5)(c +4) y luego adicionarlo a 7c.
Te+ (2¢ -5)(c +4) = Tc + (27 + 8¢ - 5¢ - 20)

=Tc+ 2"+ 8¢ -5¢ - 20

=2c+ 10c - 20

C. 5a*-(a+5bh)(2a -3b)

De forma analoga al caso anterior, se calcula primero el producto y luego se sustrae de
5a’.

Sa* - (a + 5b)(2a - 3b)=5a" - (2a° - 3ab + 10ab - 150°)
=5a’-2a’>+ 3ab - 10ab + 155°
=3a’ - 7ab + 1547
d. 3x7+2[2x - x(x - 3) - 4x]

En este caso, para eliminar los signos de agrupacioén, deben calcularse los productos que
aparecen indicados:

37+ 2[2x - x(x - 3) - 4x] = 327+ 2[2x - X7+ 3x - 4x]
=37 +4x -2+ 6x - 8
=x"+2x

Sobre la resolucion del ejemplo a): 4x —3(x + v) haremos los siguientes comentarios:
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Aqui resulta conveniente interpretar esta expresion como la suma de 4x con
—3(x+y)=—3x—3y Luego: 4y —3(x+y)=4x—-3x-3y=x-3y.

Otra interpretacion que puede darse a este caso es que se trata de una resta donde el
minuendo es 4x y el sustraendoes 3(x+ y)=3x+3y.

Tenemos entonces:

4x-3(x+ y)=4x— (3x+3y)
=4x-3x-3y=x-3y.

Como hemos visto, con cualquiera de las dos interpretaciones se llega al mismo resultado
(lo cual resulta obvio, pues la resta no es mas que una suma algebraica). Entendemos que la
primera interpretacion resulta mas conveniente en casos como éste en que se trata de un
monomio que multiplica a un polinomio.

En el ejemplo ¢): 5a° —(a+5b)(2a—3b), en que los factores son polinomios, es mejor

interpretar la expresién como una resta. En nuestro ejemplo el minuendo es 5a° y el
sustraendo es (a +55)(2a — 3b).

Primero se calcula el producto (a + 56)(2a — 35) y luego se sustrae de 5a°.

Esta interpretacion resulta mas conveniente para los alumnos en casos como éste, pues
asi existen menos posibilidades de incurrir en errores de signos, que si se calcula
directamente toda la operacién.

La resolucién del inciso d) indica una via de como proceder en los casos en que aparezcan
varios signos de agrupaciéon con productos indicados. Aqui también es recomendable
proceder “de adentro hacia fuera” .

Con respecto a la ejercitacion se sugiere el sistema de ejercicios siguientes.

1. Calcular:
a. 2ata(a-7) d. 3°-b(p+2)-5
b. 54-2(d-4) e. 3x7-x(x-3)+x
c. 43+ 3c(c - ) f. 4m+52-m)+1
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g
h.
1.
j.
k.

Tp+2g-32p-q) 1 -5x%y - (267 - 3p)(x - y) + 3x*

504 (x+ ) - 1) m. 3a’b’ - 2a(ab - H*)(b - 3)

23* - (2a + 3b)(a - b) 0. 2c(c - 3d%) - 3d(2c + d)(c - d)
-0 +9)(3q -p) + 2pq 0. 9 -x(x+y)-(2x+y)(3x-y)
(c+3)(x-4)+ 3(x - 1)(x +2)

Simplifique:

oo o op

S5x+[2x + 2(x - y)]
6a’+[3a-4(a" -a)]

10p - [-29 +5(2p - 9)]
2b-[3a-2(b+4a)+b]

€. 6F-2[2F-r-3)]

r}

h.

m.

1.

4m - 3[2m - m(m - 4) - 3n°]

7y? -y[2 - 307 - 4y) -25°]

6a + 2{3a - 3[2a -(a-2)]}
S5c+{c-2[c+3d-4(c+d)]}

-7b—[3b2 (PP +2b-1)-35]+1

8r°+2[3¢" (20 + 39)(p - 9)]

82 -[-£2+3(r+20)(2r - )]

8a’h - [387 - 2(a% - 3B)(2a* + b) - ]

Smen® - {-2mPnd + 4[2mPn? - maBrn + 3mn?)] - 4nn’}

*5x% - {3572y - x7) - [2x°y + (217 - 0) (2 + 3y) - 2]}

Simplificar las expresiones siguientes y calcular su valor numérico para los valores de las
variables que aparecen indicados:

a.
b.

. 10m* - [3n? + 2 + n)(m - 3n)] para m=

357 -[Sxy+ 2x(x -3y) -x7] parax=05;.y=-3
1
Tab - 3[2b - b(5 - a)] paraa Z_E :b=8

. Sked -[10bc% - 5bc(3c -d) + bc] parab=15;¢=-2; d=1

Spgr - [3pg(r - p) - 2,1p3q +0.5pgr] parap=-1,9q=2; r=-3

E;H=-2
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f 297 +[-2x - (@x+y)x -20)] parax=-1;y=

=1 2
[u—

g t-4[284+ Qr+8)(r-0)-3r"] parar=-2;t= 1

h 3ab-120 - {[(2a-B)a+2)] +a’} paraa=04 ;b= —%

. Probar que se cumplen las igualdades siguientes:

a. 3ab’-[ab-3(2-ab’)+5]+ab=1

b. 3x%-(dx?+ 2% - 270+ 2y =x7

C. 11 7t+[-7rt-2rt(3r-4) -5/ t]= -1t

d. -5p%q - {5pg*+[-2p°q - 2p(pg + 3¢°)]} = -P’q + pq’
-10c - {3+[4c? -2(c +3)(2c-1)] -11} =2

f. 12#%- 2[-4mn - 2m - 3n)(n + 2n) + m’] = 2m* + 10mn

g. 197607 - [-6526% + 3(25¢ - 52)(5¢ - 352) + 2253¢%] = 27180c - 52912

h. 4xy + {257 - 2200 + 2x - y)(2x + )] -7} =- 1057 - )7

. . h 4 1
a. Simplificar la expresién 2x - (3y° -x) + 4_}{_1} - Z:n.] :

1 -
b. Comprobar que parax = = . v =-3 el resultado del inciso a) es 10.

. Sean: H=4a;K=2a-b; L=6a’-3ab
a. Hallar T = HK-L.

1
b. Calcular el valor de T paraa = 5 ; b=-1.

. Sean:A=3p’+¢q;B=3p’-q; C=4p*-q’ Comprobar que AB-2C=p‘+q’

7 5
] Sem1:P={},6x2-?y‘ :0=3x-4y;R=x-2y

a. Simplificar 5r - QR.

b. Sise conoce que y =-3, ;jcual debe ser el valor de x para que el resultado obtenido en
el inciso a sea igual a 0?

. Dados los polinomios: S;=2x+3:;8:=x-4;83=3x-x+2. Calculary simplificar:
a. S -51-353
b. (S1+52)8;
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C. (33-5'1)83
d. S+ 5 8y

10.Determinar el polinomio que hay que adicionar al producto de 3x + 5y y 2x -y para obtener
10xy - 63°.

11.;De qué expresion algebraica hay que sustraer el producto de 3a°h - 2cy 2a°h - ¢ para
obtener -5a°h - a’h + 3¢°?

12.Para obtener como resultado a° + 10a° - a - 1, ; qué expresion hay que sustraer del producto
de3a-2ya‘+4a-1?

13.Probar que si el producto de 3p + 1y 2p - 3 se sustrae de 6p? - 1y se adiciona -7p + 2 al
resultado obtenido, finalmente se obtiene 4.

Del sistema de ejercicios, debe comenzarse por los ejercicios 1 y 2 que contribuyen al
desarrollo de habilidades en la simplificacién de expresiones algebraicas donde aparecen
multiplicaciones combinadas con sumas y restas. El ejercicio 3 incluye el calculo del valor
numeérico. Los restantes ejercicios (del 4 al 13) constituyen otras variedades de ejercicios
donde se integran los conocimientos.

Por ejemplo, en los ejercicios del 11 al 13 puede sugerirse a los alumnos que procedan a
calcular por pasos. A continuacion ofrecemos la resolucion del ejercicio 11.

1. Calculamos el producto de 3a’b+2c y 2a’bh—c:

(3a’b+2c)2a’b—c)=6a’b’ +a’bc—2c".

Segln el texto del ejercicio, la expresion incognita que designaremos por x es igual a la suma
del polinomio —5a*b* —a’be+3c” con 6a*h’ +a’be—2c7 ; luego calculamos dicha sumay

472 2
obtenemos finalmente que x=a’5~ +c”.

Otra forma para resolver el ejercicio es hacer el planteo de la ecuacién que resulta, desde
un inicio, y despejar la incognita:

x—@ab+ ZC‘){ZGJE} —¢)=-5a’b’ —a’bec+3c”.
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2. 4 Division de Polinomios

Para el tratamiento de este punto se sugieren 7 horas. Se debe lograr que los alnmnes
aprendan el algoritmo para dividir dos polinomios y desarrollen habilidades en la
division de un polinomio por un binomio, asi como en la simplificacién de expresiones
algebraicas donde aparezcan de forma combinada las cuatro operaciones basicas con
polinomios y términos.

Como via metodoldgica para el tratamiento de este punto, puede comenzarse planteando a
los alumnos un ejercicio de multiplicacion como el siguiente:

Calcular (2x +1)(x —5).

Los alumnos calculardn y llegaran facilmente al resultado: (2x +1)(x—5)=2x"-9x-5,

entonces el profesor recordard que como la division es la operacion inversa de la
multiplicacién, debe cumplirse que:

(x® —0x_5)={x—5)=2%41 o BT -0%x-_5):Qrel)=x-5.

Ahora bien, en ambos casos se trata del cociente de un polinomio por otro pelinomio.
Los alumnos ya saben calcular el cociente de un polinomio por un monomio; el problema
nuevoe radica en como calcular el cociente en el caso de que el divisor sea también un
polinomio (en este afio nos limitaremos al caso en gue el divisor sea un binomio).

Una vez hecho lo anterior, a manera de motivacién, puede pasarse seguidamente a explicar,
a través de un ejemplo, cémo proceder para dividir un polinomio por otro polinomio. El
profesor puede guiarse segun el siguiente algoritmo:

Para dividir un polinomio por otro polinomio:

1. Eldividendo y el divisor deben ordenarse en potencias decrecientes de una misma
variable.

2. Se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor,
obteniéndose asi el primer término del cociente.

3. Este primer término del cociente se multiplica por el divisor y el producto resultante se
sustrae del dividendo; de esta forma se obtiene el resto.
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4. Sieste resto es de mayor o igual grado que el divisor (atendiendo a la variable respecto
a la cual se ordenaron los polinomios), lo consideramos como el nuevo dividendo y se
repite asi el proceso hasta obtener un resto de menor grado que el divisor, el cual serd
el resto de la division.

Es de resaltar que el esquema de cdlculo que se utiliza en la divisién de polinomios es muy
similar al que se emplea en aritmética para dividir numeros.

Para fijar el algoritmo de la division, sugerimos resolver el siguiente ejemplo u otro que tenga
similares caracteristicas (de acuerdo a la variedad de caso que se presentan).

EJEMPLO

Efectia las divisiones siguientes:

a. (3a%-8a-3) = (3a-2)

b. (2x2-11y%+ 3xy) = (x-2y)

C. (2b°-4b-2) = (2b+2)

d. (6c*- 7¢c3-4c2+5) = (-c + 2¢?)

Resolucion:
a. (3a%-8a-3) = (3a-2)

Tanto el dividendo como el divisor estédn ordenados en potencias decrecientes de la
variable a; luego procedemos a efectuar la division.

3a°-8a-3 [3a-2 Al obtener -7 como resto la division

-3a% + 2a a-2 termina, pues el grado de dicho resto es
menor que el grado del divisor.

-6a - 3 T Como el resto de la division no es cero, la

g misma es inexacta.
6a —4 Cociente

Resto — -7

Para comprobar el resultado verificamos que el producto del divisor por el cociente
mas el resto sea igual al dividendo.
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Comprobacion:
(30-2)(a-2)-7=3a%-6a-2a+4-7

=3a’-8a-3 quees el dividendo

b. (2x2-11y2 + 3xy) + (x-2y)

Antes de efectuar la divisién, ordenamos el dividendo segln potencias decrecientes
de x y luego calculamos:

2x2 + 3xy - 11y? x-2
-2x2+ 4xy 2x+ 7y
7xy - 11y? T
-7xy + 14y2 Cociente

Resto — 3y?

El resto de la division es 3y ya que el
grado de este resto (con respecto a la
variable x) es menor que el grado del
divisor.
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c. 2b°-4b-2) = (2b+2)

Observe que en el polinomio dividendo falta el término correspondiente a 5’
(podemos considerar que este término tiene coeficiente 0, es decir, 05°). Luego, al
disponer los calculos, dejamos en el dividendo el espacio comrespondiente a este

término.
b3 -4b-2 [2b+2
-2b3 - 2b° b*-b-1
-2b7-4b T
2b%*+2b Cociente
-2b-2
2b+2
Resto — 0

Comprobacion:

(2b +2)(b*-b-1) = 2b3-2b%-2b+2b*-2b-2

=2b>—4b—12.

d. (6c*-7¢%-4c? +5) = (~c +2¢?)

Para calcular, ordenamos el divisor segiin potencias decrecientes de la variable ¢ v
dejamos en el dividendo el espacio que corresponde al término en c.

6c* -7c*-4c* +5 [ 2¢2-c
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-6c*+ 3¢3 3c2-2¢-3

-4c3- 4c? 1)
4c3-262 Cociente
- 6c?
6c?- 3¢

Resto — -3c+5

Al obtener como resto -3¢ + 5 la divisiéon termina, ya que dicho resto tiene menor
grado que el divisor.

A continuacion haremos las siguientes observaciones:

* Debe insistirse a los alumnos que antes de efectuar una division, cuando se dispone el
esquema de calculo, es necesario que tanto el dividendo como el divisor estén
ordenados en potencias decrecientes de la variable que contengan o segun una de
ellas, si tienen mas de una.

e Si en el polinomio dividendo falta el término correspondiente a una potencia, debe
dejarse el espacio en blanco que corresponde a dicha potencia, pues la misma puede
aparecer en uno de los restos parciales.

* (Cuando uno de los restos parciales tenga un grado menor que el grado del divisor, la
division se interrumpe y dicho resto parcial es el resto de la division.

Para controlar los resultados obtenidos, debe sugerirse a los alumnos que pueden
comprobar la division, de forma andloga a como la aprendieron en la primaria, es decir,
aplicando la relacion D =d c + r (D = dividendo, d = divisor, ¢ = cociente; r = resto).

No obstante, queremos aclarar que en los ejercicios de division no es necesario exigir a los
alumnos la comprobacion por escrito en todos los casos, sino que ésta constituya una
forma de autocontrol para el alumno, si éste desea hacerlo.

Cuando la division no es exacta, no se exigird a los alumnos (en este nivel) expresar el
: . D P . "
llamado cociente completo, es decir = =&+ 7 simplemente se da el cociente y se indica

el resto.
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Aunque el objetivo de esta unidad es aplicar el algoritmo de la division en los casos que
el divisor sea un binomio, puede informarse a los alumnos que este procedimiento se hace
extensivo a casos en que el divisor tenga mas de dos términos.

Para la ejercitacion, debe comenzarse por un blogue de ejercicios de division, haciendo un
mayor énfasis en los casos donde el dividendo y el divisor son polinomios en una sola
variable. Este primer nivel de ejercitacion contribuird a desarrollar las habilidades
necesarias en la division de un polinomio por un binomio.

También recomendamos el siguiente ejercicio u otros similares en los que haya que
sustituir y calcular el valor numérico del resultado.

Sean: A =6x’-xy-2y°; B=y+ 2
A
a. CalculaC= =

b. Halla el valor numérico de C' parax =4 ; y=-3.

Los ejercicios siguientes resultan apropiados para que los alumnos apliquen la relacion
entre la multiplicacién y la division como operaciones inversas (una de la otra), y entre el
dividendo, el divisor y el cociente (en una division exacta).

1. Si el producto de dos polinomios es 12x*+ 11x°y? - 5%* y uno de los factores es 3x° - 7,
calcule el otro factor.

19

Si el cociente de dos polinomios es @’ - 3a - 4 y el divisor es a - 1, calcule el dividendo.

3. El cociente de dos polinomios es 277 - 3£ y el dividendo es 10/°F - 11 - 6¢*. Calcule el
divisor.

En el ejercicio siguiente, de una division inexacta de dos polinomios se conoce que:

a. Elresto es-2, el cociente es 35 - 1 y el divisor es 45 + 5. ;Cual es el dividendo?
b. Elresto es 1147, el cociente es p + 2g vy el dividendo es p* - 2pg + 34°. ;Cual es el
divisor?,
D—y

Hay que aplicar la conocida relacion: D=4 -c +r que es equivalentea d =
c

El ejercicio siguiente conduce a dos divisiones reiteradas.
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;Por cual expresiéon hay que dividir el cociente de x>+ 3x”-4x - 12 y x + 3 para obtener x -
2?

Otro aspecto importante dentro de este punto es que los alumnos logren un desarrollo de
habilidades en la resolucién de ejercicios donde aparezcan en forma integrada las cuatro
operaciones bdsicas con polinomios y términos.

Recomendamos el siguiente ejercicio, y para los alumnos de mayor rendimiento el literal f).

Copie la siguiente tabla y complétala:

A B A+B A-R AxB A+B
a) | 2a°+7a-4 a+4
b) | x*-6x+5 2 -5%
c) b-1 B +b -5h+3
d) x+2 %-7
e) [2mP-5m+6 2m® -6m+4
1) 6p° + 8p 6p° +2p-8

A continuacion ofrecemos una via de solucién para el inciso f), la resolucién de este inciso
constituye un anticipo para el trabajo con los sistemas de ecuaciones con dos incognitas
que se estudiara posteriormente.

A+B=6p° +8p
A-B=6p° +2p-8

Se conocen:

Como acabamos de plantear en el parrafo anterior, estamos ante un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas (A y B). Solo se conoce la suma y la diferencia de Ay B. Ahora
bien, a manera de impulso, puede sugerirse que adicionen estos resultados y preguntar: éa
qué serd igual esta suma?
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Evidentemente esta suma serd igual a A + B + (A — B) que es igual a 2A, luego basta con
dividir por dos para obtener la expresion A. Una vez obtenida A resulta facil determinar B.

Otra via seria despejar una de las incognitas en una de las dos igualdades y sustituir en la
otra con vista a trabajar en una ecuacion con una sola incognita; ahora bien, esto constituye
la esencia del método de sustitucion que se estudiara al resolver los sistemas de
ecuaciones. Por lo tanto, recomendamos la primera via que resulta mucho mas rapida en
este caso.

Los siguientes ejercicios integran, practicamente, todos los procedimientos algebraicos
estudiados en la unidad.

1 Pruebe que las ignaldades siguientes se cumplen:

a. (@-7a+10):(a-5)=a-2
b. 9’+6m+1)+ Bm+1)-1=3m

55" +6 4
6. —— - Mlx=05)=15"=dx
-3 '
3x?4+2x-8
d. Oy
x+2
c?—T7c—18
e. —  —  +(3c-2)=4c
c—9

f @ +5p-3)= @p-D-(p-2)=5

g. (@-3a’b+3ab*-b*) « (a-b)=a"-2ab+ b’
h m’—2m-4

+(2m+1) m—=2)+m=3m"
nm—2

2 Simplifique las expresiones siguientes y calcule su valor numeérico para los valores de las
variables que se mdican en cada caso:

xl-11x+24

+2x parax=
x=3

W | 2

b. (5m’+18m-8) = (5m -2)+ (6 - 3m) param=10,5
C. 3a°-14a+8) = (a-4)-(2a-5) para a=-3
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4y — 4y —3

d. +4y(y—0,5) paray=-3
5 »( paray
25 =5 #3046
e. (x-3)(x*+x-5)+ T SR parax = -2
x+1
3p —14p+8
f. (3‘,_t9+1)(p-2)-u arap=-|
p—4
3x7—2x°—16
£ E xz —(x+4}(x—6)—32_para x=-4
l'_
8clc—2d)-3c* —3d" 1
h. ole ) (C )x(50+d] parac=——; d=-1
c—3d 5

Los siguientes ejercicios constituyen ejercicios con texto que conducen a operaciones
combinadas con polinomios. En ellos se puede ir calculando por etapas o hacer el planteo
completo desde un inicio; esto lo dejamos a consideracion del profesor, atendiendo a las
caracteristicas y posibilidades de sus alumnos.

Por ejemplo, en el ejercicio siguiente se sustrae 7a? - 3ab + 2b? de 10ab + 13a2+ 7b? yse
divide esta diferencia por 2a + b. é Por cual expresion hay que multiplicar este cociente para
obtener como resultado 9a?- 256%?

Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

Los ejercicios que se deben realizar son de los siguientes tipos:

Calcular la suma o la diferencia de dos polinomios incluyendo ejercicios combinados de
suma y resta.

Simplificar expresiones donde aparezcan paréntesis superpuestos.

Calcular el producto de dos polinomios.

Simplificar expresiones donde se combine la multiplicacién con suma y resta, asi como
expresiones donde aparezcan varios signos de agrupacion con productos indicados.
Calcular el cociente de un polinomio por un binomio.

Simplificar expresiones donde aparezcan en forma combinada las cuatro operaciones
basicas con polinomios.

3. RESOLUCION DE ECUACIONES. PROBLEMAS.

En esta unidad temadtica se aplicaran los procedimientos algebraicos estudiados, a la
resolucion de ecuaciones, al despeje de formulas y a la resolucion de problemas que
conducen al planteo de una ecuacion.
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Para el desarrollo de esta unidad tematica se dispone de 15 horas y podemos distinguir en
ella los siguientes puntos esenciales:

* Resolucion de ecuaciones.
¢ Despeje de formulas.
* Resolucion de problemas.

3.1 Resolucion de ecuaciones.

Para el tratamiento de este punto recomendamos dedicar 4 horas. Se debe lograr que
los alumnos desarrollen habilidades en la resolucion de ecuaciones lineales para lo cual
tienen que aplicar los procedimientos algebraicos estudiados en las unidades tematicas
anteriores.

Dentro de este punto no se aborda teoria nueva, es decir, no se trata de resolver un “nuevo
tipo” de ecuaciones; lo que se pretende hacer es aplicar el procedimiento ya conocido
desde afios anteriores para la resolucién de ecuaciones, pero incorporando los elementos
del tecnicismo algebraico introducidos en este grado.

Para comenzar, puede presentarse el siguiente ejemplo o proponer otros ejemplos de
similares caracteristicas.

EJEMPLO

1. Resuelve y comprueba las ecuaciones siguientes:

a 9 -(5x-2)-x =8+ (4-2)
b. (2x+1)(x-4)+13=2x-10x
C. 3r-[2(x+5)-4]=Tx

Resolucion:

a. Ix-(5x-2)-x = 8+(4-2x)

Para resolver esta ecuacion hay que eliminar previamente los paréntesis aplicando el
procedimiento que ya conoce el alumno. Resulta entonces:

O9x -5x+2-x =8+4 -2x
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Ix+2=12-2x

Ix+2x=12-2
5x=10
=2
Comprobacion:
M.L: 9x2-(5x2-2)-2
=18-8-2=8
MD.: 8+(4-2x 2)
=8+ 0=8.

Comparacion: 8=38

Luego: x=2.

b. x+1)x-4)+13=2x"-10x.

En esta ecuacion aparece indicado un producto de dos polinomios (binomios), por
tanto, primero hay que calcular dicho producto.

232 -8x+x-4+13=2x"-10x
2x7-Tx+9=2x"-10x
2x2-2x2 - Tx+10x = -9
3x=-9
x=-3

Comprobacion:

Para comprobar también se puede sustituir el valor de la variable en ambos miembros
de la ecuacion e ir trabajando simultaneamente en ellos; al final se debe llegar a una
proposicion verdadera

ML M.D.
[(2x(-3) +1] (-3 -4) + 13 =2x(-3)* - 10 x (-3)
5 x (7)+13=2 x 9+30
35+13=18+30
48 =48

Luego: | , - 3
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C. 3x-[2(x+5)-4]=7x

En este caso, se eliminan primero los signos de agrupacion y luego se resuelve la
ecuacion resultante.

3x-[2Zx+10-4]=T7x
3x-2x-10+4="Tx

<=M
x-7x=6
-6x=6
x=-1
Luego: x=-1

En el inciso a. del ejemplo, hay que eliminar primero los paréntesis precedidos por los
signos “+” y “-” respectivamente. L.a ecuacion del inciso b. no es en si lineal, pues
contiene términos en x al cuadrado, pero dichos términos se cancelan y resulta entonces
lIa ecuacion lineal. En la ecnacion correspondiente al inciso c¢) y, en general, en
ecuaciones donde aparezcan varios signos de agrupacion, el procedimiento a seguir es
ir eliminando sucesivamente estos signos (como ya saben los alumnos) y luego resolver
Ia ecuacion resultante.

Con respecto a la comprobacién de las ecuaciones, ésta debe quedar por escrito solamente
cuando se especifica en la orden del ejercicio; no obstante los alumnos deben tener claro
que comprobar si el valor hallado satisface la ecuacion, constituye una forma de control.
Aunque esto es conocido desde afios anteriores, debe recordarse que la comprobacion se
realiza en la ecuacion original.

Para la ejercitacidn, recomendamos los ejercicios siguientes, sélo en el ejercicio 1 se pide
realizar la comprobacion por escrito; en los restantes no se exige esto. No obstante, si el
profesor lo considera necesario puede pedir que hagan la comprobacion de algunas de
estas ecuaciones.

1. Resuelva las ecuaciones signientes y compruebe la solucion.

a. &x+(x+5)=15
b. 18-(2x-6)=0
C. 8&x+(5-6x)=17
d. 2x-(1-6x)=15
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Determine el valor de x que satisface las ecuaciones siguientes:

3 AToOPFPR MO 00 o

[
=

=

3a=a+(4a-8)
7b=21-(3-4b)
9-(2m-3)=20-4m
n+nr+7)=27-2n
To+(7-p)-(p+22)=0

4+ (y+3)=2y-(5y-27)

4z+ (z-0,7)=7z- (4,9 + 52)
8x+(-3x+1,4)= 10,7 - (3 - 2x)

.2a-8=3(a-2)+a

8(b+7)-2b=5b-(3b-4)
8t+4(t-2)=-2-6(2t+9)
(x +5)(x-1)=x2-7

x(x+2)+5=(x+7)(x-3)

Xx-(8x-69)+(6x-50)=2x-(x-5)
4x-3x+5)+(x+7)=2x-3(x-1)
5x-(2x+1)=6-(x-5)+(2xt+4)
S5x-6=4(x-1)+x

2(4x-1,4)+1 =4x- (10,2 - x)
324x+5)-23=52x-(x-10,7)
4(3.6x-8)=5x-(-14x+3.7)-2,7
Ix -(2x -3)=3(x+1)+4x

(x +7) (x-3) = 2x + (x*-5)
(3x+1)(x-2)=3x2-(-7x + 26)
2x%+ (-x + 8) = (2x + 3)(x - 4)
(Bx-2)(x+2)=3x(x+1)-(x-2)

.3x2-(x-5)(x-3)=2x2+1

e |

X
3 2
2x—7 x+11
-+ =
5 2
Zx—l_ 5¢+6
5 10

=1

-4

=x+8
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Entre los ejercicios propuestos no debe dejar de ponerse al menos un caso en que la
ecuacion no tenga solucion (ejercicio 2, inciso d)), asi como uno que tenga infinitas
soluciones (ejercicio 2, inciso h)).

Con respecto a los tres ultimos incisos del ejercicio 2, se trata de ecuaciones con un mayor
grado de dificultad teniendo en cuenta que aparecen denominadores numeéricos. Ya los
alumnos en octavo grado han trabajado algunos casos sencillos de este tipo, por ejemplo:

kY X : . ; ’ 2 -
5 =8 5 y han operado como si estuviesen trabajando con nimeros fraccionarios.

X
4

En este afo no se pretende dar a los alumnos un método para eliminar los denominadores
en una ecuacion (esto lo aprenderan cuando estudien las ecuaciones fraccionarias), sino
que procedan de forma andloga a como si estuviesen operando con fracciones.

A continuacion ofrecemos, a manera de ilustracion, la resolucion comentada del inciso o),
por la via que consideramos mas racional.

23;—1_ 5x+6
5 10

=x+8.

Primero efectuamos la reducciéon de las dos fracciones en el miembro izquierdo de Ia

ecuacion; para ello se determina el denominador comin y se procede a efectuar la

operacion, dejando indicado el producto de los numeradores por los factores de
ampliacion.

2(2x—-1)-1(5x+6) _ "

10 '

+8.

Ahora efectuamos los productos indicados y “pasamos” el denominador 10
multiplicando, al otro miembro.

4x—-2-5x—-6=10(x+8)
—x—8=10x+80
—11x =88

x=-8
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Otra via es transformar

;. 3
——en —+—=—+— y resolver la
5 5 5 10 10 10 2 5

ecuacion:

3.2 Despeje de formulas.

Para el tratamiento de este punto se sugieren 2 horas. Los alumnos deben aplicar sus
conocimientos sobre la resolucion de ecuaciones al despeje de variables en una formula o
en una ecuacion literal.

El contenido correspondiente a este punto esencial resulta muy importante desde el punto
de vista de su aplicacién, ya que el trabajo con férmulas tiene una amplia utilizacién, no sélo
en matematica sino también en otras asignaturas como por ejemplo en la fisica.

Los alumnos deben estar bien claros que una férmula no es mas que una ecuacion, la cual
expresa determinadas relaciones entre distintos elementos y que en muchas ocasiones se
presenta la necesidad de calcular un elemento de una formula dada, para lo cual hay que
realizar un despeje.

Esto no resulta nuevo para los alumnos, pues desde grados anteriores ya han trabajado con
formulas.

El profesor puede citar ejemplos de formulas y preguntar cudles son sus elementos o bien
pedir a los alumnos que mencionen algunas de las férmulas conocidas por ellos y preguntar
qué relaciones expresan, asi como sus elementos.

Es importante que los alumnos tengan presente que despejar una variable en una formula
consiste en resolver una ecuacion segun la variable que se vaya a despejar. Luego, se aplica
el mismo procedimiento que para resolver una ecuacion.
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A continuacion puede proponerse a los alumnos que despejen determinados elementos de
las formulas mencionadas anteriormente por ellos mismos o de las citadas por el profesor,
y que oralmente vayan fundamentando los pasos que se siguen.

Puede remitirse a los alumnos al siguiente ejemplo u otro similar con férmulas que
seleccione el profesor.

EJEMPLO

Despejar las variables que se indican en las formulas siguientes:

A=&;b
2

-

b. @?=a+(n-1)d;n

Resolucion:

Observe que para despejar /2 se transpone el denominador 2 al ofro miembro multiplicando y
el factor 4 pasa dividiendo.

En el inciso b) se proceda de forma andloga, es decir, aislando en un miembro la variable a
despejar y pasando al otro miembro los demas elementos con la operacién inversa .

Dentro de la ejercitacion pueden ponerse tanto formulas conocidas por los alumnos como
otras que no lo sean, ya que el objetivo central lo constituye el hecho de que sean capaces
de realizar el despeje de variables, independientemente de cual sea la formula (siempre
que esté al alcance de las posibilidades de los alumnos).
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También pueden incluirse algunas ecuaciones literales que no necesariamente constituyan
formulas, por ejemplo el siguiente ejercicio.

En cada una de las ecuaciones siguientes, despeje la variable que aparece encerrada entre
paréntesis:

X 5
a —+a=5a%; (x)
a

b. by-b'=-by; () (b#0)
C. xta=2a; (x)
d. at+ad’c*=5ac; (t)(a@=0)

e. a-E:Z 2 E)
a

f a=-t(c+d), ) (c=-d)
g. V= 2ae ; (a)(e=0)

4

h. m= i; (x) (x=0)
3y

1. 6abc=3ar-9ac; (r)(az=0)

j. B'm+b -b=-20m+4b% (m) (b= 0)
k. 3ax+a(x+2)= 10a; (x) (a=0)
1. 17bc -3c(c +4B)=T7c%; (B) (c#0)

m. 20p - 5p(p* - 3pg) = 10pg ; (g) (p=0)
n. 4bt=BQ2bt+36%): (f) (b=0)

Se sugiere el siguiente ejercicio para vincular el despeje con el calculo del valor
numsérico.

Despejar las variables que se indican en las siguientes ecuaciones y calcular su valor
numerico para los valores que se dan, en cada caso:

e=m+np; nparae=45; m=3;p=5

ax +by=c; y parac=74; a=2; x=-3; b=-2
a’=b%-bd; d para a=2;b=-8

. Xy-z=w; x para y=4;w=-35;z=8

A =2a%+4ah; h para A=24,8;a=20

P oo oo
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f. A=ng(R+r); r para A=141,3;g=5;n=3,14; R=6
g. r-s=-r-sq; qparar=16,8;a=1,2
h. M=al+bc; | para M=8,5;a=8; b=4 ;c=10

Es conveniente ademas incluir algunos problemas, como los siguientes:

1. LasumasS de los angulos interiores de un poligono se calcula por la formula
800 (n - 2) donde n es el nimero de lados del poligono. é Cudntos lados tiene un

poligono si se conoce que la suma de sus angulos interiores es igual a 10 8007

)

El area total de un prisma recto de base rectangular puede calcularse mediante la férmula
A=2ab+2(a+5)-hdonde a y b son las aristas de la base y /1 es la altura del prisma. Si
se conoce que el area total es 94 u’ y las aristas de la base miden 3u y 4u respectivamente
;cual es la altura del prisma?

3. 3 Resolucion de problemas.

Para el tratamiento de este punto esencial se dispone de 9 horas. Lo fundamental es que
los alumnos apliquen sus conocimientos sobre la resolucion de ecuacionmes y la
traduccion del lenguaje comin al lenguaje algebraico, a la resolucion de problemas
intramatematicos y relacionados con la vida practica, que conduzcan al planteo de una
ecuacion.

Como se planteo en la parte correspondiente a la introduccion, el trabajo con los problemas
en esta unidad adquiere un considerable peso y se va a continuar posteriormente, cuando
se estudien los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables.

Ya los alumnos, desde grados anteriores, han resuelto algunos problemas sencillos que
conducen a una ecuacion; por lo tanto, el tratamiento de este aspecto no resulta nuevo en
este grado.

Como condicion previa para poder resolver estos problemas estd el saber expresar en
lenguaje algebraico las condiciones que contiene el enunciado de los mismos. Luego, se
puede comenzar repasando la traduccion del lenguaje comun al lenguaje algebraico; este
repaso debe ser con la participacion activa de los alumnos.
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Pueden proponerse ejercicios como los siguientes:

1. Escriba, utilizando el lenguaje algebraico:

Un nimero aumentado en 5.

Un numero disminuido en 8.

El quintuplo de un nimero.

El triplo de un nimero disminuido en 4.

La mitad de un nimero aumentado en el duplo del mismo nimero.
Tres numeros naturales consecutivos.

m ho OO T W

Un nimero de dos cifras basicas y el nimero que se obtiene al invertir el orden de
estas cifras.

2. Una persona tiene x afios. Represente su edad.

a. Hace 7 anos.
b. Dentro de 5 afios.

3. La base de un rectangulo mide x cm y su altura es el duplo de la base. Represente:

a. Su perimetro
b. Suérea.

4. Un automovil camina a una velocidad de x km /h.

a. éCuantos kildbmetros recorre en 4 horas?
b. ¢Cuantas horas invierte en recorrer 3 kilémetros?

Estos ejercicios (u otros similares) pueden ser resueltos oralmente por los alumnos y
contribuyen a crear las condiciones previas necesarias para la resolucion de problemas.

Sugerimos comenzar por un ejercicio bien sencillo, como el siguiente y, aprovechar para
elaborar las indicaciones que deben seguirse, de modo general, para resolver cualquier
problema que conduzca al planteo de una ecuacion.
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El triplo de un niimero es igual al nimero aumentado en 8. ;Cual es el namero?

Las indicaciones que deben seguirse pueden resumirse asi:

1. Leery analizar detenidamente el texto del problema.

2. Designar mediante el lenguaje algebraico qué representa la incognita, asi como las
relaciones o combinaciones en que intervenga ésta.

3. Plantear la ecuacién correspondiente.

Resolver la ecuacion obtenida.

5. Comprobar si la solucién obtenida satisface los requisitos del problema (puede ser
mentalmente).

6. Dar la respuesta atendiendo a lo que se pide en el enunciado del problema.

~

No obstante, queremos aclarar que estos pasos no son para que el alumno los memorice
mecanicamente, pues en la practica éste va a actuar de una forma mas concreta. Luego, no
debe obligarse a los alumnos a seguir un determinado patron de forma esquematica para
resolver un problema, lo que se pretende es darles s6lo una via metodoldgica que los ayude
a organizar sus ideas a la hora de enfrentarse a la resolucion de un problema.

De modo general, en el proceso de resolucion de un problema, podemos distinguir las
etapas siguientes:

Comprender el enunciado del problema.

Encontrar una via de solucion (analisis) y elaborar un plan de solucion.
Realizar el plan de solucion elaborado (sintesis).

Comprobar la solucion.

- o

A manera de ilustracion, ejemplificaremos la resolucion del siguiente ejercicio.

Una granjero necesita abonar 20 hectareas de terreno entre tierras ya cultivadas anteriormente
y tierras a cultivar por primera vez. Para ello recibe 1 320 kg de fertilizante. Cada hectarea
ya cultivada requiere 80 kg de ese fertilizante y cada hectarea de las otras requiere 45 kg
i Cuantas hectareas de cada tipo hay?

1. Para comprender el problema.
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¢De qué se trata en el problema?
Se trata de abonar un terreno.

¢Qué datos se dan?
Superficie total del terreno, cantidad total de fertilizante y cantidad para cada tipo de

terreno.

¢Qué se busca?
Cantidad de hectareas de cada tipo de terreno.

¢ Es necesario usar variables?
Si, por ejemplo x.

¢Qué representa la variable x?
La cantidad de hectareas ya cultivadas anteriormente (la cantidad de hectdreas a

cultivar por primera vez).

¢Como representar la cantidad de hectareas a cultivar por primera vez (ya cultivadas
anteriormente)?
La representamos por 20 — x

¢ Son suficientes los datos?
Si.

Para la via de solucion:

. Qué relacion se puede establecer entre los datos y las variables?
80x+45(20-x)=1320 o 80(20-x)+45x=1320

(A qué modelo matematico conduce el problema?
A una ecuacion lineal con una variable.

Para el plan de solucién:

Resuelve 1a ecuacion planteada.
80x+45(20-x)=132035x=420 1 =12

Para comprobar el problema:

(Eslégico el resultado? ;Por qué?
Si (porgue la suma de las cantidades no excede el numero total de hectareas).
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e (Es posible comprobar? ¢ Como?
Si es posible, verificando si la solucion hallada satisface los requisitos planteados en el
problema.

En ejercicios como éste y, en general, en ejercicios donde haya mas de una incognita, se
deben buscar rapidamente las relaciones entre éstas y plantear la ecuacion en funcion de
una sola incognita, que es el tipo de ecuacion que los alumnos saben resolver hasta estos
momentos.

Queremos reiterar nuevamente que no se exigira a los alumnos (por escrito) un esquema
de resolucién por pasos; simplemente el ejemplo ilustrado anteriormente constituye una
guia para el profesor acerca de las preguntas o impulsos que debe dar a los alumnos para
que esto los ayude en el proceso de resolucion del problema, lo cual debe quedar plasmado
en sus cuadernos de una forma lo mas simple posible.

Los primeros ejercicios que se propongan deben ser bien sencillos como por ejemplo los
siguientes.

1. Si se sustrae de 76 un cierto nimero y se multiplica la diferencia por 3, entonces se
obtiene 210. ;Cual es el nimero?

)

La suma de dos numeros es 20. Si se multiplica uno de los nimeros por 3 y se disminuye
el otro en 12, entonces se obtienen nimeros iguales. ;Cuales son los nimeros?

3. Se tienen dos nimeros de los cuales uno es menor en 2 que el otro. Si se multiplica el
mayor por 4, el menor por 3 y se suman ambos productos, se obtiene 57. ;Cuales son los
numeros?

4. Lasuma de tres numeros naturales consecutivos es igual a45. ;Cuales son los nimeros?

5. Lasuma de tres numeros es 40. El segundo namero es 3 unidades mayor que el primero.
El tercero es 8 unidades menor que el primero. Halla los tres nimeros.

6. Lasuma de dos nimeros es 131 y su diferencia es 63. ;Cuales son los nimeros?

7. Del duplo de un nimero se sustrae 18, el resultado se resta de 7 y la nueva diferencia se
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sustrae del nimero, obteniéndose finalmente 8. ;Cual es el nimero?

8. Enun nimero de dos cifras, la cifra de las unidades excede en 2 a la cifra de las decenas.
Si al nimero se le agrega el triplo de la cifra de sus unidades, resulta 36. ;Cual es el
numero?

9. La cifra de las unidades de un niimero de dos cifras es igual al triplo de la cifra de las
decenas. Si el nimero se divide por la cifra de las unidades, el cociente es 4 y el resto es
1. Halle el nimero.

Sugerencia: Tenga en cuenta larelacion D =de+ R
(D dividendo, 4 divisor, ¢ cociente, R resto)

Dentro del sistema de ejercicios debe existir una gran variedad: ejercicios de cifras,
ejercicios relacionados con la geometria, problemas de edades, problemas de méviles y
problemas relacionados con Ia vida practica entre otros.

No deben proponerse problemas de un solo tipo dentro de una misma clase de ejercitacion,
ya que esto contribuye a que los alumnos tiendan a “mecanizarse” en la resolucion de los
mismos y esto va en detrimento del desarrollo de su pensamiento y de sus capacidades.

Recomendamos también analizar con los alumnos, en el momento que se considere mas
oportuno, los ejemplos que aparecen desarrollados en el cuaderno de trabajo, lo cual
contribuira en gran medida a que los alumnos estén en condiciones de poder resolver la
mayoria de los ejercicios que aparecen propuestos.

En el ejemplo siguniente, luego de resolverlo, haremos algunas aclaraciones.

En un niumero de dos cifras, la cifra de las decenas es igual al duplo de la cifra de las unidades.
Si al nimero se le resta 27, se obtiene otro nimero con las mismas cifras, pero en orden
mnverso. ;Cual es el mimero?

Resolucion:
Sea 104 + 1 un nimero de dos cifras basicas, donde < es la cifra de las decenas y 1 la cifra
de las unidades.

Segun el problema propuesto se tiene que:

d = 2u (la cifra de las decenas es el duplo de la cifra de las unidades);
101 + d es el nimero con las mismas cifras, pero en orden inverso.
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Del enunciado del problema resulta la ecuacion:

(10d +u)-27=10u+d
Sustituyendo ¢ = 2u y resolviendo resulta:

102y + 12 -27=10u+ 2u
200 +u-27=12u
210 - 124 =27
O =27
it = 3 cifra de las unidades; ¢ =2x 3 =6 cifra de las decenas

Comprobacion:
63 -27=136

Respuesta: El nimero buscado es 63.

OBSERVACIONES AL EJEMPLO

En laresolucion de dicha ecuacion, primero se sustituye d = 2u y luego se procede a
resolver la ecuacion. Aqui también se puede, antes de realizar 1a sustitucion (d = 2u)
reducir los términos semejantes y por ultimo sustituir. Resulta entonces

(10d +1)—27=10u+d

9d —9u =27 (transponiendo convenientemente)
9d —u)=27 (Propiedad distributiva)

d—-u=3 (pasando el 9 al dividendo)
2u—u=3 (sustituyendo d = 2u)

u=3

En el siguiente ejemplo, referente a los dos moviles, después de resolverlo haremos algunas
observaciones.

EJEMPLO
Un antomovil sale de 4 hacia B a una velocidad de 80 km/h al mismo tiempo que sale un

omnibus de 5 hacia 4 a 65 kin/h. Si la distancia A5 es de 435 km.
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a. ;Cuanto tiempo tardaran en encontrarse?
b. ;A qué distancia de B se encontraran?

Nota: Se supone que ambos moviles se mueven con velocidad constante.
Resolucion:

Representemos por s la distancia entre 4 y B. Ahora consideremos como s: la distancia
desde 4 hasta el punto A/ de encuentro (distancia recorrida por el automoévil) y 52 la distancia
recorrida por el omnibus, es decir, la distancia desde B hasta A/ Conocemos ademas las
velocidades vi y v2 de ambos moviles. Segin el enunciado del problema, ambos maéviles salen
al mismo tiempo en sentidos opuestos (uno al encuentro del otro). El movimiento cumple la
relacion s = vf, donde £ es el tiempo

Del grafico se puede apreciar que la suma de las distancias recorridas por ambos moviles
hasta el lugar de encuentro es igual a la distancia entre 4 y B, es decir 51 + 521 = 435. Puesto
que st =vit y 52 = v2¢ (el tiempo es comun para ambos).

Sustituyendo por los valores respectivos se tiene que:

80f + 65t =435

145t =435

=5

f=3 h, tiempo que tardaran en encontrarse

Para calcular la distancia s>, sustituimos:
H=65x3=195
5= 195 km, distancia recorrida por el 6mnibus desde B hasta el lugar de encuentro M

Comprobacion:

La distancia de A al lugar de encuentro es 435 - 195 = 240 km y se cumple que 240 =
3 x 80km/h, lo cual coincide con la velocidad del antomovil que partié de A.
Respuesta:

a) Ambos moviles tardaran 3 h para encontrarse.
b) La distancia desde B hasta el lugar de encuentro es de 195 k.

OBSERVACIONES AL EJEMPLO

También puede resolverse siguiendo el razonamiento siguiente:
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Representemos por x la distancia (en km) desde A hasta el punto M de encuentro, es decir,
la distancia recorrida por el automovil. La distancia recorrida por el 6mnibus (que sali¢ de
B) serd entonces 435— x . Se conocen ademas las velocidades (en km/h) de ambos madviles.

IV, =80 (automavil) y V; =65 (émnibus)

A M B

Como ambos moviles parten simultdneamente y se encuentran al cabo de un tiempo t (en

2 5 ., Xx 435-x
h), utilizando la relaciéon t = — resulta la ecuacion —= ——
v 80 65

Resolviendo la ecuacion, se obtiene que x = 240, de donde se deduce que la distancia
recorrida por el automovil (que salio de A) es de 240 km.

. 240
Luego el tiempo t que tardardn en encontrarse es: = v 3h.

A manera de comprobacion, calculamos la distancia de B hasta M (recorrida por el omnibus),
la dividimos por la velocidad respectiva y el tiempo ya calculado.

En los ejercicios donde intervengan datos que corresponden a magnitudes, debe tenerse
en cuenta que la respuesta se da atendiendo al dato que menor cantidad de cifras
significativas tenga (que no debe ser inferior a dos).

También los alumnos deben tener presente que en muchos casos resulta conveniente hacer
un esquema o figura de analisis, lo cual ayuda grandemente a la comprension del problema
y a establecer las relaciones correspondientes entre los diferentes datos o magnitudes que
intervengan en dicho problema.

A continuacion ofrecemos la ilustracion de Ia resolucion de algunos problemas.
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De los problemas relacionados con las cifras basicas de un nimero, ofrecemos la resolucion
del ejercicio siguiente

La suma de las cifras basicas de un nimero de tres cifras es igual a 12. La suma de la cifra
de las centenas y la de las decenas es 9. Si se sustrae 99 al mimero que buscamos, entonces
obtenemos un numero escrito con las mismas cifras, pero en orden inverso. ;jCual es el
numero?

Sea 100 c+ 10 d + u el nimero de tres cifras basicas (c, d y u son digitos).
El nimero invertido sera 100u + 10d + c. Del texto del problema resultan las relaciones:

c+d+u=12 (1)
c+d=9 (2)

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene: u=3 (cifra de las unidades).

El planteo de la ecuacion es el siguiente:

(100c+10d+u)—99=100u+10d +¢
Resolviendo:
99¢c-99uy =99

99(c - u) =99
c—u=1
Como u = 3, se obtiene entonces ¢ = 4 (cifra de las centenas).

El nimero buscado es 453.

Otra via consiste en sustituir u=3y c =9—d en la ecuacion original y resulta entonces una
ecuacion en funcion de la variable d:

100(9—-d)+10d+3-99=100x3+10d+(9-4d).

Dentro de ejercicios relacionados con la geometria, sugerimos comenzar por el ejercicio
siguiente, donde aparecen las figuras geométricas y solamente hay que formar, en cada caso,
la ecuacion correspondiente atendiendo a la relacion que existe entre los angulos seiialados
en las respectivas figuras.

En cada una de las figuras siguientes, determine el valor de los angulos sefialados:
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X+ 820
AB || DC,
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4x x+ 10
A, O Y Bestan
alineados

Ofrecemos a continuacion la resolucion de los siguientes ejercicios.

1. La diagonal de un rectangulo excede en 3,00 cm a su altura; si la base del mismo mide
9.00 cm. Calcule el area de dicho rectangulo.

Resolucion
Consideremos las longitudes (en cm) de la base, la altura y la diagonal, teniendo en cuenta

las relaciones entre ellas que se plantean en el enunciado del problema.

Base: 9; altura: x ; diagonal: x+ 3
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En este ejercicio debe destacarse a los alumnos que resulta Gtil confeccionar una figura de
andlisis (ver figura siguiente) para poder apreciar con mayor claridad qué relacion
matematica existe entre estos tres elementos, de modo que se pueda plantear la ecuacién
correspondiente.

Los alumnos deben darse cuenta rapidamente que la relacion que debe aplicarse es el
Teorema de Pitagoras.

Luego, resulta la ecuacién: (x+3)° = x~ +9 . Debe tenerse en cuenta que:
(x+3)° = (x+3)(x +3).

Alresolver la ecuacion se eliminan los términos cuadraticos y se obtiene x= 12, de donde
se tiene que Ia altura mide 12,0 cm.

FEl area sera entonces 12x9=108 cm .

2. El largo de un rectangulo es al ancho como 5 es a 3 y su perimetro es 112 cm. Halle las
dimensiones del rectangulo.

Resolucion
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Segin el enunciado de este ejercicio, resulta facil interpretar que el largo del rectangulo
es % veces el ancho.

Si designamos por x la longitud (en cm) del ancho del rectangulo, tendremos que el
ancho es x y el largo ;x =

Se conoce ademas el perimetro del rectangulo, de donde resulta la ecuacion:

5 5
2l —x+x|=112 o —x+x=56
3 3
De los problemas referentes a edades, ilustraremos la resolucion del siguiente ejercicio

3. Laedad de un padre es el cuadruplo de la edad de su hijo y dentro de 5 aiios sera el triplo.
;Cuales son sus edades actuales?

Resolucion

En este tipo de problemas conviene diferenciar por separado larelaciéon entre las edades
actuales y las edades dentro de s afios (o hace z afios).

Representemos estas relaciones en la tabla siguiente:

Edades Edades dentro
actuales de S afos
Padre Ax 4x + 5
Hijo X x+5

Puesto que dentro de 5 afos la edad del padre serd el triplo de la de su hijo, resulta entonces
la ecuacion: 4x+5 = 3(x +5) cuya solucion es x = 10.

La edad actual del hijo es, entonces, 10 afios y la del padre, 4 10 = 40 afos.

Comprobacion:
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Dentro de 5 afios el hijo tendra 15 afios y el padre 45, que es el triplo de 15.

Tlustraremos ahora la reseluciéon de un ejercicio relacionado con la practica. Para ello
escogemos el siguiente, el cual proponemos para los alumnos de mas alto rendimiento.

4. En una movilizacion agricola para la cosecha de papas, entre Félix, Enrique y Pablo
recolectaron un total de 120 quintales de papas. Félix y Enrique recolectaron enfre ambos
48 quintales mas que Pablo, mientras que éste recogio un quintal mas que Enrique.
;Cuantos quintales de papas recogié cada uno?

Resolucion

En este problema hay tres incognitas; luego el mismo (de acuerdo a las relaciones que en él
se plantean) puede conducir a un sistema de tres ecuaciones con tres variables, lo cual no
estd aln al alcance de las posibilidades de los alumnos.

Por tanto, para resolver este ejercicio debe buscarse una via mediante la cual resulte una
ecuacion con una sola variable, que sea lo mas sencilla posible. Una vez resuelta ésta,
entonces se podran determinar sin mucha dificultad los otros valores.

Para ello debemos analizar a cudl de las tres cantidades resulta mas conveniente designar
con la incognita.

Teniendo en cuenta las relaciones que se establecen en el texto del problema,
consideramos que la via mas racional es la siguiente:

Designemos por x la cantidad de quintales recogidos por Pablo. Luego, Félix y Enrique
habran recogido entre ambos (x + 48) quintales.

Puesto que entre los tres recolectaron 120 quintales, resulta la ecuacion:
(x+48)+x=120

Resolviendo esta ecuacion resulta x = 36, que es la cantidad de quintales recolectados por
Pablo.
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Puesto que Pablo recogid 1 quintal mds que Enrique, éste ultimo habra recogido 35
quintales.

Luego, la cantidad de quintales recolectada por Félix serd 120 - (36 + 35) = 49.

5. Un tanque de agua tiene 2000 litros de capacidad y contiene una cantidad de agua
equivalente al 25% de lo que le falta para llenarse. ;Cuantos litros de agua hay en el
tanque?

Resolucion

Designemos por x la cantidad de litros de agua que hay en el tangque. Luego, lo que le falta
para llenarse es un total de (2000 — x) litros.

; : i 1
Segun el enunciado del problema, resulta la ecuacion: x = 1(2000!—.::) ya que el 25%
equivale a 1
uiv =i
4
Resolviendo la ecuacion se obtiene x = 400.
Al resolver problemas de mdviles resulta muy atil hacer una figura de analisis que ayude a

visualizar la situacion que se plantea en el problema, lo cual facilita grandemente su
comprension y posterior resolucion. La relacion fisica que se utiliza en estos problemas es

. s :
la formula v= : que es conocida por los alumnos.

En los problemas de moviles (donde se supone que el movimiento es uniforme), se deben
considerar dos casos atendiendo al sentido en que se desplazan éstos:

1. En el mismo sentido.
2. En sentidos contrarios.

Ilustraremos ahora un caso en el cual ambos moviles se desplazan en el mismo sentido.

6. Dos moviles parten simultaneamente de un mismo punto v se desplazan en linearectay
en un mismo sentido con velocidades constantes. Al cabo de 4.0 h se encontraban a
160km uno del otro. Determine la velocidad de cada uno si se conoce que dichas
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velocidades estan en larazon 2 / 3.

Resolucion

Designemos los moviles con 4 y B, respectivamente.
Supongamos que v, >vg;es decir, que el movil A se desplaza mas rapidamente que el

movil B.

Al cabo de 4 horas, el mavil A le llevara una ventaja de 160 km al movil B, como en la figura
siguiente.

B A

> i » (t=4
i 160

< >

Luego, en ese momento se cumplira que s,—5, =160 donde s, =v [ y s, =v,l.

Pl

Resulta entonces v, f—v,f =160 (1)

Sustituyendo t=4 en (1) se tiene que: 4v, —4v, =160.

4(v,—v,)=160 dedonde v, —v, =40 (2).

Segun datos del problema se conoce ademas que:

n
v_ﬁzl(v5<vﬁ)dedonde VH:EV,, (3)
v, 3 ' 3

Sustifuyendo (3) en (2) resulta:
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2
Ypgiy= 40 de donde se obtiene que v, =120 km/h.

2
Luego, vy = ?X 120=80km/h.

Ademas, si calculamos las distancias (en km) s, y s, se obtiene que s, =120x4 =480 y
5, =80x4 = 320.

Notemos que 480 — 320 = 160 que es la distancia (en km) que separa a ambos moviles al
cabo de 4 horas.

Otra via de resolucién que puede seguirse es trabajar en funcion de las distancias s, y s;.

Si s, =x, entonces 5, =x+160.

| 2 s 2
Luego, si V—B: - debe cumplirse también —= = 5 o sea: 35, = 2s, de donde resulta la
4 Sa

ecuacion 3x=2(x+160).

Resolviendo esta ecuacion se obtiene x = 320, es decir: S; =320 km. Entonces las

480

32
velocidades (en km/h) seran, respectivamente v, = T: 80 y v, = . =120

Queremos aclarar que no se debe exigir a los alumnos un esquema de resoluciéon tan
detallado como el que acabamos de exponer; basta con que éstos apliquen las relaciones
correspondientes y lleguen al resultado correcto de la forma que les resulte mas simple.

Para finalizar, queremos plantear que, independientemente de que en el libro de
ejercicios haya una buena cantidad y variedad de problemas, el profesor puede crear
otros (si lo considera conveniente) con datos de actualidad relacionados con la
produccion, el ahorro, etc.

Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

Los ejercicios que se deben realizar son de los sigunientes tipos:
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Resolver ecuaciones lineales y ecuaciones transformables a lineales, donde hay que
aplicar los procedimientos algebraicos estudiados .

Realizar el despeje de variables en una formula dada.

Resolver problemas que conducen al planteo y resolucion de ecuaciones.
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UNIDAD 3

FUNCIONES LINEALES

INTRODUCCION

Actualmente es incuestionable que el poseer un conocimiento adecuado sobre las funciones
forma parte de la formacion general de los alumnos, con el fin de lograr este propoésito en
esta unidad se infroduce y define el concepto funcion lineal, el objetivo esencial es que el
alumno sea capaz de representar graficamente las funciones lineales y de encontrar sus
caracteristicas.

Las caracteristicas de las funciones se obtienen, en gran parte, a partir de las observaciones
de sus graficos. Reciprocamente, los graficos se obtienen a partir del conocimiento de las
propiedades de las funciones y de la determinacion numérica de las propiedades locales.

Esta unidad ha sido concebida para que los alumnos comprendan el concepto de funcién
lineal y su relacién con la dependencia funcional, asi como que conozcan las diferentes
formas de representarla. Ademas se incluye la resolucion de inecuaciones lineales sencillas.

Los conocimientos sobre el concepto funcion que se imparten en octavo afio constituyen la
base para el estudio de las funciones elementales, que comienza al tratar las funciones
lineales en el noveno afo. En décimo afo se profundiza en el concepto funcion al continuar
con el tratamiento de la funcién lineal, empezar a tratar la funcién afin, afin por intervalos,
y la funcién valor absoluto.

Esta unidad se inicia con un repaso donde se amplia el conocimiento previo del concepto
de relacion, y se logra una sistematizacion al incorporar un nuevo concepto: “funcion
lineal”. Es importante destacar que la resolucion de inecuaciones con una incognita, es
abordado como una aplicacion de los temas tratados anteriormente.

Para un mejor desarrollo del trabajo con la unidad, se han hecho las siguientes
consideraciones:
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- Definir el concepto de funcién lineal como una correspondencia univoca entre dos
conjuntos, pues es mas natural y comprensible para el alumno que definirla como
conjunto de pares ordenados.

- Definir funcion lineal como la correspondencia determinada por la ecuacion y=
mx + n ; por ser su grafica una linea recta, eliminandose la diferencia entre funcion afin
y funcion lineal.

- No demostrar la propiedad que garantiza que la grafica de y = mx + n es una recta, por
no tener los elementos de la semejanza y por resultar de dificil comprension para los
alumnos.

- Incluir la resolucion de inecuaciones lineales sencillas, fundamentando el cambio de
signo de |a desigualdad a partir del signo de la funcion lineal.

- Incluir la resolucion de problemas de reparto proporcional, utilizando la ecuacién  y =
mx.

- Incluir una amplia y variada ejercitacion, dirigida a los aspectos centrales de la unidad.

Como se aprecia, en la unidad se ha simplificado el contenido tedrico y su tratamiento
metodolodgico.

Al final aparece una ejercitacion variada que sirve para consolidar y sistematizar los
conocimientos adquiridos en la unidad o para enriquecer los ejercicios realizados.

COMPOSICION DE LA UNIDAD

Correspondencia

1
Ty

Sistema de coordenadas

Representacion grafica

Funcion lineal /

Funecian

[ N

Inecuaciones lineales

Proporcionalidad

Propiedades

- dominio e imagen
- ceros
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HILO CONDUCTOR

Lo esencial en esta unidad es que los alumnos dominen el concepto “funcion lineal”, sus
propiedades y representacion grafica. Ademas deben desarrollar habilidades en la resolucion
de inecuaciones lineales sencillas y problemas de reparto proporcional.

Para lograr lo anterior los alumnos deben:

e Representar puntos en un sistema de coordenadas rectangulares e identificar las
coordenadas de puntos representados en el mismo.

e Comprender el concepto de funcién lineal como correspondencia univoca entre dos
conjuntos y tener una representacion mental clara del mismo.

e Decidir si una correspondencia dada es o no funcion lineal.

e Comprender las distintas formas de representar una funcion lineal.

e Reconocer que las funciones lineales se definen por la ecuacion y =nwx+n, que su
grafica es una recta y que tienen por dominio V e imagen el mismo conjuntosi iz =0.

* Comprender los conceptos: cero de una funcion lineal, pendiente de una recta y funcion
lineal creciente o decreciente.

e (Calcular el cero de una funcién lineal asi como |la pendiente de una recta conocidos dos
puntos de la misma.

®* Representar graficamente funciones lineales dadas por sus ecuaciones
correspondientes.

* Resolver problemas de proporcionalidad directa y de reparto proporcional.

® Resolver inecuaciones lineales sencillas.

Para el logro de las exigencias planteadas anteriormente el nivel minimo que deben alcanzar
todos los alumnos se caracteriza mediante ejercicios como |los que aparecen a continuacion.

L. Representar en un sistema de coordenadas rectangulares los puntos A(- 2; 5); B(0; 4);

C(5; 0); D(3; 1); E(- 6; - 2); F(4;1); G(0; - 2); H(-1;0); !G:— ;) ;)(-0,8; 2); K(— ;—;—3,5]

2. Determinar las coordenadas de los puntos representados en la figura siguiente.
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Los vértices de un rectangulo son A(- 2; 3); B(8; 3); C(8;-3) y D(-2;-3).
a. Representarlos en un sistema de coordenadas rectangulares.
b. Calcular su area.

C. Determinar graficamente las coordenadas del punto | de interseccién de sus
diagonales.

. Analizar cudles de las siguientes correspondencias son funciones y cudles no.

Fundamentar
a. Acada xeV seasocia —3x+4
b. Acada x eV seasocia M

€. Acada x eV se asocia sus multiplos

Dada la funcién “f’ definida por f(x) = x* +5x
a. Calcula f(0); fi2); f[%]; f10.3); f15,1); la) v f3a)
b. Pruebaque f(a)— f(a)=10a.

. Dadas las funciones lineales representadas por las ecuacionesy=-3x y y=5x-1

a. Calcular sus ceros.
b. Representarlas graficamente.
C. Analizar si son crecientes o decrecientes. Fundamentar.
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7. En un triangulo isésceles se conoce que sus lados son proporcionales a 5; 7y 5
respectivamente. Si su perimetro es 78 mm. ;Cuanto miden sus lados?

8. Los angulos interiores de un triangulo son proporcionales a 20, 12 y 4
respectivamente. Si el mayor angulo mide 100° ;Cuanto miden los otros dos?

9. Una mezcla esta compuesta por las sustancias A, B y C. Si se sabe que estas son
proporcionales a 10; 12 y 15 respectivamente y que hay 3 g mas de la sustancia B que la
A ;Cual es lamasa de lamezcla?

10. Resuelve las siguientes inecuaciones:

d. 3x+2<5x-4
b. 8(2x-5)<6x

1
C. —2(5—x)2.x+5
d e didnsal’ -A)ix
e. %(I+3)— 0,2x > 0,5(2x—3)

f. 5(x+2)—(2—x)<8x—4(x+3)

INDICACIONES PARA EL DESARROLLO DE LAS UNIDADES TEMATICAS

En la presente unidad se pueden distinguir las siguientes unidades tematicas, es importante
evidenciar que por ser muy cortas no se las ha dividido en puntos esenciales:

1. Funcion lineal.
2. Funciones lineales y proporcionalidad directa.
3. Inecuaciones lineales

1. FUNCION LINEAL

Para el desarrollo de esta unidad tematica se recomienda 4 horas clase. El profesor en estas
clases debe conseguir que los alumnos comprendan los conceptos de funcién lineal y cero de
una funcion lineal, y que la representacion grafica de estas funciones es una recta.

Para introducir el concepto funcion lineal se sugiere seguir una de las tres vias siguientes:
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1 Via deductiva, donde se plantea a los alumnos que van a estudiar un caso particular de
funcion que se denomina funcion lineal y se da la definicion, seguidamente se
preguntara por la ecuacion que representa a esta funcién (y = mx + n) y se pediran

algunos ejemplos, tratando que se consideren todos lo casos segun los valores de my
n.

2 \Via inductiva (variante 1): se parte de un ejercicio como el siguiente. Analizar si las
siguientes correspondencias son funciones o no.

a. Acada x eV corresponde 2x+3.
b. Acada x eV corresponde — 5x

C. Acada x <V corresponde 4

d. Acada x eV corresponde 0

e. Acada x<Vcorresponde x° +35

Después de analizar los cinco incisos y concluir que son funciones, se llama la atencion
sobre las caracteristicas comunes de los incisos a) al d) en los que la imagen se obtiene
como el producto de x por un nimero real m, adicionandole un niimero real n (mx +n),
concluyendo con la definicion y destacando cual es la ecuacion que define la funcién.

3. Via inductiva (variante 2): Partir de una situacion problémica como la siguiente:

Un grupo de pioneros exploradores se aleja del campamento 3 km y luego caminan a
razon de 5 km/h. Expresar mediante una ecuacion la dependencia entre la distancia
recorrida (v) v las horas caminadas (x).

En el analisis del ejercicio se debe concluir que se trata de una funcién cuya ecuacion
corresponde a la forma y = 5x + 3, se destaca que las funciones definidas por ecuaciones
de la forma y =mx +n (m;n € V) se denominan lineales y se da la definicion.

Después de dar la definicion por cualquiera de las variantes se debe analizar que el dominio
de una funcién lineal es el conjunto V si no se indica otra cosa, pues la expresion mx + n
estd definida para cualquier valor real de x.

Un segundo aspecto esencial lo constituye el analisis de la imagen de una funcién lineal y la
representacion grafica de estas funciones.
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Se sugiere primero analizar |la representacion grafica de las funciones lineales, para ello se
puede proponer a los estudiantes un ejercicio como el siguiente.

Representar graficamente las funciones definidas por:

a. y=3x+1
b. y=-3x
€. y=3

Se le indicara al alumno que utilice una tabla para representar las coordenadas de los puntos
del grafico de cada funcion. Luego de representados los puntos, llamar la atencion respecto
a que se obtiene una idea mas clara del grafico mientras mas puntos se tengan y que en estos
3 casos se induce que es una recta.

Concluir que si el grafico es una recta basta con determinar dos puntos para poderla trazar,
y dos puntos comodos son aquellos en que la grafica corta a los ejes es decir, P40, y) vy
P2(x; 0) destacando que las coordenadas x e y de P,y P; respectivamente se denominan
interceptos.

Ademas en Py setiene y=n pues y=mx 0+ n dedonde y=n.

Aprovechar este momento para destacar la relacion entre los valores de my ny la posicion
de la recta, usando el siguiente ejemplo:

EJEMPLO:

Represente graficamente las funciones lineales definidas por

a y=2x+:1 b. y=-2x & j=1i
Resolucion

Determinamos las coordenadas de algunos puntos de cada grafica y la representamos
utilizando un sistema de coordenadas rectangulares.

x |-2 -1
-3 -1 1

2o
-

LA

o
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y |1 0 -1 |2 |4

C.
-2 -1 |0 1 2
2 2 2 Y 2

Observe que en los 3 casos se pudo trazar una recta que pasa por los puntos representados.
Si para otro valor cualquiera de xeV obtenemos el valor correspondiente de y mediante las
ecuaciones dadas, podemos comprobar que los puntos que tengan estas coordenadas también
pertenecen a las rectas trazadas, por lo que llegamos a la conclusion siguiente:

La grafica de una funcién lineal es una recta.

Esta propiedad no la vamos a demostrar en este aiio.

Si se observan las ecuaciones correspondientes a las funciones lineales del ejemplo, se notara
que en el incisoa) m=>0,enelb) m< 0y en el ¢) m= 0y que las rectas representadas tienen
distintas posiciones respecto al eje x. Asi, si 7 = 0 larecta se inclina hacia armiba, sim <0 la
recta se inclina hacia abajo y s1 m = 0 la recta es paralela al eje x. Ademas, estas rectas
intersecan al eje ¥ en los puntos (0;1); (0;0) y (0;2) respectivamente, y los valores de # en las
ecuaciones correspondientes coinciden con las ordenadas de estos puntos. En el inciso a) »
=1,enel b)n = Oyenel ¢) » =2. Luego el valor de » coincide con la ordenada del punto
(0; v) del grafico de la funcion lineal dada.

y y
a. 4 b. 1
4 4
31 \ I3
"'.:_I 5 Q{‘E S
" nx o & ¥y T
T3 AT 7 30112 34
2 | 5 =1 ‘_{%
il
2 -2 \
e ] c .n.y E ‘.ﬁ%
4]
21
2




Siproyectamos sobre el eje ¥ las graficas de las dos primeras funciones, en cuyas ecuaciones
m # 0, obtenemos como imagen el conjunto V, mientras que en el, caso de la funcion del
i11ciso ¢) en cuya ecuacion 71 = 0, obtenemos como mmagen el conjunto {2}.

A las funciones lineales como las del inciso ¢), cuyo conjunto imagen consta de un solo
numero se les llaman funciones constantes y su grifica es siempre una recta horizontal

(paralela al eje X).

De afios anteriores se conoce que para trazar una recta basta determinar dos puntos por
los que ella pasa, luego para representar graficamente una funcion lineal basta determinar
dos puntos; por lo general es comodo utilizar los puntos de coordenadas (0; y) y (x; 0) que
son los puntos donde la recta interseca a los ejes coordenados.

Por ultimo se debe estudiar la imagen de las funciones lineales, esto se hara apoyandose en
el ejercicio anterior destacando que al proyectar la grafica en el eje x se obtiene el dominio
que es V como ya se conoce, ahora se puede preguntar a los alumnos écual sera la imagen
de estas funciones? Por analogia proyectaran los graficos en el eje Y y obtendran que en
los incisos a) y b) se obtiene como imagen V y en el inciso c) el conjunto unitario {3}, esto
ultimo ocurre cuando m = 0 . Completar el analisis cuando m = n = 0, en este caso la recta
coincide con el eje X y la imagen es {0}.

Antes de tratar lo referente a ceros de las funciones lineales se deben hacer algunos
ejercicios para fijar estos contenidos, pueden ser los siguientes:

1.- Determine cuadles de las siguientes ecuaciones definen funciones lineales:

3
1+— ,x+0
g

a y==x-2 b. y=3x c. y=x’ d y

ia

y=x h. 3x+y=0
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i x+2y=8

2 - Dada la funcion f tal que f(x)=5x -2

Halle £(0); f(1) y f(2).

Determine x si f(x)=13; f(x)=-12; f(x)=-6; f(x)=-1.

c¢. Determine los valores de x y y para los cuales los puntos A(x; -3), B(2; v),
C(-1;y) pertenecen a la grafica de f.

d. Represente graficamente la funcion.

o

3.- Represente graficamente las funciones lineales siguientes:

1
a y=x b. y==x c. fx)= x = d y=-4x
1 .
e. y=-0,2x £ fGx)=x+2 g hx)=4x-3 h. _];ZE x4 1.
y=03x-2 J. gx)=-3 k. g(x)=2-x L. y=08-2x

m. j(x)=4-0,5x

4 - De una funcion lineal f{x)= mx + 1 se conocen m y #.
Indique dos pares numéricos que satisfagan la ecuacion correspondiente y trace su

grafico.

a m=4y n=1 b. M=2yn=-3 c. M=-3yn=15
3

d m=1lyn=0 e. m=0yn=-5 f M=0yn= oy

El cero de una funcion lineal puede introducirse mediante una conversacion con los
alumnos donde se destaque que la interseccion de la grafica de esta funcién con el eje X es
uno de los puntos que puede utilizarse para trazar la grafica de la funcién lineal.

Formular entonces la pregunta: équé es necesario conocer para determinar el punto de
interseccion con el eje X?
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Basta conocer la abscisa del punto y asi se introduce el concepto cero de una funcion lineal
como el elemento del dominio que tiene imagen cero. Debe destacarse la diferencia entre
el cero y el punto de interseccion con el eje X.

Por ultimo se debe proponer un ejercicio como el siguiente:

Calcular los ceros de las funciones lineales siguientes:

a. y=2x—4

b. y=2x
C. y=5
d. y=0

Primero se debe precisar el algoritmo para calcular el cero de una funcion lineal:

1. Sustituir la “y” por cero.
2. Despejar “x” en la ecuacion obtenida en 1.

Al resolver el ejercicio se debe destacar que los incisos a) y b) donde m = 0 se obtuvo un
unico cero, mientras que en el inciso c), se obtiene una igualdad falsa (0 = 5) por lo que
ningun valor de x la satisface, luego no hay ceros y en el inciso d) se obtiene una igualdad
verdadera (0 = 0) la que se satisface para cualquier valor de x € V por lo que hay infinitos
ceros.

Debe ademads destacarse la correspondencia que existe entre este razonamiento analitico
y la interpretacion geométrica del concepto cero de una funcion lineal, ya que en los incisos
a) y b) las rectas cortan al eje X en un Unico punto, en el inciso c) la recta es paralela al eje
X por lo que no tienen puntos comunes y en el inciso d) la recta coincide con el eje X por lo
que tienen infinitos puntos comunes (todos los del eje X).

Debe quedar claro para el alumno que cuando m # 0 las funciones lineales sdlo tienen un
unico cero.

Es importante que el alumno comprenda la interpretacion geométrica del concepto cero de
una funcion lineal.
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Se sugiere dedicar la primera clase a la introduccion del concepto funcion lineal y su
representacion grafica y la segunda clase para tratar lo relacionado con el cero de las
funciones lineales y comenzar a ejercitar los contenidos tratados en ambas clases.

La tercera y cuarta clases se dedicaran a ejercitar, para ello se pueden seleccionar ejercicios
como los siguientes, u otros creados por el profesor.

)

. En lafuncion y = mx + 3. ;Cual debe ser el valor de m para que el punto (2;14)

pertenezca a su grafico?

Halla el valor de 7 si se sabe que el grafico de y = 3x +# pasa por el punto:
a. F(-2:4) b. R(5;2)

. Trazar en un mismo sistema de coordenadas rectangulares las graficas de las funciones

y=-03x-=2 ; y=2+5

a. Indica en cada caso 3 valores del dominio para los cuales las imagenes
correspondientes sean positivas y 3 valores par los cuales sean negativas.

. Calcula el cero, en caso que exista, de cada una de las funciones lineales siguientes :

a. .}! =x b .}-'=—2_x c. :!f' = 11“._36
d y=10x+8 & y=5-x f y=4-%

. 1 3
g y=-5x-2 h. y=0,8x -16 . y:;x—g

j. y==f3x-43 k. y

|
I~
f—
-

|
=

. Dada lafunciéon y =4 — 2x :

a. Represéntala graficamente.

b. Calcula el area de la figura formada por los ejes coordenados y la grifica de la
funcion.

c. Calcula la longitud del lado mayor de la figura determinada en el inciso b).

. Determina para qué valores de x la funcion:

a. y=5x+8 toma el valorded4.
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b. y=12—-x tomael valorde —

tn | 12

¢. y=-2x—5 toma el valor 0,4
d y=-x toma el valor /3

. Sealafuncion y=2x -4
a. Calcula su cero
b. Represéntala graficamente

. De una funcion lineal se sabe que su cero es — 4 y que interseca al eje y en el punto de

5
ordenada 5 Represéntala graficamente.

. En la figura siguiente estan representadas dos funciones lineales. Apoyandose en el
grafico determina las ecuaciones de dichas funciones .

L y b i%’
\a%l“ 1
\-%4 4
13 /3
\
\ 4
1+ \
—— N PR TR ¥ W
372 “1 o1 'z '3 4 -4 -3 -2 /1 Jor T2
T \
_-1 1:‘\‘!3* -.1
\
-1 -1

2. FUNCIONES LINEALES Y PROPORCIONALIDAD DIRECTA
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Para el desarrollo de esta unidad tematica se sugiere se usen 4 horas. Y por lo corto de la
unidad no se determinara puntos esenciales.

Se debe lograr que los alumnos apliquen los conocimientos sobre proporcionalidad directa
a la resolucion de problemas de reparto proporcional y de proporcionalidad.

Se sugiere comenzar con una actualizacién de los conocimientos sobre proporcionalidad
directa y proporciones que trae el alumno, esto puede hacerse mediante ejercicios como
los siguientes:

1. En la siguiente tabla se representa la correspondencia entre cantidades de dos
magnitudes x e y.

X |1 1,2 |2 2,5 |3 4 4,7

¥ 2 2,4 14 5 6 3 9,4

a. Analizar si estas magnitudes son proporcionales o no.
b. En caso de serlo, decir cual es el factor de proporcionalidad.

2. En las siguientes proporciones calcule el término desconocido:

- T
"4 2

1 3,2
B, ==

5 a

1

2 m
C. el

3 4

3. De 150 quintales de remolacha se obtienen 25 quintales de azicar.

a. ;Cuantos quintales de aziicar se obtienen de 80 q de remolacha?
b. ;De cuantos quintales de remolacha se obtienen 15 q de azicar?

Con estos ejercicios u otros similares se recordaran los conceptos de proporcionalidad
directa, factor de proporcionalidad, razén y proporcion, asi como el procedimiento para

resolver una proporcion, utilizando el teorema fundamental:

“El producto de los extremos es igual al producto de los medios”.
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En el ejercicio 1 se debe concluir que x e y son magnitudes directamente proporcionales con
factor de proporcionalidad 2 y que esta proporcionalidad directa no es mas que una funcion
lineal de la forma y = 7x con m = 2, destacando que esta ecuacion describe muchos procesos
y fenomenos de la vida, la ciencia y la técnica y que por tal razon es importante aprender a
resolver problemas relacionados con ella. También se recordara qué es una razon y qué es
una proporcion. Con los ejercicios 2 v 3 se precisara como resolver proporciones y problemas
sencillos de proporcionalidad directa.

Es necesario ademas en estas clases utilizar algunas propiedades de las proporciones que el
alumno no conoce pero que se pueden introducir de manera natural, como se ilustra en los
ejemplos siguientes:

EJEMPLO

Descomponer el nimero 72 en tres sumandos proporcionales a los nomeros 3, 4 v 6
respectivamente.

Resolucion

Se desea descomponer el nimero 72 en tres sumandos, ;como representar estos? Utilizando
variables podemos designar porx, v, z a los mismos, luegox +y+z=72

;Como representamos la condicion de que x, y, z son proporcionales a 3, 4, 6
respectivamente? Formando razones iguales al factor de proporcionalidad k, es decir:
Fop g Sop

3 4 6

i Qué debemos hacer para hallar x, y, z? Despejar en las igualdades, asi tenemosx =3k;y =

4k: z=6k.

:Qué nos hace falta para obtener los valores de x, y, z? Conocer el valor de k.

;Como podemos relacionar k con el valor de 72 de la suma de los nimeros? Sumando
ordenadamente las igualdades:

x=3k pero x4y =72
y=4k luego 72=13k
- =6k k=72
x+y+-=13k 13
;Cuales son los sumandos? x = ﬁ‘, y= E; T= ﬁ
13 13 13
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Como en todo problema, se debe comprobar en este caso que la sumaes 72 y que los nimeros
son proporcionales a 3, 4 y 6 respectivamente. Finalmente dar la respuesta.

EJEMPLO

Las cantidades de zinc, cobre y niquel que componen una mezcla estan en larazon 4 : 13 : 7,
si se conoce que hay 2.4 kg mas de cobre que de niquel. ;Cual es la masa de la mezcla?

Resolucion:

Sean a, b, c las cantidades de zinc, cobre y niquel respectivamente.

b ;
Se sabe ademas que %z 5 = %z k£ aqui se debe aclarar lo que se interpreta al plantear 4 :

13:7
;Qué relacion existe entre by c?

i ) . +24
Larelacion esb=c + 2.4, ahora la proporcion se escribe asi: ;2 A %: k , de donde

13¢ =7c + 16,8. Finalmente ¢ = 2,8 y por tanto b= 5,2.

; . 2,8
i Como calcular a? Obteniendo el valor de k pues a=4k. Es decir - =k,osea k=04 de

donde A =1,6. Luego lamasa de lamezcla es 9,6 kg.

Se sugiere dedicar la primera clase para repasar en forma activa lo referente a
proporcionalidad directa, razones y proporciones, la segunda para tratar los primeros
problemas de reparto proporcional; en esta clase el primer ejemplo debe ser resuelto en
elaboracion conjunta como se ejemplifico en estas orientaciones y los restantes ejercicios
deben resolverse por parte de los alumnos en trabajo independiente, aunque si es necesario,
el profesor dara algunos impulsos mediante preguntas. Las dos ultimas clases se dedicaran a
resolver problemas.

3. INECUACIONES LINEALES
Para el desarrollo del contenido correspondiente a esta unidad tematica se dispone de 4 horas
clase. Ignal que en la unidades anteriores, por lo corto de la misma no se ha dividido en
puntos esenciales.
Se trata de lograr en esta unidad que los alumnos comprendan la relaciéon que existe entre el

signo de la funcion lineal y la resolucion de una inecuacion lineal, asi como desarrollar
habilidades en la resolucion de inecuaciones lineales sencillas.
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Se debe comenzar con un repaso sobre inecuaciones en + ; esto puede hacerse mediante un
ejercicio como el siguiente:

Determine el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones, si x € 25
a. 2x+3<7
b. 3x+5>2x+0

El alumno conoce los conceptos inecuacion, solucion y conjunto solucion de una inecuacion,
asi como resolver en £+ mecuaciones de laformaax+5b <c.

Apoyandonos en este ejercicio se actualizan estos contenidos, destacando que el conjunto
solucion puede variar en dependencia del dominio de la variable.

Ahora, para enunciar el teorema que permite trabajar en inecuaciones se puede partir de un
ejercicio como el siguiente:

Suma (multiplica) a ambos miembros de las desigualdades siguientes el numero “a” que se
indica y compara los resultados.

a. 4<6,a=2
b. -5<-2, a=3
G 3= a—-1
d -2<8, a=-2

De aqui se concluira que:

1. Si se suma (resta) a ambos miembros de una desigualdad un nimero real cualquiera el
signo de la desigualdad se mantiene.

Si se multiplica (divide) ambos miembros de una desigualdad por un nimero real positivo
la desigualdad se mantiene y se invierte si el nimero es negativo.

[

Este es el momento de presentar el teorema y su demostracion.

Si en una desigualdad:

1.- Se suma o resta un mismo numero real a ambos miembros de ésta, el signo de la
desigualdad se mantiene.

2.- Se multiplican o dividen ambos miembros de ésta por un numero real distinto de
cero, el signo de la designaldad se mantiene si el nimero es positive y se mvierte
si el nimero es negativo.

Para fundamentar el cambio de signo de la desigualdad, el profesor se puede apoyar en la
explicacion a partir de la pendiente y del crecimiento de la funcion lineal, de la forma
siguiente:

Resolver las inecuaciones lineales 2x +1 =0 y — 2x —1 =0 significa determinar los valores

del dominio donde las funciones lineales y =2x +1, y =- 2x — 1 tienen imagenes positivas,
es decir y > 0.
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En el primer caso /=2 =0 , por lo tanto, la funcién es creciente y tiene imagenes positivas
1
para x > — S que es su cero. (como en la figura).

En el segundo caso m = - 2 <0, luego la funcion es decreciente y tiene unagenes positivas

1
parax < - 5 que es su cero (como se ve en la figura).

Concluimos que:

2x+1>0 para x>-—

L | =

1
-2x-1>0 para x <—E
Observe que al dar la respuesta, s1 72 >0 el signo de la desigualdad se mantiene y si

m < 0 el signo de la desigualdad se invierte.

Este tratamiento se puede hacer en la primera clase y las tres restantes dedicarlas a ejercitar.
En los primeros ejercicios se debe exigir la fundamentacion del cambio de signo de la

desigualdad.

Deben aprovecharse los ejercicios para variar el dominio y analizar la solucion graficamente.
Se sugiere realizar los siguientes ejercicios:
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1.- Determine para qué valores de x € V se cumple que:

a 2x+5=0 b. -5x+10<0 c. 4-x=0
d 5+7x<0 e. x+3>7 f 2-4x<9
g x-—-34>5 h. 2,1x+4<8.1
2 .- Resuelva las inecuaciones siguientes:
a. 6x-7<5x b. Ix+7<13+2%
c. 8-x<27+12x d 6x-9x<T7x-7
e. 3a—-5)<5-2(a+1) f 4(2x+3)<x-3(3 —2x)
3 X x+3 i-4
g LB h 2 <2
4 8 6
. —4+04x>0,6x-2 o Hx-0,7)+2< -(0,3 -2x)
k. 2x+5)(Ex-1)=2x(x+6)+13 Lx+3)(x—-4)-7<(x -6)y-22

3x ; :
m. X +{—\+|:4x— [3—t+ 3—TI|} =0
5 2 5

3.- Para qué numeros naturales (enteros) las siguientes funciones tienen imagenes positivas.
a y—=4x+3 b. y=3x-15
€. y=5ex d y=-2x+8

4 - Determine 5 valores de x para los cuales y sea negativa si:
a y=15x+3 b. y=2-3x
c. y= 454+ 35x d. y=-x

5.- ;Qué numeros naturales de dos digitos satisfacen la condicién de que al sumarle su mitad,
el resultado es mayor que 1307

6.- Halle todos los nimeros naturales de dos digitos, mayores que 23 y menores que 43, en
los que la cifra de las decenas sea menor en 2 que la de las unidades.

7 .- Utilice la desigualdad triangular para demostrar que en todo triangulo, la mitad del
perimetro es mayor que la longitud de cada lado.

EJERCICIOS QUE REPRESENTAN LAS EXIGENCIAS MINIMAS DE LA
UNIDAD.
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Se recomienda se realicen ejercicios del siguiente tipo:

e Ejercicios donde se deba representar puntos en un sistema de coordenadas rectangulares.

¢ Ejercicios para identificar las coordenadas de puntos representados en un plano cartesiano.

e Ejercicios para decidir si una correspondencia dada es o no una funcion lineal.

¢ Ejercicios para reconocer la ecuacion de una funcion lineal, su representacion grafica, su
dominio y su imagen.

* Ejercicios donde se daba resolver problemas de proporcionalidad directa y de reparto
proporcional.

¢ Ejercicios sencillos para resolver inecuaciones lineales.

UNIDAD 4

ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

INTRODUCCION

La estadistica o los métodos estadisticos, como se denominan a veces, esta jugando un papel
mas y mas importante en casi todas las facetas del comportamiento humano. Ocupada
inicialmente en asuntos de estado, y de ahi su nombre, la influencia de la estadistica se ha
extendido ahora a la agricultura, biologia, negocios, quimica, comunicaciones, economia,
educacion, electronica, medicina, fisica, ciencias politicas, psicologia, sociologia y otros
muchos campos del saber humano.

El proposito de esta unidad es continuar con el tratamiento con caracter propedéutico de los
principios basicos de la estadistica, y hacer la introduccion a las probabilidades, que seran de
gran importancia en la vida futura de los estudiantes.

Como via metodologica se ha estructurado esta unidad con enunciados claros de las
definiciones pertinentes, junto con material ilustrativo. Ello viene seguido de problemas
resueltos y suplementarios que en muchos casos utilizan datos obtenidos en situaciones
estadisticas reales. Los ejemplos sirven para ilustrar y ampliar la teoria, arrojan luz sobre los
puntos sutiles, sin lo cual el estudiante se sentiria siempre en arenas movedizas, y proporciona
la oportunidad de repetir los principios basicos, vital para un aprendizaje eficaz.

La unica base matematica requerida para asegurar el nivel de partida, de los estudiantes, es

la aritmética, los rudimentos del algebra, el analisis de las distribuciones de frecuencia, y las
medidas asociadas de tendencia central (media, mediana, moda)
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La unidad ha sido concebida para, a partir de los conceptos adquiridos por los estudiantes en
el sistema de probabilidades y estadistica en grados anteriores, conducir naturalmente a una

discusion de la teoria elemental de probabilidades y sus aplicaciones, que allanan el camino
para la teoria del muestreo.

Frecuencia

!

Medidas de dispersion

|

Introduccion a la
probabilidad

COMPOSICION DE LA UNIDAD

HILO CONDUCTOR

Lo esencial en estaunidad es que los alumnos desarrollen habilidades en la determinacion de

la probabilidad de que un evento o suceso ocuira, y que puedan calcular e interpretar medidas
de dispersion.

EXIGENCIAS MINIMAS DE LA UNIDAD
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Para desarrollar lo que hemos definido como esencial, se deben encaminar los esfuerzos hacia
lograr que los estudiantes:

* Puedan determinar la frecuencia a partir de la frecuencia relativa y viceversa.

* Sean capaces de determinar cuan esparcidos se encuentran los datos a través de las
medidas de dispersion.

¢ |dentifiquen la probabilidad de un evento o suceso como frecuencia relativa.

INDICACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LAS UNIDADES TEMATICAS

En la presente unidad se pueden distinguir las siguientes unidades tematicas:

1. Frecuencia
2. Medidas de dispersion.
3. Introduccion a la probabilidad.

1. FRECUENCIA

Se sugiere tratar esta unidad tematica en dos horas. Lo fundamental es que los estudiantes
puedan, a partir de la frecuencia relativa, determinar la frecuencia de un evento.

Como via metodologica se sugiere que se reactiven los conocimientos de frecuencia relativa
y absoluta, a través de ejemplos, como el siguiente:

EJEMPLO

En la siguiente tabla se recogen los pesos de 40 trabajadores de una fabrica.
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138 164 150 132 144 125 149 157

146 158 140 147 136 148 152 144
168 126 138 176 163 119 154 165
146 173 142 147 135 153 140 135
161 145 135 142 150 156 145 128

Completar la siguiente tabla

PESO (Lbs) FRECUENCIA FRECUENCIA
ABSOLUTA RELATIVA

118-122

123-127

128-132

133-137

138-142

143-147

148-152

153-157

158-162

163-167

168-172

173-177

A partir de ejemplos como el anterior se puede definir la frecuencia acumulada como sigue
y, solicitar su determinacion.
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Se llama frecuencia acumulada a la frecuencia total de todos los valores menores o iguales,
que uno dado

En el ejemplo anterior se puede, entonces solicitar se complete la siguiente tabla.

PESO (Lbs) FRECUENCIA FRECUENCIA
ABSOLUTA ACUMULADA

118-122

123-127

128-132

133-137

138-142

143-147

148-152

153-157

158-162

163-167

168-172

173-177

2. MEDIDAS DE DISPERSION

Para el tratamiento de esta unidad tematica se sugieren 6 horas. Se distinguen los siguientes
puntos esenciales

e Desviacion promedio.

* Varianza. Desviacion estandar

2.1 Desviacién Promedio
Para el tratamiento de este punto sugerimos 2 horas. Lo que se debe lograr es que los

estudiantes comprendan que la desviacion promedio no es mas que lamedia de las distancias
de cada uno de los datos con respecto a lamedia de éstos.
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n

> % -m|

DPp==_____ donde x,,%,,-,X,, Sondatosy mes la media de éstos.
n

Como via metodologica sugerimos constatar el nivel de partida de los estudiantes, en lo
referente al concepto de valor absoluto y de distancia. Se puede empezar ejercitando el
calculo del valor absoluto con ejercicios planteados por el profesor. A continuacion asociar
el valor absoluto con el concepto de distancia, lo que se debe hacer a través de ejemplos para
lograr la reactivacion de los conocimientos. Por otra parte, no se recomienda a este nivel

utilizar el simbolo Z

Seguidamente se debe presentar algunos ejemplos reales, como los que se sugieren a
continuacion, en los que se pida a los estudiantes calcular la media del conjunto de datos y,
a partir de esto determinar la desviacion (distancia) de cada uno de éstos a la media.

Es en este momento que se debe presentar la definicion de desviacion promedio,
considerando que los estudiantes no manejan el simbolo sumatorio.

Se sugieren seguir los siguientes pasos para el calculo de la desviacion promedio de un
conjunto de datos.

Determinar la media del conjunto de datos.

Determinar el valor absoluto de la diferencia entre cada elemento del conjunto y la media
(ignorar el signo)

3. Sumar todas las diferencias anteriores.

4. Dividir para el nimero total de elementos del conjunto

Bob =t

Se recomienda que los pasos a seguir se organicen en una tabla como la que se presenta en
el siguiente ejemplo:

EJEMFLO

Las edades de un grupo de 20 alumnos pertenecientes a los tres ultimos afios de la
educacion basica son:

13 11 14 15 12 15 13 12 15 13

14 15 13 15 12 16 13 14 11 16
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Calcular lamediay la desviacion promedio de estas edades. Completar el cuadro.

Edad | Frecuencia | / xx | Media Xx-m |x-m| | fx|x-

(x) Uj (m)
11

12

13

14

15

16

La desviacion promedio proporciona una idea de cuan dispersos se encuentran los datos con
respecto a lamedia.

2.2 Varianza. Desviacion estandar

Para el tratamiento de este punto se sugieren 4 horas. Se debe lograr que los estudiantes
desarrollen habilidades en el calculo de la varianza y de la desviacion estandar.
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Al igual que la desviacion promedio, la desviacion estandar mide el grado de dispersion de
los datos con respecto a la media. Se diferencia de ésta en que las distancias de los datos a
la media se han reemplazado por el cuadrado de ellas. Esto permite obviar el valor absoluto
que puede presentar dificultades en desarrollos posteriores.

n
N
> (x,—m)”
VAR==________ donde x,x,,...X,, Sondatosy m es la media de éstos.

iy

Como via metodologica se sugiere abordar la definicion de la misma forma que se lo hizo
con la desviacion promedio. Para a continuacion realizar algunos ejemplos en los que se pida
el calculo de la varianza.

Se sugieren seguir los siguientes pasos para el calculo de la varianza de un conjunto de datos.

Determinar la media del conjunto de datos.

Determinar la diferencia entre cada elemento del conjunto y la media
Elevar al cuadrado estas diferencias

Sumar los cuadrados de las diferencias anteriores.

Dividir para el nimero total de elementos del conjunto

L T e N o

La desviacion estandar no es mas que la raiz cuadrada de la varianza.

DE = «fVAR

La desviacion estandar nos permite determinar con mayor precision donde se sitian los datos
con relacion a lamedia, posiblemente debido a que resultados matematicos como el teorema
Chebyschev se expresan en términos de ésta.

3. INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD

Para el desarrollo de estaunidad tematica se disponen de 6 horas, y en ella se han determinado
los siguientes puntos esenciales:

* Sucesos o eventos.
e Laprobabilidad como frecuencia relativa.

3.1 Sucesos y eventos
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Para el tratamiento de este punto se sugiere asegurar el nivel de partida de los estudiantes, es
decir, deberan manejar adecuadamente las fracciones, su expresion decimal y los porcentajes,
asi como la organizacion de datos a través de tablas. Se puede disponer de 3 horas.

Debido a la gran importancia que tiene el manejo adecuado de los términos eventos o sucesos
en la probabilidad, se debe tratar este punto con énfasis especial. Recomendamos introducir
la definicion a través de un ejemplo practico como el siguiente:

EJEMPLO

Lanzar una moneda 50 veces y anotar los resultados de cada uno de sus lanzamientos.
i Cuantas veces se obtiene cara? ;Cuantas veces se obtiene sello?

A continuacion se introduce la definicion de evento o suceso.

Asociado con un experimento, un evento o suceso es cualquier subconjunto del conjunto de
todos los casos posibles.

En el ejemplo anterior, “lanzamiento de una moneda”, el evento “salir cara (sello)”, consta
de un solo elemento.

Si lanzamos un dado el evento “nimero impar™ es el conjunto {1, 3, 5}.

Si de una caja con dos bolas blancas y tres negras se sacan dos bolas, el evento
“sacar dos bolas negras” tiene tres elementos.

Para infroducir la idea de probabilidad podriamos formular la siguiente pregunta: “En un
experimento consistente en lanzar una moneda, jcual es la probabilidad de obtener cara? Al
respecto podemos hacer referencia a los resultados obtenidos al lanzar 50 veces una moneda.
A continuacion se puede hacer la misma pregunta sobre los otros ejemplos: el lanzamiento
de un dado, el de las bolas blancas y negras, u otros similares. El objetivo es que los alumnos
descubran la formula que les permita calcular la probabilidad de un evento.

La probabilidad se calcula dividiendo el nimero de casos favorables por el nimero de
casos posibles

Siun evento A tiene 7 elementos y el nimero de casos posibles es 7, entonces

Frobabilidad de A= T
7

Es importante hacer notar que se esta suponiendo que en los experimentos que estamos
considerando, todos los resultados tienen la misma posibilidad de éxito: si lanzamos una
moneda, la posibilidad de obtener sello es la misma que la de obtener cara; si lanzamos un
dado, cualquiera de los 6 niimeros tiene la misma posibilidad de salir.
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La definicion misma de probabilidad muestra que ésta siempre esta entre 0 y 1. El evento
vacio tiene probabilidad 0, y el evento de todos los casos posibles tiene probabilidad 1. Se
dice que el primero es el evenfo imposible vy que el segundo es el evenfo seguro. A medida
que la probabilidad de un evento se acerca a 1 es “mas probable” que éste ocurra, por el
contrario, si la probabilidad es cercana a 0, es “poco probable™ que el evento ocurra.

En este aiio no se introducen técnicas de conteo. Para el calculo del nimero de casos
favorables y el nimero de casos posibles sera necesario, a menudo, que el alumno describa

exhaustivam ente todos los casos.

EJEMPLOS

1. Se lanzan dos monedas, ;cual es la probabilidad de obtener por lo menos una cara?
Casos posibles: CC - CS —SC - 88
Casos favorables: CC — CS — 8C
A={CC, CS, 8C}
3
P(A)= —.
(A) 3
2. Se lanzan dos dados, ;cual es la probabilidad de obtener 5?
Casos posibles: cada uno de los 6 nimeros del primer dado se combina con cada uno de los
6 numeros del segundo dado, por tanto existen 6 x6 = 36 casos posibles.
Casos favorables. (1,4), (4, 1), (2, 3), (3, 2).
A={(14), 4, 1),(2,3),3,2)}
4 1
PA)= —=—.
@) 36 9

Se sugieren realizar los siguientes ejercicios o ejercicios similares.

1. ¢Cual es la probabilidad de obtener 5 al lanzar un dado?.
2. Selanzan tres monedas. ¢ Cudl es |a probabilidad de obtener por lo menos una cara?.
3. Selanzan dos dados.

a. ¢Cuadl es la probabilidad de obtener 117
b. éCudl es la probabilidad de obtener 7?
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4. Determine las probabilidades de los siguientes eventos en la extraccion de una carta de
una baraja de 52 cartas.

Un siete.

Una carta negra.

Un as o un rey.

Un dos o un tres negros

oo

Una carta con figura humana (rey, reina, jota)

3.2 Lia frecuencia relativa como probabilidad

Para el tratamiento de este punto se sugiere 1 hora. El estudiante ya esta familiarizado con
los conceptos de frecuencia y frecuencia relativa y es entonces conveniente hacerle notar que
la frecuencia no es mas que una probabilidad, donde el nimero de casos favorables es el
numero de veces que se repite un dato, y el nimero de casos posibles es el nimero total de
datos. En el ejemplo siguiente:

El cuadro inferior muestra la reparticion de los tremta y dos nifios de una clase de acuerdo
con sus edades.

Edad 11 12 13 14

Frecuencia g 16 4 4

La frecuencia relativa de los nifios de 12 aiios es

16

—=105
32

o, en términos de porcentaje, el 50%.

En lugar de preguntar por la frecuencia relativa podia preguntarse, ;cual es la probabilidad
de que un nifio de esa clase tenga 12 aiios? En este caso el evento es el conjunto de niiios de
16 aifios y el conjunto de todos los casos posibles, el conjunto de los nifios de la clase. La
probabilidad de ese evento es entonces

in°denifiosdel2afios 16 0.5
n°denifiosdelaclase 32 "

Determinamos la frecuencia con que algo ha sucedido en el pasado y mediante esa cifra
calculamos la probabilidad de que vuelva a suceder en el futuro. Pongamos un ejemplo para
ilustrar lo anterior. Supongam os que una compaiiia de seguros sabe por sus datos actuariales
que, de todos los varones de 40 aiios de edad, unos 60 de cada 100 000 moriran al cabo de
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un afio. Aplicando ese método, la compaiiia estima la probabilidad de fallecimientos en ese
grupo de edad en los siguientes términos:

60

— oloqgueeslo mismo 0.0006
100000

Una segunda caracteristica de las probabilidades establecida por la frecuencia relativa del
meétodo de ocurrencia puede demostrarse arrojando una de nuestras monedas 300 veces.
La figura siguiente muestra los resultados de esos 300 lanzamientos. En ella vemos que, pese

a que la proporcion de lados A esta lejos de 0.5 en los primeros 100 lanzamientos, parece
estabilizarse y acercarse a esa cifra al ir aumentando el nimero de lanzamientos.

En el lenguaje estadist
numero de lanzamientc

Debemos hacer notar 0.5 studiantes que una dificultad en el enfoque de la frecuencia
relativa consiste en qu mwhrm&iﬂrhﬂzdm‘m ' T o suficiente de

resultados. Sugerimos- 50 100 150 200 250 300 sto.

Si oye a alguien decir ios se enfermaron de gripe este afio, los dos tienen mas de 65
afios, de manera que touas 1as personas de esa edad probablemente se resfrien”

Se debe evidenciar que esa persona no baso sus suposiciones en suficiente evidencia, ya que

no contaba con un nimero adecuado de datos para garantizar que su afirmacion sea
confiable.

Pueden realizarse los siguientes ejercicios que relacionan la probabilidad con la frecuencia
relativa:
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1. En la tabla siguiente se presenta una distribuciéon de frecuencias de las comisiones de
ventas anuales tomadas de una encuesta a 300 vendedores de publicidad. Basandose en
esta informacion, ;cual es la probabilidad de que un vendedor logre una comision

a. entre 500 000y 1°000 000
b. menos de 1’500 000
c. mas de 200 000
d. entre 1’500 000 y 2°000 000
COMISION ANUAL FRECUENCIA
$ 0-499 999 15
500 000 - 999 999 25
17000 000 -1'499 999 35
1’500 000 -1999 999 125
27000 000 -2°499 999 70
2°500 000- 30

2. El supervisor de educacion de la provincia dispone de los siguiente datos referentes al

funcionamiento de las copiadoras de su oficina.

COPIADORA DIAS EN QUE DIAS FUERA DE
FUNCIONA SERVICIO
1 209 51
2 217 43
3 258 2
4 229 31
5 247 13

;Cual es la probabilidad de que una copiadora esté fuera de servicio, basandose en estos
datos?

UNIDAD 5

GEOMETRIA
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INTRODUCCION

Esta unidad ha sido concebida con el proposito especial tanto de sistematizar todos los
conocimientos y habilidades desarrolladas por los alumnos durante el estudio de la geometria
plana en los afios anteriores, cuanto con el de servir de preparacion para el estudio de los
temas posteriores de geometria.

Es por eso que en esta unidad se hace una presentacion de los conceptos de los contenidos
fundamentales de la Geometria y, sobre la base de los conocimientos de los alumnos y las
habilidades y habitos desarrollados, de modo que se pueda estructurar el estudio sistematico
deseado.

Esta estructura posibilita centrar la atencion en lo esencial y dedicar mayor tiempo al
desarrollo de las habilidades de los alumnos para operar con los conceptos y teoremas. Una
de las unidades tematica se dedica al estudio del teorema de Pitagoras que tiene como
objetivo fundamental la articulacion con la asignatura Fisica.

Los contenidos de esta unidad constituyen una base esencial sobre la cual se desarrolla el
curso completo de la Geometria Plana v de la Geometria del Espacio en los niveles de
Secundaria Basica y de Preuniversitario y, de aqui la importancia de lograr en este aifio los
objetivos que plantea el programa en relacion con esta unidad.

Durante todo el trabajo en la unidad se presta atencion en la aplicacion de las reglas del

calculo aproximado y el sistema de ejercicios esta concebido de manera que se sistematicen
todos los conocimientos sobre la planimetria.

COMPOSICION DE LA UNIDAD

SIMETRIA CENTRAL PARALELOGRAMOS
ESPECIALES
PROPORCIONALIDAD TRIANGULOS
- ‘
RECTANGULQOS

RECTAS Y PUNTOS
NOTABLES

HILO CONDUCTOR
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Lo esencial en esta unidad es que los alumnos sistematicen los conocimientos sobre
triangulos, movimientos, reflexion, simetrias, teorema de Pitagoras, paralelogramos,
congruencia, rectas y puntos notables de un triangulo, circulos, de manera que pueda
operar con ellos y aplicarlos conjuntamente en laresolucion de problemas geométricos
de calculo, de construccion y de demostracion donde se incluyen situaciones de la vida
practica.

EXIGENCIAS MINIMAS DE LA UNIDAD

Para lograr lo que hemos definido como esencial es necesario al concluir la unidad que
los alumnos:

Dominen los conceptos razon entre segmentos proporcionales y puedan operar
con ellos.

Dominen el concepto poligonos semejantes y en particular el de tridangulos
semejantes, y los teoremas sobre la semejanza de tridngulos y puedan aplicarios
conjuntamente con los conocimientos de geometria, estudiados anteriormente,
en la resolucion de problemas.

Dominen el teorema de Pitagoras, comprendan el teoremareciproco, de manera que
pueda aplicarlos convenientemente.

Comprendan como se obtiene la proposicion reciproca de un teorema, el método
de demostracion por la via indirecta y continien desarrollando habilidades en la
realizacion de demostraciones sencillas par la via directa.

Desarrollen habilidades para fundamentar adecuadamente sus razonamientos y se-
an capaces de comprender y realizar demostraciones sencillas.

Conozcan las clasificaciones de los tridangulos y los cuadrilateros, reconozcan sus
elementos y dominen sus propiedades fundamentales de manera que puedan

operar con ellas.

Consoliden sus habilidades en el uso de instrumentos de trabajo geométricos y
puedan realizar construcciones geométricas propias del afio con seguridad y
limpieza.

El nivel minimo que deben alcanzar los alumnos par dar cumplimiento a estas
exigencias se caracterizan mediante ejercicios como los que aparecen a continuacion:

1. Eltridngulo P'Q'R' es la imagen de un triangulo PQR por una simetria central de centro

O (el punto O es un punto exterior al triangulo PQR).

Diga si son verdaderas o falsas las siguiente proposiciones y fundamente sus respuestas.

La imagen de un punto OR es un puntode O'R’.

Las semirectas QR y Q'R' son paralelas.

Las semirectas QR y Q'R' tienen la misma direccion y el mismo sentido.
. P0=PQ

ZPQR=4P'Q'R’

® an o
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10.

11.

f. APQR=AP'Q'R'

Diga si existe algin paralelogramo ABCD que cumpla las condiciones siguientes:
a.Todos sus angulo son agudos

b./ Ay / Cagudos.

¢. Z Aesagudoy / Besobtuso

d.Z Arectoy £ B agudo.

Fundamente sus respuestas.

Una diagonal de un paralelogramo forma con dos de sus lados angulos de 30° y 50*
Hallar las amplitudes de los angulos del paralelogramo.

Las diagonales de un rectangulo ABCD se intersecan en el punto O. Demuestre que los
triangulos AOB y AOD son isosceles.

Construya un rombo ABCD del que se conoce:
a. /A =50°y AC =4cm.

b. AC=5cm. y BD=3

¢. BD=6cm.y ZA=110°

En un rombo ABCD, AC = 8,0 cm. BD = 5,0 cm. Calcule el perimetro del triangulo COB
(O punto de interseccion de las diagonales).

Determine la posicion de un punto que equidista de los vértices de un cuadrado.

Sean S el punto medio de PR y PO = RQO. Diga si es posible asegurar que QS es la
mediatrizde PR
Construya la mediatriz de un segmento de 4 cm de longitud.

En una piramide de base cuadrada el angulo que forman las alturas de dos caras son
consecutivas tienen una amplitud de 50° y los lados de la base miden 4.0 cm. Calcula la
altura de la piramide.

Trazar dos segmentos que estén en la razon:
3

a —
5

b. 04

¢ 3.5
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12. Dibujar un triangulo ABC y determinar un punto de la altura al lado AC que equidiste de
los lados AB y AC.

ORIENTACIONES PARA EL TRATAMIENTO DE LAS UNIDADES
TEMATICAS

En la presente unidad se pueden distinguir las siguiente unidades tematicas:

1. Simetria Central.

2. Paralelogramos especiales. Rectangulo. Rombo. Cuadrado
3. Triangulos Rectangulos: Teorema de la Mediana

4. Trnangulos Rectangulos: Teorema de Pitagoras.

5. Proporcionalidad.

6. Sistematizacion de rectas y puntos notables de un triangulo.

1. SIMETRIA CENTRAL. PROPIEDADES

Para el tratamiento de esta unidad tematica se sugiere 1 hora de clase. En el aiio anterior ya
se hizo simetria axial y traslacion, se ha creido conveniente dejar la simetria central para este
afio.

Debido a que el estudiante ya ha trabajado la simetria axial y la traslacién, se considera
conveniente que se presente la siguiente definicion.

La simetria central (de centro O) es una transformacion del plano, mediante la cual cada
punto A del plano se transforina en un punto A’; tal que el punto O es un punto medio del
segmento AA’.

Se dice entonces que los puntos A v A’ son simétricos con respecto al punto O.

A continuacion se sugiere realizar el siguiente ejemplo, con el propésito de poder determinar
las propiedades.

EJEMPLO

Construya la imagen del triangulo PQR, de la figura siguiente, por una simetria central de
centro O.
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Resolucion

Para obtener la imagen del APQR por la simetria central de centro O, es necesario obtener la
imagen de cada uno de sus vértices.
Por ejemplo para obtener la imagen del vértice Q procedemos de la forma siguiente:
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Trazamos la semirrecta QO

Sobre la semirrecta QO y del lado opuesto al que se encuentra Q respecto al centro O,
tomamos a partir de O una longitud igual a la del segmento QO. Asi queda determinado
el punto Q' imagen de Q.

Para obtener las imagenes de los otros vértices se procede de la misma forma.

Se puede ahora presentar las propiedades de la simetria central:

La simetria central cumple las siguientes propiedades:

Por una simetria central:

La imagen de una recta, es una recta paralela a la recta original

La imagen de una semirrecta es una semirrecta con la misma direccién y sentido
opuesto a la de la semirrecta original.

Si un punto A estd situado en una recta g, entonces el punto imagen A" esta situado en
la rectaimagen a’.

La imagen de un angulo, es un angulo que tiene la misma amplitud que el angulo
original.

La imagen de un segmento, es un segmento paralelo a él y que tiene su misma longitud.

A continuacion se sugiere realizar los siguientes ejercicios.

g

Construya la imagen de un segmento 4B, de 3 cm de longitud por una simetria de
centro O (el punto O no pertenece a 4B )

Dibuje un tridangulo ABC y construya su imagen por la simetria central de centro B.

El triangulo P'Q'R' es la imagen de un tridngulo PQR por una simetria central de centro
O (el punto O es un punto exterior al tridngulo PQR)

Diga si son verdaderas o falsas las siguiente proposiciones y fundamente sus respuestas.
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La imagen de un punto OR es un punto de O'R’.

Las semirectas QR y Q'R' son paralelas.

Las semirectas QR y Q'R' tienen la misma direccién y el mismo sentido.
PO'=FQ

ZPQR=/P'Q'R’

APQR = AP'Q'R'

S0 a0 o W

Ejercicios que representan las exigencias minimas de la unidad tematica.

Se sugiere se realicen ejercicios del siguiente tipo:

e Ejercicios dirigidos a la aplicacion de las propiedades de la simetria central para
fundamentar el valor de verdad de proposiciones.

e Ejercicios en los que se determina, aplicando las propiedades de la simetria central, la
imagen de una figura geométrica por una simetria central.

2. PARALELOGRAMOS ESPECIALES: RECTANGULOS, ROMBO Y
CUADRADO.

La presente unidad tematica se ha dividido en los siguientes puntos esenciales.

Repaso sobre paralelogramos
Rectangulo.
Rombo y Cuadrado.

2.1 Repaso sobre Paralelogramos.

Para el tratamiento de este punto esencial se sugieren se utilice 1 hora. El repaso se lo
realizara a través de recordarse la clasificacion de los cuadrilateros atendiendo al
paralelismo de sus lados.

El afio anterior los alumnos han estudiado esta clasificacion y es posible que reconozcan
estas figuras, para lo que consideramos que es conveniente presentar a los alumnos una
ilustracion como la figura siguiente y dar aqui las definiciones de paralelogramo.
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PARALELOGRAMOS

//\

FARALELOGRAMC MAS PARALELOGRAMOS
RECTANGULO ROMEBO CUADRADO

f = =

Se sugiere se realicen los siguientes ejercicios:

1 Un angulo exterior del paralelogramo ABCD tiene 155° de amplitud. Hallar las
amplitudes de sus angulos interiores.

2 Diga si el cuadrildtero ABCD es o no un paralelogramo en cada uno de los casos
siguientes.

a. 1=/2=/4
b. 1=£2, 22=/4
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Fundamente sus respuestas.

3 Fundamente la siguiente propiedad:

En todo paralelogramo la suma de las amplitudes de dos dangulos consecutivos es igual
a 180°.

4 En cada uno de los siguientes casos hallar la amplitud de los angulos del paralelogramo
ABCD:

a.ZA=84
b. ZA+/C=142°

5 Diga si existe algun paralelogramo ABCD que cumpla las condiciones siguientes:
a.Todos sus angulosonag p

C
b. # Ay ./ Cagudos:
C. ZAesagudoy 2B : atuso
d. Z Arectoy ~ B agudg.
1 2 14

n

Fundamente sus respuestas.

6 Una diagonal de un paralelogramo forma con dos de sus lados dngulos de 30° y 50°
Hallar las amplitudes de los angulos del paralelogramo.

2.2 Rectangulo
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Para el desarrollo de este punto esencial se dispone de 2 horas. El objetivo del estudio es
que los alumnos comprendan la definicion de rectdngulo, asi como sus propiedades
fundamentales, de manera que sean capaces de aplicarlas en la resolucion de ejercicios y
problemas de calculo, de demostracion y de construccion.

Este punto se inicia con la definicion de rectangulo que tiene aplicacion en la demostracion
del teorema, que debe tratarse a continuacion.

El paralelogramo que tiene sus cuatro angulos rectos recibe el nombre de
rectangulo.

Las diagonales de un rectangulo son iguales

Premisa: ABCD rectangulo

Tesis: DB = AC

Demostracion

AADB y AABC (fig. siguiente)

AD=BC propiedade s del rectangulo
ZDAB = ZABC =90°
AB lado comin
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Por tanto AABC = AADB por el teorema LAL y DB = AC lados homologos de triangulos
iguales.

La demostracion del teorema es sencilla por lo que sugerimos que la planteen para que sea
realizada por los alumnos de forma independiente.

Una vez enunciado el teorema, el profesor puede pedir a los alumnos que escriban cual es
la premisa y cual es la tesis del teorema.

A los alumnos que afronten dificultades en la busqueda de |a idea de la demostracion se les
puede sugerir lo siguiente:

e Dibuje el rectangulo.

e Queremos probar una propiedad de las diagonales, luego resultard Gtil trazar las
diagonales en la figura que hemos dibujado.
* Analizar la premisa para precisar todos los datos que ella aporta.

Después de hecha la demostracion se debe proponer a los alumnos la ejercitacion siguiente.

Para resolver los ejercicios 1 v 2 los alumnos deben precisar los datos que se dan. Es
importante que el profesor destaque la diferencia entre los datos de los ejercicios 1y 2.

1. Demuestre que si un paralelogramo tiene un angulo recto, es un rectangulo.

2

Demuestre que un cuadrilatero que tenga fres angulos rectos, es un rectangulo.

3. Demuestre que si un paralelogramo no tiene angulo agudos, es un rectangulo.

4. Las diagonales de un rectdngulo ABCD se intersecan en el punto O. Demuestre que los
triangulos AOB y AOD son isosceles.

5. El perimetro de un rectangulo es 12 cm. Calcule la suma de la distancias de un punto
interior a cada uno de sus lados.
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6. Construya un rectangulo conociendo que dos de sus lados consecutivos miden 3 ecm y 5
cm respectivamente.

Las soluciones de los ejercicios anteriores se deben presentar de forma organizaday con la
fundamentacion de cada uno de los pasos.

En la solucion del ejercicio 6 los alumnos pueden afrontar algunas dificultades para hacer la
fundamentacion. De una manera intuitiva es posible que lleguen a la conclusién de que al
trazar las distancias del punto considerado a los lados opuestos se forma un segmento y
gue éste es paralelo a los otros dos lados del rectangulo, entonces el profesor debe
ayudarlos a hacer la fundamentacion.

Sugerimos que se le explique a los alumnos lo siguiente:

En la figura tenemos que EF y PF son segmentos que pertenecen a la recta EF que es
perpendicular a AB y DC (solo hay una recta que pasa por P y es perpendicular a ABy DC)

A E B
]
c | =
1
D IF C

El cuadrilatero AEFD tiene 4 angulos rectos y ya se demostro (ejercicio) que si un
cuadrilatero tiene 3 dangulos rectos entonces es un rectangulo, por tanto EF = AD.

De forma andloga se demuestra que GH = AB.
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2.3. Rombo y cuadrado

Para el tratamiento de este punto esencial se proponen 3 horas de clase. El objetivo del

estudio de este punto esencial es A los alumnos co D 1dan las definiciones de rombo

y cuadrado, asi como sus propie. , «~ Manera gue sean capaces de

aplicarlas en la resolucion de eje de calculo, de demostracion y de

construccion.

Como se trata de temas ya vis es, se sugiere se los reactive a través de
la ejercitacion. Se deben prej 'es y a continuacion los teoremas con sus
demostraciones B C

El paralelogramo que tiene sus cuatro lados iguales recibe el nombre de rombo

El paralelogramo que tiene sus cuatro angulos y sus cuatro lados iguales recibe el nombre
de cuadrado.

El teorema sobre las diagonales del rombo no se va a demostrar en clase, sugerimos que
esta demostracion sencilla se oriente como tarea y se controle su estudio posteriormente.

Las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente y cada una es bisectriz de los
angulos cuyos vértices unen.

Premisa ABCD rombo (figura siguiente)

1.BDLAC
Tesis :42. AC : bisectrz de ~A y 2C
BD : bisectrz de /B y 2D
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Demostracion.

1) Los puntos B y D equidistan de los extremos de E, por tanto la recta BD es mediatriz
de AC (es un eje de simetria) y BDILAC.

2) Por la reflexion de eje BD, £ 1 se transforma en £ 2 por tanto £ 1=.2 2 (propiedad de
la reflexion). Andlogamente podemos probar que /3= 4, y por consiguiente, BD es
bisectriz de los angulos B y D del rombo.

De forma analoga se puede probar que AC es bisectriz del £ A y 2 C si inicialmente

demostramos que AC es mediatriz de BD.

El teorema siguiente debe enunciarse a continuacion y aclarar a los alumnos que en él se
resumen las propiedades que poseen las diagonales del cuadrado por ser este rectangulo y
rombo.

Las diagonales del cuadrado son iguales, se intersecan perpendicularmente y son
bisectrices de los angulos cuyos vértices unen.
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Proponemos se realicen los siguientes ejercicios

1. La diagonal de un rombo forma con uno de sus lados un dngulo de 40° .Halle las
amplitudes de los angulos del rombo.

2. Una diagonal de un rombo tiene la misma longitud que uno de sus lados. Calcule las
amplitudes de los angulos de este rombo.
3. Construya un rombo ABCD del que se conoce:

a. /A =50y AC =4cm
b. AC=5e¢m y BD=3
c. BD=6cm y ZA=110°

4. En un rombo ABCD, AC = 8,0 cm, BD = 5,0 cm. Calcule el perimetro del triangulo COB
(O punto de interseccion de las diagonales).

¥

En la figura siguiente, ABCD es un rectdngulo y DPBQ es un rombo, .2 QBC=30"y OC
= 4 cm. Calcule las amplitudes de los angulos interiores y el perimetro de DPBQ.

A P B
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6. Diga si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones y fundamente sus
respuestas.

a. Un cuadrildtero que tenga sus cuatro angulos rectos y sus cuatro lados iguales es
un cuadrado

b. Un rectdngulo cuyos lados son iguales es un cuadrado.
C. Un rombo cuyas diagonales son iguales es un cuadrado.

7. En la figura siguiente, ABCD es un cuadrado y el lado AD se prolonga de manera que
DE = DB . Calcule las amplitudes de los angulos del tridangulo EDB.

A B

8. En la figura siguiente ABCD es un cuadrado y E punto medio de AB . Demuestre que
A DEC es isosceles.

D &

[« 4



9. En la figura siguiente, ABCD es un cuadrado y PQ || AD. Demuestre que APQD es un
rectangulo.

10. Construya un cuadrado ABCD del que se conoce:
a. AB=2cm.
b. AC=6cm.

11. Calcule el perimetro de un cuadrado ABCD del que se conoce que la suma de las
distancias de un punto interior de este cuadrado a cada uno de sus lados es de 8,0 cm.

12. Determine la posicién de un punto que equidista de los vértices de un cuadrado.
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Aclaraciones sobre los ejercicios propuestos.

El sistema incluye ejercicios de calculo, de demostracion y de construccion.

No debe dejar de resolverse en clase el ejercicio 6, que ayuda a la mejor comprension de
los conceptos de rectangulo, rombo y cuadrado. Este ejercicio se hara oralmente, pero el
profesor debe pedir una fundamentaciéon clara de los razonamientos que hagan los
alumnos.

En los ejercicios de construccion se pedird también que los alumnos fundamenten el
procedimiento empleado.

EJERCICIO 2: Al trazar la diagonal se forman dos tridngulos equilateros y de ellos es conocido
que las amplitudes de sus angulos es de 60°.

EJERCICIO 3: En la fundamentacion de las construcciones se aplican la definicion del rombo
y sus propiedades.

Por ejemplo, en el ejercicio 6 a) lo primero que se construye es el angulo Ay el resto de la
construccion se fundamenta aplicando la definicién y propiedades del rombo.

Los pasos de la construccion son los siguientes:
Se construye el angulo A
Se traza la bisectriz de / Ay se determina sobre ella el punto C, conociendo que AC=4 cm.

Se trazan por Crectas paralelas a los lados del £ A

EJERCICIO 5: Como AQBC es rectangulo y QC se opone a un angulo de 30° tenemos que:
OB=2QC, QB=8cm

EJERCICIO 9: La via mas rapida para hacer la demostracion es la de probar que el
cuadrilatero APQD tiene tres angulos rectos.
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La propiedad que se aplica se demostro en el ejercicio 2.

Los alumnos pueden hacer el ejercicio por cualquier via siempre que se fundamente
adecuadamente; pero el profesor no debe dejar de sefialar que la via a que hicimos
referencia es la mas corta.

EJERCICIO 11: El perimetro es de 16 cm, o sea, el doble de la suma de las distancias del
punto a los lados.

Ejercicios que representan las exigencias minimas parciales de la unidad tematica.

* Ejercicios donde se apliquen la clasificacion de los cuadrilateros y sus propiedades al
calculo de algunos de sus elementos y a la fundamentacion de proposiciones.

* Ejercicios de construccion donde se apliquen los conceptos y las propiedades de los
cuadrilateros estudiados.

e Ejercicios de demostracién donde se apliquen los conceptos y las propiedades
estudiadas.

3. CIRCULO CIRCUNSCRITO

La presente unidad tematica se ha dividido en los siguientes puntos esenciales:
* Mediatriz de un segmento.
e (Circulo circunscrito a un tridngulo

3.1 Mediatriz de un segmento

En este punto esencial se aplican los teoremas de congruencia de friangulos a la
demostracion de nuevas propiedades de las figuras geométricas. Para su desarrollo se
sugieren 4 horas. Lo fundamental que se debe lograr es que los estudiantes puedan

determinar la mediatriz de un segmento.

A continuacion se demostrara en clase la propiedad de la mediatriz:
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S1 un punto C esta en la mediatriz de un segmento AB, entonces los segmentos AC y BC
son iguales

Para la demostracion de esta propiedad proponemos dos vias:

Primera via. Plantear a los alumnos el siguiente ejercicio:

Construya la mediatriz de un segmento 4B de cualquier longitud.

Denote con la letra P un punto que pertenezca a la mediatriz de 45

Trace los segmentos PA y PB y mida sus longitudes

Compare las longitudes de PB n PA

;Qué hipotesis se podria plantear dado el resultado de la medicion anterior?.

© Ao o

Como se aprecia, este ejercicio esta dirigido a que los alumnos enuncien una hipotesis que
es el teorema que después se va demostrar. Después de enunciado el teorema se deben
precisar la premisa y la tesis.

La demostracion de este teorema es sencilla; los alumnos ya han hecho demostraciones
similares, por eso consideramos que es posible que la realicen en forma independiente:

Si el profesor considera que sus alumnos no estan preparados para esto, debe aplicar
entonces el método de elaboracién conjunta.

Segunda via. Plantear a los alumnos el ejercicio siguiente:

En la figura siguiente “P" es un punto de la mediatriz de A5 y D es el punto de interseccion
de la mediatriz con 45 . Demuestre que A APD= A BPDyque A4P= PE.
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Unavez resuelto el ejercicio debe hacerse el analisis retrospectivo para llegar a la conclusion
de que lo que se cumple para el punto P se cumple también para cualquier punto de la
mediatriz. Después de llegar a esa conclusion se puede enunciar y demostrar el teorema.

Demostracion

Sea C un punto cualquiera de la mediatriz de 4B , de acuerdo a la figura anterior.
En AACP y ABCP
AP=PB

LAPC= /BPC =90°
CP =CP lado comiin

}por ser CPmediatrizde AB

Por tanto AACP= ABCP, porelteoremal A.L yAC = BC ladoshomdlogos
F

A continnacion el profesor debe plantear que se cumple también la propiedad de que los

puntos del plano que no estan sobre la mediatriz de 4B, no equidistan de A y B. Esta
propiedad no la vamos a demostrar.

Teniendo en cuenta las dos propiedades enunciadas se debe cumplir finalmente que:

La mediatriz de un segmento AB es el conjunto de todos los puntos del plano que
equidistan de Ay B

A continuacion se sugiere se realicen los siguientes ejercicios:

1 Enuncie el reciproco del teorema demostrado sobre la mediatriz de un segmento.
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2 Construya la mediatriz de un segmento de 4 cm de longitud
3 Determine el punto medio del segmento MV, de la siguiente figura

4 El punto O es la interseccién de PO con su mediatriz: PO =6 cm. ¢cudl es la longitud
de PO y OQ.

5 Enlafigura siguiente MN es la mediatriz de PO Demuestre que ~MPN =_~MQN

6 Sean S el punto medio de PR y PO = RO . Diga si es posible asegurar que QS es la
mediatriz de PR

3.2 Circulo circunscrito a un triangulo
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Para el tratamiento de esta unidad tematica se cuenta con 3 horas de clase. Debido a que
el estudiante ya trato en afios anteriores lo relacionado con la circunferencia, se ha
determinado que en este punto lo esencial sera que recuerde las propiedades de las
mediatrices de un tridangulo para la construccion del circulo circunscrito.

Primero se va a recordar que:

Se llaman mediatrices de un triangulo ABC a las mediatrices M _,M,,M _de los lados de

dicho triangulo.

Las tres mediatrices de un triangulo se cortan en un punto, y éste se conoce como
CIRCUNCENTRO. Es el centro del circulo circunscrito al triangulo.

Demostracion




De acuerdo a la figura anterior sea M el punto de interseccion de las mediatrices

M _ y M, entonces:

MC = MB por ser puntodeM
MA= ME por ser puntode M,
MC =MA por transitividad

Por tanto, M es un punto de M, ya que equidista de los extremos de AC . O sea que las

tres mediatrices se cortan en el punto M

Se debe hacer notar a los estudiantes que sera suficiente para encontrar el circuncentro, trazar
las mediatrices de dos lados.

Se recomienda hacer los siguientes ejercicios

1. Dibujar un triangulo isésceles y construir la mediatriz (relativa al lado base).

2. En los triangulos acutangulos (rectangulos, obtusangulos) construya las mediatrices.
Construir el circulo circunscrito.

A continuacion se vera el caso particular del circulo circunscrito a un triangulo rectangulo.
Para ello se debe recordar el concepto de mediana.

Se llama medianas de un triangulo ABC, a los segmentos m_,m, ,n1, determinados por los

vértices del triangulo y el punto medio de los lados opuestos.
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Es conveniente en este momento introducir el siguiente teoremay a partir de él solicitar a los
estudiantes que determinen la hipotesis y la tesis.

1. En un tridangulo rectangulo, el punto medio d la hipotenusa es el centro del circulo
circunscrito al tridangulo.

2. Enun triangulo rectangulo, el punto medio de la hipotenusa es equidistante de los tres
vértices del tridngulo.

A continuacién se presentara el teorema reciproco, se procedera de la misma forma que
antes, solicitando que los estudiantes determinen la hipétesis y la tesis, y pedirles que den
una idea de la demostracion.

1. Si un tridngulo es inscrito en un circulo de diametro a un lado del triangulo, entonces
ese triangulo es rectangulo.

2. En un tridngulo, si el punto medio de un lado es equidistante de los tres vértices,
entonces ese triangulo es rectangulo.

A continuacion se sugiere que se hagan los ejercicios del libro de trabajo.

4. TRIANGULOS RECTANGULOS.
Para el tratamiento de esta unidad tematica se sugieren 2 horas. Es importante que el
estudiante reconozca la importancia que tiene el triangulo rectangulo, el mismo que sera

tratado de nuevo en el siguiente afio.

El alumno conoce cuando un triangulo es rectangulo, entonces se puede introducir el teorema
de Pitagoras de la siguiente manera.

Teorema de Pitagoras

En todo triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es

igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Reciproco del Teorema de Pitagoras.
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Si para los lados a, b, ¢, de un triangulo se cumple que la suma de los cuadrados de los
catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa, entonces el triangulo es rectangulo

Tanto la demostracion del teorema de Pitagoras como su reciproco se encuentra en el

cuaderno de trabajo, por lo que se sugiere al profesor que dirija a los estudiantes de la forma
que alli se orienta. Asi mismo se recomienda la ejercitacion que se recomienda.

1. Una pelota de balompié se encuentra en un punto A del campo (fig. siguiente) a una
distancia de 23 y 24 m respectivamente de los extremos C v B de la porteria. ;Qué
valores puede tener el angulo de tiro a para que la pelota entre en la porteria?

r),

-

Para medir la altura de un arbol se utiliza un instrumento con el cual se determima la

amplitud del angulo agudo a que se forma con la direccion horizontal (fig. siguiente).
Calcula la altura del arbol s1 AB = 12m y a=40°.

|

A
B

3. En una piramide de base cuadrada el angulo que forman las alturas de dos caras

consecutivas tienen una amplitud de 50° y los lados de la base miden 4.0 cm. Calcula la
altura de la piramide.

5. PROPORCIONALIDAD

Para el desarrollo de este unidad tematica se cuenta con 2 horas. y se la ha dividido en los
siguientes puntos esenciales:

Repaso de razones y proporciones.

e Razon enfre segmentos. Segmentos proporcionales.
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5.1 Repaso sobre razones y proporciones.

Lo fundamental en este punto es activar los conocimientos y habilidades desarrolladas por
los alumnos durante el estudio de las razones y proporcines, por lo que se debe construir un
repaso mediante el trabajo directo en la solucion de los ejercicios y problemas. Para el
tratamiento de este punto esencial se cuenta con 2 horas de clase.

La primera clase puede dedicarse a hacer un repaso sobre la teoria: conceptos "razones entre
los nameros ", "proporciones" y el teorema fundamental de las proporciones. El repaso se
puede apoyar en el analisis de ejemplos similares a los ejemplos siguientes.

EJEMPLO
Hallar la razoén entre los nimeros siguientes:
a. 7y10
b. 20y30
€. 12¥%3
d 3y12
Resolucién
a. 7y10

La razoén es el cociente entre 7 y 10, o sea, la fraccion que tiene como numerador el
primer numero, que es 7, y como denominador el niimero 10.

7
Respuesta: Larazon entre 7y 10 es —
10

b. 20y30

: 20 : ;
Se plantea el cociente entre 20 y 30.— ahora bien, esta fraccion se

puede simplificar y asi obtenemos una fraccion equivalente a ella: "

2

-

Respuesta: La razon entre 20 y 30 es 3"
c. 12y3
y 12
Se plantea el cociente ? =4 | en este caso larazon es un nimero entero

Respuesta: Larazon entre 12 y 3 es cuatro.

d 3y12

o B | N
Escribimos la fraccion 5 y la simplificamos.

1
Respuesta: La razon entre 3 y 12 es 7
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Para hallar la razon entre dos niimeros se plantea el cociente entre ellos y se lo simplifica
tanto como sea posible.

EJEMPLO

Buscar tres pares de nimeros que estén en la razon.

3
a.

5
b. 82
Resolucion:

: 3 :
a. Hay que hallar pares de nimeros cuyo cociente sea ; para ello se buscan fracciones

equivalentes a — , ampliando esta fraccion.

3_6 _15_30

5 10 25 50
. ' e 3
Respuesta: Los pares de nimeros 6 y 10; 15 y 25; 30 y 50 estan en la razon &

b. Hallamos fracciones equivalentes a E Lo hacemos ampliando o simplificando esta
2

fraccion.

Respuesta: Los pares de numeros 4 y1; 16 y 4; 80 y 20 estan en la razon 8: 2.

Laigualdad entre dos razones es una proporcion

. . F 6 : . _ i
Por ejemplo, la igualdad T igual 5 es una proporcion, que también puede escribirse asi:

3:4=6:8. En ambos casos se lee 3 esa4 como 6 esa 8.
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Los nimeros que figuran en una proporcion son sus términos y se les denomina de la forma

siguiente:

Extremo medio medios

/7 L
1A

6
- B

3
4

medio extremo extremos

En toda proporcion el producto de los extremos es igual al producto de los medios

Por ejemplo, en la proporcion anterior el producto de los extremos 3 x 8 es igual al producto
de los medios 4x 6.
3x8=4x6=24.

Esta propiedad nos posibilita calcular un término de una proporcion si conocemos los tres
restantes

EJEMPLO

Hallar el valor de x en las proporciones siguientes:

x 12
a. —=—
6 1
b Ze.®
x 32
Resolucion
*»._12
6 18

Aplicando la propiedad fundamental de las proporciones obtenemos la ecuacion
18x = 72 y resolviéndola obtenemos el valor de x; en este caso x =4.
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Comprobacion:
Sustituimos el valor de x para verificar si es la solucion de la ecuacion original, o sea, si es
el término de la proporciéon que queriamos hallar.

-

4x18=6x12=T2

T
x 32
=64 2 x32=8x8=64
x=+8 2 x32=-8 x(-8)=64

En este caso hay dos soluciones:x=8 y x=-8.

A partir de una proporcion se pueden obtener otras tres proporciones si:
a) Intercambiamos sus medios,

b) Intercambiamos sus extremos

c) Invertimos las razones.

=

Por ejemplo, si tenemos la proporcion I= , podemos a partir de ella obtener tres

proporciones aplicando las transformaciones dadas en a), b) y c).
3 4 b 20 15 4 20

a A P c) —= —
) 15 20 ) 4 3 )3 15

Como tarea se debe aiiadir a los alumnos el estudio del contenido tedrico y continuar la
resolucion de ejercicios similares a los anteriores u ofros elaborados por el profesor.

La segunda clase debe estar dirigida a concluir la ejercitacion para lo cual sugerimos los
siguientes ejercicios.

[a—

. Larazon entre 15 y 20 es igual a la de 80 y un nimero x. Halla el valor de x.

Dos automoéviles deben viajar 60 v 80 km. respectivamente. El primer automovil ya ha
avanzado 12 km. ;Cuantos kilometros ha avanzado el segundo automoévil si ambos han
hecho la misma parte de su recorrido?.

19

3. Dos pedazos de madera se han dividido en el mismo nimero de partes ignales. De ellos
se obtienen pedazos de 7,0 cm y 10 de longitud respectivamente. ;Cual es la longitud del
segundo pedazo si la longitud del primero es 70 cm?

Los ejercicios 2 y 3, no son ejercicios formales sino problemas en los que los alumnos
deben encontrar la via pararesolverlos. Lo esencial es que ellos reconozcan la posibilidad
de plantear una proporcion estableciendo la igualdad entre dosrazones; en el problema 1 la
igualdad es entre las partes del recorrido hecho por cadauno de los moéviles; en el problema
2 es entre el niimero de pedazos.
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Es preciso al terminar la segunda clase, que los alumnos obtengan nuevas proporciones a
partir de las propiedades de las proporciones El ejercicio siguiente nos sirve para dar
cumplimiento a este objetivo.

Los numeros 4 y 8 estan en la misma razon que los nimeros 15 y 30. Formar cuatro
proporciones diferentes con estos numeros.

Como tarea correspondiente a la segunda clase, los profesores pueden plantear otros
ejercicios y problemas similares a los tratados anteriormente.

5.2 Razon entre segmentos. Segmentos proporcionales.

Para el desarrollo de este punto esencial proponemos que se utilicen 2 horas. Lo fundamental
que se debe lograr es que los estudiantes puedan identificar y construir segmentos
proporcionales.

Sugerimos para la primera clase la estructura siguiente:

1. Introducir la definicion del concepto “razon entre segmentos” y ejemplificar su cdlculo.
2. Introducir la definicion de segmentos proporcionales a través de un ejemplo.

Se llamara razén entre dos segmentos a la razon entre los nimeros que expresan sus
medidas en la misma unidad de longitud.

Larazon entre dos segmentos 25 y D la denotamos asi: E.
cD
EJEMPLO

S1 Z5=2,0 cm y ¢0 = 5,0 cmn, tenemos que la razon entre ellos es

B3

A continuacion se puede presentar la siguiente definicion

w2

| 12

Los segmentos A5 y TD son proporcionales a
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AB
los segmentos A 5 CD si—=
g 129, ¥ L4 &0

EJEMPLO

Compruebe en cada caso si los segmentos 5 y Pp son proporcionales a los segmentos 45

y CD.

a. 7% = 20cm y /g =40cm
428 = 30cmy D = 6,0 cm

b. % =30mmy 55 =5,0mm
A8 =90m y ¢Dp 15m

C. @ =10my pg=50dm
AE=90cm y 70 =3,0cm

Resolucion

Los segmentos son proporcionales si son iguales las razones entre los pares de segmentos

dados,osea: _— = £
PO CD
20 3 5
a) —02 - Comprobacion: 20 x 6 = 40x 3 = 120

Respuesta: Son proporcionales.

b) 2 Comprobacion: 3x15 = 9x5 = 45

15

L |

Respuesta: Son proporcionales.

¢) Expresamos primero las medidas de RS y PO en lamisma unidad de longitud.
RS - 10 m=10dm Pg = 5.0 dm
8.2 Comprobacion: 10x3 # 5x9(30% 45). Respuesta: No son proporcionales

-

3

Iniciar la ejercitacion comrespondiente a este punto esencial con ejercicios como los
siguientes.
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1. Hallar la razon entre los segmentos AB y CD si se conoce que:
=36cmy CD =12cm
=0,25cm y CD =50 cm
=75 cmy CD =30 cm
=l4cmy CD =77 em

a. AB
b. AB
c. AB
d. AB

)

en metros (decimetros).

3. Calcular las cantidades o nameros que correspondan a los espacios en blanco la tabla

siguiente:

Diga si la razon entre los segmentos del ejercicio cambia si sus longitudes se expresan

Longitud Longitud m n
. n n m
a) 6,0 cm 18 cm
b) 8,0 dm 0.5
c) 20m 3
5
d) 2.0 m 20 dm
. El punto P pertenece a AB y 2 o L
PB 2
a. Hallar las razones — Be
AB AB
b. Calcular AP y PB si AB=15 cm.
. Calcular, basandose en los datos de la figura las razones siguientes
MN MQ QP MP
NP’ PQ MN NP
M N P Q

82



6. Calcular la razon entre segmentos EF y GH (en la siguiente figura) si como unidad de

2 cm

medida se toma

S5 cm

d. ﬂl,
b. A4,
F
E -
1 L 1 1 l 1 1 1 1 1 1
) —eee |
A 4 .

. Trazar dos segmentos que estén en la razon:

3
a. —

B
b. 04
c. 35

: s — . s . e
. Un punto mterior de un segmento 45 lo divide en dos segmentos que estan en larazon —

. si uno de ellos es 2.5 cm mayor que el otro, ;jcual es la longitud de AB.

9. Digasi AB y CD son proporcionalesa A 5 y €' D de acuerdo con latabla siguiente:

AB CD AB | CD
a) 5,0 dm 15 dm 10m 30m
b) 24 cm 72dm | 7.0mm | 21 mm
c) 8,0 dm 2,0 dm 4,0dm | 12 dm
d) 2.0m 30 dm 6,0mm | 9,0 mm
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10.En la siguiente figura SA=50mm: AB = 15mm y SC' =7,0 mm. ;Qué longitud debe

tener SD para que SA y AB sean proporcionalesa SC y CD?

11.En la tabla siguiente determina el valor de x para que AB y CD sean proporcionales a

MN y PQ
AB CD | MN | PO
a) 12 cm 9.0 cm X 2.7 dm
b) 0.6 m 3.0m 5,0m X
c) 16 dm X X 9.0 dm
d) X 2,5 dm 35dm | 20 dm

12.Los rectangulos de la figura signiente tienen la misma area; a y b son las longitudes de los

lados de uno de ellos, ¢ y d son las longitudes del otro. Pruebe que.

SRS

aun
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6. SISTEMATIZACION DE RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DE UN
TRIANGULO.

Esta unidad tematica ha sido concebida para sistematizar todas aquellas definiciones que el

estudiante ha visto desde aiios anteriores vy las que se han presentado en esta unidad. Se ha
considerado que se la puede desarrollar en 4 horas.

El tratamiento debe hacérselo através de volver a definir algunos conceptos y de presentarlos
en forma conjunta con los teoremas correspondientes.

Se llaman mediatrices de un triangulo ABC, a las mediatrices M _,M,,M _de los lados a, b,

¢, de dicho tnangulo.

Se llaman altura de un triangulo ABC, a los segmentos h_,h, ,h_de las perpendiculares

trazadas desde los vértices del triangulo a las rectas que contienen a los lados opuestos; los
pies de dichas perpendiculares se llaman pie de las alturas. A la distancia del vértice al lado
opuesto se le llama longitud de la altura.

Se llaman medianas de un triangulo ABC a los segmentos m_,m,,m_determinados por los

vértices del tnangulo y el punto medio de los lados opuestos.

Se llaman bisectrices de un triangulo ABC, a los segmentos de las bisectrices b ,,b,,b. de

los angulos mteriores A, B, y C del triangulo, determinados por los vértices y el lado
opuesto a cada uno de ellos.

En todo triangulo las mediatrices se cortan en un punto y esta misma propiedad se cumple
para las alturas, las medianas y las bisectrices.

Al punto de mterseccion de las mediatrices se le llama CIRCUNCENTRO. al de las alturas
ORTOCENTRUO, al de las medianas BARICENTRO vy al de las bisectrices INCENTRO.

A continuacion se sugiere la siguiente ejercitacion.

1. En los triangulos acutangulos (rectangulos, obtusangulos) construya:
a. Las alturas

b. Las medianas
C. Las bisectrices
d. Las mediatrices.

2. Dibujar un cuadrilatero ABCD y determinar un punto de BC, CD y AD.
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3. Dibuja un triangulo isésceles RQS de base OS y determina un punto que cumpla las
condiciones a) y b):
a. Equidista de los puntos Q y S
b. Equidistade OR y QS

El tratamiento de los conceptos sugerimos que se haga de la forma siguiente:

1. Presentar una lamma similar a la anterior, o dibujarla en la pizarra (antes de miciar la
clase), utilizando tizas de colores de manera que se destaque lo que se considera esencial.

2. Apoyandose en la figura enunciar los nuevos conceptos y destacar la propiedad que se
cumple en cada caso. Las definiciones v el enunciado de las propiedades deben los
alumnos copiarlos en sus cuademos.

Sugerimos que el primer ejercicio que se plantee a los alumnos sea el ejercicio nimero 1
anterior.

En este ejercicio se presentan distintos tipos de triangulos de manera que se puedan tratar las
diferentes dificultades que se presentan en la construccion de las alturas. La parte del
ejercicio que no se pueda realizar en la primera clase recomendamos que se plantee como
tarea o en las clases restantes dedicadas a la ejercitacion.
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La segunda clase puede iniciarse con la demostracion de la propiedad de las mediatrices del
triangulo y todo el tiempo restante del asignado a este punto esencial dedicarlo a la
ejercitacion sistematizadora. La propiedad a demostrarse es la siguiente:

Las mediatrices de un triangulo se cortan en un punto.

El método que deberia usarse es el de elaboracion conjunta. Sugerimos que se envie como
tarea el estudio de la demostracion y debe ser controlado en la clase siguiente.

Es el momento de presentar sin demostracion el siguiente teorema:

Las bisectrices de un triangulo se cortan en un punto.

A pesar de que no se realizara la demostracion se sugiere orientarla como tarea.
A continuacion sugerimos realizar el sistema de ejercicios siguiente.

EJERCICIOS

1 En los triangulos acutangulos (rectangulos, obtusangulos) construya:
Las alturas

Las medianas

Las bisectrices

ao o

Las mediatrices.

(8 ]

Dibujar un cuadrilatero ABCD y determinar un punto de BC, CD y AD.

3 Dibujar un triangulo isésceles ROS de base OS y determinar un punto que cumpla las
condiciones a) y b):
a. Equidista de los puntos Oy S
b. Equidistade OR v QS

4 Dibujar un triangulo ABC y determinar un punto de la altura al lado AC que equidiste
de los lados AB y AC.

5 Dibujar un triangulo isosceles y construir la altura, la mediana, la mediatriz (relatrva al
lado base) y la bisectriz del angulo opuesto a este lado.

6 Dibujar un tridngulo acutangulo TRS, construir la altura al lado 7S, lamediana al lado RS
y mida la amplitud de los angulos que ellos forman al intersecarse.
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10

11

12

13

14

15

16

17

Determinar la poscion de un punto que equidista de tres puntos no alineados. ;Cuantos
puntos existen que cumplan esta condicién?

Diga si son verdaderas o no las proposiciones siguientes y en caso negativo muestre un
contraejemplo. En un triangulo cualquiera se cortan en un punto interior a él:

a. Las bisectrices
b. Las alturas.

C. Las medianas.
d. Las mediatrices.

;Cual es el punto donde se intersecan las alturas de un triangulo rectangulo?

Demuestre que la altura correspondiente a la base de un triangulo isésceles comcide con
la mediana a este lado y con la bisectriz del angulo opuesto a éL.

Analice s1 en un triangulo equilatero se cumple también la propiedad demostrada en el
ejerciciol0, con respecto a sus tres lados y sus tres angulos.

Demuestre que la mediana correspondiente a un cateto de un triangulo rectangulo es
menor que la hipotenusa.

La base de un triangulo isosceles tiene el doble de la longitud de la altura relativa a
ella. Hallar la amplitud de los angulos de ese tridngulo.

Hallar la amplitud de los angulos de un friangulo rectangulo si el angulo formado por la
bisectriz y la altura trazadas desde el vértice del angulo recto es 15°.

Demuestre que en todo triangulo dos vertices cualesquiera equidistan de la recta que
contiene a la mediana del lado determinado por estos vértices.

Si en la siguiente figura, QS es la bisectriz del i PQR y TV || QR, pruebe que: TQ=TS.

R
0

Demuestre que si la bisectriz de un angulo exterior de un triangulo es paralela a uno de

los lados, entonces dicho triangulo es isosceles.

18 Demuestre que la suma de las longitudes de las alturas de un triangulo es menor que la

suma de sus tres lados.
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19 En un triangulo isosceles demuestre que:

20

22

23

24

25

a. Las alturas correspondientes a los lados iguales son iguales.
b. Las medianas correspondientes a los lados iguales son iguales.
C. Las bisectrices de los angulos iguales son iguales.

En la siguiente figura, CM es bisectriz del £ ACB, BO es altura del lado AC y £ BCP
=100°. Hallar £ BTC.

Demuestre que la suma de dos lados cualesquiera de un triangulo es mayor que el doble
de la mediana correspondiente al tercer lado.

Demuestre que A ABC = A A;B;Cisi AB=A4B, LA=Z A, y AD=4D, (
ADy A D, son bisectrices de los triangulos ABC'y 418:1C1).

Demostrar que el AABC=A4 B/.C, si AB=AB,, BC=B,C, y AM =4, M, , donde
AM y AM son medianas de los triangulos.

La mediana AD de un triangulo ABC se prolonga hasta un punto E de forma tal que AD
= DE, ZACD=56°Yy ZABD=40°, Calcular £ ACE.

Demostrar que en todo tridngulo rectangulo isdsceles el angulo vertical es el doble del
angulo formado por el lado base y la altura correspondiente a uno de los lados iguales.

Enel A ABC, ZA=80°, ZABD=40° y AD bisectriz del £ A. Demostrar que BD=
AD. (figura siguiente).
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26 En la figura anterior
AD bisectriz del £ KAB

BD bhisectrizdel ZLBA

KL| AB. Probarque: 4K + BL= EL.

27 En la figura siguiente (izquierda), AB | BC, DC 1 BC y /DBC = / ACB.
Demostrar que : AB = DC.

A D "
B C
E ]

2 | BC= - ior,
derecha). Demostrar que BC =CD.

29 Enel AABC, £ ABC= £ ACDy DB=EC. Demostrar que 4D = AE (fig. siguiente,
izquierda).
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30 En lafigura anterior (derecha), AB = ED, BC = DC . Demostrar que:
a. AD= EB.
b. ~CAD = /CEB

31 En la figura siguiente, (izquierda) BC = CD,AC = EC y ZACD = ZECB.
Demostrar que AABC = AEDC

=1
m

[
[

32 Enel ﬂ.ABC, E:E y £ DBC = £ DCB. Piuuar YUE AL ED MIDELL L UE
- BAC (figura anterior derecha).

33 En la figura siguiente, izquierda, ~ ADB= /BDC, D4 | B4 y DC 1 BC .
Probar que:

a. AABD = ACBD
b. BD bisectriz del ~ ABC

o
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