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RESUMEN

El presente proyecto de titulacion comprende el desarrollo de distintos métodos
para la obtencion del modelo matematico que describa la cinematica directa de un

robot manipulador de 7 grados de libertad.

Se inicia mediante una introduccion tedrica a conceptos basicos de mecanismos y
robdtica, pasando a la descripcion del movimiento de cuerpos rigidos, tanto en el
plano como en el espacio, en el cual se introduce el concepto de la representacion
exponencial de matrices de rotacion y de movimientos de tornillo. Posteriormente
se establecen métodos para la obtencion de un modelo matematico que describa
la cinematica directa del robot manipulador utilizando el convenio de Denavit-
Hartenberg, con la aplicacion de un “eslabon virtual”, y el concepto de Producto de

Exponenciales.

Una vez establecido el modelo matematico, se procede a simular en MATLAB® los
distintos métodos, ademas de realizar una simulacion tridimensional del robot

manipulador con la ayuda del Toolbox Robotics de Peter Corke.

Finalmente se comparan los resultados de los distintos métodos obteniendo como
resultado final una comprobacién de todos los métodos propuestos. Con los
resultados también se valida el uso de un “eslabon virtual” en la aplicacion del

convenio de Denavit-Hartenberg.

El resultado de este proyecto constituye un aporte significativo a la ensefianza de
la robdtica en la Escuela Politécnica Nacional, ya que demuestra la existencia de
otras posibilidades alternas al convenio de Denavit-Hartenberg para el céalculo de

la cinematica directa de un robot manipulador.
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PRESENTACION

En la actualidad el estudio de la robética se ha convertido cada vez mas en un punto
de interés para la industria y las universidades de prestigio. La robdtica es un campo
extenso y multidisciplinario pero la parte mecanica es talvez la mas importante ya
que se requiere de un solido conocimiento de mecanismos y de matematica para

el correcto funcionamiento y desempeno de un robot manipulador.

Por esta razon, los objetivos del trabajo se enfocan en tres puntos fundamentales:
la recopilaciéon de informacion acerca de métodos matematicos que permitan
obtener la cinematica directa del robot manipulador; la determinacién del modelo
matematico que describa la posicion del efector del robot manipulador; y la

representacion tanto de los calculos como del robot usando el programa MATLAB®.

El proyecto también se enfoca en la comparacion de los distintos métodos vy

determinar cual de ellos es mejor para la su aplicacion a futuros proyectos.



CAPIiTULO 1

1. GENERALIDADES

1.1. RESENA HISTORICA

La historia de la robdtica esta estrechamente relacionada con la historia de la
ciencia y el desarrollo tecnolégico. En el campo de la robdtica se han utilizado

avances en mecanica, electrénica, computacion, neumatica, hidraulica, entre otros.

En la mitologia griega se habla de Talos, una criatura gigante de bronce, con forma
humana que protegia a la isla de Creta de ataques de piratas, segun la leyenda,
Talos viajaba alrededor de la isla tres veces por dia. Talos es considerado por
algunos como el primer concepto de un robot en la historia (Ancient-Origins, 2013)
ya que cumple funciones automaticas de defensa para el beneficio de los habitantes

de la isla.

Algunos historiadores afirman que el primer mecanismo real data de hace mas de
2000 anos, se lo conoce como el ‘mecanismo de Antikythera” desarrollado en la
Grecia antigua, como se ilustra en la Figura 1.1. En la actualidad se especula sobre
su uso como una computadora analoga muy rudimentaria capaz de calcular los

movimientos de cuerpos celestes en el cielo (Rieke & Rieke, 2014).

Figura 1.1. Mecanismo Antikythera (Rieke & Rieke, 2014)



Los griegos realizaron otros avances importantes como la creacion de un reloj de
agua que, como resultado de la fuerza ejercida por la caida de agua a una tasa
constante, media el tiempo; anteriormente utilizaban relojes de arena para medir el
tiempo. Algunos afos antes, el filosofo griego Aristételes habia expresado una de
sus famosas frases: “Si cada herramienta, al darle una orden, o bajo su propio juicio,
pudiera realizar el trabajo para el que beneficia, no habria necesidad ni de

aprendices para los maestros ni de esclavos para los sefiores” (Isom, 2005)

En el afo de 1495, el inventor italiano Leonardo DaVinci disefia un aparato
mecanico con la apariencia de un caballero en armadura. El mecanismo del interior
llega a ser conocido como “el robot de Leonardo” y hace que la armadura tenga un
movimiento similar al de una persona utilizando la armadura, como se puede
apreciar en la Figura 1.2. Este tipo de mecanismo se hizo comun entre la realeza
para entretenimiento en sus fiestas. En el mismo ano DaVinci diseid otro
mecanismo que muchos llaman el primer robot humanoide, capaz de sentarse,
mover los brazos, la cabeza mientras abre y cierra la boca, aunque este mecanismo

nunca fue construido. (RobotShop Distribution Inc., 2008)

Figura 1.2. Robot de Leonardo en una exhibicion en Berlin. (Mdller, 2005)



En 1645, Blaise Pascal inventé una maquina calculadora, llamada Pascalina, para
ayudar a su padre con el calculo de impuestos. Sdlo se fabricaron alrededor de 50

Pascalinas.

En 1666, Samuel Morland inventé una version de bolsillo de la Pascalina, la cual

funcionaba con mayor precisién que su antecesora.

En 1738, el inventor francés Jacques de Vaucanson construye una serie de
autématas, entre ellos una flauta capaz de tocar doce canciones distintas y su
autdomata mas famoso “el pato” el cual podia moverse, hacer sonidos, mover sus

alas e incluso comer granos.

Durante el siglo XVIII se fabricaron muchos autdomatas, especialmente para la

realeza que los utilizaban como juguetes y elementos decorativos.

En 1801, Joseph Jacquard construye una maquina tejedora la cual es controlada
mediante tarjetas perforadas, similares a las tarjetas de las primeras computadoras
del siglo XX.

En 1847, George Boole es el primero en representar matematicamente la I6gica

mediante el uso de su algebra booleana.

En 1865, John Brainerd crea el “hombre de vapor”, utilizado para mover carritos
con ruedas. Posteriormente en 1885, Frank Reade Jr. construye el “hombre

eléctrico” el cual es basicamente la version eléctrica del hombre de vapor.

En 1898, Nikola Tesla construye el primer barco a control remoto y demuestra su
funcionamiento en Madison Square Garden en la ciudad de New York.
Lamentablemente la gente piensa que es un truco y la tecnologia no se desarrolla

hasta muchos afios después.

En 1921, el escritor checo Karel Capek introduce la palabra “robot” en su obra
‘R.U.R.” (Rossuum’s Universal Robots). La palabra robot se deriva de la palabra

checa para esclavo o sirviente “robota”.



En 1936, Alan Turing introduce el concepto de una maquina teérica que puede
simular argumentos logicos y algoritmos matematicos. A esta maquina se la conoce
como la “Maquina de Turing” y se lo considera como uno de los primeros

acercamientos a los procesadores y las computadoras modernas.

En 1942 Isaac Asimov, escritor de ciencia ficcion y catedratico de la Universidad de
Boston, introduce en una de sus obras de ciencia ficcion el concepto de robdtica,
actualmente conocida como una rama de la ingenieria mecanica, eléctrica y de
sistemas. También introduce las famosas tres reglas de la robdtica en su obra

“Runaround”.

En 1950, Alan Turing propone una prueba para determinar si una maquina ha
alcanzado la capacidad de pensar por si misma, se la conoce como la “prueba de

Turing”.

En 1956, John McCarthy, Marvin Minsky, Nat Rochester y Claude Shannon
organizan en la universidad de Dartmouth una conferencia de investigacién de
inteligencia artificial. Como resultado de esta conferencia se introduce al mundo

cientifico el término “inteligencia artificial”.

En 1959, John McCarthy y Marvin Minsky fundan el laboratory de inteligencia

artificial en el Massachusetts Institute of Technology (MIT).

En 1961, Heinrich Ernst desarrolla el MH-1, una mano mecanica controlada por

computadora en MIT.

En 1962, Se introduce al mercado el primer brazo robético industrial, el “Unimate”,
disefiado principalmente para completar tareas repetitivas o peligrosas en las lineas

de ensamblaje de General Motors.

En 1963, John McCarthy sale de MIT y funda el laboratorio de inteligencia artificial
en la Universidad de Stanford, posteriormente conocido como SRI Technology. En
el ano de 1966, en el SRI Technology se construye el primer robot que puede

reaccionar a estimulos externos, llamado “Shakey”. En el mismo afio en el



laboratorio de inteligencia artificial de MIT, Joseph Weizenbaum crea el programa

ELIZA de inteligencia artificial, el cual simula un psicélogo computarizado.

En 1969, Victor Scheinman, estudiante de ingenieria mecanica de la universidad
de Stanford crea el famoso brazo Stanford, el cual aun se usa como referencia de

disefo en la actualidad.

En 1976, el japonés Shigeo Hirose disefia el “Soft Gripper” en el instituto de
tecnologia de Tokio, el cual fue disefiado para envolverse alrededor de un objeto a

manera de una serpiente.

En 1986, Honda anuncia el inicio de un programa de investigacion de robética
basado en la premisa que un robot debe coexistir y cooperar con un ser humano,
realizando las tareas que una persona no puede hacer, para el beneficio final de la
sociedad. Diez afios después en 1996, la compafiia introduce el robot “P3”, un robot

humanoide producto de una década de investigacion y desarrollo.

En 1999, SONY introduce al mercado la mascota robética AIBO y un afio después

en el ano 2000, Honda presenta su nuevo robot humanoide ASIMO.

En los afos subsiguientes la NASA lanza una serie de misiones no tripuladas a
Marte con sondas robédticas a bordo. Las mas notables son Spirit (2004),
Opportunity (2004) y Curiosity (2012).

En el afo 2010 la compafiia alemana KUKA lanza al mercado una serie de brazos
robaoticos industriales de 6 grados de libertad y en el afio 2014 lanza el brazo

robotico de 7 grados de libertad de peso liviano LBR iiwa.



1.2. (POR QUE ESTUDIAR ROBOTICA?

La robotica, como disciplina académica, es un campo relativamente joven con
objetivos ambiciosos como el de crear maquinas que tengan la capacidad de
pensar y comportarse como los seres humanos. Este objetivo de crear maquinas
inteligentes nos lleva a hacer un autoanalisis, considerando aspectos tales como el
porqué del disefio corporal humano, ¢Qué funciones cumple?, ;Como es
controlado el movimiento?, ;Como aprendemos y refinamos movimientos

complejos?, entre otras interrogantes. (Park & Lynch, 2014, pag. 1)

El hecho de que las preguntas fundamentales de la robdtica sean basicamente
preguntas acerca de nuestra existencia, hacen que sea un campo muy interesante
de investigacion y desarrollo, pero a su vez hacen que el estudio sea de una mayor

complejidad que en otro campo.

1.3. IMPORTANCIA DE LA ROBOTICA Y APLICACIONES
GENERALES

En la actualidad la robdtica se esta convirtiendo en un area de estudio de gran
importancia en paises desarrollados ya que incluso con el desarrollo limitado que
se ha obtenido, tiene un muy amplio campo de aplicacion, desde aplicaciones

simples como soluciones para el hogar hasta desarrollo militar avanzado.

El estudio de la robdtica influencia de manera directa al sector productivo,
proveyendo de herramientas de suma importancia que aumentan la productividad
y a su vez disminuyendo el personal humano destinado a tareas peligrosas o

nocivas para la salud.

La robdtica es un campo multidisciplinario, es decir, involucra diversas areas de

conocimiento, como teoria de mecanismos, electréonica, control automatico,



programacion, entre otros. Por esta razén las aplicaciones de la robética estan
directamente ligadas al desarrollo tecnolégico y buscan dar soluciones tanto a
problemas grandes como a problemas cotidianos como es el caso del robot de
limpieza Roomba, el cual fue creado por tres estudiantes del Massachusetts
Institute of Technology en 1990 con la finalidad de limpiar sus habitaciones y
aprovechar de mejor manera el tiempo que invertian en esta actividad (iRobot Inc.,
2014).

La aplicacién mas comun de la robdtica, es el desarrollo de brazos robéticos que
puedan realizar procesos repetitivos o peligrosos con gran precision y a bajo costo
de produccion. Los brazos roboéticos tienen muy variadas aplicaciones, en distintas
areas, los mas utilizados se los emplea para realizar pintura de precision en
vehiculos, soldaduras en lugares de dificil acceso, ensamblajes de maquinaria y en
ultimos anos incluso estan siendo utilizados con fines médicos para operaciones de
alto grado de peligrosidad donde se requiere alta precisiéon de los instrumentos,
permitiendo que las cirugias sean menos invasivas, resultando en una pronta

recuperacion del paciente.



CAPIiTULO 2

2. MARCO TEORICO

2.1. CONCEPTOS BASICOS

El estudio de la robdtica, se basa en el estudio de mecanismos, por esta razén se
deben tener claros los conceptos asociados a los mecanismos. Un mecanismo esta
formado de la unién de cuerpos rigidos, llamados eslabones, mediante juntas con
el objetivo de que exista movimiento relativo entre los eslabones. En robdtica,

generalmente las juntas son motores eléctricos mas conocidos como actuadores.

Dado un robot especifico una de las preguntas mas importantes es ;Ddnde esta el
robot?, es decir, donde estan situados los eslabones del robot. Para poder
responder esta interrogante es necesario conocer la configuracién del mismo, en
otras palabras, se debe especificar las posiciones de todos los puntos del robot; al
ser este conformado por cuerpos rigidos, el trabajo se facilita ya que solo se
necesitan unos pocos parametros para describir su posicién en el espacio. (Park &
Lynch, 2014, pag. 9)

Por motivos didacticos es conveniente iniciar el analisis en un plano de dos
dimensiones, para posteriormente pasar a un analisis tridimensional para robots en

el espacio.

Para describir la posicién de un punto en el plano se necesita conocer dos
coordenadas (X, y); en cambio para describir la posicién de un objeto, como es el
caso de una moneda, en un plano se requieren tres coordenadas: dos coordenadas
de posicién (X, y) y una coordenada de orientacion, un angulo 8 como se observa

en la Figura 2.1.
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Figura 2.1. Representacion en el plano de un punto (izquierda) y de una moneda
(derecha). (Park & Lynch, pag. 10)

La configuracion de un robot es el conjunto de parametros que describen la posicidon
de cada punto del robot. EI nimero minimo de variables requeridas para
representar la configuracion del robot se lo conoce como grados de libertad (GDL)
del robot. El espacio de n dimensiones que contiene todas las configuraciones

posibles, se lo conoce como el campo de accion o campo de trabajo del robot.

2.1.1. GRADOS DE LIBERTAD (GDL) DE UN ROBOT

Para entender los grados de libertad posibles en un manipulador robético, primero
es necesario comprender los distintos tipos de juntas que pueden existir. La Figura
2.2 ilustra los distintos tipos de juntas que se pueden utilizar en un robot y sus

grados de libertad.
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Figura 2.2. Tipos de articulaciones. (Ollero, 2001, pag. 17)

Los tipos de juntas mas utilizadas son la de rotacion y la prismatica, ambas con un
solo grado de libertad. También existen juntas con varios grados de libertad como
es el caso de las juntas cilindricas, planares y esféricas (conocidas también como
juntas de rétula). Existen también otros tipos de juntas que resultan de la
combinacion de algunas de las juntas mencionadas previamente, como la junta de
tornillo (rotatoria mas prismatica) o la denominada junta universal la cual consta de

dos juntas rotatorias juntas; ambas poseen dos grados de libertad.



11

2.1.2. FORMULA DE GRUBLER PARA ROBOTS PLANARES

La formula de Gribler permite calcular los grados de libertad o movilidad de un
robot, basandose en el numero de eslabones y el numero y tipo de juntas que
componen al mecanismo. En primer lugar se considera un cuerpo rigido en el plano,
en el cual se escogen dos puntos A y B cuyas coordenadas respecto a un sistema
de coordenadas fijo sean (xa,ya) y (xs,yB) respectivamente, como se muestra en la
Figura 2.3. Como se trata de un cuerpo rigido, la distancia das permanecera siempre
constante. Luego se define un angulo ®as el cual representa la rotacion del cuerpo

con respecto al eje x del sistema de coordenadas fijo.

i=>

%
Z
7

A
e f-'/!/;al A

| o A, !

‘s~

=
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ah

Figura 2.3. Coordenadas de un cuerpo rigido en el plano. (Park & Lynch, pag. 14)

Los parametros xa, ya y ®as pueden ser utilizados como tres coordenadas
independientes que parametrizan la configuracion planar del cuerpo rigido. Ahora,
de manera similar, se considera un segundo cuerpo rigido con puntos C y D que
cumplen las mismas propiedades que los puntos A y B del primer cuerpo rigido. Si
el punto B del primer cuerpo es conectado al punto C del segundo cuerpo rigido por
una articulacion rotatoria, esto impone dos restricciones adicionales: xs=xc y ys=yc
resultando en ocho coordenadas y cuatro restricciones, por lo tanto se tienen 4

grados de libertad. Repitiendo el proceso para una articulacion prismatica y para
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una articulacion con dos grados de libertad, se puede concluir la siguiente

proposicion:

“Si se considera un robot planar que consiste de N eslabones, donde la tierra o el
sistema fijo es tomado en cuenta como un eslabon. Siendo J el numero total de
juntas y fiel nimero de grados de libertad de la junta i-ésima; los grados de libertad

de un mecanismo robético obedecen la siguiente formula:” (Park & Lynch, pag. 16)

]
GDL = 3(N — 1) —2(3 —f)
i=1

Simplificando se obtiene la siguiente formula:

]
GDL=3(N—1—])+Zfi (2.1)

Ecuacion 2.1. Ecuacion de Grubler en el plano.

2.1.3. FORMULA DE GRUBLER PARA ROBOTS EN EL ESPACIO

Para describir la posicién y orientacién de un cuerpo rigido en el espacio es
necesario utilizar seis parametros independientes, tres coordenadas (x,y,z) y un
angulo de rotacion con respecto a cada eje. Siguiendo un proceso analogo al de
los robots planares, se puede derivar la formula de Grubler para robots en el

espacio bajo la siguiente proposicion:

“Si se considera un robot espacial que consiste de N eslabones (incluyendo la
tierra). Siendo J el numero total de juntas (enumeradas desde 1 hasta J) y f; el
numero de grados de libertad de la junta i-ésima; los grados de libertad de un

mecanismo robotico obedecen la siguiente formula:” (Park & Lynch, pag. 19)



13

]
GDL = 6(N — 1) —Z(6—fi)
i=1

Simplificando se obtiene la siguiente formula:

J
GDL=6(N—1—])+Zfi (2.2)
i=1

Ecuacion 2.2. Ecuacion de Grubler en el espacio.

2.2. MOVIMIENTO DE CUERPOS RiGIDOS

Si se quiere especificar la posicion y orientacion de un objeto en el espacio, se ha
establecido que es necesario de seis parametros. Otra forma de describir la
posicion y orientacion de un objeto es mediante un sistema de referencia propio de
cada cuerpo y tratar de describirlo segun un sistema de coordenadas fijo
previamente establecido, a esto se o conoce como el aspecto descriptivo de los
movimientos de los cuerpos rigidos. También existe el aspecto prescriptivo, el cual
supone transformaciones de R3a R3. Matematicamente se puede representar el
aspecto descriptivo y el prescriptivo de los movimientos de los cuerpos rigidos

utilizando el mismo modelo.

Para iniciar el analisis, como en el caso anterior, es conveniente realizar un ejemplo
en el plano y luego pasar al espacio. Si se considera el cuerpo planar de la Figura
2.4(a) su movimiento esta confinado al plano. Al sistema de referencia fijo, también
conocido como sistema espacial, se lo denota con {s} y sus respectivos vectores
unitarios en cada eje. De manera similar se adjunta un sistema de referencia al
cuerpo, denotado {b}, con sus respectivos vectores unitarios; debido a que éste es
un sistema de coordenadas que se mueve con el cuerpo, se lo conoce como

sistema de coordenadas fijo o del cuerpo.
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Ll k)

Figura 2.4. Movimiento de cuerpo rigido en el plano. (Park & Lynch, pag. 40)

Para describir la configuracién del cuerpo, solo se necesita conocer la posicion y
orientacién del sistema de referencia movil con respecto al sistema fijo. El vector
que describe la posicion desde el sistema fijo al sistema mavil, denotado como p,
puede ser expresado en términos del sistema de referencia fijo de la siguiente

forma:

D = DxXs + pyys (23)

Ecuacion 2.3. Vector posicion p en coordenadas {s}

De manera similar, se puede representar la orientacion en base al angulo 6, como

muestra la Figura 2.4(a), y los vectores unitarios del sistema {s}:
Xp = cosOX; + senf y
(2.4)

Vp = —senf Xs + cos @

Ecuacion 2.4. Orientacion de {b} con respecto a {s}
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Si se asume que siempre se van a representar estos vectores con respecto al

sistema de referencia fijo, se los puede representar de manera matricial:

cosd — senb
[ (2.5)

p= [z;] b= sen 6 cos 6

Ecuacion 2.5. Representacion matricial de la Ecuacién 2.4 y la Ecuacion 2.5
Ahora considerando la Figura 2.4(b), cuando el cuerpo es movido de {b} a {c} se

debe seguir un proceso similar para el calculo de los vectores r y q, con sus

rotaciones Ry Q, respectivamente.

_ ™ __[cos¢p — sen¢
r= [Ty] k= sen ¢ cos ¢ (26)

Ecuacion 2.6. Coordenadas de {c} con respecto a {s}

cosy — seny

1= [Z;] Q= seny cosy (2.7)

Ecuacion 2.7. Coordenadas de {c} con respecto a {b}

Es posible representar este movimiento con la Ecuacion 2.8 tomando en cuenta
que Pq representa al vector g en coordenadas de {s}. El par (Q,q) representa el
movimiento del sistema {b} al sistema {c}. A este par matriz-vector se lo conoce
como el desplazamiento de cuerpo rigido o movimiento de cuerpo rigido. A este
conjunto de movimiento se lo denomina también movimiento de tornillo. (Park &

Lynch, pag. 43)
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r=p+Pq R =PQ (2:8)

Ecuacion 2.8. Representacion del movimiento de {b} a {c}

Para generalizar los conceptos anteriores al espacio, se debe considerar un cuerpo
tridimensional como el de la Figura 2.5. Mediante a un proceso similar al del caso

planar, se llegan a obtener las siguientes ecuaciones:

4

7%

Figura 2.5. Descripcidon matematica de la posicion y orientacion de un cuerpo rigido
en el espacio. (Park & Lynch, 2014, pag. 43)

P = DP1Xs + D2Vs + D3Zs
Xp = T1Xs T T21Ys + T31Z5
Vp = Ti2Xs + TpVs + 1327

Zp = T13Xs + Tp3Ys + T33Z5

Ecuacion 2.9. Representacion vectorial de {b} en el espacio.
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Esta notacion vectorial puede ser condensada en notacion matricial de manera

similar que en el caso planar.

P1 M1 T2 T3
p = |P2 R = [|T21 T2 T23 (2.10)
P3 31 T3z T33

Ecuacion 2.10. Representacién matricial de laEcuacién 2.9.

Si se analiza el conjunto (R,p) se observa que existen doce parametros y se sabe
gue solo se requieren de seis parametros independientes para describir la posicion
y orientacion de un objeto en el espacio. Si se asume que los parametros de p son
incluidos siempre, tres de los nueve parametros de la matriz R tienen que ser
independientes. Para lograr esto existen varias formas de representar con tres

parametros las rotaciones de un cuerpo rigido.

2.2.1. ROTACIONES

Como se vio en el apartado anterior, en una matriz de rotacién deben existir tres
parametros independientes, razén por la cual se requiere de seis parametros con
restricciones en la matriz R. Para satisfacer este principio se requiere el

cumplimiento de las siguientes condiciones:

1. La condicion del vector unitario: X,  y Z son vectores unitarios, esto se puede

representar de la siguiente manera:
rht+ it =1
rh+ rh+rh=1 (2.11)
A+ rh+ri=1

Ecuacién 2.11. Condicion del vector unitario para rotaciones.
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2. Condicion de ortogonalidad: Xy=x2=y-2=0, también

representado como:
r11T12 + T21T22 + 131732 = 0
T12713 + ToaTp3 + 132733 = 0 (2.12)
r11713 + 21723 + 131733 = 0

Ecuacion 2.12. Condicién de ortogonalidad para rotaciones.

Estas restricciones pueden ser resumidas en forma la matricial RTR = I. Se debe
tener en cuenta también el tipo de sistema de coordenadas, se asume el uso de un
sistema de coordenadas de mano derecha, por lo tanto ¥ X y = 2. La ultima
restriccion es detR = 1 debido a que es un sistema de coordenadas derecho. A
todo conjunto de matrices de rotacién que cumplen estas condiciones se las conoce
como Grupo Ortogonal Especial o SO, por sus siglas en inglés (“Special Orthogonal

Group”).

Por ejemplo la denominacién “SO(3)” abarca todas las matrices reales 3x3 que
cumplan con (i) RTR = I y (ii) detR = 1. Las matrices de 2x2 para rotaciones en el

plano son un subgrupo de SO(3) y se las denomina SO(2).

2.2.1.1. Angulos de Euler

Una de las representaciones mas populares para rotaciones son los denominados
ZYX Angulos de Euler, los cuales representan angulos de rotacion alrededor de tres
ejes del mecanismo, cuando estos estan en la posicion cero, como se puede
observar mejor en la Figura 2.6 en la que se ilustra un mecanismo de muneca donde
el sistema {0} es el sistema de referencia fijo y los sistemas de referencia {1}, {2} y
{3} son los sistemas de cada eslabén del mecanismo. Cuando el mecanismo se
encuentra en la posicion cero todos los sistemas de referencia poseen la misma

orientacion.
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Figura 2.6. Representacion de los angulos de Euler en la posicion cero del
mecanismo de mufeca. (Park & Lynch, pag. 48)

Para describir los angulos de Euler se definen las matrices de rotacion Rot(Z, a),
Rot(9,B) y Rot(x,y). Donde Rot(Z, «) representa una rotaciéon alrededor del eje 2

un angulo ¢ y de manera similar para los ejes X y y.

cosa — sena 0
Ry1 = |sena cosa 0= Rot(z,a)
0 0 1
[ cosff 0 senf
Rp=| 0 1 0 |=Rot®p) (2.13)
|—sen8 0 cospl
(1 0 0
Ry; = |0 cosy —seny|= Rot(x,y)
|0 seny cosy |

Ecuacion 2.13. Representacion matricial de los angulos de Euler.
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En robadtica se acostumbra utilizar la abreviatura C, para representar cosa y S, para
representar sena. Con esto en cuenta, la matriz de rotacion resultante para los

angulos de Euler es la siguiente:

CaCp  CaSpSy — SaCy  CaSgCy + SaS,
Ros = |SaCs  SuSpSy+ CaCy  SaSpCy — CaSy (2.14)
—Sg CsS, CpCy

Ecuacion 2.14. Resultante matricial de los angulos de Euler.

Si se tiene una matriz de rotacion arbitraria y se desea conocer los angulos de Euler
que corresponden a dicha matriz, se los puede obtener mediante la funcién
matematica “atan2” la cual calcula el arco tangente en base a dos parametros de
manera que se pueda obtener el signo del angulo adecuado segun el cuadrante en
el que se ubique. Esta funciéon es muy utilizada en programas de computacion

modernos.

B = atan2 (—r31; /rlzl + r221>

(2.15)
a = atan2 (ryy; 111)

y = atan2 (r3, ; 133)

Ecuacion 2.15. Angulos de Euler para una matriz de rotacion arbitraria.
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2.2.1.2. Angulos RPY (Roll-Pitch-Yaw)

Las matrices de rotacion también pueden ser utilizadas para describir
transformaciones de una orientacion a otra de un cuerpo rigido. Los angulos RPY
consideran rotaciones a los ejes de balanceo (“roll”), inclinacion (“pitch”) y
orientacion (“yaw”); estos son términos utilizados comunmente en el campo

aeronautico y estan representados en la Figura 2.7.

Figura 2.7. Representacion de los angulos RPY. (Ollero, pag. 58)

Realizando un proceso similar al anterior, podemos obtener las matrices de rotacion
para cada angulo RPY y posteriormente la matriz resultante de la rotacion,

asumiendo que el sistema de referencia se encuentra en la posicion inicial R = I.

1 0 0
v' =10 cosy -—seny|.I
0 seny cos Yy

rcosff 0 senp
v = 0 1 0 |[.v
|l—sen S 0 cosp|

cosa — sena 0
v'"" = |sena cosa 0].v"
0 0 1

R(a,B,y) =v"" = Rot(Z,a).Rot(P,B).Rot(x,y).1
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¢, -S, 01|¢ 0 Sg[|1 O 0
R(a,B,y) = [Sa Ca 0] 0 1 0110 & =5
0 0 1I[=S 0 Gzf[0o S, C,

CaCs  CaSSy — SaCy CuSgCy + S4S,
R(aB,v) = |S«Cs SaSsSy + CuCy SaSpC, — CaS,
—Sp CpSy CpCy

(2.16)

Ecuacion 2.16. Representacidn matricial de los agulos RPY.

Los resultados de los angulos RPY son exactamente los mismos que para los
angulos de Euler, lo cual lleva a concluir que el producto de tres rotaciones puede
ser representado desde dos puntos de vista distintos. Para que esto sea verdadero,

se tienen que cumplir las siguientes restricciones:

e Los ejes del sistema de coordenadas deben ser ortogonales entre si.

e Los angulos representan tres rotaciones sucesivas, ya sea con respecto al
sistema fijo (angulos de Euler) o al sistema movil (angulos RPY).

e La primera y tercera rotacion deben tener un valor de angulo dentro de un
rango de 2m, la segunda rotacion en un rango de . (Park & Lynch, 2014,
pag. 53)
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2.2.1.3. Representacion Exponencial

Las rotaciones también pueden ser representadas con tres parametros en notacion
exponencial. A diferencia de los métodos anteriores que toman en cuenta el
producto de tres rotaciones, la representacion exponencial parametriza una matriz

de rotacion en términos de un solo eje de rotacion, denotado por un vector unitario
wq

w= [Wz], junto con un angulo de rotacion 6 alrededor de este eje. De esta forma
W3

el vector r = w8 € R3 describe los tres parametros necesarios para la rotacion.

Para poder asociar estos conceptos con la notacion exponencial es necesario
resumir ciertos resultados basicos de ecuaciones diferenciales lineares y de algebra
lineal. En primer lugar se considera una ecuacién diferencial matricial basica
x(t) = Ax(t) y su solucion x(t) = e4x,, donde x(t) € R*y A € R™" | Acte. Es
importante recordar también la expansion en serie de la funcién exponencial.
(A)?  (At)°

2!+3!

et = [+ At + @17)

Ecuacién 2.17. Expansion en serie de la funcion exponencial matricial.

La matriz exponencial también debe cumplir una serie de condiciones, las cuales

se presentan en la siguiente tabla:

Tabla 1. Condiciones algebraicas de una matriz exponencial.

[ D =diag{d, ... d,} — eP%=diag {e*?,..., et}

ii Si A=PDP™1 — eAt = pedtp-1

iii Aedt = Aty
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Un ultimo resultado de algebra lineal que se debe tener en cuenta es el llamado
teorema de Cayley-Hamilton, el cual dice que si A € R™" | A cte con un polinomio
caracteristico de la forma P = det(ls —A) = s™+ c,s" P+t s+ ¢

entonces:

p(A) — An+ Cn_lAn_1+...+ ClA+ COI =0 (218)

Ecuacién 2.18. Teorema de Cayley-Hamilton.

Para la representacion exponencial de rotaciones, se asume un vector

tridimensional p(, el cual es rotado un angulo 6 alrededor del eje w hasta la

posicion pgy como se observa en la Figura 2.8

Figura 2.8. Rotacion del vector p,, un angulo 6 alrededor del eje w hasta p ).
(Park & Lynch, pag. 56)

Si se considera a p(;,) como la trayectoria que describe p al rotar a una velocidad

constante de 1 rad/s, entonces se puede escribir la velocidad como p,y = W X pg
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Teniendo en cuenta otra propiedad del algebra lineal para las matrices, se puede

expresar el producto cruz de dos matrices en funcion de la matriz anti simétrica,

0 —Ws w,
denotada como [W] = [ ws 0 —wll. De esta manera el producto w X pq
—-w, wy 0

se lo puede expresar como [W] p(o obteniendo la ecuacion piy = [W] p(.

La solucion a esta ecuacion diferencial es p() = elwlt P(o); COMo t = 6 debido a
que la velocidad de rotacion es de 1 rad/s la ecuacion final es pg) = elwlo P(o)-

Utilizando el concepto de series exponenciales para e[ y el teorema de Cayley-

Hamilton se obtiene los siguientes resultados:

Aplicacion del teorema de Cayley-Hamilton:

S _W3 WZ
det(Is — A) = det| w3 S _Wll
_Wz W1 S

det(ly — A) = S3 + (W? + w? + w2)S
wf+wi+wi)=1 | W]l =1
det(ly —A) =S3+ S

—

paep = WP+ @wl=0 - [w]* = —[w]

[’1;]292 [/V-l/\]393 [;V\]494 [;V\]SQS

wle — &
e =1+ [w]O + o0 + 3 + 7] + o

Reemplazando [w]® = —[W] y agrupando se obtiene:

_ 6° 6 62 6% 06 _
@l — AN I S R AR AR FenT
er _H(H 317 >[W]+<2! TR >[W]
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Utilizando la expansion de Taylor para las funciones seno y coseno podemos

obtener una expresion para e#1¢ mas facil de calcular.

e”19 = | + sen(0) [W] + (1 — cos 8)[w]? (2.19)

Ecuacion 2.19. Matriz de rotacion del vector p(y) alrededor del eje w, un angulo 6.

Para expresar una matriz R € SO(3) previamente establecida, en términos de una

funcién exponencial se debe igualar y despejar de la siguiente forma:

R = elWl®
11 Tiz T3
21 Tz T3
3y T3z T33
0 —w; w,
= ] +senf| ws 0 —wy
_W2 Wl 0
2 2
—W3 — W wWiw, wiws
2 2
+ (1 - cos6) wiw,  —wi — wj WoWs3
Tip — Ty = —2 senf wsy

T'13 - T'31 = 2 SGI’IQWZ

T+ Ty + 133=14+2cosf =tr(R) [TrazadeR]
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Obteniendo el valor de la traza de R, se despeja el valor del angulo de rotacion 6 y
se reemplaza en la Ecuacion 2.20 para obtener el valor equivalente de [w]. Se debe

tener en cuenta que de sen 8 # 0, es decir, 8 # (0,m,...).

W] = 5—— (R—= R (2.20)

Ecuacion 2.20. Valor de [w] en funcién de R y el angulo de rotacion 6.

2.2.2. EL MOVIMIENTO EN CUERPOS RiGIDOS

Como se ha visto el movimiento en cuerpos rigidos es una combinacion de posicion
y orientacién, es decir, un vector de posicidbn y una matriz de rotacion. Para
simplificar el calculo, se acostumbra unirlos en una sola matriz de transformacion

T,dondep € R3, R € SO(3) y 0 representa un vector fila tridimensional de ceros.

[M11 712 T13 Py

r = [R p] _|T21 T2z T2z Py 2.21)
0 1 r31 732 133 PZJ
0O 0 o0 1

Ecuacion 2.21. Matiz de transformacion homogenea general.

A todo el grupo de transformaciones homogéneas o movimientos de cuerpo rigido

en R3 que cumplan con la matriz T de la Ecuacion 2.21 se lo conoce como Grupo
Euclidiano Especial o SE, por sus siglas en inglés (“Special Euclidean Group”). (Park
& Lynch, 2014, pag. 63). SE(3) representa al grupo de matrices 4x4 que cumplen con

la Ecuacion 2.21.

Una consideracion importante es la del desplazamiento relativo entre sistemas de

referencia, como ilustra la Figura 2.9. Dados tres sistemas de referencia {a}, {b} y
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{c} los desplazamientos relativos entre sistemas de coordenadas estan

representados por las matrices de transformacion homogénea Ty, Ty, , Ty € SE(3).

Figura 2.9. Representacion de tres sistemas de referencia distintos en el espacio.
Tomado de (Park & Lynch, pag. 65)

Tab — [Rab pab] Tbc — [R(l))c p:ll)c Tac — [R(()zc pilc

Teniendo en cuenta que Ry, R, = R, Y expresando el vector de posicién w de la
Figura 2.9 en términos de {a} (u + v = w), obtenemos p,. = Ryp Ppc + Pab-

Reemplazando en las matrices anteriores podemos concluir que Ty, Tpe = Ty

[Rab Pab [Rbc Pbc — [Rac Pac
0 1 0 1 0 1

Esta conclusion es de mucha utilidad al momento de describir la cinematica de los

cuerpos rigidos mediante matrices de transformacion homogénea.



29

2.2.3. MOVIMIENTOS DE TORNILLO

Para un movimiento de cuerpo rigido en el plano se ha establecido que se necesita
de una rotacion y una traslacion. Para cuerpos rigidos en el espacio se llega a una
conclusién similar, llamada el teorema de Chasles-Mozzi; el cual dice que todo
movimiento de cuerpo rigido en el espacio T € SE(3) admite una representacion
como un movimiento de tornillo, es decir una rotacion alrededor de un eje fijo en el

espacio (eje de tornillo) seguido de una traslacion paralela a dicho eje.

gerew anis () /

] i P o 5
Qg
I

Figura 2.10. Movimiento de cuerpo rigido representado como movimiento de
tornillo. (Park & Lynch, 2014, pag. 69)

Para desarrollar un modelo matematico de los movimientos de tornillo en el espacio,
se considera la traslacion y la rotacion del cuerpo rigido de la Figura 2.10 desde el
sistema {1} al sistema {2}. El teorema de Chasles-Mozzi dice que existe un eje de
rotacién (representado como el eje del tornillo o “screw axis”) tal que el movimiento

puede ser representado como un movimiento de tornillo alrededor de este eje.



30

Para obtener un modelo matematico del movimiento de tornillo se utilizan los
conceptos de transformacion homogénea y representacion exponencial de las
rotaciones de la siguiente manera:

Ty, = [R p Top = [%’ Pl']

R' = eWIf R p'=q+e"9p—q)+how (dondeh es el paso de la rosca)

[1(2)' pl] _ [e[\Z]H (1 —e[mel)q +h6w] [lg zﬂ (2.22)

Ecuacion 2.22. Representacion de movimiento de tornillo mediante una matriz
SE(3).

elwlo (I - e[W]e)q + hOw
1
homogénea del movimiento de tornillo. Esta matriz puede ser expresada como un

La matriz [ ]E SE(3) representa la transformacion

exponencial siguiendo el siguiente proceso:

. . w .
Si se asumen dos vectores w,v € R3, se define un vector S = [v] € R® conocido

como el enroscamiento o “twist” del movimiento de tornillo. Posteriormente se

define una matriz en base a los datos de S, [S] € R***.

0 —Ws3 w, 12
_[wl vy_| ws 0 -—-w 1 (2.23)
L] [O O] —W, wy 0 V3

0 0 0 0

Ecuacion 2.23. Representacion de [S] € R***
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Con la notacion de [S] se puede definir una matriz exponencial els1o , donde
S = [‘:}V] € R® y |lw|| = 1. Para cumplir esta condicion se debe despejar un valor

adecuado de v.

s1?6%  [S1%6°
e[S]":1+[S]¢9+[]2| +[]3' +

el G(eﬂ’] donde Gy = 16 + [W] o ﬂ293 2.24
=10+ [w]—+ — 4 :
0 . onde G g w o w 3l ( )

Ecuacion 2.24. Expansién de la serie exponencial elsle

Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton G4y puede simplificarse de la siguiente

manera:

0> 63

02 9% 0° 9> 65 o _
- — — — —— 0 e i — — — —— e 2
‘@ _19+(21 TN ) [W]+<3! 517 71 >[W]

Gy =160+ (1 —cosO)[W] + (6 — sinB)[w]?

Para seleccionar un valor de v se debe igualar la Ecuacion 2.24 con la matriz SE

(3) de la Ecuacion 2.22 y despejar el valor de v.

v = —w X q+ hw (siendo qun punto cualquiera del eje de rotaciéon w y h el paso) (2.25)

Ecuacién 2.25. Valor de v para representacion matricial de un movimiento de
tornillo.
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2.3. CINEMATICA DIRECTA

La cinematica directa permite conocer la posicion y orientacion del ultimo sistema
de referencia de un robot, generalmente este sistema de referencia se lo ubica en
el efector del robot. Si se considera un robot planar como el de la Figura 2.11, la
cinematica directa puede ser representada por la multiplicacion de las matrices de

transformacion correspondientes de los sistemas de coordenadas {0} a {4}.

Figura 2.11. Cinematica directa de un robot planar de 3GDL. (Park & Lynch, 2014,
pag. 102)

Tos = To1T12T23T34 (2-26)

cosf; — senf, 0]

cosf, —senf, L,
Ty, = |sen6; cosf; 0

Ty, = [senez cosf, 0

0 0 1 0 0 1
cosf; — senf; L, 1 0 L,
Ty = [sen 04 cos 65 0] T3, = [0 1 0]
0 0 1 0 0 1

Ecuacion 2.26.Matriz de transformacion para el robot planar de la Figura 2.11
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2.3.1. CONVENIO DE DENAVIT-HARTENBERG

El convenio de Denavit-Hartenberg fue desarrollado alrededor del afio 1950, con la
finalidad de asignar sistemas de coordenadas a cada eslabén de un robot
manipulador y poder obtener la cinematica directa conociendo las matrices de

transformacion de un sistema de coordenadas al siguiente.

2.3.1.1. Asignacion de sistemas de coordenadas

El convenio de Denavit-Hartenberg establece una serie de reglas para asignar los
sistemas de coordenadas a cada eslabén en lugar de asignarlos de manera
arbitraria. En la Figura 2.12 se puede observar una ilustracion de los parametros de
Denavit-Hartenberg para dos juntas adyacentes i-7 e i, conectadas por el eslabén
i-1.

Figura 2.12. Representacion de los parametros de Denavit-Hartenberg. (Ollero,
2001, pag. 68)
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La primera consideracion es que el eje Z; coincida con el eje i, de igual manera el
eje Z;_, debe coincidir con el eje i-1. La direccién de cada eje Z se determina
mediante la regla de la mano derecha segun el sentido de giro alrededor de dicho
eje. El siguiente paso es encontrar una linea mutuamente perpendicular a los ejes
Z;_1Y Z;, en el punto de interseccion de esta linea con el eje Z;_, se ubica el origen
del sistema de coordenadas. El eje X se lo escoge en la direccién de la linea
perpendicular desde el eje i-1 al eje i. El eje y se lo determina mediante el producto

X X y = Z ya que se trata de un sistema de coordenadas derecho.

Una vez asignados los sistemas de referencia en los eslabones, se analizan los
parametros que se utilizan en el convenio de Denavit-Hartenberg para obtener la

matriz de transformacion T;_, ;.

e La distancia escalar de la linea mutuamente perpendicular a los dos ejes de
los eslabones. Esta distancia es denominada a;_; y es conocida también
como una traslacién a lo largo del eje x.

e La rotacion entre el eje Z;_; y el eje Z;, conocida como «;_; O rotacion
alrededor del eje *.

e Ladistancia escala d; entre la interseccion del eje x;_; y el eje Z; y el origen
del sistema de coordenadas del eslabon i, conocida como traslaciéon a lo
largo del eje 2.

e El angulo de rotacién 6;, que representa la rotacion entre el eje x;_;, y el eje

X;, conocido también como rotacion alrededor del eje Z.

Estos cuatro valores representan los parametros del convenio de Denavit-
Hartenberg. Es importante notar el orden de estos, cuando se realiza en el orden
rosca en z (rotacidon en z, traslacién en z) y luego rosca en x (rotacion en X,
traslacion en x) se denomina Denavit-Hartenberg estdandar o DHs. En cambio
cuando se realiza primero rosca en X y luego rosca en z, se denomina Denavit-
Hartenberg modificado o DHm. El escoger uno de los dos métodos DHs 0 DHm
depende de la conveniencia del usuario, ya que los dos modelos producen el mismo

resultado final.
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2.3.1.2. Justificacion del uso de cuatro parametros en el convenio DH

En el convenio de Denavit-Hartenberg se establece que solo con cuatro parametros
independientes se puede establecer la matriz de transformacion de un sistema de
coordenadas. Previamente se habia establecido que para describir el movimiento
de un cuerpo rigido se requieren seis parametros independientes, entonces surge

naturalmente la pregunta: s Por qué son suficientes cuatro parametros?

Para responder esta interrogante es necesario analizar las reglas de Denavit-
Hartenberg expuestas anteriormente. En estas reglas se establecen ciertas
restricciones como el asignar previamente el sistema de coordenadas fijo. Otra
restriccion implicita es que la posicion cero del robot, es decir la posicion por
defecto, debe ser previamente establecida para que los parametros DH puedan ser

aplicados correctamente.

Existen casos en que el convenio de Denavit-Hartenberg no es aplicable, como en
el ejemplo de la Figura 2.13 donde se requiere de una rotacién alrededor del eje y

para T,. y de una traslacion a lo largo del eje y para Ty,

Figura 2.13. Ejemplo donde los parametros de Denavit-Hartenberg no pueden ser
utilizados. (Park & Lynch, 2014, pag. 105)
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2.3.2. PRODUCTO DE EXPONENCIALES

En base al teorema de Chasles-Mozzi que dice que cualquier movimiento de un
cuerpo rigido en el espacio puede ser descrito por un movimiento de tornillo, como
se vio en el apartado 2.2.3, se puede expresar la cinematica directa de un

manipulador como un producto de exponenciales.

Se asume un sistema de coordenadas fijo anclado al cuerpo rigido. Si el cuerpo se
desplaza desde una configuracion predeterminada M € SE(3) a otra configuracién

T € SE(3), entonces este desplazamiento se puede expresar de la forma:

T=elS9 M  donde [$] = [[VOT’] v (2.27)

Ecuacion 2.27. Representacion exponencial de un desplazamiento en el espacio
deM € SE(3)aT € SE(3)

—==x

e[;,_,]a'.._

Figura 2.14. llustracion de la férmula de Producto de Exponenciales para un robot
espacial de n eslabones. (Park & Lynch, 2014, pag. 110)
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Los casos limite en un movimiento de tornillo ocurren para rotaciéon pura (paso de
tornillo cero, h = 0) y traslacién pura (paso de tornillo infinito, h=«). En robdtica las
articulaciones mas comunes son las rotatorias (h=0) y las prismaticas (h=«). Esto
ayuda a simplificar el calculo de movimiento de tornillo cuando existen juntas

rotatorias y juntas prismaticas.

El concepto del producto de exponenciales se basa en aplicar un movimiento de
tornillo a cada eslabon de la cadena como se ilustra en la Figura 2.14. A diferencia
del convenio de Denavit-Hartenberg para el producto de exponenciales no es
necesario definir un sistema fijo de coordenadas de una manera especifica, se
define un sistema de coordenadas fijo arbitrariamente y un sistema de coordenadas
para el efector; generalmente por facilidad de calculo el sistema del efector tiene la
misma orientacion que el sistema fijo de coordenadas, pero este no es un requisito

del método.

Posteriormente se coloca el robot en la posicidn cero o posicién por defecto. La

matriz M € SE(3) representa la configuracion del efector en esta posicion.

M

[’g Y] e sE@3) (2.28)

Ecuacion 2.28. Configuracion del efector en la posicion cero.

Si se asume que una junta n-1 también varia, se debe agregar el efecto que esto
tiene sobre una junta n. Por lo tanto el movimiento de tornillo se puede expresar de

la siguiente forma:
T — e[Sn—l]gn—le[Sn]gn M

Siguiendo la configuracion del robot articular numerando las juntas desde 7 hasta

n, podemos llegar a la siguiente férmula:
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T = 6[51]613[52]82 e[sn—l]en—le[sn]en M (229)

Ecuacién 2.29. Férmula del Producto de Exponenciales para un robot de n
eslabones.

Es importante notar que para juntas rotatorias (paso de tornillo cero) w,, € R> es
un vector unitario en la direccion positiva del eje de rotacion y v, = —w, X q,,

siendo q,, un punto arbitrario a lo largo del eje de rotacion.

Si se trata de una junta prismatica (paso de tornillo infinito), entonces w, =0 y
v, € R3 se expresa como un vector unitario en la direccion del movimiento de la

junta.
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CAPITULO 3

3. DETERMINACION DEL MODELO MATEMATICO

3.1. DEFINICION DEL PROBLEMA

El caso de estudio es un robot manipulador de siete grados de libertad. Se ha
tomado como modelo el robot KUKA LBR iiwa R800 de siete ejes o grados de
libertad introducido al mercado en Abril del afio 2014, representado en la Figura
3.1. Se ha seleccionado este robot manipulador debido a varios factores entre los
que destacan la falta de informacion publica acerca del modelo matematico que
gobierna a este robot y la similitud con un brazo humano, el cual también posee
siete grados de libertad. El estudio comprende realizar la cinematica directa del
robot manipulador y determinar el modelo matematico que lo gobierna, es decir, la

matriz de transformacién del brazo.

Figura 3.1. Robot KUKA LBR iiwa R800. (KUKA Labs, 2014)
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3.1.1. DEFINICION DE VARIABLES

Las variables del problema estan directamente relacionadas al numero de grados
de libertad, por esta razon se debe comprobar el numero de grados de libertad
utilizando la Ecuacién 2.2. Ecuacion de Grlbler en el espacio. En robética el numero
de grados de libertad determina el numero de variables independientes necesarias
para describir el comportamiento de un mecanismo. Siendo N = 8 (tomando en
cuenta el efector), J =7 y fi= 1 (juntas rotatorias de 1 GDL) se procede a reemplazar

en la formula:

]
GDL=6(N—1-))+ ) f;
2

7
GDL=6(8—1—7)+21 - GDL=0+7 - GDL=7

=1

Las variables independientes son por tanto 6., 6,, 85, 0,4, 65, 0, 6.

3.1.2. METODOLOGIA DE CALCULO A UTILIZAR

Para el calculo del modelo matematico del robot manipulador, se utilizara DHm, es
decir el convenio de Denavit-Hartenberg realizando primero las operaciones de
rosca en x y luego rosca en z. Se escoge este método por facilidad de programacién

para la simulacién del Capitulo 4.

También se realizara el modelo mediante el método de producto de exponenciales
y se compararan los resultados de los distintos métodos posteriormente en el

Capitulo 5.
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3.1.3. REPRESENTACION ESQUEMATICA DEL ROBOT MANIPULADOR

La representacion esquematica del robot manipulador, ilustrada en la Figura 3.2 es
necesaria para realizar el analisis de la cinematica directa segun el convenio de
Denavit-Hartenberg, ya que debe escogerse una posicion cero o posicion por
defecto adecuada. Si bien se puede escoger cualquier posicion inicial para el
analisis mediante producto de exponenciales, se utilizara la misma posicién por

defecto en ambos métodos para poder comparar los resultados adecuadamente.

Figura 3.2. Representacion esquematica del robot manipulador de siete grados de
libertad. Fuente Propia’

"La Figura 3.2 se la puede ver ampliada en el Anexo A1.
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3.2. MODELO MATEMATICO UTILIZANDO DHw

Para obtener el modelo matematico de la cinematica directa utilizando el convenio
de Denavit-Hartenberg primero se debe asignar sistemas de coordenadas a cada
articulacion, siguiendo el procedimiento discutido en el apartado Asignacién de

sistemas de coordenadas como muestra la Figura 3.2.

v ] vis | ¥3

z

Figura 3.3. Asignacion de sistemas de coordenadas para DHm. Fuente Propia?

Para poder completar el modelo fue necesario introducir el concepto de un eslabén
virtual, el cual permite 4 movimientos extra sobre el mismo eslabdn para poder
cumplir con los requerimientos de alineacidn de los ejes, este eslabon virtual esta
representado en la Figura 3.3 por el sistema de coordenadas {2.5}. Este artificio es
necesario debido a las limitaciones de utilizar DHm para la obtencion del modelo
matematico. Cabe recalcar que el sistema {2.5} al ser parte de un eslabon virtual
no cuenta con un angulo de rotacién 6, de esta manera no aumenta una variable al

problema matematico.

2 La Figura 3.3 se la puede ver ampliada en el Anexo A2.
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A continuacion se presenta la tabla de resumen de los parametros DH, incluyendo

el eslabon virtual {2.5}

Tabla 2. Parametros DHm para el robot articular de 7 grados de libertad.

i afi-1) a(i-1) di di

1 0 0 11 01 +90°

2 90 0 0 02
2.5 0 2 +13 0 90°

3 90 0 0 03 + 180°

4 90 0 0 04 + 180°

5 90 0 14 +15 65 + 180°

6 90 0 0 06 +90°

7 -90 16 -17 07 - 90°

Eslabdn Virtual

Con la tabla de resumen de los parametros de Denavit-Hartenberg, se puede

calcular una matriz de transformacion para cada una de las filas, estas matrices son

las siguientes:

Coo+6,
So0+6,

S o RO

—So0+6, 0

Coo4e, O

1

0

-1 0 [2+13
0 O 0
0 1 0
0 O 1

594 0 O

0 -1 0

~Cs, 0 0

0 0 1

_a oo

Co,
0
T =
2 SQZ
0
—Cg,
_ 0
T; = —Se,
0
—Co,  Se,
0 0
—So;  —Ce
0 0

_5‘92

0
Co,

-1

-1

0 0
0
0 0
0 1
0 0
-1 0
0 0
0 1
0
-4 -15
0
1
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Coo+6, —So0+e, 0 0 Co0-9, —So0-9, 0 16

T — 0 0 -1 0 T 0 0 1 =17
® 7 [So0+e,  Coota, 0 0 7 —S90-0, —Co0—g, 0 O
0 0 0 1 0 0 0 1

Multiplicando todas las matrices en orden, se obtiene la matriz de transformacién
homogénea del robot manipulador Ty, segun DHm. Los puntos p1, p2 y p3

representan las coordenadas finales en x, y y z respectivamente del efector.

1 T2 Tz D1
21 T2 T23 P2
31 T32 133 P3

0 0 0 1

Donde:

T11 = Sg,-90 * (So, * (Co, * (So, * Sg,+90 — Co, * Co, 490 * Sg,) — Co, * Co, 490 * Sp,)
— Cp, * (Co, * Sg,+90 + Cg 190 * Sp, * S6,)) — Co,—90 * (Cgy190 * (Coy
* (Cq, * (So, * So,+90 — Co, * Co,490 * Sp,) — Co, * Cg, 490 * Sp,) + So.
* (Co, * Sp, 490 + Co, 490 * So, * Sp,)) — Sg,+90 * (Sa, * (So, * So,+90

— Co, * Cg, 190 * Sp,) + Cg, * Cy, * Cy,490))

T2 = Co,—90 * (Soz * (Co, * (So, * Sg,+90 — Co, * Co,+90 * Sp,) — Ca, * Cy,+90 * Sp,)
— Cp, * (Co, * Sg,+90 + Cop,+90 * Sp, * Sp,)) + Sg,—90 * (Co,+90 * (Coy,
* (Co, * (So, * So,+90 — Co, * Co,+90 * Se,) — Co, * Cy, 490 * Sp,) + Sp
* (Co, * Sg,+90 + Co 490 * Sa, * So,)) — Sgg+90 * (S, * (S, * So,+90

— Co, * Cg, 190 * Sp,) + Cg, * Cy, * Cy,490))

13 = Sgz+90 * (Cog * (Co, * (So, * So,+90 — Ca,) * Co,+90 * Sp,) — Co, * Co, 190 * Se,)
+ So. * (Co, * So,490 + Co,+90 * So, * Sp,)) + Co 490 * (Sg, * (Se,

*Sg,490 — Ca, * Cg 490 * Sp,) + Cg, * Cg, * Cg,490)
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p1= (l4 + I5) = (Sg, * (So, * So,+90 — Co, * Cg,+90 * Sp,) + Co, * Cy, * Cg, +90)
— 17 % (S, 490 * (Co, * (Co, * (So, * So,490 — Co, * Cg,+90 * Sp,) — Co,
* Co,+90 * Sp,) + So. * (Co, * So,490 T Co,+90 * Sg, * Sp,)) + Coyra0
* (Sg, * (So, * So,+90 — Co, * Co 190 * Sp,) + Cg, * Cg, * Cy,400)) — 16
* (Coz490 * (Cog * (Co, * (So, * Sg, 490 — Co, * Co 190 * Sp,) — Co,
* Cg,+90 * Sp,) + So, * (Co, * So, 490 + Co,490 * So, * Sp,)) — Sg,+90
* (Sg, * (So, * So,+90 — Coy * Co,490 * Sp,) + Co, * Cg, * Cg,190))
+ Cg, * Co 490 * (12 + [3)

721 = Cg,—90 * (Co,490 * (Co, * (Co, * (Co,490 * So, + Co, * Sp, * Sg,+90) + Cg, * Sp,
*Sg,490) t So. * (Co, * Co, 400 — So, * So, * So,4+90)) — Sec+90 * (So,
* (Co,+90 * So, + Co, * Sp, * Sg,490) — Co, * Cg, * Sg,490)) — So,-90
* (S, * (Co, * (Co 490 * So, + Co, * Sg, * Sg,+90) + Co, * Sg, * Sp,+90)

— Co, * (Co, * Cg, 490 — So, * So, * S,+90))

T2 = — Cp,—g0 * (So, * (Cg, * (Co,+90 * Sp, + Co, * Sg, * Sg,490) + Co, * So,
* 501+90) — Cy, * (C93 * Cg,+90 — So, * So, * 591+90)) — Sp,-90
* (Coyg490 * (Cog * (Co, * (Co,190 * So, + Co, * Sp, * Sg,+90) + Cg, * 5o,
* Sg,+90) T Sgs * (Co, * Co, 400 — Sa, * So, * So,490)) — Sgg+90 * (Se,

* (Coy 490 * Sp, + Co, * Sp, * Sg,+90) — Cp, * Cg, * Sp,+90))

723 = — Sg490 * (Co, * (Co, * (Co 190 * Sp, + Co, * S, * Sg,490) + Co, * Sg, * Sp,+90)
+ So. * (Co, * Co, 490 — So, * So, * Sp,+90)) — Co,+90 * (So, * (Co,+90

* S, + Co, * Sa, * So,+90) — Co, * Cy, * S, +90)
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P2 = 16 % (Co, 490 * (Co, * (Co, * (Co,+90 * So, *+ Co, *Sg, * Sg,+90) + Cp, * Sp,
* S, +90) T Sos * (Co, * Co 400 — So, * So, * Sp,+90)) — So,+90 * (Se,
* (Co,+90 * So, + Co, * So, * So,490) — Ca, * Cg, * Sp,490)) + 17
* (Sgg+90 * (Co, * (Co, * (Co, 490 * So, + Co, * S, * Sg,+90) + Co, * Sg,
* Sg,+90) T Sgs * (Co, * Co, 400 — Sa, * Sp, * So,490)) + Co 490 * (Se,
* (Co,+90 * So, + Co, * Sp, * Sg,490) — Co, * Cg, * Sg,490)) — (4
+ 15) % (Sg, * (Co,+90 * So, + Co, * So, * So,+90) — Co, * Co, * So,+90)
+ Co, * Sp,+90 * (12 + 13)

131 = Cg,—90 * (Coyro0 * (Co, * (S, * S, — Co, * Cg, * Cp,) + Co, * Sg, * Sp,)
+ S +90 * (Co, * Sp, + Co, * Cg, *Sp,)) — Sp,—g90 * (Sg. * (Se, * Sp,
— Cy, * Cy, x Cq,) — Cp, * Cy, * Sy.)

132 = — Cg,—90 * (Sgs * (Se, * Se, — Co, * Cp, * Cp,) — Cp, * Cog * Sg,) — Sp,—90
* (Cog+00 * (Co, * (Sp, * So, — Co, * Cg, x Cp,) + Co, * Sg, * Sp.)
+ So,+90 * (Co, * S, + Cg, * Cq, * Sp,))

733 = Cgg190 * (Co, * Sp, + Co, * Co, *Sp,) — Sg,+90 * (Co, * (So, * Sg, — Co, * Co,
*Cq,) + Cg, * Sg, * Sp.)
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p3 = 1 + (14 + I5) * (Cy, * Sp, + Cg, * Cg, *Sp,) + 16 % (Cg 90 * (Coy * (Se,
*Sg, — Co, * Cy, ¥ Cg,) + Co, * Sg, * Sp,) + Sag+90 * (Co, * So, + Co,
* Co, * Sp,)) + L7 % (Sg 190 * (Co, * (Sp, * S, — Co, * Co, * Cy,) + Coy,
*Sp, *Sg.) — Co.+90 * (Co, *Sg, + Co, * Co, *Sp,)) + S, * (12 + 13)

Como se puede observar, la matriz de transformacion representa un modelo
matematico muy extenso, por esta razén en el Capitulo 4 se procede a una

simulacién en computadora para comprobar la validez del modelo matematico.

3.3. MODELO MATEMATICO UTILIZANDO PRODUCTO DE
EXPONENCIALES

Para obtener el modelo matematico de la cinematica directa y calcular la matriz de
trasformacion por este método, se deben seguir los pasos detallados en el apartado
2.3.2 Producto de Exponenciales y adicionalmente realizar la representacion

esquematica como se indica en la Figura 3.4.

Figura 3.4. Representacion esquematica para el uso de Producto de
Exponenciales. Fuente Propia®

3 La Figura 3.4 se la puede ver ampliada en el Anexo A3.
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El primer paso es colocar el robot en una posicién predeterminada. Por motivos
comparativos la posicion por defecto del robot se la considera igual que en el
modelo DHm, asi como también el sistema fijo de coordenadas {0} y el sistema del
efector {h}.

El siguiente paso es escribir los vectores unitarios w,, € R3, el punto g,, (al ser un
punto cualquiera a lo largo del eje de rotacion, se escoge el punto que se encuentra
a la distancia del eslabon, es decir 11, 12, etc.). Con estos dos datos se procede a
calcular el vector v, = —w,, X q, necesario para calcular la matriz [Sn]. También es
necesario definir la matriz M que describe la posicion inicial del efector. La matriz

de transformacion resultante se la calcula con la siguiente formula:

T = elS1101[52102 053103 p[S4104 0[S5105 0[S6106 0[S7107 M (3.1)

Ecuacion 3.1. Ecuacion para el calculo del Producto de Exponenciales para el robot
manipulador de 7 GDL.

1 0 0 0

M= 0 1 0 L2+L3+L4+L5+1L6
0 0 1 L1-L7
0 0 O 1

L1

=N

[\S}

Il
~/
O O =
~—

)

[\S}

Il
< oo
Hoo
N~

<

N

Il
/
o o
~—
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0 0 ~11
Ws= (1] , q5=<L2+L3+L4 , vs=[ 0
0 L1 0

1 0 0
w6=<o , Qe = L2+ L3+ L4+L5] , ve= L1
0 L1 —12—-13-L4L -5

0 0 L2+L3+L4+L5+L6
m:(o) g7 = (L2+L3+L4+L5+L6| , v, = 0

L1 0



50

Con estos datos es posible encontrar la matriz [S] para cada eslabon.

0 -1 0 0 00 0 0 0 0 1 -I1
1 0 0 0 0 0 —1 L2 o o o0 o
[51]_0000 [SZ]_010 0 [53]_—100 0
0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 1 -I1
o0 -1 L1 1o o0 o0 o
[54]_01 0 —-L2-13 [55]_—100 0
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0
6 01 0 —-L2—-L3-1L4—-15
0 0 0 0
0 -1 0 L2+L3+L4+L5+1L6
11 0 o 0
[57]_0 0 0 0
0 0 O 0
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Con todos estos datos, utilizando el concepto de
els19 = 1 + sen(0) [S] + (1 — cosO)[S]? se procede a calcular cada

matriz que conforma la transformacion T.

C91 _591 0 0
6[51]91 — 591 C91 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
3[52]92 — 0 C92 —Sp 1 = 592
0 Sy, Cp, —l1x(Cy,—1)
0 0 0 1
elS316s — 0 1 0 0
—Sg, 0 Cy —l1x(Cy —1)
0 0 O 1
1 0 0 0
Q15,164 — 0 Cp, =Sy, 11xSp —(Cp—1)*(2+13)
0 o, Cop —115(Co—1) =Sy, *(2+13)
0 o0 0 1
C95 0 SHS _ll * 595
6[55]95 — 0 1 0 0
—So. 0 Cy, —l1x(Cy,—1)
0 0 O 1
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1 0 0 0
Jlsalog _ [0 Coo ~Sa, 1% Sy - (Coo—1)* 12+ 13 +14+15)
0 Sy, Co —l1%(Co—1) =Sy, *(2+13+14+15)
0 0 0 1
Co, —Sp, O Se, * (12 + 13 + 14 + 15 + 16)
o0, — [Se,  Cop 0 —(Ch—1)x 12+ 13 + 14 +15 +16)
o 0 1 0
0o 0 0 1

Al multiplicar todas estas matrices en orden junto con la matriz de posicion del
efector M se obtiene la matriz de transformacién segun el método del producto de

exponenciales.

1 Ti2 Tz D1

T = 21 T2 T2z D2
31 T32 T33 D3
0 0 0 1

Donde:

r11 = Sg, * (Co, * (Sp, * (Co, * Sp, + Cp, * Sg, * Sp,) — Cp, * Cy, *Sp,) + Sg, * (Co,
* (Cq, * (Co, * Sp, + Cg, * Sg, * Sp,) + Cg, * Sg, * Sp,) + Sg, * (Co,
* Co, — Sp, * S, * Sp,))) — Co, * (Sg, * (Cg, * (Cy, *Sg, + Co, * Sg,
*Sp,) + Co, *Sp, *Sg,) — Co, * (Co, * Co, — Sp, * Sg, * Sp,))
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112 = Co, * (Co, * (Sp, * (Co, * Sp, + Co, * Sg, * Sg,) — Cp, * Cy, * Sp,) + Sp, * (Cy,
* (Co, * (Co, * Sg, + Co, * Sp, * Sp,) + Co, * Sg, *Sp,) + Sp. * (Co,
* Cg, — Sg, *Sp, * Sp,))) + Sg, ** (S, * (Co, * (Co, * Sg, + Co, * So,
*Sp,) + Co, * Sp, *Sg,) — Co. * (Co, * Cg, — Sp, * Sp, * Sp.))

113 = Cg, * (Co, * (Cy, * (Co, * Sg, + Cop, * Sp, *Sg,) + Cop, *Sg, *Sp,) + So_ * (Cy,
* Co, — Sg, *Sp, *Sp,)) — Sg, * (Sp, * (Co, * Sp, + Co, * Sp, * Sp,)
— Cy, * Cy, * Sp,)

131 = Sg, * (Coy * (So, * (Se, * So, — Co, * Cg, * Sp,) + Co, * Cy, * Cg,) + Sp, * (Co,
* (Co, * (So, * So, — Co, * Co, * Sp,) — Cq, * Cg, *Sp,) + Sg, * (Co,
*Sg, + Co, * S, *Sp, ))) — Cg, * (Sg, * (Co, * (Sg, * Sp, — Co, * Cy,

*Sg,) — Cg, *Cy, xSg,) — Co, * (Co, *Sp, + Cq, * Sp, * Sp, ))

a2 = Cp, * (Co, * (Se, * (Sg, * Sp, — Ca, * Cp, * Sp,) + Cg, * Cq, * Cg,) + Sp, * (Cy,
* (Cq, * (Sp, * Sg, — Co, * Cg, *Sp,) — Cpg, * Cy, *Sg,) + Sp_ * (Cp,
*Sg, + Co, *Sp, *Sp,))) + S, * (Sgs * (Co, * (Se, * So, — Cq, * Cy,
*S8p,) — Cg, * Cg, xSp,) — Cg, * (Co, *Sg, + Co, * Sp, * Sp, ))

T3 = Cg, * (Co, * (Co, * (Sg, * Sg, — Cop,
*Sg, + Co, * Sp, * Sp,)) — Sg, * (Sg, * (Sg, * Se, — Co, * Co, * Sy,)

* Cg, * Sp,) — Cg, *x Co, *Sg,) + Sg, * (Co,

+ C91 * ng * C94)



54

131 = Cg, * (Sg, * (S, *Sg, — Co, * Co, * Cg,) — Cg, *x Co_ * Sp,) — Sg, * (Sg, * (Co,
* (Sg, * Sg, — Co, * Cy, ¥ C,) + Co, * Sg, * Sp,) — Cy, * (Cq, * S,
+ Cg, * Cy, * Sp,))

T3, = — Sg, ** (S, * (Sg, * Sp, — Co, * Cg, *x Cg,) — Cy, * Cy, * Sp,) — Cg, * (Sa,
* (Co * (Sg, * Sp, — Cg, * Cg, x Cq,) + Cy, *Sg, *Sp.) — Co, * (Cy,
*Sp, + Co, * Cg, * Sp,))

r33 = —Cy, * (Cy, * (Sp, * Sp, — Co, * Co, *x Cg,) + Cy, * Sp, * Sp,) — Sg, * (Co, * So,
+ ng * Cg3 * S94)
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P1 = (Co, * (Co, * (Sg, * (Co, * Sg, + Co, * Sg, *Sg,) — Cg, * Cq, *Sp,) + Sg, * (Co,
* (Cq, * (Co, * Sp, + Cg, * Sg, *Sg,) + Co, * Sg, *Sp,) + Sg. * (Cy,
* Co, — So, * S, *Sp,))) + So, * (S, * (Co, * (Co, * Sp, + Cg, * Sp,
*Sp,) + Co, *Sg, *Sg,) — Co. * (Co, * Co, — Sp, * Sp, * Sp,))) * (12
+ 13+ 14+ 15+ 16) — (Sg, * (Sg, * (Co, xS, + Cg, *Sp, *Sp,)
— Co, * Cy, ¥ Sp,) — Coy * (Coy * (Cq, * (Co, * Sp, + Cp, * Sg, * Sp,)
+ Co, * So, * Sp,) + So, * (Co, * Co, — Sp, * Sp, * Sp,))) * (11 — 17)
— (Cy, * (Co, * (Cy, * Sg, + Co, *So, *Sp,) + Cg, * Sg, *Sp,) + S,
* (Co, * Co, — Sp, *Sg, *Sg,)) * (11 % (Co, — 1) + Sp, * (12 + 13
+ 14 + 15)) — (Sg, * (Co, * Sp, + Co, *Sp, *Sg,) — Cp, * Cg, * Sp,)
£ ((Co, = D*(I2 + 13 + 14 + 15) — [1%S5) — (Cg, * Sg, + Co,
*Sp, *Sg,) x (11 % (Cyg, — 1) + S, * (12 + 13)) — 1% (Cy, * (Cy,
*Sp, + Co, * Sp, *Sp,) + Co, * Sp, *Sp,) ¥ (Cgy — 1) — 11 %Sy, * (Co,
* Co, — So, * So, * Sa,) — Sg, * (Sg, * (Cq, * (Co, * Sg, + Co, * So,

* Sp,) + Cg, * Sg, *Sp,) — Co, * (Cy, * C, — Sp, * Sp, * Sp,)) * (12
+ 3+ 14+ 154+ 16) —11xCo *Sp, — (Cog, — 1) *(Cy, * (Sg,
* (Co, * Sg, + Co, * Sp, *Sp,) — Cg, * Cy, *Sg,) + S, * (Cy, * (Cy,
* (Cg, * Sp, + Co, * Sp, *Sp,) + Cg, * S, *Sp,) + Se, * (Co, * Cp,
— Sp, *Sg, *S9,))) * (12 + 13 + 14 + 15 + 16) — 11 x5y =Sy,
— Co, #Sp *(I1+Sg, — (Co, — 1) % (12 + 13)) — 11 %S5, +Sg,
*(Cg, — 1)
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p2 = (Cy, * (Co * (So, * (So, * So, — Co, * Co, * Sp,) + Co, * Cy, * Cp,) + Sp, * (Cy,
* (Co, * (So, *Sp, — Co, * Cg, *Sp,) — Cg, * Cg, xSg,) + Sg_ * (Co,
*Sg, + Co, * Sp, *Sp,))) + Sg, * (Sg, * (Co, * (Sp, * Sg, — Cg, * Cp,

*Sp,) — Cq, * Cg, *Sp,) — Co_ * (Cg, xSg, + Cy, *Sp, * Sp,))) * (12

1
+ 13+ 14+ 15+ 16) — (Sg, * (Sg, * (So, * Se, — Co, * Cy, * Sp,)
+ Co, * Cy, ¥ Cg,) — Cp, * (Co, * (Co, * (S, * So, — Cp, * Co, * Sp,)
— Co, ¥ Cy, *Sp,) + Sp; * (Co, *Sp, + Co, * Sp, * Sp,))) * (11 — 17)
— (8o, * (Sg, *Sg, — Cg, * Cq, *Sp,) + Cq, *Co, * Cg,) * ((Cg, — 1)
*x([12 + 13+ 14+ 15 — l1*596) - (Cg5 *(Cg4*(531 *Sp, — Co,
* Cg, * Sg,) — Cg, * Cy, *Sp,) + Sp, * (Co, * Sg, + Cq, * Sg, * Sp,))

s (1% (Co, — 1) + Sg, * (12 + I3 + 14 + I5)) — (Sp, *Sg, — Co,

* Cg, * Sp,) * (11 % (Co, — 1) + Sg, x (12 + [3)) — 11 (Cq, * (Sq,
*Sp, — Co, * Co, *Sp,) — Cy, * Cg, *Sp,) ¥ (Co; — 1) — Sp, * (Se,

* (Co, * (So, *Sp, — Co, * Cg, *Sp,) — Cg, * Cg, xSg,) — Cy, * (Cy,
*Sg, + Cp, * Sp, *593))*(12 + 13 +14+15+16) - 11*595 *(C93
*Sg, + Co, * S, *Sp,) — (Co, — 1) * (Cq, * (Sg, * (Sp, * Sg, — Cp,

* Cg, *Sp,) + Cg, * Cg, x Cp,) + Sg. * (Cy, * (Co, * (Sp, * Sg, — Cog,

* Cg, * Sp,) — Cp, * Cg, xSp,) + Sg_ * (Co, * Sg, + Cp, * Sp, * Sp,)))
*(U2 + 13+ 14+ 15+ 16) + 11%Cy xSg, — 1% *Sp, + Cp,

¥ Co, * (11 S, — (Cg, — 1)+ (12 + 13)) + 1% Cy, *Sg, * (Co, — 1)
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P3 = Sg, * (11 %Sy, — (Cp, — 1)+ (12 + 13)) — 11 (C, — 1) + (Cy, * (Sp, * So,
— Cg, * Cp, * Cg4) + Co, * Sq, * 595) * (11 (696 -1 + So, * (12
+ 13 + 14 + 15)) — (Sg, * (So, * (Se, *Sg, — Co, *Co, * Cg,) — Cy,
* Cg, * Sp,) + Co, * (Sp, * (Co, * (So, * Sg, — Co, * Cg, * Cy,) + Co,
* Sg, *Sp.) — Co, * (Cq, * Sg, + Co, * Cg, xSg,))) * (12 + 13 + 14
+ 15+ 16) — (696 * (Cg5 * (ng *Sg, — Cg, * Co, * C94) + (o, * Sp,
*Sp;) + So, * (Cg, * Sg, + Co, * Cy, ¥ Sp,)) * (11 — 17) — (Co, * Sp,
+ Cg, xCg, *Sp,) * ((Co, — 1) = (12 + I3 + 14 + I5) — [1x5p,)
+ (Cg, — 1) = (Sg, * (Cy, * (Sp, * So, — Co, * Cy, *x Cp,) + Coq, * S,
*Sg.) — Co, * (Cg, *Sg, + Cy, xCo, *Sp,)) * (12 + 13 + 14 + I5
+ 16) + 11+ (CE,5 — 1) (592 *Sg, — Cp, * Co, * C94) + Sg, * (595
* (S, *Sg, — Co, *Co, ¥ Cg,) — Cp, xCq, *Sp,) x (12 + 13 + 14 + I5
+ 16) — [1xCq, * (Co, — 1) — Cg, x Cq, * (I1 % (Co, — 1) + S,
* (12 + 13)) + 11 Cy, * Sg, * S,

Al igual que en la matriz de transformacién segun DHm, se trata de un modelo
matematico muy extenso. Es importante recalcar que ambos modelos, devuelven
la misma respuesta cuando las variables son reemplazadas por valores numericos.
Para demostrar este principio es de gran utilidad el uso de un programa
computacional que ayude en el calculo del valor numérico de las matrices de

transformacion.
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CAPIiTULO 4

4. SIMULACION DEL FUNCIONAMIENTO
UTILIZANDO MATLAB®

Para realizar la simulacién de ambos modelos matematicos, se utiliz el programa
MATLAB® ya que este permite un facil manejo operaciones matriciales. El objetivo
de la simulacién es comprobar que ambos modelos matematicos presentados en
el Capitulo 3 son validos. Adicionalmente se realiz6 una simulacién tridimensional
del esquema del robot manipulador con la ayuda del paquete computacional
“Robotics Toolbox for Matlab”, version 9.1. El manual de este paquete se encuentra

referenciado como (Corke, 2014).

4.1. CONSIDERACIONES GENERALES PARA EL USO DEL
TOOLBOX ROBOTICS

El Toolbox Robotics de Peter Corke es una gran herramienta para MATLAB® ya
que provee de herramientas basicas para realizar calculos comunes en robdtica.
Es necesario tener en cuenta que la version del Toolbox sea compatible con la
version de MATLAB® que se va a utilizar. Se utilizdé la version R2015a de

MATLAB® para esta simulacion.

Para poder utilizar los recursos que ofrece el Toolbox Robotics en el problema
expuesto en el Capitulo 3, fue necesario realizar modificaciones a dos programas
internos del Toolbox debido a que el programa esta codificado para trabajar con
matrices 3x3 y se necesita trabajar con matrices 4x4. Adicionalmente surgid la
necesidad de agregar una restriccion de entrada de variables a estos archivos, para
el uso correcto de variables simbdlicas. Los archivos editados fueron “rotz.m”y

‘rotx.m” como se indican en la Figura 4.1 y la Figura 4.2 respectivamente.



28 %

29 % http://www.petercorke.com
30

31 function R = rotz(t, deg)
32 - if margin > 1 && strcmp(deg, 'deg')
FEl|= t =t *pif180;

34 - end

35

36 — if isa(t,'sym')

37 - ct = (co3(t)):

38 - st = (sin(t)):

39 = R =1

40 ct -st O 0

41 st ct O 0O

42 0 0 1 o;

43 0 0 o 1:

44 1:

45 — else

48 — ct = (cos(t)):

47 — st = (=in(t)):

48 — R=1

49 ct -2t O 0O;

50 st ct O O;

it 0 0 1 0;

52 0 i} o 1;

53 1:

54 — end

Figura 4.1. Modificacion del archivo "rotz.m". Fuente Propia.

3 function R = rotx(t, deg)
32 - if nargin > 1 && strcmp(deg, 'deg')
sil|= t =t *pi/fi180;
34 - end

35

36 — if isa(t, 'sym')

37

38 — ct = (cos(t)):

39 - st = (sin(t)):

40 — R =1

41 1 0 o 0

42 aQ ct -3t 0

43 aQ st ct 0
44 o] o] 0 1

45 1:

46

47 — else

48

49 - ot = round(cos(t)):
50 = at = round(sin(t));
51 — R =

52 1 4] o 0

53 a ct -3t 0

54 a 2T ct 0
55 a a 0 1

56 1:

=0 [= end

Figura 4.2. Modificacion del archivo "rotx.m". Fuente Propia.
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Adicionalmente se cred el archivo ‘“rotzt.m” para mejorar el desempeno del
programa cuando trabaja netamente con variables simbdlicas como se indica en la

Figura 4.3. Este archivo esta codificado en base a “rotz.m”.

30

31 function R = rotz(t, deg) %*#ok<FNDEF:>
32 - if margin > 1 && =strcmp(deg, '"deg')
33 — t = t *pi/180;
34 - end

35

38 — if isa(t,'svm')

37 = ct = [cos(t)):

38 - =t = (=in(t)):

39 - R =1

40 ct -3t 0 O;
41 =t ct 0 0O
42 a 0 1 0;
43 a a o 1;
44 1:

45 — else

48 — ct = round(cos(t)):
47 — st = round(=sin(t) )
48 - R =1

49 ct -st 0 0O:
50 =t ct 0 0O
51 a 0 1 0;
52 Q Q o 1:
53 1:

54 - end

Figura 4.3. Codificacion del archivo "rotzt.m". Fuente Propia.

4.2. CODIFICACION PARA DHum

El programa se codificd para calcular el modelo matematico de manera simbdlica y
de manera numérica. Se puede obtener la matriz de transformacion para tres
posiciones distintas del robot manipulador, estas posiciones son: la posicion cero o
por defecto del robot; posicion vertical y finalmente una posicién arbitraria
denominada en el programa como “posicién X”. La posicion X se la obtiene con los
siguientes valores de variables: 6, =60°6, =45°6; =0°6, = —45°,05 =
1809, 6, = 45°,6, = 30°
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Adicionalmente se agreg6 la funcion “tic toc” para tomar el tiempo en el que el
modelo es calculado. La codificacion completa del programa se encuentra en el
Anexo A4. Tanto la Figura 4.4 como la Figura 4.5 muestran un ejemplo de la

interfaz del programa para DHm.

@ Editor - C:\Users\Francisco\Dropbox' 10 Semestre\ MATLABATESIS Tesis_3_0.m

| rottm | Tesis30m | Exponential Formm ¢ | mdl_KUKA LBR iwa_modif2m = | + |
16 — end

47 - end

18 — tig

19 — Aim=transl(0,0,11) *rotzc (tl+(pi/2));

B0~ A2m=rotx(pi/2)*rotzt(t2);

e A2 Sm=transl(12+13,0,0) *rotzt (pi/2);

52— A3m=rotx(pi/2) *rotzt (t3+pi):

Lo A4m=rotx(pi/2)*rotzt (t4+pi);

54 = ASm=rotx (pi/2) *transl(0,0,14+15) *rotzt (£5+pi) ;

S R6m=rotx (pi/2) *rotzt (té+(pif2)):

56 — ATm=rotx (-pi/2) *transl(16,0,0) *transl (0,0,-17) *rotzt (£7- (pi/2)) ;
57 — Hre=Alm*A2m*A2 Sm*ASm*Aim*ASm*A6m*ATm;

Sl display (Hm) ;

59 — toe

60 — else

61— if key==2

>> Tesis_3 0
1. Modelo DEm; 2. D-Hm: 1

Escoga una Posicion del brazo:
1. Posicién 0: 2. Posiciém Vertical: 3. Posicién X: 1

Hm =
[i, o, o, a1
[0, 1,0, 12 + 13 + 14 + 15 + 16]
ro, 0, 1, 11 - 17)]
[o, o 0 11

Elapsed time is 0.243317 seconds.

Fo>s

Figura 4.4. Ejemplo de la interfaz del programa para DHm. Fuente Propia.

z Editor - C:\Users\Francisco\Dropbox\ 10 Semestre\ MATLAB\TESIS\ Tesis_3_0.m

| rotztm | Tesis.30m | Exponential Formm % | mdl KUKA LBR iwa_modif2m 0 | + |

56 — A7m=rotx(-pi/2) *transl(16,0,0) *transl (0, 0,-17) *rotzt (t7- (pi/2});
57 - Ho=A1m*A2m*A2_Sm*A3m*Adm*ASm*A€m*ATm;

58 - display (8m) ;

59 -

60 -

61—

62

63—

6 -

65 —

66 —

67

68 - 2

6 - 17=20;

70 - display (' '):

71 - display('E del brazo:');

72 - key2=input { . Posicién Vertical; 3. Posicién X: '};

and Wind
»> Tesis_3 0
1. Modelo DHm; 2. D-Hm: 2

Escoga una Posicion del brazo:
1. Posicién 0; 2. Posicién Vertical; 3. Posicién X: 2

Hm =
;8 0 0
0 0 -1
0 1 0 2026
0 0 0 1

Elapsed time is 0.085753 seconds.
>

Figura 4.5. Ejemplo de la interfaz para DHm utilizando valores numéricos. Fuente
Propia.
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4.3. CODIFICACION PARA PRODUCTO DE EXPONENCIALES

El programa para calcular la matriz de transformacién mediante el producto de
exponenciales fue codificado bajo los mismos criterios que el programa para DHm.
Cabe recalcar que este programa no hace uso del Toolbox Robotics ya que utiliza
directamente las matrices calculadas en apartado 3.3. El programa también cuenta
con la opcidon de escoger entre la posicién cero, posicion vertical y posiciéon X, la
cual es la misma para ambos modelos con el fin de poder comparar adecuadamente
los resultados. De manera similar al programa para DHm se agrego la funcién “tic
toc” para tomar el tiempo en el que el modelo es calculado y poder compararlo con
el programa para DHm. La codificaciéon completa del programa se encuentra en el
Anexo A5. La Figura 4.6 muestra un ejemplo de la interfaz del programa para
producto de exponenciales.

@ Editor - C:\Users\Francisco\Dropbox\10 Semestre\MATLAB\TESIS\Exponential Form.m

| Tesis_ 3 0.m | Exponential_Form.m | mdl_KUKA_LBR_iiwa_modif2.m |+ |
166 wi(3) 0 -w7(Ll) v7(2):
167 =w7(2) wT{1l) 0 v7(3)
168 000 0]
169
170 $Desarrollo de las series infinitas mediante la definicién del numero ‘e’'.
171 - Ale= eye(4)+ sin(tl)*Si+({l-cos(tl))*51°2;
T = hZe= eye (4)+ =in(t2)*32+(1-cos(t2))*52"2;
173 - B3e= eye (4)+ sin(t3)*53+([1-cos(t3))*532;
174 - Bde= eye (4)+ sin(td)*54+ [1-cos(td))*54°2;
175 — hSe= eye(4)+ Sin(t5)*S5+(1-cos(t5))*55°2;
176 — Age= eye (4)+ sin(t6)*56+ (1l-cos(t6))*56"2;
B AT7e= eye(4)+ =in(t7)*37+(1-caos(t7T))*57"2;
178
179 %3Despliegue de resultados.
180 — if flag=—1
InY T=(Ale®A2e*A3e*Ad4e*ADe”Rbe*ATe*M) ;
182 - display (T):

Command Window

>> Exponential Form
1. Modelo; 2.Calculo; 1

Escoga una Posicion del brazo:
1. Posicién 0; 2. Posicidn Vertical; 3. Posicidn X: 1

T =

F 0]
, 12 + 13 + 14 + 15 + 16]
11 - 17]

1]

5o a R
5o o
OB oo

Elapsed time is 0.444500 seconds.

Jx >>

Figura 4.6. Ejemplo de la interfaz del programa para producto de exponenciales.
Fuente Propia.
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CON TOOLBOX

La programacion para la simulacion tridimensional utilizando el Toolbox Robotics

se la realizo en base al programa de ejemplo “md|_pumab60akb.m” para un robot

manipulador PUMA de seis grados de libertad. Este programa viene incluido en el

Toolbox. La codificacién contempla el uso de los parametros de DHm, razén por la

cual la Tabla 2 presentada en el aparatado 3.2 es de gran ayuda al momento de

realizar la codificacion. Para visualizar el robot se utiliza la funcion “teach” del

Toolbox, la cual despliega una interfaz grafica, como la que ilustra la Figura 4.7, en

la que se puede controlar en tiempo real la simulacion del robot. La codificacion

completa del programa se encuentra en el Anexo A6.

iz Editor - C:\Users\Francisco'\Dropbox\10 Semestre\MATLAB\TESIS\md|_KUKA_LER iiwa modifZ.m
‘ mdl_puma36lakb.m

| Tesis_3.0.m | Exponential_Form.m | mdl_KUKA_LBR_iiwa_modif2.m
1 *ndl KUKA LBR 1iva WO oo
2 %
B % KUKE LBR iiwa m Rle Edit View Insert Tools
4 2w 1 ribes they ,rj JA
5 % Puma 560 rr.a::;p:-'_'a:o.:l. H ‘ﬂ [% ik
& 2 Teach
7 % Also defines the wal K. 8.860 20
8 % gz zero =
] % ar vertic V_ 1010;?000 154
10 % gstretch arm isi £ £
10 4
1% %
12 % Notes:: R- 0 OOD 5.
13 % — 5T units are used -
o P: 0000
15 $ References Y: - 1.000
16 $ — "The Explicit Dy R 'f;"
17 % Armstrong, Khati q2 4 o
Command Window g3 « >§°
>> mdl KUKA LEBR iiwa modif2 q‘!‘ 4 PE“
>> teach (LBRmm) S [ B
Jr > e
q6 » 0
L X
qf » [0
g8 « »j0
X

Desktop  Window  Help

ASTOR«£-|@|BHE =D

Figura 4.7. Inicializacion de la simulacion tridimensional. Fuente Propia.
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Es importante notar que todos los valores de 8 (representados como ‘q’ en la
simulacién) son inicializados en cero. Para obtener la posicion cero es necesario
introducir los valores que se suman a las variables en la Tabla 2. Otro aspecto a
tomar en cuenta es que en la simulacion solo se admiten valores enteros para
designar los eslabones, razén por la cual el eslabon virtual {2.5} es representado

por la variable ‘q3’; al ser este un eslabon virtual su valor siempre debe ser 90°.

Tabla 3. Variables en la simulacion con Toolbox Robotics. Fuente Propia.

Eslabén Va_riable en la | Valor p?r.a’ obtener
simulacion la posicién cero.
! ql 90°
2 q2 0°
22 i ei?atft\)’/ilsirr:gzrl)
3 q4 180°
4 a5 180°
> a6 180°
6 a7 90°
! a8 -90°

Se debe tener en cuenta que en la representacion grafica se realiza primero la
traslacion a lo largo de un eje y posteriormente la rotacion alrededor de dicho eje.
También es importante considerar el orden en que se realizaron las traslaciones
segun la Tabla 2 y que algunas distancias son relativamente pequenas. Por las
razones expuestas se puede observar que existen dos juntas rotatorias en una
misma posicion del grafico. Los valores de las distancias de los eslabones se las
obtuvo del catélogo para el robot KUKA LBR iiwa R800 (KUKA Labs, 2014).
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4.5. RESULTADOS EN DISTINTAS POSICIONES

En esta seccidn se presentan los resultados de los dos modelos calculados y de la
simulacién tridimensional para las tres posiciones del robot propuestas
anteriormente.

4.5.1. POSICION CERO

En la Figura 4.8 se muestra el programa DHm para la posicion cero:

Command Window

>> Tesis_3 0
1. Modelo DHm; 2. D-Hm: 2

Escoga una Posicion del brazo:
1. Posicidn 0; 2. Posicidn Vertical:; 3. Posicidn X: 1

Hm =
1 0 0 0
[} 1 4] 1686
] 0 1 320
Q 0 0 1

Elapsed time is 0.002317 seconds.
fr >>

Figura 4.8. Resultado posicion cero, DHm. Fuente Propia

En la Figura 4.9 se muestra el programa Producto de Exponenciales para la

posicion cero:

Command Window

>> Exponential Form
1. Modelo:; 2.Célculo: 2

Escoga una Posicion del brazo:
1. Posicidn 0; 2. Posicidn Vertical; 3. Posicidén X: 1

T =
1 1] 1] 1]
1] 1 1] 1686
1] 1] 1 320
4] 4] 4] 1

Elapsed time i=s 0.007065 seconds.

fr >

Figura 4.9. Resultado posicién cero, Producto de Exponenciales. Fuente Propia
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En la Figura 4.10 se muestra el programa de Simulacién Tridimensional para la
posicion cero:

4 Figure 1 i | X

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help o

Teach

0.000
16.860
3.200

R: -0.000
P: -0.000
Y: 0.000_

| ->Tﬂ
q3 « » :9"
o 4 » 120

» (920

» (180
(50

G » |0

RUKA-AKB

Figura 4.10. Resultado posicién cero, Simulacion tridimensional. Fuente Propia

4.5.2. POSICION VERTICAL

En la Figura 4.11 se muestra el programa DHm para la posicion vertical:

Command Window

>> Tesis 3 0
1. Modelo DHm; 2. D-Hm: 2

E=zcoga una Posicion del brazo:
1. Posicidn 0; 2. Posicidn Vertical; 3. Posicidn X: 2

Hm =
1 o] a o]
a a -1 20
Q 1 Q 2026
o] o] a 1

Elapsed time i=s 0.001280 =econds.

feow»

Figura 4.11. Resultado posicion vertical, DHm. Fuente Propia
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En la Figura 4.12 se muestra el programa Producto de Exponenciales para la
posicion vertical:

Command Window

»» Exponential Form
1. Modelo; 2.Calculo: 2

E=scoga una Posicion del brazo:

1. Posicidnm O; 2. Posicion Vertical; 3. FPosicion X: 2
T =
1 4] 4] 4]
Q Q -1 20
4] 1 4] 2026
4] 4] 4] 1

Elapsed time is 0.001607 seconds.

Figura 4.12. Resultado posicién vertical, Producto de Exponenciales. Fuente
Propia

En la Figura 4.13 se muestra el programa de Simulacion Tridimensional para la
posicioén vertical:

4\ Figure 1 - [} X
! File Edit View Insert Tools Desktop Window Help El
EEE IR A IEEIL:

Teach

x:  -0.000

yv: 0.200

z: 20.260 %

R: 90.000

P: -0.000

(X:i- O.OOQ_N

@ »E"

43 4 b3

g '»T“m

g% 4 bg-m

a6 4 .»Em

ar <[ -

q8 4 » |50

KUKA-AKE

Figura 4.13. Resultado posicién vertical, Simulacion tridimensional. Fuente Propia
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4.5.3. POSICION X

En la Figura 4.14 se muestra el programa DHm para la posicion X:

Command Window

>» Tesis_3 0
1. Modelo DHm; 2. D-Hm: 2

Eacoga una Posicion del brazo:
1. Posicidn 0; 2. Posicidn Vertical; 3. Posicidn X: 3

Hm =
-1 1] 1 -1248
-1 1 Q T20
i} -1 -1 859
1} 1] 1} 1

Figura 4.14. Resultado posicion X, DHm. Fuente Propia

En la Figura 4.15 se muestra el programa Producto de Exponenciales para la

posicién X:

Command Window

>»> Exponential Form
1. Modelo; 2.Calculo: 2

E=coga una Posicion del brazo:
1. Posicidn 0; 2. Posicidn Vertical; 3. Posicidnm X: 3

T =
-1 a 1 -1248

-1 1 4] 720

Q -1 -1 858

Q Q 0 1

Elapsed time i= 0.001262 =seconds.

fi o>

Figura 4.15. Resultado posicién X, Producto de Exponenciales. Fuente Propia
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En la Figura 4.16 se muestra el programa de Simulaciéon Tridimensional para la

posicion X:

[Elﬁgure'l = O X
- File Edit View Inset Tools Desktop Window Help N

NESde | AVOPDEAL- 2|08 ald

f" N - \‘1
‘;- " -- - '- % - g _%e iy _Xé‘f ;‘i‘
) %‘;&{@‘r
] e
8 s&&?&é&é@&%ﬁ&ﬁéﬁ%ﬁﬁ‘ S “ "“‘----

Figura 4.16. Resultado posicion X, Simulacion tridimensional. Fuente Propia
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CAPITULO 5

5. ANALISIS DE RESULTADOS

5.1. COMPARACION DE RESULTADOS DE LOS DISTINTOS
METODOS

Al comparar los resultados obtenidos por los diferentes métodos simulados, se
puede comprobar que ambos modelos matematicos (DHm y Producto de
Exponenciales) son correctos. Al probar los modelos matematicos con distintas
posiciones del robot manipulador se puede observar que los resultados siempre
son iguales. Cabe recalcar que se cambi6 la escala de los eslabones en la

simulacién tridimensional por restricciones propias del programa.

Si se toma en cuenta los tiempos de calculo de ambos métodos se puede apreciar
una diferencia pequefia. Esta diferencia se debe a que el convenio de Denavit-
Hartenberg intenta simplificar el calculo con matrices imponiendo ciertas
restricciones discutidas en el apartado 2.3.1.2 en el cual se justifica el uso de cuatro
parametros en lugar de seis para describir a un sistema de coordenadas. En la
época en la que el convenio de Denavit-Hartenberg fue desarrollado el ahorro en
tiempo de célculo era muy considerable. En la actualidad, con los avances en
tecnologia informatica, el ahorro de tiempo de calculo mediante restriccién de
parametros no es justificado, como se lo demuestra contrastando con los tiempos
de calculo por el método de Producto de Exponenciales, esta diferencia se

encuentra en el orden de 10-® segundos.

Si se toma en cuenta la facilidad de aplicacion del método de Producto de
Exponenciales en comparacion al método DHm y considerando que la diferencia de
tiempo de célculo es relativamente insignificante, este resulta ser un método mas

atractivo para calcular la cinematica directa de un robot manipulador.
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5.2. APLICACIONES

Una vez que se ha obtenido el programa que permite conocer la cinematica directa
del robot manipulador, ya que esta codificado en MATLAB®, este puede ser
modificado para permitir la integracion de médulos de control si se desea construir
el robot. Existen plataformas de bajo costo muy populares en la robética amateur
como el Arduino® o la computadora RaspberryPi®. Ambas plataformas son
facilmente integrables a MATLAB® para programar el control y movimiento de un

robot pequeno. Esta aplicacion se sugiere como futuro proyecto.

El conocer la cinematica directa del manipulador permite saber la posicion exacta
del efector con cualquier combinacién posible de las variables de entrada que estén
dentro del campo de trabajo del robot presentado en el catalogo del fabricante. Con
esta informacién el robot tiene una serie de aplicaciones en las que se requiere
precision de herramientas y de movimientos, entre estas posibles aplicaciones se

encuentran:

e Soldadura en posiciones de dificil acceso.
e Pintura de alta precision.

e Ensamblaje de piezas pequenas.

e Cirugias de alto riesgo.

e Tratamientos de rehabilitacion.

Existen también otras aplicaciones actuales del robot, como el entrenamiento
asistido para trabajadores de plantas de produccion. Esta es una de las principales

aplicaciones con las que se comercializa el robot KUKA LBR iiwa R800.
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CAPITULO 6

6. CONCLUSIONES

Una vez concluido el proyecto se puede afirmar que los objetivos generales
descritos en la presentacion del proyecto han sido cumplidos en su totalidad.
Se ha descrito detalladamente la teoria asociada a la matematica de un robot
manipulador; Se calculé correctamente dos modelos matematicos que
describen la cinematica directa del manipulador utilizando distintos métodos;
Finalmente se corroboraron los modelos matematicos obtenidos mediante

una simulacion por computadora y un modelo virtual tridimensional.

El uso adecuado del convenio de Denavit-Hartenberg requiere de tiempo
extra para la preparacion del modelo, es decir, encontrar una posicion cero
o por defecto adecuada y ubicar correctamente el sistema fijo de
coordenadas. Esta preparacién es necesaria para poder describir las
transformaciones de un sistema a otro utilizando solamente 4 parametros
independientes. Si el calculo se lo realiza manualmente esta disminucion de

parametros es de gran ayuda para obtener el modelo rapidamente.

El método de Producto de Exponenciales expuesto en este proyecto, es de
facil implementacién ya que no requiere de la asignacion de sistemas de
coordenadas individuales ni un orden especifico de rotaciones. Sin embargo
se requiere de un nivel matematico un poco mas avanzado que el que se
utiliza en el convenio de Denavit-Hartenberg. Este inconveniente es
facilmente superado mediante el uso de un programa de computadora que

permita calcular todas las matrices necesarias.

El hecho de que los resultados numéricos de ambos modelos matematicos
sean iguales permite concluir la validez del uso de eslabones virtuales
cuando se utiliza el convenio de Denavit-Hartenberg. El uso de estos

eslabones virtuales permite obtener la matriz de transformacién homogénea



5)

6)

7)

73

en configuraciones del manipulador en las que tradicionalmente no seria
posible. Si el concepto de los eslabones virtuales no funcionara, seria
necesario cambiar la posicion cero del robot manipulador hasta que este esté

de acuerdo con el convenio de Denavit-Hartenberg.

El uso de una simulacion tridimensional es una herramienta poderosa que
permite la visualizacion y comprobacién de los modelos matematicos que se

han obtenido mediante distintos métodos.

Debido a que el Toolbox no admite el concepto de eslabones virtuales se
debe fijar siempre el valor de la variable del eslabon virtual, ya que esta no

debe contribuir en el resultado final.

Al comprender el significado y el modelo matematico de la cinematica directa
de un robot manipulador se pueden obtener un sinnumero de aplicaciones
tanto en la industria como en otros campos como el de la medicina,

entretenimiento o social.

La aplicacion y comprobacion de distintos métodos de calculo para la
obtencién del modelo matematico permite tener una idea de la gran

extensién de la robdtica y la complejidad de su estudio.
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CAPITULO 7

7. RECOMENDACIONES

En la actualidad, con el avance de la tecnologia, el tiempo de calculo para
matrices no es muy elevado. Por esta razon se recomienda el uso e
implementacion del método de Producto de Exponenciales para el calculo
de la cinematica directa ya que posee claras ventajas frente al convenio de

Denavit-Hartenberg.

Para el adecuado funcionamiento del Toolbox Robotics es recomendable
revisar la compatibilidad de versiones, tanto del Toolbox como de MATLAB®,

antes de realizar cualquier operacion con el programa.

Es importante actualizar el Toolbox Robotics a la version mas reciente para
evitar errores de programacion. Con cada actualizacién del Toolbox es
necesario revisar los cambios realizados en el manual que se incorpora en

cada version.

Se sugiere como futuro proyecto la construccion de un pequefio robot
manipulador con 7 grados de libertad, utilizando como base este trabajo y el
programa de calculo del modelo matematico. La construcciéon podria
realizarse mediante el uso de motores eléctricos y de una plataforma de
control de bajo costo como Arduino® o RaspberryPi® como se ha

mencionado previamente.

La robodtica es un campo de estudio multidisciplinario, por lo cual se
recomienda también la incursién en otras areas de la ingenieria, ya que con
una vision mas amplia de los problemas que cada campo tiene se puede

obtener una mayor cantidad de aplicaciones de la robdtica.
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ANEXO A4. CODIFICACION COMPLETA PARA EL CALCULO DE
LA MATRIZ DE TRANSFORMACION SEGUN DHm.

$Tesis 3.0

$Francisco X Suarez G.

syms tl t2 t3 t4 t5 t6 t7;
syms 11 12 13 14 15 16 17;

key=input (' 1. Modelo DHm; 2. D-Hm: ');
if key==
display (' ");
display('Escoga una Posicion del brazo:');

key2=input (' 1. Posicién 0; 2. Posiciédn Vertical; 3. Posicidn X:
")

if key2==
%$%Posicidén 0
t1=0;
t2=0;
t3=0;
t4=0;
t5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==
%$%Posicidn Vertical
t1=0;
t2=pi/2;
t3=0;
t4=0;
t5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==
$%Posicidn X
tl=pi/3;
t2=pi/4;
t3=0;
td=-pi/4;
t5=pi;
t6=pi/4;
t7=pi/6;
end
end
end
tic

Alm=transl (0,0,11) *rotzt (t1l+(pi/2));
A2m=rotx (pi/2) *rotzt (t2);

A2 5m=transl(12+13,0,0)*rotzt (pi/2);
A3m=rotx (pi/2) *rotzt (t3+pi);
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Adm=rotx (pi/2) *rotzt (td+pi);
ASm=rotx (pi/2) *transl (0,0, 14+15) *rotzt (t5+pi) ;
Abm=rotx (pi/2) *rotzt (t6+(pi/2));
ATm=rotx (-pi/2) *transl (16,0,0)*transl1(0,0,-17) *rotzt (t7-(pi/2));
Hm=Alm*A2m*A2 5m*A3m*A4m*ASm*A6m*A7m;
display (Hm) ;
toc

else

if key==

11=340;
12=400;
13=400;
14=540;
15=260;
16=86;
17=20;
display (' ");
display('Escoga una Posicion del brazo:');
key2=input (' 1. Posicidén 0; 2. Posicidn Vertical; 3. Posicidn X:

if key2==1
%$%Posicidén 0
t1=0;
£2=0;
t3=0;
t4=0;
t5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==
%$%Posicidn Vertical
t1=0;
t2=pi/2;
t3=0;
t4=0;
t5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==3
$%Posicidén X
tl=pi/3;
t2=pi/4;
t3=0;
td=-pi/4;
t5=pi;
t6=pi/4;
t7=pi/6;
end
end
end
tic

Alm=transl (0,0,11) *rotz (tl+(pi/2));
A2m=rotx (pi/2) *rotz (t2);

A2 Sm=transl(12+13,0,0)*rotz(pi/2);
A3m=rotx (pi/2) *rotz (t3+pi) ;
Adm=rotx (pi/2) *rotz (td+pi) ;



(pi/2));

end
end

toc

Abm=rotx (pi/2) *transl (0,0, 14+15) *rotz (t5+pi);
Abm=rotx (pi/2) *rotz (t6+ (pi/2));
A7Tm=rotx (-pi/2) *transl (16,0,0)*transl (0,0,-17)*rotz (t7-

Hm=Alm*A2m*A2 5m*A3m*A4m*ASm*A6m*A7m;
Hm=round (Hm) ;
display (Hm) ;

83
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ANEXO A5. CODIFICACION COMPLETA PARA EL CALCULO DE
LA MATRIZ DE TRANSFORMACION MEDIANTE PRODUCTO DE

EXPONENCIALES.

%$Producto de Exponenciales para el robot manipulador de 7 GDL

$Francisco X Suarez G.

syms tl t2 t3 t4 t5 te t7
syms 11 12 13 14 15 16 17

%%Seleccidn de las variables de entrada para el problema

flag=input (' 1. Modelo; 2.Calculo: ");
if flag==
display (' ");
display('Escoga una Posicion del brazo:');

key2=input (' 1. Posicién 0; 2. Posicidédn Vertical; 3.

")

if key2==1
%%Posicién 0
t1=0;
t2=0;
t3=0;
t4=0;
t£5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==
%%Posicidébn Vertical
t1=0;
t2=pi/2;
t3=0;
t4=0;
t£5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==3
$%$Posicidn X
tl=pi/3;
t2=pi/4;
t3=0;
t4=-pi/4;
t5=pi;
t6=pi/4;
t7=pi/6;
end
end
end
else

Posicidn X:



if flag==
11=340;
12=400;
13=400;
14=540;
15=260;
16=86;
17=20;
display (' ");
display('Escoga una Posicion del brazo:'");
key2=input (' 1. Posicidén 0; 2. Posicidn Vertical; 3.

if key2==
$%Posicidén 0
t1=0;
t2=0;
t3=0;
t4=0;
t5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==
%$%Posicidébn Vertical
t1=0;
t2=pi/2;
t3=0;
t4=0;
t5=0;
t6=0;
t7=0;
else
if key2==3
$%Posicidn X
tl=pi/3;
t2=pi/4;
t3=0;
td=-pi/4;
t5=pi;
te=pi/4;
t7=pi/6;
end
end
end
end

end

$%Matriz de posicién del efector en la posicidén O.

’

0
(12+13+14+15+16) ;
(11-17) ;

1];

[eoNeN o]
O OO

$%$Matrices de movimiento de tornillo de cada articulacidn.

%Sl

Posicidn X:
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wl=[0;0;1];
ql=[0;0;01;
vl=cross(-wl,ql);
S1=[0 -wl(3) wl(2) v1(1l);
wl(3) 0 -wl(l) v1(2);
0

-wl(2) wl(l) v1(3)
000 0];

%52

w2=[1;0;01;

g2=[0;0;11];

v2=cross (-w2,92) ;

S2=[0 -w2(3) w2(2) v2(1);
w2 (3) 0 -w2 (1) v2(2);
-w2(2) w2 (1) 0 v2(3)
000 0];

%53
w3=[0;1;071;
q3=[0;12;11];
v3=cross (-w3,93) ;
S3=[0 -w3(3) w3(2) v3(1l);
w3(3) 0 -w3(1l) v3(2);
0

-w3(2) w3(1l) v3(3)
00 0 O071;

%S4

w4=[1;0;0];

q4=1[0;12+13;11];

vd=cross (-w4,q4) ;

S4=[0 -wd (3) wd(2) v4(1l);
w4 (3) 0 -wd (1) v4(2);
-w4 (2) w4 (1) 0 v4(3)
000 O0];

%S5

w5=[0;1;0];

g5=[0;12+13+14;11];

vb=cross (-w5,g5) ;

S5=[0 -w5(3) w5(2) v5(1);
wh(3) 0 -wbh(1l) v5(2);
-w5(2) w5 (1) 0 v5(3)
000 0];

%56

w6=[1;0;0];

g6=[0;12+13+14+15;117];

vbe=cross (-w6,gb6) ;

S6=[0 -w6(3) wo6(2) v6(l);
w6 (3) 0 -w6e(l) v6(2);
-w6 (2) woe(l) 0 vo6(3)
000 0];

%37

w7=[0;0;1];
q7=[0;12+13+14+15+16;11];
v/7=cross (-w7,97);

S7=[0 -w7(3) w7(2) v7(1);



w7(3) 0 -w7(1l) v7(2);
-w7(2) w7(l) 0 v7(3)
0 00 0],

%$Desarrollo de las series infinitas mediante

'e'.
Ale=
Ale=
A3e=
Ade=
Abe=
Abe=
Ale=

$%Despliegue
if flag==

sin(tl)*S1+
sin (t2) *S2+
sin (t3) *S3+
sin(t4

sin (t5) *S5+
sin(t6) *So+
sin(t7)*S7+

de resultados.

(1-
(1-
(1-
) *S4+ (1-
(1-
(1-
(1-

cos (tl))*S1"2;
cos (t2))*52"2;
cos (t3))*S3"2;
cos (td)) *S4"2;
cos (th)
cos (to6)

)

cos (t7

t
t£5)) *S572;
) *S672;
) *ST"2;

T=(Ale*A2e*A3e*Ade*ASe*Ace*ATe*M) ;

else

end
toc

display (T);
if flag==

T=round (Ale*A2e*A3e*Ade*AS5e*Ace*ATe*M) ;

display(T);
end

la definicién del numero
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ANEXO A6. CODIFICACION COMPLETA PARA LA SIMULACION
TRIDIMENSIONAL DEL ROBOT MANIPULADOR.

o

mdl KUKA LBR iiwa modif2 Create model of Puma 560 manipulator

o

o

mdl KUKA LBR iiwa modif is a script that creates the workspace variable
560m

which describes the kinematic and dynamic characterstics of a Unimation
Puma 560 manipulator modified DH conventions.

Also defines the workspace vectors:
qz zero joint angle configuration
qr vertical 'READY' configuration
gstretch arm is stretched out in the X direction

Notes::
- SI units are used.

References::
- "The Explicit Dynamic Model and Inertial Parameters of the Puma 560
rm "

Armstrong, Khatib and Burdick

1986

00 A0 A e ¥ o0 A° A A JO IO A° A° d° Jd° J° o o° T

See also Seriallink, mdl puma560, mdl stanford mdh.

o

MODEL: Unimation, KUKA LBR iiwa, dynamics, 7DOF, modified DH

% Copyright (C) 1993-2015, by Peter I. Corke
% This file is part of The Robotics Toolbox for MATLAB (RTB).

% RTB is free software: you can redistribute it and/or modify

% 1t under the terms of the GNU Lesser General Public License as
published by

% the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
% (at your option) any later version.

% RTB is distributed in the hope that it will be useful,

% but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
% MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
% GNU Lesser General Public License for more details.

% You should have received a copy of the GNU Leser General Public License
% along with RTB. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

% http://www.petercorke.com

clear L
% theta d a alpha
L(l) = Link([ O+(pi/2) 3.4 0 0 01,

'modified') ;%1



L(2) = Link([ O 0
'modified') ;%2

L(3) = Link([ 0+(pi/2) 0
'modified');%2.5 %%%

L(4) = Link([ O+pi 0
'modified') ;%3

L(5) = Link([ O+pi 0
'modified') ;%4

L(6) = Link([ O+pi 8
'modified') ;%5

L(7) = Link([ 0+(pi/2) 0
'modified') ;%6

L(8) = Link([ 0-(pi/2) -0.2
'modified') ;%7

L(l).m = 10;

L(2).m = 17.4;

L(3).m = 4.8;

L(4).m = 0.82;

L(5).m = 0.34;

L(6).m = .09;

L(7).m = .09;

L(8).m = .09;

% rx ry rz

L(1).r = [0 0 0 1;

L(2).r [0.068 0.006 -0.0167;
L(3).r [0 -0.070 0.014 71;
L(4).r = [0 0 -0.01971;

L(5).r = [0 0 0 1;

L(6).r = [0 0 .032  1;

L(7).r [0 0 .032  1;

L(8).r = [0 0 .032 1;

% Ixx Iyvy Izz Ixy
L(l).T = [0 0 0.35 0 0 0];
L(2).1I [.13 .524 .539 0
L(3).I = [.066 .0125 .066 0
L(4).I = [1.8e-3 1.8e-3 1.3e-3 O
L(5).I = [.3e-3 .3e-3 .4e-3 0
L(6).I = [.15e-3 .15e-3 .04e-3 O
L(7).I = [.15e-3 .15e-3 .04e-3 O
L(8).I = [.15e-3 .15e-3 .04e-3 O
L(1).Jm = 291le-6;

L(2).Jm = 409e-6;

L(3).Jm = 299%e-6;

L(4).Jm = 35e-6;

L(5).dJm = 35e-6;

L(6).Jm = 35e-6;

)
L(7).Jm = 35e-6;
).Jm = 35e-6;

[oNoNoNoNolNolNo

.86

Iyz

[oNoNoNoNolNolNo
e e e e e

Ne Ne Ne Ne Ne N

~.

pi/2

pi/2
pi/2
pi/2
pi/2

-pi/2

Ixz
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L(l).G = -62.6111;
L(2).G = 107.815;
L(3).G = =-53.7063;
L(4).G = 76.0364;
L(5).G = 71.923;
L(6).G = 76.686;
L(7).G = 76.686;
L(8).G = 76.686;

oe

viscous friction (motor referenced)
unknown

o

oe

Coulomb friction (motor referenced)
unknown

o

o

o

some useful poses

oe

position X

LBRmm = SeriallLink (L, 'name', 'KUKA-AKB', 'manufacturer', 'Unimation',

'comment', 'AK&B');
clear L

qz = [pi/2 0 pi/2 pi pi pi pi/2 -pi/2]; % zero angles, L shaped pose
qr = [pi/2 pi/2 pi/2 pi pi pi pi/2 -pi/2]; % ready pose, arm up
gx = [(pi/2+pi/3) pi/4 pi/2 pi (pi-pi/4) pi (pi/2+pi/4) (-pi/2+pi/6)];
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