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PROLOGO

El análisis de sistemas multivariables ha sido poco estu-

diado debido a la complejidad que presenta, por ello la presente

tesis intenta contribuir corno una herramienta para su estudio, y se

dedica, ai campo de los sistemas multivariables lineales e inva-

riantes en e! tiempo.

En el capítulo I se explica las forma más comunes de

representación de modelos de sistemas lineales y que son:

Descripción en el espacio de estado

Descripción mediante matriz función de transferencia

Representación mediante ia matriz del sistema.

En el capítulo II se realiza un estudio de los conceptos

de controlabilidad a manera de puntos y controlabilidad funcional

así como también se expone el concepto de observabilidad. En este

capítulo se realizan programas para la obtención de las formas

canónicas controlable y observable • y se introducen en forma

matemática los conceptos de índices de controlabilidad y observabi-

lidad de un sistema multivariable.



En el capítulo III se dan las bases para obtener la Reali-

zación Mínima a partir de una función de transferencia dada. En

este capítulo además se describe el algoritmo de Fadeev para la

reconstrucción de G_(s] a partir de la descripción en el espacio de

estado. También, contiene el desarrollo de los programas de Reali-

zación Mínima y Reconstrucción.

En el capítulo IV se presentan los resultados obtenidos y

se demuestra la versatilidad de los programas desarrollados.

En los apéndices se explica el uso de los programas y se

indican los listados de los mismos.
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1 .1 INTRODUCCIÓN.-

El objetivo del presente capítulo es e! desarrollar modelos

de sistemas con propósito de ejercer acción de control. Los siste-

mas aquí tratados son lineales e invariantes en el tiempo. Siendo

los sistemas reales inherentemente no l ineales, e'stos pueden ser

modelados por un conjunto de ecuaciones diferenciales y algebraicas

lineales siguiendo un proceso de linealización alrededor del punto

de operación y en consecuencia ios modelos que estudiaremos en el

presente trabajo también pueden ser extendidos para sistemas no

lineales. Algunos conceptos de este y otros capítulos pueden ser

extendidos a sistemas variables en el tiempo, sin embargo en esta

tesis nos dedicaremos solamente al análisis y aplicaciones de los

mencionados conceptos para sistemas invariantes en tiempo.

En este capítulo se estudiarán tres tipos de modelos que

son ampliamente usados en e! análisis y diseño de control

multivariable. Estos son:

Descripción en el espacio de estado

Descripción mediante matriz función de transferencia

Representación mediante la matriz del sistema
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1.2 DESCRIPCIÓN EN EL ESPACIO DE ESTADO

Cualquier sistema cíe ecuaciones lineales de orden arbi-

trario que relacione las variables del sistema v.( t ) , sus derivadas

[dv.( t ) /dt ] , las salidas del sistema y.(t) y las entradas u. (t)

puede ser reducido mediante la introducción de un juego de n

variables adicionales x.(t) llamadas variables de estado, a un sis-

tema equivalente de ecuaciones diferenciales de primer orden llama-

das ecuaciones de estado, junto con varias ecuaciones algebraicas

denominadas ecuaciones de salida, las cuales escritas en forma

matricial se expresan como:

_x( t ) = _/\) + _B _u(t ) Ecuación de estado (1-1)

y(t) = C_ x(t) + _D iu(t) Ecuación de salida (1-2)

donde ><(t) es un vector nx1 de variables de estado, u_(t) es un

vector mxl de funciones de entrada, y _y( t ) es un vector kxl de

salidas. Las matrices _ A , JB, C_, JD, tienen coeficientes constantes y

son de dimensión nxn, nxm, kxn y kxm, respectivamente para sis-

temas lineales.

La descripción de espacio de estado del sistema provee

un cuadro completo de la estructura del sistema como se observa

en la fig.1,1 que muestra como todas las variables internas x.(t)

[1=1, n] interactúan con otras; como las entradas u,(t) [ 1=1 ,m]

afectan a los estados del sistema x,( t) , y como las salidas
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y - ( t ) [ j=1 ,k ] son obtenidas de varias combinaciones de las variables

de estado x.(t) y de las entradas u. ( t ) . Esta forma de descripción

se denomina descripción interna.

Los valores propios (o polos) del sistema están dados por

las raíces de det(s 1 - A) = 0.

FIC. 1.1. Descripción en el espacio de estado

Ejemplo 1 :

Considérese el circuito de la figura 1.2. Se desea obte-

ner la descripción en el espacio cíe estado tomando como entradas

los voltajes e y e, y como salidas las corrientes L e L
a D i /

que circulan por L_ y L? respectivamente y el voltaje e, que

aparece sobre el capacitor C.
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L2

-w-

C

FIG. 1.2. Sistema eléctrico simple.

Si se asignan como variables de estado :

x.

'2

Expresando los voltajes en las bobinas y la corriente en

el capacitor en función de las variables de estado y aplicando las

leyes de Kirchhoff se tiene:

X ZZ f V 4- Y.-j ^ .A - T^ ^s.—

u = ~ e + LH x« T* x.
a 1 2

0 = 1 v 4- p - vu L2 x3 H- eb x1

De aquí, la descripción en variables de estado será:

x.,
1 x.

C C
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1 1
c. = — x- + - e
2 L 1 L a

1 1

X- = - - Xt

L
U

- e,

Las salidas están dadas por:

;1 ~ xl

'l " X2

- «2 - X3

Expresando en forma matricial tenemos:

x.

x.

x.

=

0 1 -1
c c

- T O O

h

J 0 0

xl

X2

X3

+

0 0

1 0

h

0

ea

eb

>r
y2

_ V 3_

=

"i 0 0 "

0 1 0

0 0 1

" X1
X2

X3



En esta última descripción, se 'identifican claramente las matrices

A' j*' £' 2-

Ejemplo 2 :

Hallar la descripción en el espacio de estado para el sistema mecá-

nico de la f ig. 1 . 3 . Considerar como salida los desplazamientos en

las masas M y 'M~ .

rrrA
ÍJI MI

K,

M2
erro

1

F1G. 1.3. Sistema mecánico

Las ecuaciones que describen el movimiento de las masas M- y M?

son:

dt*

- f

clt



Asignando como variables de estado a los desplazamientos de las 2

masas, es decir:

X1

Es necesario introducir nuevas variables de estado, puesto que las

ecuaciones diferenciales que definen los desplazamientos son de

segundo orden.

= y,

= X2

Las ecuaciones en el espacio de estado serán:

X1 " X3

X2

^ . i ' -



-9-

Expresando en forma matricíal tenemos:

=

0 0 1 0"

0 0 0 1

K +K K2 ° °

Mi Mi

+ K K9"f"Ki ° °

~ X 1~

x2

X3

X4

4-

0 0

0 0

1 0

0 1

1 0 0 0

0 1 0 0
X

X
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1.3 DESCRIPCIÓN MEDIANTE MATRIZ FUNCIÓN DE

TRANSFERENCIA

La matriz función de transferencia de! sistema G ( s ) ,

relaciona la transformada de La place del vector de salidas y (s) ,

con la transformada de Laplace dei vector de entradas u_(s) ,

tornando condiciones iniciales nulas; mediante la relación:

y[s] = _ C ( s ) t j (s)

Para un modelo linea! de orden arbitrario, los elementos

g..(s) de la matriz G(s) son relaciones de polinomios en s que
!J

representan la función de transferencia vista entre la salida y. y la

entrada u.. Puesto que esta forma de descripción provee poca

información real acerca de la estructura interna del sistema, se la

conoce como descripción externa.

Si la descripción del sistema es conocida en la forma de

espacio de estado (ecuaciones 1.1. y 1 . 2 . ) , entonces aplicando la

transformada de Laplace a estas ecuaciones, con condiciones inicia-

les iguales a cero, se obtiene:

( sj_ - _A ) x(s) = _B u(s)

Y_(s] = _C x (s) + E) _u(s )

De aquí, !a descripción equivalente mediante la matriz



-11-

función de transferencia se obtiene eliminando _ x ( s ) :

y (s ) = _ G ( s ) _u ( s ) = [ _C (sj_ - _ A ) "1_B + £ ] _u(s)

luego G(s] = [ _C (sj[ - _A ) "^ E¡ + _D ] (1-3)

Si se asume que no se producen simplificaciones en

_C ( s_l_ ~ j4 ) _B, entonces los polos de _G(s ) son las raíces de

det(s_[ - _ A ) = 0 .

Se define aqui la matriz _ G ( s ) como "estrictamente propia"

si ^G(s)-^0 cuando s-^oo , y se llama "propia" sí G(s)->matriz cons-

tante cuando s^^co

En todo sistema físico la matriz función de transferencia

j3(s) es "propia" esto significa que el grado del polinomio del

numerador debe ser menor o igual que el grado del polinomio del

denominador.

Ejemplo 3 :

Encontrar la matriz función de transferencia del sistema

eléctrico de la fig. 1 .4 , Considerar como única salida, la corriente

que circula por la resistencia R.
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C

•t» R

FIC. 1.4. Sistema eléctrico simple.

Asignamos como variables de estado la corriente en la

bobina L y el voltaje del condensador C.

En base a esto, las ecuaciones que resultan son:

xn T i U
1 - ca - cb

Rx le Ri Ri,
" l f 17 a " L ~ a " L~D

donde x- = voltaje sobre el capacitor C

x = corriente que circula por la bobina L

La ecuación de salida es:

= y = xn - Cx, = xn +i + i,
7 2 1 2 a b
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Las ecuaciones matriciales son;

X
¿

L

'

" o o "

0 R
L L ,

~xl"

x

L _

y = [0 1 ] "Xl"

0 1 1

" c "C

1 R R
- L L L-

e
a

ia

A

t [ , , ,

De acuerdo con la ecuación (1-3) se tiene

C(s ) - 0 1 s 0

O s+R

L

—1 0 -1

C C

• R ~- R

L L

•i

C C s ) =

sL + R

R

sL + R

R

sL + R

G(s) = 1

sL + R

sL sL

sL + R sL 4- R
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Adicionaimente la relación entre £(s) y una representa-

ción correspondiente en el espacio de estado, no es en genera!

única, puesto que:

Ci(s ) = _C ( sj_ - £ ) "̂  J3 + J3

donde _£ es una matriz kxn, _A es una matriz nxn, _B es una matriz

nxm, y D es una matriz kxm y C_(s) puede ser generada de una

familia infinita de sistemas S = [ _ A , _B, _C, _D ] . Entre todas aque-

llas representaciones o'e espacio de estado existe una que tiene el

mínimo orden.

En efecto, dada la descripción de un sistema en el

espacio de estado, a menudo es ventajoso para propósitos de

análisis y diseño, considerar una representación alternativa del

modelo del sistema. En el caso más simple, se puede obtener un

nuevo modelo mediante un cambio de base en el espacio de estado

de la forma

— ~ ü 2íi ' donde _Ü es una matriz no singular.

De esta forma, el sistema de ecuaciones:

x = _A_ x + J3 _u

y = C x
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se transforma en:

donde

A- = H"1 A H. i . .

B. = H"1 B— . |

C1 = C H— i •

A esta transformación se íe conoce como transformación

de semejanza si cumple que e! vector de estado ha sido redefinido

pero el sistema mantiene los mismos polos; es decir, los valores

—1
propios de _A y de A_ = H_ _A H_ son los mismos.
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1.4 REPRESENTACIÓN MEDIANTE LA MATRIZ SISTEMA

Si después de la linealización de las ecuaciones de! sis-

tema, se tiene un juego de ecuaciones diferenciales lineales (de

orden arbitrario) mezclado con ecuaciones algebraicas, entonces

después de tornar la transformada de - Laplace con condiciones

iniciales nulas, se obtiene en la forma matriz-vector:

T(s) I = JJ(s) u_

= \/(s) V V ( s ) _u

donde j? , u_, y_e son vectores de las transformadas de Laplace de

las variables del sistema , de las entradas y de las salidas respec-

tivamente, y T_, _U, V_, \ son matrices polinomíales de dimensiones

rxr, rxm, kxr, kxm respectivamente. Las variables del sistema

£. no son necesariamente los estados del mismo.

Este sistema de ecuaciones puede igualmente ser escrito

como:

T(s) L[Cs)

- yes) w c s )
í

-u =:

~ 0

-y (1-4)

y la matriz del sistema en la forma polinomial de Rosenbrock está

definida como:
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P(s) - T(s) _U(s )

-VCs] W ( s ) (1-5)

La matriz P(s) contiene toda la información acerca del

sistema, necesaria para propósitos de análisis. Sin embargo, es

importante notar que en la formulación de la matriz _ P ( s ) , la dimen-

sión r de la matriz T_(s) debe ser ajustada de tal forma que

r 5:grado del det[ X^s^ • También, en esta forma de descripción

los polos del sistema son las raíces del det[ T_fs^ ~ °

La descripción mediante la matriz del sistema de

Rosenbrock puede igualmente ser usada sí la descripción del sis-

tema es conocida en la forma dei espacio de estado. En este caso

especia!, la "matriz del sistema en la forma de espacio de estado"

está definida como:

Pís)

si - A

- C D

(1-6)

En donde las variables ^ para este caso coinciden con

las variables de estado x.

Si la descripción mediante matriz del sistema es conocida,

entonces la descripción mediante matriz función de transferencia

puede ser obtenida como:
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G(s) - V(s) T (sí LJ(s) + W(s )

que para el caso especial de que _ P ( s ) esté en la forma de espacio

de estado llega a convertirse en la ecuación previamente citada

(1-3).

En efecto:

r - - L - -T- r -! <T ¡ i r -\ *\i t iene ciue: I (s ) s = U ( s ) u ( s j

^(s) = V(s) £ + W(s] jj(s)

Eliminando las variables ^ se tiene:

£_(s) = ILÍS^ ü^s^ ti(s) V entonces

y(s) = V(s) T"1 (s) _ U ( s ) _u (s ) + W(s ) u(s)

= [ V(s) T^Cs) jJ(s) + W(s) ] LI(S) = £(s) _u(s)

Ejemplo 4:

Encontrar la representación mediante la matriz del sistema de:
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Aplicando la transformada de Laplace (con condiciones

iniciales nulas) el sistema de ecuaciones, tenemos [ haciendo

§! = ^(s)t %2 = X 2 [ s } ]

s ^ 2 - O

= u(s)

y C s ) = 5

Escribiendo en la forma de matriz-vector se obtiene:

2 '
s+1 s i 0

!

0 s+1 j 1

-1 0 j 0
— 1 —

V
lz.

-u

=

0

0

-y

Se identifica claramente a la matriz del sistema como;

P(s) =

J(s) U»

-V(s) W ( s ) =

s+1

0

-1

? '
s^ ¡ 0

i
s+1 i 1

I
0 i 0

I

La dimensión r de T(s) es: r = 2

Por tanto, se cumple ía condición r^n pues:

2 2
det( T (s ) )= (s+1) = s + 2s+1 ; en consecuencia n=2
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por lo cual no es necesario ajustan la dimensión de _ T ( s ) .

Para una representación mediante la matriz del sistema de

Rosenbrock en el espacio de estado, una tnasfonmación de seme-

janza puede ser definida medíante:

H 1 0

0 ik
sl " A §.
-C 0

_H 0

0 Im

=.
sl " AI 1-!

- C ! 0

donde _ A _ =

H'1 B

C H

Kaíman ha demostrado que sí P(s) y P (s) son dos

matrices de sistema de mínimo orden en ia forma de espacio de

estado entonces P(s) y P- [s) generan la misma matriz función de

transferencia G[s) si y solo sí aquellos son sistemas semejantes.

Para considerar e! caso más general de sistemas descritos

mediante una matriz de sistema en la forma polinomial, necesitamos

examinar la transformación definida por Rosenbrock como "equiva-

lencia estricta de sistemas". Puesto que G(s) está dada por:
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G(s) = V(s) T" U(s) + W C s ) ; donde

P(s) -= T U

-V W

puede provenir de más de una matriz de sistema de mínimo orden

P(s) . Se debe establecer primero lo que significa un sistema de

mínimo orden.

Si el máximo común divisor a la izquierda [ M(s) ] de

T(s) y JJ(s) es unirnodular; es decir det[ M_(s] ] - constante dife-

rente de cero, independiente de s; con lo cual T(s) y U(s) son

relativamente primos a la izquierda; y si además el máximo común

divisor a la derecha [ N _ ( s ) ] de Y(s-) ' X^5) es unimodular; con lo

cual' _V (s ) y _ T ( s ) son relativamente primos a la derecha; entonces

el sistema S = ( X' M' Y.' ^J se conoce como sistema de mínimo

orden.

La transformación de equivalencia estricta de sistemas se

aplica a la representación de matriz de sistema que no tiene nece-

sariamente el mínimo orden y es definida mediante:

M(s) 0 "

?LW J-k

~T(s) _ U ( s ) '

-VCs) _ W ( s )

: :
' JÍ(s) Y(sf

0 [
— m .

-
" T^s) ^Cs]"

- VA (s) W t [ s )
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donde s) =

a j

b)

c)

d)

M(s) 0

X( S ) I

r "1

— —
T(s) \¿(s]

-V (s )W(s )

_ N ( s ) _ Y ( s )

0 1
— m

P(s) y P, (s) no son necesariamente de mínimo orden

r^ n, r^r\ n y n son el orden de P y P respectivamente

M , N , X , Y son matrices polinomiales

M,N son unimodulares, es decir, sus determinantes son

distintos de cero e independientes de s.

Luego de este tipo de transformación es importante notar

aquellas propiedades de! sistema que se conservan. Bajo una "equi-

valencia estricta de sistemas", la dimensión r de las matrices

T,U,V, ei orden n del sistema y la matriz función de transferencia

G_ permanecen invariantes.

Rosenbrock ha probado posteriormente que si P(s) y

P (s) son matrices de sistema de dimensiones (r+k)x(r+m) que tie-

nen el mínimo orden, entonces _ P ( s ) y P- (s ) generan el mismo G(s )

si y solo si aquellos son sistemas estrictamente equivalentes. Tam-

bién si : _P(s ) y P.(s) son matrices de sistema de mínimo orden en la

forma de espacio de estado, entonces aquellos son sistemas simila-

res si y solo sí son sistemas estrictamente equivalentes.

Las operaciones permitidas bajo una equivalencia estricta

de sistemas pueden ser generadas por las siguientes operaciones

elementales:
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i) Multiplicar cualquiera de las primeras r filas de _P(s ) por una

constante diferente de cero,

ii) Sumar un múltiplo, de un polinomio de cualquiera de la

primeras r columnas de J^(s) a cualquier otra fila;

iií) Entre las primeras r filas se puede intercambiar 2 filas

cualquiera;

iv) Cualquiera de las operaciones mencionadas con respecto a las

primeras r columnas de P(s)

Un resultado final pero muy usado es señalar que cual-

quier matriz de sistema _P(s ) que da origen a una función de

transferencia _C(s) estrictamente propia es estrictamente equivalente

a:

P! (s)

! o j o
-r-n ¡
A f~ \ D0 s\_- A., , _B1

1

1
1

o _ r ' nU — L.- i U

_ i

I

Es consecuencia de esto, la necesidad de que r^n en la

definición de la matriz sistema. De esta manera, dada una repre-

sentación mediante la matriz de sistema en la forma polinomial

correspondiente a una _G( 's) estrictamente propia, existe un proce-

dimiento sistemático (desarrollado por Rosenbrock) para generar la

representación equivalente de espacio de estado.
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2.1 NTRODUCCION

Antes de aplicar cualquier técnica de síntesis o diseño

para ejercer acción de control en un sistema dado, es necesario

conocer algunas propiedades del sistema mencionado. Existen dos

propiedades que son de vital importancia y que son la

controlabilidad y la observabllidad.

Existen varios tipos de definiciones de controlabilidad y

observabllidad, sin embargo, en el presente capítulo se conside-

rarán únicamente los siguientes puntos:

Controlabilidad de estado a manera de puntos (point wise ps)

debida a Kalman,

Controlabilidad funcional ( f) , debida a Rosenbrock

Observabilidad

Algunos significados físicos o implicaciones de estas pro-

piedades pueden a menudo ser apreciadas rápidamente transfor-

mando un sistema desde su descripción original a una forma canó-

nica .

Es muy útil, entonces, en controlabilidad y

observabíl idad, la representación de un sistema mediante un día-
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grama de flujo; pero éste debe ser tal que permita distinguir cada

variable de estado y sus relaciones estrictamente necesarias con las

demás variables, así como también con las entradas y salidas; es

por eso, que se desarrollan en la presente tesis las formas canóni-

cas:

Forma de Jordán

Forma controlable

Forma observable

Las formas canónicas controlable y observable surgen a

partir de una demostración de Kalman en el sentido de que un sis-

tema general S = [ A_, _B, C_ ] puede ser descompuesto en cuatro

partes, cada una de las cuales caracterizada por las propiedades

de controlabilidad y observabilidad del sistema, y que aparecen por

medio de una adecuada transformación.

Esta descomposición se muestra esquemáticamente en la

figura 2-1
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F!G. 2.1 Descomposición Raiman de un sistema

donde Seo representa la parte del sistema que es controlable y

observable, Sio la parte del sistema que es incontrolable pero si es

observable, Scí la parte del sistema que es controlable pero no es

observable y Síi representa la parte del sistema que no es con-

trolable ni observable.



-28-

2 .2 CONTROLAB1L IDAD

Analicemos primero la controlabilidad de estado a manera

de puntos (p.s) .

Para examinar la controiabilidad de un sistema, contesta-

remos la pregunta;

¿Se puede controlar el estado completo del sistema mediante una

entrada particular u. ?

En sistemas de simple estructura no es necesario formali-

zar el concepto de controlabilidad puesto que puede obtenerse por

simple inspección. Por ejemplo, la entrada u en la figura 2 . 2 . no

puede alcanzar el primer' modo expfp t); entonces e! sistema se

dice que es incontrolable por u .

u..
1

s — p^

+
^f

"2

t
S

-fvy
1

s - p~

FIC. 2.2. Sistema de 2do. orden
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Para sistemas complejos, sin embargo, no siempre es

obvio el que una entrada pueda controlar completamente e! estado

del sistema; por tanto es conveniente introducir e! concepto de

controlabilidad.

Se dice que un sistema descrito por ías ecuaciones de

espacio de estado (1 -1 ) y (1 -2) es controlable en la forma de

estado, si dados dos estados xn = x(0) y x1 = x ( t - ) , existe un— u — — i — i

tiempo t- > O y un control u(t) definido en el intervalo (0 , t n ) quei . — i

transfiere el vector de estado desde x a x . Sí esta condición no_u — i

se satisface, entonces el sistema es incontrolable, y no es posible

conducir el vector de estado, desde una condición inicial arbitraria

_x (0 ) a otra condición _x(t1 ) también arbitraria.

Resolviendo la ecuación (1-1), con la condición inicial del

vector x ( 0 ) , y substituyendo en (1-2), se obtiene:

y(t) = C exp( At) x(0]+ _C exp[A(t - t ) ] B _uf¿)dr+ D u(t) (2-1)
J U • —

colocando x(t] = O, entonces para algún t=0, se obtiene

r

x ( 0 ) = -

El sistema de ecuaciones que resulta, puede ser resuelto

para _ u ( Y ) para cualquier x (0 ) dado si y solo si las filas de la

matriz exp(- _AX) _B son linealmente independientes. Puesto que la
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matriz exponencial puede ser expandida en términos de

i, A, A ,.... , A n por el teorema de Caley-Hamüton, una condi-

ción necesaria y suficiente de controlabiüdad es que el rango de

P = n, donde P es la matriz:

= C B, A B, A
2

, A
n-1

El sistema (1-1) y (1-2), se dice que es completamente

controlable si y solo si la matriz P tiene rango n. El defecto en el

rango de P indica el número de modos del sistema que no pueden

ser alterados por las entradas u. Sin embargo, no indica cuales

son esos modos.

Ejemplo 2.1: Considérese el sistema descrito por la ecuación

de estado.

x

O 1

X +

1 2

-2 -3

La matriz de controlabiüdad para este sistema es:

B A B



— O 1 "

1 2 2 - 3

- 2 - 3 4 5

tiene rango 2=n; por tanto ei sistema es completamente

controlable.

El significado del término de estado a manera de puntos

en la definición de controíabilidad pueder se explicado con un

ejemplo de Rosenbrock.

Supóngase que un sistema descrito por las ecuaciones

lineales (1-1) y (1-2) con _D = O, tiene sus salidas y_ muestreadas a

los instantes t=0, T, 2T , . . . y también que sus entradas u__ son

restringidas a ser constantes sobre cada intervalo KT ¿rt¿: (K+l )T;

es decir un sistema de datos muestreado con un retenedor de

orden cero.

Entonces tal sistema puede ser descrito por:

x. , i ~ A- x. + EL u.—k+1 —1 —k —1 —k

V, = C x,.

donde A = e-— i
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-1 L J O
T

Bdt

Suponiendo que A y B en la ecuación (1-1) están dados

por:

A =

-1 O

1 -2

Entonces A, y B son determinados como:—• i —~i

e

-T -2T -2Te -e e

y I-i

- e
-T

1/2(1 - e T)2

Supóngase, además que x (0 ) =

encontrar la secuencia de entrada un, u- , tal que :

x [2T) = - (
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Por cálculo directo, tenemos que la secuencia de entrada

2T

[1- e T )eT
-T

produce:

1- e

2(1+ e"21)

-T

-T -2T1 - e + e

—T

x(2T):

Ahora, a medida que T-^ O , encontramos que

4

1

y x(2T) =

0

1

Ahora, considérese que el vector de estado ha sido

traído desde x (0) = x = O en t =0 hasta x. = x(2T)

1

que es posible puesto que el sistema es controlable (p.s).

Entonces, aplicando la secuencia de control previamente

desarrollada sobre intervalos consecutivos, podemos asegurar que:
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x(t) = para t = 2T, 4T, 6T,

T puede ser tan pequeño., como se desee. Pero en t=3T,

5T, . . . tenemos:

x(t) =

También/ aunque el elemento X-( t ) del vector de estado

x(t) es igual a 1 en t= 2T,3T,4T, ..... x- (t) no permanece igual a

O para todos los valores intermedios de t. Este hecho explica el

término "a manera de puntos" en la descripción de controlabilidad

C p . s J

Se dice que un sistema es funciona I mente controlable, o

controlable(f) , si dado un vector cualquiera apropiado y_ de funcio-

nes de salida definido para t>0, existe un vector _u de entradas

definido para t>0 , que genera el vector de salida y_ a partir de

las condiciones inicíales ><(0 ) = 0. Aquí, un vector apropiado y^ se

considera un vector lo suficientemente plano para ser generado sin

funciones impulso u, y que tiene transformada de Laplace.

En términos de la descripción del sistema dado por la

ecuación [1-3] existe una prueba simple para controlabilidad (f).
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Un sistema que tenga k-m es controlable(f) si y solo si su matriz

función de transferencia C(s) no es singular, es decir:

G(s)

Este es un requisito para diseño de regulador, o diseño

de sistema servo—tracking.

Si k > m, entonces el sistema no es funcionalmente

controlable. SÍ m > k, entonces el sistema es funcionalmente

controlable si y solo sí existe un menor de G(s) kxk que no sea

cero.

La controlabilidad (f) no implica con tro labilidad (p.s) y

vice-versa. En efecto sea el sistema definido por:

G(s) -
s + 1

s + 1

s + 3

s + 1

entonces G ( s ) 1 2 _ - [ s-1)

(s+1)2 [s+1 J(s+3) (s+1 )2 (s+3)

Por lo tanto el sistema es controlable (f). Sin embargo, la

realización de espacio de estado de cuarto orden:
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0

1

0

0

0

0

-3

-4

0

0

1

0

0 0

0 0

0 -1

1 *)1 ¿

X +

0 0

0 1

3 2

1 2

1 1

1 1

X

Cuyo análisis se muestra en el ejemplo 3 del capítulo de resultados,

y que da origen a _C(s] , no es controlable a manera de puntos.

Veamos otro ejemplo:

Sea el sistema descrito por las ecuaciones en el espacio

de estado.

0

_2

1

-2

1

-3

1

-2

X +

1 2

-2 -3

X

X =

y =

El sistema es completamente controlable en la forma de

estado a manera de puntos lo cual se demostró al formar la matriz

de controlabilidad.

La función de transferencia para este sistema es:
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G(s) = _C (s J_ - M

s+2

2

„ i
B

_
s+2

2

det

s+2 s+2

= 0; por tanto el sistema no es controlable (f)



-38-

2.3 OBSERVABILIDAD

La observabilidad de un sistema se determina analizando

la posibilidad de observar el estado completo de un sistema ano-

tando una saÜda particular y..

Para sistemas simples, la observabilidad puede determi-

narse por inspección. Por ejemplo, en la fíg. 2.3 es obvio que el

segundo modo exp(p?t) no aparecerá en la salida y • entonces el

sistema será inobservable por y .

FIC. 2.3 Sistema de 2do. orden

Para sistemas más complejos, es necesario formalizar e!

concepto de observabilidad. El sistema descrito por las ecuaciones

(1-1) y [1-2) se dice que es observable si existe un tiempo t > 0

tal que dados los vectores _u y j/ sobre el intervalo (O, t- ) es

posible deducir el vector de estado inicial x(0).
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De (2-1), xJO) puede ser determinado dados los vectores

y(t) y _u(t) sobre un intervalo, si y solo si, las columnas de la

matriz C_ exp ( A_ t) son linealmente independientes. Por esta

razón, una condición necesaria y suficiente para que el sistema sea

observable es que el rango de Q = n, donde Q es la matriz:

Q Ct, A1 C*, (A t ) 2C t ,

Si Q tiene rango n entonces el sistema es completamente

observable, si Q no tiene rango n, entonces algunos de los estados

del sistema son inobservables y no tienen influencia en las salidas

del sistema.

El defecto en el rango de Q también indica el número de

estados inobservables pero no los indentífica.

En efecto; considerar el sistema descrito por las

ecuaciones.

x
0 1

-2 -3

1 1

-2 -2

x

x

1 2

-2 -3
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FIC. 2.4 Diagrama de flujo de un sistema de 2do. orden

con 2 entradas y 2 salidas.

La matriz de observabilidad Q para este sistema es:

Q = [ Q*, (A1) C1]

1 -2

1 -2

— 7

—2

4

4

nj
1

0

-2

0

—2

0

¿1

0

El sistema no es completamente observable puesto que el

rango de Q = 1 = n; es decir, existe un estado ¡nobservable.

Sí un sistema descrito por las ecuaciones (1-1) y (1-2)

tiene cualquiera de los modos (o estados) incontrolable o ¡nobser-

vable entonces cuando se evalúa la matriz función de transferencia



C(s) correspondiente, los valores propios [o polos) asociados con

estos estados desaparecerán.

En el último ejemplo desarrollado, los polos del sistema

están dados por:

det s i - - A
L

det —1

s+3

= O

- o

s = -I

s = -2

Al formar la matriz función de transferencia C_(s ) , como

ya se calculó anteriormente al analizar la controlabílidad (f) es:

G(sJ =

1 1
s + 2

s + 2

s + 2

s -i- 2

El polo del sistema en s=-l no aparece en C(s)

En un ejemplo analicemos controlabilidad a manera de

puntos, observabilidad y controlabilidad funcional. Considérese el

sistema multívariable descrito por:

x =
0 1

-3 -4
x +

1 2.

-3 -4
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y =
1 1

-2 -2

•32

p= [
Para este sistema, la matriz de controlabilidad

, A B] es:

" i 2 i -3 -4~
l

-3 -4 ,' 9 10
AJ

1

. 0

2

2

-3 -4

0 -2

De aquí resulta que, p tiene rango 2 = n y el sistema

dado es controlable (p.s) .

Formando la matriz de observabiíidad:

Q [ C

Q

1 -2

1 ~2

-3 6

-3 6

Se puede ver que Q tiene rango = 1 = n y el sistema

dado no es observable.

Si consideramos la matriz función de transferencia

correspondiente para este ejemplo, tenemos:

Gis) = C ( si - A )

entonces, puesto que:
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(s i - A)

donde: det =

-1

si - A

Cís ) -

s+4

-3

= (s+1)(s+3)

s+3

x

s-f3

det

s+3 s+3

Entonces, el sistema no es funcionalmente controlable. La

cancelación del polo y cero s = -1 es debido a que el sistema no es

observable.
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2.6 FORMA DE J O R D Á N

Volviendo a escribir las ecuaciones (1-1) y (1-2)

x = A x + B u

Si todos ¡os valores propios de A son distintos y si ade-

más v. es el vector propio de A correspondiente al valor A.— i i

(i = 1 ,n) , entonces

A v

Si aplicamos la transformación >c = _T z_, donde _T es la

matriz de vectores propios v_.(\ l,n), se tiene la siguiente repre-

sentación del sistema.

donde:

JT _A _T = J_ forma canónica de Jordán.

La controlabílídad y observabílidad en esta nueva base,

conocida como forma canónica de Jordán, puede ser determinada

por inspección.
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Por ejemplo, si

Ai u u

o X o

C T =

y T

o * *

o * *

-1 O O

donde * representa un elemento diferente de cero; pode-

mos decir que el modo del sistema correspondiente a \s inobser-

vable (debido a que la columna 1 de la matriz de salida _C T^ es

cero) y que el modo correspondiente a es incontrolable (debido

a que la fila 2 de la matriz de entrada T B es cero).

x =

A manera de ejemplo analicemos el sistema descrito.

0

—2

1

~2

1

-3
X +

1

-2

1 2

-2 -3

X

Se desea encontrar la forma de Jordán y realizar el aná-

lisis de controlabilidad y observabilidad.

Los valores propios resultan de:
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det [

X , = -2

La matriz de transformación se forma con los vectores

propios;

T = [ v v ]•— ~~~ i —¿,

donde: \/1 es el vector propio asociado a A-,

v es el vector propio asociado a \~—¿. ¿.

de donde:

T =
.. V2/2 • .Vs/5

-Vf/2 -2\/5"/5
T— —

2V2

El sistema transformado es:

z = J z + B u

y = C u

donde J_ = T A, T"

_B = T"1 J3

C = C T

J =
O

O -2
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O V2

O -V5/5

O 2YT/5

El diagrama de flujo del sistema en ¡a forma canónica de

Jordán se muestra en la fig. 2 . 5 .

Ui

FIG. 2.5 Diagrama de flujo de un sistema de 2do. orden

en la forma canónica de Jordán.

Se observa claramente que el estado z/, cuyo valor propio

correspondiente es A- es inobservable debido a que la columna 1 de

_C es cero. También se observa que el sistema es completamente

controlable.

Si la matriz _A tiene valores propios repetidos; el análisis
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puede aplicarse a un bloque de Jordán general y de ahí extender

los resultados a todo el sistema, ya que este va a estar repre-

sentado por varios bloques de Jordán. El análisis detallado de este

aspecto fue motivo de otra tesis (referencia bibliográfica # 5 ) ,por

lo cual no se presentan más detalles.
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2.5 FORMA CONTROLABLE

Conocida junto a la forma observable como formas

canónicas de Luenberger, la forma controlable surge de !a

descripción de sistemas en la forma de espacio de estado y se

emplea a menudo en e! desarrollo de ciertas técnicas de análisis.

Si un sistema [ _ A , JB, C] es controlable, entonces la

matriz P = [ B_; j^B^_A_ J3 .. . ^A1"1"1 B] (matriz de controlabilidad)

tiene rango n. La obtención de la forma controlable se basa en una

transformación de similaridad a través de una matriz T no singular

y que se forma a partir de _P como sigue:

a) Inspeccionar las columnas de P desde la izquierda a la

derecha y retener solamente esos vectores que son linealmente

independientes de aquellos previamente seleccionados.

b) Arreglar los n vectores linealmente independientes

seleccionados de ese modo, y formar una nueva matriz P,

donde

_ ui-l UE-I Um-t

r = f £.' * -Abj * • • - A bi , bz, Aba , A bj . .. A y

Los enteros u ,...,u son conocidos como los índices de
«i

controlabilidad del sistema, y

El parámetro : V = max u.; i = 1, m
r c | i '

es a menudo conocido como el índice de controlabííidad del
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sístema

> — 1
c] Sea £ descrito en términos de sus filas como

t — 1
y además, sea M la k.ésima fila de H donde:

ki '

:. = Z_ u.; i=l , m

d) Usando los vectores ~^ . ¡a matriz de transformación T que

se necesita esta formada por:

T

f _ t t

k

t

t

k

A

t

k A
u -1

m

m
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e) La forma estándar controlable del sistema [ _ A _ , _B, _C] es

entonces:

A = 1
rO

C = C T

— 1

.-1

donde A puede ser expresada en la forma particionada por:

nj

A

Aii

A -—mi

A1—1 m

A
— mm

y los bloques diagonales A., están en la forma companion'i i

fO

A.. =— i1 i

0

0
,

.
"

0

x

1

0
.

.
1

0

x

0 ... 0

1 ... 0

•
1 •

0 ... 1

x ... X

para i=1 ,m, con dimensiones u. x u.. Las x representan

elementos diferentes de cero. Los bloques fuera de la diagonal

A.., Í ¿ j, tienen ía forma.¡j
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A.. =
-ij

X X X

Con dimensiones u. x u,; i,j = 1,m; if=j

La matriz _B tiene la forma particionada

rj

B =

donde
B,.=

rJ

B
— m

0.

0. ..0 1 ..x. .x

- . t
. columna i

BÍ tiene dimensiones u. x m— i

La matriz _C no tiene forma especial bajo esta transformación.

Considerar el sistema de tercer orden con 2 entradas y 3

salidas descrito por las ecuaciones de espacio de estado.

0
-2
0

1
0
0

1
0

-3

0
1
0

0
3

~2_

. 0
0
1

x +
0 0

-2 0
0 3

x

La matriz de controlabifidad P = [ ¡ A B ¡ A* B] es:



-53-

p =
o

-2
0

0 -2
0 0
3 6

0
9

-6

: 0 9
; 22 -18
1-12 15

El rango es 3=n por tanto el sistema es controlable.

Inspeccionando ¡as columnas desde la izquierda hacia la derecha y

reteniendo únicamente aquellos vectores que sean linealmente

independientes se obtiene la matriz:

' O
— 2

O

Arreglando las columnas de esta matriz de tai manera de

que tenga la forma [ Jx , _A_ _b • •

AUi~1 b ] tenemos:

1 h , _b _A _b?, . , . ,

r =
o

-2
O

donde

ff -~,
0

~2

0
; A b =

-2 '
0
, 6

• b =
' o"

0
3

Por tanto u = 2 y u? = 1 y se cumple que

m
Z u =
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El índice de controlabilidad del sistema es;

rriax u. = 2

La matriz J_ es:

r —i 0 -1/2 O
- 1 / 2 0 O

1 O 1/3

donde si representamos la fila i por ^ tenemos

O -1/2 O

^ [ -1/2 O O ]

- [ 1 O 1/3]

Los coeficientes k. se obtienen a partir de:

es decir, en este ejemplo:

= 2

U1 + U2 = 3
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La matriz de transformación ~T estará formada de las

siguientes fiias:

= [ -1/2 O O ]

A = 2 [ O -1/2 O ] y,

[ 1 O 1 /3 ]

Por tanto:

T
-1/2 O O
0 -1/2 O
1 0 1 / 3

y.

T

De aquí resulta:

—2
O
6

O O
2 O
O 3

rJ -1

A - T A T =
0

-11
-4

1
0
0

! ° "| -9/2
1 2

= T B
0 O
1 O

-
C = C T =

O 1

- 2 0 0
0 - 2 O
6 0 3



-56-

2 .4 FORMA OBSERVABLE

De manera dual a la forma controlable, se puede generar

una transformación similar a partir de la matriz de observabílidad

Q de un sistema [ A, B, C ] que es observable, donde

Q = [ Ct A1 Ci( A1)2 .C* ... (•

Los parámetros correspondientes ( u..,.,.,uj se llaman

índices de observabilidad y también se cumple que:

El parámetro

= max u. ; i=l ,K
' i '

se lo conoce como el índice de observabiíidad del sistema.

El procedimiento para determinar la transformación _T

requerida, a partir de las columnas de Q es como sigue:

Inspeccionar las columnas de Q desde la izquierda hacia la

derecha y retener solamente aquellos vectores que son

linealmente independientes de aquellos previamente

seleccionados.

Arreglar los n vectores linealmente independientes que se
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seleccionaron para formar una nueva matriz P donde:

t t .t tc r A c*—I / *—^ I ' v *— n i

Sea p descrita en términos de sus filas como:

r

y sea t r-1"1la k.-esima fila de 1 donde:
k. '

Jj •

Usando los vectores %( se forma la matriz de transformación
k.

requerida de [a siguiente manera:

T =

La forma observable para el sistema [ A, B, C ] es:

„

A = 1
<» _i

_B = J ' _

AJ

C = C T
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donde:

A

A,

y los bloques diagonales ̂ .. están en la forma companion

A-—u

0
1
0

0

0
0
1

0

... 0

... 0

... 0

. . . 1

x~
X

X

X

Los bloques fuera de la diagonal A.., i=j, tienen entradasi j

cero, excepto quizás en la última columna, es decir estos bloques

tendrán la forma:

A..
-ij

I x
0 i x

1 x
i

^ l X

La matriz de salida C es:

, c2 ck]

donde los bloques C. de dimensión kxu. tienen la forma:

C- = [O 1 £¡ ]
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con

0 para j < i

1 para j =

x para j >

Es decir, los elementos debajo de la entrada unitaria en

la última columna C. no son por lo general iguales a cero.* i

La matriz j3 no tiene forma especial bajo esta

transformación.

Como se ha mencionado previamente, las formas estándar

consideradas son a menudo muy usadas en el diseño, tanto más

pues proveen información estructural acerca de los sistemas.
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2.7 ESTRUCTURA DE LA BIBLIOTECA DE PROGRAMAS

Antes de empezar el desarrollo de los programas que

constituyen !a parte principal de la presente tesis, es necesario

realizar una breve descripción de la estructura general de la

biblioteca de programas, los cuales sirven de apoyo a |a parte

descriptiva y analítica de éste trabajo.

El equipo de computación utilizado para el desarrollo y

comprobación de los diferentes algoritmos de cálculo y manejo de

datos es "9845B-SYSTEM11 de la firma HP; el mismo que está

diseñado para trabajar con el lenguaje de alto nivel "BASIC",

además de una serie de instrucciones propias de este sistema

computación a I que en su mayoría sirven para manejar los

periféricos disponibles de los cuales se usarán: la unidad de cinta,

el impresor, la pantalla y el teclado.

La unidad de este sistema tiene un área de memoria real

utílizable de 56 Kbytes [ de 8 bits]. Con el fin de aprovechar en

mejor forma el área de memoria disponible para procesar y analizar

sistemas multívariables de órdenes relativamente altos se hace

necesario que, solamente el programa que se está ejecutando esté

presente en la memoria real (además de un corto programa de

control permanente en ella), los demás deben estar almacenados en

la unidad de cinta hasta que su uso sea requerido por el proceso

establecido de antemano. El momento que un programa termine de
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ejecutarse éste deberá ser borrado de la memoria real y en su

lugar deberá cargarse el programa siguiente a ser corrido. Este

proceso de reemplazar un programa por otro es el fundamental

objetivo del uso de un programa controlador llamado programa

maestro.

La estructura general de la biblioteca de programas se

muestra en la figura 2 . 6 .

La biblioteca de programas ha sido elaborada de manera

tal que permita la comunicación entre el computador y el usuario en

una manera conversacional.

Además se debe tomar en cuenta el hecho de que el

sistema computacional utilizado requiere que la nomenclatura de las

variables a usarse sea consistente para todos los programas en que

estas variables aparezcan.

A continuación se presentan las características más

importantes del programa maestro y del programa de ingreso de

datos (ver figuras 2.7, 2.8 ]. En los programas descritos se

delinearán las características fundamentales del programa

correspondiente entre las que anotamos las siguientes: en primer

término la lista de variables utilizadas con su respectivo significado

y un diagrama de flujo razonablemente sintetizado. En caso de que

el lector requiera información adicional refiérase al APÉNDICE

en el que se encuentran los listados de cada uno de los
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programas tratados en este trabajo.

PROGRAMA MAESTRO: VCPR

Constituye e! control de ejecución, reemplazo y borrado

de programas que permite que ei conjunto de éstos se corra

siguiendo la lógica predefinida.

Su ejecución involucra:

1.- Verificar si está o no en memoria el programa requerido.

2.- Si se encuentra en memoria dar paso a su ejecución

3.- Si no se encuentra en memoria entonces:

a) limpiar la memoria

b) cargar e! programa deseado

c) ejecutarlo

El programa maestro contiene el índice de programas a

disposición del usuario y se mostrará en la pantalla cada vez que

éste lo desee, los nombres de las variables utilizadas y su

contenido (en valores numéricos o literales) son:
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NOMBRE CONTEN i DO

01 Número del programa que se desea ejecutar

02 Número del programa presente en memoria

Ul Variable que indica si ios datos han sido

ingresados.

03 Variable que indica si los datos ingresados

corresponden a la matriz _CKs) (03=2) o a las

matrices A_, J3_, C_, D_, (03=1) de representación en

el espacio de estado,

X$ Nombre del programa en memoria

El diagrama de flujo para el programa maestro se muestra

en !a figura 2.7



I N I C I A L I Z A C I O N
DIMENS10NAMIENTO

DE MATRICES

Í N D I C E DE PROGRAMAS
TECLA 1.- Í N D I C E
TECLA 2.- ENTRADA DE DATOS
TECLA 3.- FORMA CONTROLABLE
TECLA 4.- FORMA OBSERVABLE
TECLA 5.- R E A L I Z A C I Ó N M Í N I M A
TECLA 6.- RECONSTRUCCIÓN

¿ESTA
EL PROGRAMA
EN MEMORIA?

BORRAR EL PROGRAMA A N T E R I O R
(SI LO HUBO) Y C A R G A R EL NUEVO

\

EJECUTAR EL
PROGRAMA EN MEMORIA

FIG. 2.7 Diagrama de Flujo del Programa Maestro (VGPR)
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I N G R E S O D E D A T O S

I._WGRESO DE COEFICIENTES. (MATRICES A, B , C , D
2._INGRESO DE COEFICIENTES (MATRIZ G i s )
3.-LECTURA DE A R C H I V O

4 . -L ISTADO. DE D A T O S

5 . - C O R R E C C ! O N

6._FIN D E I N G R E S O

INGRESE NOMBRE DEL
PROBLEMA: T 4
N.2. ENTRADAS: M
N2- DE SALIDAS : K
O R D E N : N

I N G R E S A R L A S
M A T R I C E S

A , B , C , D

DESEA-
A R C H I V A R LOS

D A T O S

1N&RESE NOMBRE DEL
PROBLEMA .' T $

F I L A S DE GíaJIK
N^DE COLUMNAS D£G(s);M

INGRESE EL GRADO DEL
DENOMINADOR COMÚN
DE CADA FILA

I N G R E S A R COEFICIENTES
DE DENOMINADOR COMÚN Y

DE LOS NUMERADORES

DE C A D A Fl LA

NGRES E NOMBRE
DEL ARCHIVO: N

ALMACENAMIENT

INGRESE NOMBRE DEL
A R C H I V O :
LEER 03

L E E R NOMBRE

DEL PROBLEMA

Figura 2.3. D I A G R A M A DE FLUJO DEL P R O G R A M A : INGRESO DE D A T O S
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V V \

> >s*^ ,NO

DEBEN E J E C U T A R S E

I , 2 o 3

\ /

SIDO EJECUTADOS
\,2 ó 3?

IR A ÍNDICE
DE P R O G R A M A
MAESTRO

MOSTRAR EL
CO R R E CC ONLISTADO EN

PANTALLA

I M P R E S I Ó N

E N P A P E L

F i g u r a 2 .8. D I A G R A M A DE FLUJO DEL P R O G R A M A : INGRESO DE DATOS



PROGRAMA DE INGRESO DE DATOS: "ENTRA"

Este permite el ingreso básico de ¡os datos que requiere

ei conjunto de programas para su normal funcionamiento. Tiene

este programa algunas opciones que lo hacen versátil en cuanto a!

ingreso de datos iniciales y estas opciones son:

1.- Ingreso de coeficientes de las matrices _ A , J3, C_f _[) por

teclado

2.- Ingreso de ios coeficientes de !a matriz _C(s) por teclado

3.- Lectura de datos de archivo

4.- Listado de datos

5.- Corrección de ciatos

6.- Fin de ingreso.

Observar que las tres últimas opciones no podrán ser

ejecutadas sin haberlo sido alguna de las tres primeras.

La figura 2 .8 muestra e!. diagrama de flujo

correspondiente.

Los nombres de las variables utilizadas y su contenido

son las siguientes:

NOMBRE CONTENIDO

N Orden del Sistema

M Número de entradas o número de filas de G(s)
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K Número de salidas o número de columnas de _G(s)

A Matriz de orden NxN

B Matriz de orden NxM

C Matriz de orden KxN

D Matriz de orden KxM

Kl Número de opción deseada

T$ Nombre del Problema

U1 Variable que indica si los datos han sido ingresados

03 Variable que indica si los datos ingresados

corresponden a las matrices _ A , _B, C, D de la

representación en el espacio de estado o a la matriz

C(s)

Y$ Variable auxiliar que sirve para ei titulo que se

describe en la pantalla.

R Vector cuya componente I almacena el grado del

denominador común de la fila I de C[s ) .

Gl Matriz que almacena los coeficientes de la matriz

C ( s ) . Cada fila I de G(s) se convierte en R(I) filas

en Gl . Gl tiene dimensiones (¿E1R(I), M-M). Las

columnas de G(s) se corresponden con las primeras

M columnas de Gl . La última columna de Gl guarda

los coeficientes de los denominadores comunes de

cada fila.

Y Vector cuya componente I Índica la fila donde

empezará a escribirse la fila I de G(s)en Gl.

l<2 Número de filas de Gl = [HR(I] ]

l<3 Número de columnas de Gl = M+l
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N$ Nombre del archivo de almacenamiento.

El ingreso de datos de la matriz G(s) función de

transferencia, requiere de trabajo previo por parte del operador;

puesto que deberá obtener el denominador común de cada fila y en

base a éste obtener los numeradores correspondientes a esa fila.
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2.8 PROGRAMA DE LA FORMA CONTROLABLE

El algoritmo ¡mplementado para obtener la forma

controlable de un sistema descrito en el espacio de estado se basa

esencialmente en lo descrito en la teoría de formas canónicas del

numeral 2 .5 . La lista de las principales variables utilizadas y su

respectiva descripción es la siguiente:

NOMBRE CONTENIDO

Ni Número de columnas de la matriz de controlabilídad

C1(*) Matriz de controlabilidad, matriz Gamma y Gamma

inversa.

C2(*) Matriz auxiliar para el cálculo de la matriz de

2controlabilídad. Almacena productos A_ x B^f A x B,

etc, luego se utiliza como auxiliar para determinar

independencia lineal de columnas y por último se

utiliza para calcular la matriz de transformación.

L1 (*) Vector que guarda los índices de controlabilidad.

L3 Cuenta las columnas linealmente independientes

L4 Indica el grupo de M columnas en el que se

encuentra el proceso, para identificar la columna de

_B de las cual es resultado cada columna de la matriz

de controiabilidad.

C4(*) Almacena los vectores linealmente independientes
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que constituyen la BASE para probar independencia

lineal de las siguientes columnas.

C3(*) Almacena las N columnas Mnealmente independientes.

T Matriz de transformación

Al (*) Matriz A_ en la forma controlable

B1 (*) Matriz J3 en la forma controlable

Cl (*,) Matriz _C en la forma controlable

D1(*) Matriz _D en la forma controlable

P6 Indica si existe o no forma controlable P6=1 (sí

existe] P6=2 (no existe)

E Valor que indica la precisión de los cálculos.

La figura 2.9 muestra e! diagrama de flujo del programa

para obtener la forma controlable.
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OBTENER LA
MATRIZ DE

CONTROLABILIDAD

\

SE

A S I G N A R LA MATRIZ
DE CONTROLABILIDAD

A UNA MATRIZ
A U X I L I A R EN LA CUAL
R E A L I Z A R A N OPERACIONES

ELEMENTALES

EMPEZAR CON LA
PRIMERA COLUMNA DE

LA MATRIZ DE
CONTROLABIL IDAD

\

FIG: 2.9 Diagrama de Flujo de la Forma Controlable
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¿ ES E
VECTOR DE

LA COLUMNA [CUAL
A CERO VECTOR?

¿ ES POSIBLE
O D A V 1 A E N C O N T R A R

N COLUMNAS LI?

I ES LA
PRIMERA COLUMN
QUE INGRESA AL

PROCESO?

NO EX
FORMA
CONTROLABLE

INICIALIZAR CON
ESTE VECTOR
LA MATRIZ CUYAS
COLUMNAS S E R Á N
BASE P A R A PROBAR
I N D E P E N D E N C I A
LINEAL DE LAS
SIGUIENTES COLUM-
N A S .

v

OBTENER CEROS
EN TODOS LOS
ELEMENTOS SUPERIORES
(DE LA COLUMNA EN
PROCESO) QUE SEA
POSIBLE, MEDIANTE
O P E R A C I O N E S ELEMEN-
TALES CON LOS VECTORES
COLUMNA QUE CONSTITU-
YEN LA BASE.

V

LA
COLUMNA

PROCESADA SE REDUC
A CERO ?

FIC. 2.9 Diagrama de Flujo de la Forma Controlable
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D
-—-*

\

AUMENTAR EL VECTOR
COLUMNA PROCESADO
EN LA MATRIZ CUYAS
COLUMNAS SON BASE

PARA PROBAR INDEPEN-
DENCIA LINEAL DE LAS
SIGUIENTES COLUMNAS

v

LA COLUMNA O R I G I N A L
DE LA MATRIZ DE
C O N T R O L A B I L I D A D

SE ALMACENA -EN UNA
MATRIZ QUE TENDRÁ

COLUMNAS LINEALMENTE
INDEPENDIENTES

ÚNICAMENTE, CON UN
Í N D I C E AL F INAL QUE

INDICA LA COLUMNA DE
B DE LA CUAL HA RESUL-
" TADO ESA COLUMNA

\

INCREMENTAR EN UNO
EL VALOR DEL ÍNDICE

DE CONTROLABILIDAD
CORRESPONDIENTE A

AQUELLA COLUMNA DE I

F!G: 2.9 Diagrama de Flujo de la Forma Controlable
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¿SE HA
ENCONTRADO N COC

LINEALMENTE
NDEP.?

S! CONTINUAR CON
LA SIGUIENTE
COLUMNA DE LA
MATRIZ DE
CONTROLABIL IDAD

ARREGLAR LAS
COLUMNAS PARA
FORMAR GAMMA

OBTENER
GAMMA INVERSA

\

MEDIANTE LAS FILAS
DE GAMMA INVERSA
OBTENER T, y T

A = I A I
T B

= C T
-1

\

\

F1G: 2.9 Diagrama de Flujo de la Forma Controlable
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2.9 PROGRAMA DE LA FORMA OBSERVABLE

Ai igual que en la forma controlable el algoritmo se basa

en la teoría c!e obtención de formas canónicas del numeral 2.6 como

se muestra en el diagrama.de flujo de la figura 2.10

La descripción de las principales variables utilizadas es

la siguiente:

NOMBRE CONTENIDO

NI Número de columnas de la matriz de observabílidad

C1(*) Matriz de observabilidad, matriz Gamma y luego Gamma

inversa

C2(*) Matriz auxiliar para ei cálculo de la matriz de

observabil idad y en el cálculo de columnas linea I mente

independientes.

L1(*) Almacena los Índices de observabilidad

L3 Cuenta las columnas línealmente independientes

m Indica e! grupo de K columnas en el que se encuentra el

proceso.

C4(* ) Almacena los vectores linealmente independientes que

constituyen la BASE para probar independencia lineal de

las si.guientes columnas

C3(*) Almacena las N columnas linealmente independientes.

T Matriz de transformación
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Al (*) Matriz _A en la forma observable

BU*) Matriz B_ en la forma observable

C1(* ) Matriz _C en la forma observable

Dl(*) Matriz _D en la forma observable

P6 índica si existe o no forma observable

E Valor que indica la precisión de los cálculos
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03TENCION DE LA
MATRIZ DE OBSERVABIL1DAD

OBTENCIÓN DE COLUMNAS
LINEALMENTE INDEPENDIENTES

E ÍNDICES DE
OBSERVABIL1DAD

¿ EXISTEN N
COLUMNAS LINEALMENTE"

>EPEND1ENTES

NO

ARREGLAR COLUMNAS Y
FORMAR GAMMA, LUEGO

OBTENER GAMMA INVERSA

V

V

NO EXISTJ2
FORMA OBSERVABLE

CON LAS FILAS DE GAMMA
INVERSA OBTENER T Y

LUEGO T INVERSA

~ -1
A - 1 A 1

M -i
_B = T _B
r^

C = C T

FIG: 2 .10 Programa de ¡a Forma Observable



C A P I T U L O T E R C E R O

R E A L I Z A C I Ó N Y RECONSTRUCCIÓN

3 .1 I ntroducción

3.2 Realización Mínima

3.3 Programa para Realización Mínima

3 . 4 Reconstrucción

3.5 Programa de Reconstrucción



3.1 I N T R O D U C C I Ó N

Si se tiene un sistema multivariable descrito por una

matriz función de transferencia estrictamente propia G(s ) ; es decir

G(s)—> O cuando s-^cotal que

y (s ) = G(s) u(s)

donde _y(s) es un vector K de transformadas de Laplace

de las salidas del sistema, y u_(s) es un vector m de transformadas

de Laplace de las entradas del mismo; entonces este sistema puede

ser descrito por las ecuaciones de espacio de estado de la siguiente

forma.

x. = A_ x + J3 jj

r~ v

Para que esto sea verdad debe cumplirse que:

_G(s) = _C ( s_[ - A_ r1 _B

donde C_, jA_, _B son matrices kxn, nxn y nxm

respectivamente. Se dice que la realización es mínima si la matriz A

es de orden mínimo.
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El significado del concepto de realización mínima es que

la solución es escencialmente única.

Una realización mínima es completamente controlable y

completamente observable, y con ella se obtiene el mínimo número

de i integrado res o ecuaciones diferenciales requerido para realizar

una simulación análoga o digital del sistema.

Los métodos que se utilizan para la obtención de

realizaciones mínimas consisten escencialmente en determinar una

realización no mínima _N_ que es controlable u observable pero no

necesariamente ambos. Se determina luego la parte observable o

controlable de _N, respectivamente, y esta toma el nombre de R que

es precisamente la matriz de realización mínima.

N. Munro ha desarrollado un procedimiento computaciona!

y se ha mostrado que es una aproximación más simple y eficiente a

este problema.

Para la verificación de resultados se desarrolla el tema

de Reconstrucción que consiste en la obtención de la matriz G(s) a

partir de las matrices en el espacio de estado, mediante ía fórmula:

_ G ( s ) = C (s J_ - A_ r1 _B

Se desarrol la" un algoritmo para la obtención de ( si - A ) ~

que es el problema principal en el cálculo de G(s) .



-83-

3 .2 R E A L I Z A C I Ó N MÍNIMA

Dada una matriz función de transferencia G(s) de

dimensiones kxm, que es propia, entonces _C(s ) en general está

expresada como:

_ G ( s ) = Gp(s) + D_

donde _D es una matriz constante y _Gp(s) es

estrictamente propia, es decir, _ G p ( s ] — ^ 0 cuando S-—CG.

Sea d.(s) el mínimo denominador común de la fila i de

Gp(s), y expresando Gp(s) en términos de sus filas como:

Gp(s) =

h2 j(s)

h Cs ) / dk(s)

para j=l .m

Se escriben los términos d.(s) y h..[s) como:
i 7 i j

d.(s) = s + a
r.-l

+ a

ij r.-1 ij r.-2

r.~l s + hr.-2 s



Entonces, una matriz de sistema en la forma de espacio

de estado que surge de C[s) es:

si - A- O ... O
r1 1

P(s) =

si - A- ... 0r 2 i 2

O

"c"

0 ... si - A.

-C0 . . . -C. ' D
2 k i

En donde los A. son matrices companion

A¡ =

1 O ... O -a

-a

O O ... 1 -a

r.-2

r.-l

B, =

í2

r.-l" ' * r.-l
i i
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c;

donde e. es la ¡ésima columna de I.
i -k

La matriz del sistema _P(s) que ha sido obtenida describe

una realización observable N del sistema descrito por C ( s ) .

A manera de ejemplo considérese la matriz función de

transferencia C(s) estrictamente propia dada por:

C(s ) =

C s + 1 } - (s+IHs+2)

s+3

(s+2)
2

Una vez obtenido el denominador común en cada fila, la

matriz función de transferencia que resulta es:

G(s} =

s+2 s+1

(s+1 ) ( s+2 )

s+2 (s+3)(s+1)

(s+1)(s+2)2 (s+1)(s+2)2

En esta matriz pueden identificarse los coeficientes de

c l - C s ) ,



2 2(s+1) (s-f-2) = s + 4s" + 5s + 2

h1 2(s)=

h 2 1 ( s )=

(s+1) [s+2)

s+2

s+1

2 3 2
= s + 5s + 8s

s+2

2
+ 4s + 3

A partir de esto pueden identificarse los parámetros:

La matriz del sistema que surge de G(s) es:

P(s) =

si - A

~2

donde

0 0 - 2

1 0 -5

0 1 -4

; A2 =

0 0 - 4

1 0 -8

0 1 -5
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Luego de asignar los valores correspondientes, P(s)

sera:

P(s) =

s

-1

0

0

0

0

0

0

0

s

-1

0

0

0

0

0

2 j 0
i

5 1 0
l

s+4 1 0
L _
i

0 ' s

0 |-1

1
0 j 0

~T
-1 [ 0

11
0 1 0

0

0

0

0

s

-1

0

0

0

0

0

1
4

8

sH-5

0

-1

2

1

0

2

1

0

0

0

1

1

0

3

4

1

0

0

Cuando la matriz _ _ P ( s ) , está dada en la forma de espacio

de estado:

P(s) -

si
—n

- C

- A

D

la aplicación del algoritmo descrito por Rosenbrock que

se detalla en el numeral 3,3 reduce P(s] a:

~ -21

<*., n-o¿

n-<*

oc,k

-£2



io cual se iogra generando tantas filas como sea posible

en s! - A , B que tengan como su último elemento una constante
- n — — M ^

diferente de cero y que posean solamente elementos iguales a cero

antes de estos elementos en la misma columna.

Puesto que _ P j ( s ) -es sistema similar a £(s) , éste surge

de la misma función de transferencia que _P(s) ; es decir:

G ( s ) =

De esta manera, quitando las filas y columnas de P¿ (s)

correspondientes a la dimensión de /^ ; es decir, filas 1 a o(, y

columnas 1 a QL ; se obtiene

D

que realiza la misma matriz función de transferencia C_(s) que

P(s ) .

Sí e! procedimiento descrito anteriormente se lleva en un

computador digital, entonces, puesto que si y D no son alteradost i ~~~

por el algoritmo, se puede usar una representación más simple

llamada:



A

C O

donde _N_ es la realización observable no-mínima. E! bloque A

representa las matrices companion _A. , el bloque _B representa las

matrices 8., y el bloque C representa las matrices C..

La matriz reducida obtenida después de la aplicación del

algoritmo es _R,f la realización mínima requerida.
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3.3 PROGRAMA DE REAL IZACIÓN MÍNIMA

El corazón del programa radica en e! algoritmo para la

obtención de la forma controlable a partir de la matriz N que

describe un sistema que es completamente observable pero no

necesariamente completamente controlable, la cual se obtiene

mediante operaciones elementales de filas y columnas y asi se llega

a la realización mínima deseada.

En la matriz N que ha sido ensamblada a partir de G(s)

se identifican las matrices A, B, C,

A_

C O

El algoritmo empieza tomando como elemento pivote el

último elemento de la última columna en la matriz [ _A ¡ B] . A partir

de este se realizan las siguientes operaciones:

i) Obtener ceros sobre el elemento pivote mediante operaciones

elementales ( multiplicar una fila por una constante y sumar

a otra fila) .

iij Cada vez que se realice una operación elemental en las filas

deberá hacerse la operación inversa con las columnas.

Ejemplo: FILA 2 = FILA 2 - 5 * FILA 3

COL 3 = COL 3 + 5 * COL 2 (OPERACIÓN INVERSA)



-91-

ii¡) Debido a que [ .A ¡ J3 ] no es una matriz cuadrada, e! proceso

deberá terminar cuando el índice de las filas sea igual al

número de filas n.

¡v) En e! caso que el pivote sea cero, se busca en los elementos

sobre el pivote aquel que sea mayor y se realiza un

intercambio de filas entre la fila del elemento mayor y la fila

del elemento pivote. Seguidamente se debe realizar la

operación inversa en las columnas (intercambiar columnas).

Ejemplo: FILA 4 = FILA DEL PIVOTE

FILA 2 = FILA DEL ELEMENTO MAYOR

FILA 4^ FILA 2 (<s^ = INTERCAMBIAR CON)

COL 4«->COL 2

v) Si cualquier fila linealmente dependiente es determinada

durante este proceso, entonces e! elemento pivote y todos los

elementos sobre éste en la misma columna serán cero. En este

caso deberá incrementarse el índice de la columna pero no el

índice de la fila. Este último modo de operación se adoptará

cuando sea necesario hasta que los índices difieran en el

número de columnas de _B en cuyo caso el algoritmo terminará.

vi) La diferencia entre el número de filas de [ A ¡ B ] y el valor

del índice de la fila indicará el número de filas y columnas

que deben ser removidas en la descripción final de N_ para
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formar la matriz de realización mínima requerida.

Las variables utilizadas en el programa de realización

mínima y su descripción es la siguiente:

NOMBRE CONTENIDO

N1(*) Matriz de realización no mínima observable para empezar

cálculo de Realización Mínima.

Y(* ) Matriz que almacena la fila de NI donde empiezan los

elementos de cada fila de C_(s) Ej.

Y(2) =3 significa que los elementos de la fila 2 de G(s)

empiezan en la fila 3 de Ni.

K2 Número de filas de la matriz [ _A_, ' _B_ ] que ha sido

obtenido como el sumatorio de los grados de los

denominadores comunes de cada fila.

K Número de filas de G_(s)

M Número de columnas de _ G ( s )

13 índice de filas

J3 índice de columnas

Z Número de columnas línealrnente dependientes detectadas

en el proceso.

MI Auxil iar para determinar el elemento mayor

R Auxil iar para almacenar la fila del elemento mayor

X Auxiliar para intercambio cíe filas y columnas

04 Auxiliar para almacenamiento en archivo de resultados
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\

LEER G(s)

\

A PARTIR DE _C[s )
FORMAR LA MATRIZ _N

QUE DESCRIBE UN SISTEMA
COMPLETAMENTE

OBSERVABLE PERO NO
NECESARIAMENTE CONTROLABLE

V

A P L I C A R O P E R A C I O N E S
ELEMENTALES EN FILAS Y
COLUMNAS P A R A LLEGAR A
LA FORMA COMPLETAMENTE

CONTROLABLE

IDENTIF ICAR LA MATRIZ R
DE REALIZACIÓN MÍNIMA
(REMOCIÓN DE FILAS Y

COLUMNAS)

IDENTIFICAR

A- £' .C

\

FIG: 3.1 Programa de Realización Mínima
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Para el ejemplo dado'en el numeral 3.2 la representación

_N_ estará dada por:

obtiene

N =

i
0 0 - 2

1 0 -5

0 1 ~4

0 0 0

0 0 0

0 0 0 1
1

o o o 1
1

0 0 0 j

0 0 -4 '
1

1 0 -8 j

0 0 0 0 1 - 5 ¡
. L . L,

0 0 1

0 0 0

0 0 0 ¡
1

0 0 1 ¡

Aplicando operaciones elementales en

0 -2 1 0
1

1 -3 1 0

0 1 1-1
1

0 0 j 0

0 0 ¡ 0

0 0 ¡ 0

0 0 ' 1

0 0 ! 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

-2 1 1

1 -2 -1

0 1 -1

1 0 0

0 0 1

0

0

0

0

1

0

0

0

2 1

1 1

0 0

2 3

1 4

0 1

0 0

0 0

filas y columnas se

0

0

0

0

0

1

0

0

La partición muestra las filas y columnas que deben ser

removidas para llegar a la realización mínima donde:
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C =

- 1 1 0 0

0 - 2 1 1

0 1 - 2 - 1

0 0 1 - 1

0 O

o o

1 O

O 1

1 1 0 0

0 0 0 1
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3.1 RECONSTRUCCIÓN

La reconstrucción consiste en determinar la matriz fun

ción de transferencia correspondiente a una descripción en ei espa

cio de estado mediante la utilización de la ecuación 1.3.

C(s) = C ( s I - A ) 1 B

El problema principal para calcular la matriz función de

transferencia estriba en la inversión de la matriz:

puesto que es una matriz cuyos elementos de la diagonal

son función de la variable compleja s, por ¡o que requiere de un

tratamiento especial.

Un algoritmo que se usa mucho para realizar ei cómputo

de la matriz inversa mencionada fue obtenido por Fadeev.

Este algoritmo calcula los coeficientes de la matriz

adjunta de (sj_ - _A ) que se expresa como:

adj (si - A) = R/1"1* R-, s~2+...+ R Os + R ,
u i r\~~¿. n~ i

donde Rn = I

y simultáneamente calcula los coeficientes del polinomio

característico:

b(s] = det (si - A) = s n + b _ , s n ~ 1 - K . . + b , s + b
— — 1 n-1 n

donde "b = l .
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Este algoritmo se basa en el hecho de que la traza de la

adjunta de ( s_[ - _A ) es igual a la derivada del polinomio

característico b(s) , es decir:

tr [ adj ( sj_- A ) ] = b'(s)

tr [ Rk ] = ( n-k) bk

Los coeficientes matriciales _R, y los coeficientes

escalares b, están dados en forma recursiva mediante
k

; k = 1 , n

A R , ,
— — K~" I

b ,, i ; k = 1 , n
l\

Es interesante notar que _R_ = O, lo cual puede usarse

como un chequeo computacional de la precisión del método, aunque

este algoritmo es usualmente considerado como satisfactorio

numéricamente.

Para el ejemplo descrito en el numeral 3 . 2 y cuya

realización mínima fue obtenida en el numeral 3.3 tenemos:

A

C

-1 1

0 -2

0 1

0 0

1 1

0 0

0 0

1 1

-2 -1

1 -1

0 0

0 1

B

_D

0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0
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Apilcando el algoritmo de reconstrucción cuyo diagrama

de flujo se muestra en la fíg. 3.2 se obtiene:

G ( s ) _

4 3 2
s +6s -H3s

s" 4- ¿ÍS + 4

s + 3s + 2

s + 3s + 2

s + 5s -K7s +3

de aquí

G(s)

(s+1)2 (s+2)2

(s+2)'

(s+2Hs+1) Cs+1) Cs+3)

Realizadas las simplificaciones:

C(s )

Cs+Dís+2)

s+3

(s+2)'

que es precisamente la misma función de transferencia de la que

habíamos partido en e! numeral 3.2
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3.5 PROGRAMA DE RECONSTRUCCIÓN

El programa de reconstrucción se basa en lo descrito en

el numeral 3 .4 y se ha i mp I ementa do de tal forma que se obtenga

solo la parte estrictamente propia de la matriz G_(s ] . Para obtener

la función de transferencia total bastará con sumar dos matrices

puesto que:

G(s) = G i s ) + D

—1
donde C (s) - C( si - A) B es la matriz obtenida enp — •

este programa.

El diagrama de flujo del programa de Reconstrucción se

muestra en la figura 3.2. La lista de variables utilizadas y su

descripción es la siguiente:

NOMBRE CONTENIDO

Cl(* ) Almacena todos los coeficientes de los polinomios de G(s)

en M grupos de N columnas.

C2(*) Almacena los valores actualizados de R,

C3(*) Auxiliar en e! cálculo de C* ( sj_ - _A) - 1* J3

C4(*) Almacena los coeficientes de un grado determinado de los

—i
polinomios numeradores de ( sj_ - _ A )

V2(*) Vector que almacena los coeficientes del polinomio

característico.

Gl (*) Matriz que almacena _G(s) de tal forma que puede

ingresarse como dato al programa de Realización Mínima.
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LEER:
N,M,K

A, B, C, D

R =o

k = 1 a N

CALCULAR CR. ,B YK— I

UB ICAR ESTOS VALORES EN
LA MATRIZ D I M E N S I O N A D A

PARA C( si - A)"1 B

b, • 1 tr A R. _— —k-1

R, = A R. - - b,—k k-1 k

i _ _ , • . i

FIG. 3.2 Programa de Reconstrucción
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C A P I T U L O C U A R T O

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

4.1 Resultados

4.2 Conclusiones
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¿í.l RESULTADOS

Con el objeto de ilustrar y probar la eficiencia de los

programas desarrollados para la obtención de formas controlables,

formas observables y Realización Mínima, en este numeral se

presentan algunos ejemplos para e! efecto.

Ejemplo 1: ( ver pags. 1 1 8, 11 9 3 1 20, 1 Hl , 1 2H, 1

Corresponde a un sistema de quinto orden, con 3

entradas y 2 salidas y cuyas ecuaciones en e! espacio de estado

son:

x =

1

0

0

0

0

-1

-1

0

0

0

0

1

0

0

0

2

0

0

—2

0

1

— 1

T

0

2

x +

3

1

0

_i

-1

2

0

1

1

0

-1

-2

0

0

1

y =

2 0 4 0 7

0 1 0 3 0 x

Se desea obtener las formas canónicas de Luemberger

(forma controlable y observable) y determinar los índices de

controlabilidad y observabilidad. Además, se desea verificar en los

resultados, las formas particionadas expuestas en la teoría.
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En los resultados obtenidos se puede observar la forma

particionada de ias matrices _A y _B; asi:

A A A A
91 99 /J.?~3

- ¿. I ¿ ¿- ¿.-J

—31 —32 —33

An
o i

5.064 -0.6
-22

O

1.390 1.440
-33"

-0.840

Estas matrices están en la forma companion con

dimensiones u. x u. en donde u. = i-ésimo índice de controlabüidad;

además

A
12

A

A

21

31

O O

-2.776 1 .400

t—

O O

-2.546 -2.16

O

A
13-

A

tienen la forma
A.. =

x x

O

-0 .568

O

0 , 2 6 7

0.1* O

con dimensiones u. * u.
i J

u. = j-ésimo índice de controlabüidad

La matriz J3 obtenida también tiene la forma especificada
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donde las dimensiones de B. son u. x m—i i

donde: u. = i-ésimo índice de controlabilidad
i

m = número de entradas del sistema

entonces:

0 0 0

1 O -0.8

0 0 0

O 1 -0.:

O O 1

O . ..1 .x..x

que tienen la forma

columna i

Además, se puede ver claramente la forma particionada

de las matrices _A y _C en los resultados de la forma observable;

asi:
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-11 -12

A

A
21

donde cada bloque diagonal A., tiene dimensiones u. x u.

( u. = i-ésímo índice de observabilidad de! sistema).

Luego:

A 22

0 O -37.204

1 O - 2 . 2 8 0

O 1 - 1 .529

O 4.941

1 1 .529

Las matrices diagonales tienen la forma companion,

Las matrices fuera de la diagonal tienen la forma

A.. =
'J

I x
l x
i
i
i x
! x

con dimensiones u. x u.

(u. = j-ésimo índice de observabilidad)
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Así tenemos que para nuestro ejemplo, las matrices A_ y

A son:-—-¿ \ 2

21

O 67.765

O 4 2 . 1 1 8 ; A

O O

con la forma especificada.

La matiz C obtenida también es particionada

C = [ C- CL ] donde cada bloque C.— —1 —2 l i

tendrá dimensiones k x u. donde:

k = número de salidas

u. = i-ésimo índice de observabilidad
i

cada bloque C. deberá tener la forma:

O O -2.713

O O 0 .621

con

C.

O

1

x

para j

para j

para j

j = índice de la fila i = índice de la partición
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En el ejemplo;

c =
1

-2 =

0

0

0

0

0 1

0 -3.82

0

1

^- ] = i (i = i)

i •— ; i") ~-y 1 "I< J > I l/ 7 i J

-*- i^ i ; (i <= 2)

-*— i = ¡ ; (2= 2)

Ejemplo 2.- (ver pags. 1^^,125,126,127,128,129 )

Corresponde a un sistema de tercer orden con 2 entradas

y 2 salidas para el cual se desea obtener las formas controlable y

observable y determinar la matriz de transformación T; además se

desea obtener la matriz función de transferencia para realizar

posteriormente (ver ejemplo 6) el programa de Realización Mínima.

El sistema está descrito mediante las ecuaciones:

x =

y_ =

2 - 1 3

0 2 2

3 4 - 3

1 -1 0

2 0 1

x +

2 -1

3 -4

2 5

X
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,x

El sistema descrito por las ecuaciones dadas es

completamente controlable y observable; por lo tanto, la función de

transferencia G_(s) no puede reconstruirse a partir de un sistema

de menor orden como se demuestra posteriormente en el ejemplo 6.

Ejemplo 3.- ( ver pags. 130, 131 ,.132,133, 13** )

Considérese el sistema de cuarto orden con 2 entradas y

2 salidas descrito por las ecuaciones:

x

0

1

0

0

- 3 0 0

- 4 0 0

0 0 - 1

0 1 -2

x +

3 2

1 2

1 "i

1 1

Y. = i o o

O O 1

x

Se desea obtener las formas controlable y observable con

sus respectivos índices de controlabilidad y observabilidad; también

se desea la matriz .función de transferencia para realizar

posteriormente (ver ejemplo 7) el programa de Realización Mínima

De los resultados se desprende que existe al menos un
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estado que no es controlable. Esto significa que !a función de

transferencia que se obtiene puede reconstruirse a partir de un

sistema de menor orden; lo cual será demostrado en el ejemplo 7.

Ejemplo 4 . - ( ver pags. 135:136,137,138,139,1^0,141,1^2

Dada la descripción de un sistema mediante la matriz

función de transferencia.

G(s) -

1 1

(s+lHs+2)

5+3

s+2

s3+4s2+5s+2

s+2

S-H

Se desea obtener la descripción en el espacio de estado

que tenga el mínimo orden y sea completamente controlable y

observable; lo cual se desea demostrar, obteniendo las formas

controlable y observable, además se desea comprobar que la

reconstrucción del sistema con las matrices A, B, C, D que

resultan, culmina en la función de transferencia original.

Para este ejemplo, la matriz N que es completamente

observable pero no necesariamente controlable, sobre la cual se
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aplica el algoritmo para remover filas y columnas es:

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

—9 *

1
-51

i
1

i— — i —

1 0
1

1 1
1

! o
i

1 1 0

0 1 0

0

0 -4

0 -8

1 -5

0 0

0 1

2

1

0

2

1

0

0

0

1

1

0

3

1

1

0

0

La matriz N final es:

0 -2

1 -3

0 1

0

0 0

0 0

0 0

0 0

-1 1

0 -2

0 1

0 0

1 1

0 0

0

0

0

1

~7

1

0

0

0

0

0

1

-1

-1

0

1

0 0

0 0

0 0

0 0

\

0 4'

0

Donde se identifica que el número de filas y columnas

removidas es 2; también las matrices A, B, C, D resultantes son:
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A

C

D

-1 1 ' 0 0

0 - 2 1 1

0 1 - 2 - 1

0 0 1 - 1

_ —

0 0

0 0

1 0

0 1

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0

0 0

En los resultados, se observa además que e! sistema

descrito por las matrices de espacio estado A_, B_f _C, _D obtenidas,

es completamente controlable y observable. Además, el programa de

reconstrucción determina que:

C(s) =

4 3 2
s +6s +13s +12S+4

s +3s+2

s +3s+2

s3-i-5s2+7s+3



de donde:

C(s)

Cs+1]2 (s+2]2

GCs) =
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(s+2)'

(s+1)'

(s+1)(s+2)

(s+1)(s+2)

(s+1)2(s+3)

(s+1)(s+2)

s+3

Cs+2) '

que es precisamente la matriz función de transferencia original por

tanto se concluye que los resultados de! programa de Realización

Mínima son correctos.

Ejemplos.- ( ver pags. I¿f3> 1 W-j , 1 V? )

Corresponde a una matriz función de transferencia de

dimensiones 3x4, la cual es tomada como ejemplo para comprobar los

resultados obtenidos por N.Munro (referencia bibliográfica # 6 ) en

el programa de Realización Mínima.
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G(S;=

3(s+3)(s+5)
(s+1)(s+2)(s+í l)

2
(s+3) (s+5)

2(s2+7s+18)
(s+1 )(s+3) (s+5)

6 (s+1)
(s+2)(s+4)

1
(s+3)

- 2s
(s+1) (s+3)

2s+7
(s+3)(s+4)

2 (s+5)
(s+1)(s+2)(s+3

1
(s+3)

2 s+5
(s+2)(s+3)

8(s+2)
) (s+1) (s+3) (s+5)

2(5s+17)(s+2)
(s+1 ) (s+3)(s+5)

La matriz M que describe un sistema completamente

observable pero no necesariamente completamente controlable es:

N =

0 0 0 -24 I
I

i o o -50 |

0 1 0 -35 i °
j

0 0 1 - 1 0 |

I
i o o o -30

0 j 1 0 0 -61

1 0 1 0 -41

i 0 0 1 -11
, , _ I __ „1

1

0 j 0

!
1

0 0 0 1 1 0 0 0 0
1

0 0 0 0 I 0 0 0 1

ooo o ! o o o o

0

0

r~
o o -15

1 0 -23

0 1 - g

0 0 0

0 0 0

0 0 1

135

117

33

3

*í

6

2

0

36

1¿í
2

18'

kz
30

6

10

17

8

1

0

-10

_n

IV

25

13

2

50

20

2

0

5

6

1

0

'~2Q^

33

15

2

32

32

8

0

68

54

10
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La matriz N original que describe el sistema tiene

dimensiones 14x15. Luego del algoritmo de operaciones elementales

en filas y columnas se obtiene que pueden removerse dos filas y

dos columnas y se Mega a la descripción final en el espacio de

estado que se muestra como resultado.

Los resultados obtenidos fueron verificados como en el

ejemplo 4 mediante los programas de la forma controlable, forma

observable y reconstrucción.

Ejemplo 6.- (ver pags. 1^8,1^9,150,151,152,153)

Dada la descripción del sistema del ejemplo 2 mediante

matriz función de transferencia, se desea obtener la Realización

Mínima para realizar comparaciones de las descripciones en el

espacio de estado.

La matriz función de transferencia para el ejemplo 2 (ver

resultados de ejemplo 2) , es:

Gts) -

-s -2s+24

3 2
s -s-255+52

6s +205-71

3 2
s -s -25s+52

3s +12s-96

53-s2-25s+52

3s -3s+54

3 2s -s -255+52
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La cual se obtiene de:

_G(s ) = £( s l_ - _A ) ~1j3 + _D

Debido a que el sistema descrito por las ecuaciones en el

espacio de estado en el ejemplo 2 es completamente controlable y

completamente observable, resulta que aquella descripción tiene el

mismo orden que la descripción obtenida mediante el programa de

Realización Mínima.

Se han desarrollado también las formas canónicas

(controlable y observable) a partir de los resultados de Realización

Mínima. Si se comparan estas formas canónicas con las obtenidas

para el ejemplo 2 se observa que son las mismas con lo cual se

prueba que las formas canónicas son únicas.

Ejemplo 7.- ( ver pags. l5¿f, 1 55, 1 56,157,1 583 1 59 )

Dada la descripción del sistema del ejemplo 3 mediante

matriz función de transferencia, se desea obtener la Realización

Mínima para realizar comparaciones de las descripciones en el

espacio de estado.

La matriz función de transferencia para el ejemplo 3 es

(ver resultados de ejemplo 3).
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C(s) =

s3+5s2+7s+3

s3+5s2+7s+3

s4+6s3+12s2-HOs+3

2s3+6s2+6s+2

s4+6s3+12s5-HOs+3

s3+5s2+7s+3

s4+6s3-H2s2-HOs+3

Se concluye que la descripción mediante matriz función

de transferencia obtenida en eí ejemplo 3 (sistema de cuarto

orden), puede ser reconstruida a partir de un sistema de menor

orden, el cual es completamente controlable y observable.

Ejemplo 8.- (ver pags. l 60,16l 3 1 62,1 63,16¿f } 1 65 ,.166)

Considérese el sistema físico masa-resorte de la figura

4.1 .

/
X
/

X

f2( t)

Kl
-w — "1

0 0

K2
M2

O O

K3
w

\: ¿í.1. Sistema físico masa-resorte
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Cuya descripción en 'el espacio de estado (obtenida en el

capítulo 1) en forma matricial es:

x •=

_

-

0 0

0 0

K +!< K
¿. \

M1 MI

K2 K2+K1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

X +

0 0

0 0

1 0

0 1\J 1

X

Si además: KI = 10; K2 = 5; M = 1; M = 1, determinar la

forma controlable y la forma observable con sus índices respectivos

de controlabilidad y observabilidad.
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ESCUKLA POLITÉCNICA NACIONAL FECHAi U> DF JULIO DE Í985

FACULTAD DE INGENIERÍA ELÉCTRICA

DEPARTAMENTO OE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIS DE GRADO DE VÍCTOR G. PROAHff R.~ Í9BS

m DATQH DEL PROBLEMA m

NOMBRE ¡ EJEi * IJE ENTRADAS = 3

* DE SALIDAS = ?.

ORDEN DEL SISTEMAD 5

HATRI7 «Att

FILA i
UfiO -í ,011(1 (IJflO 2 ,000 i , 0 0 0

FILA Z
0,000 -i.OflO 1,000 0.000 -i.OQG

FILA 3
D . D D O 0.000 0,000 0 , 0 0 0 i . O Q O

FILA 4
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 O J O O -2 ,000 0 . 0 0 0

FILA S

0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 2 , 0 * 0

FILA í
Í . O P O 2 , 0 0 0 - J . O f l O

FILA 2
i , 0 0 0 0 , 0 0 0 ? J O O

FILA 3
0 , 0 0 0 i , 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 4
-i .000 i . D Q D 0 , 0 0 0

FILA S
-i ,000 0 . 0 0 0 i , 010
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HATRU **Ctt

FILA i
2.00B 0 ,000 4 . A Q O 0 .000 7,000

FILA 2
0 , 0 0 0 1 ,000 0,8011 3 , 0 0 0 0 , 0 0 0

fiíYÍRIZ ttDtt

FILA i
0 , 0 ( 1 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 &

FILA ?.
0 , 0 0 0 . fl.BOO . 0 ,060

****** PRESENTACIÓN ÍÍE RESULTADOS DE LA FHRHA CONTROLABLE******

MATRIZ mU

FILA í

0,200 0,000 -,800 0,400 0,200

FILA 2
1,208 -.200 0,000 -.400 -,200

FILA 3
Q.S2& -.200 -1,480 0,440 0,920

FILA 4
Q,5?0 -.320 -.200 0,160 1,080

FILA 5

- ,040 0 , 4 0 0 - .040 O . i ? 0 8 , U Q

MATRIZ m INVERSA**

FILA 1
0 , ? 0 0

FILA 2

-.800 0 , 4 0 0 0 , 2 0 0

.400 -.200

FILA
1,520 - , ? Q O -1,488 0 ,440 0,920
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HATR1Z UT INVERSA»

FILA i
0.478 O.Í32 0,7í-v5 -8.Í6R "5,029

FILA ?.

0,199 -.397 Mi?, -i .544 4 ,088-

F U Á 3
-,2i3 -.915 -,ü?.9 3 ,503 0,559

FILA 4
-.066 0.132 -.265 0,515 -1,829

FILA 5
-,ÍIJ5 -.829 -.657 ' O.S59 Í .Ü8

***** FORMA OBSERVABLE *****

HATRU **A*t

FILA i
0 , 0 8 0 - . 000 -?7,2fi4 ( 1 , 0 0 0 67.765

FILA 2
1JOO 0 , 0 0 0 ~2,2BO 0 , 0 0 0 42,118

FILA 3
- .000 L O O B -i,529 0 , 0 0 0 O , O S O

FILA 4
.0 4.941

FILA S
-.000 O . Q O f l 0.621 i , 0 0 0 1,529

HATRU t*B**

FILA i
33,471 -226,706 -89,941

FILA 2
-21,529 20,235 21,647



- H

F1LA 3
-1 ,000 8 . 0 B Q 5,0011

FILA 4
2.6Í8 -it.176 -6,735

F I L A 5
-2,382 6,059 3,912

MATRIZ t tC í*

FILA I
-.000 t i .000 i . f l f l d

FILA 2
0 , 0 5 5 0 , 0 0 0 -.38?.

MATRIZ «DÍ*

FILA 2

-123-

*tt ÍNDICES DE nB8F.RUABII.IDAD

U* a INBICF. DE OBñERUABIi.IDAD DEL SISTEMA ES i 3 *«



ESCUEU POLITÉCNICA NACIONAL

FACULTAD DE INGENIERÍA ELÉCTRICA .

DEPARTAMENTO DE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIS 3)E GRADO DE VÍCTOR P, PRQAW R . ™ Í98S

FECHA; U DK JIUO DE

tt* DATOS DEL PROBLEMA ***

NOMBRE : F..JE? * DE ENTRADAS = 2

t DE SALIDAS = ?.

ORDEN DEL SISTEMAD

MATR17. **A*t

FILA i
2 , 0 0 0 -i, 0 0 0

FILA 2
O . O D Q 2,11(10

FÍI.A
"¿,0 80 4 , 0 0 0

KATRII t tBt t

FILA i
2 , 0 0 ( 1

FILA ?.

FILA 3
2 , 0 0 0 5 , 0 0 0

HATRIZ ttW*

FILA i
1 , 0 0 0

FILA ?.

-i, 1 ,000

I . O Í O
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HATR1Z

FILA í

FILA

\W PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA FORMA CONTROI.ABI.EWtt**

***tt FORMA CONTROLABLE

HATRU ttftí*

FILA I
0 , 0 0 0 i .000 Q . O I Ü

FILA 2
-186.52? -14.053 -310,488

FILA 3
?,2ii - . 0 0 0 15,053

HATRH

FILA í
0 , 0 0 0 MÜB

FILA 2
i .000 -28.263

ÍILA 3
0 , 0 0 0 i . B O O

MATRIZ t tCt*

FILA í
-Í7.G53 - i . O D O -25.263

FILA ?.
110,316 MQO 172.57?
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I jj FILA 2

, . • - i ,000 3,000

FILA 3
5 , 0 0 0 6 , 0 0 0

KATRJZ t tCtt

FILA 1
0,0(10 i. 000 0 , 0 6 0

FILA 2
0,0(10 -i , 0 0 0 L . Q I D

HñTRU WDtt

FILA i
O . O O D 0 , (

FILA 2

ÍNDICES DE OBSFRVABJLIDAP tt*

*tt a ÍNDICE l)F. OBÍÍERUABíLlfiAí) DF.L SISTKHA ES í ?,



W RECONSTRUCCIÓN DEI. PROBLEMA —EJE?.— ***

O DE FILAS Di7. Gís}= R

HHHFRD DE COLUMNAS HE G(s)* 2

m MATRIZ G(s) W

FILA i ORDEN 3 .

DENOMINADOR COMUN ¡

GRADO O ' * ' 5?.

GRADO í = -2S

GRADO ? = --i

GRADO 3 = i

*** NUMERADORES W

COLUMNA i W Hí i , i ) ttt

GRADO O = 24

GRADO i = -2

GRAPD ?. = -i

COLUMNA 2 tt* Mí 1 , 2 ) m

f) = -96

GRADO i = ií

GRADO 2 = 3

FILA 2 ORDFH 3

DOTÜNADGR COHUH i

GRADO O



GRADO i

GRAPO 2

GRADO 3

-25

"i.

-129-

W HUHERADORES ítt

COÜÍHNA í w Ht a , t ) m

GRADO O =--71

GRABO i = 20

GRADO ?. =. 6

COLUHHA ?. 'tu H( -Z , Z ) *tt

GRAOO O = -S4

GRADO i = -3

GRADO 2 = 3
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ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL

FACULTAD DE INGFWERIA ELÉCTRICA

DEPARTAMENTO DE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIS DE GRADO DE VÍCTOR G. PROANÜ R,~- Í9B?

FECHA; 17 DF JULIO DE Í98S

m DATO DE!. PROBLEMA

HOMBRE; \S 4 DE ENTRADAS = 2

í DE SALIDAS = ?.

ORDEN DEL 81STEHA=

«ATRIZ «Att

FILA i
0 , 0 5 0

FILA ?.
í .ooo

FILA í

FILA 4
0 , 0 0 0 0 . 0 0 0

MATRIZ t tBt t

FILA í
3,000

FILA 2
í,000

FILA 3
i,000

FILA 4
i,000

i , 000
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MATRIZ »C*t

FXI.A i
0 , 0 0 0 L O D O 0 , 0 0 ( 1 Q , f

FILA a
Q , Q M f i , t l dO Q . O Q D i.í

MATRIZ

FILA i

FILA 2

t t*m PRESEHTACIOK DE RESULTAROS DE LA FORMA CQHTROl.ABI.Emm

FL SISTEMA ttt EJFÍ ttt HO TIENE FORKA CONTROLABLE

«* PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA FORHA OBSERVABLE

«tí* FORHA OBSERVABLE Wtt*

HATÍÍI7. **A*t

FILA I
0 . 0 0 0 -3,1
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FILA 2
i . O O O - 4 , 0 0 0 O . f i O í l O ,

FILA 3
0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 -i,

FILA 4
0 , 0 0 0 MOO i . Q O G ~2

HATÍOZ tm*

FILA i
3 ,008 2 ,000

FILA 2
i ,00(l 2,000

FILA 3
L O B O i . o o o

FILA 4
1 , 0 0 0 i, 001

FILA 1
0 , 0 0 0 1 ,000 O . O O D 0 , 0 0 0

FILA 2
D . O O O 0 , 0 ( 1 0 0 , 0 0 0 i . G O Q

HATRIZ **D**

FILA í
0 ,000 0,000

FILA 2
0 . 0 0 0 0 , 0 0 0

Ut ÍNDICES DE OBSHRVABILIDAD

? .-

EL JNPICE DE OBSERVABILIPAD DEL S7STFHA FS i e *tt



I I r? u.
1

t-f U
J i u
:

C
kl

C
-J II

C
tí <r 3
:

»—
'

a
c

en U
J

c
t:

C
D

C
Í!

-<
£

ta
c

**
•

-*
*•

cr -x
c= <c



-13V-

FILA 2 ORDEH 4

DENOMINADOR COMÚN ¡

GRADO O

GRADO I

GRADO ?

GRADO 3

GRADO 4

- id

= S?.

= i

tU HUHFRftüORES W

COÜiHNA i m Ni 2 , i } U*

GRADO l) = 3

GRADO i * 7

GRADO 2 = S

GRADO 3 = i

COLUMNA 2 ttt N( 2 , 2 ) tt*

GRADO O

G R A D O i

GRADO ?.

GRADO 3

— "7

•— C

— í



ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL FECHA; 17 DF JUÜO DE

FACULTAD DE INGENIERÍA ELEC-TRICA

DEPARTAMENTO DE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIS DE GRADO DE VÍCTOR G, PRQAHÜ R,~ 1985

«* DATOS DEL PROBLEMA

NOMBRE ! EJE4 HUHF.RO DE FILAS DE G(s )= 2

NUMERO DE COLUMNAS PE G(s)= 2

*** HATRIZ G(5) m-

FILA í ORDEN 3

DENOMINADOR COMÚN ¡

GRADO O = ?.

QRADO i = 5

GRADO ?. = 4

GRADO 3 = í

*** NUMERADORES m

COLUMNA í m N Í i , í

GRADO 9 = 2

GRADO I = í

GRADO 2 = O

COLUMNA ?. *« NC i , 2

GRADO El = 1

GRADO i = i
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GRADO ? = O

FJU e

DENOMINADOR COMÚN \O O

i

GRADO ?. - 5

ORADO 3

KÜHF.RADOREB ttt

COLUMNA i m Ni 2 , i )

O = 2

GRADO i = i

GRADO 2 = O

COI.UHMft 2 ítt N( ? , 2

GRADO (! = 3

GRADO i = 4

QRAOO ?. = I

W PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA REALIZACIÓN HJfíIMA ttt

HATRH ttft**

FILA i
-i.000 1 ,000 0 , 0 0 0 0 , 0 0 8

TILA 2
1 . 0 0 0 -2 .000 i . O O f l 1 , 000
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FILA 3
0 , 0 0 0 i .000 -2.00G -1,000

-FILA A
0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 i , 0 0 0 -1,000

KATIUZ ttBtt

FILA i

FILA ?.
; o.ooíi

i FILA 1
* i . O O C

FILA 4
0 , 0 0 0 í . O O l

KATRI7 ttCtt

FILA i
i , 0 0 0 i , 0 0 0 0 , 0 0 0 O ,

FILA 2

0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 i ,

MATRIZ »D**

FILA í
0 . 0 0 0 Q . t

FILA ?.
0 . 0 0 0 0 , (

PRRSEHTACION DE RF.SUI.TAOOS DE LA FORhA CONTROLASUWttt»

tt«* FORHA CONTROLABLE ttttt

HATR17.

FILA i
0,000 i .(100 O . O O D 0 ,000



•138-

F I L A ?.
1 , 0 0 0 0 . 0 0 0 1 , 0 0 0

FILA 3
-2 ,000 - 5 , B O U -4.850 -i,

FILA 4
0 , 0 0 0 0 ,000 0 , 0 0 0 -2,

HATRíZ WBW

FILA í

FILA

FILA 3
1 , 0 0 0 1 ,000

FILA 4
0 , 0 0 0 1,000

MATRIZ

FILA I
2 ,000 i ,000 0 ,000 O ,

FILA 2
i .000 1 , 0 0 0 0 , 0 0 5 i,

HATRH ttDW

FILA í

FILA 2
0 , 0 0 0 0 , 0 0 )

IHDICFS DF. CPHTROLABILIDAD

EL ÍNDICE DE CONTROI .ABII .TÜAD DEL STSTEHA ES¡ 3



f
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m PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA FQRHA OBSERVABLE *tt

***** FORMA OBSERVABLE *****

HATRÍ?. **A*t

FILA i
o . o t i o - , 000 -?..m - , ooo

FILA 2
1 , 0 0 0 - , O O D - S . O O O -,OÍ10

FILA 3
0 , 0 0 0

FILA A
- JDO 0 , 0 0 0 - Í . O O P -2,

HATRU **B**

FILA \0 i , 0 0 0

FILA 2
t . O O O i . O Q t

FILA 3
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 4
- ,00(1 1 ,000

MATRIZ **C$*

FILA 1

FILA 2
0 , 0 0 0 - . 0 0 0 i . O E l ü i ,



ÍATRU

FILA i
0 . 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 2
D . G f l O 0 , 0 0 1

ÍNDICES DF OíiSFRVAKILlPAB ttt

3

2 .- i

*tt a ÍNDICE DE OBSERWHHUOAD DEL SISTEMA E5 í 3 W

RECONSTRUCCIÓN DEL PROBLEMA —F.JF.4—

NUHERQ DE FILAS DF G(s)= 2

NUMERO DE COLLIHHAB PE Gís)^ 2

**» MATRIZ f̂ ís)

FILA i ORDEN 4

DENOMINADOR COMÚN :

GRABO O

GRADO í

GRADO 2

GRADO 3

GRADO 4



-llfl-

*** HUHERADORES tí*

COLUMNA \* Hí i , Í ) m

GRADO U = 4

GRADO i =. 4

GRADO 2 = í

GRADO 3 = E!

COLUMNA 2 tt* M( i , 2 ) tt*

O

GRADO i

GRADH íí

GRADO 3

FILA 2 ORDHH 4

DENQHINADQR COMÚN :

KRADO O = 4

GRADO i = Í2

GRADO 2 = 53

GRADO 3 = ¿

GRADO 4 = i

*** NUHF.RADORES tt*

COLUMNA i tt* N( 2 , i

GRADO O = ?.

GRADO 1 = í

GRADO ?. = i

GRADO 3 = í!
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ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL

FACULTAD DE INGENIERÍA ELÉCTRICA

DEPARTAMENTO DE BJOTHN1CA Y CONTROL

TESIS DE GRADO DE VÍCTOR G, PRGANQ R.— 1985

FECHAi 17 BF JULIO W_ 198S

DATOS DEL PROBLEHA M

HOMBRE ! E-TES NUMERO DE FILAS DE R(si= 3

NUMERO DE COLUMNAS HE G(s)= 4

W MATRI7 Gis)

FILA í ORDEN 4

DENOMINADOR COMÚN :

GRADO O

RRAOO í

GRADO ?

GRADO 3

= SQ

*** NUMERADORES ***

COLUMNA í -tt* N( I } i )

GRADO O

GRADO i

GRADO ?

GRADO 3

= 117

= 33

= 3



"t"s»*«vjíri'~n**^—<--•.--[-.<,-•• -. (—-

*** c í ' i )N m T

tt = t OÜV83

TÍ' - 3

Í9 = 1

fl£ = o

80ÜVHIHOH3a

V (OTO 2

2 = £ Ü<WÍI3

SI = 2 UÜV83

££ = í oayü3

02 = - O

( fr ' MN tt* t

z = t oaw

n = 2

( E ' T )H m t

9 = £

DE = 2

)H m-



GRADO i = 6

GRADO 2 = 2

GRADO 3 = O

COLUMNA 2 «* N( 2 , 2 ) '

GRADO O ' = U

GRAM 1 = i 7

GRADO 2 = 8

GRADO 3 = 1

COLUMNA 3 ttt H( 2 , 3 )

GRADO O * SO

GRADO i = 2 0

GRADO 2 = 2

GRADO 3 = fl

COLUMNA 4 m N( 2 , 4 )

GRADO Q = W

GRADO I = 32

GRADO 2 = 8

GRADO í = O

FJlft 3 ORDF.N 3

DF.HOHINADOR COMÚN i

GRAPO O = 15

GRADO 1 » 23

GRADO ?. = 9

GRADO 3 = i •

tí? NUMERADORES m

COLUMNA i ttt Ni 3 , i ) ttt

GRADO



GRADO i = 14

GRADO 2 = 2

COLUMNA ?. ttt Ni 3 , 2 ) W

GRADO u = O

GRADO í = -Ifl

GRADO 2 = -2

COU1HNA 3 ttt IU 3 , 3 1 ttt

R R A O O O = S

GRADO i = 6

GRADO ?. - i

COLUMNA 4 m N( 3 , 4 > ttt

GRADO H ' = ftB

GRADO i = 54

GRADO 2 = 1 0

ttt PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA REALIZACIÓN MINIMA tt*

MATRIZ

-.005 fl,?.SO -.243

-.015 O.326 -.445 -3,777

-i.473 -38,939 -Í6.2Í2 -3ÍÍ.46? -13,377 O,

-5,500 -13,250 -33,500 2,063 -40,

, 0 0 0 1 , 0 0 0 -.500 5 , 0 0 0 -1,875 16,

FILA I
-1,672 -.187

FILA 2
1,415 -3.85S

FU .A 3
- 7 , 0 0 0 -55,321

FILA 4
9 , 0 0 0 0 . 0 0 0

FILA 5
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 6
1 , 0 0 0 0 , 0 0 0 1 , 0 0 0 1.1 -,375 4,

-5,600

-,409



FILA 7
8,000 0,000 0,000 0,000 Ó. 000 0,000 3,000 -3?., 000 17,200

FILA 8
1 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 1 , 0 0 0 -0,400 3,240

FILA 9
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 1 ,000 -3.600

MATRIZ ttBtt

FILA i
0 , 0 0 0 0 . 0 3 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 2
1 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 ( 3

FILA 3
l . Q O D 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 4
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 ( 1 0 , 6 0 0

FILA 5
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0

FILA 6
-2,000 0 , 0 0 0 0 .000 0 , 0 0 0

FILA 7
3?.,000 1 6 . 0 0 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0

FILA 8
3 ,200 0 .800 0 , 6 0 0 0 , 0 0 0

FILA 9
2 , 0 0 0 -2 ,000 1 , 0 0 0 1 0 , 0 0 0

MTRIZ

FILA i
0 . 0 0 0 i, 000 0 , 0 4 6 i ,003 2,018 7 ,500 0,250 3J

FILA ?.
0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 1 ,000 0.063 f l . í

FILA 3
0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , (

MATRIZ »])**

FILA i
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 O J O O

FILA 2
I.QOQ 0.000 0,000 ' 0,000

FILA 3
0 , 0 0 0 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 0 . 0 0 0



ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL FECHÍii 17 W- JULIO BE 1985

FACULTAD BE INGENIERÍA ELÉCTRICA

l)EPARTAHF.NTO DE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIP PF GRABO DE VÍCTOR G, PROAHO R." 19B5

*tt DATOS DEL PROBLEMA

NOMBRE ; EJF.6 HUMERO DE FILAR DE R(s)= 2

HUMERO BE COLUMNAS BE G(s)= 2

ttt MATRIZ Gis) ***

FILA i ORDEN 3

DENOMINADOR COHUN i

GRADO O H 5?.

RRñBH \ -25

CRAPO 2 = -i

GRADO -"i = i

m NUMERADORES m

COIJÍHNA i »* N( i , I

GRADO O = ?A

GRABO i = -E

CRAIÍO ?. = -1

COLUMNA 2 W N( i , 2

G R A D O O = -76

GRADO i = i?

? . = 3
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ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL FECHAi 17 J* JULIO.DE 198?

FACULTAD DE INGENIERÍA ELÉCTRICA

DEPARTAMENTO DE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIS BE GRADO DE VÍCTOR G. PRÜANO R,--

X

W DATOS DEL PROBLEMA m

NOMBRE : E-IE7 NUMERO DE FILAS DE H ( « i ) = 2

NUMERO DE COLUMNAS DE G(s )= 2

m MATRIZ Gis ) m

/
FILA í ORDEN 4

DENOMINADOR COMÚN i

GRAPO O = 1

GRADO ( = il

GRADO 2 = i?.

GRADO 3 = ó

GRADO 4 = i

ttt HUHERfíDORES *»

COLUMNA í W Ni t ; I )

HRADO D « í

G R A W i * 7

GRADO ?. = 5

GRADO 3 = 1

COLUMNA 2 m N( I , ?. )

GRADO O = 2
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m PRESENTA™ DE RESULTADOS DF LA REALIZACIÓN HINIMA

HATRU ttft**

FILA i
-7 .0UO 16,0(10 -16, (W

FILA a
-1,500 3 ,000 -A,m

FILA 3
1 , 0 0 1 ) . 0 , 0 0 0 -1,005

HATRIZ

FILA i

FILA H
1 , 0 0 0 O J O !

FILA 3
i . Q G G i . 0 0 0

MATRIZ ntn

FILA 1
0,500 -1,000 2 , O Í D

FILA 2
O,(1(10 0 . 0 0 0 1,00»

FILA i

FILA ^
LOO? 0 , 0 0 1
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PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA FQRHA CONTROLABLE**»**

ttttt FORMA CONTROLARE ttttt

HATRIZ **A**

FTI.A I
-1,000 0 , 0 0 0 0 , 0 8 8

FILA 2
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 i , 0 0 0

FILA 3
0 . 0 0 0 ~ 3 , O Q O -4 ,000

HATRIZ ttBW

FILA 1
i , 000 O ,

FILA 2

FILA 3

0 , 0 0 0 l.

MATRIZ «CU

FILA í
i , 0 0 0 2 . 0 0 0 2 ,

FILA 2
L . O O O 3 , 0 0 0 i ,

MATRIZ Wtt

FILA í

FILA 2
0 , 0 0 0 0 , 0 0 0
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IHDICES DF. CONTRDLABILIDAP tt*

*** F.l. INDTCF. DE CQNTRni.ABXI.IDAD BEL SISTEMA £S¡ ?. ***

PRF.REMTACION DE RESÜLTADnS BE LA FHRMA OBSERVABLE

***** FORHA OBSERVABLE *****

MATR17. **Att

FILA i
0 , 0 0 0 -3.8D8 U ,

FILA E
í . O Ü O - 4 , 0 0 0 0,

FILA 3
- . 0 0 0 0 . 0 0 0 -i,

HATRIZ UBI*

FILA i
3,00(1 2.000

FILA 2
i . 0 0 0 2 , 0 0 1

FILA 3
i , 0 0 0 í . O O t

MATRIZ **C**

FTLA (
-.000 i . O O O 8 .
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FILA e

B . Q B C l 0 , 0 0 0 i.

MATRIZ **!>**

FILA i

FILA

W ÍNDICES DE OBSERVABILIDAD

E!. IHDICF. DE OBBERVABIUDAD DEL ST-STHHA ES ¡ ?. *tt
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ESCUEU POI.ITECKICA HACIOHAl.

FACULTAD DE INGENIERÍA ELÉCTRICA

DEPARTAMENTO DE ELECTRÓNICA Y CONTROL

TESIS »F. GRADO DE VÍCTOR G. PRO AMO R . — 198?

FECHA i 17 DE JULIO DE WBS

m DATOS OFJ. PROBLEMA m

HOMBRE : EJH. * DE ENTRADAS * ?.

t DF SALIDAS = ?.

ORDEH DEL SISTEMAD i

HATRI2 t tAt t

FILA 1
0 , 0 0 0 0 .000 i . Q Q R ESJ90

FILA íí
0 , 0 0 ( 1 0 , 0 0 0 O . O O O i . 0 0 0

FILA 3
- L 5 J Ü O 5 . Ü O O O . O O Í l 0 , 0 0 0

FILA 4

5 . 0 0 0 - I S . t l O O O . O O Í l 0 . 0 0 6

mm «un

FILA t
0 . 0 0 0 0 . 0 0 8

FILA 2
O . f t O f t Q . Q Q f i

F I L A :i
i . O O f t O . H O O

FILA 4
o . o n o i , o o o

M A T R I Z UCn

FILA i
1 , 0 0 8

FILA ?.

0 . 0 0 ( 1 0 , 0 0 0



RATRll

FILA I
O . O t l O MQO

FU.A 2

WU* PRESEHTAC1QH PE RESULTADOS DF LA FORHA CONTROLftW.Fttmt

***** FORHA COMTROUBI.E Uttt

MATRIZ

FU.A i
0 , 0 0 0 1 , 0 0 0 0 , 0 0 0 O ,

FILA ^
-15,000 0.000 5.000 O,

FILA 3
0.00(1 0,000 0,000 I,

FILA 4
5,000 0,000 "15,00(1 ü.

HATRÍ7 «Bit

FILA i

FILA 2
1.000 OJO!

FILA 3

1 . 0 0 0 0 , 0 0 1

FILA A
0 . 0 0 0 i . 0 0 0



m 'j 3íi 3

suitiNi m

U.

O Q O ' I
Z V1IJ

O O O ' O O O ' l
1 VIIH

wat*



-163-

tt* PRESENTACIÓN DK RESULTADOS I)E LA FORHA flBSERVABLE M

FORMA OBSERVABLE ttítt

HATRIZ ttftt*

FILA I
O . t t í l O -15 ,000 MOÍt S . Í O O

FILA 2
1 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 1 0

FILA 3
0 , 0 0 0 5 , 0 0 0 O . E S O O -15 ,000

FILA 4
0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 i . 000 O J O O

HATRIZ »Btt

Fti.A I
1.0(10 fi.DOO

FILA ?.

0 . 0 0 0 O . f l O O

FILA 3

0 . 0 0 ( 1 i . O O Í

fILft 4
O . O f l O O J O t

HATRIZ WCU

FILA i

(1.0(10 i , 0 0 0 ( 1 , 0 0 0 O ,

FILA 2



KATR17. Wtt

FILA i
Q . Q Q 8 0 , 0 0 0

FILA 2
0 . 0 0 0 0 .000

ttt ÍNDICES DE QHRERVABIUDftP U*

Rl. ÍHOÍCE DF..OBSF.RVABI1.IDAO DEL SISTKílA F.S
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4.2 CONCLUSIONES

Dado un sistema físico real se puede modelarlo por un juego

de ecuaciones diferenciales y algebraicas que luego de ser

linea [izadas cerca de cierto punto de operación pueden ser

descritas mediante tres tipos principales de representación

que son muy usados en el estudio de sistemas de control

multivariable: descripción en el espacio de estado, descripción

mediante matriz función de transferencia, representación

mediante la matriz det sistema.

Si se tiene la descripción de un sistema en el espacio de

estado, existen 2 propiedades que son de fundamental impor-

tancia en el estudio de este sistema y que son la controlabi-

I i dad y observa bilí dad y que pueden ser analizadas en forma

fácil mediante el cálculo del rango de las matrices de contro-

labiiidad y observabilidad.

Si el sistema es completamente controlable (observable) existe

un procedimiento sistemático para calcular una matriz de

transformación T con la cual se puede obtener la forma canó-

nica controlable (observable) que es muy usada en ciertas

técnicas de análisis y diseño de controladores (observadores).

Dado un sistema descrito por su función de transferencia C(s)

existen muchas descripciones en e! espacio de estado que
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reconstruyen esa matriz, pero existe una única descripción

llamada Realización Mínima que a más de reconstruir (j(s)

tiene el mínimo orden y es completamente controlable y obser-

vable.

Mediante la obtención de la Realización Mínima se obtiene una

descripción ideal para la simulación análoga o digital del sis-

tema pues posee el mínimo número de integrado res o ecua-

ciones diferenciales.

Dado un sistema descrito en el espacio de estado, la

reconstrucción consiste en la obtención de la matriz función

de transferencia a partir de la fórmula.

_G(s) = _C [s£ - _A )~1 _B + £

El problema principal que se encontró en el equipo de

computación es el tiempo de acceso de los programas, que

constituye en todos los ejemplos realizados la mayor parte del

tiempo total necesario para obtener los resultados.

E! tiempo de ejecución de los programas (determinado después

del ingreso de datos y que se haya cargado el programa en

mención) es pequeño y en el peor de los casos es de 1

minuto.
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Con la memoria disponible de este computador (56 Kbytes) es

posible trabajar con matrices en el espacio de estado cuyas

dimensiones sean hasta 10x10 y con funciones de transferencia

de dimensiones hasta 4x4 con denominadores de hasta orden 4

como máximo [ o alguna matriz que ocupe el mismo espacio de

memoria). En computadores grandes, se podrá trabajar con

matrices mucho más extensas considerando únicamente la

cantidad de memoria disponible.

En esta tesis se ha realizado un análisis de las relaciones

entre las principales formas de representación de un sistema

muí ti variable y se han elaborado programas en los cuales se

puede pasar de una forma de descripción a otra, y también

obtener las formas canónicas del sistema.

El campo de los sistemas multivariables es amplio y los

métodos de análisis son muchos. El presente estudio es una

contribución y una herramienta más para el desarrollo de

aquellos métodos de análisis.

\¡í
iV
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Apéndice A: MANUAL DE USO DE LOS PROGRAMAS

Asumiendo que e! computador HP-9845B se encuentre

apagado, las siguientes instrucciones deben seguirse para emplear

los programas realizados en esta tesis.

Encender el computador y cuando el sistema responda

con "9845B READY" introducir el cassete.

Enseguida puede Mamarse a la memoria el programa

maestro con la instrucción:

GET "VGPR" y presionar ia tecla EXECUTE

Cuando el computador está ingresando el programa, se

enciende una señal en el extremo inferior derecho de la pantalla,

que cuando ha terminado de ingresarse el programa desaparece,

entonces el computador aceptará ía tecla:

RUN

Luego, en pantalla aparecerá el índice de programas".

El ingreso de los . programas se realiza mediante teclas

ubicadas en la parte superior derecha y que están numeradas como

K0' Kl K15-



-172-

Al inicio deberá aplastarse la tecla 2 (K2) para realizar

el ingreso de datos que permite introducir las matrices de la

representación en el espacio de estado, ó de la matriz función de

transferencia, ya sea desde el teclado ó por medio de la lectura de

un archivo que contenga esta información. Los archivos pueden ser

creados con los datos ingresados o también como resultado de

alguno de los programas desarrollados.

Debido a que la capacidad de memoria del computador es

reducida, es necesario seguir una secuencia de pasos (que se

indican en la pantalla) una vez terminado un programa y se desea

ingresar nuevos datos. A pesar de esto, la utilización de los

programas es ampliamente versátil pues se puede hacer muchas

variaciones con un solo ingreso de datos.

Asi por ejemplo, si se ingresa _ A , B_, C_, D_ puede

obtenerse forma controlable luego puede obtenerse forma observable

y reconstrucción. Desde el programa de reconstrucción puede

pasarse directamente al programa de Realización Mínima, y de los

resultados del mismo, nuevamente pueden obtenerse forma

controlable y observable (para comprobar que (as formas canónicas

son únicas).

Si se ingresa _C(s) puede obtenerse Realización Mínima y

luego forma controlable y observable. Para comprobar resultados

puede utilizarse Reconstrucción.
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Sí en algún momento se presenta algún problema,

entonces se debe hacer lo siguiente:

Teclear SCRATCH y presionar EXECUTE

Cargar el programa maestro con GET "VCPR" y presionar

EXECUTE

Aplastar RUN
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B-1 PRQGRAHAi ÍAE8TRO PAGIHA'

i
4
5
6
7
a
9
10
u
12
13
14-
15
16
17
IB
20
21
24
25
60

70
71
72
73
74
7S
76
77
100
ÜO

220
221
222

224
225
226
230

2SQ

270
RBÍ)
281
'290
291
293
600
610
612
614
620

REM REPRESENTACIÓN PE SISTEHAS HULTIVARIftBLES
GOTO 100
01=0
REM
GOTO 100
REH , .
01=1
REH
GÜTQ 1QOS
REH
01=2
REM
GOTO 1000
REH
01=í
REH
GOTO 1000
01=4
GOTQ 1000
03=5
GOTO 1000
REH ttt DIHENSIOHftHJENTO DE LAS HATRICES UTILIZABAS EN LOS PROGRAMAS »*
OPTTOH BASE 1 .

OIH 1.2(10)^4(10)
DIH C l d O j í O t l ) j A i U J j i i í j C E U i j l l U I ) ¿ 1 ( 1 1 ) ^ 3 ( 1 2 , 1 5 ) ,

OIH V ( i , 1 0 )
DIH
DIM
j)IH
DIH A ( i i J l i ) , B ( 1 0 , i i ) , C ( 1 0 , l i ) í D ( i O J J O ) , R i ( i l ) í I Í ( i J ) J

REH PROGRAMA! TESI-S/VPROANIO
REH
DIM YídOOl
REH ÍNDICE
ON KEY ti GQTO 4
ON KEY 42 GOTO B
OH KEY « GOTO 12
ON KEY 44 GOTQ 16
ON KEY *5 GQTO 20
ON KEY *6 GOTO 24
PRINT PACE)" REPRESENTACIÓN DE SISTEMAS HULTIVARIARLES'
PRINT I.INÍ4)!
PRINT LIHÍDj1
PRINT LINd);1
PRINT LINd) j'
PRINT LINd)}1
PRINT
PRINT
GOTO 291
END

JF UJ=2 THEN 630
PRIHT PAGEjLIN(6)j" ttWtt DEBE INGRESAR LOS DATOS O LEERLOS DE UN ARCHIVO ttWf
PRINT LIN(2)jE ( APLASTE CQHT PARA CONTINUAR )'
PAUSE
GOTO 12!

TECLA 1ÍK1),- ÍNDICE DE PROGRAMAS'
TECLA 21K2).- INGRESO, VERIFICACIÓN Y CORRECCIÓN DE DATOS'
TECLA 3ÍK3).- FORMA CONTROLABLE"
TECLA 4(K4),~ FORMA OBSERVABLE"
TECLA S(KS).- REALIZACIÓN HINIHA"
TECLA 6(K6),- RECONSTRUCCIÓN"

ESCOJA TECLA "



B-2 PROGRAMA ¡ HAESTRD PAGINA 2

630 1F OM THEN V09
b4Q PKINT PAGEjLlN(5)}TAíUiO}j ****** PARA OBTENCIÓN DE LA FORHA CONTROLARLE U OBSERVABLE Wtttt"
64?. PRINT |.INÍ3)jTABÍÍQ);limm Q RECONSTRUCCIÓN DEBE INGRESAR LAS MATRICES A^C,» mm'íl.INMijTABUS);''! API
CONT PARA CONTINUAR )n

643 PAUSE
M5 GOTO i?.tt
651) IF l|l=?. THEN 68S
660 GOTO 610
Wfl IF OW. THEN 909

690 PRIHT LIN(3)i"m PARA RF.ALI2ACIOH HJHIHA DEBE INGRESAR GtS) tt*"
69?. PRTNT I.INÍ4)}TAB(U)í' í APLASTE CONT PARA CONTINUAR ) a

693 PAUSE
694 GOTO Í20
BOO REM *tt LINEA 800- SELECCIÓN DE PROGRAHAS W
F)iO PRIHT PACE
820 DATA 'ENTRA","COHTRO",'OBSERV", "REAU7.1,"RECOHS"
830 REH
840 REH
850 REH
R60 REM
870 RESTOSÍE 82Q
880 FOR J=i TO üí
890 READ X$
900 HEXT J
?15 OH Di GOTO 909,600,600,650,600
90?. GOTH 9H
909 PRIMT LIN(8)j' SF. ESTA CARGANDO EL PROPRAMAi "W$
910 I.INK X^iOOO
920 REH
930 ROÍ
940 GOTO iGílQ
iSOQ REH m LINEA ÍOOO — CARGA DE PROGRAMA SELECCIONADO *tt



tí-3 . P R O G R A M A ; ENTRADA SE DATOS PAGINA

1000
uto
ÍG20
ÍQ30
1040
1050
1060
l a y o
1080
1090
U D O
UiO
1120
1130
1140
1150
IUO
1170
1180
U90
1EÍ10

1220
1P.30
1240
1HSO
12£)G

1R70
S280
1290
UflO
1310
1320

REM PROGRAMA REPRES/EHTRADA

IF 01002 THEN 800 .
REH INGRESO DF. 1 AS MATRICES DE
REM FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA
REM DEFINICIÓN DE VARIABLES
REH A=MAT¡UZ N*N
REM BEATRIZ NtM
REM OHATRIZ K*N
REM Ü=HATRIZ K*M
REH G ( s ) = MATRIZ FUNCIÓN DE
RF.M
REfi
n=" tttt INGRESO,VF.RJFICACIDN
PRINT PAGE
I H A G E K X , i O f t A
PRINT USING Í150)Y$
PRINT R P T Í Í n - " , 8 0 )
PRINT L I N d J j " i ,~
PRINT I . I N Í D j " 2.-
P R I H T L I N ( i ) ) B 3.-
P R I N T L I N Í l ) } " 4.-
P R I H T L I N Í D j
PRINT l . IN( l ) ¡
PRINT L I N ( 2 ) i
INPUT Kl
IF ( K i í l ) OR

B

a

*

(Kl) íO
ON K l GOTO 1290,2040
GOTO Í248
PRINT P A G E ) "
INPUT T$
PRINT Tt
IF I .EH(T$)>Í

NOMFiRE

THEN

c „

6.-

GQTO
,3300,5430

DEL

LAS ECUACIONES DE ESTADO 0 HATRIZ

TRANSFERENCIA

, CORRECCIÓN DF. DATOS tttt"

INGRESO DE COEFICIENTES (MATRICES A,
INGRESO DE COEFICIENTES (HATRU G ( s )
LECTURA DE ARCHIVO"
LISTADO DE BATOS INGRESADOS"
CORRECCIÓN"
VOLVER AL ÍNDICE DE PROGRAMAS"

( ESCOJA OPCIÓN)"

1Í40
,3850,5400

PROBLEMA'/}

THEH 1340

1340 P R I H T ' L I N Í i ) ) 1 INGRESE LAS SIGUIENTES CARACTERÍSTICAS DEL SISTEMA; "
1350 PRINT UNÍ i) i 1 ORDEN N= "}
i36O INPUT H
1370 PRIHT H
Í380 PRINT UNÍ i) j "NUMERO PE ENTRAJIAS H- "j
U90 INPUT K
i ^ O O PRINT H
Í4ÍÍ1 PRINT LIN( i )5"NUMERO PE SALIDAS K= " j
14211 INP11T K
5430 P R I N T K
Í440 REH
Í450 RFM IHGRESO DE A j B ^ j D EN ESTE ORDEN Y POR FILAS
Í460 REDTM A Í N . N J j B Í N ^ H J ^ t K j N J ^ t K / M )
Í470 RESTORE 15(10
148Q FQR L=i TQ *,-
1490 REAH ni
1500 DATA "AYBVCYD"
1510 PRINT P A G E j ' I N P R E S E LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ 'WHR*(34)Wtí ,CHR*í34)í i"POR FU AS"
Í5?.fl ON 1. GOTO 1530,1630,1738,1830
1530 FDR 1=1 TO N
Í54Q P R T N T L I N ( l ) j ' F I L A : '¡1
ÍS5Q FOR 3=1 TO H
156D PRINT L I N t D i ' A C i l j ' / j J j M ^ i
ÍS7D INPUT A ( I , J )
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B-5 PROGRAMA; ENTRADA DE DATOB PAGINA I

2150 INPUT K
£U>G PRINT K
2170 PRINT L I N Í D j " HUMERO PE COLUMNAS PE
2180 INPUT H
2Í90 PRINT K

2210 Ki=K+í
2220 REH m R ( t ) ALHACENA EL GRADO DEL DENOMINADOR DE CADA FILA tí*
2230 REH m Y ( t > ALHACENA LA FILA DONDE EMPEZARA A ESCRIBIRSE EL DENOMINADOR
2P.40 REM DE CADA FILA ttt
225Q REDIH Y Í K O j R O Í )
?2£>G HAT MES
2270 REH m ALMACENAMIENTO DEL GRADO DEL POLINOMIO DENOMINADOR COMÚN
2280 REM DE CADA FILA m
22?0 PRINT P A G E } L I M ( 3 ) j ' G R A W J DEL PÜLINOttJO DENOMINADOR COMÚN DE CADA FILA"
23Q8 Y t l H
2710 FOR 1=1 TQ K
H3HÍ1 PRINT I . T H ( i ) } ' FILA " ) I j u = " j
2330 INPUT R ( I )
234« PRINT R Í I )
2350 Y U + i M U H R Í I )
23/i í) NEXT I
2370 REH ttt INGRESO DE LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO DENOMINADOR
2381] REM DE HADA FILA ttt
2390 KMtWM
240 Q K3=MH
2410 REM
2420 REDIH Gi tKa^í)
2430 REH m GiU) MATRIZ RUÉ ALMACENA LOS COEFICIENTES DE LOS NUMERADORES
2440 REM Y DENOMINADOR COMÚN DE CADA FILA m
2450 RFh m CADA FILA I PE G ( s ) ORIGINAL SE TRANSFORMA FK R t l )
2460 REH FILAS EN LA HATRI7. I t t t t í , LA HUIHA COLUMNA DE G U t ) ALMACENA
2470 REM LOS COEFICIENTES DEL DENOMINADOR COMÚN DE CADA FILA ttt
24fiO REH ttt LAS H COLUMNAS DE LA MATRIZ G ( s ) ORIGINAL SE CflRRESPQNEN CON
2490 REM LAS PRIMERAS H COLUMNAS DE P 1 U ) , LA ULTIMA COLUMNA DE Gi(*) Al HftCENA
2SOO REH LOS COEFICIENTES DEL DENOMINADOR COHHN DE MA FILA ttt
2SÍO REH
2SP.O PRINT L I N ( l )
2530 FOR J=i TO K
2541) PRINT PACE
2550 PRINT LIHÍ2)}" DENOHINAPOR COHÜH DE LA FILA WjIfW INGRESE COEFICIENTES
2S/JÍJ PRINT
2570 K
25flfl K
2590 FOR L=K4 TO K5
2600 K/K-K4
2MO REH
2620 PRINT L I M ( í ) j " PRADO f]U\' = " j
2630 INPUT GUL,M-H)
2MO PRINT G H L j H + i )
2650 NEXT L
2660 PRINI LIHCi);" GRADO "¡RÍDj" =i'
2670 REM
2680 REM
2690 REM
.2700 REM ttt INGRESO DE LOS NUMERADORES DE CADA FILA ttt"'-
2710 PRINT PAGEjLINÍ?.))' m NUHERAüQRES
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B-7 PROGRAMA i ENTRABA DE PATOS PAGINA 5

3370 RETURN
33QG REM tttt SUBPRQCRAMA BE LECTURA PE PATOS DE ARCHIVO tttt
33ÍO PRIHT PACEjTAQ(iD)í"EXISTEN UIS SIMIENTES ARCHIVOS*
3320 PRIHT L I N Í 2 ) ;
3331} CAT "EJEsTiSV
3340 PRINT L ] N ( S ) ; " P A R A REVISAR LOS ARCHIVOS RUÉ EXISTEN PIBE UTILIZAR LAS TECLAS W '¿,CHR$(224Hn U*"
3350 PRINT ! . I N U ) j " Y m "WHRtí^H11 *» QUE DESPLAZAN 1.0 PRESENTADO, HACIA ARRIBA Y ABA-TO"
3360 PRINT L I N ( 2 ) j " APLASTE ttt f-PNT m P A R A CONTINUAR'
3370 PAUSE
3380 PRINT P A G E i L I H l B l j " HOMBRE PEÍ. ARCHIVO RUÉ PESEA LEER i a )
3^90 INPUT Ní
3AOO PRIHT N$
3410 ASSIRN *i TQ Ní^í
34?0 1F X=i THEN 37VO
3430 ASSIGN *l TO N$ ,X
3440 PRINT P A G E i L I H ( i D ) í " tttt SE ESTÁN LEYENDO DATOS PEL ARCHIVO! "¿.NÍ;" tttt"
3450 READ 4ijO«
3460 0^=0i3
3473 ON 03 GOTO 3480,357(1
34BO R E A D í i j N l j M ^ K l
3490 H=HJ

351(1 K=Ki
3S20 REPI« A Í N j N l j B t N j H Í . C Í K j N J j D Í K j H )
3530 READ 4 i j A { * ) , B U ) ; C U ) , D U )
3540 REAB*i)Ti$
3550 T1=TU
3560 POTO 37 i O
3570 READ n i K í , M i
3580 K = K J
3590 H=m
36CO REH
36ÍO Ki-K+i
3620 REDÍH R t K J J U i )
3630 READ HjRÍÜljYí*)
3640 K?=Y(K+l ) - i
3650 K>HM
3660 REH
3670 REPIH G 1 ( K 2 , K 3 )
3680 READ 4ljGl(í)
3690 REAPí i jTH
3700 TMií
37ÍO ASBIEN * TO ti
3720 IH=2
3730 Y^=BPATOS ESTAH LEÍDOS DE ARCHIVO;
3740 ON 03 QílTO 3750,377i)
3750 Yí=YU'. MATRICES A^í^D."
3760 GOTO 3780
3770 Y*=ma, HATRIZ G(s),1

37BO nOTO USO
3790 PRIHT L I N Í P J j " m NO EXISTE PICHO ARCHIVO ttf
3ROO PRIHT U M ( 2 J í ' DESEA LEER OTRO ARCHIVO? (S I /NO)"
38ÍO INPUT Dí
3BP.O IF D${)psr THEN USO
3B30 P R I N T PAPE
3B40 GOTO 3380
3850 REM m SUBPROGRAKA PE CORRECCIÓN"



B_8 PROGRAMA) ENTRADA DE DATOS PAGINA 6

3860
3B70
3880
3890
390G

, 39ÍO
3920
3930
3940
3950
3960
3970
3980
3990
4000
4010
4020
4030
4 0 4 0
4050
4060
4070
40BO
4090
4100
41iO
4120
4130
4140
4J50
4160
4170
4180
4Í90
4200
4210
4220
4230
4240
4250
4260
.4270
4280
4290
4300
4310
4320
4330

• 4340
4350
4360
4370
4380
4370
440í)
441Í!
4420

IF Ui=?.THEN 3880
COTÍ) 54SO
REH ttt ÍNDICE DE CORRECCIONES ttt
PRINT PAfíF . j " ttt IKOinR 1)F. CORRECCIONES t**"
PRINT L T N ( i ) j * J , - CORRECCIÓN DEL NOHPRE DEL PROBLFHA"
PRINT U N U Í } " ?.,- CORRECCIÓN DF, ELEMENTOS'
PRJNT U N U ) ; " 3.» NO SE DESEA HAS CORRECCIONES"
PRINT L I N ( 2 ) j * ttt ESCOJA OPCIÓN W
TNPUT Li
IF (LHi) OR (Li )3) THFN3890
ON Ll ROTO 3980,4070,4470
GOTO 3930
PRÍNT P A G E ) a NOMBRE ACTUAL FB¡ ';
PñINT T$
PRINT UNU)/ INGRESE NOMBRE CORRECTO ¡ "
INPiJT Tí
PRINT T$
IF TÍO"" THEN 4050
-[$="«
RF.H
BOTO 3880
REH ttt CORRECCIÓN DF ELEMENTOS ttt
OH 03 GOTO 4090,4810
REH ttt CORRECCIÓN DE MATRICES ft^C,» ttt
PRINT PACE;" CORRECCIÓN DF. MATRICES A j B ^ D '
PRINT L I H Í 2 ) ) "MATRIZ RUÉ DESEA C O R R F G I R Í A j B ^ D ) ; (F IN PARA T E R H I N A R ) ' ;
THPIJT A$
JF AÍ= B A n THEN 4 3 9 0
IF A$= B B n THEN 4260
IF A*=DC' THEN 4330
IF A$='ün THEN 4401
IF A^'FIH" THF.N 3890
ROTO 4110
RF.PJM Ai (H,N)
MAT A1=A
H2=N
N3=M
GOSUB 4490
A ( I , J ) = A Í Í I J J )
GOTO 4090
RF.DIH A í ( N , H )
HAT Aí=B
N2=N
H3=H
GOSUB 4490
B ( I , J ) = A i ( I J J )
SOTO 4090
REPJH A J Í K j N )
HAT A1=C
N2=K
N3=W
GOSUB 4490
n ( i , j ) = A K i , 3 )
GOTO 4(190
REDIH A U K j M )
MAT Ai=D
N2=K



B_9 PROGRAMA! ENTRABA DE DATOS PAGINA 7

4430 N3-H
4440, GOSUB 4490
4450 B ü j J ^ A í a j J )
4460 GOTO 409G
4470 REH m VERIFICAR BT BE DESEA ARCHIVAR m
4480 GOTO P.94Ü
4470 REH í« SUBRUTJNA PARA CORRECCIÓN PE MATRICES A ^ C f P ttt
4SOQ PRINT PAGEjTABÍPJDi - t t* CORRECCIÓN DE MATRIZ " j A í j ' »*'
4510 PRINT LIN^jTABÍZíOj-EL ELEMENTO A CORREGIR ESTA EH LA FILA ! " j
45P.O TNPUT I
4530 PRIHT I
4540 PRIHT LJN(i)}TABÍ?.í l)n EH LA COLUMNA : ' j
4550 INPIIT J
4560 PRIHT J
4570 IF U U ) OR ( J ( i ) THEN 4500
4580 TF (\m) OR U)N3) THEN 4600
4590 GOTO 4640
4600 PRINT L I N ( 2 ) j T A B ( 2 0 } } " L A HATRIZ t t")A*j"t t TIENE PTHF.NBIONEB " j N P . j - x '
4/.10 PRINT L I N Í ? . ) i T A B ( ? J ) ; B ( APLASTE « CONT ** P A R A CONTINUAR ) n

4WO PAUSE
4630 GOTO 4SOQ
4640 PRINT L T N ( i ) j T A Í U ? . 0 } j ' E L VALOR ACTUAL EB i B j A H J , J )
46SO P R I N T L I N ( í ) ] T A B Í ? . f l ) j t ' I H G R E B E El . VALOR CORRECTO; n j
4660 INPUT X
4670 P R I N T X
4680 IHAGE *, 5D,aD,2X
4690 PRTNT L I N ( i ) j T A K Í ^ O } j A í i M " ) ! ) 1 1 / j J j " ) - " } A U I , J ) j " -™}n)X
4700 A i ( I , í ) = X
4719 PRJHT U H ( i ) j T A B t H O ) } B m IMPRESIÓN PE LA NUEVA HATRJZl ' } A $ j B W
47?.0 FOR U=í TO N2
4730 P R Í N T L I H ( 2 ) j " F J L A ' j l i j L I N t í )
4740 FOR tt*l TO H3
4750 PRIN1 USIHG 468íl)Aí (7i ,11)
4760 NEXT TI
4770 NEXT Ií
4780 PRINT L I N ( 4 ) ¡ " ( APLASTE tt CDHT « PARA CONTINUAR )"
4790 PAUSE
4 B O O RETURN
4810 REH m CORRECCIÓN PE LA HATRIZ GtsO *U
4B?.d PRINT PACE) 1 tU CORRECCIÓN DE G i s ) m«
4830 PRIHT U H ( i ) } " i,- CORRECCIÓN DE NUHFRADORES a

4R40 PRINT L I N U J j " ?.,- CORRECCIÓN DE DENOMINADORES"
4850 P R J N T L i m i l j " 3,- NO BF DESEA HAS CORRECCIONES B

4B60 PRINT UNÍ?.) ) ' W EBCO-IA OPCIÓN ***'
4870 INPUT L?.
4880 QN V?. POTO 4900,5)411,5340
4890 GOTO 4B60
4900 RFM m CORRECCIÓN PE NUMERADORES m
4910 PRINT L I N U ) j * EL NUMERADOR QUE SE DESEA CORREGIR ESTA EN '
4920 PRINT L I H í D j " FILA ¡ " j
4930 INPílT I
4940 PRINT I
4950 PRIHT L!HÍ2);U Y EN LA COLUMNA: "j
4960 INPUT J
4970 PRJNT J
4980 PRINT PACE}" LOS COEFICIENTES ACTUA1 ES SOHj N C j I * " . ' ¡ J i ' )
4990 K4=Y(! )



B-10 PROGRAMA! ENTRADA DE PATOS PAGINA \0 KS=YÜ+1)-1

5 Q Í O FDR L=K4 TO K5
SG?.fl PRIHT L I H ( l ) j u GRADO ' j L - K A j 1 1 = " j G i ( L , J )
5030 NEXT L
5040 PRINT L I N Í D j 1 EL GRADO DEL TERMINO CUYO COEFICIENTE SE DESEA CAMBIAR"
SOSO PRTNT " ES i ( 100 P A R A TF.RHTNAR ) " j
5(360 IHPUT L
507Q TF IMOO THEH 48ÍQ
S O B O P R I N T L
S f l V O PRIHT L I N l U i " EL COEFICIENTE ACTUAL ES¡ u j G i í L + K 4 , J )
S I G O PRINT L I N Í U j " INGRESE COEFICIENTE CORRECTO; ' j
51 10 JNPUT Gi(UKV)
5Í2Q PRINT GUL*K4 ; J)
5Í30 GOTO 4980
5140 REM W CORRECCIÓN PE DENOMINADORES W
SISO PRTNT L t H ( í ) ; " EL «MINADOR QUE SE DESEA CORREGIR ESTA F.N LA FILA! "j
5160 I N P Ü T I
SÍ7í) PRIHT I
5ÍGO PRINT PAGEj" LOR CnEFICJEHTEB ACTUALES EiONj D Í ' j J í " ) } 1 1

SWO K4=YU)

S?AO FOR L=K4 TO K5
53?0 PRTNT l I N Í í ) ) "
SR31 NEXT I.
524(1 P R I N T L I N ( i ) j " EL GRADO DEL TERMINO CUYO COEFICIENTE BE DESEA CAMBIAR
5P.SH PRTKT ' F,S; ( Í Q O PARA TERHTNAR )•
S260 JNPUT L
S27D IF I M O O THEN 4810
5280 PRINT L
5290 PRINT L I N Í D j " El. COEFICIENTE ACTUAL F.S¡ U ) G U L + K 4 ) H - H )
S30I) PRINT l . I N t U j ' INGRESE COEFICIENTE CORRECTO! " j
53ÍO INPUT G i ( L + K 4 f M - H )
S3?.fl P R I N T ( U ( L + K 4 , H + Í )
533(1 GOTO 5Í8P
5340 REM *U NO SE DESEA HAS CORRECCIONES W

Y$=YU 'DATOS HAN SIDO EDIFICADOS"
S370 RKM m FIN DE CORRECCIONES W
5380 REM *tt VERIFICAR SI SE DESEA ARCHIVAR «*
5390 GOTO 2940
5400 REM ttt VOLVER AL ÍNDICE DE PROGRAMAS ttt
54U IF Uí=?. THEN ZP.fl
5420 GOTO 545(1
5430 RFM mt SUBPROGRAKA PARA EL LISTADO PE DATOS
S440 TF üi=2 THEH 5490
5450 PRINT PAGE}LINÍ5)j"tm DEBE INGRESAR LOS DATOS O LEERLOS DE UN ARCHIVO W*
S4/)0 PRIHT LINÍ8)}" Í APLASTE. **COHTW PARA CONTINUAR )"
5470 PAUSE
54RO GOTO U 60
54?0 REM tU VERIFICAR SI SE DESEA IMPRESIÓN EN PAPEL U*
5SOO GOTO ¿ÍOQ
5510 PRINT PAGEjLIN(í)í"ESCUEI.A POLITÉCNICA NACIONAL" jTAMBÍ)) "FECHA ¡ 'j
SSP.O INPHT "FECHA ¡",F<
5530 PRJNT F*
5540 PRINT L I N ( l ) i " F A C U L T A I l DE INGENIERÍA ELÉCTRICA"
SS50 P R I N T I . I N í í ) } " D E P A R T A K E N T O DE ELECTRÓNICA Y CONTROL*
5560 P R I N T L I N ( i ) ) "TESIS DE GRADO DE VÍCTOR G , PROANO R , — 1985°
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5570
5580
5590
5600
5610
5620
5630

1 5640
5650
5660
5670
5680
5690
5700
57iO
57RO
5730
5740
5750
5760
5770
5780

1 5790
5000
58ÍO
5B20
5830
5B40
5850
586 D
5870
5880
5890
5900
5?iO
5720
593¡]
5940
5950
59Í>0
5970
5980
5990
6 0 0 0
60ÍO

( 60?.í)
1 6030

6041)
6050
6060
6070
6080
6090
6100
Mil)
6120
6130

1

PRIHT UH(l ) jRPTí í '=
OH 03 GOTO 5590,6240
P R J H T L I N ( i ) j T A B t t O )
PRINT LINU)jRPTt("-
PRINT L I N Í D j ' N O H R R E
PRINT L I N Í U } T A B Í 6 í ) )
PRJHT LlN(i) jTAB(60)
PRINT L I N t D j í í P T Í Í 1 1 -
PRJHT L I N U ) ) "
PRINT ' n;RPT1í(
JtW. t^DZ^X
FOR M TO H
PRIHT L I H ( 2 ) j B F ILA
FOR M TO N
PRJHT USIHG 5670)A(J
NEXT -I
NEXT I

" j H )

\ m DATOS DEL PROBLEMA W B

• , W )
! " i T ^ s T A B Í f r O ) } 1 * DE ENTRABAS = B j H

Í B Í DE SALIDAS = B j K
) "ORDEN DEL SISTEMAD jN
" j H )

HATRIZ ttAtt '
"--,14);

"31

,?)

IHPUT 'U* APLASTE tttCONTtt* P A R A CONTINUAR *«»,(*
P R I N T I . I N Í ? . ) ) "
PRINT ' " jRPTÍÍ
FHR 1=1 TO N
P R J H T L I H ( 2 ) i H FJ I .A
FOR M TO H
P R J N T USIHG 5670 j B Í J
NEXT -I
NEXT I

HATRIZ **B*Í •
•-",14)

" - Ij ¿

,J)

INPUT 'tU APLASTE ttttONTtt* P A R A CONTINUAR tt*",Ct
P R I N T L I N ( ? . ) ; B

PRIHT ' " jRPTÍÍ
FOR 1=1 TQ K
P R I H T UNÍ?.) J ' FILA
FOR M TO H
P R J N T USJNG 5670iC(I
HEXT .1
NEXT J

MATRIZ «C*í '
a- ' ,i4)

'51

,1)

INPUT "U* APLASTE 'ttíCnMTttt P A R A CONTINUAR tt*a,CÍ
PRINT I . INÍ? . ) ; "
PRIHT ' " j R P T Í l
FOR \*\O K
PRIHT L I N ( 2 ) j " F I L A -
FOR J=i TO H
PRJNT USJNG 5670 }D(J
HEXT J
NFXT I
INPUT 'U* APLASTE *
PRINTER IS 16
PRJHT L I N ( 5 ) j u

IF D$=BSI' THEH 6090

HATRIZ mn •
"--,14)

' J j

j j )

•*tr.ONTtt* PARA CONTINUAR ***',«

FIH DE PRESENTACIÓN '

P R J N T L I N ( 5 ) ; n P A R A REVISAR LOS BATOS PUEDF. UTILIZAR I A S TECLAS W B Í>CHRÍ(324)Í ( < m"
PRÍNT L T N d J i ' Y t t *
PRIHT L I N Í 2 ) j '
PAUSE
POTO U 60
P R I H T P A G E } L I H Í S ) i "
INPUT DÍ

"í5CHR$i247)í,!1 *tt RUÉ DESPLAZAN 1.0 PRESENTADO, HACIA ARRIBA Y ABAJO1

APLASTE m C-ONT ttt P A R A CONTINUAR"

Uí DESEA ÍHPRESJON EN PAPEL (SI/NO) ?«*"

JF D$()'Sr THEH 6Í48
ROTO 6Í60
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B-12 PROGRAMA: ENTRADA DE DATOS PAGINA 10

6140 W=BO
6Í5Q GQTO 55Í O
dito PRINT PñGE¡LJHÍ5)j" m ALISTE EL IMPRESOR «*"
6170 PRINT UNCÍ))" ( APISTE tt CONT ** PARA CONTINUAR
6180 H = i 5 0
6193 PAUSC
620El PRTNT PACE
6?AO PRINTF.R IS7, í ,yi i )TH(UB)
6220 GOTO 55*O
W30 PRINT L I N [ i ) j R P T $ ( u - " J U )
6?40 PRINT L imi) jTñB(2 í l ) i "m DATOS PEÍ. PROBLEMA *tt"
6P.50 PRINT L!Ni í ) j í iPTM'-" ;N)
6260 PR3NT LIM(i) jnHOHBRR i "Í.TÍJ
2̂70 PRINT TAB(40))"NI]HERn DE FILAS DF. G(s)= "jt
6P.80 PRIMT LIN(i)iTAB(4fl)i"NUHERO DE POLUMNAS DE G(s)= ")H
6P.90 PRINT HN(í)jRPTM"-",H)
6300 PRINT UNÍ2)jTABÍ^)}Bm HATRI7. P(s) m n f U N ( í )
WIO POR 1=1 Tu K
¿320 PRINT L I N ( i ) j T A B ( Í O ) í ' F I L A " ¡ I j - ORDEN B j R Ü )

PRINT T A B ( Í O ) í R P T M n ~ " J i 8 )
PRINT L I N ( 2 ) j T A B U f l ) ¡ ' D E N O M I N A D O R COHUN !'
K 4 = Y H )

6360 R5=Y(I+i)-i
W70 FOR I.=K4 TO K5
6380 KM.-K4
¿390 PRINT UN( í ) jTARÍ2 t l } j 'GRADO B ; K 6 j ' =
6400 NEXT I.
6410 P R I N T L I N ( í ) j T A B ( 2 f l ) ) a G R A D O R j R ( I ) j B = i "
0420 PAUSF.
6430 P R I N T LIN(3)}TAB(?. íDj n m NUMERADORES ttt u

6440 PRINT T A B t a f l í j R P T í í 1 » " ^ ! ) )
6450 FOR J=l TO H
f.460 PRINT L 3 N í l ) j T A B ( ? . í ) í ' C O L U H N A ' j j j ' ttt N i ' j I í ' j
6470 PRINT T A B Í 2 0 ) } R P T M a - n ; 3 í ] )
6480 FOR L=K4 TO K5
6490 K6<-K4
6500 P R I N T L I N ( i ) ¡ T A B t ñ O ) i " G R A D O B ) K 6 ; ' =
"6SÍO NEXT 1.
6520 PAUSE
6530 HEXT J
6540 NEXT I
65SO PRINTER IS íá
6560 PRIMT L J M ( 5 ) i " FIN DE PRESENTACIÓN "
6570 IF D^'SI' TREN 6070
6580 PRINT U N Í S ) j ' P A R A REVISAR LOS DATO PUEDE UTILIZAR LAS TECLAS m "(vCHR*(224H' W
6590 P R T H T I . T N t U j ' Y ttí "^HR$(247)í," *« RUÉ DESPLAZAN LO PRESENTADO, HACIA ARRIBA Y ABAJO 1

6600 PRINT L l N ( 2 ) j " APLASTE m CONT ttt P A R A CONTINUAR •
6610 PAUSF.
6620 GOTO U60
6630 END



B-13 ' PROGRAMA! FQRHA CONTROLABLE PAGINA

Í O O O REM OBTENCIÓN DE LA FORHA CONTROLABLE
10 ÍD 02=2
}029 JE 03002 THEN 800
1030 PRINT P A G E j L I N ( 5 ) j " ítt ESTOY REALZANDO LOS CÁLCULOS CORRESPONDIENTES A «*'
t i ) 4 D PRTNT I . IN(2) ¡ " U* LA OBTENCIÓN DE LA FORMA CONTROLABLE W
1050 Ní=íttM
1860 REDIM C i í N j N D j C a í N j M )
1870 REM EN C?. SE ALHACENA B LUEGO (A)F i LUEGO (A)A2tB HASTA LLEGAR
i í lBD R E R T H A 1 ( N , N >
1QVO REM A (A) A (N-1)*B
111)0 l.=-i
U i O MAT C?~B
U20 GOSHB 13Qfl
1130 IF H=i THEN 1270
1140 REM AQUÍ SE GENERA LA HATRI7 IDENTIDAD Ai
USO MAT A1=7.ER
1160 FOR M TO N
U7D A1(J;JH
1180 NFXT J
Ü90 REM EMPIEZA EL CALCULO DE ( A ) * R j (A) A ?*B j í f t ) M N - i ) W
1200 L=LH
1210 HAT A?.=ftUA
1P.20 HAT At=A2
1S30 HAT CR=Aitt
1240 GíISIJB 1300
12SO IF 1 =N~2 THEN 1P.70
1260 GOTO 1200
5270 REH DELETF. C2,Ai , L f L J ,LH
(?.m REH Eíi f,i SE TIENE LA M A T R I Z DE CONTROLADILIDAD
1290 GOTO 14JP
1300 REM SUBRUTINA 17!4fi,- SIRVE P A R A C4IARDAR LAS MATRICES RUÉ SE OBTIENEN
U10 REH EN C2 EN M COLUMNAS CONSECUTIVAS DE C l , ESTE PROCESO HE REALIZA CADA
i3?.í REH VEZ QUE C2 TIENE UN NUEVO VALOR
1330 Ll=(LH)tMH
1340 L2=(I.+2)»M
1350 POR J=l.l TO L2 •
1360 FOR 1=} TO H

1380 NEXT I
1390 NEXT 3'
1400 RETIIRM
14ÍO REM DETERMINACIÓN DE LAS N PRIMERAS COLUMNAS LINFALHFNTE INDEPENDIENTES DE Ci Y OBTENCIÓN DE LOS
1420 REH LOS ÍNDICES DE CONTROLABILIDAI)
1430 REM I.J GUARDA LOS ÍNDICES DE CONTRULABILIDAD
1440 REH U* SE DETF.RHINA LAS N PRIMERAS COLUMNAS LJNEALMENTE INDEPENDIENTES Y LOS ÍNDICES DE CDNTRGLABJLIPAD
14SO REH C2 -SIRVE PARA REALIZAR TRANSFORMACIONES DE SIMTLARIDAD EN LA MATRIZ
J460 REM DE CQNTROLABíLIPAD
1470 REDIH I.KM)jC2CN/NU
1480 N?=N+J
1490 HAT Ll-ZER
1500 RFDIHC3(N2 ) N) J C4(N Í 1Í )
Í550 REH C3 GUARDA LAS COLUMNAS LINEALMFNTE INDEPENDIETNES, EN LA ULTIMA FILA SE ALHACENA EL VA1
tS20 REH SE ALHACENA EL VALOR DE LA COLUMNA B CON LA CUI.A SE HA MULTIPLICADO
1S30 REH
1S40 1.2=0
i 550 i>i
-156H L4=i.
1570 HAT C2=C1
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PROGRAMA! FORMA CONTROLABLE PAGINA 3

2Í5Q FOR I*i TO H
2160 S=S-VC?.(I,J)A2
2í7í) NF.XT \Q IF SÍE THF.N 229(1

2190 GOTO 2210
2200 S=0
2210 RETUR8
2?.?.0 [ÍEM
2230 FOR M TO H
2240 03(1,1.3
2250 HRXT I

2270 U(
2286 IF I.3=N THEH ?.3BO
2?.9fi i>l.̂ -í
2300 J=J+i
23ií) GOTO 1650
2320 RF.M El. VBCTOR ES l.
2330 !.?.<?.+t
23AO JF LRÍNÍtH-i ) THFH
23SO IÍOTO 23 Q f l
23611 PÍF?.
2370 QQTQ 3B90
2380 REH Fí^ 03 5E TIENE LAB H COLUMNAS UHEALHF.NTE INDEPENDIENTES
2390 REH EN l.t SE TIENE LOS ÍNDICES DE CONTROI.ABILIDA1)"
2400 P C I T O P . 4 Í O
2UO REH ARREGLO DF. LAS DOLUHNAñ PARA FDRHAR GAHA
2420 REH *W SE FORMA GAMA W
2430 RED1H

245(1 FOR J=i TO H
2460 L? . Í J+ Í )=L\CJ )
2470 NFXT J
2480 HAT U=ZER
2490 FOR J^í TO N
2500 LS=C3(N-M;J]
2510 i. 3= i
2520 FOR 1^1 TQ L5
2530 !>U+L2(I)
2540 NEXT I
2550 I.3=I.3+U(L5)
2560 FOR M TO M
2570 r-HT ,1.31=03(1 rí)
2SnO NEXT I
2590 !.4(i.5}=L4ÍL5)+l
2600 NEXT .1
26ifl REH EN Ci SE TIENE GAMMA
2620 REH EN I.í LOS ÍNDICES DE CONTRQI.ABILIDAD
2630 RFM PRINT "PAUSA P A R A DETERMINAR GAHMA"
2640 REM HAT PRINT Cí
2650 RFH PAUSE
2660 RFM OBTENCIÓN DE LA INVERSA DE GAHHA
2670 REH *tt -SE DETERMINA LA INVERSA DE r,AMHA ***"
2680 RF.DIH C 2 t N , N )
2690 HAT C 2 = I N V ( C Í )
2700 RF.DIH C H N , N + i )
2710 FOR I«i TO N



B-16 P R O G R A M A : FORHA CONTROLARE PAGINA 4

2720 POR J=i TO H
2738 Cluecan,!)
2740 HF.XT J
2750 C J ( J , H + i ) = I
27M HEXT I
2770 REH Ci TIENE LA INVERSA DE GAHHA, EH 1.A ULTIHA COLUKHA SE GUARDA EL INPJCE
2780 REH DE LA FILA
2790 REM «t SE CALCULA LA HATRIZ T A P A R T I R DE LA INVERSA PE GAHHA W
aflOO REDIH I . ? . ( H ) Í V Í Í Í N ) , V Í Í I Í H )
?BiC HAT l.?.=ZER
282Ü L2ÍÍXÍU)
2930 IF M=J THEN 2870
2840 FOR 1=2 TO H
2850 l.?.(JHa(I-iHU(J)
2B/>0 NEXT I
P.B70 J=i
28f]fl FOR 1=1 TO H
2890 LM.2U)
2700 REH
2910 IF U Í J ) = 0 THEN 3020
2920 FOR Ji=l TO H
2930 V t i j J i N i i d . V i )
2940 HEXT Tí
2950 GOSUB3060
2960 IF L1CI)=Í THEN 302Í
2970 FHR Ii=í TO LKJH
2980 HAT Vt=Y*A
2990 HAT V=Vi
3000 GQSUB 3D6Q
30ÍO NEXT Ji
3020 HEXT I
3030 REH EN C2 SE TIENE LA HATRI7 T j EN U LOS ÍNDICES PE CONTROLABIUDAP"
3040 REH PRINT "HATRIZ DE TRANÍ5FORHAHIQN T "
30S(! ROTO, 3i 2(1
3Qf>0 REH LLENA LA FILA ESCOJIDA
3070 FOR Jl=t TO N
30BO C P . U j J i ^ V d j J i )
3090 NEXT -II
3100 J=,T+J
3íiO RETÜRN
3Í20 REH ETAPA FINAL DE LA TRANSFORHACION
3130 HAT T=H2
3S40 HAT T i = I N V Í T )
31SO HAT A2=T*A
3160 HAT AJ=ft2tTi
3170 HAT Bt=TÍB
3Í80 HAT r.J=mi
3190 UU=a
3200 P6=j
32ÍQ GOTO 3890
3220 REH Un SUBPROPRAHA PARA EL LISTADO PE DATOS tttt
3230 PRINT UHtaJjRPní'-",»)
3240 PRINT LIN(i)j"Utm PRESENTACIÓN DE REBULTADOS DE LA FORHA CONTROLAD
325() PRINT LIN(1)|RPT$Í"-",H)
3260 ON Pf POTO 327t l ,40í t i
3270 INPUT " DESEA CONOCER LA HATRI7. PE TRANSFORHACION Y SU INMERSA Í S I / N O ) ] B f D Í
3280 IF W>"SI" THEN 3480
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B-19 PROGRAMA: FORMA OBSERVARLE PAGINA L

Í Q O O RF.M m OBTENCIÓN PE LA FORMA OBSERVARLE m
i 0 10 02=3
1020 IF (UOQ?. THEN BOO

. a 1030 PRINT PAGEiLIN(5)|" ttt ESTOY REALIZANDO LOS CÁLCULOS CORRESPONDIENTES ***"
ÍÜ4Q PRINT I.IN(3)j' *** A LA OBTENCIÓN DF. LA FORMA OBSERVABLE »*"
i OSO HAT B1=B
1060 Ki=H

I i 070 M=K
íOñO MAT fi=TRN(C)
1090 HAT Ai=TRN(A)
11(10 MAT A>Ai
i l l f l Hí=NtM
L 1 2 D REDJH C H N j N i l j C P . Í N j H )
U3Q REM EN C2 SF. ALMACENA Ct LUEGO (ADCt LUEGO (AT)A?.*Ct HASTA LLEGAR
U40 REH A (At)MN-l)tCt

Ü60 MAT C2=B
i 170 GOSUB 1340
URO IF H=t THEN 1300
Ü90 RFH AQUÍ SE GENERA LA HATRIZ IPEHTTDAP Ai
121] O MAT A1=7ER
1210 FOR J=l TO N
1P.RO Al(.í,J)=í

NEXT J
REH EMPIEZA EL CALCULO DE (AMCt ) (At)*2*Cl } íft1)AÍN-i)*Ct

12SO L=LH
i?.60 HAT A?.=Ai»A3
1270 MAT Ai=A2
1280 HAT C?.=AUB

5300 1F L«N-H THEN 1320
1310 GHTH 1250
1320 RFM EN Ci BE TIENE LA HATRIZ DE OBSERVARILIDAD
1330 GDTQ USO
Í340 REH SURR1ÍTINA 13fO,- BIRVE PARA GUARDAR LAS MATRICES RUÉ SE OBTIENEN
13SO REM EN C2 EN M COLUMNAS OONSECUIíVAS DE Ci, ESTF. PROCESO SE REALIZA CADA
1360 REM VEZ RUÉ C2 TIENE UN NUEVO VALOR
1370 l.í=(l.H)«Hi
Í380 L2=(L+2)ÍH
1^90 FOR J=I.I TO L2
1400 FOR I=í 10 H
1410 01(1̂ )̂ 2(1,1-11+1)
i 42 O HFXT I
1430 NEXT T
i^4fl RFTURN
1450 REH ^.TERMINACIÓN DE LAS N PRIMERAS COLUMNAS LINEALHENTE INDEPENDIENTES DE Ci Y OBTENCIÓN DF,. LOS
UftO REM LOS ÍNDICES DE OBSERVABILÍDAÍ
Í470 m Lj GUARDA LOS JNPICFS DE OBSERVARILIDAD
1480 REM C2 SIRVE PARA RRAi.T7.AR TRANSFORMACIONES DE SIMILARIDAD EN LA MATRI1
i 470 REH PR OBSERVABILJDAP
ISOí) REDlhLKHJjCZÍHjNi)
1510 }\?~m
Í520 HAT L1=ZER
Í530 REDIM C3ÍN?,,N),C4(N,N)
1540 REH C3 GUARDA LAS COLUMNAS LINEALHENTE INDEPENDIENTES, EN LA ULTIMA FILA
1SSO RF.H SE ALMACENA EL VALOR DE LA COLUMNA B CON LA CUAL SE HA MULTIPLICADO
Í56B REM
1570 ¡.2=0



B-20 PROGRAMA I FORHA OBSERVARLE PAGINA

, )
''

1580
Í59Q
1600
3610
1620
Í630
1640
1650
1660
1670
i 680
1690
170 0
1710
1720
1730
1740
175 Q
Í760
1770
1780
1790
1800
1810
18?. 0
ÍR30
1840
1850
1860
1870
i 880
Í8?0
1900
mo
1920
i 930
1940
1950
1960
1970
19HO
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
?.l)60
2070
2l)RO
2090
2100
2 Ü O

L3=i
L4=i
HAT C2=C1
HAT C4=7E.R
HAT C3=7.ER
REH
REli
J=l
IF J*L4«Hi THEN 1680
GOTO 1691)
1.4=1.4+1
REH SE DETERMINA 51 LOS VECTORES 1
RF.H ANTERIORES
GQSÜB 2130
TF <H THEN 2330
REH
IF L3=l THEN 1840
REh
FOR 11=1 TO U-l
F=-n2(U r T) /C4(Tí jU)
FOR 1=11 TO N
C 2 ( I r T ) = C 4 ( I J T l ) Í F - t C 2 ( I í J )
NEXT I
NEXT 11
G05U1B 2130
IF ÍH THEN 2330
REH
REH
RFH
1.5=0
FOR I=L3 TO N
IF ABS(C2(IíJ)))AItSÍL5) THEN Í9ÍO
GOTO 1930
L5=r.2(I,J)
R=I
NEXT I
IF R=L3 THEN H080
REH
REÍi
FOR Ji=i TO Ni
V=02(Rrí i )
C P . C R j J i l ^ t U j J J )
C/í(1.3}Ji)=V
NFXT Ji
REH
FDR JM TO L3~l
M = C 4 ( R Í J 1 )
MíR^ i i sCAíLa^n
n4(!.3rTi)=V
NEXT Jl
REH
FOR 1=1 TO N
C4(T.Í1.3)=C2(I>J]
NEXT I
GOTO 2231

2Í30 REH 5F. OTARA COH fl VECTOR
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í B_22 PROGRAHAi FORMA OBSERVABLE PAGINA I

' íl

2720
2730
2740
P.7S8
2760
2770
2780
2790
2800

2820
2B30
2840
2RSO
2860
2870
2B80
2890
2900
2910
2920
293(1
2940
29SO
2960
2970
2980
2990
3000

, 3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
30BO
3090
3 Í O O
3110
3Í20
3130
3140
3150
3160
3170
3Í80
3Í90
3200
3210
3220

CÍO } N+i )= I
HFXT I
REH Cí TIENE LA INVERSA DE GAMMA, EN LA ULTIMA COLUMNA SE GUARDA EL ÍNDICE
REH DE LA FILA
R F J I H L 2 ( M ) Í V 2 Í N >
HAT l.?.=3ER
L2ÜHH1)
TF H=l THEN 2830
FOR 1=2 TO H

HFXT I
J=l
FOR 1=1 TO H
L3=L2U)
REH
I F U ( I J = 0 THEN 2990
FDR -H=í TO N
V2Ui}=Ci(L3, ]J )
NEXT Tí
GOSUB 3020
IF I.1ÍIM THEN 2991
FOR Ií=i TO LiíIH
RF.DIH V 3 Í N )
HAT V>A*V2
HAT V2=V3
GOSUB 3020
NEXT U
NEXT I
REH EN C2 SE TIENE LA MATRIZ T, EN Li LOS ÍNDICES DE OBSERVABILIDAP ,
OTO 3080
REM LLENA LA FILA ESCOJIDA
FOR .11=1 TQ N
r .2 Í J J , J )=V2Ui )
NEXT Ji
J=J+i
RF.TURH
REH ETAPA FINAL DE LA TRANSFORMACIÓN
HAT D=B1
MAT W-?.
HAT T I = I N V ( T Í
HAT A2=TitA
HAT Ai=A?.*T
HAT B3=TUB
MAT C1=CÍ¡T
RFM FIN DE CALCULO
M=K1
uo-p.
P6=l.
GOTO 388ÍÍ
REH t*íí SUBPROGRAHA PARA EL LISTADO DE DATOS m*
P R I N T U N ( 2 ) ! R P T M " - ' , « ) '

3230 PRJNT UNÍi í i 'W PRESENTACIÓN DE RESULTADOS DE LA FORHA OBSERVAB1.F tt*'
3240 PRINT L I N í O i R P T U Í ' - ' j H )
3250 ON P6 GOTO 3260,4090
3260 INPUT " DESEA CONOCER LA MATRIZ DE TRANSFORhACION Y Su INVERSA
3270 IF DM>"Stn THEN 3470
3280 PRINT LIN(2)i' MATRIZ WTW"



B-23 P R O G R A M A S FQRHA QnSERVAJU PAGINA

3?90 PRJNT " - j R P T Í t " - " J i 4 )
33011 FQR M TO N
3310 PRINT UNÍ?.)}" FJLA "j l
3320 FOR J=l TO N
3330 PRJHT USJNG SS iGjTU, ! )
3340 NEXT í
3350 PAUSE
3360 NEXT 3 . -
3370 PRINT U N ( 2 ) j " MATRIZ **T INVERSA**1

3380 PRIHT " " iRPTÍÍ1-" ,?^)
3390 FOR l=i TO H
3400 PRIHT UNÍ? . )}" FILA "}I
3410 FOR J=i TO N
3420 PRINT UñING 3!

3430 HF.XT J
3440 PAUSE
3450 NEXT I
346Q PRJNT LINÍ3))F
347fl PRIHT L I N í í ) ) " ***** FORHA OBSF.RVABLE *****
3480 PRINT U N I D }RPT$C-" J H)
3490 PRIHT L I N Í E ) ] ' MATRIZ **At* "
3500 P R I N T ' " jRPTt t " - ' , ^ )
3510 IHAGE t^DZ.SQjX
7520 FOR H TO N
3530 P R I H T U N ( 2 ) j " FILA " j l
3540 FOR J=i TO N
3550 P R I N T IJSING S S Í O j A i d , ! )
3560 HEXT J
3570 PAUSE
3580 HF.XT I
3590 P R J N T L I N t 3 ) j " HATRIZ **B** "
3600 P R I H T ' " ;RPT$í 1 1 - l f ; i4 )
3MO FOR I=i TO H
3620 PRINT UNÍ?. ) ; 1 FILA "j!
3630 FOR J=i TO M
3640 P R I H T 11SIHG 3510JBÍÍ I ; ; )
3650 HFXT J
3660 PAUSE
367 O HFXT I
36RO PRJNT LINÍ3)}" MATRIZ ttCtt '
3670 PRIHT " " jRPTÍ Í" - ' ,U)
3700 FOR I=J TQ K
3710 PRINT UNÍ?. ) ;" FILA '}!
37?.0 FOR J=J TO N
3730 PRINT 1ISING 35ÍOjniíI?í)
3740 NEXT J
3750 PAUSE
3760 NFXT I
3770 PRJNT LTNÍ3);' MATRIZ
37HO PRINT M MjRPT?(n-"íí4)
379ÍI FOR !=} TO K
3BOO PRINT LIN(2)jn FILA "jl
3810 FOR J=i TO M
3B?.0 PRINT U-SING 3 5 t O j í ) í ( I } i )
3830 NFXT J
3840 PAUSE
3BSQ HEXT I



B-2¿f PROGRAMA! FORMA OBSERVARLE P A G I N A 6

3860 GOTO 4040
3870 P R I M T E R 15 16
3880 PRIHT PAGE)LINf5 ) j ' TO DF.SEA IMPRESIÓN EN PAPEL (SI/NO) ?W"
3890 INPUT Oí

3900 IF !HO"Sr THF.N 3920
3910 HOTO.3940
3920 H=8(T
3930 GOTO 3210
3940 PRINT P A P E ) L I N ( 8 ) j " *** ALISTE EL IMPRESOR W
39S0 PRINT L I N ( 3 ) j " ( APLACE ** CONT #* PARA HONTIHUAR ) n

3960 tf=iiD

3970 PAUSE

3980 PRIHTER IS y^^imHUií)
3990 GíJTH 3RÍI)
4000 PRIHT L I N ( 5 ) j " E L SISTEMA ttt "MW tt* NO TIENE FORMA OBSERVABLE"
40ÍD PAUSE
40HO PRIHTER IS ife
^1030 HOTO «id
4040 P R I N T L I H Í 2 ) j R P T $ C ~ H , y )
40SO P R I N T TAB(U)¡"m ÍNDICES DE OBSEMABIUDAD ***'
40^0 P R I N T RPTíC-"^!)
4071) PRINT U N t i )
4 0 B O RF.H t*t OBTENCIÓN DEL HAX1MO ÍNDICE OF OBSERVABILIDAP tt*
40?0 H2=«
4 Í O O FPR I«J TO K
4 Í S O PRIHT L I N í D j T A P Í U Í i I í ' , - - } L i ( I )
41P.O ÍF I.Ut))H?. THEN 414Ü
4Í30 GOTO 4J50
4140 H2=IA(T)
4550 Í1EXT I
4160 PRINT LIN(4) j " t t* El. IHBICE DE OBSERVABILIDAD DEL SJSTEHA EB i a^Z\ tt*"
4170 PRIHTER IS U
4180 PRINT L I N ( 5 ) } B FIN DE PRESENTACIÓN '
4Wfl PRIHT L I H Í 2 ) j N APLASTE *** CONT »* P A R A CONTINUAR1

42 O O PAUSE
4210 REH REGRESO A PROPRñHA HAESTRO
4RP.Í) OH KEY 47 GOTO 427D
4?30 PRIHT PAPE)LIHÍ?);TAK(?!Í)}HAPLASTE TECLA 3(K3) SI PESEA FORMA CONTRÓLAME"
4^40 PRINT UN(t5)iTABÍ?.l)Jj1APl.ASTE TECLA /ÍÍK/Ü SI DESEA RECONSTRUCDinN"
4250 PRINT UNÍS) iTAPÍ^Í)}'APLASTE TECLA 7ÍK7) SI DESEA INGRESAR NUEVOS DATOS"
4260 GOTO 4260
4270 PRINT PAGEjLIN(3)jTA]U?.G)i"SI DESEA EMPEZAR CON OTROS DATOS DEBE HACFR LO SIGUIENTE!1
4300 PRINT LINÍ?.)iTABÍ?.S)i'l,- APLASTAR 8CRATCH ÍKÍ5JY LUEGO EXECUTE"
4350 PRINT LTN(2)iTAP(25)j'?.,- CARGAR E!. PROGRAMA MAESTRO CON GErMRÍ(34H"VGPR"¿CHR*(34)
43̂ 0 PÍÍINT !.lHí?.}jTAB(RS)j'3,~ APLASTAR RUH"
4330 PAUSE
4340 GOTO 4330̂
4350 END



B-25 PROGRAMA! REALIZACIÓN MÍNIMA PAGINA

Í O O O REM m PROGRAMA P A R A REALIZACIÓN MÍNIMA «i
1010 02=4
1020 IF OJOD2 THEN BOO
1030 REM LA HATRIZ Gis) HA SIDO L E Í D A , G ( s > ESTA
1040 REH SIONES ( K 2 , M H ) DONDE!

í

A1.K7.ACF.NAPA EN Gi (* ) PE DIHEN-

1050 RFM K?.= SUMATORIO PE LOS GRADOS DE LOS DENOMINADORES COMUNES DE CADA FILA
1060 REH H= NUMERO DE COLUMNAS DE G(s)
i 070 REM NHt) ES UHA MATRIZ QUE REPRESENTA A UN SISTEHA ftUE ES COMPLETAMENTE
11)80 REM OiJSERVABLEjPERn NO NECESARIAMENTE COMPLETAMENTE CONTROLABLE
S 0 9 0 K2=YÍMM
UílO REDTH N U K 2 * K , K 2 + M )
i UO MAT Hi=ZF.R
112Q FOR 1=1 TO C
1130 FOR I 5 = Y U ) TO YÜ+J)-?.
1140 N1Ü1H,I1)=1
1150 NEXT U
1160 NEXT í
Ü70 FOR Ii=i TO K2
11BO FOR Jl=l TO H
1190 NHIi^-KUmUJ,.!))
1200 NEXT -Ti
1210 NEXT U
1220 FOR 1=1 TO K
1230 FOR I i = Y ( l ) TQ Y í J + i H
1240 N l ( U , Y U + í H ) = - G l ( U , H H )
i 250 NEXT 11
1260 NEXT I
1270 REH P R O G R A M A P A R A CARGAR LAS MATRICES CJ EN
1280 FOR I=K2H TQ K2+K
Í290 HHTíYÍI+i-K2)-i)=5
1300 REM PRIHT ' N i í ' i J j V}Y(M-K2H}")=")Ni(I
1310 NEXT I
1320 PRIHT PAGE}LIHíi t t )}"mm ESTOY REALIZANDO

LA FORMA COHPANION

;YÍI+i-K2)-i)

OPERACIONES ELEMENTALES EN FILAS W
1330 PRINT I.INÍS)i"m*tt Y COLUMNAS P A R A OBTENER LA FORMA CONTROLABLE DE NÚ*) W
1340 PRIHT LINÍS))' ( NO APLASTAR
•(350 REH PROGRAMA DF OPERACIONES ELEMENTALES EN
1360 13=1
ÍT7R T~í-llo/ t i JoH.

.1380 I=K?
1390 J=K2+H
1400 E=iE-5
1410 Z=f}

NINGUNA TECLA )a

FILAS Y COLUMNAS

i 420 REH Z REPRESENTA FL NUHERQ DE COLUMNAS LINEALMENTF INDEPENDIENTES
1430 REM ENCONTRADAS
U40 GOSHB 1460
1450 GOTO 151.0
1460 REM SlWRiniNA P A R A IGUALAR A CERO
1470 IF A D S ( N 1 Í I ; J ) ) ( E THEN 1490
1480 GOTO 1500
1490 N l ( I r I ) = 0
i 500 RETURN
1510 IF N H I Í J ) = 0 THEN 1720
1520 REH ALGORITMO PARA REDUCIR A CERO TOPOS LOS ELEMENTOS UBICADOS SHBRF EL PIVOTE
1530 FOR U=l TQ I-i
Í C A f l C— V M M T < 7 \ A I Í / T T \U r = - N H l - I l j j J / H H I j J )

1550 IF F=d THEN 157(1
i 560 GOTO 15BO
1570 GOTO 1650



B-26 P R O G R A M A ! tEALIZACIÜN HJNIHA PAGINA

,1 '
' J 1680 J=J-i

1580 FOR Jl=i TO K2*M
1590 NUI-UjJ i^NU
Í Í j O Q KEXT Ji
i t íO REH DEBE REALIZARSE LA OPERACIÓN INVERSA
1620 FflR l?M TQ
1630 HíUP. j I
.1640 NEXT U
1650 RF.H
1660 NOT II
3670 1=1-1

1690 GOPUR 1460
1700 IF N1(I,J)=0 THF.N 1721
mo GOTO 20011
1720 H1=Q
1730 REH Hi= ELEHENTO MAYOR
1740 REH R = FILA DE!. ELEMENTO HAYOií
Í7SQ FOR IH TO I
1760 IF A ? S Í H l ( U , J ) ) > m THEN 17BQ
1770 GOTO ÍBOfi
1780 H l = A B S { N i ( I i , J ) )
1790 R=Ii
1BOO HF.XT U
SB10 IF H i í E THEH
1BP.O FOíí Tl=l TQ J
1830 X ^ N J U í J i )

1050 H K R j J i M
ÍB60 NEXT JI
J870 FOR U«i TO K2+K
1HBO X = N U U , I ) .
J870 M H J i í D ^ H I i j R )
Í900 H1ÍU;R}=X
Í 9 Í O HF.XT Ii
S.720 REH EMPIEZA LA OBTENCIÓN DE CEROS EN LA COUJHNA DEL NUEVO PIVOTE
1930 X=i
Í940 GOTO 2010
1950 REH SE HA ENCONTRADO OTRA FILA L3HEALHFNTE DEPENDIENTE
1960 .13=131-1
1970 IF (M+I3) OR 0=}) THEN 2040
19BO -M-l
199Q GOTD Í690
ROOO IF 1=1 THEN 204!
2010 I

2030 GOTO iSRO
H 0 4 0 REH SE HA TERHINADO EL PROCEDIMIENTO DE OPERACIONES EN FILAS Y COiühNAS,
2050 REH EMPIEZA EL ENSAMBLAJE DE LAB HATRICF.S A^O
2060 Z=K2-Í3
2070 P R I N T P AGE j " PRESENTACIÓN DE RESl¡LTADOB B jLINÍ3)
2080 PRTNT ' EL NUHERn DE FILAS REHnVííAS ES ¡ ní7.jLIN(3)j "APLASTE CQNT PARA CONTINUAR'
2090 PAUSE
2100 REDIM A(K2-Z J K2-Z) í R(K? . -Z í M) í CÍK J K? . -7 . ) !»(!(,«)
2110 REH ENSAMBLAJE DE LA MATRIZ A
2Í20 FDR I=Z+1 TO K2
•2130 FOR -M+i TO K2
2140 A d - Z J - Z J ^ N i t l J )
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2i5D NEXT J
2Í60 NEXT 1
2170 REM ENSAMBLAJE DE LA MATRIZ B
2Í80 POR I=7.+i TO K2
2 Í V O FQR J=K2+i TO K2+M
2200 ua-ZjHca^Niajj)
2?iO HEXT J
2P.20 NEXT I
2230 REM ENSAMBLAJE DE LA MATRIZ C
2240 FOR I=K2H TQ KM
225(1 FOR 3=Z+i TO X?.
2260 OíI-i^.T-Z^NiüjJ}
2270 NEXT J
?.?.8fl NF.XT I
22VG PRINT P A G E i L I N t M i ' t t t FIN DEL PRDGRAHA Y VERIFICAR SJ SE DESEA ALHACENAR U*"
2300 PRINT UNÍ3)}1 1 tt* LOS RESULTADOS O IMPRIMIRLOS m*
2310 PRINT L I N U J j "APLASTE COHT P A R A CONTINUAR"
2320 PAUSE
2330 PRINT PAQEiLlHiiíl)jumm DESEA Al HACENAR LOS RESIUAPÍIS EH UN ARCHIVO (SI/HO)?m«*"
2340 TNPUT D$
2350 04=i
2360 N=K2-r.
2370 HAT P=7.ER
2381] TF 1)^0"SI" THEH 2401
2390 GOSUB 2420
2400 REH REPRESO A JNWCE DE PROGRAMAS
24ÍO ROTO 2WO
242(1 RF.H 8UPRÜTINA PARA ALHACEHAHIEHTO FN ARCHIVO
2430 PRINT PAHE]'INGRESE NOMBRE DEL ARCHIVO ¡ "j
2440 INPUT m
2450 PRINT N2Í
2460 ARSIPN+J TO N2$,X
2470 IF X=t THEN 2530
Z480 PRINT LINÍilj-YA EXISTE DICHO ARCHIVO, DESEA DESTRUIRLO^ (SI Q NO )"
2490 INPUT í)$
2500 JF ü$="8r THEN 2??.0
2SÍ1 GOTO 2430
2.5HO PURPE m
2S3I] CRÉATE H2$J200,8
2540 ASRIGN 43 TO N2Í
P.S50 GOTQ 2S60
2560 P R I N T í i j O ^ M j M í K
2570 P R I N T ^ ¡ A t í J ^ í l c l j C í t J j M * )
?580 PRINT *ijT3$
2590 Yt="REBHI.TAD05 ESTÁN ALKACENAPOP EN A R C H I V O i ' í r N ñ t
2000 GOTO 2610
?6iO Yí=YU" .MATRICES A,JW
2620 RETURN
2630 GOTO 333(1
26411 P R Í N T L I N í D j R P B t " - " ^ )
2650 PRINT LIN(2);TAB(iO)}'m PRESENTACIÓN DE RESULTADOS PE LA REALIZACIÓN MÍNIMA itt '
2WO PRINT LIN(OiRPn('~'fH)
2670 P R J N T L I H Í 2 ) ; " HAIRI1 ttAtt "
2690 PRINT ' " í R P n ( " - V 4 ) j
2690 JMAGF. t ^DZ^DjX
2700 POR 1=1 TO N
2710 PRIMT LIH(2 ) ] " FILA " j l
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2720 POR J=J TO H
2730 PRINT USING 26901AO,!)
2740 NEXT J
2760 MEXT I
2780 PRÍNT UN(2)}" HATRIZ t*TO u

279¡) PRIHT " "¡RPTÍÍ"-'^)
2SOQ FOR I=J TO H
2811) PRINT UNÍ?.)}1 FILA "jl
2820 FOR J=i TO H
2B3G PRINT USING 2690}BU,J1
284Ü NFXT J
P.86G NF.XT 1
2888 PRJHT LINÍ2)jM HATRI?. t*Ctt "
2890 PRIHT ' "íRPTÍÍ'-V'U
2900 FOR 3=1 TO K
2910 PRINT LINía)}" FILA "jl
2920 FOR H TO N
?.93fl P R I N T USING 2 í )90 ;C( I ; J )
2740 NEXT J
2950 PAUSE
2960 NEXT I
298B PRINT L I N ( 2 ) j " HATRIZ ttRt* n

29VO PRINT " ' j R P T t C - ' j í í )
3000 FOR 1=1 TO K
WO PRINT l . I N ( 2 ) j " FILA " j l
3020 FOR ¡N TO H

PRIHT USING 2 6 9 0 ¡ D ( t / J )
HEXT J

3050 PAUSE
3060 NEXT I
3070 PRIHTER IS i¿
3080 P R I N T L I N ( 5 ) j u FIN DE PRESENTACIÓN "
3090 PRINT L I N ( 2 ) j n APLASTE tt* HONT W P A R A CONTINUAR'
3 Í O O PAUSE
3UO G3=l
3120 GOTO 3?.fctt
3Í3Ü PRINT P A G E } L l N l 4 ) i " tt t DESEA IMPRESIÓN EN PAPEL (SI /NO)
3HO INPUT í$
3150 IF D $ Í ) W S I " THF.H 3ÍBO
3^11 W = U O
3570 GOTO 3P.OO
3Í8Ü H=8i]
3i90 GOT02MO
3200 P R I H T ' tí* ALISTE EL IMPRESOR W"
3210 PRINI LIH(3)} 1 1 ( APLASTE tt CONT ** PARA CONTINUAR ) '
32?.P PAUSE
3230 PRJNTER IS 7,1^1^^(51(1}
3240 COTO ?.M
3250 EW>
3260 P R J N I P A G E j L I N ( 3 ) j T A B ( 2 5 ) ; " U S T E D TJENE LAS SIGUIENTES OPCIONES"
3270 OH KEY *7 GOTO 3330
3280 PRJHT L I H t i ) j - TECLA 3(K3) .~ FORMA CONTROLABLE DE LOS RESULTADOS"



nt-nuj.un/Aun ruríjrm fHbirm

32VQ PRIHT LINíDj" TECLA 41K4),- FORMA OBSERVARLE DE LOS RHSULTA1W
3300 PRIKT LTNÍ í ) } " TOLA 4(M),- RRCONSTRUOTOH CON LOS MULTADOS"
3310 PRJNT LTMÍ i ) } 1 TECLA 7(K7),- INGRESO DE HUEVOS DATOS"
33P.D GOTO 33P.O

PR7HT PAGEjL3H(3) jTAí { (H} ) ü PARA THPRESftR NUEVOS TiATDB HACER LO SJP11TENTE',"
PRINT LINtaiíTABtP.f)))1!.- APLASTAR MATCH (K15J Y I.HEGO EXECUTE"

3370 PRJNT UH(2)iTAB(?.(l)i"?..- TECLEAR GF.T"í,CHRÍ(34)í.nVPPRUCHR$(34)í111 Y APLASTAR EXECUTE"
3380 PRIHT I.TH(2)iTAB(2lDi"3,- APLASTAR RUN"
3370 PAUSE
3400 GOTO 33?ü
34 i O ENB



B-30 P R O G R A M A IECONSTRUCCION PAGIHA i

1000 REK RECONSTRUCCIÓN
i OII) 02=5
J 0 2 0 IE ÜJ002 THEN BOfl
U3D PRINT PAGEiLIN(5)i"t t t tm FSTOY REALIZANDO LOS CÁLCULOS CORRESPONDIENTES nmt"
1040 P R I N T I . I N Í 3 ) ; " ¿ttttt* AL P R O G R A M A DE RECONSTRUCCIÓN
1050 REDIM Ci (K } N*H)
1060 MAT CÍ=ZER
1070 HAT C 2 = I D N ( H , H )
ÍORO FHR KM TO N
1090 HAT C3=WC2
l i O O HAT C4=C3*H
i 110 FOR M TO H
1120 FOR 1=1 TO r.
1130
1140
1150 HEXT I
1160 NEXT T
1170 REH PRIHT 'MATRIZ C4"
1180 REH HAT PRINT C4
U 70 REM PRIHT "MATRIZ Ci"
Í200 REH HAT PRIHT Ci
ÍP.ÍO REH PAUSE
l?.2fl HAT Ai=A*C2
5230 Tl=0
1248 FOR M TO H
1250 T 1 = T H - A J ( J , J )
1260 NEXT -I
J270 V2(Ki)=-( l /Kimi

J Z 9 0 HAT A3=tV2(Ki) ) tA? .
1300 HAT C2=Ai+A3
1310 HEXT Ki
1320 REH J BARRE LOS GRUPOS DE N COLUMNAS, CADA GRUPO PE H COLUMNAS
1330 REH SE ALMACENA EN UNA COLUMNA DE Gi
J340 REM CAPA COLUMNA TIENE I FILAS CAPA UNA DE LAS CUALES ES
1350 REH UN POLINOMIO EN s DE GRADO N-i
1360 FOR J=J TO H
1370 RFH I BARRE LAS FILA? PE Ci QUE REPRESENTARA UN GRUPO PE N
URO REH FILAS EH LA MATRIZ Gi
Í39B REDIH GIUUNjM+i)
1400 REH FN LA CQLUHNA M-H PE Gi SE ALMACENARA LOS COEFICIENTES
1410 REH DEL DENOMINADOR COMÚN DE CADA FII.A( QUE ES EL HISHQ PARA TODAS
1420 REM LAS FILAS)
1430 FOR 1=1 TO K
1440 FOR M TO i STEP -j

i 460 NEXT Ki
1470 NEXT I
i 48 O HEXT J
1490 REH EMPIEZA EL ALMACENAMIENTO DE LOS PENOHINADORES
1500 REH I BARRE LAS FILAS DE Cí QUE SE CONVIERTEN EN N FILAS
1510 REH EN LA MATRIZ Gi
1520 REH Y U ) REPRESENTA LA FILA DONDE EMPIEZA A ALMACENARSE EN
1530 REH Rt LA FILA \E Ci
i540 REH R ( I ) REPRESENTA F.L GRADO DF.L DENOMINADOR DF. CAPA FILA
1550 REH RUÉ PARA ESTE CASO ES SIEMPRE N
1560 RF.DTH Y U H ) , R ( K )
1570 Y í l ) = l
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Í580 FPR M TO K
1S9Q R ( I ) = N
M I J O Y ( I U ) * Y ( I ) + R ( I )
1610 RF.H EMPIEZA ESCRITURA EH Gi
UHO FOR .MU) TO YU+IM
1630 FOR Kí=N TQ i STEP -i
1MO GUN-KíH+d-WNjH+O
1650 N E X T U
U6Í1 NEXT J
1670 HEXT I
URO 03=?.
Í690 GOFO 2 Í 4 G
1700 REH VERIFICAR SI SE PESEA ALKACENAR LA FUHCIOH DE TRANSFERENCIA EH UN ARCHIVO
1710 PRIHT PAGEjLINÍS) ; "DESEA ALMACENAR LOS RESULTADOS F.H UN ARCHIVO?}(SI /NO) ' i
1720 JNPUT W
1730 PRINT Dí
174B IF li$0'SI' THEH 1760
Í75U GOTO 1880
1760 RF.H REGRESO A INPICE
177Í] ON KEY =17 GOTO iíílO
1780 PRJNT PAPE}LINÍ3) |TAB(? .0) i "APLASTE TECLA 5ÍK5) SI PFSEA REALIZACIÓN HIHIMA"
17VO PRINT L T N ( ? . ) j T A B ( ? . 0 ) j B S I DESEA INGRESAR OTROS DATOS APLASTAR TECLA 7 Í K 7 ) "
IBOtl GOTO I B O d
Í 8 Í O PRIKT P A G E ; L I N ( 2 ) ) T A B ( ? . 0 ) í M S I DESEA INGRESAR OTROS DATOS HACER LO SIGUIENTE!1

Ifttü PRINT IJN(l )}TAB(?.S)} ' í , - APLASTAR SCRATCHÍK15) Y LUEGO EXECUTE'
ÍB50 PRJMT LINÍi))TAR(25)}"?.,-TECLEAR GF.TBKHRÍ(34)i,nWPR"Í.C.HRtí34)íIBY APLASTAR EXECUTE"
ifl/JO PRINT L I N í i J i T A B Í ^ ) } ^ , - APLASTAR RUH"
SB70 m
1880 REH SUBRUTINA PARA ALMACENAMIENTO EN ARCHIVO
1898 PRIHT PAGEj"INGRESE NOMBRE DE ARCHIVO ¡ "}
1900 JNPUT KH
1910 PRIHT Hite
1920 fiSSIGN *J TO H J $ , X
1930 IF X=i THEN 2010
1940 P R J N T L I N ( i ) } T A R U Q ) j ' Y A EXISTE DICHO ARCHIVO"
19SO PRIHT L I N ( l ) ; T A B Í i l ) ) ) " D E S E A DESTRDIRLOÍSI /NO)? ! "
196D INPUT Dt
Í970 IF D$='SI" THEN 199fl
1980 COTO ÍB9ÍI
1990 PURGE Hiii
2000 PRINT P A G E ) L I N t 7 ) j T A B ( H ) 3 1 1 *tt ESTOY CREANDO EL ARCHIVO —"¿NW1 ~ttt"
2010 T?.*=HU
2030 CRÉATE Ni$ ,2(10,1 f»
R030 ASSIGN 4i TO Ni*
2040 PRINT íJ jO^M
2050 PRINT t i j R í t M W j G U t )
2060 PRINT ti}T2$
21)70 A8SIGN n TO Ni*
2880 PRINT P A G E } L I N ( 5 ) j T A B ( í 0 ) j l l L A FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA RUÉ SE OBTUVO"
2090 PRINT ! . T N { í ) í T A I H l Q ) j " C Q H n RESULTADO DE LA RECONSTRUCCIÓN D E i ' j N *
2100 PRINT L I N ( i ) i T A B ( i B ) i " H A SIDO ALMACENADA EN EL ARCHIVO ;" jNl t
RUI) PRINT I . I N ( 4 ) { T A B ( S J i " A P l . A S T E CONT PARA CONTINUAR"
?.m PAUSE
2Í3Í1 GQTQ 1700
2 Í A O REH m VERIFICAR SI SE DESEA IMPRESIÓN EN PAPEL W
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2i50 PRIHT P f t G E j L I N Í S ) ; ' W* DESEA IMPRESIÓN EN PAPEL (SI/NO) fttt1

2 Í70 IF JHfrSI" THEN P.Í99
2181) GílTÜ ?.?.10
2Í90 «=BQ

2200 &QTO 2270
2? i O PRINT P A G E i U M t S ) } " ttt ALISTE FL IMPRESOR W
2P.20 PRINT U N Í 3 Í J " ( APLASTE W COHT ** PARA CONTINUAR

E248 PAUSE:
2250 PRTHT PAPE
2?.6fl PRXNTER TS 7 , i f H I D T H Í U I )
227Í PRIHT LIHÍDjRPTÍC-"^)
2280 PRINT LlH( i ) jTAIU?.0) j E n t RECONSTRUCWOH DEL PROW.FHA — -}N$i"— ttt"
2P.99 P R J N T U N Í i ) i R P T Í Í " - " ; « )
?.300 PR)NñAD(40) í"NlJ iERO DE FILAS DE Ms)= " j K
R310 PRINT L I N ( i ) } T A B Ü O ) ; " N l ] M E R Q DE nOl.DMNAS DE Gis )* ' j H
?3eO P R J N T L J N t D j R P T S t " - ' ^ )
R330 P R I N T LINíPJ jTABÍPJUí 'm MATRIZ R í s ) m",UN(i)
2340 FDR I=i TO K -
2350 PRIHT L I H ( i ) í T A B ( i O ) j " F l L A " ; I j " O R ! ) E H " j R ( I )
2361) PRIHT TAB(ü)iRPT$C-V8)
2370 P R I N T L I H ( ? _ ) ) T A í U i t l ) j n P E H D ! 1 I N A ü O R COMUN :"
?.^BO K 4 = Y ( I )
2390 KS=YlHi)-i 1-
?.40II FOR l.=K4 Tu K5
2410 Kfi=L-R4
24P.O PRIHT L ! H ( i ) i T ñ H ( ? . f l ) } ' G R A D Q " j R ^ j 8 = - j í lROilNMGí (L,H-H) ,4)
?.430 NEXT L
2440 PRINT L I H ( l ) j T A P ( ? . f l ) ) "PRADO " } & ( ! ) } " = i"
2450 PAUSE
2460 PRINT LIH(3 ) iTAPÍ2 l l }}"m NUHERAMRES tt* u

2470 PRINT TAí í í ? . 0 ) jRPTÍ Í B = n ; ? . 0 )
2480 FQR J=l TO H
249(1 PRIHT LIN(i)}TAIU?.B).}T.ni.UMHA " j l j " -ÍW N i " | I i " , ' } J i - i ***"
RSlíf l PRINT T A B ( 2 l l ) í R P T $ ( " - " í 3 0 )
2SÍO FOR 1 = K 4 TD K5
2SP.O K/H.-K4
2530 P R J H T L I N ( l } j T A H ( ? . ( l } j n P R A D Q n j ^ j ' = " )PROUNP( í i i (1,11,4)
P.54D NEXT L
?Í50 PAUSE
RS60 NEXT J
2570 NEXT I
2580 PRINTER 13 U •
2SVO GOTO WO
E6Í10 PRINT I J N t S J i " FIK DE PRESENTACIÓN "
2/>U IF i)$=Bí>r THEN Í7W
2620 PRINT L I N Í S J j - P A R A REVISAR LOS RESULTADOS PUEDE UTILIZAR LAS TECLAS m "&r.HRÍÍ2?.4H"
?.Wfl P R I N T L I N ( í ) i " Y *W 'í ,nHRt(247)í t" t« RUÉ DESPLAZAN LO PRESENTADO, HACIA ARRIBA Y ABAJO"
2640 P R I N T L I N ( ? _ ) ¡ U APLASTE W CONT **í P A R A CONTINUAR '
2651) PAUSE
?.í>60 GOTO 1760

ENÜ
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