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Resumen

En Teoria Cudntica de Campos con interacciones siempre aparecen cantidades
divergentes cuando se calculan amplitudes fisicas. Estas cantidades deben ser ex-
presadas mediante magnitudes medibles, y para este cometido se necesita un me-
canismo de renormalizacién que elimine estas divergencias. Una consecuencia de
la renormalizacion es que las constantes de acoplamiento renormalizadas depen-
den de la escala de energia. Esta dependencia se puede caracterizar mediante las
funciones beta [ de la teorfa. El entendimiento de su estructura nos permite co-
nocer el comportamiento infrarrojo y ultravioleta de la teoria, asi como indicar su
régimen perturbativo. En este trabajo se presenta el computo de la funcién beta
en Teorias Gauge no Abelianas con grupo SU(N), y se discute el caso especial
de SU(3). Se revisan las correcciones radiativas de la teoria a orden de 1-bucle,
y se determina que los diagramas divergentes a tratar son las contribuciones del
propagador bosénico, propagador fermidnico y el vértice bosén-fermién. En este
trabajo utilizamos el esquema de Bogoliubov, Parasiuk y Hepp (BPH) para aislar
divergencias en contratérminos y para renormalizar los parametros de la teoria.
Utilizamos, ademas, el método de regularizaciéon dimensional para regularizar in-
tegrales infinitas y garantizar su convergencia. A modo de ejercicio, calculamos
también la funcién beta de la Electrodindmica Cuantica (QED). Como conclu-
sién, para el caso de la QED se obtiene que la funcién beta es positiva, 3(e) > 0,
siendo segura en regimenes infrarrojos. En teorias Gauge no Abelianas, 5(g) < 0

para np < 16, y presenta el fenémeno de libertad asintética.
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Abstract

In Quantum Field Theory with interactions divergent quantities always appear
when calculating physical amplitudes. These quantities must be expressed by mea-
surable magnitudes, and for this purpose a renormalization mechanism is needed
to eliminate these divergences. A consequence of renormalization is that renor-
malized coupling constants depend on the energy scale. This dependence can be
characterized by the beta [ functions of the theory. The understanding of its struc-
ture allows us to know the infrared and ultraviolet behavior of the theory, as well
as to indicate its perturbative regime. In this paper, we present the computation
of the beta function in non-Abelian Gauge Theories with the SU (N) group, and
the special case of SU (3) is discussed. The radiative corrections of the theory are
reviewed to the order of 1-loop, and it is find out that the divergent diagrams to be
dealt with are the contributions of the bosonic propagator, fermionic propagator
and the boson-fermion vertex. In this paper, we use the Bogoliubov, Parasiuk and
Hepp (BPH) scheme to isolate divergences in contraterms and to renormalize the
parameters of the theory. We also use the method of dimensional regularization
to regularize infinite integrals and guarantee their convergence. As an exercise,
we also calculate the beta function of Quantum Electrodynamics (QED). As a
conclusion, for the case of QED, it is obtained that the function beta is positive,
B(e) > 0, being safe in infrared regimes. In non-Abelian Gauge theories, 5(g) < 0

for np < 16, and presents the phenomenon of asymptotic freedom.
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Convenciones

Unidades

Se trabajara en unidades naturales, donde
h=c=1.

En este sistema, se cumple

longitud] = [tiempo] = [energfa] ' = [masa] '

Por lo tanto, la masa (m) de una particula es igual a su energfa en reposo (mc?).

Relatividad y Tensores

Utilizaremos la métrica de Minkowsky 7, con signatura (4, —, —, —), es decir,
1 0 0 O
0 -1 0 0
Juv =
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Las coordenadas espacio temporales z# seran denotadas por indices Griegos (pu =
0,1,2,3) con la coordenada del tiempo ¢ siendo 2°. Las coordenadas espaciales z°
seran etiquetadas con indices Latinos (¢ = 1,2, 3). Cuadrivectores son denotados

por letra itélica y vectores tridimensionales son denotados por negrita. Por ejemplo,

0

ot = (xo,x), Ty = g’ = (2°, —%)

pz=gup'a’ =p’z° —p-x



En transformadas de Fourier los factores de 2w apareceran con la integral de

momento. Por ejemplo, en cuatro dimensiones :

d4k r —ikz
fz) = / il (e

Ademas, se utilizard la prescripciéon de Feymann para resolver integrales mo-
viendo sus puntos de divergencia una cantidad infinitesimal ¢ al espacio complejo.

Por ejemplo, integrales como

d4k, /l'e*ik'(élfl*i’?)
- @

Se utiliza la convencién de Einstein donde indices repetidos en una expresion se

summarn.



Proélogo

Este trabajo de titulacién consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo se
sientan las bases fundacionales de las Teorias Cuanticas de Campos, marco tedrico
necesario para el desarrollo y fluidez de todo el estudio. Ademas de introducir la
notacion que se utilizara a lo largo del trabajo, se revisara la importancia y las
bases del formalismo de integrales de camino y de las teorias con simetrias gauge.

En el segundo capitulo se aborda los mecanismos de renormalizacion, se estudia-
ra las divergencias que aparecen en las teorias y como lidiarlas sistematicamente.
Se discutira la teoria renormalizable perturbativa, metodologia esencial al momen-
to de calcular funciones beta.

En el tercer capitulo se calculan las funciones beta de la Electrodinamica Cuéan-
tica y Teorias Gauge No Abelianas. Esto se lo realiza al obtener expresiones expli-
citas de todas las contribuciones divergentes a orden de un bucle de diagramas de
Feynman de ambas teorias a través de los contratérminos con condiciones de renor-
malizaciéon adecuadas. Finalmente, en el cuarto capitulo, se discute los resultados
y se presentan las conclusiones.

Este estudio intenta ir mas alla de los conocimientos de la carrera de pregrado,
con el objetivo de enfatizar el conocimiento y el desarrollo de teorias de campo
gauge no Abelianas; teorias de un interés cientifico muy alto y de un campo muy
activo en la investigacion actual. Tanto que el Instituto Clay de Matemdticas ca-
talogd aspectos de las teorias gauge a principios del siglo XXI como uno de los

problemas del milenio.®

@ El planteamiento del problema oficial fue preparado por Arthur Jaffey y Edward Witten y
se puede encontrar en [6].
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Capitulo 1

Teorias Cuanticas de Campos

Tu materia es el tiempo, el incesante
tiempo. Eres cada solitario instante.

Jorge Luis Borges

El pasado y el presente se marchitan.

Y los he llenado y los he vaciado a los dos

y prosigo llenando lo que me espera en el futuro.
(...) Yo soy inmenso y contengo mullitudes.

Walt Whitman

Los formalismos usados para llevar a cabo la cuantizacién de campos son la
cuantizaciéon candnica o sequnda cuantizacion, y la cuantizacién por métodos fun-
cionales de Feynman. En este capitulo vamos a revisar los fundamentos necesarios
para abordar QFT a través de éste ultimo. En la seccion 1.1 se estudiara el origen
de los métodos funcionales para cuantizar campos y se introduciran las funciones
de Green, cantidades de interés para el trabajo. En la seccién 1.2, se expone un
ejemplo de como el formalismo funcional permite llegar a la derivacién de diagra-
mas de Feynman de una teoria. En la seccion 1.3 se estudia las teorias Gauge y se
presentan las reglas de Feynman para la electrodinamica cuantica y para teorias
gauge no Abelianas. En la 1ltima seccién, se profundiza en las consecuencias de

una fijacién gauge en el Lagrangiano de una teoria no Abeliana.



1.1. Métodos funcionales en Teoria Cuantica de
Campos

En 1933, Paul Dirac noté que, en contraste con la mecanica clésica, la accion
parecia irrelevante en el marco de la mecdnica cuéntica [24]. Sin embargo, en sus
trabajos realizdé un razonamiento con el que concluyé que, en el limite clésico, la
fase de la funcién de onda es la accién del sistema. Este resultado llevé a Dirac a
sugerir que la fase de la funciéon de onda puede obtenerse como superposicion de

todas las trayectorias posibles, pesadas por exp(iS) [24], esto es,

e~ Y

trayectorias
A partir de fenémenos como el experimento de doble rendija, si (¢',t'|q,t) es la
probabilidad de encontrar la particula en ¢’ a tiempo ¢’ si estaba en ¢ a tiempo ¢
se puede postular que,

. tgty="Y_ € (1.1)

trayectorias

y haciendo una suma continua sobre todo el espacio de trayectorias, queda

(. Fla.t) = / Dy(t)e’s. (12)

donde D es la medida sobre todo el espacio posible de trayectorias de ¢(). En otras
palabras, para ir de A a B, una particula tomard todas las trayectorias posibles,
de tal forma que cada trayectoria contribuye con un factor ¢** a la amplitud de
probabilidad de encontrar la particula en B [25, 26].

Podemos entender la teoria de campos como el limite al continuo de la mecanica
de particulas, ya que un campo no es mas que una asignacién de un valor a cada
punto del espacio e implica, por tanto, un nimero infinito de grados de libertad.
La generalizacion del formalismo de integrales de camino a una teoria de campos

es inmediata (e.g. se puede revisar [28]). Para un campo escalar ¢, la ecuacién



(1.2) toma la forma:
@.t16.)= [ Do e

:/ng/Dﬂ exp i/tt/dt/d3x(W¢—H)

donde 7 = d ¢, y H la densidad Hamiltoniana del sistema. Ahora, la variable

dindmica es el campo ¢(z) en vez de la trayectoria ¢(¢) y la integral es, por tanto,

(1.3)

sobre todas las configuraciones posibles de campo, y no sobre trayectorias.

Las cantidades que nos interesan calcular son las funciones de Green a n-puntos
G(”)(cp’l, G2, ..., On), O funciones de correlacion a n-puntos. Estas cantidades contie-
nen toda la fisica de la teoria [29], y cumplen un rol fundamental en la derivacién
de reglas de Feynman, célculos de secciones eficaces, tasas de decaimiento, etc. En

el formalismo funcional estan dadas por,

[ Do p(1)...0(x,) exp [i [ d*zL()]
fD(b exp [i [ d'zL(x)]

GE (01, s s o) = (1.4)

El subindice 0 es debido a que estas funciones de Green son calculadas a partir de
campos desnudos!. Asi, gy representa la constante de acoplamiento desnuda carac-
teristica de la teoria®. Debido a que estas cantidades no son coherentes, al calcular
amplitudes fisicas, es usual trabajar con funciones de Green renormalizadas, donde
los campos desnudos sean renormalizados (reescalados) por ¢g = Z'/2¢,, con Z
algiin numero referido como renormalizacion de la intensidad del campo. De esta

manera, las funciones de Green renormalizadas se obtienen a partir de

G (b1, s bnig) = | [ 222 GOV (61 Bs 00). (1.5)
a=1

El rescalamiento en el campo provoca también que gq sea reescalada a g, la cual
llamaremos constante de acoplamiento renormalizada. Esta expresion nos serd de

utilidad mas adelante, en el capitulo 2. En el resto de este capitulo, solamente

'En inglés, bare fields. Esto es, previo a renormalizacién.

2También llamada constante de acoplamiento gauge, esta determina, la fuerza con la que los
campos interactian. Por ejemplo, la constante de estructura fina « en la teoria clasica de Maxwell
es una constante de acoplamiento.



trabajaremos con cantidades desnudas y, por tanto, no se usara la notaciéon con el
subindice “0”.
Para el caso de campos escalares con n = 2, podemos expresar la funcién de

correlacién a dos puntos como:

G (¢1,¢2) = [P0 }“gﬂfg)[f}‘fl%d i (1.6)

Fisicamente G®) (¢, ¢2) nos da la amplitud de propagacién de una excitacién (o
particula) entre los puntos x; y 2. Esta propagacién estd denotada por Dp(x1—x5)
y es conocido como el propagador de Feynman para campos escalares. De igual
forma, G (¢, o, @3, ¢4) significaria que dos particulas son creadas en dos puntos
del espacio, cada una se propaga a cualquiera de los otros puntos para después ser
aniquiladas. Esto puede ocurrir de tres maneras diferentes, correspondientes a las
tres maneras de conectar cuatro puntos en pares. La amplitud total del proceso es
la suma de los tres diagramas.

Una forma ttil de expresar G(Q)(qﬁl, ¢2) es haciendo uso del funcional generador

W1J], definido como

WlJ| = /D¢exp [z‘/d4x(£+ JQS)] (1.7)

Ast, G? (g1, ¢y) viene dada por:

52 W[ J]

GP(61, d2) = W(J] 6J(z1)6J (2o

) |7=0 (1.8)

La funcién de Green a dos puntos, en el formalismo de cuantizacion canénica,
es usual denotarla como (Q|T¢(z1)p(x2)|S2), donde T representa el operador de
ordenamiento temporal que garantiza que los campos evaluados a tiempos poste-
riores sean ubicados siempre hacia la izquierda®. El estado €2 representa el vacio
en una teoria con interaccién en la cual particulas pueden ser creadas y aniquila-
das. Este vacio, en general difiere del vacio de una teoria libre donde no existen

interacciones.

3Este requerimiento en el Formalismo Funcional, viene incorporado naturalmente.



1.2. Teorias con interaccion

Las interacciones entre campos juegan un papel fundamental en la fisica actual.
En particular, el modelo estandar de particulas no es mas que la teoria de campos
para las interacciones electrodébil y fuerte. Las amplitudes de probabilidad cuando
una teoria tiene interacciéon no son solubles de manera exacta, sino que hace falta
un método perturbativo.

Como ejemplo sencillo de teorfa con interaccién, consideremos la teoria A¢?*, con

densidad Lagrangiana,

1

1
L=2Lo+ Lint = 5@5# _ §m2¢2 A

- ch“ (1.9)

con 4¢* el término de interaccién y A la constante de acoplo. Si insertamos (1.9)

en la expresion (1.4) para la funcién de correlacién a cuatro puntos, obtenemos,

(QUT 19203040 = Z7 /Dqﬁ O102P304 €Xp [z’ /d%ﬁ}

=z /79(15 1920304 €Xp [i /d4$ﬁo} exp [Z /d4$(—%¢4)]
(1.10)
donde hemos separado explicitamente el termino de interaccién. Aqui Z representa
el denominador de (1.4) no relevante para el punto de esta seccién. El calculo
explicito de (Q|T'¢1P2p304/€2), no puede llevarse a cabo, pero si es posible realizar

un desarrollo perturbativo de la exponencial en potencias de A como sigue,

exp [@'/d‘*xﬁ] = exp [i/d‘*mﬁo] <1 —@'/d4z%¢4+. . ) (1.11)

La resoluciéon de la expresion anterior se realiza gracias al Teorema de Wick o

contraccion de campos [5,7], en el formalismo funcional definido como:

— iSo
192 = % = Dp(x1 — 3) (1.12)

Asi, por ejemplo, la funcién de correlacién a cuatro puntos libre (sin interaccién)

puede expresarse como la suma de todas las posibles contracciones de los campos



®1, G2, @3, P4

(01T'P102¢304|0) = Dp (21 — 29) Dp (73 — 24)
+DF(1‘1 —.Tg)DF({L‘Q —$4) (113)

+ DF(£1 — :L‘4)DF(LL’2 — 1173)

Por tanto, aplicando el mismo anélisis a la expresién (1.10) con la expansién (1.11),
reconocemos que el término de primer orden es la expresion anterior (1.13), mien-
tras que el término de segundo orden (con la variable de interaccion especificada

con z) toma la forma *:

(QT P1pod304|Q) =3 - <_4—Z'>\> Dp(xq — x9) / d*2Dp(z — 2)Dp(z — 2)
—.i)\ (1.14)
+12- (T) Dyp(z1 — 2)Dp(xg — 2)Dp(z — 2).

Esta expresién viene del resultado de que hay 15 maneras distintas de contraer los
campos en pares, pero afortunadamente solo dos de ellos son realmente diferentes
al considerar factores de simetria. En efecto, el 4! del término de interaccién de la
teoria viene dado por convencién para no tener que lidiar con los factores numéricos
de las contracciones [9].

A partir de la interpretacién fisica del propagador, a cada uno de los términos
en la expresién anterior se le puede asociar una representacién pictérica. En esta
representacion dibujamos una linea recta por cada contraccién de Dp que tenga-
mos, donde sus extremos estén representados por la etiqueta de la particula. Nos
referimos a las lineas de los diagramas como propagadores porque, en efecto, re-
presentan la amplitud de propagacion Dp(x —y) entre dos puntos. Representamos
con una circunferencia al propagador sobre si mismo Dg(0) y nos referimos a este
como bucle. El término de interaccién (—iA) [ d*z es representado por el vértice
de cuatro lineas.

Estas reglas se resumen a continuacion,

4 La demostracion del teorema de Wick y el desarrollo completo de este formalismo, asi como
el caleulo del propagador de Feynman se puede encontrar en la referencia [8], Cap. 12.



Por cada propagador iDp(x —y) o—y
Por cada bucle iDp(0) O

Por cada punto externo 1 —

Por cada vértice —i\ [ d*z ><

Las reglas de Feynman para ¢? se presentan en el espacio de posiciones para
la claridad de la explicacion, en la practica, es mas conveniente expresarlas en el

espacio de momentos al introducir la expansion de Fourier a cada propagador:

d*p i ip(p—
Dp(x—y):/(zﬂ)4p2_m2+i€e ple-y) (1.15)

De esta manera, las reglas de Feynman para la teoria A¢? se resumen a continua-
cion,

i

p
Por cada propagador —— = oo

p —ip-
Por cada punto externo e—e— e P

Por cada vértice >< —iA

Los diagramas de Feynman son herramientas mateméaticas invaluables para el
entendimiento fisico de las QFTs permitiendo calculos menos complejos y mas
esclarecedores de expresiones que de otra manera su visualizacién se reduciria a una
férmula abstracta. Todo este desarrollo se puede aplicar a cualquier teoria cuantica
de campos. En las siguientes secciones se presentaran las reglas de Feynman que nos
seran de utilidad para el resto del estudio, su deduccién y demostracion completa

se la puede encontrar en las referencias [46, 47].

1.3. Teorias Gauge

Una teoria gauge es aquella que presenta un grupo de Lie de simetria que se

realiza localmente (simetria gauge). El caracter local obliga a introducir nuevos

7



campos (campos gauge) que se acoplan de una manera muy particular con la teoria

[48].

Electrodindmica Cuantica (QED)

Una teoria gauge cuyo grupo de simetria es conmutativo recibe el apelativo de
Abeliana. La electrodindamica cuéantica es el ejemplo mas inmediato que encontra-
mos en la naturaleza. Especificamente, QED es una teoria gauge con grupo U(1)
acoplada a fermiones de Dirac (electrones y positrones). La cantidad conserva-
da asociada a la simetria global es la carga eléctrica. Revisar como se construye
constituye un buen ejercicio de calentamiento antes de pasar a estudiar teorias no
Abelianas.

El Lagrangiano de Dirac describe la dindmica libre de fermiones como los e~ y

et. Para fermiones de masa m, viene dado por,
EDirac = E(Za - m)d)v (116)

que es invariante bajo la transformacién ¢(x) — e“““¢)(x) para o € R. Considere-

mos no obstante la transformacién local,

Y(z) — “@hip(z). (1.17)

Bajo esta transformacién el Lagrangiano (1.16) ya no es invariante, ya que el

término de derivada se transforma como,

0! (2) = *@ (0,8 + (D,0(@))(w)] # @ (a). (1.18)

Podemos forzar que el Lagrangiano sea invariante bajo transformaciones locales si

introducimos una nueva derivada D, (derivada covariante) como,

Dyp(z) = 0, +ieAu, (1.19)



tal que A, se transforma como,
1
AM(z) — A (x) + 2(9“04(3:). (1.20)
Asi, logramos que, bajo la transformacién local (1.17),
Db — €@ Db, (1.21)

con esto, recuperamos la invarianza del Lagrangiano.
El nuevo campo A, necesita ser dotado de dindmica, este término se puede
construir de manera inmediata al exigir la invarianza Lorentz del Lagrangiano. En

el caso de QED, este corresponde al Lagrangiano de Maxwell dado por
1
Lvtazwenr = —ZF,WFW con F,, =0d,A, —3d,A,. (1.22)

Finalmente, con (1.16) y (1.22) y junto a un término de interaccién eyy*9 A, que
viende dado por la definicién de derivada covariante se puede construir el tnico

Lagrangiano de la QED que describe la interacciéon de particulas cargadas,

LQE‘D = L"Dirac + ['Maxwell + £int

_ 1 B (1.23)
= Ui = m) = L Fu P = ey A,

1) representa el campo de Dirac, un campo de fermiénico de espin 1/2; y e la carga
del electron. La particula cuantizada, o la excitacion, proveniente del campo gauge
A, se denomina boson gauge, en el caso de QED, este corresponde al foton.

A partir de (1.23), siguen las reglas de Feynman de QED,

Propagador fermiénico: —»— = #ﬁn—?ze (1.24)
— _igm/
k2 +ie

Vértice QED: >-.m = jeyh. (1.26)
I

Propagador del foton: AU (1.25)



Podemos decir, en conclusién, que la existencia del campo electromagnético A,
es una consecuencia de haber postulado que el campo fermiénico (en este caso, el

electron) sea invariante bajo cambios de fase locales.

Teorias Gauge No Abelianas

Teorias gauge fundamentadas en grupos no Abelianos también pueden ser cons-
truidas como una generalizacién de las teorias gauge Abelianas®.
Al generalizar el desarrollo anterior a un grupo no Abeliano, los campos se

transforman de acuerdo a
n(x) — exp (—iga®T*) ¢y, (x) (1.27)

donde aparecen los generadores T del grupo. En este caso la derivada covariante

asociada a un grupo de transformacién general se escribe como

D, = 0, — igAT®, (1.28)

j4
aqui cada generador tiene un campo vector Af asociado que se transforman como
A% — A% + 18 @y fpabe gl e (1.29)
u iy u u®s :

lo que hace al Lagrangiano de Dirac invariante. Analogo a QED, el termino ciné-
tico que tenemos que introducir debe ser el tensor de campo mas simple que sea
invariante gauge e invariante Lorentz, de esta manera obtenemos,
be Ab
Fy, = 0, A% — 0,A; + g A AL, (1.30)
donde notamos que aparece el conmutador debido al grupo no Abeliano. De esta
manera, se tiene como resultado el Lagrangiano de Yang-Mills:

o (4 1 a apy
L= wn(zm - WL)/Q/)n - ZLFMVF m. (131)

5Para un tratamiento més a fondo de teoria de representaciones de grupos es recomendable
la lectura del apéndice B de este estudio primero.
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El Lagrangiano de Yang-Mills anterior describe una teoria de interaccién no trivial
llamada Teoria de Yang-Mills que depende de dos pardametros: la constante de aco-
plamiento g y la masa m del fermién. Este Lagrangiano lleva al conjunto de reglas

de Feynman para una Teoria Gauge No Abeliana, presentadas a continuacion®

Vértice del Fermion: >\./‘\/ = igyHT*
a;p

o (1.32)
Vértice 3-bosoénico: = igf*[g" (k—p)’+g" (p—q)"+9"(q—k)"] (1.33)
by oGP
dio cp
Vértice 4-bosoénico: i};ﬁi = — Z'gz[f "’bef Cde(gw g7 —g"g"")
biv ap (1.34)

+ faCEfbde (g;wgpa _ g;wgyp)
+ fadefbce (g;u/gpcr . gupglxa)]
1.4. Fijacion Gauge y fantasmas de Fadded y
Poppov

El formalismo funcional aplicado a una teoria gauge implica también integrar

sobre campos gauge. Por ejemplo, el funcional generador para la parte gluénica

1
Wy = /DAexp [i/d% (—ZF;VF“’“”>} . (1.35)

Sin embargo, la invarianza bajo el grupo gauge implica que existen configuraciones

sera:

de A, equivalentes. No es correcto, por tanto, integrar libremente sobre A, por
lo que es necesario incluir la “ligadura” que evite integrar sobre campos gauge
con estados fisicos iguales. Para resolver el inconveniente del exceso de grados de
libertad debido a la simetria gauge, Fadded y Popov [15] propusieron un esquema

analogo a los multiplicadores de Lagrange.

5Los propagadores de fermiones y bosones gauge son los mismos que en QED, multiplicados
por la matriz identidad en el dlgebra de Lie.
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Sea G/(A) una funcién cualquiera que actia como la condicién de fijacién gauge,
restringimos la integral funcional a cubrir solo las configuraciones con G[A] = 0.

Una forma de insertar esta ligadura es mediante el truco de insertar un 1,

- / Dar()5(G[A°])det <5G(Aa)> |

(67

(1.36)

Asi, la integral (1.35) toma la forma:

Wy — / DA“Da(z) exp [@ / d%(ﬁ[A“])] 5(G[A])det <5G§ja)) (1.37)

dado que, por definicién, el Lagrangiano es gauge invariante tenemos que L[A%] =

L[A] por lo que podemos cambiar la etiqueta de nuestra variable de integracion:

5@@4@)) o (138)

Wy = /DAexp {i/d‘lm(ﬁ[A])] (5(G[A])det< 5
@
donde hemos prescindido de la integral [ Da = N por ser sélo una constante que
no afecta a los grados de libertad de la teoria.
Para teorfas no Abelianas, elegimos un gauge especifico, el gauge de Landau

Feynman 't Hooft:
« a 1 a a
G[A"] = 0" A% + gﬁ“Dubozb +w (1.39)

con

Dzb _ 6[11)(()“ + gfabCAcu)
cuya forma infinitesimal de G[A] estd dada por:

1
‘;—S = 56"Dzb. (1.40)

Reemplazando esta expresion en (1.38) e integrando en la funcién delta obtenemos

el término de fijacién gauge en el Lagrangiano:

1 .
['gauge fiz — i(ap,Aa’ﬂ)z (141)

12



con £ un parametro gauge libremente ajustable.” El funcional generador nos queda,

entonces,

Wy = / DAexp {z’ / d'x <—§1F§,,F“’“” + %(8‘%2)2)] det Gawgb> . (1.42)
Por 1ltimo, nos queda descifrar como el determinante funcional puede expresarse
como un término en el Lagrangiano. Esto se consigue mediante campos conocidos
como fantasmas. Estos en cierto sentido se comportan como campos ordinarios,
forman parte de las reglas de Feynman pero no se pueden propagar. Los fantas-
mas son esencialmente una manera de exponenciar el término del determinante
para poder incluirlo en el Lagrangiano. Faddev y Popov demostraron [19] que
el determinante funcional se puede expresar como un nuevo conjunto de campos

anticonmutativos pertenecientes a la representacion adjunta del grupo como:

det <$G“Dzb> = /DE Dc exp [i/d4x6a(m)(—8“Dzb)cb(x) . (1.43)

Estos nuevos campos no corresponden a ninguna particula real, de hecho, violan el
teorema de correspondencia entre espin y estadistica. Sin embargo, son necesarios
para no sobrecontar las configuraciones equivalentes provocadas por la invarianza

gauge. Por lo tanto, W, se puede expresar como:
Wo= | DA [ d* 1F“ i L OMAN? + &, (-0 D™ 1.44
0 = exp |4 z{ = Fw + 2—5( w7+ Ca(— w)cy (1.44)

Finalmente, a partir de (1.44), la inclusién de fermiones es inmediata. Lo que

nos lleva a completar el Lagrangiano para teorias gauge no Abelianas,

— 1 1
E = Z/}”(lDN — m)g/)n — ZF;ZVF“#V _ %(GMAZ)Q -+ aﬂéa((gabau + gfabCA(;M)Cb )
A campos E;ntasmas
fijacion gauge

(1.45)

"Este pardmetro a conveniencia puede tener el valor de £ = 1, llamado gauge de Feynman-'t
Hooft.
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Las reglas de Feynman asociadas a los campos fantasmas vienen dadas por:

’5ab
p dor fant c e bt
ropagador fantasma 2 e
b:pe (146)
Vértice fantasma: § = —gfabepH
//, \\\
a e (1.47)
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Capitulo 2

Mecanismos de Renormalizacion

No podemos hablar de una teoria cuantica de campos sin hablar de renormaliza-
cién. A grandes rasgos, la renormalizacién es un mecanismo para aislar y remover
todos los infinitos que aparecen en cantidades fisicas medibles.

Este capitulo pretende ser una guia para comprender el mecanismo de renorma-
lizacién y su significado, ademas de descifrar las caracteristicas fisicas fundamen-
tales detras de las funciones beta. En la seccion 2.1 se discutiran las correcciones
radiativas en diagramas de Feynman, en la seccion 2.2 se estudiara la estructura de
las divergencias de las correcciones radiativas que debemos lidiar, y su implicancia
en la renormalizabilidad de QFTs. En la seccién 2.3 se explicita las correcciones
radiativas en QED y en teorias gauge no Abelianas y se introduce los contratér-
minos junto con la metodologia para tratar estas divergencias. En la seccién 2.4
se discute la fisica detras del proceso de renormalizacion y su enfoque aceptado
en la actualidad. Por ultimo, en la seccién 2.5, se introduce la funcién beta y se

plantea cémo calcularla a partir de contratérminos.

2.1. Correcciones radiativas

Como estudiamos en el capitulo anterior en el desarrollo perturbativo de las

funciones de correlaciéon pueden aparecer diagramas de Feynman con bucles.
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Figura 2.1: Diagrama de Feynman de la dispersién de Compton

k gk Eoop Lt

r I
R Iy , - h LS . ,—'JJ H‘L, sy r‘_‘_r
p jr).f ;] I}.f pJ’ p?

(a) (h) (c)

FigurA 2.2: Ejemplos de diagramas de 1-bucle en la dispersién de Compton

El diagrama de la figura 2.1, corresponde al diagrama de arbol! para la disper-
sion Compton. Al calcularlo no aparecen integrales divergentes, y el resultado es
finito. La situacién cambia cuando consideramos la contribucién de érdenes supe-
riores con bucles, como se puede ver en la figura 2.2. Al contrario de los diagramas
de arbol , estos diagramas contienen bucles cerrados que requieren una integracién
sobre el momento del bucle kpyee. Como kpyee N0 esta sujeto a restricciones por
conservacion de momentos, debemos integrar V kpyee € [0,00). Asi, la integral di-
verge y aparentemente la teoria no es consistente. Estos diagramas son conocidos
como correcciones radiativas® del efecto Compton.

Por ejemplo la integral de un bucle en una teoria escalar viene dada por :

_/ d*'k i N/d‘*_k

) CmAR2—m2 i ) k2

‘ _ (2w>2/°0d|k|@_ ! /*M
@m)tJo R @m)2 Sy (R

que diverge cuando k — oo. El hecho de que la integral diverja para momentos

(2.1)

grandes significa que las correcciones cuénticas son sensibles a las fluctuaciones

cuanticas para k grandes. Cuando la divergencia se debe a que k no esta acotada

!Llamamos diagramas de arbol (tree level, en inglés) a aquellos que no presentan bucles.
2El nombre surge debido que a que en electrodindmica corresponden a emisién y absorcién
de fotones. Este nombre también es aceptado en otras teorias perturbativas.
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por arriba (k — 0o0) decimos que tratamos con divergencias Ultravioletas. Por otro
lado, cuando k£ puede tomar valores muy pequefios, es decir, k& — 0, decimos que

tratamos con divergencias Infrarrojas.

2.2. Divergencia de integrales

Se puede caracterizar cuanto de divergente es un diagrama de bucle a partir del

grado de divergencia superficial D, definido como:

D = (potencias de k en el numerador) -(potencias de k en el denominador)
(2.2)
Esta definicién se debe a que en una expresién correspondiente a un diagrama
cualquiera en esta habra una integral potencialmente divergente por cada bucle
que tenga; pero al mismo tiempo, los propagadores del diagrama ayudan a la

convergencia al proveer potencias de momentos en el denominador, es decir,

bucles
(cualquier diagrama) . / A%y dy - - dkp, (2.3)
de Feynman (F, —m)(kj)(ki)
p'ropa;;dores
Por tanto, podemos expresar la ecuacién (2.2) como
DEdXL—Pf—QPb, (24)

donde d es el nimero de dimensiones espacio temporales, L el nimero de bucles, P
el nimero de propagadores fermiénicos, y P, el nimero de propagadores bosénicos.

Por ejemplo, si se introduce un corte superior A a una integral cualquiera de

/oo i — /A dk, (2.5)

a priori, se esperaria que la integral sea polindmicamente divergente si D > 0, que

diagramas,

diverja logaritmicamente si D = 0, y convergente si D < 0. Sin embargo, resulta

que las cosas son méas complicadas que este razonamiento. El adjetivo superficial,
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en efecto, es debido a que D no siempre refleja el verdadero grado de divergencia
del diagrama pues en el proceso pueden aparecer subdiagramas con divergencias o
restricciones de simetrias que provoquen cancelaciones entre términos infinitos [9].
La ecuacién (2.4) se puede reescribir en términos del nimero de lineas externas y
el niimero de vértices. Para QED, por ejemplo, el grado de divergencia superficial

se expresaria como

N, (2.6)

donde V' es el numero de vértices, N, el numero de patas externas del fotén, y N, el
numero de lineas externas del electrén. Aunque el grado superficial de divergencia
no abarca todo el panorama, si que nos permite dividir todas las posibles teorias

en tres distintas clases:

= Teoria Super Renormalizable: S6lo un nimero finito de diagramas de

Feynman diverge superficialmente.

= Teoria Renormalizable: Solo un nimero finito de amplitudes diverge su-
perficialmente; sin embargo, la divergencia ocurre en todos los 6rdenes en

teoria de perturbaciones.

s Teoria No Renormalizable: Todas las amplitudes divergen a érdenes

suficientemente altos en teoria de perturbaciones.

En teorias renormalizables y super renormalizables, las divergencias se pueden
tratar mediante la metodologia que sera descrita en la siguiente seccién. En el
caso de las no renormalizables no es posible, sin embargo, estas pueden seguir
siendo utiles como teorias efectivas hasta cierta escala de corte. Histéricamente,
muchas teorias no renormalizables han sido un total éxito en la descripcion de la
naturaleza, siendo uno de las méas notables la teoria de Fermi del decaimento beta
[36].

Otra manera de clasificar los grados de divergencia es mediante la dimension de
la constante de acoplamiento g. Esta caracterizacién nos provee una vision fisica

mucho méas amplia de la teoria que se trate. Se puede mostrar que la dimensién de la
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constante de acoplamiento [g], en unidades naturales (h = ¢ = 1), esta relacionada
con el nimero de vértices maximo en un diagrama tipico, i.e. [g] = —=V™%. Por lo

que podemos clasificar a las QFTs de acuerdo a si:

> (0 Super-Renormalizable
9] = 0 Renormalizable (2.7)

< 0 No Renormalizable

Podemos concluir que la propiedad de que una teoria sea o no sea renormalizable
recae en la dimension de su constante de acoplamiento g. Esto también implica
que solo teorias de campos con espin 0,1/2,1 pueden ser renormalizables [35]. Asi,
por ejemplo, la gravedad, que implica un campo de espin 2 (gravitéon) no puede ser
renormalizable. Solo las teorias renormalizables forman parte del Modelo Estan-
dar. Estas teorfas son: teoria ¢*, Yukawa y las interacciones gauge con particulas

escalares, espinoriales y vectoriales.

2.3. Teoria renormalizable perturbativa y con-
traterminos

Después de haber estudiado la estructura de las divergencias usuales en QFTs,
podemos explicar el procedimiento para lidiar con estos infinitos presentes en las
correcciones radiativas. Este procedimiento se denomina esquema de renormali-
zacion BPH( Bogoliubov, Parasiuk y Hepp,[37-39]) . Grosso modo, consiste en
dividir el Lagrangiano en una parte fisica (renormalizada), que contiene los cam-
pos que medimos experimentalmente, y en otra parte que contiene contratérminos

que son inobservables.
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2.3.1. Correcciones radiativas en QED

En QED, el grado de divergencia superficial de un diagrama con F.,, fotones y

E, fermiones externos es®

3 ,
D=4-E, ~ZE. (2.8)

En concordancia con el resultado (2.8) , sélo hay un nimero finito de diagramas

divergentes (D > 0). Estos son*

D Diagrama Nombre

a) | D=4 @ Energia del vacio
b) | D=3 ’\/\@ Amplitud 1-fotén
¢) | D= '\/\@‘\/\J Propagador del foton

d) | D= +@+ Propagador del electron
)| D=1 :}@wv Amplitud 3-fotén
H1D=0 %’\f\‘ Correccion del vértice
9) | D=0 :;‘%:j Amplitud 4-fotén

No todos los diagramas son relevantes. Asi, tenemos que

» El diagrama (a), son todas las correcciones radiativas a la amplitud de vacio.
Puede ser ignorado en los célculos debido a que no contribuye a las funciones

de correlacién.

= Los diagramas (b) y (f) se hacen cero en todo orden debido a la simetria
discreta de la conjugacién de carga [29]. Este hecho también implica que,
si un diagrama esta compuesto inicamente de un nimero impar de fotones

externos, se cancela completamente.

3Para la derivaciéon completa del grado de divergencia superficial revisar [34].
4La notacién @ de los diagramas significa correcciones radiativas en todos los 6rdenes.
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= El diagrama (g), es diferente de cero, pero es finito a consecuencia de la

simetria gauge [30].

Por lo tanto, los tinicos diagramas divergentes son (c), (d) y (e). Como sabemos de
antemano, [e] = 0, y por tanto la teoria es renormalizable. Asi, el diagrama (c) se
puede reinterpretar como una correcciéon al propagador del electron, el diagrama
(d) una correccién al propagador del foton y (e) una correccion al vértice. De este
modo, estas correcciones afectaran a la constante de acoplo, masa y campos que
pueden medirse. Es decir, las correcciones radiativas implican que en el Lagran-
giano (1.23), la masa, la constante de acoplamiento y sus campos no son los que
se miden.

Sean ey y my la constante de acoplo y la masa desnudas (no observables) que
aparecen en (1.23) y 1o, Al los campos desnudos correspondientes. Redefinimos

los campos observables (renormalizados) como:

_ /2
v =2y,
? (2.9)
A=z A,
donde Z5 y Z3 son constantes. Sustituyendo en (1.23), tenemos entonces:
(7 n 1 v
L= Zy (i) — mo)p — eoZa 2> Py p A, — a1 )2, (2.10)

Podemos recuperar la forma del Lagrangiano de QED introduciendo constantes,

51 = Z1 —1= (60/6)Z22§/2 —1 (52 = Z2 -1 (211)
53:Z3—1 5m:m—Z2m0.
Asi, tenemos el Lagrangiano,
- - 1
L= ¢(@(3 - m)i/J - ewr7M¢Au - Z(F;w)2
~ ~ 1 (2.12)
+ 1 (1020 — o) ¢ — 01y p A, — 1% (Fu).

donde m = Zomg + 9, y € = (Zg/Zl)Zg/Qeo son la masa y la carga renormaliza-

das. La primera linea es idéntica al Lagrangiano (1.23), pero ahora esta escrita en
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términos de la masa y la carga eléctrica fisica. Los términos de la segunda linea
se conocen como contratérminos. Son contribuciones no fisicas que, mediante ade-
cuadas condiciones de renormalizacién que se explicardan mas adelante, han sido
introducidas de tal manera que cancelen todas las divergencias de los diagramas.

Los contratérminos en (2.12) cancelan las contribuciones divergentes del propa-
gador del electrén, propagador del fotén, y del vértice; por lo que, para calcularlos,
tendremos que determinar estos diagramas divergentes a través de sus reglas de

Feynman. Estas reglas de Feynman son:

—>>— = i(pd2 — Om)
AN = —i(g"q" — ¢"q")ds

= —iey"y.

(2.13)

Condiciones de renormalizacion

Las cuatro constantes que definimos anteriormente, d1, ds , d3 y d,,, son pardme-
tros que no nos puede proveer la teoria, por lo que necesitamos cuatro condiciones
externas para fijarlos. Estas condiciones que se imponen a partir de la experi-
mentacién, garantizan que la masa y la constante de acoplo renormalizadas sean
observables.

Antes de definir apropiadas condiciones de renormalizacion, primero debemos
introducir dos tipos de diagramas de Feynman: Los diagramas de particulas 1-
irreducibles y digramas amputados. Los diagramas de particulas 1-irreducibles
(1PI, por sus siglas en inglés) son aquellos diagramas que no se pueden dividir en

dos por una sola linea. Por ejemplo:

NG es 1P

no es 1PI.
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Asi, denotaremos con el subindice 1Pl a los diagramas que requieran esta condi-
cion.

Los diagramas de Feynman amputados son aquellos a los cuales sus lineas ex-
ternas han sido removidas. Estos seran denotados con el subindice amp. Con esta
notacién en mente, las condiciones de renormalizacién que debemos imponer a los

contratérminos se escriben como:

( )amp. - _ieﬁm-
(+@+) 1PL =0
d
@ (+@+) 1PI . =0
d .
i ("G Y) 1, ™
q =l

La primera condicién en (2.14) fija la carga electrénica al imponer que QED a
bajas energias debe reducirse a la electrodindmica clasica de Maxwell. La segunda
y tercera condicién son fijadas cuando e — 0, es decir, conforme la constante de
acoplo se vaya desvaneciendo, los parametros involucrados Zs y Z3 deben tender
a aquellos valores de una teoria sin interaccién (donde una renormalizacién es
innecesaria) . Es decir, Z5, Z3 — 1. En la dltima condicién, se fija la masa renor-
malizada (fisica) del electrén en m con un razonamiento similiar al propagador del
electrén. Estas condiciones de renormalizaciéon son conocidas como condiciones
de renormalizacion on-shell .

Para no hacer engorrosa la notacién, denotaremos estos diagramas como®,

(NG ), =1 () =i — "))
(+@+) b = —E(p)

( Jamp. = —tel"M(K' k).

(2.15)

5El término IT*¥ es conocido como el tensor de polarizacién, II(g) como la autoenergia del
fotén y ¥(p) como la autoenergia del fermion (electrén y positrén en QED).
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De esta manera, las condiciones de renormalizacién (2.14) se reducen a

E(lyﬁ =m) = 0;

d

—X(p) = 0;

dp v p=m (2.16)
I(g* = 0) = 0;

—iel"(K' — k = 0) = —iey".

El célculo explicito de los contratérminos se lo hard mas adelante en el capitulo
3, y como veremos mas adelante estos serdan de suma importancia ya que estan

directamente relacionados con los célculos de la funcién beta.

Observacion

El Lagrangiano en (1.23) originalmente es invariante gauge, por lo que al aplicar
el esquema de renormalizaciéon anterior es conveniente mantener esta invarianza
al exigir que los contratérminos también lo sean. La tnica forma de lograr esto es
si 61 = do. Para ver esto consideremos la parte problemdtica del Lagrangiano (el

resto es invariante gauge por si mismo),
Ahora consideremos la transformacion gauge A, — A, — 19,a(z):

6L = —0oin"i0, ) — 610170, (2.18)
= (62 — 01) Py Pd,
——

=0

Entonces, observamos que para que esto sea invariante gauge se requiere que d; =
09. Este resultado no trivial implica que la renormalizaciéon de la constante de

acoplamiento e sea igual a la renormalizaciéon de la funcién de onda del fermion.
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2.3.2. Correcciones radiativas en Teorias Gauge No Abe-
lianas

De igual forma que en QED, en teorias no Abelianas también aparecen diver-

gencias, y es necesario renormalizarlas. El grado de divergencia superficial para

teorias no Abelianas es andlago a QED (2.8) y viene dado por [15] :
D=4-F, (2.19)

donde I representa el nimero de lineas externas (fermionicas, bosénicas o fan-
tasmas) de un diagrama. La ecuacién (2.19) muestra que sélo un nimero finito
de diagramas son divergentes (D > 0). En las figuras 2.3 y 2.4 se presentan estos

diagramas a orden de 1-bucle (omitiendo sus permutaciones).

(a) (®) (c)

(2) (h)

F1GurA 2.3: Diagramas de un bucle de teorias gauge no Abelianas. (a)-(d) son

las correcciones al propagador bosénico, (e) al propagador fermidnico, (f) la

correcién propagador fantasma y (g) y (h) son los diagramas de las correcciones
al vértice fermi6én-bosén.
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(a) (b) (c)

(@ (k)

F1GURA 2.4: Diagramas de un bucle en teorias no Abelianas. Los diagramas
son las correcciones al: vértice fantasma (c) y (d), vértice 3-bosénico (e)-(h) y
al vértice 4-bosénico (i)-(m).

Debido a que en teorias gauge no Abelianas aparece un término de interaccién
bosén-bosén en su transformacion, los posibles diagramas divergentes aumentan.
Mediante un razonamiento similar realizado en los diagramas de QED. no to-
das las contribuciones son realmente divergentes [44]. Asi, los tunicos diagramas
divergentes en teorias gauge no Abelinas son las contribuciones divergentes al pro-
pagador bosénico Fig. 2.3a-d, la correccién al propagador fermiénico Fig 2.3e, y
las correcciones al vértice fermién-bosén Fig 2.4a-b.

El esquema BPH en teorias no Abelianas es similiar a QED y su desarrollo puede

ser tedioso y sin valor anadido por lo que no ahondaremos en este. El resultado
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de aplicar el esquema al Lagrangiano (1.45) se escribe como
1 (s —=a a a,j a abc a cv
L=— Z(@Aﬁ — GVAZ)2 + (i — m)p — 0" + gAY — g f b (GMAV)AWA
1 ea a €eC C v —a [aoc C 1 a a NS
— SO LALAL)(JATARY — g [P ALE) — G5O, ATALY? + T (06— 60

_ 1
— G5 - GOy AT — g[8, A%) Ay, A — Z(ng(fe“"AZAf,)(f“dAc“Ad”)

— géféafabcé)“(Ach).
(2.20)
donde se han definido las siguientes constantes:
5 =% 2(Z3)'? — 1, 09 = @(Zg)?’/2 —1,
gg2 5 (2.21)
c 0 ¢
01! = 22(Z)* — 1, 08 = = 75(Zs)M* — 1.

g g

0g =Z5 — 1, 03 =23—1, 05=25-1 Om = Zamg —m, (2.22)

Estos ocho contratérminos dependen de cinco parametros Zsy, Zs, Z5, g.m y por lo
tanto, se necesitan cinco condiciones de renormalizacion que especifican univoca-
mente todos los parametros de manera que remuevan todas las divergencias de la
teoria. No obstante, la constante Z§ proveniente de las contratérminos fantasmas
no esta involucrado en ningun diagrama divergente mencionado. Por lo que las
condiciones de renormalizacion se reducen a cuatro, y de hecho, son exactamente
las mismas® que tenfamos para QED presentadas en la ecuacién (2.16).

Analogo a QED, el Lagrangiano (2.20) proporciona nuevas reglas de Feynmann

para calcular los contratérminos en teorias gauge no Abelianas:

—>X>— = ip52
AR = —i(KP g — kPR )70

= —igt*y"o,

(2.23)

6 En teorias no Abelianas, en lugar de tener un propagador del fotén tendremos un propagador
bosénico en general. Se debe tomar en cuenta el contexto, ya que la notacién es la misma.
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2.4. Enfoque de Wilson

Ya hemos descrito los problemas que lleva una teoria con diagramas divergentes
y como se puede resolver mediante la renormalizacién. Sin embargo, no hemos
profundizado en la fisica detrds este proceso, que a simple vista pareceria un pro-
ceso conveniente, pero nada mas. La discusion que se presenta a continuacion sera
de fundamental importancia para el resto del trabajo, ya que como veremos las
condiciones de renormalizaciéon anteriormente descritas deberan ser cambiadas.

Histéricamente, incluso después de comprender los aspectos técnicos de la re-
normalizacién, todavia quedaban dificultades conceptuales que hacian ver el me-
canismo de renormalizacién como un procedimiento ad hoc justificado tinicamente
por el hecho de que produce resultados fisicamente razonables. Se creia amplia-
mente que solo una clase limitada de teorias renormalizables tenian sentido fisico.
K. Wilson [45] en 1970 cambi6 esta concepcién, y permitié establecer las bases
para la comprensién moderna de la renormalizacién. Para el presente trabajo el
desarrollo de este analisis es innecesario. No obstante, si que se puede discutir bre-
vemente esta vision, revisitada en mucha literatura como por ejemplo [9, 10, 46],
y obtener resultados cualitativos de este enfoque.

Actualmente, se acepta el enfoque de Wilson del mecanismo de la renormaliza-
cién. De acuerdo a Wilson, la renormalizacién no es méas que la parametrizacion de
la sensibilidad de la fisica de bajas energias a la fisica de altas energias. En otras
palabras, se debe pensar a las QFTs como una descripcion efectiva de la fisica
donde por energias mas alld de un cierto limite impuesto la imagen de la teoria de
campo no refleja correctamente los grados de libertad microscoépicos. Asi, segin
este enfoque, el Modelo Estdndar de Particulas es en realidad una teoria de campo
efectiva que describe la naturaleza aproximadamente a través de teorias solamente
renormalizables’.

Los pardmetros de una teoria de campos renormalizada estan determinados por
un cierto conjunto de condiciones de renormalizacién, aplicadas a cierta escala de

momento, denominada escala de renormalizacion. Estas condiciones especificas de

"El hecho de que la relatividad general no sea renormalizable en este sentido es atin conside-
rado un problema abierto.

28



renormalizacién son necesarias para definir la teoria adecuadamente. En secciones
anteriores definimos un conjunto de condiciones de renormalizacion, naturales y
usuales, conocidas como on-shell, definidas en términos de la masa fisica m. Sin
embargo, en una teoria donde m = 0, estas condiciones no se pueden usar porque
llevan a indeterminaciones en los contratérminos. Para evitar estas singularidades,
se escoge una escala de momento arbitraria M y se imponen condiciones de renor-
malizacién a un momento espacial p con p?> = M?2. Por lo tanto las condiciones de

renormalizacién para QED y teorias no Abelianas se reescriben como

. . d
S(p) =0, a p*=M?, —% =0;
) p =0 -

(¢* = M?) =0, —iel(p' —p =0) = —iex".

El pardametro M es también referido como escala de renormalizacion. Estas condi-
ciones definen sin ambigliedad a la masa y a la constante de acoplamiento fisica de
la teoria, permitiendo en el proceso remover todas las divergencias. En otras pala-
bras, decimos que estamos definiendo la teoria a la escala M. Esta escala también
implica la dependencia de las funciones de Green normalizadas sobre M, es decir,

las funciones de Green definidas en (1.5) tendran esta dependencia.

2.5. Ecuacion de Callan-Symanzik

En las condiciones de renormalizacién (2.24), la escala de renormalizacién es ar-
bitraria. Se pudo haber definido la misma teoria a una escala diferente M’. De igual
forma, las funciones de Green renormalizadas a una escala M, ann)(azl, ;s M)
pueden ser renormalizadas a una escala M’ distinta, con una nueva constante de
acoplamiento renormalizada ¢’ y un nuevo factor de reescalamiento Z’. La ecua-
cién de Callan-Symanzik determina como cambian las funciones de correlacion a
n puntos con la escala. Dado que la escala también cambia la constante de acoplo,

podemos escribir la transformacién de las funciones de Green como,

(n) (n)

aa oM g
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donde dn representa el reescalamiento en el campo. Al definir parametros adimen-

sionales,
M M
R - 2.26
B=57% =50 (2.26)
y al dividir (2.25) por M /dM, se obtiene la ecuacién de Callan-Symanzik,
0 ()
]\[W—i—ﬁ——knfy G"(x1,...;xn; M, g) = 0. (2.27)

La funcién beta, definida en (2.26), mide la dependencia de la “constante” de
acoplamiento sobre la escala de renormalizacién M. Por otro lado, v determina la
dependencia M en el reescalamiento del campo.

Asi, la definicion (2.26) puede reescribirse como,

0

B(yg )—MaMg

(90, M) (2.28)

La ecuacién (2.27) estd escrita para una teoria en la que hay un dnico campo. Si
tenemos varios, debemos tener en cuenta nuevos términos proporcionales al niimero
de lineas para cada campo [33]. Por ejemplo, en el caso de QED la ecuacién de

Callan-Symanzik viene dada por

5]\[ + B(e ) + nys + mrs(e) | G ({a;}; M, e) = 0 (2.29)

donde n y m son, respectivamente, el nimero de campos para el electrén y el fotén
en las funciones de Green G™ y ~,, 3 son las funciones de reescalamiento de
los campos del electron y el foton.

En el contexto de la teoria renormalizable perturbativa, la dependencia de las
funciones de correlacion con M es debida a la introduccién de los contratérminos
como mecanismo para cancelar divergencias. De hecho, como veremos, 5y v estan

directamente relacionadas con los contratérminos.

2.5.1. Funcion beta

Nuestro objetivo es usar la ecuacion de Callan-Symanzik para obtener una ex-

presiéon para la funcién 5 en términos de derivadas de M de los contratérminos.
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Como primer paso, comenzaremos obteniendo una expresion para v en términos

de derivadas de M de la renormalizacién del campo Z. Sea
o(M) = Z7*(M)go, (2.30)

al considerar una variacién en la escala de renormalizacién M — M +dM tenemos

op  Z7VA(M +6M)

1 = 2.31
% Z-172(M) (2:31)
Recordando que dn = d¢/¢, podemos escribir la expresiéon anterior como
Z7V2(M +6M Z7Y2(M + 6 M) — Z=1/2M)
o= LM EOM) 27 (M OM) . (2.32)
Z-12(M) Z=12(M)

Dividiendo esta expresion entre 47 y tomando el limite §M — 0 obtenemos

on 11 07 .
s~ azMar (2.33)

y aplicando la definicion en (2.26) resulta en

11M8Z

=375 (2:34)

La expresién anterior es exacta. Sin embargo, dado que estamos trabajando con
teoria renormalizable perturbativa, podemos siempre escribir Z como Z = 1+46Z7,

con 04 < 1, dando como resultado la expresion aproximada:

1. 0672

Ahora consideremos una teoria genérica con constante de acoplamiento g. Las
funciones de Green pueden ser esquematicamente descritas como

(n) _ diagramas) ( diagramas ) (Contratérminos>
G [( de arbol de bucle 1PI * del vertice ) T

+ ( bucles de las ) + (cor;traterminos de)] H K
lineas externas lineas externas 1,2
i 1

(2.36)
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En general, se puede tener diferentes campos externos cada uno con su 0Z;, por

lo que podemos escribir la expresion anterior como

n

6 = | ig O -0y + i ORIk 02 | TT s 29
i=1 i

En esta expresién, p; son los momentos de las lineas externas, y p?, el invariante
construido de estos momentos. La dependencia de M de esta expresiéon proviene
de los contratérminos 6, y dz;. A orden mas bajo de perturbacién, (2.37) reempla-

zamos en la ecuacién de Callan-Symanzik obteniendo

[Mi + By )% +n /1] (—ig —idy +ig Y 0z) =0

oM
(2.38)
Mo < gzéz,> + By +QZ% =0.
Al reemplazar (2.35) en la expresién anterior tenemos
Mi ) —gZdzv +,‘6’(g)+gleic524:0. (2.39)
oM \"? - ' —2 OM ‘

El tltimo término de la expresién (2.39) reemplaza nG™ dado que aqui consi-
deramos la posibilidad de tener diferentes campos (por ejemplo en QED tenemos

campos fermionicos y foténicos). Como resultado, se obtiene la expresién

5(g) = MaiM (%gZdZi - 5g>. (2.40)

La expresién (2.40) nos permite calcular las funciones beta de una teorfa cualquiera

una vez que se conozca los contratérminos de la misma.
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Capitulo 3

Calculo de funciones Beta

Como vimos en el capitulo anterior, la funcion 5 mide la dependencia de la
constante de acoplamiento sobre la escala de renormalizacion. En este capitulo se
lleva a cabo el célculo de las funciones beta para teorias gauge con grupo SU(N).

En la primera seccién, a modo de ejercicio de calentamiento, se calcula la funcién
beta a orden de un bucle para N = 1 (QED). El calculo general se deja para la

segunda seccion.

3.1. Calculo de la funcién Beta en QED

En QED, los contratérminos que contribuyen al cédlculo de la funcién beta a
orden de 1-bucle son determinados por los diagramas mostrados en la Figura 3.1.

Usando (2.40), para QED tenemos,

A* }\7&

FIGURA 3.1: Estrucura de los contratérminos a la funcion beta de la QED a
orden de 1-bucle.
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o (1 1 1
6(6) = Ma_M (5662 + 5662 + 5653 — 661)

0 1
= eMw(—(Sl +52 +§53), (31)

_eM 9
T2 oM

=0

ya que, como vimos con anterioridad, la exigencia de la invarianza gauge implica
que 0; = 5. El contratérmino d3 estd involucrado en las correcciones radiativas
del propagador del fotén. A segundo orden en e esta correccién viene dada por el

diagrama de Feynman:
k+q

I v

ilL" (q) = (3.2)

k
De acuerdo a las reglas de Feynman (1.75-1.77), a este diagrama le corresponde la

integral

iy (q) =

—(—ie?) / (d4k Tr[y"i(k +m)y"i(k + ¢ +m)]

o Rtk f v Y

Para evaluar la integral debemos seguir 3 pasos sistemdaticos: Parametros de Feyn-

man, rotacion de Wick, regularizacion.

» Parametrizacién de Feynman: Para resolver la integral (3.3) tenemos
que expresar su denominador (que lo llamaremos por D) en una forma con-

veniente para facilitar los calculos. Para ello utilizamos la siguiente identidad

1 ! dx
A~ /0 (Az + BL—2))" (3:4)

donde x se denomina parametro de Feynman. Aplicando esta identidad al

denominador de (3.3) con A = k* —m? +iey B = (k+ q)*> — m* + ie, se

34



tiene,

1
1
D= / dx " 2 .
o (((k+q?—m?2+ie)x+ (k2 —m?)(1 —x))" + ie
1
1
_ / dx - (3.5)
o (k*—2kqr + ¢*x —m? + ie)
1
1
dg—
/ NCEYNIEAE
donde ¢ = k + gv y A = m? — ¢?>x(1 — ). De esta manera, el denominador
resulta en )
1
b= / I tatony m
i€
(3.6)

/d / d'k
v £2+A+ze)2’

donde, en la segunda linea, se ha cambiado el orden de integracion.

= Rotacion de Wick: Fijandonos solamente en la integral de momento de
(3.6) observamos que esta es una integral compleja (debido al factor i€) sobre
el eje real. El valor de esta integral no cambia si deformamos el contorno sin
golpear ningin polo. Por tanto, podemos girar el contorno 90 grados en
el sentido contrario a las manecillas del reloj para situarlo a lo largo del
eje imaginario. Para lograr este cometido, introducimos el cuadrimomento

Euclideano (g = (£%, () como,

—

O =i, (=ig (3.7)

tal que (> = —(% = — > ,(¢%)% De esta manera cambiamos la integral de

momento de (3.6) de acuerdo a,

@ 1 ; d*lg 1
/ erf @ —a+ior “‘”A/ i@ oy @Y

donde para nosotros, A = 2. En esta etapa se ha omitido ¢¢ dado que ya no

es mas necesario. La integral anterior se la puede calcular como una integral
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esférica en R, es decir , la integral (3.6) se transforma en

/ dx / ‘WE T +1 NG (3.9)

Ahora, es el turno de trabajar con el numerador de (3.3). Aplicando un poco

de operaciones algebraicas, se tiene,

Tr[..] = Tr [(—g+/+g:1:+m) Y (—l—gx—i—m) ’Yu] (3.10)
=T [({+d(x—1) % (£ + dz) v.] + m’Tr [v,7] (3.11)
=4 (%@29”” — EQgW> +8z (1 —x) (q”q —q g“”) (3.12)

donde se han utilizado algunas identidades para las matrices de Dirac, reco-

gidas en el apéndice B.

Finalmente, al unir el numerador (3.12) y el denominador (3.9) anteriormente

calculados, la expresion para iI15”(q) es

, d‘% —2 4+ 1)g"U + 21— 2)(¢°g™ — ¢"¢”)
iI15" ( —8ie? / dL/ (Z%—l—Az) .
(3.13)

= Regularizacién dimensional:

El tltimo paso es regularizar la integral de momento de (3.13) ya que diverge
cuando |[{g| — oo. Para ello vamos a utilizar la regularizaciéon dimensional.
Una breve descripcion de este método y sus ventajas en QFTs se puede

encontrar en el apéndice A.

Utilizando la expresion (A.7), y evaluando el termino de % de la integral

(3.13), obtenemos

LMy (<519l -] \E
/ (2ﬂ)d( (& +)i)2 B (47r)d/2(1 —d/2)r(1-d/2) (Z) g

_ (M_l)mm —d/2) (%) C—ag™).

(3.14)
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Por lo tanto, la expresion para I15" es

illy” = 8ie / I : [z(1 - 2)(¢°g" — ¢"q"))
o (4m)¥2 A2d (3.15)
= i(¢*g" — ¢"¢")a(4%),
con ) . d
a(g?) = ﬁ /0 daa(1l — )t (3.16)

Como podemos ver es esta la expresién que buscamos ya que esta involucra

la condicién de renormalizacion I1(¢? = M?) = 0.

El contratérmino d3 debe eliminar la divergencia de esta expresién, es decir,
63 = —Ily(¢*> = M?) (3.17)

De esta manera, de (3.16) se sigue que

P 1 [2 - d)
(53 = (47T)d/2 /O dxlb‘(l — ZL‘) ATcl/é

~1/6 (3.18)
e 4T(2-4d/2)
(47T)d/2 3 (]\[2)2—d/2

Volvemos a d = 4 al tomar ¢ — 0 de acuerdo a la aproximacién (A.9),
tenemos a primer orden en € que,

2

1
5y = —%logM (3.19)

Una vez calculada la expresion para el contratermino d3 estamos listos para

calcular la funcién beta. Reemplazamos (3.19) en (3.1) se llega al resultado:

3

T 1202

3(e) (3.20)

La expresién para la funcién beta de QED aqui calculada esta en orden de 1-

bucle. El calculo de la funciéon beta a érdenes superiores en bucles ingenuamente

puede hacerse con la misma metodologia presentada. Sin embargo, ésta no es
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la correcta debido a las complejidades de diagramas con multiples bucles. Por
ejemplo, diagramas finitos que pueden tener subdiagramas divergentes, diagramas
anidados o diagramas superpuestos son problematicos tanto en complejidad como
en tratamiento. El criterio que usamos, el grado de divergencia superficial cuyas
divergencias que identifica son denominadas divergencias locales, deja de ser el

correcto si queremos calcular la funcién beta en érdenes superiores [39].
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FIicura 3.2: Contribuciones al propagador bosénico a orden g?. Estos diagra-
mas poseen divergencias que son canceladas por el contratermino Js.

p

4&»

k

Ficura 3.3: Correcion al propagador fermiénico. La divergencia de este dia-
grama es cancelada por el contratérmino Js.

FIGURA 3.4: Contribuciones a la correcién del vértice fermién-bosén a orden g2
y cuyas divergencias son canceladas por el contratérmino 6.

3.2. Calculo de funciones Beta en Teorias Gauge

No Abelianas

En una teoria gauge no Abeliana, a partir de (2.40), la funcién /3 viene dada
por [31],

d o1

donde, ahora, §; # J5, ya que el término (d, AZ — 8,,AZ) no es gauge invariante por
si solo'. Los diagramas divergentes que debemos calcular, y que a su vez deberdn

ser cancelados por los contratérminos dy, ds y d3 se resumen en las figuras 3.2, 3.3

! La expresién (3.21) no es especifica para QED, nada en ella fue derivada por reglas de
Feynman, solamente se utilizd la estructura de los contratérminos para su derivacion, que en
teorias gauge no Abelianas es la misma, por lo que podemos hacer uso de ella.
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y 3.4 para el propagador bosonico, el propagador fermiénico, y el vértice gauge

fermién-boson, respectivamente.

3.2.1. Propagador bosénico

Para calcular las correcciones radiativas del propagador bosénico, tenemos que
lidiar con los cuatro diagramas de la Figura 3.2. Comenzamos calculando el pri-

mero, el diagrama con el bucle fermidnico:

i (g) = »\%Q\m (3.22)

Al aplicar la regla de Feynman (1.32) al diagrama tenemos:

d'k Te[y* Tk +m)y"T%i(k + ¢ +m)]
2m)t (k2 —m? +ie)((k + q)? — m? + ic)
d*k Tr[y*i(k 4+ m)yi(k+¢+m) . (3.23)
2m)' (P — m? + ie)((k + q)? —m? +i€)
igual que QED

g a) = ~(-ig”) | :

= (=i )Cms” | -

Como observamos, la parte encerrada en llaves es idéntica a la expresiéon de la
correccién radiativa del propagador del fotén en QED (ver ecuacién (3.3)). Por
tanto, el clculo de este diagrama viene dado por la ecuacion (3.15), multiplicado

por el factor C(r)d® extra que aparece en (3.23). Asi,

STV . v v _89 (2 - _)
—iI15" (q) = i(¢*¢" — ¢"¢")C( (i d/2/ dzx(l A2 =T
N v a 4F 2_ _) 4
i — ) ) L 29" — qq")Ths(g).

(47T)d/23 A2-d/2 = i(q
(3.24)

La parte que nos interesa del diagrama es II5(q). Si existen ng especies de fermio-
nes, todas en la misma representacién 7, entonces la contribucién total a orden g2

de los diagramas con bucles fermiénicos es

S () = il - ') <(49)2§nFc< )Ff{d/;)) (3.25)

fermiones

errm(q2)
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Asi, finalmente, tenemos,

-9 4 r2e-9)

errm(q2) = (47T)2§7”LFC( ) A2-d/2 (

3.26)

Recordemos que el contratérmino d3 debe cancelar las divergencias de todas
las contribuciones en la Figura 3.3, por lo que debemos considerar los otros tres

diagramas. El segundo diagrama de la Figura 3.2,

T (q) = (3.27)
C,p
puede escribirse de acuerdo a las reglas de Feynman 1.33, obteniendo,
T (g) =2 / o gL g (g — ) + 97 (2p+ q)'+
2) @m)tp® (p+q)?
97" (=P —=29)"1 X [ Gvp (P = Do + Gpo (=2 = )" + gou (P +29),)]
\6;-’ \og" (3.28)
3 o

—_ ac Ci N,ull
2 / (2m)p? (p + q)zg S

donde en la expresién se suma sobre los indices repetidos del grupo gauge, en
este caso los superindices ac. El término N* estd dado por N = [¢"’(q — p)” +
977 (2p + Q)" + g7(=p — 29)"] X [0,(p — @)o + Gpo(—2p — @) + 05 (P + 20) |-

Al trabajar sélo con el denominador de (3.28), podemos aplicar la parametriza-

cién de Feynman, tal y como lo hemos hecho en las secciones anteriores. Asi,

o1 /1 dzx
PP(p+q9)?  Jo (p+q)?x+(1—xz)p?)?
1 dz
B / (P—A)

donde P = p+a2qy A = —z(1 — x)¢*. De esta manera la expresién (3.28) se

(3.29)

reescribe como

d4P N‘“’
(q) = ~Ln(@)e / e (3.30)
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donde se ha utilizado la identidad fof*d = Cy(G)d% con Cy(G) el invariante de
Casimir en la representacién adjunta del grupo.

Ahora trabajamos sobre la estructura de N#:

N =[g"(q —p)” + ¢ (2p + ¢)" + 9" (—p — 29)"]

X [05(P = @)o + Gpo(—2p — )" + 05 (p + 2q)

=g"0,(q =) (P~ Qo + 9" 9pe (¢ =) (=2p — @)" + ¢"° (¢ — p)705(p + 29),
—— ——

—ghv =5

+ 9770020+ )" (P — @) + 97 9pe (20 + )" (=20 — )" + ¢”70L (20 + )" (P + 2q),,
—— N—— ——

=§ov :6z:d =grv
+97"(=p = 29)° 0 (P — Qo + 97 Gpo (=P — 29)°(—2p — )" + g7"0 (—p — 2¢)°(p + 2q),
—— ——
sh gHv
= —g"[(q —p)* + (2¢ + p)*] — d(q + 2p)"(q + 2p)” + [(2¢ + p)*(2p + q)”
+(q—p)"(2q+p)" —2p+ ¢! qg—p)"+ 2q+p)2p+a)+(q—p)(2q+p)*

—(2p+9)"(q—p)"]
(3.31)
La expresion anterior se puede simplificar haciendo el cambio de variable P = p+xq

con el fin de eliminar p de la ecuacién:

N"™ = —g"[(q — P+ 29)* + (2¢ + P — 2q)?] — d(q + 2P — 2xq)"(q + 2P — 22q)"
+[(2¢ + P —2q)"(2P — 229 + q)" + (¢ — P + xq)"(2qg + P — xq)”
— (2P = 2zq+ ¢Q)*(¢ — P+ zq)" + (n — v)].
=—g"[*(1—2)> = 2gP(1 + ) + P>+ ¢*(2 — 2)* + 2qP(2 — z) + P’
—dg"(2—x)¢"(1 —2x) +2¢"¢"[(2 —z)(1 = 22) + (1 + z)(2 — x)—

—(1—22)(1+2))].
(3.32)
En la dltima linea se han descartado los términos lineales en P* ya que se in-

tegran simétricamente a cero. Trabajando un poco con los términos de (3.32) y

reemplazando P*Pv — g P?/d se obtiene
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—]] = —g" (2 — )2+(1+x)2—§lp2] (3.33)

2¢"¢"[...] = 21 —2)2—2)+ (1 —22)[2(2 —2) = 2(1 + z) — d(1 — 22)]] (3.34)

= ¢"¢"[2(1 — 2)(2 — z) + (1 — 22)%(2 — d)]. (3.35)

Al unir todos los términos anteriores, ecs. (3.33) y (3.35), tenemos la expresion del
numerador:
1
N = =g P26(1 — =] = g2 = 2)* + (1 +2)°]+

(3.36)
+¢"¢"[2(1 — 2)(2 — x) + (1 — 22)%(2 — d)].

Con este resultado podemos seguir desarrollando la expresion (3.30). Aplicando la

rotacion de Wick (3.7), tenemos que la integral de momento esta dada por,

d4PE iNg’
—>/ i P AT (3.37)

con el numerador en el espacio Euclideano,

N = g P60~ )] = g (2 — ) + (14 2]
(3.38)
+¢"q"2(1 — z)(2 — x) + (1 — 22)*(2 — d)].

Ahora aplicamos en cada término del numerador las relaciones de integraciéon para

la regularizacién dimensional (A.6) y (A.7), obteniendo

1.

d'Py [6(1 — Plg" PE _ 3(d—1) N2 3
/ (2m)d (P%iA)Z = (dm) 7 I'(1—4d/2) (Z) (—Agm) (3.39)

d uv 2 2‘%
/ El P)E (Pg +qA) (47rl)d/2 (2-4d/2) <%) QWQZ (3.40)
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d
APy ¢'q” 1 1\%2
2—d/2) | — tq” 3.41
/ i (P2 A~ @miel G\ R) (341)
Finalmente, uniendo todas las integrales anteriores conllevan a que el diagrama

T (q) tome la forma:

20 \ b
” ig°Cy(G)o™ d, ., 23
TH (q) = ) d/2 / d:zaA2 7 { (1-— §)g“ q2[2(d— Da(1l—2)]+

D@- Do Plp@ o)+ 50 + o))

INOES é)q"q”[(l — g)(l —2x)? + (1 +2)(2— L)]]

2 2
(3.42)

A continuacién, seguimos con el diagrama con el vértice gauge bosénico a 4.

d,o
a,u.”

2"(q)

(3.43)

by C,p

Usando la regla de Feynman (1.34), se tiene

1 d'p —ig
Eul/(q) _ / po 6Cd(—i92) % [fabefcde(gupgua . g,uagup)
? 2 (2m)t p? (3.44)

+ facefbde (g,uugpcr _ guagup) + fade]cbce (g;u/gpa _ g,upglla”.

La primera combinacién de las constantes de estructura se desvanece ya que

§¢d fede — () por antisimetria. La segunda y tercera puede reducirse usando f@ fbed —

Cy(G)6b. Asf,

— v 2 ab d4p 1 yny 9

Esta integral puede resolverse de manera similar a las anteriores, escribiéndola en
términos del parametro de Feynman. Para esto, multiplicamos el integrando por
1 en la forma (q + p)?/(q + p)?,

d'p 1(4+p) . .
Cnip (g Y (3.46)

=4"(0) = (@) |
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Por lo tanto, al aplicar la parametrizacién de Feynman al igual que en (3.29)

definiendo la variable P = p + zq, tenemos
—D[P? + (1 — 2)%¢?

d4P g™ (d
—uv ab
=) = —reue [ [ o (PT= A

En la ecuacién anterior hemos descartado términos lineales en P. Aplicando la

rotacion de Wick (3.7) a la integral de momento
d'Py  ig™(d—1)[—Pg + (1 — 2)%¢?
(2m)* (P + A%)?

A continuacién aplicamos las relaciones de integraciéon para la regularizaciéon di-
(A.7), en cada término del numerador, y obtenemos:

mensional (A.6) y
a

1.
/ gﬁ (nglpi)‘z N (47r1)d/ 3T =72 (Dl_ " (3.49)
2. d
/ EldP)E (Pgu—: 2A) (4771)d/2 (2-d/2) ( i)z_Q 7. (3.50)

Uniendo todas las integrales, se tiene
d d
A —(d —1)z(1 — )

2 1\ Sab
o ig°Co (G0
=y (q) = (i) d/2 / dr75- d/2 (—F(l )90

—2

(3.51)

—r(2- Pl 0 -a]).

4
T \\\ b,y
(3.52)

a2 q+p 0
[AVAWY)

7/

FP«I/ (q) = S )

=
C
el

El altimo diagrama que nos compete es el diagrama con el bucle fantasma

diagrama anterior se escribe como

De acuerdo a las reglas de Feynman (1.47),
d4p l 2 pdac n pebd, v
S [ p+ ) fp (3.53)

@) ==1) / e 2 (1 q)
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El signo menos enfrente de la integral es debido a que los campos fantasmas
anticonmutan. Esta integral se ejecuta de la misma manera que lo hemos hecho

en los diagramas anteriores. Al usar la parametrizacion de Feynman se tiene,

g / / d4P Ch G 5“b(p+q)“p"

—AF (3.54)
/ / d4P Cz )0 (g B + (1 — 2)2g"q"] '
(P2 A)?

donde se ha utilizado, de nuevo, la relacién (B.13) y se ha descartado los términos

lineales en P. En este punto podemos aplicar la rotacién de Wick (3.7), obteniendo,

" a d4P gLW E + (1 - Ll?).l?quq ] 9
F(q) = —Ch(@ 5b/ / G N (3.55)

Aplicando las relaciones de integracién para la regularizacién dimensional (A.6) y

(A.7), en cada término del numerador:

d
d'Py g™ P2 11 1\'"2
= T(1—d2) [~ o
/ @i (P AR (g - )<A) g

(3.56)
1 1\°2 Ay
a2 (5) A
d
"d'Py  q"q¥ 1 1\*
= —d/2)( — Hqv. .
[ratiar - mmre-an(z) v e
En resumen, el resultado del bucle fantasma es,
;2 ab
1z _ Y9 CQ(G)é 1 _ d w2 1 _
F*(q) = amyiz ), M Az P =5)g"q [5a(1 — )] )
9.0

- Pl - o).

Es tiempo de unir los tres diagramas del sector gauge puro para obtener la
correccién a la parte transversal del propagador bosénico I1(¢?), asi, al sumar a la
correccion del bucle fermidénico (3.26), se puede obtener una expresiéon completa

para I1(¢?%).
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d,o

c,p

(3.59)

. v v\ sa —g —5 Y (Y d
it - vt | 5 () aere - §)

TV
Hgauge(’lz)

Al unir ey (¢%) de (3.26) ¥ Myauge(¢?) de la ecuacién anterior obtenemos

I(¢°) =

—? T(2-9) [4 5
3

Para que el contratérmino 05 cancele la divergencia de la ecuacion (3.60), debe

tomar la forma

—¢*> T(2—-4d/2) [5 4
03 = (47T£)]d/2 (](\42)2—é/2) [ng(G) - g”FC(T)] ) (3.61)

donde hemos aplicado las condiciones de renomalizacién (2.24).

3.2.2. Propagador fermionico

El diagrama divergente que es cancelado por el contratérmino d, corresponde a
la correccién al propagador fermiénico de la Figura 3.3. De acuerdo a las reglas de
Feynman (1.32) y (1.33) se puede escribir como,

i%2(p) zﬁ_&»;:/ ap (ng)f«/ﬂTai(p_‘_k)”y Tal;.

(27)° (p+k)?™ p

(3.62)

Dado que vamos a resolver esta integral a momentos altos hemos hecho en la
expresion anterior la masa del fermion cero [31]. El producto de matrices T%7 se
reduce a Cy(r) gracias a la identidad (B.13). El numerador se puede simplificar

con la identidad (B.14). De esta manera obtenemos,

d'p (p+F)
(2m)* (p + k)2p*

() = 2 Co(r)(d — 2) /
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Ahora podemos realizar la integral mediante la parametrizacién de Feynman, ro-
tacion de Wick y regularizacion dimensional. La parametrizacion de Feynman en
el denominador toma la misma forma que la ecuacién (3.29) calculada en los dia-

gramas bosonicos:

1 1 L da
Frir ), oAy (3.64)

con P = p+ zk. Este cambio de variable lo aplicamos al denominador:

(p+E) = (P—ak+§)
S (P (1)) (3.69)
— (1—2)k

Por lo tanto, (3.62) se reduce a

1 — )k
—A)?

(d— 2/ /
. 2/ /ddPE 1-@;{

Sa(p) = g°Ca(r)

19202 )2
F(2 — —)

dx(l T)———r" T

- ka2

En la segunda linea se ha realizado la rotacién de Wick y en la ultima linea se
integré en d dimensiones de acuerdo a la relacion (A.6), con d = 4 —e¢. Finalmente,
la expresion divergente estd dada por

ig® r2-9)

7z kCa(r)(d = 2)— =37~ (3.67)

=)~ Gy

Utilizando la condicién de renormalizacién (2.24): Yo(f = M) = 0, el contratér-

mino toma la forma:

g° T(2-d/2)

0y = — (4m)a/2 (M2)2=d/2

Cs(r). (3.68)
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3.2.3. Vértice 3-bosoénico

Nos quedan dos diagramas por calcular, correspondientes a las correcciones del

vértice 3-bosénico. El primero que consideraremos lo denotaremos por

p+k’ p+k

Ch(k )= kPR (3.69)

De acuerdo a las reglas de Feynman, el diagrama se escribe como,

P N U L (s O b (R e
q&%)/kﬁngTTb@+MP@+m%2. (3.70)

Trabajando un poco T*T*T” tenemos,
T*T T = TPTT* + T% [T, T?] = Co(r)T* + T° fT". (3.71)
Como las constantes de estructura son antisimétricas, podemos escribir,

T'T'T* + T" [T*, T"] = Co(r)T* + % J(T T+ T°T°) (3.72)

= [Calr) — 5CoG)IT™ (373

donde hemos utilizado las relaciones de (B.13). Con este factor la ecuacién (3.70)

toma la forma,

(k) = ¢Calr) ~ 5@ |

d'p v (p+ )P+ B
@2m)t (p+K)>2(p+k)?p?

(3.74)

En este punto podriamos resolver la integral de momento con el proceso de pa-
rametrizaciéon de Feynman, rotacion de Wick y regularizacién dimensional. Sin
embargo, los cdlculos que conllevan, aparte de ser engorrosos, no aportan en su
totalidad al resultado final. La parte que nos interesa es Unicamente la parte di-
vergente del diagrama, por lo que podemos extraer esta divergencia directamente

de (3.74) al considerar el limite en el cual la variable de integracién p sea mucho
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mayor que los momentos de las lineas externas k, k’. En este limite el diagrama es

d'p VPP
(2m)4 p? - p* - p2.

Dy k) ~ (Calr) - 5CGIT" [ (3.75)

El denominador se puede simplificar usando las identidades de las matrices gamma

Yy Py = p*yu(2 — d) y p°p? = p?/d de la siguiente manera:

VP e = Y Pe Y Y D,
5 (3.76)
—(2— d)2’y“%.

La expresion (3.77) se reduce a,

(k) ~ 1Co) ~ 5O =P [ s @

Finalmente, al aplicar las relaciones (A.6) a la integral de momento obtenemos

(k) ~ 5 Calr) = OGP T2 = ) (3.78)

Esta estimacién nos proporciona el coeficiente correcto del término divergente, el
cual serd absorbido por el contratérmino ¢;. Los términos restantes finitos que no
se han tomado en cuenta al hacer esta aproximacion no se ven involucrados en el
calculo de la funcién 5. No obstante, si se quisiera calcular otra amplitud, estos
términos deben tomarse en cuenta.

El dltimo diagrama involucrado en el vértice 3-bosénico es,

Fg‘(k:, k) = (3.79)
De acuerdo a las reglas de Feynman, tenemos,
dp ip —1 —1
T (k. K = - ,/Tb s Te abe| v 2k — k — p)P
g( ) ) / (27_‘_)4(29,7 )p2 (Zg’)/p )(kl _p)g (k _p)ng [g ( p)
+ g"P (=K — k+ 2p)* + ¢"*(2k — k' — p)"].
(3.80)

50



El producto de las matrices puede reducirse como sigue

TbT(,fabc _ _fab(, [Tb, T(] _ 3 fn,b(,fb(,e Te (381)
2 2 ——
—C2(G)dae

- %CQ(G)TG. (3.82)

Al igual que en I’ " (D, D), extraemos la divergencia del diagrama al despreciar los

momentos externos al compararlos con p, es decir, p > k., k’. Tenemos asi,

d'p Wwpreld" p’ — 29" p" + g"'p”]

g3
mwwwgwaw/

(2m) (p?)?
—~ =L
~ 9_3(} (G)Ta1 / d'p ¥ Y% =297 %+ Y (3.83)
2 2 d ) (2n) (r?)?

3q° ap d'p 1
oy [ i

Analogo a la ecuacién (3.77), realizamos la integral de momento, con el resultado

siguiente
g9’ d
T ~AHT(2 = =

, 3

La suma de las divergencias en los resultados (3.78) y (3.84) deben ser canceladas
por el contratérmino d; con la renomalizacion de escala M en las condiciones de
renormalizacién (2.24). De esta manera se obtiene,

—¢* T(2-d/2)

01 = (4m) 472 (M2)2=d/2

[Co(r) + Co(G)] . (3.85)

Funcién Beta en Teorias Gauge No Abelianas

Una vez calculados los tres contratérminos podemos calcular la funcién beta
sustituyendo las ecuaciones (3.61), (3.68) y (3.85) en (3.21), y volviendo a d = 4
de la misma manera que hicimos en QED, con

1 T(2—d/2)
(47)4/2 (M?)2-d/2

1 /1
- =+ g —log M* — log(4 O(e) |. (3.86
= (o ontin) £ 00)) 359

o1



se tiene

3

B) = (=275 (GG + €)= ) + 5 (5646 — guec(r) )]

(3.87)

3
g 11 ¥ B 4 Y
— _1671-2 [362((1) — gnF(/ (T’):| .

Finalmente, la funcién beta en Teorias Gauge No Abelianas se escribe como

Blg) = — 12;2 [L;CQ(G) - %lnFC(T)] . (3.88)
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Capitulo 4

Resultados y Conclusiones

En este capitulo discutimos los resultados obtenidos en el presente trabajo de

titulacion.

4.1. Funcién Beta en QED

Calculamos en el capitulo anterior que la funcién beta para QED a orden de

1-bucle esta dada por,

63

1272

B(e)qep = (4.1)

Como vimos en la ecuacién (2.26), la funcién beta caracteriza la variacién de la
constante de acoplamiento con la escala de energia M. Por tanto, el hecho de que
el signo de (4.1) sea positivo ya nos proporciona informacién del comportamiento
global de la constante de acoplamiento: la constante de acoplo renormalizada para
QED aumenta cuando aumenta la escala de energia.

Por un lado, cuando se trabaja a una escala M en el régimen de bajas energias,
donde la carga del electrén renormalizada es suficientemente pequetia, la funcién
beta nos dice que es totalmente legitimo abordar QED mediante un tratamiento
perturbativo siempre. Se dice entonces que QED es segura en regimenes infrarrojos
ya que la aproximacién perturbativa nos proporciona mejores resultados conforme
vamos a energias mas bajas. En el limite, a escalas de energia suficientemente
pequenias (del orden de la masa del electron, m, ~ 0.5MeV), la carga del electrén

viene dada en términos de la constante de estructura fina « con el valor clésico de
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regimen
e g
R = altas
4m energias
1/187 ==
. Escala de Energia (M)
regimen

bajas energias

Ficura 4.1: Gréfica esquematica de la carga renormalizada en funcion de la
escala de energia M. Aqui « es la constante de estructura fina dada por a =
2
e”/Am.

%7 (Ver Figura 4.1). Por otro lado, cuando se incrementa la escala de energia M (a
distancias cortas) el acoplamiento cada vez se hace mds fuerte y la aproximacién
perturbativa deja de ser una metodologia valida para el tratamiento de la teoria. Si
quisieramos describir procesos a estas energias es estrictamente necesario cambiar

el enfoque a uno no perturbativo.

4.2. Funcion Beta en Teorias Gauge con grupo
SU(N)
En Teorias Gauge no Abelianas, ocurre totalmente lo contrario a QED. La
funcién beta calculada en el capitulo 3 es,

60) =~ [ cal@) - Jueci). (42)
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2
g
0, = —
4w
regimen altas energias
"libertad asintotica”
1‘0;{;1’111011T Escala de energia (M)
bajas

energias

FiGurA 4.2: Grafica esquematica de la constante de acoplamiento renormali-
zada g, en funcién de la distancia desde la cosntante de acoplo desnuda g. Aqui
a, es la constante de acoplamiento fuerte dada por ag = g2 /A

Para el grupo SU(N) se tiene que C5(G) = N, y C(r) = 5 (Ver apéndice B),

valores que reemplazando en (4.2) resultan en,

3
o) =~ 12 |3 N - 2ne. (1)

Al fijarnos en (4.3) se deduce claramente que para una pequefia cantidad de fer-
miones (np) la funcion /5 es negativa, lo que a partir de su definicién (2.26) implica
que la constante de acoplamiento efectiva aumenta cuando M disminuye y decrece

mientras M sea cada vez mas grande. Es decir,

11
si np < ?N — B(g) < 0. (44)

Este hecho implica también que la constante de acoplamiento tienda a cero con-
forme la escala de energia se incrementa (a distancias cortas, ver Figura 4.2). Este
fenémeno es conocido como libertad asintotica: en el limite Ultravioleta la teoria
renormalizada es libre (sin interaccién). En esta clase de teorfas (a diferencia de
QED), el comportamiento a distancias cortas, o energias arbitrariamente altas, es

completamente tratable mediante diagramas de Feynman. Aunque las divergencias
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ultravioletas aparezcan en cada orden de perturbacién, este resultado garantiza que
la constante de acoplamiento permanece débilmente acoplada, lo suficiente para
tratar las divergencias que aparezcan de manera sofisticada y sin perjuicio para con
la teoria. Podemos decir que teorias gauge no abelianas son seguras en regimenes
Ultravioletas, siempre y cuando el numero de fermiones cumpla la condicion (4.4).
Por otro lado, a distancias grandes o a bajas energias la constante de acoplamiento
estd fuertemente acoplada, lo cual implica que una teoria de perturbaciones deja

de ser un marco valido para el estudio del comportamiento en este régimen.

4.3. Aplicacion a la Cromodinamica Cuantica
SU(3)

La Cromodindmica Cuantica (QCD) es la teorfa para describir las interacciones
fuertes hoy en dia. En adicién a los campos gauge, cuyo bosén es el gluén, esta
teorfa involucra campos de espin 1/2 conocidos como quarks. Es bien conocido
que existen seis sabores (o tipos) de quarks en total: up, charm, top, con carga

eléctrica 2¢; down, strange, bottom, con carga —5. Cada sabor de quark puede

3
tener tres cargas de “color” que corresponden con la representacion fundamental
del grupo SU(3). Con esto en mente, la funcion beta para QCD, con N = 3 y con

np = 6, se reduce a,
3

B(g) = —(12—9;)2. (15)
Como se ve en la expresién anterior, la libertad asintética es una propiedad perte-
neciente a QCD. Este fendmeno estd en concordancia con resultados experimenta-
les por aceleradores donde se verific que los partones! y los quarks son las mismas
entidades. La libertad asintética en QCD implica que los quarks dentro de los ha-
drones se comportan casi como particulas libres. Decimos entonces que QCD es

segura en regimenes ultravioletas, totalmente lo contrario a QED.

IEl partén era una particula fundamental hipotética considerada como componente del hadrén
en el llamado modelo de partén de las interacciones fuertes, propuesto por primera vez por
Feynman. Los resultados experimentales indican una dindmica libre de los partones a escalas
muy altas de energia [55] .
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A distancias grandes, o equivalentemente a energias bajas, la constante de aco-
plamiento se hace tan fuerte que hace imposible aislar quarks individuales. Este
fenémeno se denomina confinamiento, segin el cual no pueden existir particulas
con color aisladas, y por lo tanto no pueden ser observados directamente. En efec-
to, a bajas energias los quarks y gluones se asocian para formar hadrones con
carga de color siempre neutra. Es asi que las técnicas usuales perturbativas no
son Tutiles para desentranar la fisica detras de este proceso. Decimos que QCD es
no perturbativa a bajas energias. Es importante sefialar que el confinamiento de
quarks no parece tener una relacion directa con que la teoria esté fuertemente aco-
plada a bajas energias. Fxperimentalmente, se ha comprobado la existencia de un
estado de materia llamado plasma de quark y gluones, consistente en un agregado
de quarks y gluones deconfinados que ocurre a una escala en la que la teoria es
aun fuertemente acoplada [58, 59].

Al dia de hoy, el confinamiento es un fenémeno poco entendido, y su comple-
jidad radica en que su comportamiento es un fenémeno global que QFT en su
caracter local no ha podido reconciliar. En realidad, el problema de confinamiento
de quarks esta considerado dentro de uno de los problemas del milenio por el Clay

Mathematics Institute [6].

4.4. Problemas del mecanismo de renormaliza-
cion perturbativa

La ecuacién de la funcién § (2.26) que describe la dependencia de la constante
de acoplamiento g de una teoria con una escala de energia M puede ser escrita

perturbativamente de la siguiente manera:

dg
dln M

= ,Blg + }3292 + }33{]3 +.... (46)

La ecuacién anterior podemos integrarla sélo en orden g? con las condiciones de

frontera:

g(m) =gr, g(M) = go,
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donde m es la masa caracteristica de la teoria, M una escala de energia cualquiera,
Yy gr, 9o son la constante de acoplo renormalizada y desnuda, respectivamente,

obteniendo,
_ 9o
1+ Bagon (57)

Dado que gr es la constante de acoplamiento que esperamos ver, la forma de

9r (4.7)

interpretar la ecuacion (4.7) estd en la determinacion de la carga desnuda:

_ gr
1= Bogrln (X))

9o (4.8)

Como podemos notar la ecuacién anterior tiene un polo cuando la escala de energia
toma el valor de My = meFR . Este polo es conocido como el polo de Landau.
El problema con este polo radica en que, si asumimos que gr es la constante
renormalizada, ( la que nosotros observamos en experimentos), para que tenga gg
un valor finito en el del polo de Landau, la constante desnuda gy que aparece en
nuestros calculos de renormalizacion perturbativa tiene que ser infinita. Por tanto,
el Lagrangiano de la teoria no seria consistente.

El problema del polo de Landau tiene dos posibles soluciones. Una es aseverar
que, debido a que se ha utilizado teorfa de perturbaciones para calcular (4.8),
no se puede aplicar, por tanto, esta expresiéon para un caso donde gy esté por
encima del valor 1. Es decir, el polo de Landau es consecuencia de que estamos
extrapolando un resultado perturbativo a una regiéon no perturbativa. La otra
solucion a este problema se la denomina trivialidad cuédntica, la cual establece que
si hacemos experimentos en las inmediaciones de energia del polo de Landau el
valor de la constante de acoplo que mediriamos seria cero ( gg — 0 cuando M —
M7p). En otras palabras, en esta escala de energia la teoria se vuelve trivial (sin
interacciones), debido al apantallamiento de carga producto de las interacciones
consigo misma. Ambas soluciones al problema son factibles. En el caso de QED,
cabe aclarar que el polo de Landau es una mera curiosidad matematica al dia de
hoy, ya que la escala a la que ocurre es a My, = 10%27 GeV [54], energias muy sobre
el limite de los computos de interés usuales de la teoria, que son del orden de los

TeV [54).
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A parte del problema de Landau, el problema fundamental de la renormaliza-
cién perturbativa radica en que todas las teorias que se estudia con este método
se vuelven no perturbativas en algin punto (en el caso de QED, en el régimen
Ultravioleta y QCD, en el regimen Infrarrojo). Asi, el régimen no perturbativo es
imposible de escapar. Este hecho se puede considerar como una senal de que las
teorias que tratemos perturbativamente nunca van a llegar a la rigurosidad ma-
tematica de una teoria completa. El mecanismo de renormalizacion perturbativa
funciona, y se obtienen resultados con precisiones nunca antes vistas. Sin embar-
go, es de suma importancia ser critico en el método y tener siempre presente las

limitaciones del mismo.

4.5. Consideraciones finales

Para finalizar, cabe concluir que todas las teorias estudiadas en el presente traba-
jo deben ser consideradas como teorias efectivas a bajas energias. En concordancia
al enfoque discutido en el capitulo 3, la renormalizacién nos dice que los detalles
de la fisica de alta energia no afectan los efectos en el régimen de baja energia. En
este sentido, el Modelo Estandar de Particulas es en realidad una teoria de campo
efectiva que describe a la naturaleza (aproximadamente) a través de teorias sola-
mente renormalizables. De existir, la tinica teoria completa deberia ser una “Teoria
del Todo”, la cual unificaria y explicaria todas las interacciones de la naturaleza
con estricta rigurosidad matematica.

En trabajos futuros se sugiere encarecidamente el continuo estudio de teorias
cuénticas de campo en la carrera de pregrado a un nivel introductorio, asi como
en las practicas pre profesionales y trabajos de titulacién. En concreto, como con-
tinuacion de este trabajo, el estudio de las herramientas y técnicas para el calculo
de funciones beta en 6rdenes superiores de perturbacion, e.g. métodos externos
de campos, simetrias efectivas de accién, métodos computacionales o el estudio
de alternativas no perturbativas. Es importante desestigmatizar el hecho de que
proyectos tedricos por su caracter puramente académico son de menos interés pa-
ra la carrera de pregrado. La fisica de las teorias gauge, ademés de ser un campo
muy activo en la investigacién actual, guarda una de las mas grandes incégnitas
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hasta ahora sin resolver, el problema del confinamiento de la carga de color, por
lo que su temprana introduccién al tema puede ser beneficioso, no solo para la
preparacién para un futuro masterado o doctorado del estudiante, sino también

para el desarrollo de la ciencia en si misma.
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Apéndice A

Regularizaciéon dimensional

La eleccién del método de regularizacion dimensional para tratar integrales di-
vergentes en este estudio sobre otros métodos (corte de momento, regularizaciéon
de Pauli-Villars, regularizacién de red) se debe a que este método conserva las
simetrias de la teoria, tales como la invariancia gauge y la invarianza Lorentz [44].
Ademas, las reglas para manipular integrales no son engorrosas a diferencia de los
otros métodos. En este apéndice se presentan los desarrollos y expresiones bésicas
necesarias para hacer uso del método de regularizacion dimensional.

Al calcular propagadores mediante las reglas de Feynman, los integrandos resul-
tantes tenemos que expresarlos en funciéon de pardmetros de Feynman, de acuerdo
a la identidad,

1 ! ) (n —1)!
S - ;— 1 . (A1
A Ay LA, /0 day dl’n()(z i )[.’171141 + 29y + . .. .’L’nAn]n ( )

Una vez aplicada la expresién (A.1), la cantidad en corchetes del denominador

serd una funcién cuadratica de las variables de integracién pi. Por ejemplo, en

una expresion del estilo,

1 :/0‘1 dx (A2)

P*p+aq)° [(p+q)?x + (1 —2)p]*

A continuacién, se completa el cuadrado y se realiza un cambio de variables de

integracién para absorber los términos lineales en p!'. Para las integrales en 1-bucle,
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hay una sola integracién en p*, la cual es desplazada a la variable de momento ¢#.
Después de este cambio, el denominador toma la forma (¢2—A)". En el numerador,
mientras tanto, pueden aparecer términos con un numero impar de potencias de
£, los cuales se hacen cero por la simetria en la integracién. La simetria también

nos permite reemplazar,

o — 2629’“’,
Zp,gygpgo' 1 52 2( pv po up Vo HUo Vp (AS)
- m( )7 (9" 9" + 9" 9" + g7 g""),

donde d es la dimension espacio temporal. La integral resultante de este procedi-

miento toma la forma de:

de 1
/ (2m)d (02 + A)n’ (A4)

donde hemos cambiado las dimensiones espacio temporales a un nimero continuo
al hacer d = 4 — €. Esta integral conviene evaluarla después de hacer una rotaciéon

de Wick en el espacio Euclideano, con la sustitucion,
0 (9 2 2
0 =i, 05 =15, (A.5)

donde las expresiones generales resultantes que se pueden dar, vienen dadas por:
/ddeE 11 T—9% 1\ ¢ (46)
(2m)d (¢2, + A)yn — (47)22 T(n) A ' ’

dig, ¢, 1 dln-9-1) 1\
/ C0iG  AF G2 T <Z> - B

donde I" son las funciones especiales matematicas beta [46]. Ahora, para volver

a d = 4, el comportamiento en sus inmediaciones puede ser extraido al expandir

(1/A)2,

1 d d
V"2 =1—(n—=)logA+... A.
) (n—Dloga+.... (A8

y I'(z) alrededor de z = —n,

) = &Y <

1
— 1 i . A.
e v+ 1+ n+(9(:1:+n)> (A.9)
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Aqui v es la constante de Euler-Mascheroni, cuyo valor es v & 0.5772. La combi-
nacion de (A.8) y (A.9) con n = 2, dan una expansién muy frecuente en calculos

de correcciones radiactivas:

re-g 1\t 1 |
(47)d/2 <Z> ~ (4n)? <E —log A — v + log(4m) + O(f)> ) (A.10)

cone—=4—d.
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Apéndice B

Representaciones de Grupos de

Lie

En teoria cudntica de campos estamos interesados en representaciones de gru-
pos, ! que a breves rasgos, son representaciones en términos de matrices unitarias
de un grupo de Lie. Un grupo de Lie es aquel que tiene elementos conectados
continuamente con la identidad. Un elemento infinitesimal del grupo de Lie, g,

entonces, puede escribirse como:
gla) =1+ia"T" + O(a?), (B.1)

donde T, son los generadores de la simetria del grupo y a® son los parametros del
grupo. Se puede mostrar que el conmutador de dos generadores cualquiera T debe
ser una combinacién lineal de generadores, de esta manera se cumple la relaciéon
[34],

[T, T =i f**T", (B.2)
donde los ntimeros f%° son llamados constantes de estructura y obedecen la iden-
tidad de Jacobi,

fade phed | pbde pead | pede pabd _ ) (B.3)

Las constantes de estructura y las relaciones de conmutacién (B.2) determinan

la ley de multiplicacién del grupo y los T definen el algebra de Lie. Con este

Literatura recomendada para ahondar en el tema, puede ser [34, 40, 41]
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lenguaje, presentamos ejemplos concretos de las representaciones de los grupos
U(1) y SU(3) que utilizaremos en este trabajo.
u(1)

Es el grupo Abeliano mas sencillo, y es el grupo gauge de QED. Su élgebra
consiste en un solo generador T, y elementos pueden escribirse como:

Ula) = e™oT, (B.4)

con o € R. Sus representaciones irreducibles son unidimensionales y son de la
forma,

dg(a) = e, (B.5)

donde ¢ es la carga eléctica en QED.

SU(3)

Este grupo tiene ocho generadores y dos representaciones tridimensionales ba-
sicas irreducibles, la fundamental (d3) y la antifundamental (dg). En cromodiné-
mica cuantica (QCD), por ejemplo, estas representaciones estdn asociadas con la
transfomacién de quarks y antiquarks bajo la simetria gauge de color SU(3). Los

elementos de estas representaciones se expresan como,
e _iga)Tt
dg(a"’) — 3 )\a’ dg(Oéa) — "3 (a =1, 8), (BG)

y sus generadores se escriben,

T°(3) = %/\a, 7(3) = —%M. (B.7)

con A\, como las matrices de Gell-Mann [43].

Invariante de Casimir

Hay una serie de invariantes que se pueden construir asociados con una repre-
sentacion irreducible r de un grupo de Lie G y que son de suma importancia en
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los calculos de funciones beta en el capitulo 3.

Sean T los generadores en una cierta representacién R del algebra de Lie.
Usando la antisimetria de f¢ se puede demostrar que la matriz 72 = 3 LI
conmuta con todo el grupo de generadores [44]. Por tanto, de acuerdo con el lema
de Schur?, su representaciéon matricial tiene que ser proporcional a la identidad,

es decir, tendria que ser expresada como,
T = C(r) - 1, (B.8)

donde 1 es la matriz unidad, y C(r) el invariante Casimir cuadratico®. Un segundo

invariante Cy en la representacion r puede ser definido mediante la identidad,
facdfbcd _ 02(7,)5(11). (BQ)

En el caso del grupo SU(N), en la representacién fundamental, encontramos los

valores de

C(r) =5, Oofr) =, (B.10)

y en la representacién adjunta tenemos,
C(G) =N, Cy(G)=N. (B.11)
El invariante Casimir C'(r) aparece también al hacer la traza de TT:

tr[T°T?) = C(r)6®, (B.12)

213l lema de Schur establece que: si una representacién es irreducible y hay una matriz de la
misma dimensién que conmute con todos los generadores, entonces sus elementos tienen que ser
proporcionales a la identidad.

3También llamado operador Casimir o elemento Casimir
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y en otras operaciones algebraicas que se utilizaron a lo largo de este trabajo,

TT'T* = [Cy(r) — %CQ(G)]T*’,
fabcdfbcd _ Cg(G)5ab, (B.13)

1
fa,bchT(: _ 5202 (G)Tn .

Foérmulas utiles del algebra de Matrices
Las trazas de las matrices v en d dimensiones se pueden evaluar con las siguientes

identidades,

7“71/ = d)
Yy = —(d —2)7",
’ (B.14)
Y Py = 49 — (4 — d)y"'y*,

YA T Y = =297y + (4 — d)y" Py
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