ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

CONTROL OPTIMO DE ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES ELIPTICAS CON TERMINOS DE COSTO NO
CONVEXOS DEL GRADIENTE.

TRABAJO DE TITULACION PREVIO A LA QBTENCION DEL
TITULO DE INGENIERO MATEMATICO.

PROYECTO DE INVESTIGACION

EDISON FELIPE GUERRA URGILES
gflip_05j@hotmail.es

Director: Pedro Martin Merino Rosero. Ph.D.
pedro.merino@epn.edu.ec

Quito. Marzo 2020



Declaracion de autoria.

Yo, Edison Felipe Guerra Urgilés, declaro bajo juramento que el trabajo aqui des-
crito es de mi autoria; que no ha sido previamente presentado para ningin grado o
calificacion profesional; y, que he consultado las referencias bibliograficas que se inclu-
yen en este documento.

La Escuela Politécnica Nacional puede hacer uso de los derechos correspondientes
a este trabajo, segin lo establecido por la Ley de la Propiedad Intelectual, por su

Reglamento y por la normatividad institucional vigente.

Edison Felipe Guerra Urgilés



Certificacion

Certifico que el presente trabajo fue realizado y desarrollado por Edison Felipe

Guerra Urgilés, bajo mi supervision.

2t

Pedro Merino. Ph.D.
DIRECTOR




DEDICATORIA

A mi Senor y Salvador Jesis de Nazaret,

y a mi mamd Miriam.



Agradecimientos

Agradezco a mi Dios por haberme rescatado hace mas de 8 afios y darme la opor-
tunidad de vivir estos momentos. A mi mamé que fue mi apoyo durante toda mi vida
y especialmente en este proceso de aprendizaje en la EPN. A mi Anita Belén que me
ama y me ha apoyado siempre. A mi hermano Daniel y su familia que me apoyaron
desde muy lejos con sus concejos y palabras de animo. A mi primo Isaac que me animd
a seguir estudiando. A mi profe Pedro Merino por brindarme su tiempo y conocimiento
en la realizaciéon de este proyecto de investigacion. A todos mis profes de ingenieria y

a mis companeros que fueron de gran ayuda a su tiempo.



Indice general

1. Introduccion

2. Preliminares
2.1. Notaciones . . . . . . . . . . .
2.2. Definiciones . . . . . . ...
2.3. Resultados de la teoriade EDP’s . . . . .. .. .. ... ... ... ..

3. Problema de Control ()ptimo
3.1. Descripcion del Problema . . . . . . ... .. ... oL
3.2. Estudio de la Ecuacion de Estado . . . . . ... ... ... ...
3.3. Operador de Control-Estado . . . . . . . .. .. ... ... .......
3.4. Formulacién del Problema Regularizado . . . . .. ... ... .. ...

3.5. Condiciones Necesarias de Optimalidad . . . . . .. ... ... .. ...

4. Implementacién Numérica
4.1. Algoritmo DC . . . . . . ..
4.2. Aproximacion por FEM . . .. .00 000000
4.3. Adaptacion del DCA al problema (PSR-R) . . . .. .. ... ... ...

4.4. Evidencia Numérica . . . . . . . . . . ...

5. Conclusiones y Recomendaciones

10

13
13
14
17
18
26

41
41
43
49
50

54



Capitulo 1

Introduccion

Muchos problemas asociados al procesamiento de imagenes, problemas inversos y
de control 6ptimo requieren penalizaciones que induzcan dispersion en la solucién. Esta
caracteristica es buscada debido al efecto de localizacién en las soluciones que es muy
apreciada desde el punto de vista practico. En el presente proyecto de investigacion
consideramos un problema de control éptimo para ecuaciones elipticas lineales con
término de penalizacién no convexo que induce sparcidad en las derivadas parciales (en
el sentido débil) del control. En otras palabras, el término de penalizacién no convexo
produce que la mayoria de los elementos del gradiente sean cero. Al inducir dispersion
en el gradiente del control, se busca que éste tenga una variacién acotada de manera
“localizada”, lo cual hace que el control tenga regiones donde su comportamiento sea
constante, andlogo al término de penalizacién de variacién total anisotrépica [Cha04].

Una de las aplicaciones mas importantes que involucran términos de dispersion que
penalizan un problema en el control o su gradiente es en la recuperacion de seniales e
imédgenes. Este tema se ha vuelto tradicional en estos tiempos y ha impulsado estudios
relacionados, asi lo menciona Michael Hintermiiller y Tao Wu en [HW13].

La investigacion desarrollada en el presente proyecto tiene como objetivos principa-
les estudiar las condiciones de optimalidad en el espiritu del problema de control éptimo
y adaptar el algoritmo DC al problema de control éptimo. El sistema de optimalidad
que se propondra es importante para el desarrollo de tedrico de nuevos problemas, co-
mo también para la implementacién numérica de otros algoritmos, como Semi-smooth
Newton Method (SNN), y comparar el rendimiento del algoritmo DC con dichos algo-
ritmos.

El presente proyecto de investigacién estd organizado de la siguiente manera. En
el Capitulo 1, introducimos los los problemas no convexos de control éptimo dotados
de las cuasinormas L7, ¢ € (0,1). En el Capitulo 2, presentamos la notacién que se
empleard en el presente proyecto de investigacién. Ademads, exponemos definiciones

y resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales. En el Capitulo 3 for-



mulamos el problema de control 6ptimo que estudiaremos, el cual se divide en tres
secciones de andlisis. En la primera seccién, estudiaremos la ecuacién de estado del
problema de control éptimo para reducir a un problema sin restricciones mediante el
operador de control estado. En la segunda seccién, vamos a regularizar el problema
sin restricciones mediante la funcién de Huber expuesta en [Merl9, pg. 4]. Para ce-
rrar el capitulo, derivamos un sistema de optimalidad para el problema regularizado
por medio de la programacién de diferencia de funciones convexas (DC programing)
[DLT]. En el Capitulo 4, describiremos el algoritmo DC (DCA) para posteriormente
adaptar dicho algoritmo al problema de control 6ptimo reducido usando el método de
elementos finitos para aproximar la solucién; al final del capitulo exponemos algunos
ejemplos numéricos. Finalmente, en el Capitulo 5, damos conocer las conclusiones y

recomendaciones sobre la investigacién del presente proyecto.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Notaciones

Notacion 2.1.1. Generalmente se escribira las derivadas parciales como djv y d;v ()

en lugar de

ov ov (z)
o, Y om0

respectivamente.

Notacion 2.1.2. Si X es un espacio de Banach, un elemento del dual X* se escribe a

través del producto en dualidad. Es decir, para ¢ € X* y x € X

(1) = (p, ) xoxx -
Sin riesgo a confusion escribiremos simplemente (-, -) en lugar de (-, ) x+y x v especifi-

caremos en los casos que sean necesarios.

Las definiciones y los resultados que se presentan en esta secciéon se encuentran
en [EvalO] y [Brell], por esta razén referimos las demostraciones a [Eval0] y [Brell]

segln sea necesario.

Observacion 2.1.1. De aqui en adelante se considera €2 un abierto y cotado subcon-

junto de R™ cuya frontera OS2 es suficientemente reqular.

2.2. Definiciones

Definicién 2.2.1 (Operador Diferencial de Segundo Orden). Un operador dife-

rencial de seqgundo orden es de la forma

AW @) == 5 (0@ 5L @) + X b ) gL @) +awlo) . (21)



o también de la forma

AW () == Dy (0) 300 (o +Zb Dy, (22)

donde ai;, b y co son funciones dadas, para i = 1,...,n. Se dird que un operador
diferencial de sequndo estd en forma de divergencia si es de la forma (2.1), y que estd

en forma de no divergencia si cumple con (2.2).

Definicién 2.2.2 (Operador Diferencial Eliptico). Se dice que un operador dife-

rencial de sequndo orden A, es uniformemente eliptico si existe un 6 > 0 tal que

Zau ) GG = 01¢) (2.3)

i,7=1
en casi todo punto x € ), y para todo ¢ = ({1, (o, ..., () € R™.

Definicién 2.2.3 (Vector Unitario Normal). Si 0 es suficientemente regular,

entonces a lo largo de 0) se define el vector unitario normal
v=(v,..,").

Ademds, siv € C* (ﬁ) Llamamos la derivada normal de v como

Ov
W =v-Vo

Definicién 2.2.4 (Operador no Acotado Densamente Definido). Sean X, Y
dos espacios normados. Decimos que un operador lineal T : dom (T) C X — Y es un
operador no acotado si su dominio es un subespacio vectorial de X. Ademds, decimos

que T estda densamente definido si el dominio de T es denso en X, i.e., dom (1) = X.

Definicién 2.2.5 (Subdiferencial Convexo). Sean X un espacio de Banach y F
una funcion propia y convexa de X en R. Si x € domF definimos el subdiferencial

convexo de F' como:

OF (z) ={2" e X" : (2" 2 —2x) < F(z)—F(z), VzielX}.



2.3. Resultados de la teoria de EDP’s

Proposicién 2.3.1 (Teorema de Gauss-Green). Sea 2 un abierto y acotado sub-

conjunto de R™ y OQ es reqular. Suponga que p € C* (ﬁ), entonces

/aiudx :/ utdS, Vi=1..n. (2.4)
Q a0

Proposicién 2.3.2 (Férmula de Integraciéon por Partes). Bajo las mismas hipdte-

sis del Teorema 2.5.3, suponga que v, p € C* (ﬁ), entonces

/8mvd:c=—/u8ivdx+/ por'dS, Yi=1..n. (2.5)
Q Q o9

Proposicién 2.3.3 (Férmulas de Green). Sean v, w € C* (ﬁ) Entonces

(i) /Avd:z:: @dS
Q

50 81/ ’

(i1) /Vv-dea: = —/vAwdx—i— %vdS,
Q Q a0 OV

ow ov
(111) /Q(UAw — wAv)dr = /aQ (05 - wg) ds.

Proposicién 2.3.4. C° () es denso en W, * (Q) para 1 < p < cc.
Proposicién 2.3.5 (Desigualdad de Holder). Sean f € LP(Q) y g € L1(Q)) con
1<pg<ocoy % +% = 1. Entonces fg € L' (Q) y ademds

/Q Foldz < [ Fll ey 9oy - (2.6)

Proposicién 2.3.6 (Desigualdad de Minkowski). Supongamos que 1 < p < oo y
u, v € LP (). Entonces

lu+ U”LP(Q) < ||u||LP(Q) + ||U||Lp(9) .

Proposicién 2.3.7 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que 1 < p < oo.

Entonces existe una constante positiva C, (que depende de §2 y p) tal que
1?
[ull oy < CollVull oy » - Vue WP (2) . (2.7)

: y 1, ,

En particular, la expresion |[Vul| ,q) ¢s una norma sobre Wy (Q), y es equivalente a
. 1 4 n Ou v

la norma [|ull e sobre Hy () la expresion 3, [ 5. B €5 Un producto escalar

que induce la norma ||Vul| 2o la cual es equivalente a la norma |[ull 41 q)-
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A continuacion se presenta la herramienta basica de las ecuaciones diferenciales

parciales elipticas para mostrar la existencia de una solucién débil.

Proposicién 2.3.8 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert. Supongamos que
a: HxH— R tal que (w,v) — a(w,v) es una forma bilineal conlinua y coerciva,

es decir, a(-,-) se dice

(1) continua si existe C' > 0 tal que

ja (w, o) < Cllwliy ol Yw,oe H;

(i1) coerciva si existe M > 0 tal que

a(w,w) > M |lw|? VweH.

Entonces, para todo ¢ € H*, existe un unico w € H tal que
a(w,v) = (Y,v), VveH.

Mas ain, sia(-,-) es simétrica, entonces se puede caracterizar w por la propiedad

GeH y %a(zﬁ,@) (o, ) = %1{%@(@,@) - <¢,v>} .
Proposicion 2.3.9. Sean a, b € R. Se tienen las siguientes desigualdades:
(i) Si 0 <p <1, entonces (la| +1b])" < |af’ + |bF, y |a’ — |b]" < |a —bJP.
(ii) Si 1 <p < o0, entonces (Ja| + |b])? < 2P~ |al’ + |b]P.

Proposicién 2.3.10. Sea (v,),oy una sucesion en Wh'(Q) tal que v, — v en
Wt (Q), entonces

vp —ven L' (Q) , Vv, — Voen L' (Q) y (Ov,) — v en L' (Q), (2.8)

para todo i =1,....n.

Proposicién 2.3.11. Sea u € WP (Q) N C () con 1 < p < oo. Entonces las

siguientes propiedades son equivalentes:
(1) uw =0 sobre OS).

(ii) u € Wy'P (Q).

11



Proposicién 2.3.12. Sea F' € H™(Q). Entonces existen funciones fo, fi, fo, .. ,
fn € L*(Q) tal que

(F,0) p1()wmi(o) = /Qfo (x)v () de + Z/ﬂﬁ (z) Oy (x)dx, Vv e Hy(Q),
i=1

1F]] = max [[fil 2(q -

0<i<n
Si Q) es acotado se puede tomar fo = 0.

Proposicién 2.3.13 (Desigualdad de Gronwall, forma diferencial). Sea 7 (-)
una funcion real valuada, no negativa y absolutamente continua sobre [0,T] tal que

satisface para casi todo punto t € [0,T] la desigualdad diferencial
() <o (t)n(t)+ (), (2.9)
donde ¢ (t) y W (t) son no negativas y Lebesque integrables sobre [0,T]. Entonces
. t
7 (t) < edo@®)ds ['r/ (0) +/ U (s) ds] , (2.10)
0

para todo 0 <t <T'. En particular, si
n <¢n sobre [0,7] y 1(0)=0, (2.11)

entonces n = 0 sobre [0,T].

12



Capitulo 3

Problema de Control ()ptimo

3.1. Descripcién del Problema

El problema de control éptimo que se desea analizar es el siguiente:

(
min J(y,u) =Ly — 2 on + 2 [[Vul2, +6Q (u
(o) CHA () H () (y,u) 2 ly yd”Lz(Q) 2 | HLz(Q) (u)

(P)

Ay = u+f, enQ
s.a
y = 0, sobre OS)

\

donde «, 8 con constantes positivas, p > 1, f es una funcién dada en L* (Q) y Q es

una funcién que va de Hj (€2) en R, cuya ley de asignacion es:

Q(u):/QD@U(:U)WT,:Z/Q@u(x)ﬁdm.

Ademds A es un operador uniformemente eliptico en forma de divergencia (ver las
definiciones 2.2.1 y 2.2.2), donde a;j, co € L> (), a priori, y ¢o > 0 casi todo punto
en z € ().

Primero analizaremos la existencia de soluciones de le ecuacion diferencial parcial
(EDP) de estado. Con esto, podemos redefinir el problema (P) como un problema de
optimizacion sin restricciones. Esto permitira plantear un sistema de ecuaciones para
la posterior implementacién numérica.

Entonces queremos resolver la siguiente EDP

Ay = Q
(E.E) y u+f, en
y = 0, sobre OS2,

debido a la condicién de borde de la EDP, se toma el espacio solucién Hj (). As,

13



la formulacién varaiacional para (E.E) se sigue a continuacién. Para ¢ € C§° (Q), se

tiene que

/Q (u () + f (@) ¢ (@) dz = [ Ay (z) o () ds

Q

-/ [— > 5 (o5 (a) 0y () + o (m)] o (@) da

i.j=1

n

-y / (g (1) 0y () ¢ (2) da

ij=1 J

Usando la férmula de integracion por partes (Proposicién 2.3.2) se tiene

n

A<u<x>+f<x>>w<x>dx=z

ij=1

[ @00 @) 210 0)

+ [ a0 e wds] + [av@y e 3)

Dado que ¢ € C§° (), el segundo término del lado derecho de (3.1) es cero, asi se

obtiene

[ @@ s@e@de =Y [ @ u@ap@de+ [ an@ e,

i.j=1

(3.2)

para todo ¢ € Cg°(2). Adicionalmente, gracias a la proposicién 2.3.4 con p = 2,
Cs° (2) es denso en H (). En consecuencia, la ecuacién (3.2) se cumple para todo
¢ € H} (). De esta manera, se puede definir como es una solucién débil de (E.E) como

se sigue a continuacion.

3.2. Estudio de la Ecuacidon de Estado

Definicién 3.2.1 (Solucién débil para (E.E)). Diremos que y € Hy (Q) es solucidn
débil de (E.E) si ésta satisface (3.2) para todo ¢ € Hg (Q).

Uno de los teoremas que permiten encontrar soluciones débiles para las EDP es el
teorema de Lax-Milgram (Teorema 2.3.8). Por tanto, se tiene que definir una forma
bilineal continua y coerciva, y un funcional lineal y continuo sobre un espacio de Hilbert.

Se sabe que H{ (£2) es un espacio de Hilbert, asi se definen la forma bilineal y el

14



funcional de la siguiente manera:

» Forma Bilineal: a : H} () x H} (Q) — R tal que

(w,v) Z/a” ) Ow () Opv (x )dz—i—/cofw( Ju(x)dz. (3.3)

2,7=1

= Funcional: L : H} () — R tal que
L(v)= /Q (u(z)+ f(x))v(z)de. (3.4)

Podemos demostrar que (3.3) es una forma bilineal continua y coerciva, y (3.4) es
un funcional lineal y continuo. En efecto, la linealidad para los dos operadores se tiene
gracias a la linealidad de la integral.

Por un lado, para (3.3), sean w, v € H} (€2), cualesquiera, tenemos:

a (w,0)] < Z/mm )16 ()] |60 (2 >|d:c+/cO|w< ) |o ()| dz

1,j=1

< anp|a” )|/|dzw(ac)||dzv )|d:c+sup|00 |/|w ) v (x)| dz
1,j= 17 Q

<
Og}zﬁ(n{supm” }Z/\@w | [0iv (x)| dx

el [ @)oo (3.5)

Tomando el primer término del lado derecho en (3.5) y usando la desigualdad de

Holder (Proposicién 2.3.5), se tiene la siguiente acotacion:

(3.6)

zeQ

Z/ﬂlaﬂﬂ ()] |0iw ($)|d$=/Q|Vw ()] [V (z)| dz < [Vl 2g) [Vl 2 - (3.7)
1=1

Combinando (3.6) y (3.7), el primer término del lado derecho de (3.5) estd acotado por

)

s {suplass } & < Co Vol 190llry > (39

8@

donde Cy = H(aiii)i,j ‘LOO(Q)

. Luego, en el segundo término del lado derecho en (3.5) se

15



tiene la siguiente acotacion:

IICOIILoo(m/QIw(x)I [0 (z)] d < [lcol| oo o 0]l 1200y 0]l 120 - (3.9)

Gracias a la desigualdad de Poincaré (Proposicién 2.3.7) en (3.9), existe una cons-

tante C7 que depende de ¢y y € tal que

||CO||L00(Q)/Q|W(5U)| v (2)[dz < Cy ||Vw||L2(Q) ||VU||L2(Q) : (3.10)
Combinando (3.8) y (3.10) en (3.5), se sigue
ja(w,v)] <C ||Vw||L2(Q) ||VU||L2(Q) J

para cierta constante positiva C'. Finalmente, la Proposicién 2.3.7 nos da una equiva-

lencia de normas en Hj (Q), por tanto

la (w,v)] < M||wHH5(Q) ||U||H5(Q) ’

lo cual muestra que a (-, -) es continua.
Ademas, dado que A es un operador eliptico y ¢g > 0 en casi todo punto = € (), se

tiene que para w € Hy (Q) y ( = Vw en (2.3) a (-, ) verifica

a(w,w)=[2§:ai,j (x) Oyw () 0w (x)dx—k/ﬂcow (x) w (z) dz

4,j=1

> / 0|Vuw (z)|* dx
Q

2
>0 ||vw||L2(Q) :
Al hacer uso nuevamente de la Proposicion 2.3.7, existe o > 0 tal que
2
a(w,w) = a ”w”H(l,(Q) ) (3.11)

donde o depende de la constante de elipticidad y la equivalencia de normas del Teorema
2.3.7. La desigualdad (3.11) muestra que el operador a (-, -) es coercivo en H} (Q)

Por otro lado, para (3.4), de manera andloga se mostrard que L es continuo. Sea

16



v € H} (), cualquiera. Dado que u € H} (Q) y f € L*(Q), u+ f € L? (), asi:

1L (v)] < /Q [u () + [ (2)] v ()| do

<l fllp2) 1ol z2q)
< A/IHUHH})(Q) )

donde M = Cy, [[u+ f||2(q)- Esto muestra que L es continua.
Por tanto, se han verificado las hipdtesis del Teorema de Lax-Milgram (Proposicién

2.3.8), en consecuencia podemos concluir que existe un unico y € H} (92) tal que

a(@,e)=(L,g), VeeH Q). (3.12)

Asi, para cada control u € Hj () existe una tnica funcién y € H{ (Q) tal que
verifica (3.2) para todo ¢ € H} (2), en otras palabras § € H] () es una solucién débil
de (E.E). En particular, tomando ¢ =y en (3.12), gracias a la coercividad de a (-, +) y

la continuidad de L se obtiene la siguiente acotacion

- C
”yHHé(Q) < Ep Ju+ f||L2(Q) < Cy ”U”Hg(ﬂ) ) (3.13)

para cierta constante C'y que depende de f y a.

3.3. Operador de Control-Estado

Gracias al andlisis desarrollado en la seccién 3,1, se puede definir el operador de

control estado de la siguiente manera:

. HI(Q) — H Q)
u o G =y,

tal que y es la solucién de la ecuacién (E.E) asociada a wu, el cual es un operador no
acotado densamente definido (ver Definicién 2.2.4). Nétese que por la linealidad de la

ecuacion de estado, se puede escribir y = Yu = Su + yy, con y; solucién de

Ay = f, enQ
yr = 0, sobre 082,

y S el operador u — Su = y, tal que y, satisface la ecuacion
0(ue) = [w@) ¢ (@)de. Vi€ H Q)
Q

17



El principio de superposicién asegura que .S es lineal y ademads y; es fijo. Por tanto ¢

es un operador afin, el cual es, ademéds, ¢4 es continuo por (3.13).

Observacién 3.3.1. Gracias a la inyeccion lineal y continua I : H} (Q) — L*(Q),
consideraremos el operador de control estado ¢ = 19 en lugar de ¢, cuando sea

pertinente.

Observacion 3.3.2. A partir de la Observacion 3.3.1 y sin riesgo a confusion, notare-
mos por S al operador de control estado de H} () en L? (Q), con el fin que el operador
adjunto de S esté también definido en L? ().

3.4. Formulacién del Problema Regularizado

Después de haber encontrado una soluciéon para la ecuacion de estado, podemos
reemplazar el operador de control estado en la funcién J del problema (P), dando

como resultado un problema de minimizacion sin restricciones como sigue:

(PCO) uefl{llll?m J(u) = % |Su+yr — yd”i?(g) + % ||V“||i2(sz) +8Q (u) .

Las dificultades que presenta el problema (PCO) es la no convexidad y la no dife-
renciabilidad de la funcién de costo J (u), a causa de la funcién (). La no convexidad
del integrando de () se aprecia en la figura 3.1 con n = 2); observe que el integrando
decrece rapidamente cuando se acerca a un entorno del cero. Esto representa un reto
al tratar de encontrar una solucion, ya que no es posible usar el método directo para
demostrar la existencia de un control del problema (PCO), ademaés de la formulacién

numeérica.

Hipotesis 1. Suponemos que existe un control éptimo local uw € Hy (Q) para (PCO).

Figura 3.1: Integrando de la funcién @), para valores de p = 2 y p = 4 respectivamente.

18



El procedimiento que se seguird en el presente trabajo de investigacion es, formular
un problema regularizado de (PCO), tal que tienda al problema original (PCO), y
que sea mas sencillo de tratar. Luego, se obtendran las condiciones de 6ptimalidad del
problema regularizado para definir posteriormente un algoritmo numeérico.

Para regularizar el problema (PCO), se usard la misma funcién regularizante de
Huber considerado en [Mer19] para cada derivada parcial. La funcién regularizante es

de la forma:

p%lpj'p? stz € |:_l’li| )
hy~ (2) = (3.14)
|z| + %1%”, caso contrario.

Asi, implementando h,, , en el problema (PCO) se obtiene un problema regularizado

de la forma:

, 1 2 a 2
(PCO,) {uerlralllllgﬂ) Jy (u) = 2 [Su+y; — deLZ(Q) + 9 ”V“HLQ(Q) + B Qpy (u)

donde

Q)= [ Zh (82—”)61

Hipdtesis 2. Suponemos que existe un control optimo local u, para PCO,.

.Cémo regulariza la funcién de Huber, h, ., el problema (PCO)? La funcién h,, .,
debido a su definicion, hace que el integrando de la funciéon @) en un entorno del cero
sea “mas suave”, es decir, evita el decrecimiento rapido del integrando de la funcion @
mientras se acerca al cero. En [Merl9] se sugiere tomar v >> 1 para que el problema
se regularice en un entorno del cero. En las figuras 3.2 y 3.4 se aprecia el resultado de
la regularizacién de Huber para el problema (PCO,) cuandon =2y p = 2, p = 4,
donde consta el grafo del integrando y las curvas de nivel en las figuras 3.3 y 3.5,

respectivamente (en las curvas de nivel se aprecia mucho mas la regularizacion):
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Integrando de la funcidn Q regularizada Integrando de la funcidn G

Figura 3.2: Integrandos de @, y @, con p =2y v = 5.

Curvas de nivel de Q regularizada Curvas de nivel de O
5 T T T T T T T T T ] T T T T T T T T T
// k" 5 \
4r \ A 4 / b
F N k.
3+ s e 3l // = ]
5 W / i \\
2 e g i 2F A \ T
7 S g
i 3 s // ~
ok = — il — —— e
ik - & A
P .- \ G
oL g, e ) N ;i
N d e ~ 5
3 A S B e j
4 \ 4 4 N o 1
b / A /
7 N 4
S L I I I | L L L L 5 L L L I ! I I L I

Figura 3.3: Curvas de nivel de Q,, v ), con p =2y v = 5.

Integranda de |a funcidn Q regularizada Integrando de la funcign G

Figura 3.4: Integrandos de @y, y @, con p =4y v =5.
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Curvas de nivel de O regularizada Curvas de nivel de O

e R S T = T N N S |

R T T S N S

Figura 3.5: Curvas de nivel de @), vy @, conp =4y v =5.

Notemos que mientras 7 sea cada vez mas grande, el problema (PCO,) tiende al
problema (PCO). Definido de esta manera el operador @, , tiene la siguiente propiedad

de continuidad.

Lema 3.4.1. Sea (v,), oy una sucesion en WHH(Q) tal que v, — v en Wh(Q),

cuando n — 00, entonces
Qp~ (vp) — Qp~ (V) , cuando n — oo, (3.15)
para todo p > 1 y todo v > 0.

Demostracion. Lo que se quiere demostrar es que si n — 00, entonces

|Qpry (0n) — Qpy (V)] = — 0. (3.16)

3 /Q s (Drom (2)) = Ty (B0 ()3 dt
=1

Dividimos la demostracién por casos de igual manera que en [Merl9, Lema 2.], se

definen los siguientes conjuntos:
. 1, 1
Qui=<x€Q: |0, (z) <=, |0v(x) < e
Y

1 1
Quo=<z€Q:|0v,(x)]>—,|0v(x >—},
. { w0l > 2 o ) > £

Qpsz=Qp31 UQpso,
donde
Qnia1 = {$ € Q: |0, (z)] >

Qp3o = {T € Q: |0, (z)] <
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Se usaran dichos conjuntos para estimar (3.16) de acuerdo a la ley de asignacion de la
funcion de regularizacion de Huber (3.14).

Para la i-ésima derivada parcial se en:

» (2,1 se tiene:

In,l =

/Q iy (950 ()% — by (B0 () d

<[ (”p) Bivn ()] (”p) 80 ()

_ (’Yp‘l)’l’ /Qmuaivn (2)] — 0w ()| de

p

dx

Por la desigualdad triangular inversa, €2, ; € Q y la Proposicién 2.3.10, si n —

00 se sigue que

1

f‘\p_l P
Iy < </p ) /|8ivn (z) — O (x)]dz — 0. (3.17)
Q

» (2,9 se tiene:

In,? =

/Q By (B50n (2)) — iy (B0 () d

11—p\» 11—p\7
< / (|awn ()] + ——p) - <|0w ()] + ——p)
Qn,z ’y p fy p

Usando el resultado (i), en particular para a, b > 0, de la Proposicién 2.3.9 y

dr. (3.18)

dado que
1 11— 11
0w (2)] > = = [0wn (@) + —— > = >0,
Y Y P TP
1 11— 11
O (@) >~ = |G (@) +-—L>>>>0,
Y 7D P

en (3.18) se tiene

L2 < / |0y () — Opo (2] dux
Q

mn,2

= /Q |0k (z) — O (2)[7 1, (z) da, (3.19)
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donde

{ (2) 1, siz € o,
€Tr) =
fIn.2 0, siz € Q\ Qpo.

Luego, ya que 1q, , € L (Q) y L> (Q) — L77 () se tiene que lg,, € L1 (Q).
Usando la desigualdad de Holder en (3.19) y puesto que dv, — djv en L' (£2),

entonces si n — 00 se sigue que

Lo < ||].Q . (/ |0;vp, () — Oyv (a:)|dx>p

<|Q% ||8 Uy — 8¢U||£1(Q) — 0.

(3.20)

= (2, 3. Sin perdida de generalidad se considera (2, 3 ;1 puesto que en €, 3 9 se inter-

cambian los papeles de |0;v,, (z)| por |0;v (z)|. Por un lado, en €, 3, se tiene la

siguiente acotacion

1
|Oivn (z)] < 5 < |9 (z)|.

Por otro lado, gracias a (3.21) se tiene

0 (2)] < % = 10w (2)] < 1

= P 10w ()" < 7|0 (z)]

= Yo ()P < |0 (z)] <

= (22) 10w r <

N (7;_1) O (2)]P < =

Ademas,

1 1 11—

11—
— < |Oy, (2)| = — +——<|aun()|+——
7P Y

f‘\/ ,y

Combinando (3.23) y (3.25) se ticne
g
0< (L) 1w @l < jaun o)
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Gracias a (3.26), se puede usar la Proposicién 2.3.9 lo que implica que

In,3,1 -

bl

/Q iy (B0 (2))% — ey (B0 ()3 diz

< / ipes (850 (2)) — By (850 (2))]F dz
n,3,1

11— p-l 1
= [ pom @i+ 22— () low e,
Q'n.3,l p

g p

Lr (T o)’
= Oy, (2] + = — O (z)|” ] dx. 3.27
/(| @)+ ) 0w @) (3.27)

Tomando el intervalo [0, |0;v, (x)] — 1/7], el cual esta bien definido gracias a

(3.24), se pueden definir las siguientes funciones real valuadas en dicho intervalo

como sigue:

i =t 60)=0, y W@ =" (1+1)"

/

Notar que 7 (-), ¢ (-) y ¥ (-) son no negativas y 7 (-) es absolutamente continua
sobre [O, |0, (x)] — %] Ademas,

1 1 1
0<t< |0, (x)]——=—<t+— <|0v, (z)]
Y gl
1
=1 S’V(t—i—;) < 9wy, (2)|
1\
= 1<} <t+ _) < AP B0 ()7
Y
= 1<U(t) < '7p_1 |05y, ($)|p_1 )
lo que muestra que 7 (), ¢ (-) y W (+) satisfacen la desigualdad diferencial

n () <ot)n(t)+ ¥ ().

Por la desigualdad de Gronwall (Proposicién 2.3.13) se concluye que

t

n(t)én(0)+/

A W(s)ds, Vte lo, |aivn($)|_1]

v
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para todo 0 < t < |, (x)] — %, es decir,

! 1\ = 1\ 1
t < / AP (s + —) ds = (7 ) (t + —) - —, (3.28)
0 g p v

para todo t € [O, |0;vp, ()] — %y] En particular para t = |0;v, (z)| — % en (3.28)

se sigue:

Y p TP
11 ypl)
= |0, (x +———§< v ()|
Oivy ()] > P |Oivy ()]
11— p—1
= oo (1)) + - pp < (7p >|8ﬂ)n ()] . (3.29)

Remplazando (3.29) en (3.27) y luego usando la proposicién 2.3.9, si n — oo se

sigue

p—1 % 1
Img,ls(” ) [ (o @ - 10w @P) ds

PN ( [
<(Z) [l wi- el
p Qn,S,l

71\ b
< ( ) / |0;vp, () — Ov (z)| dz — 0.
Qn,B,l

Por tanto, si n — oo

Ins= 1,31+ In32 —0. (3.30)

Combinando (3.17), (3.20) y (3.30), en la i-ésima derivada parcial, si n — oo, se

tiene
\ / hpry (B0 ()7 = By (0,0 (2))7 d| = Ty + Lo + Tng — 0. (3.31)
Q

Finalmente, usando (3.31), |Qp~ (vs) — Qp~ (v)] — 0, cuando n — oco. Lo que

muestra el resultado de continuidad de la funcién regularizante @, . O
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3.5. Condiciones Necesarias de Optimalidad

En esta seccién se planteara un sistema de optimalidad para le problema (PCO,)
usando la teoria de optimizacion para funciones DC; para ello es necesario expresar
el problema (PCO,) como una diferencia de funciones convexas. Se usara la siguiente
funcion

u—> /@762:[2 |Osu ()| dx, (3.32)
i=1

para representar J, de la siguiente manera:

donde G y H son funciones que van desde H] () en R, cuyas leyes de asignacién son:

1 Q -
G () = 5 18u+y7 = vall ooy + 5 IVl oy + 8 / O (2) dz,  (3.33)
i=1

H(u) =3 (’WZ /Q O (2)] da — Q. (u)) | (3.34)

Aqui la constante x, esta definida de tal forma que la funcion H sea convexa, es

decir

Antes de mostrar que las funciones G y H son convexas, presentamos un lema que

sera de ayuda en las siguientes secciones.

Lema 3.5.1. La funcion

j: R — [0,00)

1
m|z\—(]z|+%%)p, si |2 >
0, si |z < =2,

Y

2o j(2) =

D= 2

es no negativa, convexa y continuamente diferenciable. Su deriwvada viene dada por

1=p
i () = K sign(z) — % <|z| + %%) " osign(z), si |z >

0, si |z <

[= 2=
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La demostracién de este resultado se puede consultar en [Merl9].
Para mostrar que la funcién H es convexa, se debe operar con la expresion (3.32) y
la funcién @), 4, para tener un esquema mas sencillo de tratar; se detalla a continuacién

el procedimiento:
H(u)=p (/@vi/gwiu (x)| dx — i/gh(@,u(z))fl’d:ﬂ>
=0 [i/@ (m 0u ()| — (O (x))i> d:c] : (3.35)

Si consideramos la i-¢sima componente se tiene

o |0 ()] = (5= 10 (@), i O ()] < £

p

=2 |

3=
I

Ky |Oju ()] — h(@iu (a:)) =

|—

o |0 ()] = (|03 (@) + 252) " s 0y ()] > 4,

0» St |6LU (ZL‘)| S

2=

=

oy |0 ()] — <|8,vu ()] + H”)’J . i |0 (2)] >

11l-p
vP
(3.36)

2=

Usando la funcién j del Lema 3.5.1, la ecuacién (3.36) se puede escribir como:

3 =

Ky |0iu (z)| — h(Ou (2))? = j (Oiu(2)) , (3.37)

para todo i = 1, ..., n. Asi, reemplazando (3.37) en (3.35), la funcién H se escribe como:
H(u)=pY / i (O (z)) d. (3.38)
i=1 /9

Teorema 3.5.1. Las funciones G y H definidas en (3.33) y (3.38), respectivamente,

S0M convexas.

Demostracion. Primero demostremos la convexidad de G. Sean vy, vy € Hg () y

t € [0,1], cualesquiera y escribimos 7 = y; — 4. Para el primer término de G, si vy = vy
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obtenemos trivialmente
15 (tor + (1 = ) v2) + Tl 720y < EIS01 + 772y + (1= 1) |02 + 7|72y - (3:39)

Si v # vy, notaremos v; = Sv; + 7, para ¢ = 1, 2. Efectivamente, la desigualdad de

Minkowski (Proposicién 2.3.6), la linealidad de S y puesto que (t* —t) < 0, se sigue

HS (tU1 + (1 - t) UQ) + 7'”%2(9) = ”tSUl + (1 - t) Svy 11 + (1 - t) THi?(Q) )
= [[t01 + (1 = ) B[} »
2
< (18l 2y + (1= D) 182l 2ey)
12 20~
< T2 + (1 =17 18] 720
+ 2t (1 =) [|01]] 1oy 1921l 120 -
~ (12 2 11 ~12 ~ 12
= t* |01l 2(q) + (1 = )" 1027200y + 11 ]]72 (0
~ 112 —~ —~
— o1 a ) +2¢ (1 = &) [|01]] 2o 102]] L2
~ 12 ~ 112
+ (L= 1) 102l Lo (q) = (X =) [[02]l 2 »
= (2= 1) (I1911132(0) — 2115l 20 12 20
—~ 12 ~ 12 ~ 12
+ Hv2||L2(Q)> + 012 + (1= 1) 021 12(q) -
2
= (= 1) (15 2@ — 1820 )
+1 ||'[)\1||§,2(Q) +(1-1) ”{)\QHiZ(Q) ;
~ 12 ~ 12
<t ||v1||L2(Q) +(1-1) ||”2||L2(Q) d
2 2
< t|[Svr + 72y + (1= 1) [Sv2 + 772 -

Es decir, verifica desigualdad (3.39). Para el segundo término de G, repetimos el mismo

procedimiento anterior tomando en cuenta que el gradiente es lineal y obtenemos
IV (tor + (L= t) v2)l[ 1210 < EIVOLll i) + (L =) V2]l g - (3.40)

Finalmente,
Z/ﬂ@ (toy + (1 — t)vy) (z)| dz = Z/Q(uam ()] + (1 = t) By (2)]) du

3 /Q (t 1050 ()] + (1 — 1) 0w () ) dr,
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= tZ/ |0sv1 ()] dx
i=1 79
+(1—t) Z/ |00y ()] dax . (3.41)
i=1 79
Ya que «, f, £ > 0 junto con (3.39), (3.40) y (3.41) se tiene
Gtv+(1—t)p) <tG(v)+(1—-t)G(p) .

Por otro lado, para H en (3.38) la convexidad se sigue observando que es la suma

de composicién de funciones convexas. O

Una vez que se ha expresado la funcién J, como la diferencia de funciones conve-
xas es importante analizar las propiedades de diferenciabilidad de G'y H para poder

describir el sistema de optimalidad. Empecemos por la funciéon H.

Teorema 3.5.2. La funcion H : H} (Q) — R, definida por (5.38) es Gateaux dife-

renciable, cuya derivada en u € H} (Q) estd definida por

n

H (u; ) =Y (Bwi, ) oy (3.42)

1=1

donde w; € L* () depende de dyu, p y vy, y estd dado por

[/@ - Zl) (|67u ()] + %%)17} sign (Qyu () , st |Opu (z)|

w (1) = -
0, st O (x)] <

(3.43)

)
)

L= =

para todo i =1, ....,n. Identificamos H' (u; -) con 5211)2» € L* ().
i=1

Demostracion. En primer lugar, consideramos el operador de superposiciéon asociado a

j que serd notado nuevamente por j sin riesgo a confusién. Ademads, se define j; como
it HY(Q) — L2(Q) . [is ()] (2) = j (Bru (2) (3.44)

casi todo punto x € 2. Observemos que j; = j oI}, para todo 7= 1,...,n.

Los operadores j y T; estan definidas de la siguiente manera:

j: L*(Q) — L*(Q)
u o j(u)=j(u),
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7. HY Q) — L2(Q) 7 ] ) = 2

u — T (u) = Ju, Jx;

casi todo punto x € €2, para todo ¢ = 1, ..., n, y tienen las siguientes propiedades:
= El operador j estd bien definido y es Gateaux diferenciable de L* (Q) — L* ().

= Los operadores T; son lineales y continuas de H} (2) en L?* () para todo ¢ =

1,....n.

En efecto para j, dado que j es continuamente diferenciable, j es Carathéodory y

satisface, gracias a (3.29), que

Mk
< 2K,y |2] . (3.45)

5 ()] < my 2] + |2l + 212
J(2)] < Ky lz zl 4+ ——
K Y op

En consecuencia si u € L? (Q) de (3.45) se tiene

17 (U)”LZ(Q) < 25y ||U||L2(Q) < 0,

lo que muestra que j estd bien definido de L* (Q2) en L? (2). Ademds, j" es Carathéodory

y satisface la siguiente acotacion:

1 11 5
K——(|z|+—i)
p Y P

Por tanto, del Teorema 2,7 de [AP95, pg.19] se tiene que j es Gateaux diferenciable

1
0< i (2)] = <K, para |z|>;.

cuya derivada en u, en la direcciéon h viene dada por

" (w; )] (z) = j" (u(2)) b (x) , (3.46)

casi todo punto z € Q.
Luego para los operadores T, tomando wu;, us € HJ (Q), A € R cualesquiera se

obtiene:

O (ur + Aus) O du;
T, (uy + M) = (“18; us) _ al::» + Aazf =T (ur) + AT; (us)
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lo que muestra que T; es lineal para todo ¢ = 1,...,n. Mas aun,

1T (w17 20) = 10a][32
gZ/ Opun ()2 di
i=1 7§
— [ V@) o
Q

2
= ||VU1||L2(Q)
2
< Cllurllzy o) »
para cierta constante positiva que depende €). Es decir T; es continua para todo ¢ =
1,...,n.

La Géteaux diferenciabilidad de j y el hecho de que T; € . (HJ (Q), L? (€2)) impli-

can que j; es Gateaux diferenciable. En efecto sean u, h € H} () y ¢t > 0, cualesquiera.

Ji (u+th) — j; (u) ,mjoTi(u—i—th)—joTi(u)

lim =i
t—0 t t—0 t
oy LT (u2h)) — (T (w))
t—0 t
g 2T (@) + 1T (1)) = (T3 ()
t—0 t

= J (T (u) ; T3 (h))

lo cual muestra que j; es Gateaux diferenciable y gracias a la ecuacion (3.46) su derivada

en u € H' (Q) en la direcciéon h € H' () viene dada por:

Debido que j; es Gateaux diferenciable podemos usar el Teorema 1,8 de [AP95, pg.

13] para emplear el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue y concluir que
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H es Gateaux diferenciable como sigue

iy [ (u-+ th) — H (u)] =i ; [ﬁ > [ bt )] (@) = L () () |
S [ i )] () = [ )] @),
=f Z; /Q lim . dz |

para todo i = 1, ...,n. Hemos demostrado que H es Gateaux diferenciable y su derivada

en el punto u € HJ (Q) en la direccién h € H} () viene dado por

n

H (wih) =3 [ /(0 (@) 0 (@) do = 3 (Bus,0) o

O

Nos ocuparemos de estudiar las propiedades de diferenciabilidad de la funcion G.

Para ello recordemos la forma de G:

1 « u .
G (u) = 2 [Su+y, — 3/d||i2(9) + b} ||Vu||iZ(Q) +57ﬂ2/9 |Opu ()] dx . (3.47)
< ~ i=1

La funciéon G se puede ver entonces como la suma de la funciéon # y la funcién
(3.32). Es decir, G consta de una parte diferenciable en el sentido usual (la funcién %)
y de otra que no lo es. El siguiente resultado muestra que .7 es Fréchet diferenciable

y da una expresion de su derivada.
Teorema 3.5.3. La funcion .7 : H' (Q) — R, definida por
v F(0) = S Su+ s — walliae + 5 |Vl
es Fréchet diferenciable, cuya derivada en u € Hy (Q)estd definida por
F' (u) [h] = (Su+ys — ya, Sh) i) + @ (Vu, V)2, Vhe Hy (). (3.48)

Demostracion. La funcion % se puede ver como la suma de productos escalares en el
espacio de Hilbert L? (Q). Verifiquemos que la derivada de .# : H' () — R estd dada
por (3.48).

Sea h € Hj (), cualquiera y consideremos 7 = y; — y4. Gracias a la linealidad de
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Sy las propiedades del producto interno en L? (), por un lado se tiene que

1
y(u_i_h)_g(u):E(S(u—kh)—kr, S(u+h)+7) 20
[0
+5 (Vw+h), V(uth))pg
1 a
— §(Su+7', SU+T)L2(Q) - E(VU’ VU)L?(Q) )

% (Su+7+Sh, Su+7+Sh) 20
+3 (Vut Vh, Vu+ V) g
_ % (Su+7, Su+7T) 20 — Q (Vu, Vu) g
%(SHT Su+7) oy + = (Sh Sh)Lz(Q (Su+7, Sh) 2

+ 5 (Y, V) + 5 (Th, Vh) gy + @ (Ve V) g
1
-5 (Su+7, Su+7T)20) — 5 (Vu, V) 2y

(Sh, Sh)L2 + (Su+T, Sh)Lz(Q)

l\DIH

+ 5 (Vh, VL) 2y +a(Vu, VR) 2 - (3.49)
Por otro lado, de (3.49) y la definicién de .#' (u) [h] se sigue que
F(u+h)—F(u)—F (u)[h] = (Sh Sh) e + 5 (Vh V)12 - (3.50)

Finalmente, de la continuidad de S, la Proposicién 2.3.7 y (3.50) se obtiene

|7 (u+ ) — F () — F' (u) 1]

||h||H3(Q)

< Cllhlgyay = O (Il myce)) -

para cualquier u € H} (), lo cual muestra que .% es Fréchet diferenciable en H} (€2).
O

Sabemos que G no es diferenciable en el sentido usual. Sin embargo, el subdiferencial

de G (ver Definicion 2.2.5) existe y se puede caracterizar por lo siguiente:

0G (u) = F' (u) +0 (5"072/Q|51U($)|d$>

Se hara uso de de la teoria de subdiferenciales convexos en espacios de Lebesgue
[CV20], debido a la presencia del término no difenciable (3.32) en el sentido usual

(Fréchet y Gateaux defenciable). A continuacién se presentan algunos resultados que
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permitiran dar una caracterizaciéon del subdiferencial de la funcién (3.32). Sus demos-

traciones se pueden consultar en [CV20, cap. 4].

Proposicién 3.5.1. Sean F : X — R convexa, © € domF y X\ > 0. Entonces
B(AF) () = X(OF () :={\(: ( € OF (x)}.

Proposicién 3.5.2 (Regla de la Suma). Sean F, B : X — R converas y x €
domF N domB. Entonces

OF (x)+0B(x) CO(F+ B)(x) . (3.51)

La igualdad se cumple si existe xg € (domF)° N domB

Proposicién 3.5.3 (Regla de la Cadena). Sean X, Y espacios de Banach. Sean F :
Y — R conveza, B € L(X,Y) yx € dom (F o B). Entonces

J(FoDB)(x) D B*OF(Bx) :={B"y" :y* € 0F (Bx)}, (3.52)

donde B* es el adjunto de B. La igualdad se tiene si existe vy € X tal que Bxy €
(domF*).

Proposicion 3.5.4. Sean f : R — R una funcion propia convexa y semicontinua

inferior, y F : LP (Q) — R con 1 < p < oo tal que

o = /Qf(u(x))d:c, si foue L(Q),

caso contrario.

Entonces se tiene para todo u € domF con q = p%l que
OF (u) ={ve L7(Q):v(x) € df (u(x)), en casi todo punto = € Q}.

Cabe mencionar que el subdiferencial de la norma en L' (Q) se puede caracterizar

mediante de la Proposicion 3.5.4.

Proposicién 3.5.5. Sea F': X — R conveza y Gateaux diferenciable en x. Entonces
OF (x) = {F"(x.-)} .

Con ayuda de las Proposiciones 3.5.1, 3.5.2 y 3.5.3 planteamos el siguiente resultado
de la funcién (3.32).

34



Teorema 3.5.4. El subdiferencial de la funcion (3.32) viene dado para u € H& (),
por:

0 <5“72/ |c’9,i(-)]dx> (W) = —Bry Yy (divo zk) O -1l @ (Oku) -
i=1 7O

k=1

Demostracion. Notemos que la funcion (3.32) se puede escribir como la suma de normas
en L' (Q) de las derivadas parciales de u € Hj (£2), por tanto dicha funcién es convexa.

Asi, gracias a la Proposicion 3.5.1 se tiene que

5 (ﬁmZ/Qmi(-nd:c) (w) = By 0 (Z/ﬁmndrf:) . (353

Ahora, nos centraremos en la forma de un elemento de

) <; /Q |8i(-)|da:> (u). (3.54)

Sea u € H} (), cualquiera. Definamos los siguientes operadores que se usaran para

reescribir la funcién (3.54):

P (L2(Q)" — L2(Q)
v — P (v) =,

Vi Hy () — (L2(Q)"
v — V(v) = (D, ..., 000)" .

El operador P; es la proyeccion canénica y V es el operador no acotado densamente
definido del gradiente (ver Definicién 2.2.4). Entonces el subdiferencial (3.54) se puede

reescribir como sigue:

0 (Z;/Q |d‘()|dx> (u) =0 <Z(H : ”Ll(Q) oPo V)) (u) . (3.55)

i=1

Por un lado, gracias a la Proposicién 3.5.2 y usando (3.55) el subdiferencial de
(3.54) es:
9 (Z/ﬂ 10: ()] dz) (W)= 0l Iy o Pio V) (u) - (3.56)
i=1 1=1

Por otro lado, ya que |[|-||;1q) es convexa y P; y V son operadores lineales y
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continuos. Es decir, P,oV € Z (H; (Q), L*(Q)). De la Proposicién 3.5.3 se tiene
d(” : ||L1(Q) oFio V) (u) =V o P O|- ||L1(Q) (P o Vu) . (3.57)

El hecho de que los dos operadores sean lineales y continuos establece la existencia

de los operadores adjuntos asociados a la proyeccion P/ y el gradiente
v (LF(Q) — H () .

Mas atin, su composicion V*o P esta bien definida por la continuidad de los operadores.
A continuacién se describe la forma de los operadores adjuntos asociados a la proyeccion

y gradiente, respectivamente.

» Operador proyeccién: Para cada v € L? (2) existe ¢ € (L? (Q))2 tal que Pjv = q.

Ademas se cumple que

(Pet, ) 1oy = (U, Piv) a2 » Vue (L2 (Q))2 NoeL?(Q).  (3.58)
Desarrollando el término del lado izquierdo de (3.58) se tiene

(Pru, U)L‘Z(Q) = (uy, /U)LZ(Q) J

= (u1, 0) 2y + -+ (tk, V)2 + o+ (Un s 0)p2iq) - (3.59)

Tomando @ € (L% () tal que @ = (@, ..., w,)" es
N v, sit=k,
Wi = .
0, sii#k.
De esta manera podemos escribir (3.59) de la siguiente manera

(Prus v) oy = Z (ks W) o) = (U5 @) 12002
=1

Luego,

(us @) 2y = (U, @) 22 = (U, ¢— D) )2 =0, (3.60)

: 2 . _ _ :
para todo u € (L*(2))”. En consecuencia ¢ = w y por tanto Pfv = w. Es decir,
iy = Pr.

= No es objeto de estudio del presente proyecto de investigacion la dualidad de los
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operadores gradiente y divergenacia, de manera que consideramos V* = —div y
referimos el estudio de la dualidad entre dichos operadores a [KZ12, Teorema 6.2,
pg. 12].

Sustituyendo los adjuntos de la proyeccion y el gradiente en (3.57) y a su vez

reemplazando en (3.56) se tiene que

n

a(z / \@(-ﬂdx) ()= =3 (divo i) Ol 11 (D)

k=1

Luego, concatenando la forma del subdiferencial de (3.54) junto con (3.53) obtenemos

el resultado deseado. (I
Inmediatamente presentamos el resultado sobre el subdiferencial de G.

Teorema 3.5.5. Fl subdiferencial de G en u € Hy (Q) viene caracterizado por

n

9G (u) = F' (u) — B, > (div 0 zk) - s ey (D) - (3.61)

k=1

Demostracion. Sea u € H} (2), cualquiera. De la Proposicién 3.5.2 se sigue que

GG(u)=8<ﬁ+ﬁf@72/ﬂ|@(-)ld:¢> (u)
:(‘Bﬁ(u)—i—ﬁ(Z/QM(-ﬂdx) (u) .

Por un lado, ya que # es convexa y Fréchet diferenciable (ver Teorema 3.5.3),
entonces .# es convexa y Gateaux diferenciable. Luego, de la Proposicion 3.5.5 se
tiene que O.F (u) = {F#'(u)}. Por otro lado, el Teorema 3.5.4 nos da la forma del
subdiferencial de la expresién (3.32).

En consecuencia, el subdiferencial de G es tal que

n

0G (u) = F' (u) = Bry > (div 0 zk) -l ey (D) -
k=1

O

La definicién de un minimo local para un problema DC de acuerdo a [Hol7, pg. 33]

y adaptado a espacios funcionales es
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Definicién 3.5.1 (Minimo Local). Una funcién u* se dice que es un minimo local

de un problema DC st u* € domG NdomH vy existe una vecindad U de u* tal que
Gu)—H(u) >GWw)—H(W), VYuel.

Seguidamente de [Mer19, Proposicién 1, pg. 10] citamos la condicién de punto critico

como lema en el presente proyecto de investigacion.

Proposicion 3.5.6. Sea G y H, las funciones convezas definidas en (3.33) y (3.34).
Siu es un minimo local de la funcion de J, = G — H, entonces u satisface la siguiente

condicion de punto critico:
OH (u) C 0G (u) .

Demostracion. Sea v* un minimo local de J,, cualquicra. La definicién de minimo local
¥

(Definicién 3.5.1), con U = H{ (€2), muestra el resultado directamente como sigue:

G (u) — H (u)
G (u) — G (u)

v

G ()
H (u)

H(@) , VYueH (Q),
H(m), Yu€H) ). (3.62)

v

Por consiguiente, si u € OH (u) de la desigualdad (3.62) se tiene que u € 0H (w). O

Después de calcular los subdiferenciales de G y H, junto con la Proposicion 3.5.6
podemos dar un sistema de optimalidad del problema (PCO,) con el siguiente resulta-
do.

Teorema 3.5.6. Sea w una solucion del problema (PCO,), entonces existe y = . u
en Hj (Q), un estado adjunto ¢ € H{ (Q), unos multiplicadores en ¢; € L*(Q) y
w; € L*(Q) dado por (3.43), para i = 1,....,n, tal que satisface el siguiente sistema
de optimalidad

Ay = u Q
g u+f, enQ, (3.63)
y = 0 sobre OS2,
Ao = y— Q
¢ Yy Ya, €N ; (364)
¢ = 0, sobre 0S),
¢ —all— B (ky0iGi +w;) =0, (3.65)
i=1
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G(z) = -1, sidu(x) <0, (3.66)
G (x)] < 1, sidu(x)=0,

G(r) = 1, sidmu(x) >0,
| <
casi todo punto x € ), 1 <i <n.

Demostracion. La ecuacién (3.63) es una consecuencia del estudio de la ecuacién de
estado, con lo cual se defini6 el operador de control estado en la Secciéon 3.3, dando la
equivalencia de (3.63) con .U = .

Ya que H es convexa y Gateaux diferenciable (Teorema 3.5.1 y Teorema 3.5.2; res-
pectivamente) la Proposicién 3.5.5 nos indica que el tinico elemento del subdiferencial

de H es la derivada de Gateaux en 1, i.e., existen w; € L* () dados por (3.43) tal que
w=H (1) =8 w. (3.67)
i=1

Ademas, la condicién de necesaria de optimalidad para problemas DC - Proposicion

3.5.6 - nos indica que
w € IG (w) C L* () .

De la Observacion 3.3.2 sabemos que el operador de control estado S es un operador

no acotado densamente definido. Por tanto se cumple que
(Su, v) 2y = (W, S*0) o), Yue Hy(Q) ,Voe L*(Q).

Usando la segunda férmula de Green (Proposicién 2.3.3) se puede determinar
F' (u). Para u € Hg (Q), se tiene

F' (@) [u] = (ST +yr — ya. Su) 12y + @ (VT V) 2,
= (S" (Y —va) , U)LZ(Q) —a(Au, U)LZ(Q) )
= (5" (Y — ya) — AT, u) ;2 (g -

Definimos el estado adjunto ¢ € Hj (Q) como la solucién de la ecuacién adjunta

A*¢ = @_yda GTLQ,
o = 0, sobre OS2 .

~

De lo cual obtenemos (3.64) y podemos escribir ¢ = S* (§ — y4) (S* denota el operador
de control estado de la ecuacién adjunta) y .#' (u) = ¢ — aAu.

Adicionalmente del Teorema 3.5.4, un elemento del subdiferencial de la expresion

39



(3.32) es de tal que existen (x € I |- || 1) (Opu) tal que
n {1}, si Oy (x) >0,
q=—6/<;72(divo Zk) G v G(x)eq {—1}, s du(r) <0,
k=1 [—1,1], si Oyu(x)=0,

para todo k = 1,...,n, en casi todo punto = € 2. El aspecto de (i () viene dado por
la Proposicién 3.5.4 y obtenemos (3.66).

La expresién de ¢ junto con la forma de .#’ (@) nos permite escribir
¢ — AT — B (ky0iG +w;) =0, (3.68)
i=1

lo cual es (3.65). O

Observacion 3.5.1. Se usard la formulacion variacional de la ecuacion (3.65), la cual

es

/ pudz + / Vu - Vude + Z/ [k CiOiv +wv] de =0,

@ @ i=1 /9

/ ovdr + / Vu - Voudr + B/ kyCoVodr + BZ/ wyvdr =0,
“ @ @ i=1 79

para todo v € HE (). El vector ¢y € (L?(Q))" estd compuesto de los multiplicadores
del Teorema 3.5.6.
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Capitulo 4

Implementacion Numeérica

4.1. Algoritmo DC

En un principio la técnica DC fue estudiada en R™ dando como resultado un esque-
ma sencillo del algoritmo en el cual interactuan el problema primal y dual [TDLV14].
Luego, Giles Auchmuty desarrollo esta técnica en espacios funcionales [Auc89], dando
la facilidad de usar la técnica DC en el contexto de este proyecto de titulacion.

Para entender el algoritmo DC, consideraremos el caso en R™ puesto que la idea del
algoritmo no cambia en espacios funcionales. No nos enfocaremos en los detalles del
algoritmo, por lo referimos al lector a [DLT].

Consideremos un funcién DC f, i.e., f (x) = g (x) —h (z). El problema primal viene

dado por
(P) n=inf{f(x)=g(x)—-h(z):z€R"},
y su problema dual es
(D)t =inf{f(z)=h"(y) —g"(y) :y €R"} .

Notese que si T es una soluciéon del problema primal, éste satisface la condicion
de punto critico DC. Asimismo, si ¥ es una soluciéon del problema dual satisface la

condicion de punto critico DC. Es decir,
Oh(z) C dg(T), 09" (y) C oh* (),
donde g* es el conjugado de g, el cual se expresa como

g (y) =sup{f(z)=h"(y) =g (y) :y € R"}.
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De esta manera, el algoritmo DC consiste en construir sucesiones tanto del problema
primal como del problema dual. Esta construccién de sucesiones da como resultado el

siguiente algoritmo DC:
1. Para un punto inicial xy € domg,

2. encontrar
y* € oh (xk) = argmin {h* (yk) — (y*, 2F) oyt e R},
3. encontrar

2"t e 9g* (y¥) = argmin {g («*") — (T ¢F) M e R}

A partir de este esquema DC y usando algunos resultados de [Auc89] adaptados a

nuestro problema se puede usar dicho algoritmo definido por
1. Para un punto inicial uy € Hj (£2),
2. encontrar v* € OH (u"),

3. luego encontrar u*! € 9G* (v*).

k

Por un lado, gracias a la ecuacion (3.67), encontrar v* se reduce a calcular w;, con

k

i =1,...,n, dado por (3.43) y expresar v" como la suma de dichos w;. Esta operacién

resulta sencilla ya que no dependemos de encontrar una forma explicita del conjugado
de H.
Por otro lado, las propiedades del argmax nos ayudan a determinar el subdiferencial

de G* de modo que
OG* (v*) = argmax { (", u"*") — G (") : M € Hy (Q)}
de lo cual se puede obtener u**! resolviendo el siguiente problema de control éptimo

1 2 « 2
B HS“kH +yr— deL2(Q) + 9 ||V“k+1HL2(Q)

+r, Z/ﬂ |8iuk+1 ()| dz — Z /Q wiuF T da
i=1 1=1

min cuf e HY (Q)

(4.1)

Aproximaremos (4.1) mediante el método de elementos finitos (F.E.M). La siguiente

seccién describe el procedimiento.
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4.2. Aproximacion por F.E.M

En esta seccion y en la siguiente consideramos n = 2, Q0 = (a, b) X (a, b), el operador
diferencial de segundo orden A = Ay 7 = y; — y4. Tomemos una particién homogénea
del intervalo (a,b) de tamano m, donde h = % es el tamano de la malla y llamamos
M = (m—1)°

Nuestro interés es resolver (4.1) con el método de elementos finitos de Lagrange, de

modo que para evitar confusion con los indices resolveremos el problema
1 2 o 2
3 [1Su + 7|72 + 5 IVull;2

2 2
+/€Wﬁ;/§z|5)¢u ($)|d$—ﬁ;/ﬂwiud:n

De [QV94], sabemos que existe una familia de subespacios de dimensién finita

cu€ Hy(Q)p.  (4.2)

min

¥ ={Vyh:h >0}

tal que span (¥') es denso en H} (2). De modo que, si uw € Hj () existen u;, € R tal

que (abusando de la notacién)

M
u = Zﬂkgok . (43)
k=1

Analizamos los 4 términos de (4.2) por separado como sigue:

1. Al reemplazar (4.3) en el primer término y usando la linealidad de S obtenemos

1

1 2
2 [Su+ 7'||L2(Q) =5 (Su+7, Su+ T)L2(Q)

1
(Su, Su)p2qy + (Su, T) o) + 5 (7. 7) 120

M
_ 1

+ Zuk (Ser, T2 + 5 (75 T) 120
k=1

:%7T57+?T7+c, (4.4)

_>
donde S es una matriz de M x M, b es un vector de M y ¢ es una constante tal
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que

1
Skj = (Sen, S‘Pj)m(mv b = (S¢x, T)LZ(Q)7 €=5 (7, T)Lz((z)-

2. Asimismo, en le segundo término se tiene

« (8
9 ||VU||i2(Q) D) (Vu, VU)H(%(Q)

M M
(6% _
= 5 E E Ug U (Vg Véﬂj)Lz(Q)

k=1 j=1

- %7T AT, (4.5)
donde A la matriz de rigidez de M x M tal que

Apj = Vo, Vo)) -

3. En el tercer término asumimos que el valor absoluto tiene una representacion en

¥, de donde se sigue que

2 2
/@BZ/Q@U(:U)\CZJC=/§7622|uk|/|8ﬁpk x)|dx

=1 k=1

—dT ), (4.6)

donde |7| representa el vector de valores absolutos de o y 7 es un vector de

tamano M tal que

2
dFWZ/ Dpr ()| d.
i=1

4. Finalmente, en el cuarto término tenemos

2 M 2
B;/ﬂwiudx = kz:;uk [BZ/Qkadx]

=1

= v, (4.7)
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donde & es un vector de tamaiio M tal que

2
wy = 52/ w;prdr.
i=1 7§
De esto, tenemos el problema discreto de minimizacion
1 T
min{f(7)= ST (S +ad) W + (?—a?) T+ dT ||+ ﬁeRM}. (4.8)

La matiz A y del vector 7 se pueden obtener explicitamente con los elementos
finitos ¢, con k = 1,..., M. La matriz S y los vectores ? y W se obtendran usando
integracién numérica con el método del trapecio.

Necesitamos definir los elementos finitos de Lagrange ¢, en dos dimensiones para
una malla cuadrada uniforme.

Observacion 4.2.1. Si tomamosu € H} (), no consideramos los elementos finitos en
el borde, puesto que valen cero. De modo que si el tamano del mallado es m, obtenemos

M elementos finitos. La figura 4.2 es un ejemplo del numero de elementos finitos para
un tamano de malla m.

Zm = b
% =N
o =a
BE=08  cecicss: gGi=1%h .s..... T =b

Figura 4.1: Los puntos rojos denotan el elemento finito en la malla de [a, b] X [a, D]
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Observacion 4.2.2. Podemos ver que el soporte del k-écimo elemento finito puede ser

descompuesto en Q. 1, Qio, Qs, Qpa, Qs v Qis, como ilustra la figura 4.2.

Figura 4.2: Soporte del k-écimo elemento finito en la malla de [a, b] X [a, b]

Para obtener la forma explicita de los elementos finitos, introducimos la siguiente

asignacion en los indices de los elementos:

k
k+—— (5,0), donde j:[m], l=7—(k—=1)(m—1).

De esta manera, un elemento finito se escribe como

x . :
’E_%+([_j+1), si (z1,22) € Qe
y .
_E+l+1’ si (z1,79) € Qs
T . :
_E+]+17 S? (xl,xQ)EQk,?)?
r Yy 4 :
i (T1,w2) = @50 (11, T2) = Rt T (G—141), si(21,22) € Qa,  (49)
y .
- (1-1), si (21,72) € Qs ,
x ‘ ~
E_(]_l) 7 si (21, 72) € Qg ,
L 0, caso conlrario .
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Una vez que tenemos la forma de los elementos finitos ¢, podemos obtener explici-
tamente las matrices de rigidez y masa asociados al operador diferencial laplaciano.

Por un lado, la matriz de rigidez vine dado por el producto en L?(Q) de los gra-
dientes de los elementos finitos, es decir la matriz A. Por otro lado, la matriz de masa
viene dado por el producto en L? (2) de los elementos finitos. Tanto la matriz de masa
como la matriz de rigidez son matrices tridiagonales por bloques de tamafo M? x M?

como se muestra a continuacion

= Matriz de Rigidez:

A -1
-1 A -1
-1 A -1

-1 A -1
-1 A

M?2x M?

donde I es la matriz identidad y A; es una matriz tridiagonal como sigue

4 -1
-1 4 -1
Al_ )
-1 4
MxM
s Matriz de Masa:
M, M,
Ms M, M,
My M, M,
2
o |
2
Ms M; DM,
Ms M,

M?2x M?

47



donde

1 1 1
L3 5 6
1 1 1 1
6 1 6 6 6
M1: . . . 5 M2= . . 3
1 1
6 MxM 67 MxM
1
6
11
6 6
M5 =
11
6 6/ MxM

El vector d es sencillo de obtener debido a (4.9), asi

7 = 2hK,

Observacion 4.2.3. El vector 7 es positivo en cada componente, esta es una carac-

teristica importante para el desarrollo numérico.

Ya que el operador S es el operador de control estado, los elementos de S se obtienen

al resolver la siguiente ecuacion

Ay, = ©p Q
Yk Pk, €n (4.10)
e = 0, sobredf2,

para todo k = 1, ..., M?. En otras palabras, basta con resolver el sistema A@i = M},
donde M, es la k-écima fila de la matriz de masa, para todo k& = 1,..., M?2. Cabe
mencionar que la matriz de rigidez es estrictamente diagonal dominante, por tanto el
sistema lineal posee un tnica solucion.

Finalmente, usamos la regla del trapecio en dos dimensiones para una particion
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uniforme, como se sigue

N

b d 2
I ey dydr =" ] 0,0) 4 7 ad) 4+ (0e) + 7 (o) + 230 [ (0.23)
a c i=1
N

+ f(b,2})] +2; [f (2, ¢) + f (21, ¢)]

N N |
+4ZZf(xi1,acJ2) :

i=1 j=1

para aproximar la integral

[ e, V=10,
Q

y obtener los elementos de la matriz S.

La regla del trapecio también sera usada para aproximar las integrales
/ydeq: y /w,;gokdx, Vk=1,..,M?*,
Q Q

_>
de modo que podamos obtener los vectores b y w respectivamente.

4.3. Adaptacion del DCA al problema (PSR-R)

En esta seccién notaremos, sin riesgo a confusion, como u al vector discretizado U
(similar los vectores propuestos ?, W)

Recordemos que los métodos de descenso toman distintos nombres a partir de la
elecciéon del paso de descenso pg, como por ejemplo: el método de descenso del gradiente,
método del descenso del gradiente conjugado, método de Newton, etc. Uno de los
algoritmos numéricos mas eficientes es el Algoritmo BFGS puesto que para la direccion
de descenso aproxima la Hessiana con el gradiente de la funcién, [NWO06]. Es decir, que
necesitamos que la funcion a minimizar sea al menos diferenciable una vez.

La funcién f descrita en (4.8) no es tan sencilla de implementar numéricamente
mediante el algoritmo BFGS debido a la presencia de un término no diferenciable
(valor absoluto). El hecho de que la funcién f no sea diferenciable nos impide calcular
una direccién de descenso, implementar las condiciones de Wolfe para encontrar el paso
de descenso y verificar el criterio de parada en el algoritmo BFGS.

Sin embargo, se puede abordar estos problemas implementando la misma idea de
los métodos de descenso con el subgradiente de la funcion. El problema con esta forma

de implementar es que no necesariamente un elemento del subdiferencial hace que el
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método descienda, es por eso que no son considerados métodos de descenso como tal.
De modo que si queremos que el método con subgradientes sea un método de descenso
es necesario realizar una eleccion previa a la actualizacién en cada paso, tomando el
mejor valor que desciende en cada iteracion [BXMO03]. Otra técnica que se usa para
aproximar numéricamente el problema (4.8) son los prozimal-point methods [PB*14].

Una vez resulto el problema de minimizacién (4.8) es necesario definir un criterio
de parada del DCA adaptado a nuestro problema. El criterio de parada que se sugiere
en [Merl9] es tomar la norma de la diferencia de los elementos del subdiferencial de
la penalizacién del paso anterior y el paso actual. Adaptando dicho criterio a nuestro
problema, se reduce a considerar py; elemento del subdiferencial de la expresién (3.32)
como la suma de los multiplicadores (; dados por el Teorema 3.5.6, i.e., de la ecuacién

(3.65) tenemos que

2 n
1
D1 = s (gbkﬂ — aAugq — /BZwi,kH) €0 (Z/ |0;u ()] dx) .
g i=1 i=1 78

Asi, nuestro criterio de parada es

lpk+1 = prll < tol, (4.11)

donde tol es una tolerancia determinada.
Algoritmo 1 (DCA para (PSR-R))
Dado una funcién inicial ug,tolerancia de convergencia tol > 0,
matrices de masa M, rigidez A y vectores b, d. w.

k<0

while criterio de parada > tol
Calcule w; y wy dados por la ecuacion (3.43);
Resuelva el problema (4.8) con alguna técnica

mencionada anteriormente;

Calcule el costo de J, usando las matrices de masa y rigidez;
Actualice el criterio de parada;
k<« k+1,

end

4.4. Evidencia Numérica

A fin de investigar el proceso numérico del DCA hemos implementado el Algoritmo
1 de la seccion anterior usando el lenguaje de programacion MATLAB. Para resol-

ver el problema (4.8) se usé el algoritmo del subgradiente de descenso de [BXMO3].
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Consideramos los siguientes datos para el problema (P): Q = (0,1) x (0,1), f = 0,
Yg = e—cos(?ﬂxy)z/o,l‘

El algoritmo se resolvié con los parametros iniciales a = 0,2 y 8 = 0,005. Luego
de varios experimentos en el Algoritmo 1 se aprecié que mientras (3 se acercaba a al
parametro «, en un rango de 0,05 — 0,00005, el control éptimo mostraba la sparcidad

es sus derivadas parciales, es decir, el control u tiende a ser constante o cero.

0.14

Figura 4.4: Derivadas parciales, dju y Oyu respectivamente

Es interesante verificar que si la solucién del problema (PCO,,) fuera cero, entonces
el valor minimo es la norma de y4 en L2 (Q), siendo 0,050447. Sin embargo, la solucién
alcanzada nos da un valor de la funcién objetivo de 0,037035 lo que nos indica que el

algoritmo si esta resolviendo el problema.
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Figura 4.5: Costo de la funcién J, en cada iteracién.

Por otro lado, se uso el Algoritmo 1 de [Mer19, seccién 4] modificado al problema
(P), junto con los pardmetros considerados en este proyecto de investigacién. Los re-
sultados que aportaron fueron similares a la resolucién con elementos finitos. El control

muestra sparcidad en las derivadas parciales cuando 8 se hace mas pequeno.

Figura 4.6: Solucién, u, del problema (PCO,) con 8 = 0,0005.

Notese que las soluciones demuestran la sparcidad del control en las derivadas par-
ciales para valores de 8 mas pequenos que «, ver las figuras 4.4 y 4.4. En los dos casos,

el Algoritmo 1 tuvo una répida ejecucién (aproximadamente de 4 y 6 iteraciones para
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costo de la funcidn
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Figura 4.8: Costo de la funcién J, en cada iteracién.
elementos finitos y diferencias finitas, respectivamente), con un nimero de iteracio-

nes distintas en la solucién del problema (4.8) (9 iteraciones) y el problema (4.2) (5

iteraciones) con elementos finitos y diferencias finitas, respectivamente.
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Capitulo 5
Conclusiones y Recomendaciones

El problema de control 6ptimo (P) deja una brecha abierta para seguir investigando
el aspecto tedrico, ya que se ha asumido la existencia de un control éptimo.

Unas de las primeras ideas fue investigar las propiedades de los espacios L (£2) con
0 < p < 1y poder usar el método directo. Se sugiere profundizar en los espacios L? ()
con 0 < p < 1 para la posible demostracion de existencia de un control éptimo.

Una de las herramientas que se us6 durante el periodo de investigacién fue el anélisis
convexo en espacios de Lebesgue, un tema nuevo que no habia estudiado en las materias
de pregrado. Las nociones bésicas del andlisis convexo en espacios de Lebesgue es un
tema que ha enriquecido mis conocimientos en el area de optimizacion.

La experimentacion numérica fue un desafio al momento de programar en el lenguaje
de MATLAB, ya que los métodos aprendidos durante los anos de estudio de pregrado no
abarcan problemas con términos no diferenciales. De modo que se requirié el investigar
los métodos de subgradientes de descenso o proximal-point methods para implementar
al problema propuesto.

Los resultados numéricos pueden presentar varios errores de aproximacion debi-
do a la integraciéon numérica y la complejidad de los métodos de descenso que usan
subdiferenciales.

Se recomienda que en la planificacién de pregrado de Matematica Aplicada se in-
cluya como sujeto de estudio métodos que aproximen numéricamente problemas con
términos no diferenciales. A fin de que los estudiantes pueden usar como herramientas
de investigacion.

El presente proyecto de investigacion proporciona un interés en investigar problemas
que involucren sparcidad en el gradiente y sus aplicaciones, como la recuperacién de

senales e imagenes.
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