ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
MAESTRIA EN OPTIMIZACION MATEMATICA
CONTROL OPTIMO NO CONVEXO DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ELIPTICAS

CON RESTRICCIONES PUNTUALES DE
ESTADO

TESIS PREVIA A LA OBTENCION DEL TiTULO DE
MAGISTER EN OPTIMIZACION MATEMATICA

DIEGO MAURICIO VARGAS JARAMILLO
diego.vargas@epn.edu.ec

DIRECTOR: DR. PEDRO MARTIN MERINO ROSERO
pedro.merino@epn.edu.ec

QUITO, FEBRERO DE 2022



DECLARACION

Yo, Diego Mauricio Vargas Jaramillo, declaro bajo juramento que el trabajo aqui descrito
es de mi autoria; que no ha sido previamente presentada para ningin grado o calificacion
profesional; y, que he consultado las referencias bibliograficas que se incluyen en este do-
cumento.

La Escuela Politécnica Nacional puede hacer uso de los derechos correspondientes a este

trabajo, segtin lo establecido por la Ley de Propiedad Intelectual, por su Reglamento y
por la normatividad institucional vigente.

Diego Mauricio Vargas Jaramillo



CERTIFICACION

Certifico que el presente trabajo fue desarrollado por Diego Mauricio Vargas Jarami-
llo, bajo mi supervision.

L 7ol 'ﬁ)
Dr. Pedro Martfn Merino Rosero

DIRECTOR



Indice general

Resumen
Abstract

1. Introduccién

1.1. Presentacion del problema y estado del arte . . . . . .. .. .. ... ...

1.2. Notaciones y conceptos relevantes

1.3. Medidas de Borel como multiplicadores de Lagrange . . . . . . . . . . ...

2. Sistemas de optimalidad

2.1. Regularizacién de Lavrentiev del estado . . . . . . . . ... .. ... .. ..
2.2. Condiciones necesarias de primer orden . . . . . . . .. ... ... ...

3. Resolucién numérica del problema
3.1. Algoritmo semi suave de Newton
3.2. Detalles de la implementacion . .
3.3. Forma cualitativa de la solucion .

3.3.1. Variacion dea . . . . ..
3.3.2. Variaciénde 5. . . . . ..
3.3.3. Variaciondep . . . . . ..

3.4. Variacion de los pardmetros de regularizacion . . . . . .. ..o

3.5. Tasa de convergencia del algoritmo
4. Conclusiones

Bibliografia

11
15

17
17
20

29
29
34
36
40
41
41
43
44

46

50



Resumen

Consideraremos un problema de control éptimo gobernado por una ecuacién en derivadas
parciales eliptica con condicion de Neumann homogénea, cuya funciéon de costo presen-
ta una penalizacién no convexa y su estado asociado tiene restricciones puntuales. Las
herramientas usuales del anélisis convexo no pueden aplicarse directamente para la formu-
lacién de un sistema de optimalidad, por tanto es necesario introducir algunas técnicas del
analisis no suave. Adicionalmente, la presencia de restricciones de estado de tipo puntual
conducen a multiplicadores de Lagrange poco regulares (ver [6]) dificultando su resolucién
numérica.

Debido a estas dificultades, introducimos dos regularizaciones para tratar tanto la falta de
convexidad y differenciabilidad de la funcién de costo, como con la poca regularidad de los
multiplicadores de Lagrange que producen las restricciones de estado. Especificamente,
consideramos una regularizacién tipo Huber para la cuasinorma de la funcién de costo y
una regularizacién tipo Lavrentiev para el estudio de las restricciones de estado. Gracias
a estas regularizaciones, es posible formular una familia de problema de control éptimo
(que dependen de los pardmetros de regularizacién asociados) para los cuales obtenemos
un sistema de optimalidad mediante la teorfa de Diferencia de funciones Convexas (DC)
y cuyos multiplicadores de Lagrange son mas regulares.

Posteriormente, resolvemos numéricamente el problema regularizado mediante la aplica-
cién del algoritmo semi suave de Newton. Analizaremos la forma cualitativa de la solucién
del problema regularizado, y estudiamos numéricamente lo que sucede a medida que los
parametros de regularizaciéon que aparecen en el problema regularizado varian. Final-
mente estudiaremos la tasa de convergencia del algoritmo propuesto, y daremos nuestras
conclusiones sobre el trabajo y las preguntas abiertas que el mismo deja para futuras
investigaciones.

Palabras clave: Problema de control éptimo eliptico, restricciones de estado de tipo
puntual, no convexidad, diferencia de funciones convexas, regularizacién de Huber, regu-
larizacion de Lavrentiev, Método semi suave de Newton.



Abstract

We consider an optimal control problem governed by an elliptic partial differential equa-
tion with homogeneous Neumann conditions, whose cost function involves a non-convex
penalty term and pointwise state constraints are imposed. The usual tools from convex
analysis cannot be applied directly for deriving an optimality system therefore, it is ne-
cessary to introduce techniques from nonsmooth analysis. In addition, the presence of
pointwise state constraints leads to poor regularity Lagrange multipliers (see [6]), making
it difficult to compute solutions numerically.

Due to these difficulties, we introduce two regularizations to deal with the lack of con-
vexity of the cost function and the low regularity of the Lagrange multipliers associated
with the pointwise state constraints. Specifically, we use a Huber-like regularization to
cope with the quasinorm, whereas a Lavrentiev regularization is considered for the state
constraints. Thanks to these regularizations, it is possible to formulate a family of opti-
mal control problems (depending on the regularization parameters) for which we derive
an optimality system by using the Difference of Convex Functions (DC) theory involving
more regular Lagrange multipliers.

Later, we solve the regularized problem numerically by applying the semi-smooth Newton
method. We analyze the qualitative properties of the solution of the regularized problem,
and we numerically asses the variation of the parameters associated to the regularized
problem. Finally, we study the convergence rate of the proposed algorithm numerically,
and we draw conclusions and discuss open questions for future research.

Keywords: Elliptic optimal control problem, pointwise constraints, non-convexity, diffe-
rence of convex conftions, Huber regularization, Lavrentiev regularization, Semi-smooth
Newton method.



Capitulo 1

Introduccion

Consideramos un problema de control similar al estudiado en [20], con la diferencia impor-
tante que, sobre este problema imponemos restricciones de tipo puntual sobre el estado.
Estas restricciones son relevantes desde el punto de vista tedrico como practico. Iniciamos
nuestra discusion mencionando las investigaciones hechas acerca de problemas de con-
trol con funciones de costo no convexo asi como problemas de control con restricciones
de estado de tipo puntual y las aplicaciones que se pueden lograr formulando problemas
con penalizaciones convexas y no convexas. Finalmente, abordaremos las notaciones y
conceptos nuevos y pertinentes que se utilizaran para el desarrollo de este trabajo.

1.1. Presentacién del problema y estado del arte

Consideramos problemas de control 6ptimo gobernado por una ecuacion eliptica lineal,
cuyo funcional de costo incluye una penalizacion usando una cuasi norma en L%, con
q € (0,1). Este término es conocido por inducir dispersién en la solucién, similar al efecto
de dispersién inducido por la norma en L' (ver [30] y [15]).

Sea 2 C R™, con n =2 o n = 3, un dominio acotado tipo Lipschitz con frontera I'. Para
p > 1, la penalizacion en la cuasi norma del espacio L? se define por

T, L*(Q) — R
Q

Sean «, > 0. Consideramos el siguiente problema de control 6ptimo eliptico:

2
o I = gl vl + 5 el + AT, ()
sujeto a:
—Ay(x) + y(z) = u(x), x €, (P)
Izy(x) =0, zel,
(Yo < y(2) < Wi, re K ccq,

donde y,, ¥, € R son escalares dados, aunque nuestro estudio se puede extender facilmen-
te a restricciones sobre el estado que sean funciones continuas, y K es un subconjunto
compacto de 2. El objetivo de nuestro trabajo serd establecer un sistema de optimalidad

7
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para este problema con restricciones de estado y funciéon de costo no convexa. Ademas,
basdndonos en este sistema, propondremos un esquema de Newton semi suave para (P).
Posteriormente, se realizara una experimentacion numérica exhaustiva mediante una dis-
cretizacién del problema. Este problema de control 6ptimo es novedoso debido a dos
aspectos importantes: primero, la presencia de una penalizaciéon dentro de la funcion de
costo del problema, y segundo, la presencia de restricciones puntuales sobre el estado.
Ambos aspectos dificultan la aplicacion directa de técnicas estandar del andlisis convexo
y la teoria clasica de Control Optimo para la obtencion un sistema de optimalidad que
permita la implementacion de un esquema semi suave de Newton.

Diversos problemas de control éptimo con penalizaciéon en la funcién de costo han sido
estudiados recientemente. Dichos términos son ampliamente conocidos por inducir espar-
cidad en el control éptimo. Por ejemplo, en [30] se considera un problema de control
6ptimo con una penalizaciéon de norma L' en la funcién de costo. El efecto que se logra
con dicha penalizacién es que el control sea idénticamente igual a cero en gran parte de su
dominio. Evidentemente la presencia de una penalizacién como ésta, hace que la funcion
de costo del problema de control sea no suave, y por tanto, que el control 6ptimo difiera
significativamente del caso en que la funcién de costo es suave.

Desde un punto de vista préactico, dichos problemas de control con penalizaciéon en norma
L' sirven para los casos en que no se puede o no se necesita colocar equipos tecnolégicos
que implementan el control sobre todo el dominio, sino que se requiere emplazarlos de una
manera Optima. Por ejemplo, los problemas inversos en imagenologia biomédica o sismica
(ver [32]), han sido estudiados ampliamente en los tltimos anos. En dichos problemas es
frecuente el uso de problemas de control éptimo con E.D.P’s, cuyas funciones de costo son
no suaves. El uso de una norma L' dentro de la funcién de costo ha probado ser una estra-
tegia que conduce a mejores resultados para la recuperacion de los datos que se produce
por medidas afectadas con ruido, en comparaciéon a problemas con costos regulares (ver
[30]). Otro uso de los problemas con penalizaciones de norma L', como ha sido menciona-
do previamente, es conocer una forma 6ptima de emplazamiento de artefactos de control.
En este caso, los valores del control son cero en una regiéon de su dominio, emplazandolos
en un dominio més localizado. Aunque esto podria hacerse de manera heuristica, el hecho
es que usualmente el modelo fisico que refleja la E.D.P. es muy complejo o no se cuenta
con una experiencia a priori de dichas locaciones. Las penalizaciones de norma L' en el
costo también aparecen en ciertos modelos de eficiencia energético, como por ejemplo,
el consumo total de combustible por autos que puede modelarse a través del costo que
involucre una penalizacién de norma L', ver [33].

Al respecto de problemas de control con penalizaciones de norma LP con p > 1, se ha
desarrollado también una basta literatura acerca de su tratamiento y resolucién, ver por
ejemplo [4], [9] o [14]. Sin embargo, problemas de control éptimo con penalizacién de cuasi
normas L9y g € [0, 1] son problemas menos estudiados (ver [20]). La dificultad de éstos
radica en la pérdida de convexidad de la funcién de costo, por lo que la aplicacion de
técnicas estandar del andlisis convexo no son aplicables directamente.

A fin de poder estudiar estos problemas es necesario la introduccién de términos de re-
gularizacion, que dependeran de la estructura del problema en consideracion. La eleccion
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de dichos términos dependera de la estructura del problema que se estudie, pudiéndose
distinguir entre problemas de control 6ptimo cuyas soluciones no dependen de su estado
adjunto, de aquellos que si. En la primer clase de problemas, conviene la introduccion de
una regularizacién con funciones en L?, mientras que para la segunda se utilizan funciones
en H'. (ver [15]).

El caso limite de una penalizacién L° requiere un tratamiento especial debido a que hay
una seleccion de las variables mas representativas en el proceso de optimizacién, extendien-
do la nocién de la norma de cardinalidad £° (ver [20]). Para tratar con las convergencias en
el espacio LY se debe proveer una métrica adecuada: por ejemplo, la métrica de Ekeland,
la cual es diferente a la usada comuinmente para probar resultados de convergencia. Dicha
métrica es una forma de extension de la métrica de Donoho para % (ver [9]). Sin embar-
go, este caso limite también hace que la funcién de costo asociada al problema de control
6ptimo pierda convexidad y semi continuidad inferior, por lo cual habra que introducir,
como en el caso en que 0 < ¢ < 1, un término de regularizacién adecuada . El tratamiento
de este caso requiere el uso de otras herramientas a diferencia del caso de penalizacién de
norma L? con 0 < ¢ < 1 (ver [15]).

En [20] se estudia un problema de control éptimo similar al propuesto en este trabajo. La
diferencia entre éste, y el propuesto por [15] estd en la formulacién del problema: mientras
que en [15] se estudia un problema de control en H, en [20] se estudia el problema con
un término de Tikhonov de norma L?. Esto hace que en el primer caso se pueda obtener
un sistema de optimalidad directamente al cual se le puede aplicar un método semi suave
de Newton (ver [31]), mientras que en [20] la presencia de dicho término hace que exista,
bajo ciertas condiciones, una solucion al problema, la cual no necesariamente va a ser
unica debido a la no convexidad del costo.

Para tratar con la no convexidad de la funcién de costo en el problema de control 6ptimo,
es posible introducir una regularizacién que permita reescribir la funcién de costo como
una diferencia de dos funciones convexas, ver [20]. La introduccién de una funcién suave
tipo Huber que regulariza la cuasi norma L9, permite obtener un conjunto de problemas
regularizados cuyas funciones de costo se pueden expresar como un problema de diferencia
de funciones convexas y a los cuales se les pueden aplicar las herramientas disenadas para
problemas de este tipo (ver [26]).

En nuestro caso, a diferencia del problema planteado en [20], consideraremos restricciones
puntales sobre el estado. Esto hace que los métodos desarrollados en el trabajo de [20]
no sean aplicables directamente, debido a que se presenta una dificultad intrinseca a la
hora de conducir al problema a una formulacién de sistema de optimalidad. De manera
general, problemas de control 6ptimo con restricciones puntuales sobre el estado hacen
que los multiplicadores de Lagrange sean medidas regulares de Borel (ver [6]). La eleccién
de los espacios funcionales es importante para probar la existencia de multiplicadores de
Lagrange asociados a las restricciones sobre el estado (ver [3], [6]).

La presencia de medidas de Borel dificulta el tratamiento numérico del problema. Incluso,
las técnicas de conjuntos activos propuestas por ejemplo por Bergounioux, [to y Kunisch
[1], Bergounioux y Kunisch [2], o Kunisch y Rosch [18] no pueden ser aplicadas incluso para
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restricciones sobre el estado de tipo puntual. Sin embargo, en [22] se introduce una técnica
que permite la obtencién de un subproblema que si admite multiplicadores de Lagrange de
tipo L. Esta técnica consiste en introducir una regularizacién tipo Lavrentiev que implica
crear un control artificial que involucra al control y estado original. Especificamente, la
regularizacion de Lavrentiev consiste en definir el control artificial

oa(z) = Au(z) + y(z);

esto permite reformular al problema original como uno cuyo sistema de optimalidad si
admite multiplicadores en L? [23]. La idea es hacer que las restricciones de estado pasen a
ser restricciones sobre el control artificial vy y, de esta manera, analizar el comportamiento
de las soluciones del subproblema al hacer tender A hacia cero. Esto facilita también el
tratamiento numeérico, ya que es posible establecer esquemas numéricos para el problema
regularizado. En [23] se observa, de hecho, que el tratamiento numérico de un problema
similar al nuestro obtiene buenos resultados, a mas del hecho de probar que bajo cier-
tas condiciones de regularidad en el domino el problema con control artificial si admitira
multiplicadores de Lagrange en L2.

Para un tratamiento mas amplio de la regularizacién de Lavrentiev, se puede revisar el
trabajo de Hofmann [13] en el cual se considera un problema no lineal y mal condicionado
sobre un espacio de Hilbert. Aqui se muestra que mediante la introduccién de una regu-
larizacién de Lavrentiev, se formulan subproblemas que generan soluciones que converjan
a la solucion original del problema a medida que el parametro A tiende a cero, es decir,
que la regularizacion es consistente.

La derivacion de un subproblema con un control artificial que tiene restricciones sobre el
control nos permitird recurrir a técnicas derivadas en [20], para posteriormente realizar
un tratamiento numérico similar al hecho en [21] y estudiar lo que sucede con las solu-
ciones del subproblema derivado y las soluciones del problema original. Para este anélisis
numeérico recurriremos a una técnica conocida para tratar problemas no convexos de mane-
ra numérica: el método semi suave de Newton, el cudl fue introducido por primera vez por
Mifflin en [24] para funciones real valuadas definidas sobre espacios finito dimensionales.
La extension del método hacia funciones entre espacios finito dimensionales fue realizado
por Qi [27] y Qi y Sun [28]. Su importancia radica en que este método puede aplicarse para
resolver ecuaciones de la forma F(z) = 0 con un método que imite el algoritmo clasico
de Newton, pero en donde la funcion F' carece de la regularidad suficiente para poder
aplicar dicho método, o en su defecto, cuando el dominio de la funcién F' es un espacio
vectorial de dimension infinita. En nuestro caso el método de Newton estd enmarcado en
la teorfa desarrollada en Ulbrich [31]. En el trabajo mencionado, se demuestra que bajo
ciertas hipotesis sobre los espacios funcionales, el método semi suave genera una sucesion
de soluciones aproximadas que converge hacia una solucion del problema. Ademas, dicha
sucesioén converge con una tasa g-superlineal. En la seccién 1.2 de este trabajo daremos
una breve introduccion a los conceptos de derivada generalizada de Newton, y las condi-
ciones que debe cumplir un funcional.

El tratamiento numérico de nuestro problema se deriva también de algunas ideas propues-
tas en [22]. En este trabajo se observa que para tratar un problema de control 6ptimo con
restricciones puntuales en el estado se recurre a una regularizacién de Lavrentiev para
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derivar un sistema de optimalidad con multiplicadores de Lagrange en L?. En nuestro
trabajo haremos una experimentacion numérica exhaustiva, ilustrando céomo la eleccién
de los parametros afecta al desempeno del algoritmo.

Esta tesis tiene la siguiente estructura: en la primera seccién del Capitulo 2 se introducen
dos regularizaciones: una tipo Huber para tratar el término no convexo del problema y
una de Lavrentiev para tratar las restricciones de estado de tipo puntual, con lo cual
plantearemos un problema de control 6ptimo nuevo a partir de dichos términos. Poste-
riormente se procedera a derivar un sistema de optimalidad a partir del sub problema
regularizado. Finalmente obtendremos un sistema susceptible de ser resuelto utilizando el
esquema semi suave de Newton.

En el Capitulo 3 realizaremos una serie de experimentos numéricos mostrando diferentes
escenarios. Primero examinaremos cualitativamente nuestro problema, variando para ello
los parametros «, 8 y p individualmente. Posteriormente realizaremos la variacién indi-
vidual de los parametros de regularizacion de manera separada, y finalmente haremos
un estudio acerca de la tasa de convergencia del algoritmo implementado. Finalmente,
en el capitulo 4 daremos nuestras conclusiones sobre el trabajo, asi como explorar hacia
donde podriamos enfocar nuevas investigaciones que permitan solventar las dificultades
de convergencia evidenciadas en el capitulo 3.

1.2. Notaciones y conceptos relevantes

Como es usual notamos por H'(Q) al espacio cldsico de Sobolev W'2(Q). El producto
interno de dos elementos u,v € L?(Q) sera representado por (u,v) r2(Q)- El producto en
dualidad de un elemento ¢ € L*(Q)* con un elemento f € L?*(f2) se representard como

(@, f)r2(9),12(0)-Finalmente, notaremos al espacio de aplicaciones lineales de X en Y por
L(X,Y).

Si X es un espacio de Banach, y f : X — R es una funcién, denotaremos por f, a la
parte positiva de f, es decir, [f]; : X — [0, +00[ es la funcién definida por

[f1+ () = méx(f(x),0),

rzeX

mientras que la parte negativa de f, denotada por [f]_, es la funcién [f]- : X —] — 00, 0]
definida por

[/]- () = mix(—f (x),0).
Ademas, denotaremos la funcién indicatriz sobre X, notada como yyx a la funcién

xx: X — {0,1}
0, z¢X,
1, reX.

T —

Como podemos observar, nuestro problema de control éptimo estd gobernado por una
ecuacion en derivadas parciales de tipo eliptico con condiciones de Neumann. La teoria
estandar de las ecuaciones en derivadas parciales (ver por ejemplo los libros cldsicos de
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Evans, [11], Brezis [5]) nos garantizan que, dado un control u € L*(2), se puede encontrar
un tinico estado y € H'(Q) que satisfaga la ecuacién

—Ay(z) +y(r) =u(z), T€Q,
Ory(r) = 0, rzel.

La existencia de tal y € H'(Q) para cada u € L?*(Q2) permite definir un operador
S L*(Q) — HY Q) tal que y = S(u), donde y es la solucién de la EDP eliptica an-
terior. Esto se puede seguir gracias al teorema de Lax-Milgram (ver [11]). M4s atin, si
consideramos que u € L*(2) N L>()), se puede usar un operador de inmersién compacta
E : HY(Q) — L%(Q) (ver [22]) para definir R = ES. Este operador ser4 crucial para la
introduccién de una regularizacion tipo Lavrentiev, como se detallara posteriormente.

Los problemas de control 6ptimo con restricciones de estado de tipo puntual presentan
en la formulacién de su sistema de optimalidad, multiplicadores de Lagrange que son
medidas regulares de Borel. A continuacion daremos la definicién de dichas medidas.

Definicién 1.1 (Medida de Borel). Una medida p sobre R™ se dice que es una medida
de Borel, si cualquier conjunto de Borel de R™ es p medible.

Definicién 1.2 (Medida regular de Borel). Una medida p sobre R™ se dice que es una
medida regular de Borel, si 1 es Borel medible, y si para cualquier A C R"”, existe un
conjunto de Borel B tal que A C By u(A) = u(B).

Si X es un espacio de Banach y F': X — R, usaremos la notacién 0F(z), para denotar al
subdiferencial de F' en x. Ademds, si Y C X, la funcién Iy : X — {0,400} es la funcién
indicadora sobre Y, la cual satisface con

0, r ey,
IY($)2{+OO rdY

SiY C X es un conjunto convexo, el subdiferencial de la funcién Iy en z € Y, denominado
también el cono normal de Y en x, se denotard por Ny (z). Gracias a la teorfa del anélisis
convexo (ver [29]) sabemos que el cono normal se puede caracterizar como

Ny(z) =0ly(z) ={2" € X" : (2", — x)x~ x <0, para todo T € Y}. (1.1)
SiY C X es un conjunto, el operado proyeccion Py : X — Y se define como
Py (z) = al"eg%l;I/le —9|lx.

La ejecuciéon de experimentos numéricos requiere de la incorporacion de un algoritmo. En
nuestro trabajo usaremos el método semi suave de Newton, el cual fue desarrollado por
M. Ulbrich, en [31]. Comenzamos introduciendo la definicién de funcién semi suave.

Definicién 1.3 (Funcién semi suave). Diremos que una funcién f : R” — R™ es semi
suave en z € R" si f es localmente Lipschitz continua en z, tiene derivada direccional en
x,y si ademés
mMAax x4+ h)— f(x) — Mh| = o(||h]]),
it [f(a ) = f(a) — Mh| = of 1]

donde Of(z) nota al jacobiano generalizado de Clarke [8].
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Sea Y un espacio de Banach, r > 1, m € N, {ry,--- 1, } C[1,00] tales que r; > r para
todo ¢ = 1,--- ,m. Consideramos dos funciones ¢ : R™ — Ry F : Y — [[, L"(Q).
El concepto de semi suavidad de Newton que usaremos, serd aplicado a funciones de la
forma

OV S L(Q),  Dy)(w) = B(F(y)w)). (1.2)

Sobre estas funciones v, ®, F haremos las siguientes suposiciones: existe 1 < r < r; <
¢; < oo para todo i =1,--- ,m tal que

1. F:Y = [, L () es continuamente Fréchet diferenciable.

2. La funcion Y 5 y — F(y) € [[;~; L%(2) es localmente Lipschitz continua; es decir,
para todo y € Y, existe una vecindad U = U(y) y una constante Lr que depende
de U tal que

ZHFZ(?A) — Fi(y2)llai) < Lrllyn — 2|, para todo y;,y, € U.

3. v es Lipschitz continua con constante de continuidad L.
4. 1) es semi suave en todo x € R".

En funcién a estos supuestos, podemos introducir la derivada generalizada de ¢ como
sigue.

Definicién 1.4 (Derivada generalizada de Newton). La derivada generalizada 0, —=
L(Y,L"(2)) := L como el conjunto

0:P(y) = {M eL:M:v— Z d; - (F!(y)v), d una seleccion medible de 8¢(F(y)} :

donde decir que d es una seleccién medible de 0v(F(y)) quiere decir que d es tal que
d:QeR”ydw) e d(F(y)(w)), casi todo w € .

Con este concepto, podemos decir cuando un operador como ® es semi suave.

Definicién 1.5 (Operador semi suave). Decimos que ® es semi suave en y € Y si

sup  [|®(y + h) — (y) — Mh| @) = of[|[|y).
MedsP(y+h)

Se puede probar (Teorema 5.2 de [31]) que bajo los supuestos 1., 2., y 3. anteriores, ® es
semi suave.

El siguiente teorema serd de utilidad posteriormente al momento de formular nuestro
algoritmo semi suave de Newton.

Teorema 1.6. Sean Y un espacio de Banach, ®; : Y — L"(Q), &3 : Y — L"(2) dos
funciones semi suaves en algin y € Y. Entonces la funcién

B: Y — L(Q) x L7(Q)
y — (91(y), P2(y)),

es semi suave en .
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Demostracion. Dado que &1, ®5 son semi suaves en y, tendremos que

sup [ @1(y + h) = Pi(y) — Mihl|zro) = ofllhlly),

M1€0sP1 (y+h)

sup || Pa(y + h) — Pa(y) — Mah|pr) = o(||R]ly),
M2€35@2(y+h)

Tomando M = (M, Ms) € 0sP1(y+h)x0sP1(y+h), donde Os(+) es el conjunto presentado
en la Definicién 1.4, y notemos la norma en L"(2)? como ||-|| sin indice. Tenemos que

[P(y +h) = P(y) = MAl[ _ [[(21(y +h) = Pi(y) = Mih, Po(y + h) — Po(y) — Msh)]|

Al |2l
_ [D1(y + h) — P1(y) — M1h| o)
Il
P2y + h) — Po(y) — Mah|| (o)
el
=0, sih—0.

La igualdad a cero de la tltima linea se produce debido a nuestra suposicion de que @4, O,
son semi suaves en y, y por lo tanto cumplen con la Definicién 1.5 cada una. Por tanto,

| (y + h) = (y) — MAh|| = of[|n]),
probando asi el resultado. O

El siguiente teorema permitird justificar un resultado importante en el capitulo 3 acerca
de la semi suavidad de una funcion que servira posteriormente para la resolucién numérica
del problema. Su demostracién puede ser encontrada en el Lema 8.15 de [16].

Teorema 1.7. Sean X, Y, Z tres espacios de Banach y supongamos que H : D C X — Y
es continuamente Fréchet diferenciable en z € Dy ¢ : Y — Z es semi suave en H(z)
con derivada generalizada de Newton GG. Entonces ¢ o H es semi suave en z con derivada
generalizada de Newton igual a G(H(z+ h))H'(z + h) € L(X, Z) para h suficientemente
pequeno.

Con el método semi suave de Newton, resolvemos el problema
®(y) =0, (1.3)

donde @ es el funcional definido en (1.2). Suponemos adicionalmente que existe un espa-
cio de Banach Yj que contiene continuamente a Y, ademas de constantes positivas n, Cy,
tal que para todo y € y + nBy, todo M € 9,®(u) puede ser extendido a un operador
invertible M € £(Yj, L") tal que H]\A/[/_lﬂl;(yo,y) < Cu.

El algoritmo semi suave de Newton consiste en los siguientes pasos:

1. Escoger un yy € Y suficientemente cercano a la solucién de (1.3). Fijar una contante
C>0Y K =0.

2. Si ®(yx) = 0, terminar el algoritmo. La solucién del problema es yj.
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3. Encontrar My € 0;®(yx). Determinar s; € Yp, resolviendo
Mysp = @(yi),
y tomar yrp+1 = Yi + Sk-
4. Incrementar k£ en una unidad, y regresar al paso 2.

El Teorema 6.4 de Ulbrich [31] nos demuestra que el algoritmo presentado estd bien de-
finido y termina con una solucién del problema, o genera una sucesién {yx}ren tal que
converge a la solucién del problema con una tasa superlineal.

Para finalizar esta seccion, recordemos la definicion de tasa de convergencia de una suce-
sion de vectores, la cual sera utilizada en la seccién 3.5 de nuestro trabajo.

Definicién 1.8 (Tasa de convergencia de orden p). Sea {z, } nen una sucesioén de elementos
de un espacio de Banach, que convergen a z*. Se dice que la sucesién {z,} converge g-
superlinealmente con tasa p, si es que

[#n41 — "] = o(l|ln — 2™[|7)

1.3. Medidas de Borel como multiplicadores de La-
grange

A diferencia de [19], en el trabajo de Casas [6] se logra probar la existencia de multiplica-
dores de Lagrange asociados a las restricciones puntuales en el estado, para un problema
de control éptimo con funciéon de costo convexa sin la necesidad de recurrir a la formu-
lacién dual del problema como en [25] o [19]. En el trabajo de Casas se prueba que los
multiplicadores de Lagrange son medidas de Borel. Ademads, Casas estudia la regularidad
que poseen los estado y control 6ptimo del problema. Especificamente, se tiene el siguiente
resultado:

dado el problema de control 6ptimo:

mfﬂ(y,u)eHg(Q)xK(Q) J(,%U) = %HZ/ - ?/d”%mz) + %HUH%Q(Q)

sujeto a
Ay = u, en )
y =0, en I,

donde 2 C R™ con n = 1,2 o n = 3, es un dominio abierto y acotado, con frontera tipo
Lipschitz T, y € situado localmente a un lado de I'; A es el operador diferencial definido

como
"0 0
Ay = — — | aij=—y | + aoy,
con ag € L>(Q), ag(z) > 0 c.t.p.x € Q, a;; Lipschitz continua para todo 7,5 € {1,--- ,n},
y

n

Z aij(7)&:&; > O‘Hf||27

ij=1
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para todo £ € R™, con a > 0, y K(£2) es un subconjunto de L?(Q2) no vacio, convexo y
cerrado. Con este problema, en el Capitulo dos de [6] se prueba que existe una medida
regular de Borel u sobre €2 que satisface el siguiente sistema de optimalidad:

Ay = u, en ) (1.4)
/pAz dr = / 2(y — yaq) dx + / zdp, para todo z € H*(2) N HY (), (1.5)
Q Q Q
/yd,u:sup/zd,u, con B={z¢€ Cy(N):||z]| =1}, yeB,
Q zeB JQ
(1.6)
/(p+ ru)(s —u) dz > 0, para todo s € K. (1.7)
Q

De la condicién de optimalidad (1.3) enlistada en la parte de arriba, se observa que si
llyllL~ < 1, entonces p = 0. Si, por otro lado, |y(z)| = 1 se satisface para una cantidad
finita de puntos {x;}7,, se tiene que

m

= A\o(x;),

j=1
donde \; € Ry §(x;) es la medida de Dirac conentrada en z;.

Respecto a la regularidad del multiplicador p, en [6] se establece que p € VVO1 *(Q) para
s € [1,n/(n —1)[, donde n la dimensién del espacio R".



Capitulo 2

Sistemas de optimalidad

En este capitulo introduciremos dos regularizaciones para tratar la falta de convexidad
de la funcién de costo de (P) asi como las restricciones de estado de tipo puntual. Esto
permite obtener un nuevo problema de control éptimo que dependera de dos parametros
adicionales. Posteriormente, formulamos el sistema de optimalidad asociado al problema
regularizado y probaremos que los multiplicadores de Lagrange asociados son funciones en
L*(Q2). Finalmente, a partir del sistema de optimalidad obtenido, mds algunos resultados
de diferenciabilidad obtenidos en [20], formulamos un funcional F' para aplicarle poste-
riormente el método semi suave de Newton. Dicho funcional dependerd de los parametros
globales del problema: «, 3, p, asi como los pardmetros de regularizacion.

2.1. Regularizaciéon de Lavrentiev del estado

Sea 2 C R™, con n =2 o n = 3, un dominio acotado tipo Lipschitz con frontera I". Para
p > 1, la penalizacion en la cuasi norma del espacio L? se define por

T,: L*(Q) — R
Q

Sean «, 8 > 0. Consideramos el siguiente problema de control éptimo eliptico:

,
o ) = gl vl + 5 el + BT

sujeto a:

~Ay(e) +y(e) =ulz), e, (P)
Izy(x) =0, el

(Ve < y(x) < W, re K ccq.

La existencia de soluciones en L?(2) para el problema de control 6ptimo serd asumida a lo
largo de este trabajo. Sin embargo, la tarea de demostrar dicho resultado no es una tarea
facil de llevar a cabo. La existencia de soluciones aproximadas en L?({2) para el problema
puede ser deducida usando el principio variacional de Ekeland (ver [7]). En efecto, debido a
la continuidad y no negatividad de la funcién de costo 1|y ~Yall720) 5 1ull720) + BT p(w),
se tiene la semicontinuidad inferior de la misma, por lo que, dado € > 0, el principio
variacional de Ekeland establece la existencia de (7., 4.) € H'(Q)x € U, tal que

17
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inf J < J(y-.u.) < inf J
Hl(S%)IiEUad <y’ U) - <y67 ’LLE) - H1(5%)11<6Uad (yu U) +¢€, y que

J(Fey i) < J(y,u) + ||te — ul|r20), Vu € Usg.

Sin embargo, dicho principio demostraria la existencia de soluciones aproximadas para
nuestro problema de control 6ptimo. Como se vera en el capitulo de resolucién numérica
del problema, la estructura del control 6ptimo que se obtendra sugiere que la eleccién de
los espacios funcionales para la demostracién de existencia de soluciones sera importante,
sobre todo aquellos espacios que permitan cuantificar los saltos que presentan las solucio-
nes de un problema de control éptimo, como por ejemplo el espacio de medidas de Young.
Claramente la existencia de soluciones para el problema serd un tema abierto que podria
ser resuelto en futuras investigaciones.

Recordando la definicién del operador S presentada en la Seccién 1.2, el problema de
control 6ptimo se puede escribir como:

, 1 o
i H() = 5lSu =l + Sl + AT |
sujeto a: (P7)
Yo < S(u(z)) < up, re K ccq.

Para estudiar el problema (P’) introducimos una regularizacién de tipo Lavrentiev, la
cual nos permite definir un nuevo problema (Q) tomando un pardmetro de regularizacién
A > 0, de la siguiente forma

. 1 a
i H() = 5lSu =l + Sl + AT
sujeto a: Q)
Yo < S(u(z)) + Iu(z) < yp, re K CCQ

Recordemos que el operador R := ES : L*(Q2) — L*(Q2) ha sido definido en la seccién 1.2.
Ahora, dado que E es compacto, se tiene la compacidad de R por composicion.

Definimos el control artificial v = y + Au = (R + Al )u. Gracias a la compacidad de R
se tiene que (Al + R) es un operador de Fredholm que tiene una cantidad numerable de
valores propios cuyo punto de acumulacién es cero (ver [22]). Como S es definido positivo,
—S tiene todos sus valores propios negativos. Consecuentemente se tiene por la teoria de
operadores de Fredholm que el operador Al + R es invertible continuamente. Es decir,
existe un operador By : L*(2) — L?*(2) tal que

By = By(y+Au) =M+ R)" MR+ N)(u) =u

Con este nuevo operador, el problema (Q) se transforma en
' A@) = 2B 2 ay: N T,(B
i ()= 5 1SBw ~ villse + 3 1 Brvlie + AT, (Bw) |
sujeto a: Q)
Yo < v(z) < s, re K cCccQ
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Sin embargo, este problema no es convexo ni diferenciable debido a la presencia del término
T,(Byy). Por tanto, consideramos una regularizaciéon de tipo Hubert con el fin de poder
lidiar con el término v presente en (Q’) (ver [20]). Para v >> 1 Definimos entonces

1-g 1 11
qy 1 |t|q7 te T |
v
|t| — —q, caso contrario.
g
En base a esta funcién, consideremos la funcién
Ton: L*(Q)

— R
w = [ ol s 1)

A partir de (2.1), formulamos un nuevo problema de control éptimo asociado a (Q’), el
cual viene dado por:

. 1 9 a 5
it 5”53/\7) — Yl z2) + EHB/\UHLQ(Q) + BTq4(Bav) .
sujeto a: (Q”)
Yo < v(x) < Wi, re K cc.

Por otro lado, definimos el conjunto de controles admisibles para (Q”):
Vaa :={v € L*(Q) 1y, <v(x) <y, ctpr € K CC N}
Con este conjunto, el problema (Q”) se puede escribir como

, 1 a
B 3lISBw - vallzzi0) + F1Br0ll720) + BYqq (Brv)

sujeto a:
v(x) € Vg
Introducimos las funciones F'y G como siguen:
F: *(Q —R
v lI8Ba — yullbaey + S IBxeliam + Bl Bavlley + T (v),

G: L*(Q) — R
v — B (KJWHB)\UHLl(Q) — Tp7,y(B)\U)) ,
donde Iy, ,(v) denota la funcién indicadora sobre V,4, la cual ha sido definida en la Seccién
1.2. Con esto, claramente (Q”) se puede reescribir como
in F(v) —G(v). 2.2

min F(0) =G 22)
Claramente las funciones F' y G son convexas, por lo que la férmula (2.2) es una diferencia
de funciones convexas. Esta reestructuracion del problema nos permite aplicar la teoria
de optimizacién DC para la formulacién del sistema de optimalidad asociado a (Q) (ver

[26]).

El siguiente resultado nos permitird demostrar que la funcién Y, ,(B)) es Gateaux dife-
renciable. Su demostracién puede ser encontrada en el Lema 4 de [20].
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Teorema 2.1. La funcién
t > Kylt] = heny (1)

es Gateaux diferenciable, con derivada

C]— 1 a1 . . 1
Ry —( |t| + T Slgn(t)u S1 |t| > o

0, caso contrario.

J(t) =

En base a este resultado, tenemos lo siguiente.
Lema 2.2. La funcién

v G(v) = B (K | Bav]l i) — Ton(Bav))
para todo v € L?*(f2), es Gateaux diferenciable.

Demostracion. Si definimos
H: L2(Q) — R
v B (R llvllLi@) — Ton(v))

el Lema 6 de [20] garantiza que H es Gateaux diferenciable, a partir de la Gateaux
diferenciabilidad de la funcion definida en el teorema 2.1. Por otro lado, B) es un operador
lineal invertible, por lo cual garantizamos que es Gateaux diferenciable. Esto implica
finalmente que la composicién G o B) sea Gateaux diferenciable. Por tanto, la derivada
de G, G'(v;-), estard dada por un representante (Sw,-) con w € L?(2). ]

2.2. Condiciones necesarias de primer orden

La teoria de programacién de diferencia de funciones convexas nos permite verificar que
si U es una solucién para (2.2), debe cumplir con

0G(v) C OF(v), (2.3)
ver [20]. Esta dltima identidad nos permite obtener una caracterizacién para las soluciones

del problema (2.2).

Definimos la funcion
f: L*(Q) — R
1 «
v §||SBAU - ?Jd”%z(sz) + §||BAU||2L2(Q)-
El siguiente resultado permitira caracterizar a la derivada de f en términos del estado
adjunto de la E.D.P., asi como del operador Bj.
Teorema 2.3. La funcién f es Fréchet diferenciable, con derivada
V£(0) = Bi(¢ + aByD),
donde Bj es el operador adjunto de By, y ¢ es la solucién de la ecuacién

NGO+ =T —yq, €N
dz¢(x) = 0, zerl,
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Demostracion. La diferenciabilidad de Fréchet de f se obtiene gracias a que los términos
que la componen son normas en L*(€)) compuestas con el operador By que es lineal y
continuo. Por otro lado, gracias al teorema de representacién de Riesz podemos identificar
la derivada de f con una funcién en L?*(f2). Notemos a este representante como V f(v).
Més aun, dado que si B\(v) =u y Su = 7, segun las definiciones de los operadores B) y
S y sus respectivos adjuntos, se tiene que para todo ¢ € L?(2) se cumple que

Vf@)e=

(SBAU — Y4, SBrp) 12 + a(BAU, BA@) 12(0)

= (SBap, SBA\V — ya)12(0) + a(BrT, BA@) 120

= (Bap, S*(SBAU = ya)) 12(0) + a(Bap, BAV) 12(0)
= (Bxp, S*(J — ya))r2(2) + a(Baw, BAV) 12(q)

= (Bx@, S (T — va)) r2() + a(Bxp, BAU) 12(0)

Sea H = {y € H'(Q) : 97y = 0 casi todo = € I'}. Si consideremos el operador

E: H— H(Q)

2.
y — —Ay+y, (25)

tenemos que la E.D.P. que rige el problema de control éptimo (P) se puede escribir como
By = u,

y dado que E es claramente auto adjunto, al considerar ¢, solucién de la ecuacién adjunta

{—Aa—i—a:@—yd, x € () (26)

aﬁa(x) = Oa LS F:
se debe tener que ¢ = S*(y — y4). Por tanto, concluimos que

V()¢ = (¢ + aB\v, Bxp) 120
= (By(0 + aByv), ¢)12(q)-

Dado que la iltima igualdad se cumple para todo ¢ € L2(2), se puede concluir que
V(@) = B}(¢ + aB,v). O

Considerando que F' es una funcién convexa, es claro que F' se puede escribir como

F(v) = f(v) + By Bxvll 1) + W,aw),

por lo que, tomando en cuenta que f es Fréchet diferenciable, su subdiferencial esta dado
por:

F(v) = {Vf(v)} + Br0([ Bavll 1) + Nv,y (), (2.7)

donde Ny, , es el cono normal de V4 en v (ver (1.1)). Por otro lado, dado que B, es un
operador lineal y continuo, la teorfa del calculo subdiferencial nos dice que

O Bx-ll (@) (v) = BXO([I-[| (2 ) (Bav)-
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La caracterizacién del subdiferencial de la noma L'(f2) estd dada por los elementos ¢ €
(||l 1)) (Bav) tales que

1, casi todo x € Q tal que Byv(z) > 0,
((x) =< —1, casi todo = € Q tal que Byv(z) <0 (2.8)
e [—1,1], casitodo z € Q tal que Byv(x) =0,

por lo que cualquier elemento del conjunto O(||-||z1(q))(Bav) puede ser representado como
B3(. En conjunto con (2.7), tendremos que:

OF (v) = {Vf(v) + Bry BXC : € € O([-[| 1)) (Brv)
y gracias al Teorema 2.3 obtenemos
OF (v) = {Bi(¢ + aB\v) + Br,Bi( + 0, 0 € Ny, ) }- (2.9)

Por otro lado, el Lema 2.2 nos dice que la funcién G(v) es Gateaux diferenciable, cuya
derivada direccional G'(v;h) puede representarse por medio de G'(v;h) = (Bw, h)r2(q),

para algin w € L*(Q) que depende de v. Definiendo G(v) = G(B,w), tenemos gracias a
la linealidad de B, que

G (vsh) = lim +(G(v + th) = G(v))

10

= Ifm %(G(BA(U +th)) — G(Byw)

= Ifm %(G(Bw +tByh) — G(Byw)
= G'(Byv; B\h).
Asi, dado que G’'(u;h) = (Bw, h), tendremos que
G'(v; h) = G'(Byv; Byh) = (Bw(Byw), Bah) 120y = (BBw, h) 12(), (2.10)
por lo que de acuerdo con la teoria del cdlculo de subdiferenciales (ver [29]) se tiene que:
0G(v) = {pBw}. (2.11)

Por la inclusién (2.3), y gracias a (2.9) y (2.11), tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.4. Si T es una solucién de (2.2), entonces existen w € L*(Q), ¢ € H(Q),
¢ € L*(Q)y 0 e Ny, tales que

BBw = Bi(¢ + aB\v) + Br, B¢ + 0. (2.12)
De la expresion (2.12) tenemos que
0 = BBsw — Bi(¢ + aB\v) — Bk, Bi(,

y de la caracterizacién dada en (1.1) tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 2.5. Si ¥ es una solucién de (2.2), entonces existen w € L%*(Q), ¢ € H(Q),
¢ € L*(Q) y 0 € Ny, tales que

(Bi(¢ + aByD) + Bk, B3( — BBW, v — V) 12y 12(0) > 0, para todo v € Vg, (2.13)
o que es equivalente a decir que
(B}(¢ + aB\v + Br,( — W), v — U)r2)=,22@) = 0, para todo v € Vgq. (2.14)
Formulamos entonces el sistema de optimalidad asociado a nuestro problema (Q7).

Teorema 2.6. Sea T una solucion para (Q”). Entonces ewisten j € H'(Q), w € L*(Q),
¢ € HY(Q), ¢ € L=(Q) que satisfacen las siguientes condiciones:

—Ay+7y = By,
dry =0,
~Ap+ ¢ =T — ya,
Do = 0,
(B5(¢ + aB\v + (k¢ —W)),v — V) 20y, 2() = 0 para todo v € Vg, (2.15)
1, casi todo x € Q) tal que Byv(x) > 0,
((z) =< —1, casi todo x € Q) tal que Byv(z) < 0
p € [—1,1], casitodo x € Q tal que Byv(z) = 0,
w — j(B\v) = 0.

Utilizando el teorema de representacion de Riesz para transformar el producto en dualidad
del sistema de optimalidad de arriba en un producto interno en L?*(€2), tendremos que el
sistema de optimalidad de arriba es equivalente a

—Ay+7y = By,
Iy =0,
—ANé+ 06 =7~ ya,
979 =0,
(B3(¢ + aBy\v + B(k,¢ — w)),v —V)12(q) > 0, para todo v € Vg, (2.16)
1, casi todo = € Q tal que Byv(z) > 0,
((z) =< —1, casi todo x € Q tal que Byv(x) <0
p € [—1,1], casitodo z € Q tal que Byv(x) =0,
w — j(B\v) =0,

donde hemos usado la misma notacién del operador B;(¢ + aByv + (k,( — w)) para
nombrar a su representante en L?().

El siguiente resultado nos permitira introducir multiplicadores de Lagrange a nuestro
sistema de optimalidad:
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Teorema 2.7. Sea X un espacio de Hilbert, y Y C X un conjunto no vacio, cerrado
y convexo. Entonces, para todo x € X y todo ¢ > 0, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

L yeYy, (v,v—y)x 20.
2. y="Py — cx).

Demostracion. Supongamos que se cumple 1. Denotemos y = y — cx. Entonces, para
cualquier v € Y tenemos que

v =95 = 17 —ullx = (vv)x =2, 9)x + 0. D) x — @, 0)x + 20, 9)x — (y.y)x

)x =2, 9)x +2(U,9)x — (¥, Y)x

vv)x =2 y) + (1, ¥)x — 2(y,¥)x +2(9,y)x +2(v,y)x
—2(v,7)

=v-—y,v—y)x +2((v,y) — (. ¥)x — @ ¥)x + (¥:¥)x)

= v —ylx +2((v —y,9) — (v — 4, 9)x)

= v —ylx +2(v — v,y — ¥)x

= lv —yllx +2(v —y,cx)x

= |lv = ylx + 2¢(z,v —y)x >0,

(v,v

debido a que ¢ > 0, y gracias a la hipotesis que 1. se cumple. Esto prueba entonces que
para cualquier v € Y,

v =ylx = lly = llx,

y por tanto, de acuerdo a la definicién del operador proyeccién, que y = P(y).

Supongamos ahora que se cumple 2., es decir, que y = P(y). Dado que Y es convexo y
y € Y, tenemos que para todo A € [0,1], todo v € Y, \v 4+ (1 — \)y € Y. Por tanto,

17—yl <lly—Av = (1 =Nyl
lo que equivale a decir que
17— v — (1= Nyl = |7 - ylI* > 0,

pero de la primer parte de la demostracion, acomodando términos a conveniencia, se tiene
que

7= A = (= Nyl = [ = w2 = A+ (= Ny =l + 200 + (0= Ny = .y —
=Ny —ylk +2Av — v,y — P)x
= N|v—yl% +2Ac(v —y,2)x.

Como || — Av — (1 = Ny||*> — |[g — y||*> > 0, debe tenerse que
Nl = yll% + 2Xe(v —y,2)x > 0,

pero esto puede darse solo si (v —y,z) > 0. ]
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Gracias al Teorema 2.7, tenemos la siguiente reformulacion de la desigualdad que aparece
en el sistema de optimalidad (2.16).

Teorema 2.8. Existen ¢ € L%(Q2),¢ € L>(Q),w € L*(Q) tales que casi todo z €

() = Py ) (0(2) — (), (2.17)

donde

p(x) = BX(¢(x) + aByo(z) + Bk, ((2) — w())).

El siguiente teorema prueba la existencia de multiplicadores de Lagrange en L?(Q) aso-
ciados a la restriccion de desigualdad (B}(¢ 4+ aB)\0 + (K, — w)),v — D) 12(q) > 0 para
todo v € V,4 presentada en el sistema (2.16).

Teorema 2.9. Existen dos funciones fiq, ttp : L?(Q) — R tales que
1. pa(x), () > 0 para todo x € .

2. Para casi todo = € () se tiene que
Bi(¢ + aB\v + (k¢ — w)) + pp — pta = 0.

3. pa(x)(0(x) — ya) = 0, casi todo x € Q.
4. pp(z)(0(x) —yp) = 0, casi todo = € Q.

Demostracion. Definamos
fta = [B3(¢ + aByT + Br¢ — w)]y,

o = [Bx(¢+ aByv 4 frl —w)l-, v,
= fa — -
Por las definiciones de la parte positiva y negativa de una funcion, es claro que g, tp > 0
para todo z € (2. Por otro lado, sabemos que By es un operador que va de L*(Q) en
si mismo. También, dado que ¢ es una funcién que satisface la ecuacién (2.4), la cual
claramente es una ecuacion en derivadas parciales elipticas con condicién de Neumann
homogénea, sabemos por lo discutido en la Seccién 1 que ¢ € H'(Q). Ademds, de la
definicién de la caracterizaciéon (2.8) de (, tenemos que ( € L*™(2), y por tanto ¢ €
L*(Q). Finalmente, el Lema 6 de [20] nos permite concluir que w € L*(Q2). Esto nos dice

finalmente que B
B(¢ + aB\v + Bk, —w) € L*(Q),

y por tanto p,, uy € L*(9).
Dadas las definiciones de la parte positiva y negativa, es claro que
MHa — b = Bf\(a + CVB)\@—F @‘%C - m):

por lo que

Bi(¢ + aB\v + 8,0 — W) + py — pa = 0. (2.18)
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Por otro lado, dada la forma del conjunto V,,4, se puede ver que, de acuerdo con el Teorema
2.7, que

0(2) = Py, (V(2) — cp(z)).
Ahora, tenemos que si p(z) < 0, claramente u,(z) = 0, por lo que la identidad

pa(@)(0(7) = ya) =0,

es cierta. Si ahora p(z) > 0, tendremos que pu(x) = pq(x). Por otro lado, dado que
¢ es positiva, la unica forma de satisfacer la ecuacién es que T(x) — cpu(r) < y,, caso
contrario, dado que ¢, u(x) > 0, claramente v(z) — cu(x) < v(z). Si suponemos que
Yo < 0(x) — cp(z) < yp, la férmula de proyeccién nos dice que

Pryan) (0(z) — cp(z)) = 0(x) — cp(x),
pero de la optimalidad de v, se tendria que
U = Plyo) (0(x) — cp(x)) = 0(x) — cp(),

lo cual es absurdo. Entonces debe tenerse que Py, ,,1(0(x) — cp(x)) = ya, y por la opti-
malidad de T se cumple claramente que para todo v € [ya, ys),

ta(z)(v —(2)) >0, casi todo = € Q.
Tomando, en particular v = y,, se tiene que p,(z)(r —v(x)) = 0.

Para demostrar la cuarta propiedad de este teorema, seguimos un razonamiento similar a
la propiedad tres. Asi, suponiendo que u(x) > 0, claramente p,(z) = 0, por lo que

p(x) V() = ) = 0.

Si en cambio p(z) < 0, tendremos que pp, = pu(x). Dado que ¢ es positiva, la tnica forma
de satisfacer la ecuacién es que v(x) — cu(z) > yp, puesto que si no, dado que ¢ > 0y
p(x) < 0, claramente v(z) — cu(x) > v(x). Si suponemos que y, < v(x) — cu(z) < u,
tendremos que

Pryan)(0(x) — cp(x)) = v(x) — cp(x),
pero de la optimalidad de v se sigue que
U = Pl (0(z) — cu(x)) = () — cu(z),

lo cual es absurdo. Por tanto, Py, ., (0(z) — cu(x)) = v, y nuevamente gracias a la
optimalidad de ¥ se sigue que para todo v € [y, yp),

wy(z)(v —v(z)) <0, casi todo = € Q.
Tomando en particular v = y,, se tiene que (v — yp) = 0. O]

Gracias al Teorema 2.9, podemos reformular el sistema de optimalidad como un sistema
KKT, es decir, existen § € H'(Q), w € L*(Q), ¢ € HY(Q), ¢ € L®(Q), pta, 1y € L*(Q)
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que satisfacen las siguientes condiciones:

—Ay + 7y = Byv, en )

Ory = 0, sobre I’
—Ap+¢=7—ys, en
O =0, sobre I"
Bj(¢ + aB\v + (k¢ —W)) + ity — pta = 0,
pas 11y 2 0 (2.19)
1a(V = ya) =0,
16(0 — ) = 0,
1, casi todo x € Q tal que Byv(x) > 0,
C(z) = ¢ —1, casi todo z € Q tal que Byv(z) < 0,
e [—1,1], casitodo z € Q tal que Byv(z) =0,
w — j(B\v) = 0.

A partir de la ecuacién (2.18), y dado que B, es biyectivo y autoadjunto, se tiene que
B} = B,. En efecto, para todo v, p € L*(Q),

M+ R)_l]*v,gp)Lz(Q)
N+ R)*]_lv, QO)L2(Q)
M* + R, ©)r2(Q)
M + R) ™', ©)r2(Q)

(Bv, ¥)r2) =

—

(
(
=
(
(

donde R* = R por la definicién de R. Por tanto, B} es invertible, y gracias a (2.18)
tenemos que

&+ aB\T + Bry¢ — W + By (p — pia) = 0. (2.20)
Como B, ™" = Al + R, podemos escribir
By (pp = pa) = (M + R)(y = pa) = My — pa) + Bty — Riptg.-
Reemplazando esta tltima igualdad en (2.20) nos queda
&+ aBy\U + B(ky¢ — W) + Nty — pa) + Rty — Ryptg = 0. (2.21)

Gracias a la linealidad del operador solucién R, podemos reformular la ecuacion del estado
adjunto, colocando en el lado derecho de dicha ecuacion el término py, — .. En conjunto
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con la ecuacion (2.21), el sistema (2.19) se puede reescribir en términos de @ como:

—AY+7 =1, en €,
Ory = 0, sobre I,
~AG+ =Y —Ya+p— o, €0,
s = 0, sobre T,
¢+ at + B(ryC = W) + My — pta) = 0,
Pas o = 0,
pa(By'T = ya) = up(By T —yp) =0,
1, casi todo x € Q tal que Byv(x)
((z) =< —1, casi todo x € Q tal que Byv(x)

e [—1,1], casitodo z € Q tal que Byv(z) =0,

Yo S AXu+7y <y, casitodo €.

(2.22)

Aqui, hemos reemplazado el término T que aparece en (2.19) mediante la identidad @ =
B)v. El siguiente teorema nos permite obtener un sistema de optimalidad en términos de

las variables originales 7/, uw del problema de control 6ptimo original.

Teorema 2.10. Sea @ € L*(). Existen 7, ¢ € H'(Q), pa, s, @ € L*(Q), ¢ € L=(Q)

tales que satisfacen el siguiente sistema KKT:

—-Ay+7 =1, en €,
Ozy = 0, sobre T,
—AQ+ =Y —Ya+t i — e, €0,
Oz = 0, sobre T,
¢+ o+ B(ky¢ — W) + Mps — fta) = 0,
Ha, ty = 0,
a(N+T — Ya) = pp(BAU+ 7T — ) = 0,
1

w—j(Au+y)=0.
Yo < MNu(z) +7(z) < yp, casitodox €

: casi todo x € Q tal que Byv(x)
((z) =< -1, casi todo x € Q tal que Byv(x)
e [—1,1], casitodo z € 2 tal que Byv(z)

(2.23)

> 0,
<0,
=0,

Demostracién. Dado que By ' = (M + R)u = A\u+ Ru = Mi+7, la ecuacién p,(B) 'u —
Ya) = 0 del sistema (2.22) se reescribe como fi, (Au+y—y,) = 0. De igual forma, la ecuacién
(B — ) = 0 del mismo sistema (2.22) puede reescribirse como ju,(\a +y — ) = 0.
La existencia de 7, ¢, C, W, fta, ity ha sido demostrada en los teoremas anteriores. O]



Capitulo 3

Resoluciéon numérica del problema

En este capitulo haremos una exposicion de los resultados obtenidos luego de la formula-
cién del algoritmo semi suave de Newton, obtenido en el capitulo 2. Nuestro objetivo ha
sido analizar lo que sucede con tres aspectos del problema introducido: la forma cualitativa
y cuantitativa del control éptimo bajo los parametros «, 8 y p del problema, el compor-
tamiento de la solucién del problema regularizado a medida que variamos los valores de
v v A; y finalmente, cuestiones propias del algoritmo, como la velocidad de convergencia
del mismo.

3.1. Algoritmo semi suave de Newton
Los siguientes resultados permitiran reescribir las condiciones de complementariedad de
(2.23) en términos de una funcién semi suave de Newton.

Teorema 3.1. Sean v la funcién definida en (2.16), 4, 1y € L*(Q2) los multiplicadores de
Lagrange asociados al sistema de optimalidad (2.23), u = g — ptp y ¢1 > 0. Definamos la
funcion
Cy: L*(Q) x L*(Q) — L*(Q)
(v,p) = p—mdx(0, 1 (v =) + 1) = min(0, 2(v = ya) + p1)

Si v, u satisfacen
Cl (@7 /’L) = 07

entonces satisface también las ecuaciones

1a(V = Ya) = (v — yp) = 0.
Demostracion. Consideramos la ecuacién Cy (v, u) = 0. Tenemos los siguientes casos:

1. Sic1(T—yp) + p > 0, se tiene que ¢1(T — y,) + p > 0. En efecto, suponiendo que
c1(U —yp) + p > 0, tendremos que

1
a@=yp) +p>0=T =g+ — >0,
1
1
:>U‘|'_,U>yb>yaa
C1
1
= TV+ —p—1y, >0,
C1
= c1(T—ya) +p >0,

29
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por tanto max(0, ¢, (v —yp) + 1) = c1(0 — yp) + 0y min(0, ¢; (0 — y,) + p) = 0. Asi,
la ecuacién C4 (7, ) = 0 implica que

p—c1(—yp) —p =0,
y puesto que ¢; # 0, la unica posibilidad para que ocurra la ecuacion de arriba es
que U = Yp.
2. Sic1(T—y,) + 1 < 0, se tiene que ¢1(v — yp) + 1 < 0. En efecto, suponiendo que
c1(T — ya) + p < 0, se tiene que
_ _ 1
@ —ya) +p<0=>7—y,+— <0,
1

1
:>5+_H<?/a>yb7

&1

1
=0+ —p—1y <0,

(&1
=c(T—wy) +p <0,

por tanto max(0,c; (T —yp) + 1) =0y min(0, ¢ (T —ya) + 1) = c1(T—y,) + p). Asi,
la ecuacién C (7, ) = 0 implica que

p—c1(0—ya) —p=0,

y puesto que ¢; # 0, la Unica posibilidad para que se cumpla la ecuacién de arriba
es que U = Y.

3. Sici(T—wyp)+p <0,0bien ¢;(0—y,)+p > 0y la ecuacion Cy (v, u) = 0 implicaria
que g = 0, o bien ¢;(v — y,) + p < 0, lo cual nos remite al andlisis del caso 2. Si
pw=0,c0—1y) <0y c(U—y,) >0,loque implica que y, < T < 1, proposicién
que es verdadera dado que v € V4.

4. Sic(V—yq)+p > 0,0 bien ¢;(T—yp) +p < 0y la ecuacion Cy (v, ) = 0 implicaria
que p = 0, o bien ¢;1(T — yp) + ¢ > 0, en cuyo caso nos remitimos al apartado 1
de este andlisis. Si p =0, c1(V—1w) <0y 1(v — y,) > 0, por tanto y, < T < 1,
proposiciéon que es verdadera dado que v € V4.

Vemos claramente que la ecuacién Ci(v, ) = 0 retne en si todas las condiciones de
complementariedad asociadas a los multiplicadores p,, tp, demostrando asi el resultado.
O

El teorema que se presenta a continuacion nos permite reescribir la definicién de ¢ del
sistema (2.23) mediante una funcién semi suave de Newton.

Teorema 3.2. Sean ¢ € L>(2) definida en (2.8), ¢ > 0 y consideramos la funcién

Cy: L*(Q) x L>(Q) — L*(Q)
(u, () — u — max (0, u + c2k,6(¢ — 1)) — min(0, u + c2k,5(C + 1)).

Entonces si u, ¢ satisfacen la ecuacién Cy(u, () = 0, satisfacen también la condicién (2.8).
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Demostracion. Considerando la ecuacion Co(u,() = 0, podemos analizar los siguientes
casos:

1. Siw > 0, claramente u + cor,5(¢ + 1) > 0, pues ( +1 > 0 y ademads ¢y, K, 8 > 0,
por lo cual min(0,u + c2k,6(¢ + 1)) = 0. De la ecuacién Cy(u, () = 0 nos queda

u =max(0,u + c2k,6(¢ — 1)),

y como c2k,3(¢ — 1) < 0, la tnica posibilidad para que se cumpla la igualdad de
arriba es que ¢ = 1.

2. Siu < 0, claramente u + c2k,6(¢ — 1) < 0, pues ( —1 < 0y ademds ¢y, k-, 8 > 0.
Luego, Cs(u, ) = 0 implica que

u =min(0,u + car, (¢ + 1)),

y como czk,3(¢ + 1) > 0, la tnica posibilidad para que se cumpla la igualdad de
arriba es que ( = —1.
u=1u+ cK,8(C+1),

lo cual se cumple tinicamente si ( = —1.
3. Siu =0, la ecuacién Cy(u, ) = 0 implica que
max (0, c2k,6(¢ — 1)) + min(0, c2k,8(¢ + 1)) = 0.
Si ¢ > 1, entonces min(0, cok,6(¢ 4+ 1)) = 0 y la ecuacién de arriba nos queda
max(0, cok,B(¢ — 1)) =0,

lo cual implica que cak,5(¢ — 1) < 0 y por tanto que ¢ < 1, lo cual supone una
contradiccion a nuestra suposicion de que ¢ > 1.

Si ¢ < —1, entonces max(0, cox,5(¢ — 1)) = 0 y por tanto la ecuacion Cy(u,() =0
implica que

min(0, co5,B(¢ + 1)) =0,
lo cual se cumple si cok,5(¢ + 1) > 0y por lo tanto que ¢ > —1, lo que contradice
nuestra suposicion de que ¢ < —1.

En cada caso, hemos visto que la ecuacién Csy(u, () = 0 implica que si u(xz) > 0 se debe
tener que ((x) = 1,siu(z) <0, {(z) = —1 ysiu(x) = 0, se debe tener que —1 < ((z) < 1,
probando que ¢ cumple con (2.8). O]

Consideremos el hecho de que v = By 'u = (M + R)u = Au + Ru. Dada la definicién de
R tenemos que y = Ru, por lo que podremos reemplazar v por Au + y en la definicién de
C} quedando entonces

Cr(Au+y, p) = p— max(0, e (Au+y — yp) + p) + min(0, ex(Au +y — ya) + p).

La funcién de arriba claramente depende de u, y y i, por lo que podemos definir

Cr: L2(Q) x HY(Q) x L(Q) — L2(Q)
(u,y, 1) — Cr(Au+y, 1),
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Como el teorema 3.1 nos dice que C(v, 1) = 0 implica las condiciones de complementa-
riedad (T — ya) = (v — y) = 0, claramente la ecuaciéon C(u,y, n) = 0 satisfacerd las
condiciones de complementariedad

fa(Au+y — ya) = w(Au+y —y) = 0.

del sistema (2.23), por lo cual, gracias a esto y al teorema 3.2 concluimos el siguiente
resultado.

Teorema 3.3. Si (7,7, ¢, 1, (, W) € H'(Q) x L*(Q) x H'(Q) x L*(Q) x L>=(Q) x L*(Q),
son las funciones asociadas al sistema de optimalidad (2.23), se tiene que

Ey—u=0, (3.1a)
E¢—G+ya+pu=0, (3.1b)
&+ ot + Bk, —w) + A = 0, (3.1c)
Ci(u,y, 11) =0, (3.1d)
Cy(u, () =0, (3.1e)
w — j(u) =0, (3.1f)

donde E denota al operador diferencial definido en (2.5).

Una vez que hemos obtenido el sistema de optimalidad (3.1), buscamos una forma de re-
solverlo. Como hemos mencionado en la introduccién de esta tesis, el método que nosotros
usaremos es el método semi suave de Newton, aplicado a espacios infinito dimensionales.

Teorema 3.4. Sea F : H'(Q) x L*(2) x L*(Q) x L*(2) x L>®(2) x L*(Q) — R una funcién
de variables ¥, u, ¢, i1, ¢, w definida por los lados izquierdos de las ecuaciones presentadas
en (3.1). Entonces F' es semisuave.

Demostracion. Para cada u € L*(Q) definamos Tu = S*(S(u) — ya4). Entonces sabemos
que ¥ = S, ¢ = Tu y ademas w = j(u). De la ecuacién (3.1).c tenemos que

kB¢ = Bw — A\ — ¢ — o,
y usando las definiciones de 7, S, T tenemos que
Ky ¢ = Bi(u) — A — Tu — oa.
Definamos ahora las funciones

Fi(u,p) = p—max(0, ¢y (Au + Su — yp) + 1) — min(0, ¢y (Au + Su — y,) + p),

Fy(u, p) =u — max(0,u + c2(Bj(u) — Ap — Tu — au — Kk, 3))
—min(0,u + c2(B7(u) — Ap — Tu — au + K, 3)).

Sic = % tendremos que

1 1 1 1
Fi(u,p) = p — méx (O,u—i—XSu—Xyb%—u) — min (O,U—i—XSu—Xya—l—,u),
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mientras que si ¢y = é, tenemos que

Fy(u, p) =u — g {méx (O,j(u) - %/L — %Tu — KW)

— min (O,j(u)—%u—%TU—i—m)].

Definiendo _
F: I2(Q) x [2(Q) — R?
(ua :U’) — (Fl (u7 :u)v (FQ(ua :u))

tendremos que F(¥,, ¢, 1, (,w) = 0 es equivalente a

F(u, 1) = (0,0),

por lo que verificaremos que F' es semi suave. Ahora, gracias al teorema 1.6 bastard probar
que F} y F, son semi suaves para concluir con la demostracién del teorema. Si definimos

1
M(u,u):u—l—xSu—l—u%—c,

con ¢ una constante que puede ser —%ya 0 —%yb y dado que S es un operador lineal y
continuo, claramente M es Fréchet diferenciable para cualquier (u, ) € L*(2)? puesto
que M puede ser visto como una suma de dos funciones las cuales solo dependen o bien de
u o bien de u que son Fréchet diferenciables en sus respectivas variables. Finalmente, las
funciones méx(0, -) y min(0, -) son semisuaves (ver [10] o [16]) , por lo que la composicién
de las funciones max(0,-) y min(0,-) con M resulta en una funcién semisuave segin el
Teorema 1.7.

Para analizar la semi suavidad de F5, notemos que al definir

1 A
N(u,p) = j(u) — zTu— Zp+c
s g
donde ¢’ puede ser o bien k, o bien —k,, tenemos que N se puede ver como la suma de
dos funciones

1
ur j(u) — =Tu,

p

la cual es semi suave de acuerdo a un resultado presentado en [21], y la funcién

> A +c
H —LoHTC,
s
la cual claramente es Fréchet diferenciable. Por tanto la composicién de las funciones
max(0,-) y min(0,-) con N resultan en funciones semi suaves segin el Teorema 1.7. [

El teorema anterior justifica la aplicaciéon un algoritmo de Newton semi suave para la
resolucién numérica del problema F(p) = 0, siendo p = (7, ¢, %, 1, {, W), y F la funcién
del teorema 3.4. Segun [31] o [16], el algoritmo semi suave de Newton genera una sucesién
de elementos {pi}ren tales que convergen a una solucién del problema F(p) = 0. La
sucesion {py ren satisface la igualdad:

Pri1 = Pr+ 0y,  con  F'(pp)d,, = —F(pi),
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donde F” representa la derivada generalizada de Newton de F'y 6, = (dy, dg, du; 0y, O¢, Ou)-
representa el incremento que sufre v, ¢, u, u, {,w respecto a la anterior iteracién.

Considerando los conjuntos
Ay =A{x:e;(Mu+y—1y)+p > 0}, Ay =A{x: c;(Mu+y—y,)+p < 0}, A= AjUA,,

As={z:u+cr,f(C—1) >0}, Ay ={z:u+cr,f(C+1) <0}, A= A3UA,.

Tomando x4 = X4, + X4s, X4 = X4as + Xa,, donde xx es la funcion indicatriz sobre el
conjunto X, como se ha definido en la seccion 1.2, y siguiendo un proceso similar al hecho
en [21] para la deduccién de F”, se puede ver que

E 0 -1 0 0 0
-1 F 0 I 0 0
R B al A Br~I —B1
F(p) = xXa 0 Axa) aXI —xa) 0 0 (3.2)
000 I—xz 0  —orfBig) O
0 0 5(u) 0 0 -1

donde j' representa a la derivada de la funcién j definida en el Teorema 2.1. De acuerdo
con el Lema 4 de [20], esta funcién es no negativa, convexa y continuamente diferenciable,
cuya derivada para cualquier ¢ € R viene dada por:

_ -1\ 1
(=g (l+5)" " 1>

Jy(t) = .
0, caso contrario,

3.2. Detalles de la implementacién

Realizamos una particién uniforme del cuadrado unitario Q = [0,1]?, dividiendo cada
lado del cuadrado en n puntos internos, lo que implicard contar con n? nodos internos, de
coordenadas (x},x3), cada una de la forma

; [
L —
T, = T

J
n+17 1

iuj € {17 771}.

__J

n+1’
Denotaremos por h = n%l La aproximacion numérica de todas las integrales propuestas
en el trabajo son calculadas a través de diferencias finitas, usandose para su aproximacion

la siguiente regla de punto medio:

b pd
1
/ / u(wy, 5) dag day %A—th u(a, ¢) +u(b, c) + u(a,d) + u(b, d)

n—2 n—2 n—2
+22u(mi,c) —|—2Zu(xi,d) +22u(a,yi) (3.3)
i=1 i=1 i=1

n—2 n—2

ST 5 S

i=1 i=1
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La matriz de evaluaciones de u en cada nodo [(z}, )]

n
4,J)=

35

, ha sido restructurada en un

vector U € R”. La norma L'(Q) de u tiene la forma aproximada

,n2
lull ) & Y elUil,
i=1

donde cada coeficiente ¢; es el correspondiente al que se calcule en (3.3).

La matriz asociada a la ecuacién en derivadas parciales que representa al estado de nuestro
problema de control 6ptimo tiene la estructura de matriz por bloques

A -1,
-1, B -1,
1 -1, B —Ix
B -1,
-1, A o o
n<Xn
donde I, representa la matriz identidad de orden n, y
2 -1 3 -1
-1 3 -1 -1 4 -1
-1 3 -1 -1 4 -1
A - s B et
-1 3 -1 -1 4 -1
-1 2 -1 3

nxn

nxn

Este modelo ha sido encontrado luego de aplicar un esquema de diferencias finitas para
la aproximacién de los operadores diferenciales del laplaciano y la derivada normal de la
funcién. Especificamente, tenemos que si y;; = y(24, x3),

— Yij-1
Y

i g Aij — Yirrj — Yi-1j — Yij .
Ay(levw%)% Y Yirls YLy Yijil Z,]:1,"'77’L.

72
La aplicacion de las condiciones homogéneas de Neumann nos conducen a la obtencion
de las matriz de la parte de arriba.

Dado que la sucesién de elementos que genera el algoritmo semi suave de Newton es tal
que
lim F(pg) =0,

k—00
y como

(ykaakaﬂkaﬁkazmmk) + (51/’ 5¢7 5u> 61“ 6§7 5w)

= <§k+1> ¢k+1 ) ﬂkJrl ) ﬁk+17 Ck+1 ) warl)a

Pkt1 = Pk + 0p, =

se esperaria que a medida que k& — 0o, el incremento J,, sea cada vez menos notorio en
las siguientes iteraciones, dado que obviamente al tener que x; — x* cuando k — o0, se
tenga que dp, = Tx+1 — 2, — 0 cuando k — oo. Tomando la norma del espacio producto,
y llamando a ||0,, | el residuo del algoritmo, se tendra entonces que ||d,,|| — 0 cuando
k — 0, por lo que, dada una tolerancia € > 0, podremos definir nuestro algoritmo semi
suave de Newton:
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1. Fijar una tolerancia ¢ > 0, y escoger una solucién inicial py = (¥, ¢y, o, I, Cy, Wo).
Tomar k£ = 0.

2. Tomar un valor inicial de residuo ||d,, || > €.
3. Mientras que ||0,,| > €

a) Calcular F(xy), F'(pg) y resolver para d,, el sistema
F/(pk)5pk = —F(x)

b) Tomar
Pk+1 = Pk + 5pk

¢) Calcular el residuo ||d,, || y regresar al paso 2

4. Si ||6,, ]| < e, el algoritmo para y entrega como solucién a py.

Ahora, si definimos las funciones

Fy(7, 6,1, 1, ¢, W) = By — 7,
Fy(7, 6,1, 1, ¢, W) = E¢ = J+ya + 1,
Fy(7, 6,7, i, C, W) = ¢ + o + B(k,¢ — w) + A,
Fy(7, 6,1, 71,C, @) = Ci(u, y, )
F5(7, 6.1, 11, , @) = Ca(u, ¢),
Fs(7, 0,7, 71, C, W) = w — j(u),
como F(p) = 0, se tiene que F;(p) = 0 para cada i € {1,---,6}, es claro que el algoritmo

semi suave de Newton genera una sucesién de tuplas {(9y., ¢y, Uk, i, Cp, Wr) Jren tal que
lim Fl<§k7 aka ﬂk? ﬁka Zk? wk) = 07
k—o00

para cada ¢ € {1--- ,6}. Por tanto, es aceptable también contar como criterio de parada

la siguiente condicion: dada una tolerancia e > 0, mientras la cantidad

6
e = ZHE(gkaqskvﬂkaﬁk?glwmk’)HLQ(Q) Z €,

i€l

el algoritmo debe seguir iterando, donde la norma es tomada en el espacio producto.

3.3. Forma cualitativa de la solucion

Consideraremos un problema de control éptimo bidimensional, con © = [0,1]2. Ademas,
tenemos que yy es la funcion definida por

1\° 1\?
yd(ﬂUl,l’z) = <5U1 — 5) + (LEQ - 5) )
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para todo (1, xs) € [0,1]2. Ademds consideramos y, = 0, y, = 0,1.

Como primer experimento numeérico, consideramos el problema de control é6ptimo con los
parametros a = le—3, f = 2e—5 y p = 2. Usando como criterio de parada que el residuo
de la iteracién k y la iteracion k—1, k € N sea menor que cierta tolerancia (que en nuestro
caso ha sido fijada en 9¢ — 7), en nuestro ensayo numérico se obtiene una convergencia
de nuestro algoritmo en 58 iteraciones. Aqui, los parametros de regularizacién toman los
valores v = 2500, A\ = le — 4. Las gréficas que presentamos a continuacién muestran el

comportamiento del algoritmo semi suave de Newton para este caso particular, respecto
al nimero de iteraciones que se realizan.
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Figura 3.1: En el primer grafico de arriba a abajo se puede ver como el residuo decrece en
funcion del nimero de iteraciones, mientras que en el segundo grafico se observa como el
costo de la funcion decrece en funcion del nimero de iteraciones y se estabiliza a partir de
la quinta iteracion aproximadamente. Es posible ver que el costo de la funcién objetivo no
decrece significativamente luego de las primeras iteraciones del algoritmo, pese a que el
residuo no alcanza un valor menor que la tolerancia sino a partir de las ultimas iteraciones

Las graficas del control y estado soluciones para nuestro problema, asi como el multipli-
cador 4 que aparece en el sistema de optimalidad (2.23) son las siguientes:
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0.2
u 0

Figura 3.2: Gréfico del control éptimo (izquierda) y una vista desde arriba del mismo
(derecha). Apreciamos que nuestro control toma varios valores nulos y ademaés las regiones
donde hay saltos.

[IR=] : na

Figura 3.3: Gréfico del estado 6ptimo (izquierda) y una vista desde arriba del mismo
(derecha). Se puede ver que nuestro estado toma el valor de la restriccién y, = 0,1 en
varias partes, y ademéds que el estado encontrado respeta las restricciones 0 < y(z) < 0,1
para todo x € Q.
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Figura 3.4: Grafico del multiplicador p obtenido en el sistema (2.23) (izquierda), y una
vista desde arriba del mismo (derecha). Se aprecia en conjunto con la gréfica del estado
6ptimo que, en las regiones donde el estado no alcanza la igualdad y = 0,1, el multiplicador
toma el valor de cero, lo cual esperabamos de las condiciones de complementariedad del
sistema (2.23).

La siguiente tabla muestra, iteracién por iteracién, asi como el niimero de elementos nulos
presentes en el control 6ptimo, el nimero de restricciones activas presentes en el estado
optimo asi como el residuo del algoritmo y el costo del problema regularizado:

It. | Elem. nulos en u | Restr. activas Residuo Costo

0 0 10000 1 0.344265638446928
1 0 10000 3.83036978882777 0.00668268189225603
2 0 6700 0.839112499727451 0.0066305544684931
3 1528 6560 0.919843813886426 | 0.00665764552239938
4 764 6296 0.683046182845302 | 0.00663299863752665
5 744 5996 0.822826531032546 | 0.00662285624621469
10 1508 4692 0.725433064844341 | 0.00657926450065266
15 1840 3528 0.441002557856864 | 0.00656425797832007
20 1996 2912 0.0493040819422262 | 0.00656068763271004
25 2036 2912 1.72395372964967e-05 | 0.00656063392629559
35 2036 2912 6.81232382173966e-06 | 0.00656063391973602
45 2036 2912 1.12677964327372e-05 | 0.00656063391407774
55 2036 2912 0.00113618953469055 | 0.00656063829076042
56 2044 2912 0.00096848178374818 | 0.006560632870709
57 2044 2912 1.97444610330716e-05 | 0.00656063287122464
58 2044 2912 3.3646513451666e-07 | 0.00656063287117022

Como se puede observar en la anterior tabla de valores, existe una convergencia del costo
optimo, mientras que la cantidad de elementos nulos presentes en el control 6ptimo y el
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nimero de restricciones activas presentes en el estado asociado se estabilizan en un valor
concreto. El siguiente grafico muestra la evolucién de los elementos nulos y las restricciones
activas en funcién de las iteraciones.
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Figura 3.5: Evolucién del niimero de elementos nulos presentes en el control 6ptimo (primer
grafico de arriba a abajo) en funcién del niimero de iteraciones, y evolucién del nimero de
restricciones activas presentes en el estado asociado (segundo grifico de arriba a abajo)

A continuacién presentamos una serie de resultados, manteniendo fijo en cada seccién de
experimentos dos parametros, «, 8 o p, y variando solo uno de ellos. En cada seccién se
indicarda con mayor detalle qué parametros se quedan fijos y qué parametros cambian.

3.3.1. Variacion de «

Para esta seccién consideramos valores fijos de parametros f =2e — 5, p=2, A =1le—4
y v = 2500, mientras que variamos «. Se pudo comprobar experimentalmente que para
a = 0,1, si bien el algoritmo converje, no hay elementos nulos, mientras que si a > le —4,
el algorimo no converge. Para los casos a = 0,01 y a = 0,001 se logra convergencia del
algoritmo, registrandose los siguientes resultados.

« Costo 6ptimo Elem. nulos en u | Restr. activas | Iteraciones
0.01 | 0.00670516383568474 1372 3460 34
0.007 | 0.0066836804697779 1492 3260 36
0.004 | 0.00665304899170793 1640 3040 36
0.001 | 0.00656063287117022 2044 2192 58
5e-4 | 0.00649906804635514 2232 3124 37
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Podemos observar que, a medida que a es més pequeno, la cantidad de elementos nulos
presentes en el control 6ptimo u aumenta al igual que el nimero de elementos del estado
que alcanzan el valor y(x) = 0,1, lo cual se puede explicar debido a que el término de
Tikhonov presente en la funcién de costo pierde influencia, ganando mas representatividad
la penalizacién en cuasi norma regularizada, que hace que el nimero de entradas nulas
presentes en el control 6ptimo aumenten.

3.3.2. Variacion de j

Ahora, variaremos el parametro § considerando o = le —3,p = 2,7 =2500 y A = le — 4.
Experimentalmente se puede observar que para valores de § < 3e — 5, el algoritmo no
converge, mientras que, a medida que [ tiende a cero, la cantidad de elementos nulos
desaparecen. Los resultados de los experimentos numéricos son los siguientes:

15} Costo 6ptimo Elem. nulos en u | Res. activas | Iteraciones
3e-5 | 0.00657658252718495 2688 2980 40
2e-5 | 0.00656063287117022 2044 2912 58
5e-6 | 0.00654387065225956 604 2832 27
le-6 | 0.00654152279967477 152 2824 29
4e-7 | 0.00654119297941687 80 2816 28
5e-8 | 0.006541000651051 8 2816 24
2e-9 | 0.00654097427909516 8 2816 24

Claramente vemos que a medida que 3 desciende, la cantidad de elementos nulos presentes
en el control optimo u desciende, mientras que las restricciones activas del estado no
varian significativamente, por lo que el parametro § tiene una influencia muy grande en
la cantidad de elementos nulos presentes en el control 6ptimo, lo cual se debe a que la
penalidad en cuasi norma presente en la funciéon de costo del problema de control éptimo
pierde su efecto.

3.3.3. Variacion de p

El pardametro p, segin las experimentaciones, no puede variar demasiado sin que el al-
goritmo deje de converger. Hemos notado experimentalmente que, bajo los parametros
a=1le—3,0=2e—5,7=2500 y A =1le —4, el valor de p no puede crecer mucho méas
alld de 2 (aproximadamente valores de p > 2,3 hacen que el algoritmo no converja). Aqui
se muestran algunas variaciones de p.

D Costo éptimo Elem. nulos en u | Res. activas | Iteraciones
1.1 | 0.00654850973311925 204 2832 28

1.3 | 0.0065494483296574 440 2832 38

1.7 | 0.00655216978952694 1220 2864 28
1.95 | 0.00655828132485952 1896 2904 39

2.1 | 0.00656583405775372 2332 2944 37

2.3 | 0.00657618502771438 2748 3004 34

A continuacion presentaremos una serie de graficos del control éptimo de algunas varia-
ciones de p registradas en la tabla anterior.
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Figura 3.6: Grafico del control 6ptimo cuando p = 1,1. Se aprecia que el control se
rompe en el plano z = 0, pero hay muy pocos elementos nulos presentes en esta solucion.
Graficamente podemos notar que, a diferencia del control 6ptimo presentado en la seccion
de forma cualitativa de la solucién, no hay regiones visibles del control contenidas en el
plano z = 0.

Figura 3.7: Grafico del control 6ptimo cuando p = 1,7. Se aprecia que el control se
rompe en el plano z = 0, y que ademas la cantidad de elementos nulos presentes en el
control 6ptimo aumenta considerablemente respecto al caso p = 1,1. En el grafico podemos
observar que surge una regién del control que esta contenida en el plano z = 0, mientras
que la region con valores mas bajos del control cada vez se desplaza horizontalmente hacia
abajo.
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Figura 3.8: Gréfico del control 6ptimo cuando p = 2,3. A diferencia de los anteriores casos,
en el grafico de esta solucion apreciamos que la regién del control 6ptimo contenida en el
plano z = 0 aumenta considerablemente, mientras que hay una region significativamente
mas pequena del control que toma valores menores a —1.

En conclusion a esta serie de experimentos, vemos que el parametro p tiene una influencia
en la esparcidad del control 6ptimo u, siendo més alta a medida que p crece respecto a
valores cercanos a 2.

3.4. Variacion de los parametros de regularizacién

Una vez analizada la solucién de manera cualitativa, nos enfocaremos en la variacion de
los parametros de regularizacién v y A con el propdsito de registrar como varian las so-
luciones éptimas en funcién de dichas variaciones. Intuitivamente tenemos que a medida
que 7 crezca hacia infinito y A decrezca hacia cero, las soluciones para el problema regula-
rizado deberfan converger hacia las soluciones del problema (P), debido a que si 7 tiende
a infinito, la regularizacion YT, tiende a ser T,, mientras que en nuestro control artificial
v = Au+y, claramente tenemos que a medida que A tiende a cero, el control v tiende a y.
Sin embargo, dado que en este trabajo no estudiamos la existencia de soluciones para el
problema (P), como ha sido expuesto al inicio de la seccién 2.1 y no conocemos la regu-
laridad de las soluciones a priori, en esta seccién daremos una serie de experimentaciones
que nos permitirdn ver numéricamente el comportamiento de las soluciones a medida que
variamos nuestros parametros.

Para dichas experimentaciones, dejaremos fijos los parametros del problema «, 5 y p,
y variaremos individualmente v y A. Como el fijar o, y p por separado conduce a
diferentes problemas de control 6ptimo, realizaremos la variacién de los pardmetros v y
A con diferentes ternas («, 3, p) fijas. Como primer experimento tomamos o = le — 3,
B =2e—5 p=2y fijamos v = 2500. Experimentando con diferentes valores de \ se
obtienen los siguientes resultados:
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A Costo optimo Elem. nulos en u | Res. activas | Iteraciones
le-3 | 0.00656384001348802 1780 0 12
le-4 | 0.00656063287117022 2044 2912 58
le-5 | 0.00655987881792726 2044 2952 50
le-6 | 0.00655980238505406 2044 2960 59
le-7 | 0.00655979478263429 2044 2960 54
le-8 | 0.00655979402402702 2044 2960 54

Fijando ahora el valor de A = le — 4, y tomando diferentes valores de v y los mismos
valores de «a, 8 y p, obtenemos lo siguiente:

7y Costo 6ptimo Elem. nulos en u | Res. activas | Iteraciones
1000 | 0.00655398800851507 1444 2872 69
1500 | 0.00655610037386899 1704 2872 34
2000 | 0.00655809812389265 1880 2904 55
2500 | 0.00656063287117022 2044 2912 58
3000 | 0.00656297162764257 2184 2920 38
3500 | 0.00656537439122958 2316 2944 35
4000 | 0.00656728729255839 2412 2952 42
4500 | 0.00656863557205384 2464 2960 31
5000 | 0.00657057834615816 2536 2960 37
5500 | 0.00657161543679267 2568 2968 42

Vemos que en la primer tabla, a medida que A tiende a cero, el costo éptimo converge
hacia un valor concreto, al igual que la cantidad de elementos nulos presentes en el control
optimo y la cantidad de elementos del estado asociado que alcanzan el valor de la restric-
cion. En la otra tabla podemos ver que el costo 6ptimo converge al menos en las primeras
5 cifras hacia un valor concreto, pero el nimero de elementos nulos no convergen a primera
vista hacia un valor, aunque tampoco se observan cambios muy drasticos en este nimero.
La cantdad de elementos del estado asociado en cada experimento si converge hacia un
valor concreto.

Es notorio observar el siguiente fenémeno: cuando fijamos v = 2500 y variamos \, vemos
que la cantidad de elementos nulos presentes en la solucion éptima se estabiliza en 2044,
mientras que si nos fijamos en la tabla de variacién de v vemos que al fijar A = le — 4,
la cantidad de elementos nulos en el control 6ptimo u es el mismo que la cantidad de
elementos nulos presentes en la tabla de variacién de \.

3.5. Tasa de convergencia del algoritmo

Para determinar el orden de convergencia del algoritmo, utilizaremos la siguiente idea
propuesta en [17]. Sinuestro algoritmo de Newton implementado para resolver el problema
F(p) = 0 produce una sucesién de elementos {p, }nen tales que p, — p cuando n — oo
con una tasa de convergencia de orden p, esperariamos que exista una constante K > 0
tal que

[E(zni) || = K[ F(2)]]”.
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Si esta acotacién ocurre, entonces, cuando n — oo se esperaria que
log([|F'(zn41)l) & plog(|[F(zn)]]),
y por ende que
1 F(x,
 og(IF (@) ) 5

log ([ F'(zn)l) -

por lo que podremos estimar el orden de convergencia a través del uso de (3.4). En esta
seccién veremos mediante la implementacién de varios experimentos cual es el orden que
se obtiene para nuestro algoritmo. Recordemos que en nuestro caso, I’ es la funcion de-
pendiente de 7.

Empecemos con el experimento siguiente: tomando o = le—3, 5 = 2e—5, p = 2,y = 2500
y usando la misma funcién y; y los extremos y,,y, que en las anteriores secciones, y

variando A, obtenemos los siguientes resultados:

A

No. iter. N

[EGnl [yl ;
le-3 12 7.64403974350958e-10 | 8.92133551652591e-09 | 1.132566946991170
le-4 58 1.18446262155899¢-08 | 3.15843773119083e-08 | 1.056789465645827
le-5 50 1.6674828320536e-08 | 2.70770307956085e-08 | 1.027821933103589
le-6 59 3.89112236757133e-08 | 6.43560609143975e-08 | 1.030385494476077
le-7 54 2.19343469540646e-08 | 3.47526087096444e-08 | 1.026794793458353
le-8 54 2.19262544545788e-08 | 3.47067531258846e-08 | 1.026737346610116

Vemos que en cada experimento al variar A se tiene un orden de convergencia aproxima-
damente igual a 1,02, siendo méas pequeno dicho valor a medida que A tiende a cero.

Fijemos ahora A en A\ = le — 4 y variemos los valores de v. Obtenemos los siguientes

resultados:
7 [ No. iter. N eI [Flen 0l ,

1000 69 9.10066513233264e-08 | 9.08261323057973e-08 | 0.9998775433978

1500 34 1.97993054468711e-09 | 6.60028604200037¢-09 | 1.063922353560318
2000 55 3.79960671445302e-08 | 8.35276918605143e-08 | 1.048330551170624
2500 58 1.18446262155899¢-08 | 3.15843773119083e-08 | 1.056789465645827
3000 38 6.49324658100649e-08 | 7.65879045391511e-08 | 1.010075872092468
3500 35 2.17863566293343e-08 | 4.32125831961428e-08 | 1.040387001426347
4000 42 7.59966324139648e-09 | 2.50081612194684e-08 | 1.068046958151960
4500 31 5.0267249122304e-08 | 7.38084530961427¢-08 | 1.023390839326775
5000 37 3.17077283351317e-08 | 6.75327520569477e-08 | 1.045791783169720
5500 42 1.61785072718263e-08 | 2.41390152724771e-08 | 1.022814061025794

Nuevamente vemos que a medida que ~ varia, el orden aproximado de convergencia no
cambia, manteniéndose entre 0,9999 y 1,06805, lo cual nos permitiria concluir que en
general nuestro algoritmo tiene un orden de convergencia ligeramente superlineal.
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Conclusiones

1. La falta de convexidad de nuestro problema de control éptimo no permite la aplica-
cién de la teoria del andlisis convexo para la obtencién de un sistema de optimalidad,
debido a la presencia de una cuasi norma en la funcién de costo. Sin embargo, intro-
duciendo una regularizacion tipo Huber de dicha cuasi norma, y una regularizaciéon
de Lavrentiev en las restricciones de estado podemos convertir a la funcién de costo
en una diferencia de dos funciones convexas, y asi utilizar la teoria DC para formular
un sistema de optimalidad basado en las condiciones necesarias de primer orden que
se tiene en dicha teoria.

2. La presencia de restricciones puntuales sobre el estado hace que luego de la deriva-
cién de un sistema de optimalidad para el problema de control éptimo se obtengan
multiplicadores de Lagrange que son medidas regulares de Borel, (ver [6]), lo cual di-
ficulta mucho el tratamiento numérico del problema. Para resolver este problema, se
propone una regularizacién de Lavrentiev del problema, la cual consiste en introdu-
cir un control artificial que depende de un parametro de regularizacién A > 0, para
reformular el problema de control éptimo original en otro, el cual tiene restricciones
de tipo puntual sobre el control artificial y no sobre el estado. Esto permite la obten-
cién de un sistema de optimalidad del problema regularizado cuyos multiplicadores
de Lagrange adquieran més regularidad ([23]).

3. En nuestro trabajo, las restricciones de tipo puntual que se imponen sobre el es-
tado son numeros reales, por lo cual, al momento de usar una regularizacién de
Lavrentiev para el problema original, obtenemos un problema de control artificial
con restricciones de estado puntuales. Por tanto, cuando se formula el sistema de
optimalidad para el problema regularizado, se obtienen dos multiplicadores de La-
grange en L*(2), lo cual ha sido demostrado en el Teorema 2.9. Dicha demostracién
hace uso de la estructura del conjunto admisible para el control artificial, puesto
que para conjuntos admisibles de tipo caja como el que tenemos, se puede usar un
teorema de proyeccion como el demostrado en el Teorema 2.7.

4. Una vez planteado el sistema KKT para el problema regularizado, y gracias a que
el control artificial depende del control y estado originales del problema, podemos
reescribir el sistema de optimalidad del problema regularizado en términos del con-
trol y estado originales. Esto se logra gracias a las condiciones de regularidad del
dominio de nuestro problema, asi como de los teoremas de existencia y unicidad
para las ecuaciones en derivadas parciales elipticas con condiciones de Neumann,
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las cuales permiten la definicion de un operador invertible que relacione el control
artificial con el control y estado originales del problema. Este ltimo sistema fue el
que usamos para la resolucién numeérica del problema.

Para la resolucién numérica del problema regularizado hemos propuesto un algo-
ritmo semi suave de Newton, lo cual nos llevé a definir una funciéon basada en el
sistema de optimalidad del problema regularizado con el control y estado originales
del problema inicial. Hemos verificado en el Teorema 3.4 que dicha funcién es semi
suave y por lo tanto factible de aplicarsela el método mencionado.

En los experimentos numéricos se observa que el algoritmo es muy sensible a las
variaciones de los parametros «, 3 y p, no pudiendo variarlos de manera arbitraria.
En la secciéon 3.1 hemos procedido a experimentar con diferentes valores de o, 5 y
p con los cuales obteniamos la convergencia de nuestro programa implementado en
Matlab, procediendo siempre a variar individualmente cada parametro y fijando los
otros dos.

El control 6ptimo que aparece como solucién en los experimentos donde se logra
la convergencia del algoritmo presenta saltos y rupturas, siendo evidente que una
parte de éste toma valores nulos, en lugar de proseguir continuamente al pasar por
el plano z = 0. Esto se puede explicar gracias a la presencia de la penalizacién no
convexa tipo Huber que presenta nuestro problema, la cual hace que el control en
ciertos lugares del dominio opte por anularse en lugar de tomar otros valores que
podrian elevar mucho el costo del problema, puesto que la regularizaciéon de Huber
de la cuasi norma Y, hace que el costo de T, se eleve en valores cercanos a cero
mientras que en otros valores no crece tan significativamente, haciendo que el control
se rompa en cierto sector del plano z = 0.

Respecto al orden de convergencia de nuestro algoritmo, los experimentos revelan
que dicho valor se encuentra ligeramente sobre 1, lo cual prueba que el algoritmo
es al menos linealmente convergente, con un orden un poco mejor de convergencia,
ya que en cada caso de experimentacién se obtiene un orden siempre mayor que 1,
aunque no significativamente mayor. Esto nos induce a analizar la posibilidad de
introducir técnicas de globalizacion con el fin de mejorar la convergencia de nuestro
algoritmo.

Nuestro trabajo deja abiertas varias preguntas que pueden ser respondidas con una
investigacion mas a fondo, como la existencia de soluciones para el problema de con-
trol 6ptimo original y regularizado, que en nuestro caso hemos supuesto que existen
a priori. Se ve a través de las experimentaciones numéricas que hemos incorporado
que la eleccién de los espacios funcionales para tratar el problema de existencia de
soluciones es importante, teniendo en cuenta la estructura del control éptimo que
hemos obtenido a través de experimentaciones numéricas. También queda abierta
la pregunta de si el método semi suave de Newton es el mejor algoritmo de resolu-
ciéon numérica para nuestro problema debido a la sensibilidad experimentada en los
cambios de los parametros del problema «, 3 y p, asi como también queda abierta
la cuestién de si es posible mejorar la convergencia de nuestro algoritmo con alguna
técnica de globalizacién numérica para lograr que la sensibilidad mencionada no sea
tan fuerte como en nuestro caso.
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