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Resumen

Las colas o líneas de espera forman parte de la vida cotidiana, pues a todos ha

tocado esperar en algún momento en una fila de supermercado para pagar abas-

tos o en una estación de buses para dirigirse a las labores; sin embargo, cuando

estas filas son demasiado largas aparte de generar malestar en las personas tienen

repercusiones económicas que afectan directamente a la empresa o entidad que es-

té brindando el servicio. Los dos problemas económicos principales que se pueden

observar en una línea de espera son:

i) Cuando hay demasiados servidores para brindar un servicio, aunque la cola

será corta, se tendrían gastos innecesarios y excesivos de nómina.

ii) Cuando no hay suficientes servidores la cola se vuelve muy larga, lo que con-

lleva a que clientes abandonen el servicio generando pérdidas para la empresa.

Los modelos de teoría de colas buscan capturar el comportamiento de una línea

de espera y brindarnos información de dicho comportamiento como: número de

clientes en el sistema, el tiempo de espera en el sistema, entre otros; con los cuales se

puede trabajar para encontrar el mejor número de servidores y encontrar un balance

entre el costo de servicio y la cantidad de espera.

Los modelos de teoría de colas son aplicables en distintos ámbitos y tienen di-

ferentes utilidades y no solo se limitan al modelo cliente esperando un servicio; por

ejemplo, en un aeropuerto la espera adecuada para los despegues ayuda a que no se

retrasen vuelos, mientras que en trabajos de manufactura la asignación óptima de

las máquinas ayuda a maximizar la producción.

Por otro lado, se considera un sistema operativo de servicios a cualquier entidad

que brinda un servicio o asesoría a las personas; en el cual los clientes llegan, se les

asigna un turno y esperan un tiempo hasta poder ser atendidos.

Para nuestro estudio se cuenta con una archivo de registro del Servicio de Ren-

tas Internas (S.R.I), el cual contiene las horas llegadas y el tiempos de servicio desde
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agosto de 2016 hasta mayo de 2018 con 53 oficinas y 33 tipos de servicios, donde

se observan tiempos de espera en cola muy altos, los cuales han generado malestar

en los clientes. Con el fin de solventar este problema se ha establecido una política

calidad que consiste en reducir los tiempos de espera en fila para los diferentes ser-

vicios, de tal manera que estos sean a lo sumo de 20 minutos en las diferentes horas

del día. Al analizar los tiempos de espera por oficinas se ha observado que la Pla-

taforma Gubernamental Amazonas (PGA, agencia del Servicio de Rentas Internas

S.R.I) no cumple esta política de calidad y además es la que más concurrencia de

clientes tiene, por tanto, se escoge como caso de estudio para este trabajo.

Ahora bien, se ha evidenciado (gracias a un histórico del número de ventanillas

abiertas por hora) que de las 21 ventanillas de servicio con las que se cuenta en la

PGA se abre un número fijo entre 18 o 19 ventanillas en todas las horas del día; por

lo cual, el aporte que brindará este proyecto de titulación es proponer un modelo de

teoría de colas con el cual se puede explicar el comportamiento de este sistema de

operaciones para poder decidir un número de ventanillas a abrir en cada hora del

día de tal manera que se cumpla la política de calidad y analizar si se puede tener

un ahorro en las horas de poca afluencia.

Para la elección de este modelo se usarán pruebas de bondad de ajuste para

encontrar distribuciones de probabilidad a las que se ajusten los tiempos de llegada

y de servicio y con ellos elegir un modelo de teoría de colas adecuado. Para validar

resultados se realizarán simulaciones usando el número de servidores sugerido por

el modelo, luego se extraerán los percentiles 1 y 99 de los resultados de la simulación

para contrastar que al menos 98 % de las veces, el tiempo de espera en cola, sea

menor a 20 minutos.

El resultado de este estudio muestra que el comportamiento de la línea de espe-

ra de la PGA se puede aproximar mediante un modelo de colas donde los tiempos

entre llegadas se ajustan a una distribución exponencial y los tiempos de servicio se

ajustan a una distribución Weibull, además se propone un número de servidores en

cada hora del día que son: 11 servidores a las 8:00, 15 servidores a las 9:00, 18 ser-

vidores a las 10:00, 20 servidores a las 11:00, 16 servidores a las 12:00, 14 servidores

a las 13:00, 14 servidores a las 14:00, 16 servidores a las 15:00 y 14 servidores a las

16:00. Con estos valores se logra que los tiempos de espera en fila sean menores a

los 20 minutos y se tiene un ahorro en horas del 16,36 %.

IX



Abstract

Queues or waiting lines are part of everyday life, since everyone has had to wait

some day in a supermarket line to pay for groceries or at a bus station to go to work;

however, when these lines are too long, apart from generating discomfort in people,

they have economic repercussions that directly affect the company or entity that is

providing the service. The two main economic problems that can be observed in a

waiting line are:

i) When there are too many servers to provide a service, although the queue will

be short, there would be unnecessary and excessive payroll expenses.

ii) When there are not enough servers, the queue becomes very long, which leads

to clients abandoning the service, generating losses for the company.

Queuing theory models seek to capture the behavior of a waiting line and provi-

de us with information on said behavior such as: number of customers in the system,

waiting time in the system, among others; with which you can work to find the best

number of servers and find a balance between the cost of service and the amount of

waiting.

Queuing theory models are applicable in different fields and have different uses

and are not only limited to the model client waiting for a service; For example, in an

airport, adequate waiting for takeoffs helps to avoid delaying flights, while in ma-

nufacturing jobs, the optimal allocation of machines helps to maximize production.

On the other hand, any entity that provides a service or advice to people is con-

sidered an operating system of services; in which customers arrive, are assigned a

shift and wait a while until they can be served.

For our study, there is a registry file of the Internal Revenue Service (S.R.I), which

contains the service hours arrived and the service times from August 2016 to May

2018 with 53 offices and 33 types of types, where They observe very high waiting

times in queue, which have generated discomfort in customers. In order to solve this

X



problem, a quality policy has been established that consists of reducing the waiting

times in line for the different services, in such a way that these are at most 20 minutes

at different times of the day. When analyzing the waiting times by offices, it has been

observed that the Amazonas Governmental Platform (PGA, agency of the Internal

Revenue Service S.R.I) does not comply with this quality policy and is also the one

with the highest number of clients, therefore, it is chosen as case study for this work.

Now, it has been shown (thanks to a history of the number of windows open per

hour) that of the 21 service windows that the PGA has, a fixed number between 18

or 19 windows are opened at all hours of the day ; Therefore, the contribution that

this degree project will provide is to propose a queuing theory model with which

the behavior of this operations system can be explained in order to decide a number

of windows to open at each hour of the day in such a way that the quality policy

is complied with and analyze whether savings can be achieved during low-peak

hours.

For the choice of this model, goodness-of-fit tests will be used to find probability

distributions to which the arrival and service times fit and with them choose an ap-

propriate queuing theory model. To validate the results, simulations will be carried

out using the number of servers suggested by the model, then the 1st and 99th per-

centiles of the simulation results will be extracted to verify that at least 98 % of the

time, the waiting time in the queue is less than 20 minutes.

The result of this study shows that the behavior of the PGA waiting line can

be approximated by means of a queuing model where the times between arrivals

are adjusted to an exponential distribution and the service times are adjusted to a

Weibull distribution, in addition, proposes a number of servers in each hour of the

day which are: 11 servers at 8:00, 15 servers at 9:00, 18 servers at 10:00, 20 servers at

11:00, 16 servers at 12:00, 14 servers at 1:00 p.m., 14 servers at 2:00 p.m., 16 servers

at 3:00 p.m., and 14 servers at 4:00 p.m. With these values it is achieved that waiting

times in line are less than 20 minutes and there is a saving in hours of 16,36 %.
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Capítulo 1

Estructura de un modelo de colas

1.1. Estructura básica de un modelo de colas

El proceso básico de colas consta de cuatro elementos principales que son: fuente

de entrada, cola, disciplina de la cola y mecanismo de servicio.

Autor: Salazar W. Fuente: Hillier [7]

Figura 1.1 Proceso básico de colas

La Figura 1.1 muestra que para recibir un servicio los clientes se generan en una

fuente de entrada, posteriormente pasan a formar parte de una cola; ya en la cola el

cliente a ser atendido se elige mediante la disciplina de la cola y su requerimiento es

solventado mediante un mecanismo de servicio. Se detalla más sobre los elementos a

continuación.

FUENTE DE ENTRADA

Es el lugar donde se generan los clientes potenciales a lo largo del tiempo, una

característica importante de la fuente de entrada es el tamaño, es decir, el número de
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clientes en la fuente de entrada. Puede suponerse que el tamaño es finito o infinito,

en general el caso de tamaño infinito (cuando el tamaño es un número fijo relati-

vamente grande) es más sencillo de tratar y es una suposición que se debe hacer

en caso de que no se impongan restricciones sobre la fuente de entrada. El caso de

tamaño finito es más complejo pues se debe tomar en cuenta la influencia que tiene

el número de clientes en el sistema, en cualquier instante de tiempo, con el tamaño

de la fuente de entrada. De aquí los clientes pasan a formar parte de la cola y un

elemento importante a tener en cuenta es el tiempo entre llegadas (tiempo entre dos

llegadas consecutivas).

COLA

Es el lugar donde esperan los clientes antes de recibir el servicio, una caracterís-

tica importante de la cola es el tamaño, es decir, el número máximo permisible de

clientes que puede admitir. Las colas pueden ser finitas o infinitas, según si dicho

número es finito o infinito. El caso de tamaño infinito es una suposición a hacerse

incluso si la cola presenta una cota superior (relativamente grande) para el número

permitido de clientes. El caso de tamaño finito es más complejo, y se entra en dicho

caso cuando la cota superior es relativamente pequeña y se llega a dicho valor con

frecuencia.

DISCIPLINA DE LA COLA

Es el orden en que se elige un cliente de la cola para ser entendido, existen algu-

nos tipos entre los cuales destacan:

• Disciplina FIFO (First-In-First-Out): El cliente seleccionado para ser atendido

es el primero en haber llegado a la cola.

• Disciplina LIFO (Last-In-First-Out): El cliente seleccionado para ser atendido

es el último en haber llegado a la cola.

• Disciplina RSS (Random-Selection-Service): El cliente seleccionado para ser

atendido es elegido de manera aleatoria.

MECANISMO DE SERVICIO
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Es el procedimiento por el cual, una vez elegido el cliente a ser atendido, se le

brinda el servicio solicitado. Existen dos elementos necesarios para determinar el

mecanismo de servicio; la distribución de probabilidad a la que se ajusta el tiempo

de servicio (tiempo transcurrido desde el inicio hasta la conclusión del servicio) y el

número de servidores de dicho mecanismo. Existen los casos en que cada servidor

ofrece un servicio particular, es decir, los tiempos de servicio serán diferentes para

cada servidor; en este caso se necesita conocer la distribución a la que se ajusta el

tiempo de servicio de cada servidor.

1.2. Proceso de colas elemental

El proceso de colas notado como elemental, es aquel que se ajusta al siguiente

esquema:

Autor: Salazar W. Fuente: Hillier [7]

Figura 1.2 Sistema de colas elemental

La Figura 1.2 indica una única línea de espera formada frente a una estación de

servicio con uno o varios servidores.

Ahora bien, extendiendo esta idea podemos considerar que:

• El número de estaciones de servicio no debe ser única, pues puede haber más

estaciones como en el caso de ventanillas en un banco.

• Los servidores y clientes no necesariamente deben ser personas, por ejemplo,

en el caso de un auto-lavado los clientes son autos y los servidores son las
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diferentes estaciones de lavado.

• No es necesario una línea física delante de una estructura para recibir el servi-

cio, por ejemplo; en el caso un hospital las habitaciones de los pacientes están

distribuidas dentro de un área y los pacientes esperan que los médicos (servi-

dores) se acerquen a ellos para brindarles atención.

El requisito elemental para poder hacer uso de teoría de colas es que los cambios

en el número de clientes que esperan un servicio ocurran como si prevaleciera el

esquema de la Figura 1.2.

1.3. Notaciones a usar en el proyecto

En Hillier [7] se encuentra la notación más relevante a usar en el proyecto, que

se resume a continuación:

• A/B/s = notación Kendall (Kendall [8]) para el tipo de modelo de colas.

• A: distribución del tiempo entre llegadas.

• B: distribución del tiempo de servicio.

• s: número de servidores.

• n = Estado del sistema (número de clientes en el sistema).

• Sistema = conjunto de los clientes en cola y los clientes siendo atendidos.

• N(t) = número de clientes en el sistema al tiempo t (t ≥ 0).

• Pn(t) = probabilidad de que exactamente n clientes estén en el sistema en el

tiempo t.

• λ = tasa de llegada de clientes (número de clientes que llegan al sistema por

unidad de tiempo).

• µ = tasa de servicio a clientes (número de clientes que completan su servicio

por unidad de tiempo).

• ρ = λ/(sµ). Factor de utilización, es decir, fracción esperada de tiempo que

los servidores individuales están ocupados.
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Cuando un sistema de colas inicia su operación el estado del sistema está in-

fluenciado por el estado inicial y el tiempo transcurrido, se dice entonces que el

sistema está en condición transitoria, ya pasado suficiente tiempo el estado del siste-

ma es independiente del estado inicial (excepto cuando ρ ≥ 1, pues la cola crecería

indefinidamente), se dice entonces que el sistema está en condición de estado estable.

La notación siguiente supone que el sistema está en estado estable:

• Pn = probabilidad de que exactamente n clientes estén en el sistema.

• L = número esperado de clientes en el sistema.

• Lq = número esperado de clientes en cola.

• W = tiempo esperado por los clientes en el sistema.

• Wq = tiempo esperado por los clientes en cola.

• EW(A/B/s) = tiempo esperado por los clientes en cola en un modelo A/B/s.

En esencia Wq y EW(A/B/s) tienen el mismo significado, sin embargo, se usa

la segunda notación cuando se necesita aclarar el modelo de colas al que se hace

referencia.

Las principales distribuciones que se usarán para ajustar los tiempos entre llega-

das y de servicio serán notadas por:

• M = distribución exponencial.

• D = distribución degenerada (cuando los tiempos son constantes).

• G = distribución general (permite cualquier distribución arbitraria).

1.4. Relaciones entre L, W, Lq y Wq

En primer lugar, de Hillier [7] se presentan las definiciones de L y Lq que serán

útiles más adelante.

L =
∞

∑
n=0

nPn (1.1)

Lq =
∞

∑
n=s

(n − s)Pn (1.2)
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Ahora bien, para presentar la relación entre las cuatro métricas fundamentales

(L, Lq, W y Wq) se presenta la fórmula de Little que establece que, en un proceso de

colas en estado estable, el número esperado de clientes en un sistema (L) es igual a

la tasa de llegada de los clientes al sistema (λ) por el tiempo esperado por un cliente

en el sistema (W).

L = λW (1.3)

Gracias a esta fórmula se tienen las relaciones presentadas en Hillier [7]:

Lq = λWq (1.4)

y

W = Wq +
1
µ

(1.5)

Estas relaciones son sumamente importantes pues permiten encontrar el valor de

las cuatro métricas fundamentales al encontrar una de ellas por algún método. Esto

resulta de gran ayuda pues en la práctica algunas métricas resultan más sencillas de

calcular que otras.

1.5. Usos de modelos de teoría de colas

Los modelos de teoría de colas se han usado anteriormente en diferentes siste-

mas operativos de servicios, pertenecientes a ramas como la medicina y actividades

bancarias; siendo de gran utilidad para lograr reducir tiempos en líneas de espera,

mejorar la satisfacción del cliente, optimizar costos, etc. A continuación, se muestran

aplicaciones relevantes de los modelos de colas:

En el ámbito de la medicina se encuentran aplicaciones como en Ameh [1], don-

de se muestra que mediante un modelo de colas se logró que la mayoría de los

pacientes (164, 78.1 %) pasarán 2 horas o menos en la cola antes de ser atendidos

por un médico y menos de 1 hora para ver al médico, la mayoría de los pacientes

(144, 68.5 %) estaban satisfechos con el tiempo que pasaban en la cola antes de ser

atendidos por un médico. Otra aplicación se encuentra en Cazorla [3], donde se ob-

serva que al aumentar dos servidores por ventanilla en un hospital se logró subir

de un 8 % de pacientes que califican la satisfacción como muy buena, a un 100 % de

pacientes que la califican de muy buena. Una tercera aplicación se expone en Lee [11],

donde se presenta un método de iteración basado en un modelo de teoría de colas
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para modelar y analizar las transiciones entre el departamento de emergencias, la

unidad de cuidados intensivos y la sala general de un hospital. Además, se mues-

tra que el procedimiento de iteración es convergente y conduce a una precisión de

estimación aceptable, tanto para hospitales pequeños como grandes.

Respecto a una entidad financiera se tienen aplicaciones como las mencionadas

en Gómez [6], donde se logró determinar que con 3 servidores los clientes durarán

en promedio 30 minutos en una entidad financiera, contando el tiempo de espera

en cola y de atención. Otra aplicación se encuentra en Magnus [12], donde se apli-

ca la teoría de colas en la gestión del tiempo en los bancos comerciales. Donde se

diseña un procedimiento que optimice una medida establecida de rendimiento, co-

mo la suma de los costos de los clientes que esperan y el costo de las instalaciones

inactivas. El resultado del análisis de colas se utiliza en el contexto de un modelo de

optimización de costos, donde se busca la minimización de la suma de dos costos;

los costos de ofrecer el servicio y los costos de espera.

Finalmente, en Portilla [13] se muestra el contraste entre los modelos de la teoría

de colas y la simulación, debido a que con el modelo matemático se puede validar

el modelo de simulación y este último permite al investigador profundizar mucho

más en el análisis del sistema de colas objeto de estudio.
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Capítulo 2

Modelos de teoría de colas con varios

servidores

2.1. Proceso de nacimiento y muerte

Antes de empezar con los modelos de teoría de colas con más de un servidor, se

presenta la idea de cómo se llega a los resultados de estado estable de algunos de

ellos mediante el uso de cadenas de Markov a tiempo continuo.

En primer lugar, se define como un proceso estocástico a una colección de variables

aleatorias {Xt : t ∈ T} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parametral,

en donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados. En

el caso en que se toma como espacio parametral el conjunto discreto T = N, se dice

que el proceso es a tiempo discreto y se denota por {Xn : n = 0, 1, ...}. Por otro lado,

si se toma como espacio parametral el conjunto continuo T = [0, ∞), se dice que el

proceso es a tiempo continuo y se denota por {Xt : t ≥ 0}.

Ahora bien, las cadenas de Markov son procesos estocásticos que cumplen con la

propiedad de Markov. Informalmente, esta propiedad establece que los estados fu-

turos dependen únicamente del estado actual, y no de la secuencia de estados para

llegar ahí. Finalmente, una cadena de Markov a tiempo continuo es un tipo de cadena

de Markov cuya principal diferencia es que los tiempos de estancia en un estado es

una variable aleatoria con distribución exponencial.

Cabe señalar también que la distribución estacionaria o límite de una cadena de
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Markov consiste en una distribución estable, es decir, donde pasado cierto tiempo

el estado del sistema es independiente del estado inicial y se mantiene constante.

Adicionalmente, el generador infinitesimal es una matriz cuyas entradas son las tasas

de transición de un estado a otro en una cadena de Markov.

Un caso de cadena de Markov a tiempo continuo es el proceso de nacimiento y

muerte con espacio de estados S = N y con generador infinitesimal dado por:

G =




















−λ0 λ0 0 · · · 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 · · · 0 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) · · · 0 0 · · ·
0 0 µ3 · · · 0 0 · · ·
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 λn−1 0 · · ·
0 0 0 0 −(λn + µn) λn · · ·
...

...
...

...
...




















Donde los índices λ0, λ1, · · · y µ1, µ2, · · · son las tasas de nacimiento y muerte,

respectivamente. Notemos que podemos describir un sistema de líneas de espera

como un proceso de nacimiento (con tasa λn) y muerte (con tasa µn), donde un naci-

miento sería representado por la llegada de un cliente al sistema y una muerte sería

la salida (o atención) de un cliente del sistema. Ahora bien, la idea de condición de

estado estable es que pasado cierto tiempo el estado del sistema es independiente

del estado inicial, lo cual sería equivalente a encontrar la distribución estacionaria

(o distribución límite) del proceso de nacimiento y muerte.

Para encontrar la distribución estacionaria se emplea la siguiente proposición

presentada en Rincón [14]:

PROPOSICIÓN 2.1. La distribución P = (P1, P2, · · · Pn) es estacionaria para la cadena

con generador infinitesimal G si y sólo si:

PG = 0

De la proposición 2.1, el sistema de ecuaciones a resolver será:
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0

0

0
...

0

0

0
...























=























P0

P1

P2

P3
...

Pn−2

Pn−1

Pn
...























T 





















−λ0 λ0 0 · · · 0 0

µ1 −(λ1 + µ1) λ1 · · · 0 0

0 µ2 −(λ2 + µ2) · · · 0 0

0 0 µ3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 λn−2 0

0 0 0 0 −(λn−1 + µn−1) λn−1

0 0 0 0 µn −(λn + µn)
...

...
...

...
...

...























Es decir, las ecuaciones de balance del proceso de nacimiento y muerte son:

µ1P1 = λ0P0

λ0P0 + µ2P2 = (λ1 + µ1)P1

λ1P1 + µ3P3 = (λ2 + µ2)P2

...

λn−2Pn−2 + µnPn = (λn−1 + µn−1)Pn−1

λn−1Pn−1 + µn+1Pn+1 = (λn + µn)Pn

Ahora bien, escribiendo cada elemento de P en función de P0 tenemos:

P1 =

(
λ0

µ1

)

P0

P2 =

(
λ1λ0

µ2µ1

)

P0

P3 =

(
λ2λ1λ0

µ3µ2µ1

)

P0

...

Pn =

(
λn−1λn−2 · · · λ0

µnµn−1 · · · µ1

)

P0

Para simplificar la notación, definamos:
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Cn =







1 n = 0
λn−1λn−2 · · · λ0

µnµn−1 · · · µ1
n = 1, 2, . . .

Así, las probabilidades estacionarias o de estado estable son:

Pn = CnP0, n = 0, 1, 2 . . .

Ahora bien, sabemos que para la distribución estacionaria se cumple que:

∞

∑
n=0

Pn = 1 ⇒
(

∞

∑
n=0

Cn

)

P0 = 1 ⇒ P0 =

(
∞

∑
n=0

Cn

)−1

Cuando un modelo de líneas de espera se basa en un proceso de nacimiento y

muerte, de manera que el estado del sistema n representa el número de clientes en el

sistema de colas; las métricas principales (L, Lq, W, Wq) se pueden obtener después

de calcular las Pn mediante las fórmulas de la Sección 1.4.

Es importante notar que cuando el producto de la tasa de servicio y el número

de servidores sµ excede la tasa de llegadas λ, es decir, cuando

ρ =
λ

sµ
< 1

el modelo que representa el sistema de colas tarde o temprano alcanzará la condición

de estado estable, pues informalmente se estará atendiendo más rápido de lo que

llegan los clientes y llegará un punto en que la cola no crecerá más.

En el caso contrario, si ρ ≥ 1 la cola crecerá indefinidamente y no se alcanzará la

condición de estado estable.

2.2. Modelo M/M/s

En este modelo se parte de la suposición de que los tiempos entre llegadas son

independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribución expo-

nencial (es decir, el proceso de entrada de clientes es de Poisson) y los tiempos de

servicio son independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con otra dis-

tribución exponencial, donde los parámetros de estas distribuciones son la tasa de

llegada de clientes λ y la tasa de servicio a clientes µ respectivamente.
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Cuando el sistema tiene un solo servidor (s = 1) se sigue que los parámetros del

proceso de nacimiento y muerte son λn = λ, n = 0, 1, 2, . . . y µn = µ, n = 1, 2, . . .

Sin embargo, para el caso de múltiples servidores (s > 1) y (n > 1), µn no es lo

mismo que µ. En este caso se tiene:

µn =

{

nµ n < s

sµ n ≥ s

De donde, calculando los factores Cn se tiene:

• Para n < s:

Cn =

(
λn−1λn−2 · · · λ0

µnµn−1 · · · µ1

)

=
λn

(µn)n

=
λn

(nµ)n

=
λn

1µ2µ · · · nµ

=
λn

n!µn

=

(
λ

µ

)n ( 1
n!

)

• Para n ≥ s:

Cn =

(
λn−1λn−2 · · · λ0

µnµn−1 · · · µ1

)

=
λn

(µ1µ2 · · · µs)(µs+1µs+2 · · · µn)

=
λsλn−s

1µ2µ · · · sµ sµsµsµ
︸ ︷︷ ︸

(n−s)veces

=
λsλn−s

(s!µs)(sµ)n−s

En resumen, los factores Cn son:
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Cn =







1 n = 0
(λ/µ)n

n!
n = 1, 2, . . . , s − 1

λs

(s!µs)

(
λ

sµ

)n−s

n = s, s + 1, . . .

Así, si λ < sµ entonces,

P0 =

(
∞

∑
n=0

Cn

)−1

=

[

1 +
s−1

∑
n=1

(λ/µ)n

n!
+

(λ/µ)s

s!

∞

∑
n=s

(
λ

sµ

)n−s
]−1

=

[
s−1

∑
n=0

(λ/µ)n

n!
+

(λ/µ)s

s!

∞

∑
n=s

(
λ

sµ

)n−s
]−1

→ 1 = (λ/µ)0/0!

=

[
s−1

∑
n=0

(λ/µ)n

n!
+

(λ/µ)s

s!
1

1 − λ/(sµ)

]−1

→
∞

∑
n=a

xn−a =
1

1 − x
, |x| < 1

De donde,

Pn =







(λ/µ)n

n!
P0 0 ≤ n < s

λs

(s!µs)

(
λ

sµ

)n−s

P0 n ≥ s

Así, se han encontrado las probabilidades estacionarias o de estado estable para

el modelo M/M/s.

Se calcula ahora la métrica Lq mediante la ecuación (1.2).

Lq =
∞

∑
n=s

(n − s)Pn

=
∞

∑
j=0

jPj+s → cambio variable j = n − s

=
∞

∑
j=0

j

(
1
s!

)(
λ

µ

)s ( λ

sµ

)j

P0

= P0
(λ/µ)s

s!

∞

∑
j=0

jρj → def. factor de utilización

= P0
(λ/µ)s

s!

∞

∑
j=0

ρ
d

dρ
ρj → derivada de una potencia
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= P0
(λ/µ)s

s!
ρ

d

dρ

∞

∑
j=0

ρj

= P0
(λ/µ)s

s!
ρ

d

dρ

[
1

1 − ρ

]

→
∞

∑
n=0

xn =
1

1 − x
, |x| < 1

= P0
(λ/µ)s

s!

[
ρ

(1 − ρ)2

]

Finalmente, gracias a la fórmula de Little (1.3) y a las relaciones (1.4), (1.5) se

tienen las métricas para el modelo M/M/s:

Lq = P0
(λ/µ)s

s!

[
ρ

(1 − ρ)2

]

(2.1)

Wq = EW(M/M/s) =
Lq

λ
=

P0

λ

(λ/µ)s

s!

[
ρ

(1 − ρ)2

]

(2.2)

W = Wq +
1
µ
=

P0

λ

(λ/µ)s

s!

[
ρ

(1 − ρ)2

]

+
1
µ

(2.3)

L = λ

(

Wq +
1
µ

)

= λ

(
P0

λ

(λ/µ)s

s!

[
ρ

(1 − ρ)2

]

+
1
µ

)

(2.4)

2.3. Modelo M/D/s

En este modelo se parte de la suposición de que los tiempos entre llegadas son

independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribución ex-

ponencial (es decir, el proceso de entrada de clientes es de Poisson) y los tiempos

de servicio son constantes; las tasas de llegada de clientes y las tasas de servicio a

clientes son λ y µ respectivamente. Para este modelo no se tienen resultados exactos

de las métricas principales, por ello, se trabajará con la aproximación para Wq de

Kimura [10] y el resto de las métricas se las puede obtener de las relaciones de la

Sección 1.4.

Antes de presentar la aproximación de Kimura [10], se presentan fórmulas que

se han usado en los últimos años y las desventajas que presentan. Se asume que

ρ < 1.
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Usualmente para calcular EW(M/D/s) se usa la fórmula:

EW(M/D/s) =
1

2s2µρ

(

(sρ)2 − s(s − 1) +
s−1

∑
j=0

[s(s − 1)− j(j − 1)] Pdet
j

)

(2.5)

donde, Pdet
j , (j = 0, · · · , s − 1) es la probabilidad de estado estable de tener j clien-

tes en el sistema M/D/s. Kimura [10] indica que la principal desventaja de esta

aproximación es la necesidad de recurrir a técnicas numéricas de ecuaciones linea-

les a gran escala, pues la fórmula (2.5) contiene s probabilidades Pdet
j desconocidas,

las cuales se pueden obtener, pero tras resolver un sistema infinito de ecuaciones

lineales.

Otra fórmula para calcular EW(M/D/s) es la propuesta por Crommelin [5]:

EW(M/D/s) =
1
µ

∞

∑
j=1

∞

∑
k=js+1

(

(jsρ)k−1

(k − 1)!
− (jsρ)k

ρk!

)

e−jsρ (2.6)

A diferencia de la fórmula (2.5) no se tienen parámetros indeterminados, sin em-

bargo, la principal desventaja de esta aproximación es que tiene un costo compu-

tacional muy alto pues la serie en (2.6) converge muy lentamente especialmente en

tráfico pesado (ρ > 0,6); y también cuando el número de servidores es alto, pues se

deben calcular factoriales sumamente altos y programas como R tienen un límite de

poder realizar cálculos hasta con el número (170)!

Como se puede ver, las fórmulas (2.5) y (2.6) tienen una dificultad numérica en

sus cálculos, y es esa misma dificultad la que ha impulsado la búsqueda de aproxi-

maciones sencillas y precisas para EW(M/D/s). En Kimura [9] se evalúa distintas

aproximaciones y se muestra que la aproximación de Cosmetatos [4]:

EW(M/D/s) ≃ 1
2
{1 + f (s)g(ρ)}EW(M/M/s) (2.7)

tiene la mejor calidad para propósitos prácticos, donde

f (s) =
(s − 1)(

√
4 + 5s − 2)

16s

g(ρ) =
1 − ρ

ρ

En Kimura [9] se demuestra que la aproximación (2.7) funciona bien si el núme-

ro de servidores es pequeño (s ≤ 10) y el tráfico es pesado ρ > 0,6. Sin embargo,
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presenta desventajas cuando s → ∞ o ρ → 0, pues la aproximación tiende a sobre-

estimar el valor real.

Así, con el fin de solventar estos problemas se presenta en Kimura [10] la apro-

ximación

EW(M/D/s) ≃ 1
2
{1 + f (s)g(ρ)h(s, ρ)}EW(M/M/s) (2.8)

donde h(s, ρ) es la función de corrección dada por

h(s, ρ) = ξ(s, a(ρ))η(b(s), ρ)

con

ξ(s, x) =

√

1 − exp
(

− 2x

s − 1

)

x ≥ 0

η(y, ρ) = 1 − exp
(

− ρy

1 − ρ

)

y ≥ 0

Las funciones a(ρ) y b(s) son definidas como

a(ρ) =
25,6

{g(ρ)η(β, ρ)}2

y

b(s) =
s − 1

(s + 1) f (s)ξ(s, α)

donde α y β satisfacen la relación

αβ2 = 25,6

en general se usa α = 2,2 (y por tanto β =
√

25,6/2,2)

La aproximación de Kimura [10] tiene las siguientes propiedades:

i Da el resultado exacto para s = 1.

ii Se vuelve asintóticamente exacto cuando s → ∞ o ρ → 0 o ρ → 1.

iii Sus errores porcentuales relativos son menores al 1 % para casi todos los casos

cuando s ≤ 20 y como máximo 5 % para otros casos.
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2.4. Modelo M/G/s

En este modelo se parte de la suposición de que los tiempos entre llegadas son

independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribución ex-

ponencial (es decir, el proceso de entrada de clientes es de Poisson) y los tiempos

de servicio son independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con alguna

distribución arbitraria; las tasas de llegada de clientes y las tasas de servicio a clien-

tes son λ y µ respectivamente. Para este modelo las métricas de rendimiento no se

conocen y siguen siendo un problema abierto, por ello, se trabajará con la aproxi-

mación para Wq de Boxma [2] y el resto de las métricas se las puede obtener de las

relaciones de la Sección 1.4

Se denota la distribución de los tiempos de servicio por B(·) y sus tres prime-

ros momentos por β1, β2, β3. Así, se puede reescribir el factor de utilización ρ =

β1λ/s < 1.

Una de las primeras modificaciones que se encuentra en Boxma [2] es asumir que

se formarán colas separadas delante de cada servidor, así, el cliente que llega tiene

probabilidad 1/s de unirse a la j-ésima cola (j = 1, · · · , s) independientemente de

los tamaños de cola. Es decir, se ha reemplazado el sistema M/G/s por s sistemas

M/G/1 independientes cada uno con tasa de arribo λ/s y distribución de tiempo

de servicio B(·), de aquí se tiene la desigualdad:

EW(M/G/s) ≤ EW(M/G/1)

Esta desigualdad se puede interpretar de la siguiente forma: en un sistema M/G/s

a diferencia de un sistema de s operadores M/G/1 independientes, nunca pasa que

un cliente debe esperar mientras un servidor está libre, en este sentido se dice que los

servidores cooperan en el sistema M/G/s. De donde, se introduce una medida para

la cooperación de los servidores en un sistema M/G/s; el coeficiente de cooperación

CGs definido por:

CGs =
EW(M/G/s)

EW(M/G/1)
≤ 1

Ahora bien, dado que en un sistema M/M/s hay expresiones explicitas para

EW(M/M/s) y EW(M/M/1) que se las puede encontrar en Hillier [7], se conoce el

coeficiente de cooperación en un sistema M/M/s (CMs).

Luego, se define el coeficiente de cooperación normado NGs en un sistema M/G/s
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definido como:

NGs =
CMs

CGs

De donde,

EW(M/G/s) =

(
EW(M/G/1)
EW(M/M/1)

)(
1

NGs

)

EW(M/M/s)

=

(

β2

2β2
1

)(
1

NGs

)

EW(M/M/s)

(2.9)

Así, lo que se pretende en Boxma [2] es en encontrar aproximaciones para el co-

eficiente de cooperación normado en función del factor de utilización NGs(ρ), para

esto se presentan los siguientes resultados:

TEOREMA 2.2. Sea β3 < ∞, entonces

lı́m
ρ→1

NGs(ρ) = 1

DEFINICIÓN 2.1. Se tiene un intercambio de procesadores modificado M/G/s (IPM) cuan-

do los clientes llegan a un sistema de s servidores de acuerdo a un proceso de Pois-

son homogéneo con tasa λ y los servicios requeridos son independientes y todos

tienen distribución B(·).

Siempre y cuando como mucho s clientes estén presentes, cada cliente es servi-

do con tasa de servicio de una unidad de trabajo por unidad de tiempo; cuando el

número de clientes x presente excede s, todos los clientes son servidos simultánea-

mente con tasa de servicio f (x) = s/x.

DEFINICIÓN 2.2. Para el IPM M/G/s se define t como el tiempo transcurrido entre

la llegada de un cliente y la primera vez en que un servidor se desocupa; bajo el

supuesto que C y los clientes posteriores no son atendidos.

En un sistema ordinario M/G/s, t es igual al tiempo de espera de un cliente. En

Boxma [2] se prueba que para un IPM M/G/s; se tiene que tGs = E(t) (esperanza

de t), se puede calcular mediante:

tGs =
EW(M/M/s)

β1

∫ ∞

v=0
[1 − H(v)]

[
1 − H(v)

1 − ρH(v)

]s−1 [

s − (s − 1)(ρ − ρH(v)

1 − ρH(v)

]

dv
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donde

H(v) =
∫ v

u=0

1 − B(u)

β1
du, v > 0

PROPOSICIÓN 2.3.

lı́m
ρ→0

tGs

EW(M/G/s)
= 1

TEOREMA 2.4. Bajo la proposición 2.3 tenemos:

lı́m
ρ→0

NGs(ρ) =
β2

2β1s
∫ ∞

v=0(1 − H(v))sdv

PROPOSICIÓN 2.5. Para un sistema M/D/s, se tienen la siguiente aproximación pa-

ra el coeficiente de cooperación normado NDs:

NDs(ρ) =

[

1 + (1 − ρ)(s − 1)

√

(4 + 5s)− 2
16ρs

]−1

De donde:

lı́m
ρ→0

NDs(ρ) =
s + 1

2s

Las demostraciones de los teoremas (2.2) y (2.4) se las encuentra en Boxma [2].

Ahora bien, una vez presentados los resultados que ayudarán a encontrar la

aproximación para el coeficiente NGs, se presenta la aproximación propuesta por

Boxma [2]:

NGs ≃ A(s) + (1 − A(s))NDs(ρ) (2.10)

Para encontrar la forma de A(s), notemos que:

NGs = A(s) + (1 − A(s))NDs(ρ)

lı́m
ρ→0

NGs(ρ) = A(s) + (1 − A(s)) lı́m
ρ→0

NDs(ρ)

β2

2β1s
∫ ∞

v=0(1 − H(v))sdv
= A(s) + (1 − A(s))

s + 1
2s

→ Teo 2,4 y Prop 2,5

β2

2β1s
∫ ∞

v=0(1 − H(v))sdv
= A(s)

[

1 − s + 1
2s

]

+
s + 1

2s

A(s) =
β2

(s − 1)β1
∫ ∞

v=0(1 − H(v))sdv
− s + 1

s − 1
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Finalmente se presenta la aproximación para un modelo M/G/s propuesta en

Boxma [2] definida como:

EW(M/G/s) ≃
(

β2

2β2
1

)

2EW(M/M/s)EW(M/D/s)

2A(s)EW(M/D/s) + (1 − A(s))EW(M/M/s)
(2.11)

Cabe señalar que en Boxma [2] para la aproximación EW(M/D/s) se usa la

propuesta por Crommelin [5], sin embargo, por todas las propiedades presenta-

das en la Sección 2.3 se propone cambiar la fórmula (2.11) usando la aproximación

EW(M/D/s) propuesta por Kimura [10].

Además, se puede notar que si se emplea la aproximación Crommelin [5], pa-

ra un caso aleatorio en que j = 9 y s = 20 al momento de aplicar la fórmula (2.6)

aparecería un valor (k − 1)! = (js + 1 − 1) = 180! lo cual excede el límite de capa-

cidad en el programa R. Por otro lado, al usar la aproximación de Kimura [10], al

momento de aplicar la fórmula (2.8) con el mismo valor de s = 20 el máximo valor

que intervendría en los cálculos es s! = 20!; por lo cual se puede observar que la

aproximación de Kimura [10] se la puede llevar de manera eficiente a la práctica.
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Capítulo 3

Aplicación en un sistema operativo de

servicios

3.1. Antecedentes

Se contó con un archivo con datos proporcionado por el S.R.I con los campos:

año, mes, día, horas, minutos, oficina, nombre del servicio, ticket ID, tiempo de es-

pera y tiempo de transacción; desde agosto de 2016 hasta mayo de 2018, donde se

tomaba en cuenta 53 oficinas y 33 tipos de servicios.

Usando dicho archivo se han realizado análisis exploratorios en un proyecto pre-

vio de investigación de la Escuela Politécnica Nacional (PIGR_19_11) entre 2020 -

2022. Los resultados de dicho análisis exploratorio se resumen a continuación:
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.1 Día del mes

La Figura 3.1 indica la cantidad de trámites que se realizan según el día del mes,

donde se puede apreciar que las columnas faltantes se dan por los fines de semana,

feriados, etc. No se distingue una afluencia diferente en la cantidad de trámites con

respecto a inicios, mediados y finales de mes, pero si dentro de una semana; por

ejemplo, se ve que en el inicio de semana hay más trámites que al final.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.2 Oficinas

Se observa también en la Figura 3.2 que hay 53 oficinas pertenecientes al S.R.I.

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.3 Tipos de trámite

La Figura 3.3 muestra una comparación entre el número de trámites y la agencia

en los últimos 3 años, en los años 2016 y 2018 hay menos trámites pues no están

contabilizados los trámites de todo el año. Aquí se observa que:
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• Agencia Zonal Guayaquil.

• Galo Plaza.

• Agencia Cuenca.

• Agencia Plataforma Gubernamental Amazonas.

• Agencia Salinas y Santiago.

Son las agencias que más trámites han realizado. Cabe recalcar que la agencia Plata-

forma Gubernamental Amazonas, de aquí en adelante PGA; fue abierta en 2017 por

lo que no tiene datos en 2016, aun así, se mantiene como una de las agencias que

más trámites genera, por lo cual el proyecto de titulación se centra en la PGA.

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.4 Trámites por agencia

La Figura 3.4 muestra cuales son los servicios más solicitados según el mes. Aquí

se observa que:

• RUC Naturales.

• Información.

• Claves.
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• Vehículos.

• Exoneración matricula.

Son los servicios más solicitados y estos se producen en todos los meses pues su

barra tiene todos los colores, además se puede observar que el servicio claves se

empezó a solicitar desde mediados de 2017.

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.5 Trámites por horas

La Figura 3.5 muestra el número de trámites según la hora del día. Aquí se obser-

va un comportamiento con respecto a las horas; teniendo la máxima afluencia a las

10:00 y 15:00 horas y mínima afluencia a las 8:00, 13:00 y 16:00 horas. Esto es inde-

pendiente del mes y año pues se ve este comportamiento en todos los sub-gráficos

y en todos los colores de las barras.

Posteriormente se analizan las columnas de tiempo de espera y tiempo de tran-

sacción conjuntamente para ver su tendencia. Cabe resaltar que para los siguientes

gráficos se considera únicamente las oficinas con más trámites y los servicios más so-

licitados en los meses con más afluencia, pues se busca observar el comportamiento

en los meses más críticos.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.6 Tiempos espera/transacción

Se observa en la Figura 3.6 una tendencia horizontal, la cual indica que sin im-

portar el tiempo de espera en cola, la transacción puede durar mucho o poco tiempo

(tiempo de espera no influye en el tiempo de transacción). Además, gracias a las nu-

bes de puntos se observa que el tiempo de transacción no depende del servicio pues

en el mismo servicio (color) hay eventos que ocupan mucho y poco tiempo. Final-

mente se puede observar en el eje x que los tiempos de espera son sumamente altos

(superando incluso los 50 minutos).

A continuación, se generan grupos de agencias similares mediante clusters, que

poseen como variables los tiempos de espera y el número de clientes que superan

un tiempo de espera de 20 minutos.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.7 Óptimo de clusters

La Figura 3.7 indica que el mejor número de clusters son 4.

Seguidamente se realizan los clusters en la Figura 3.8.

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.8 Clusters

Así, se puede buscar describir el comportamiento de una oficina y las oficinas

pertenecientes a ese cluster tendrán un comportamiento similar.
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Tras una revisión del análisis exploratorio realizado a los datos de las agencias

del S.R.I, se ha escogido trabajar con la agencia PGA por ser la agencia con más datos

y usar los meses con más afluencia (segundo semestre de 2017). Además, el proble-

ma principal que se puede observar es el alto tiempo de espera para que un cliente

sea atendido. Dicho problema se aborda en este proyecto de titulación, y se busca

determinar un modelo matemático que permita escoger un número de servidores

adecuado para operar en las diferentes horas del día en que se brinda atención en la

PGA, reduciendo así los tiempos de espera en a lo sumo 20 minutos; disminuyendo

tiempos de espera mayores a 50 minutos como los de la Figura 3.6.

3.2. Depuración archivo de datos

3.2.1. Descripción del archivo

El archivo de datos proporcionada por el S.R.I cuenta con las variables: año, mes,

día del mes, hora, minutos, oficina, nombre del servicio, ticket ID, tiempo de espera

(minutos) y tiempo de transacción (minutos); desde el mes de mayo hasta el mes de

diciembre de 2017, de estas variables se pretende extraer los tiempos entre llegadas

y los tiempos de servicio para ver su ajuste a alguna distribución y con ello elegir

un modelo de teoría de colas.

En primer lugar, para la obtención de los tiempos entre llegadas se ha inclui-

do la variable segundos, la cual se ha generado mediante una distribución uniforme

U ∼ [0, 59] con el fin de poder separar 2 llegadas simultaneas en un mismo minuto

y así evitar tiempos entre llegadas con valor 0. Posteriormente se han dividido los

datos por días y en cada día se han sumado las variables hora, minutos y segundos

obteniendo un solo valor que nos indica los tiempos de llegada (segundos). Final-

mente se restan los valores de los tiempos de llegada entre las posiciones i + 1 e i

obteniendo así los tiempos entre llegadas. Se lo puede visualizar de mejor manera

en la Figura 3.9:
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.9 Esquema tiempos entre llegadas

Los tiempos de servicio se los tiene directamente de la variable tiempo de transac-

ción del archivo de datos y solo se la transforma a segundos.

3.2.2. Tratamiento de datos atípicos

TIEMPOS ENTRE LLEGADAS

Una primera exploración a los tiempos entre llegadas se la puede visualizar en

los siguientes gráficos:

Figura 3.10 D.C tiempos entre llegadas Figura 3.11 Histograma tiempos entre llegadas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Donde el diagrama de caja 3.10 indica la presencia de atípicos y el histograma

3.11 no brinda una idea intuitiva de la distribución a la que se pueden ajustar los

29



datos. Para tratar los atípicos se recurre a la tabla de frecuencias de la Figura 3.13

donde se puede observar que hasta los 308 segundos se acumulan el 99.35 % de los

datos, así todos los valores mayores a 308 segundos se han reemplazado por una

distribución uniforme U ∼ [0, 307].

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.13 Tabla de frecuencias tiempos entre llegadas

Tras esta corrección se obtienen los siguientes gráficos, donde el histograma 3.15

da indicios de que los datos pueden ajustarse a una distribución exponencial y en

el diagrama de caja 3.14 se puede observar un sesgo propio de la distribución expo-

nencial.

Figura 3.14 D.C tiempos entre llegadas Figura 3.15 Histograma tiempos entre llegadas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Con esta corrección de atípicos los datos de tiempos entre llegadas se pueden

someter a un test de bondad de ajuste para encontrar una distribución a la cual se

ajusten los datos.

TIEMPOS DE SERVICIO

De manera similar para los tiempos de servicio se presentan gráficos previos pa-
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ra intentar describir su comportamiento, el diagrama de caja 3.17 indica la posible

presencia de atípicos y el histograma 3.18 no brinda información sobre la distribu-

ción a la que se pueden ajustar los datos.

Figura 3.17 D.C tiempos de servicio Figura 3.18 Histograma tiempos de servicio

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

De la misma manera que para los tiempos entre llegadas se realiza una tabla

de frecuencia, de donde se encuentra que hasta los 1918 segundos se acumulan el

99.0 % de los datos, así todos los valores mayores a 1918 se reemplazan por una

distribución uniforme U ∼ [0, 1918]. Adicionalmente se puede notar que existe una

acumulación de datos entre 0 y 60 segundos lo cual se considera también como

atípicos, pues a pesar de que hay servicios que duran menos de un minuto como las

actualizaciones de clave, al no influir en la generación de tiempos de espera altos

los vamos a desestimar del modelo para poder encontrar una distribución a la que

se ajusten de mejor manera los datos restantes. Entonces se procede a retirar dichos

valores obteniendo así los siguientes gráficos:

Figura 3.20 DC tiempos de servicio Figura 3.21 Histograma tiempos de servicio

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

En el diagrama de caja 3.20 se observa un sesgo que se puede visualizar más cla-
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ramente en el histograma 3.21. Con esta corrección de atípicos los datos de tiempos

de servicio se pueden someter a un test de bondad de ajuste para encontrar una dis-

tribución a la cual se ajusten los datos.

3.3. Ajuste de datos

TIEMPOS ENTRE LLEGADAS

En este punto se separan los datos para describir el comportamiento en las di-

ferentes horas y meses, posteriormente se usa la función «useFitdist» del programa

R obteniendo que la distribución a la que más se ajustan los datos es una distribu-

ción exponencial. Para validar esto se realiza el test de bondad de ajuste «ks.test»

(Kolmogorov-Smirnov) a cada segmento de datos, contrastando las hipótesis:

H0 : Los datos analizados siguen una distribución exponencial

H1 : Los datos analizados no siguen una distribución exponencial

De donde se obtienen los p-valores de la Figura 3.23:

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.23 P-valores para tiempos entre llegadas

Notemos que si usamos los p-valores, la regla de decisión está asociada al nivel

de significación α de la siguiente manera:

Si p-valor ≥ α ⇒ No rechazar H0

Si p-valor < α ⇒ Rechazar H0
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Por tanto, si tomamos un nivel α = 0,05 entonces el 87.30 % de los valores de

la Figura 3.23 cumplen la regla para no rechazar H0, más aún si tomamos un nivel

α = 0,01 entonces el 95.24 % de los valores de la Figura 3.23 nos indican no rechazar

H0. Por tanto, podemos concluir que los tiempos entre llegadas se ajustan a una

distribución exponencial.

Ahora bien, dado que los tiempos entre llegadas siguen una distribución expo-

nencial (Tiempos entre llegada ∼ Exp(λ)) se buscan los parámetros λ o tasas de

llegada (clientes / segundo) obteniendo los valores de la Figura 3.24:

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.24 Tasas de llegadas (cliente/seg)

Para obtener el valor de las tasas de llegada en cada hora el día, se toma el pro-

medio de las tasas a esa hora en cada mes, como se puede ver en la Figura 3.24.

Gráficamente las tasas de los tiempos entre llegadas tienen el comportamiento de la

Figura 3.25:
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.25 Gráfico tasas de llegadas (cliente/seg)

Finalmente, las tasas se expresan en minutos, y se puede observar las tasas finales

con las que se trabajara en cada hora en la Figura 3.26, además se indica que al día

llegan en promedio 852 personas para recibir atención en la PGA.

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.26 Tasas de llegadas (cliente/min)

Con este primer análisis se obtiene que los tiempos entre llegadas se ajustan a

una distribución exponencial, por tanto, el modelo de teoría de colas a usar sería un

(M/B/s), pues aún no se tiene información de los tiempos de servicio.

TIEMPOS DE SERVICIO

Similar a lo realizado en la sección anterior se separan los datos para describir
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el comportamiento en las diferentes horas y meses, sin embargo, la función «useFit-

dist» nos sugiere que la distribución a la que más se ajustan los datos es una distri-

bución Weibull. Para validar esto se realiza el test de bondad de ajuste «ks.test», de

donde se obtienen los p-valores de la Figura 3.27:

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.27 P-valores tiempos de servicio (min)

Notemos que ahora las hipótesis a contrastar con el «ks.test» son:

H0 : Los datos analizados siguen una distribución Weibull.

H1 : Los datos analizados no siguen una distribución Weibull.

Donde, al tomar un nivel α = 0,05 entonces todos los valores de la Figura 3.27

cumplen la regla para no rechazar la H0. Por tanto, podemos concluir que los tiem-

pos de servicio se ajustan a una distribución Weibull.

Ahora bien, dado que los tiempos de servicio siguen una distribución Weibull

(Tiempos de servicio ∼ Weibull(β, θ)), donde β es el parámetro de forma y θ es el

parámetro escala. Se presentan los valores para ambos parámetros en cada hora del

día:

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.28 Parámetro de forma tiempos de servicio

35



Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.29 Parámetro de escala tiempos de servicio

Para obtener el valor de los parámetros en cada hora el día, se toma el promedio

de los parámetros a esa hora en cada mes, como se puede ver en las Figuras 3.28 y

3.29. Finalmente se presenta la Figura 3.30 con las tasas de servicio µ para cada hora

del día.

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.30 Tasas de servicio (cliente/min)

Con este segundo análisis se obtiene que los tiempos de servicio se ajustan a una

distribución Weibull.

Finalmente se concluye que el modelo de teoría de colas a usar sería un modelo

(M/G/s).
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3.4. Aplicación del modelo M/G/s

La aproximación de la esperanza del tiempo de espera de los clientes en cola

viene dada por:

EW(M/G/s) ≃
(

β2

2β2
1

)

2EW(M/M/s)EW(M/D/s)

2A(s)EW(M/D/s) + (1 − A(s))EW(M/M/s)

En primer lugar, se calcula el término A(s), que viene dado por:

A(s) =
β2

(s − 1)β1
∫ ∞

v=0(1 − H(v))sdv
− s + 1

s − 1
(3.1)

donde:

H(v) =
∫ v

u=0

1 − B(u)

β1
du, v > 0

Ahora bien, como los tiempos de servicio siguen una distribución Weibull(β, θ), en-

tonces su función de distribución viene dada por:

B(u) = 1 − exp
{

−
(

u
θ

)β
}

Donde β1 y β2 son los dos primeros momentos de la variable aleatoria Tiempos de

servicio que siguen una distribución B(u). Ahora bien, notemos que el parámetro de

forma β indica el comportamiento de las tasas de servicio (si crecen, decrecen o se

mantienen constantes), para nuestro estudio se tienen tasas de servicio constantes,

es decir, no cambian dependiendo el número de clientes en el sistema; por tal motivo

si un servidor atiende a razón de 6 clientes por hora, entonces 11 servidores atienden

a 66 clientes en una hora. Así, al tener una tasa de servicio constante se toma β = 1,

con ello:

B(u) = 1 − exp
{

−
(u

θ

)}

Así:

H(v) =
∫ v

u=0

e−(
u
θ )

β1
du

= −
(

θ
β1

) (

e−(
v
θ ) − 1

)
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Regresando a la ecuación (3.1), calculamos:
∫ ∞

v=0
(1 − H(v))sdv =

∫ ∞

v=0

[

1 +
(

θ
β1

)

(e−(
v
θ ) − 1)

]s
dv

=
∫ ∞

v=0

[(
θ

β1

)

e−(
v
θ ) +

(

1 − θ
β1

)]s
dv

Para abordar esta integral se usa la fórmula del binomio de Newton, la cual establece

que el desarrollo de la n−ésima potencia de un binomio x + y, con x, y ∈ R y n ∈
Z

+, puede ser expandida en una suma de la forma:

(x + y)n =
n

∑
k=0

(
n

k

)

xn−kyk

=

(
n

0

)

xn +

(
n

1

)

xn−1y +

(
n

2

)

xn−2y2 + · · ·+
(

n

n

)

yn

donde (n
k) es el coeficiente binomial, el cual representa el número de formas de escoger

k elementos de un conjunto con n elementos. Así, regresando a nuestra integral,

dado que s ∈ N tenemos:

[(
θ

β1

)

e−(
v
θ ) +

(

1 − θ
β1

)]s
=

✓
✓
✓✓✼

1
(

s

0

) [(
θ

β1

)

e−(
v
θ )
]s

+

(
s

1

) [(
θ

β1

)

e−(
v
θ )
]s−1 (

1 − θ
β1

)

+

(
s

2

) [(
θ

β1

)

e−(
v
θ )
]s−2 (

1 − θ
β1

)2
+ · · ·+

✓
✓
✓✓✼

1
(

s

s

)(

1 − θ
β1

)s

De donde,

∫ [
θ

β1
e−(

v
θ ) +

(

1 − θ
β1

)]s
dv =

∫ [
θ

β1
e−(

v
θ )
]s

dv +
∫ (

s

1

) [
θ

β1
e−(

v
θ )
]s−1 (

1 − θ
β1

)

dv+

∫ (
s

2

) [
θ

β1
e−(

v
θ )
]s−2 (

1 − θ
β1

)2
dv + · · ·+

∫ (

1 − θ
β1

)s
dv

Ahora bien, fijándonos en la última integral de la suma y definiendo Ψ como la suma

de todas las integrales anteriores notemos que:

∫ ∞

0

[
θ

β1
e−(

v
θ ) +

(

1 − θ
β1

)]s
dv = Ψ + lı́m

k→∞

∫ k

0

(

1 − θ
β1

)s
dv

= Ψ + lı́m
k→∞

[

k
(

1 − θ
β1

)s]
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=
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿∞

Ψ +
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿∞

lı́m
k→∞

[

k
(

1 − θ
β1

)s]

=

{

∞ si s es par

−∞ si s es impar

Dado que el término final diverge entonces la suma de todas las integrales también

diverge, por tanto
∫ ∞

v=0

[

1 +
(

θ
β1

)

(e−(
v
θ ) − 1)

]s
dv

diverge. Así:

A(s) =
β2

(s − 1)β1
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿∞
∫ ∞

v=0(1 − H(v))sdv

− s + 1
s − 1

(3.2)

= − s + 1
s − 1

(3.3)

Posteriormente, para los cálculos de EW(M/M/s) y EW(M/D/s), se usan la fór-

mulas (2.2) y (2.7):

EW(M/M/s) =
P0

λ

(λ/µ)s

s!

[
ρ

(1 − ρ)2

]

EW(M/D/s) ≃ 1
2
{1 + f (s)g(ρ)}EW(M/M/s)

Para usar estas fórmulas se usan los valores de la tabla de la Figura 3.31 segmentada

por horas, donde los parámetros β1 (E[X]) y β2 (E[X2]) son calculados mediante la

fórmula:

E[Xn] = θnΓ

(

1 +
n

β

)

donde X es la variable aleatoria Tiempos de servicio la cual sigue una distribución

Weibull.
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.31 Parámetros por hora

Finalmente, del uso de estas fórmulas se obtienen los resultados de la tabla de

la Figura 3.32 para las 8:00 horas (el resultado de las demás horas se la tiene en

Anexos):

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.32 Resultados 8:00 horas

Estos cálculos se los realiza desde 11 servidores que es cuando el factor de utili-

zación ρ es menor a uno, hasta 25 servidores.
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3.4.1. Cálculo de métricas principales

Es claro que el objetivo del estudio se enfoca en el tiempo de espera en cola en un

sistema, sin embargo, para tener un contexto más amplio del problema se calculan

las métricas L, Lq y W, mediante las ecuaciones (1.3), (1.4), (1.5) y los valores de los

parámetros de la tabla de la Figura 3.31.

Con esto se tienen los resultados de la Figura 3.33. Con estos primeros resulta-

dos de las cuatro métricas principales se puede estimar un número de servidores tal

que los tiempos de espera sean bajos, sin embargo, no se puede asegurar el cumpli-

miento de la política de calidad, para ello se realizarán simulaciones con las cuales

se valida que los resultados obtenidos teóricamente converjan a los de la simulación

y posteriormente extraer los percentiles 1 y 99 para verificar que esos valores efecti-

vamente no sobrepasan los 20 minutos y asegurar el cumplimiento de la política de

calidad.

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.33 Métricas 8:00 horas
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Capítulo 4

Simulación y Resultados

4.1. Simulación de la línea de espera

La simulación para la línea de espera se la realiza usando la librería simmer del

programa R, bajo los supuestos de que los tiempos entre llegadas se ajustan a una

distribución exponencial Exp(λ) y los tiempos de servicio se ajustan a una distribu-

ción Weibull Weibull(β, θ) con los parámetros de la tabla de la Figura 3.31 para cada

hora.

Para cada número de servidores se realizaron entre 200 y 300 simulaciones del

comportamiento de una línea de espera, la línea de espera se puede visualizar en la

Figura 4.1:

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.1 Simulación
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.2 Convergencia de la simulación

Notemos que lo que se pretende con la simulación es estimar la media de Wq, se

puede observar en la Figura 4.2 que con un tamaño de muestra menor a 30 simu-

laciones los valores de Wq son muy variables; sin embargo, mientras el número de

simulaciones es mayor se observa la convergencia a un valor. Se puede notar gráfi-

camente que la elección de 200 o 300 simulaciones es apropiada pues se obtiene una

buena aproximación al ser una muestra grande y representativa.

Posteriormente, de cada simulación se extrae el tiempo promedio de espera en

fila Wq, obteniendo una muestra entre 200 y 300 datos de la cual se puede extraer la

esperanza de los tiempos promedio en fila (cuartil 50) y los percentiles 1 y 99, para

saber entre que valores se encuentran el 98 % de los datos. Estos valores se resumen

en la tabla de la Figura 4.3.
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.3 Simulación 8:00 horas

Tras la simulación se pueden evidenciar dos resultados principales:

i) Los resultados de la simulación difieren de los resultados obtenidos teórica-

mente (tabla de la Figura 4.3) en a lo sumo un minuto, por lo cual se puede

validar que los resultados obtenidos con el modelo M/G/s son correctos.

ii) Para el caso de las 8:00 horas si se elige el número de 11 servidores para brindar

el servicio, se puede evidenciar que el 98 % de los datos de la simulación tienen

valores menores a 20 minutos, por ello este es el mejor número para cumplir

la política de calidad.

Se puede notar que, si se elige un número de servidores mayor a 11, aún se

garantiza el cumplimiento de la política de calidad, sin embargo, hacerlo incurre en

un gasto de nómina adicional. Así, el criterio para la elección del mejor número de

servidores en cada hora del día es el primer menor número de servidores con el que se

satisfaga la política de calidad.

4.2. Evaluación de los resultados

Los resultados presentados en la sección anterior corresponden a las 8:00 horas,

tras realizar los mismos cálculos para cada hora de atención se presenta un resumen

en la Figura 4.4, del número de servidores elegido a cada hora del día junto al inter-

valo que contiene el 98 % de los datos para asegurar el cumplimiento de la política

de calidad.
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.4 Elección de servidores en cada hora de atención

Finalmente, se puede verificar que los resultados teóricos para todas las horas

del día difieren de las simulaciones en a lo sumo 48 segundos, por lo cual se valida

que los resultados son correctos; además se puede notar que el 98 % de los datos de

la simulación siempre son menores a 20 minutos, por lo cual se asegura también el

cumplimiento de la política de calidad con esta elección de servidores.

4.3. Comparación costos actuales vs propuestos

No se cuenta con el detalle de la remuneración a los servidores dentro del sistema

operativo de servicios, por ello la unidad de medida para la comparación de costos

será en horas, es decir, se medirá cuantas horas al mes de trabajo se requieren con el

número de servidores actual y se contrastará con el número de horas al mes que se

necesitará con el número de servidores propuesto. El costo se lo puede representar

de esta manera pues el número de horas multiplicado por el salario de una hora será

igual a la remuneración que se debe satisfacer.

Así, el número de servidores activos en cada hora del día actualmente, y el costo

en horas generado al sistema se resume la tabla de la Figura 4.5:
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.5 Costos actuales

Finalmente, de la Figura 4.6 se puede evidenciar que con el número de servidores

propuestos en la Figura 4.4, se tiene un ahorro en horas en la mayoría de las horas

de atención, con excepción de las 11:00 donde se ve la necesidad de aumentar un

servidor a los que actualmente operan. En total se ha generado una disminución de

horas del 16,36 % gracias a la utilización del modelo.

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.6 Costos propuestos
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Capítulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

• El número de servidores que se propone en cada hora del día son: 11 servidores

a las 8:00, 15 servidores a las 9:00, 18 servidores a las 10:00, 20 servidores a las

11:00, 16 servidores a las 12:00, 14 servidores a las 13:00, 14 servidores a las

14:00, 16 servidores a las 15:00 y 14 servidores a las 16:00. Con estos valores

se verifica el cumplimiento de la política de calidad, además de un ahorro en

horas del 16, 36 %.

• A partir del análisis precedente, es posible observar que con el cambio su-

gerido (usar la aproximación EW(M/D/s) de Kimura [10] en lugar de la de

Crommelin [5] en la aproximación EW(M/G/s) de Boxma [2]) para el modelo

M/G/s se ha podido usar estas aproximaciones en la práctica, pues ya no se

tiene la limitación del cálculo de factoriales sumamente grandes en la imple-

mentación de las fórmulas.

• En virtud de lo estudiado, es posible sostener que un estudio técnico que per-

mite describir el comportamiento de la línea de espera en las instalaciones de

la PGA, ayuda a la elección de un correcto número de servidores; que por ende

genera un ahorro en horas en esta agencia como se puede ver en la tabla de la

Figura 4.6.

• Se ha podido evidenciar el cumplimiento de la política de calidad en este sis-

tema operativo de servicios, se lo puede visualizar en la tabla de la Figura 4.4

gracias a la extracción de los percentiles 1 y 99 que nos indican entre que valo-

res estarán el 98 % de los datos de la simulación. Además, se puede notar que
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no se cae en costos excesivos, por el contrario, se puede observar un ahorro.

• Si bien es cierto que las fórmulas para el modelo M/G/s funcionan para tiem-

pos de servicio con cualquier distribución arbitraria, es necesario encontrar a

que distribución de probabilidad se ajustan en una aplicación concreta; en este

caso los cálculos de la Sección 3.4 se realizan con tiempos de servicio ajustados

a una distribución Weibull(β, θ), los cuales cambiarían si los datos de ajustaran

a otra distribución.

5.2. Recomendaciones

• Sería recomendable que pese a los resultados finales obtenidos, se considere

aumentar un servidor más a las 8:00, 10:00 y 12:00 horas, pues si bien es cierto

que el 98 % de las simulaciones tiene valores menores a 20 minutos; siguen

siendo superiores a 11 minutos, y por eventos no capturados por el modelo

los tiempos de espera podrían subir.

• Para la realización del proyecto se contó con una archivo de observación de

siete meses, por lo cual, sería recomendable proporcionar una archivo con ma-

yor número de datos para capturar de mejor manera el comportamiento de la

línea de espera.

• El presente proyecto se lo realizó para la agencia PGA del S.R.I por cual sería

recomendable replicarlo en otras agencias de este sistema operativo de servi-

cios, con el fin de realizar un intercambio de servidores entre agencias donde

haya mucha afluencia y las que tengan poca afluencia de clientes, y así mejorar

la política de calidad en las diferentes agencias sin la necesidad de contratación

de nuevos servidores.
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Anexos

5.3. Resultados y métricas

(a) Resultados 9:00 horas (b) Métricas 9:00 horas

Figura 5.1 Hora 9:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

(a) Resultados 10:00 horas (b) Métricas 10:00 horas

Figura 5.3 Hora 10:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
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(a) Resultados 11:00 horas (b) Métricas 11:00 horas

Figura 5.5 Hora 11:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

(a) Resultados 12:00 horas (b) Métricas 12:00 horas

Figura 5.7 Hora 12:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
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(a) Resultados 13:00 horas (b) Métricas 13:00 horas

Figura 5.9 Hora 13:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

(a) Resultados 14:00 horas (b) Métricas 14:00 horas

Figura 5.11 Hora 14:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
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(a) Resultados 15:00 horas (b) Métricas 15:00 horas

Figura 5.13 Hora 15:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

(a) Resultados 16:00 horas (b) Métricas 16:00 horas

Figura 5.15 Hora 16:00

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
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5.4. Simulaciones

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.17 Simulación 9:00 horas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.18 Simulación 10:00 horas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.19 Simulación 11:00 horas
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.20 Simulación 12:00 horas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.21 Simulación 13:00 horas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.22 Simulación 14:00 horas
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.23 Simulación 15:00 horas

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.24 Simulación 16:00 horas
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