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Resumen

Las colas o lineas de espera forman parte de la vida cotidiana, pues a todos ha
tocado esperar en algin momento en una fila de supermercado para pagar abas-
tos 0 en una estaciéon de buses para dirigirse a las labores; sin embargo, cuando
estas filas son demasiado largas aparte de generar malestar en las personas tienen
repercusiones econémicas que afectan directamente a la empresa o entidad que es-
té brindando el servicio. Los dos problemas econémicos principales que se pueden

observar en una linea de espera son:

i) Cuando hay demasiados servidores para brindar un servicio, aunque la cola

serd corta, se tendrfan gastos innecesarios y excesivos de némina.

ii) Cuando no hay suficientes servidores la cola se vuelve muy larga, lo que con-

lleva a que clientes abandonen el servicio generando pérdidas para la empresa.

Los modelos de teoria de colas buscan capturar el comportamiento de una linea
de espera y brindarnos informacién de dicho comportamiento como: nimero de
clientes en el sistema, el tiempo de espera en el sistema, entre otros; con los cuales se
puede trabajar para encontrar el mejor nimero de servidores y encontrar un balance

entre el costo de servicio y la cantidad de espera.

Los modelos de teoria de colas son aplicables en distintos &mbitos y tienen di-
ferentes utilidades y no solo se limitan al modelo cliente esperando un servicio; por
ejemplo, en un aeropuerto la espera adecuada para los despegues ayuda a que no se
retrasen vuelos, mientras que en trabajos de manufactura la asignacién 6ptima de

las maquinas ayuda a maximizar la produccion.

Por otro lado, se considera un sistema operativo de servicios a cualquier entidad
que brinda un servicio o asesoria a las personas; en el cual los clientes llegan, se les

asigna un turno y esperan un tiempo hasta poder ser atendidos.

Para nuestro estudio se cuenta con una archivo de registro del Servicio de Ren-

tas Internas (S.R.I), el cual contiene las horas llegadas y el tiempos de servicio desde
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agosto de 2016 hasta mayo de 2018 con 53 oficinas y 33 tipos de servicios, donde
se observan tiempos de espera en cola muy altos, los cuales han generado malestar
en los clientes. Con el fin de solventar este problema se ha establecido una politica
calidad que consiste en reducir los tiempos de espera en fila para los diferentes ser-
vicios, de tal manera que estos sean a lo sumo de 20 minutos en las diferentes horas
del dia. Al analizar los tiempos de espera por oficinas se ha observado que la Pla-
taforma Gubernamental Amazonas (PGA, agencia del Servicio de Rentas Internas
S.R.I) no cumple esta politica de calidad y ademds es la que mds concurrencia de

clientes tiene, por tanto, se escoge como caso de estudio para este trabajo.

Ahora bien, se ha evidenciado (gracias a un histérico del nimero de ventanillas
abiertas por hora) que de las 21 ventanillas de servicio con las que se cuenta en la
PGA se abre un nimero fijo entre 18 o 19 ventanillas en todas las horas del dia; por
lo cual, el aporte que brindaréa este proyecto de titulaciéon es proponer un modelo de
teoria de colas con el cual se puede explicar el comportamiento de este sistema de
operaciones para poder decidir un namero de ventanillas a abrir en cada hora del
dia de tal manera que se cumpla la politica de calidad y analizar si se puede tener

un ahorro en las horas de poca afluencia.

Para la eleccién de este modelo se usardn pruebas de bondad de ajuste para
encontrar distribuciones de probabilidad a las que se ajusten los tiempos de llegada
y de servicio y con ellos elegir un modelo de teoria de colas adecuado. Para validar
resultados se realizardn simulaciones usando el nimero de servidores sugerido por
el modelo, luego se extraerdn los percentiles 1y 99 de los resultados de la simulacién
para contrastar que al menos 98 % de las veces, el tiempo de espera en cola, sea

menor a 20 minutos.

El resultado de este estudio muestra que el comportamiento de la linea de espe-
ra de la PGA se puede aproximar mediante un modelo de colas donde los tiempos
entre llegadas se ajustan a una distribucién exponencial y los tiempos de servicio se
ajustan a una distribucién Weibull, ademaés se propone un ntiimero de servidores en
cada hora del dia que son: 11 servidores a las 8:00, 15 servidores a las 9:00, 18 ser-
vidores a las 10:00, 20 servidores a las 11:00, 16 servidores a las 12:00, 14 servidores
a las 13:00, 14 servidores a las 14:00, 16 servidores a las 15:00 y 14 servidores a las
16:00. Con estos valores se logra que los tiempos de espera en fila sean menores a

los 20 minutos y se tiene un ahorro en horas del 16,36 %.
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Abstract

Queues or waiting lines are part of everyday life, since everyone has had to wait
some day in a supermarket line to pay for groceries or at a bus station to go to work;
however, when these lines are too long, apart from generating discomfort in people,
they have economic repercussions that directly affect the company or entity that is
providing the service. The two main economic problems that can be observed in a

waiting line are:

i) When there are too many servers to provide a service, although the queue will

be short, there would be unnecessary and excessive payroll expenses.

ii) When there are not enough servers, the queue becomes very long, which leads

to clients abandoning the service, generating losses for the company.

Queuing theory models seek to capture the behavior of a waiting line and provi-
de us with information on said behavior such as: number of customers in the system,
waiting time in the system, among others; with which you can work to find the best
number of servers and find a balance between the cost of service and the amount of
waiting.

Queuing theory models are applicable in different fields and have different uses
and are not only limited to the model client waiting for a service; For example, in an
airport, adequate waiting for takeoffs helps to avoid delaying flights, while in ma-

nufacturing jobs, the optimal allocation of machines helps to maximize production.

On the other hand, any entity that provides a service or advice to people is con-
sidered an operating system of services; in which customers arrive, are assigned a

shift and wait a while until they can be served.

For our study, there is a registry file of the Internal Revenue Service (S.R.I), which
contains the service hours arrived and the service times from August 2016 to May
2018 with 53 offices and 33 types of types, where They observe very high waiting

times in queue, which have generated discomfort in customers. In order to solve this
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problem, a quality policy has been established that consists of reducing the waiting
times in line for the different services, in such a way that these are at most 20 minutes
at different times of the day. When analyzing the waiting times by offices, it has been
observed that the Amazonas Governmental Platform (PGA, agency of the Internal
Revenue Service S.R.I) does not comply with this quality policy and is also the one

with the highest number of clients, therefore, it is chosen as case study for this work.

Now, it has been shown (thanks to a history of the number of windows open per
hour) that of the 21 service windows that the PGA has, a fixed number between 18
or 19 windows are opened at all hours of the day ; Therefore, the contribution that
this degree project will provide is to propose a queuing theory model with which
the behavior of this operations system can be explained in order to decide a number
of windows to open at each hour of the day in such a way that the quality policy
is complied with and analyze whether savings can be achieved during low-peak

hours.

For the choice of this model, goodness-of-fit tests will be used to find probability
distributions to which the arrival and service times fit and with them choose an ap-
propriate queuing theory model. To validate the results, simulations will be carried
out using the number of servers suggested by the model, then the 1st and 99th per-
centiles of the simulation results will be extracted to verify that at least 98 % of the

time, the waiting time in the queue is less than 20 minutes.

The result of this study shows that the behavior of the PGA waiting line can
be approximated by means of a queuing model where the times between arrivals
are adjusted to an exponential distribution and the service times are adjusted to a
Weibull distribution, in addition, proposes a number of servers in each hour of the
day which are: 11 servers at 8:00, 15 servers at 9:00, 18 servers at 10:00, 20 servers at
11:00, 16 servers at 12:00, 14 servers at 1:00 p.m., 14 servers at 2:00 p.m., 16 servers
at 3:00 p.m., and 14 servers at 4:00 p.m. With these values it is achieved that waiting

times in line are less than 20 minutes and there is a saving in hours of 16,36 %.

XI



Capitulo 1

Estructura de un modelo de colas

1.1. Estructura basica de un modelo de colas

El proceso bésico de colas consta de cuatro elementos principales que son: fuente

de entrada, cola, disciplina de la cola y mecanismo de servicio.

Sistema de colas

Fuente de | Clientes
entrada

Clientes
atendidos

1 1
1 1
1 1
1 1
I I

. 1
I . Mecanismo i
T * Cola — T
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

de servicio

Autor: Salazar W. Fuente: Hillier [7]

Figura 1.1 Proceso bésico de colas

La Figura 1.1 muestra que para recibir un servicio los clientes se generan en una
fuente de entrada, posteriormente pasan a formar parte de una cola; ya en la cola el
cliente a ser atendido se elige mediante la disciplina de la cola y su requerimiento es
solventado mediante un mecanismo de servicio. Se detalla mas sobre los elementos a

continuacion.

FUENTE DE ENTRADA

Es el lugar donde se generan los clientes potenciales a lo largo del tiempo, una

caracteristica importante de la fuente de entrada es el tamafio, es decir, el nimero de
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clientes en la fuente de entrada. Puede suponerse que el tamafio es finito o infinito,
en general el caso de tamafio infinito (cuando el tamafio es un ntmero fijo relati-
vamente grande) es més sencillo de tratar y es una suposicién que se debe hacer
en caso de que no se impongan restricciones sobre la fuente de entrada. El caso de
tamafio finito es mas complejo pues se debe tomar en cuenta la influencia que tiene
el nimero de clientes en el sistema, en cualquier instante de tiempo, con el tamafio
de la fuente de entrada. De aqui los clientes pasan a formar parte de la cola y un
elemento importante a tener en cuenta es el tiempo entre llegadas (tiempo entre dos

llegadas consecutivas).

COLA

Es el lugar donde esperan los clientes antes de recibir el servicio, una caracteris-
tica importante de la cola es el tamafio, es decir, el nimero maximo permisible de
clientes que puede admitir. Las colas pueden ser finitas o infinitas, segtin si dicho
numero es finito o infinito. El caso de tamafio infinito es una suposicién a hacerse
incluso si la cola presenta una cota superior (relativamente grande) para el nimero
permitido de clientes. El caso de tamario finito es mas complejo, y se entra en dicho
caso cuando la cota superior es relativamente pequefia y se llega a dicho valor con

frecuencia.

DISCIPLINA DE LA COLA

Es el orden en que se elige un cliente de la cola para ser entendido, existen algu-

nos tipos entre los cuales destacan:

e Disciplina FIFO (First-In-First-Out): El cliente seleccionado para ser atendido

es el primero en haber llegado a la cola.

e Disciplina LIFO (Last-In-First-Out): El cliente seleccionado para ser atendido

es el dltimo en haber llegado a la cola.

e Disciplina RSS (Random-Selection-Service): El cliente seleccionado para ser

atendido es elegido de manera aleatoria.

MECANISMO DE SERVICIO



Es el procedimiento por el cual, una vez elegido el cliente a ser atendido, se le
brinda el servicio solicitado. Existen dos elementos necesarios para determinar el
mecanismo de servicio; la distribucién de probabilidad a la que se ajusta el tiempo
de servicio (tiempo transcurrido desde el inicio hasta la conclusién del servicio) y el
ntmero de servidores de dicho mecanismo. Existen los casos en que cada servidor
ofrece un servicio particular, es decir, los tiempos de servicio seran diferentes para
cada servidor; en este caso se necesita conocer la distribucién a la que se ajusta el

tiempo de servicio de cada servidor.

1.2. Proceso de colas elemental

El proceso de colas notado como elemental, es aquel que se ajusta al siguiente

esquema:
Sistermna de colas
Cliente Servidor
i Cliente Servidor
Clientes A ! ] Instalacién
! Cliente Cliente ... Cliente ) . . de servicio
Cliente Servidor

Clientes atendidos

Autor: Salazar W. Fuente: Hillier [7]

Figura 1.2 Sistema de colas elemental

La Figura 1.2 indica una tnica linea de espera formada frente a una estacién de

servicio con uno o varios servidores.

Ahora bien, extendiendo esta idea podemos considerar que:

e El ntimero de estaciones de servicio no debe ser tinica, pues puede haber més

estaciones como en el caso de ventanillas en un banco.

e Los servidores y clientes no necesariamente deben ser personas, por ejemplo,

en el caso de un auto-lavado los clientes son autos y los servidores son las
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diferentes estaciones de lavado.

No es necesario una linea fisica delante de una estructura para recibir el servi-
cio, por ejemplo; en el caso un hospital las habitaciones de los pacientes estdn
distribuidas dentro de un area y los pacientes esperan que los médicos (servi-

dores) se acerquen a ellos para brindarles atencién.

El requisito elemental para poder hacer uso de teoria de colas es que los cambios

en el nimero de clientes que esperan un servicio ocurran como si prevaleciera el

esquema de la Figura 1.2.

1.3.

Notaciones a usar en el proyecto

En Hillier [7] se encuentra la notacién mds relevante a usar en el proyecto, que

se resume a continuacion:

A/B/s = notacién Kendall (Kendall [8]) para el tipo de modelo de colas.

* A:distribucion del tiempo entre llegadas.
* B: distribucién del tiempo de servicio.

e s: numero de servidores.

n = Estado del sistema (nimero de clientes en el sistema).
Sistema = conjunto de los clientes en cola y los clientes siendo atendidos.
N(t) = nuamero de clientes en el sistema al tiempo t (t > 0).

P,(t) = probabilidad de que exactamente # clientes estén en el sistema en el

tiempo t.

A = tasa dellegada de clientes (nimero de clientes que llegan al sistema por

unidad de tiempo).

i = tasade servicio a clientes (nimero de clientes que completan su servicio

por unidad de tiempo).

p = A/(spu). Factor de utilizacién, es decir, fraccién esperada de tiempo que

los servidores individuales estan ocupados.



Cuando un sistema de colas inicia su operacion el estado del sistema esta in-
fluenciado por el estado inicial y el tiempo transcurrido, se dice entonces que el
sistema esta en condicion transitoria, ya pasado suficiente tiempo el estado del siste-
ma es independiente del estado inicial (excepto cuando p > 1, pues la cola creceria
indefinidamente), se dice entonces que el sistema estd en condicién de estado estable.

La notacién siguiente supone que el sistema esta en estado estable:

e P, = probabilidad de que exactamente 1 clientes estén en el sistema.
e [ = nuamero esperado de clientes en el sistema.

e [, = numero esperado de clientes en cola.

e W = tiempo esperado por los clientes en el sistema.

e W, = tiempo esperado por los clientes en cola.

EW(A/B/s) = tiempo esperado por los clientes en cola en un modelo A/B/s.

En esencia W; y EW(A/B/s) tienen el mismo significado, sin embargo, se usa

la segunda notacién cuando se necesita aclarar el modelo de colas al que se hace
referencia.
Las principales distribuciones que se usaran para ajustar los tiempos entre llega-

das y de servicio serdn notadas por:

e M = distribucién exponencial.
e D = distribucién degenerada (cuando los tiempos son constantes).
e G = distribucion general (permite cualquier distribucién arbitraria).

1.4. Relaciones entre L, W, Lq y Wq

En primer lugar, de Hillier [7] se presentan las definiciones de L y L; que seran

utiles més adelante.

L= i nP, (1.1)
n=0
Ly = i(n —5)Py (1.2)



Ahora bien, para presentar la relacion entre las cuatro métricas fundamentales
(L, Ly, W'y W,) se presenta la férmula de Little que establece que, en un proceso de
colas en estado estable, el nimero esperado de clientes en un sistema (L) es igual a
la tasa de llegada de los clientes al sistema (A) por el tiempo esperado por un cliente
en el sistema (W).

L=AW (1.3)

Gracias a esta formula se tienen las relaciones presentadas en Hillier [7]:

W =W, + % (1.5)

Estas relaciones son sumamente importantes pues permiten encontrar el valor de
las cuatro métricas fundamentales al encontrar una de ellas por algtiin método. Esto
resulta de gran ayuda pues en la practica algunas métricas resultan mas sencillas de

calcular que otras.

1.5. Usos de modelos de teoria de colas

Los modelos de teoria de colas se han usado anteriormente en diferentes siste-
mas operativos de servicios, pertenecientes a ramas como la medicina y actividades
bancarias; siendo de gran utilidad para lograr reducir tiempos en lineas de espera,
mejorar la satisfaccion del cliente, optimizar costos, etc. A continuacién, se muestran

aplicaciones relevantes de los modelos de colas:

En el &mbito de la medicina se encuentran aplicaciones como en Ameh [1], don-
de se muestra que mediante un modelo de colas se logré que la mayoria de los
pacientes (164, 78.1 %) pasardn 2 horas o menos en la cola antes de ser atendidos
por un médico y menos de 1 hora para ver al médico, la mayoria de los pacientes
(144, 68.5 %) estaban satisfechos con el tiempo que pasaban en la cola antes de ser
atendidos por un médico. Otra aplicacién se encuentra en Cazorla [3], donde se ob-
serva que al aumentar dos servidores por ventanilla en un hospital se logré subir
de un 8 % de pacientes que califican la satisfaccién como muy buena, a un 100 % de
pacientes que la califican de muy buena. Una tercera aplicacion se expone en Lee [11],

donde se presenta un método de iteraciéon basado en un modelo de teoria de colas

6



para modelar y analizar las transiciones entre el departamento de emergencias, la
unidad de cuidados intensivos y la sala general de un hospital. Ademads, se mues-
tra que el procedimiento de iteracién es convergente y conduce a una precisiéon de

estimacion aceptable, tanto para hospitales pequefios como grandes.

Respecto a una entidad financiera se tienen aplicaciones como las mencionadas
en Gémez [6], donde se logré determinar que con 3 servidores los clientes durardn
en promedio 30 minutos en una entidad financiera, contando el tiempo de espera
en cola y de atencién. Otra aplicacién se encuentra en Magnus [12], donde se apli-
ca la teoria de colas en la gestion del tiempo en los bancos comerciales. Donde se
disefia un procedimiento que optimice una medida establecida de rendimiento, co-
mo la suma de los costos de los clientes que esperan y el costo de las instalaciones
inactivas. El resultado del andlisis de colas se utiliza en el contexto de un modelo de
optimizacién de costos, donde se busca la minimizacién de la suma de dos costos;

los costos de ofrecer el servicio y los costos de espera.

Finalmente, en Portilla [13] se muestra el contraste entre los modelos de la teoria
de colas y la simulacién, debido a que con el modelo matematico se puede validar
el modelo de simulacién y este tltimo permite al investigador profundizar mucho

mads en el andlisis del sistema de colas objeto de estudio.



Capitulo 2

Modelos de teoria de colas con varios

servidores

2.1. Proceso de nacimiento y muerte

Antes de empezar con los modelos de teoria de colas con més de un servidor, se
presenta la idea de como se llega a los resultados de estado estable de algunos de

ellos mediante el uso de cadenas de Markov a tiempo continuo.

En primer lugar, se define como un proceso estocdstico a una coleccion de variables
aleatorias {X; : t € T} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parametral,
en donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados. En
el caso en que se toma como espacio parametral el conjunto discreto T = IN, se dice
que el proceso es a tiempo discreto y se denota por {X,, : n = 0,1, ...}. Por otro lado,
si se toma como espacio parametral el conjunto continuo T = [0, o), se dice que el

proceso es a tiempo continuo y se denota por {X; : t > 0}.

Ahora bien, las cadenas de Markov son procesos estocasticos que cumplen con la
propiedad de Markov. Informalmente, esta propiedad establece que los estados fu-
turos dependen tinicamente del estado actual, y no de la secuencia de estados para
llegar ahi. Finalmente, una cadena de Markov a tiempo continuo es un tipo de cadena
de Markov cuya principal diferencia es que los tiempos de estancia en un estado es

una variable aleatoria con distribucién exponencial.

Cabe sefalar también que la distribucion estacionaria o limite de una cadena de
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Markov consiste en una distribucién estable, es decir, donde pasado cierto tiempo
el estado del sistema es independiente del estado inicial y se mantiene constante.
Adicionalmente, el generador infinitesimal es una matriz cuyas entradas son las tasas

de transicidon de un estado a otro en una cadena de Markov.

Un caso de cadena de Markov a tiempo continuo es el proceso de nacimiento y

muerte con espacio de estados S = IN y con generador infinitesimal dado por:

—Ao Ao 0 0 0
wi —(AM+m) AM 0 0
12 —(A2+ p2) 0 0
0 0 0
G= . "
0 0 0 0 A1 0
O - ()\n + ‘l/ln) )\n

Donde los indices Ag, Ay, - -+ y p1, 2, - - - son las tasas de nacimiento y muerte,
respectivamente. Notemos que podemos describir un sistema de lineas de espera
como un proceso de nacimiento (con tasa A,) y muerte (con tasa y,), donde un naci-
miento seria representado por la llegada de un cliente al sistema y una muerte seria
la salida (o atencién) de un cliente del sistema. Ahora bien, la idea de condicién de
estado estable es que pasado cierto tiempo el estado del sistema es independiente
del estado inicial, lo cual seria equivalente a encontrar la distribucién estacionaria

(o distribucién limite) del proceso de nacimiento y muerte.

Para encontrar la distribucién estacionaria se emplea la siguiente proposicién

presentada en Rincon [14]:

PROPOSICION 2.1. La distribucién P = (Py, Py, - - - P,,) es estacionaria para la cadena

con generador infinitesimal G si y solo si:

PG =0

De la proposicion 2.1, el sistema de ecuaciones a resolver sera:



o O O O

(@) (a») e

Py —Ao Ao 0
Py pr o — (A +pr) M
P 0 ) —(A2 +p2)
P 0 0 U3
P,_» 0
P, 1 0
Py

o o O O

o o O O

Es decir, las ecuaciones de balance del proceso de nacimiento y muerte son:

ui1Pr = AoPy
AoPo+ 1oPr = (A 4+ 1) Py
MPy 4+ psPs = (Ay + 12) P>

Ap—2Py_o + ,unpn = (An—l + ,un—l)Pn—l

Ap—1Ppq + Un+1Pri1 = ()\n + ﬂn)Pn

Ahora bien, escribiendo cada elemento de P en funcién de P, tenemos:

n=(2)n
M1
U2

P, — ()\2)\1)%) P,
H3H2U1

- (/\n—1)\n—2 Ao) P,
HnlUn—1 M1

Para simplificar la notacién, definamos:
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1 n=20
Cn = An1An—2- - Ag

UnUpn—1- M1

Asi, las probabilidades estacionarias o de estado estable son:

P,=C,P,, n=01,2...

Ahora bien, sabemos que para la distribucion estacionaria se cumple que:

-1
Y P=1= (ZCn>PO:1:>P0: (ch>
n=0 n=0 n=0

Cuando un modelo de lineas de espera se basa en un proceso de nacimiento y
muerte, de manera que el estado del sistema n representa el nimero de clientes en el
sistema de colas; las métricas principales (L, Lg, W, Wq) se pueden obtener después

de calcular las P,, mediante las férmulas de la Seccién 1.4.

Es importante notar que cuando el producto de la tasa de servicio y el niimero

de servidores sy excede la tasa de llegadas A, es decir, cuando

p= % <1
el modelo que representa el sistema de colas tarde o temprano alcanzard la condicién
de estado estable, pues informalmente se estard atendiendo més rdapido de lo que
llegan los clientes y llegara un punto en que la cola no crecerd mas.
En el caso contrario, si p > 1 la cola crecerd indefinidamente y no se alcanzara la

condicion de estado estable.

2.2. Modelo M/M/s

En este modelo se parte de la suposicién de que los tiempos entre llegadas son
independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribucién expo-
nencial (es decir, el proceso de entrada de clientes es de Poisson) y los tiempos de
servicio son independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con otra dis-
tribucién exponencial, donde los pardmetros de estas distribuciones son la tasa de

llegada de clientes A y la tasa de servicio a clientes y respectivamente.

11



Cuando el sistema tiene un solo servidor (s = 1) se sigue que los parametros del

proceso de nacimiento y muerteson A, = A, n=0,1,2,... yu, =u, n=12,...

Sin embargo, para el caso de multiples servidores (s > 1)y (n > 1), u, no es lo

mismo que . En este caso se tiene:

{ny n<s
Hn =
Sy n=>s

De donde, calculando los factores C,, se tiene:

e Paran < s:

e Paran > s:

C, — ()\nl)\n—Z T /\O)
! UnUn—1-" " H1

/\7’1

(g ps) (Msr1pss2 - -

)LS)LH_S
T 1p2p - s spspsp
N——
(n—s)veces
AS)LI’Z—S
— (st) (s

En resumen, los factores C,, son:

12
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C, = ' n=12,...,s—1
A5 AN
) (?) nEss

)

s—1 0 n—s
_ (A/w" | (A p)? A
= |1+ ;12—1 ' s! nZ:s <§) ]
[s—1 I n—s] 1
v A/t (A ) A
— ,;o Tt nzs (5) — 1= (A/p)%/0!
[s—1 —1 %)
_ A/t (A ) 1 nea _
N = ! st 1 —A/(sy)] - n;ax 1 Il <1
De donde,
A" p 0<n<s
P, = /\TSI! AN\
— (—) Py n>s
(stps) \sp

Asi, se han encontrado las probabilidades estacionarias o de estado estable para
el modelo M/M/s.
Se calcula ahora la métrica L, mediante la ecuacion (1.2).

(o]

Ly=)Y (n—s)P,

n=s

- 2 iPi+s —  cambio variable j =n —s

—D(s') ) ()

<&
H
Z —  def. factor de utilizacion

—  derivada de una potencia
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s o
:PO(A/u) d o

s! p%].:o
_p M)y d [ 1] oL
=R ‘Odp = — y;)x =1 x| <1
_pMuP T p
Cost [(1-p)?

Finalmente, gracias a la férmula de Little (1.3) y a las relaciones (1.4), (1.5) se

tienen las métricas para el modelo M/M/s:

L= [t “

W, = EW(M/M/s) = % = %(Ag‘)s [(1 —pp)21 2.2)
A (e )
S T [

2.3. Modelo M/D/s

En este modelo se parte de la suposicién de que los tiempos entre llegadas son
independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribucién ex-
ponencial (es decir, el proceso de entrada de clientes es de Poisson) y los tiempos
de servicio son constantes; las tasas de llegada de clientes y las tasas de servicio a
clientes son A y u respectivamente. Para este modelo no se tienen resultados exactos
de las métricas principales, por ello, se trabajard con la aproximacién para W, de
Kimura [10] y el resto de las métricas se las puede obtener de las relaciones de la

Seccion 1.4.

Antes de presentar la aproximacién de Kimura [10], se presentan férmulas que
se han usado en los ultimos afios y las desventajas que presentan. Se asume que
p <1l
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Usualmente para calcular EW(M/D/s) se usa la férmula:

s—1
W(M/D/s) = 2321yp ((sp)z—s(s—l) + ;)[s(s—n —j(j—l)]P;i@f> (2.5)
=
donde, P]-d”, (j=0,---,5s—1) esla probabilidad de estado estable de tener j clien-
tes en el sistema M/D/s. Kimura [10] indica que la principal desventaja de esta
aproximacion es la necesidad de recurrir a técnicas numéricas de ecuaciones linea-
les a gran escala, pues la férmula (2.5) contiene s probabilidades P]?M desconocidas,
las cuales se pueden obtener, pero tras resolver un sistema infinito de ecuaciones

lineales.

Otra férmula para calcular EW(M/D/s) es la propuesta por Crommelin [5]:

W(M/D/s) = Z 3 (]Sp (j;;f!)k>”s" (2.6)

] 1k=js+1

A diferencia de la férmula (2.5) no se tienen pardmetros indeterminados, sin em-
bargo, la principal desventaja de esta aproximacién es que tiene un costo compu-
tacional muy alto pues la serie en (2.6) converge muy lentamente especialmente en
trafico pesado (p > 0,6); y también cuando el nimero de servidores es alto, pues se
deben calcular factoriales sumamente altos y programas como R tienen un limite de

poder realizar calculos hasta con el niumero (170)!

Como se puede ver, las férmulas (2.5) y (2.6) tienen una dificultad numérica en
sus célculos, y es esa misma dificultad la que ha impulsado la busqueda de aproxi-
maciones sencillas y precisas para EW(M/D/s). En Kimura [9] se evalda distintas

aproximaciones y se muestra que la aproximacién de Cosmetatos [4]:

W(M/D/s) ~ %{1 + £(s)g(0) YEW(M/M/s) 2.7)

tiene la mejor calidad para propésitos précticos, donde

(s —1)(v/4+5s—2)
16s

fls) =

_1-p
g(p) = 5

En Kimura [9] se demuestra que la aproximacion (2.7) funciona bien si el nime-

ro de servidores es pequetio (s < 10) y el tréfico es pesado p > 0,6. Sin embargo,
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presenta desventajas cuando s — o 0 p — 0, pues la aproximacién tiende a sobre-

estimar el valor real.

Asi, con el fin de solventar estos problemas se presenta en Kimura [10] la apro-

ximacién

EW(M/D/s) = 2 {1+ f(s)3(0)h(s, p) EW(M/M/s) 8)

donde k(s, p) es la funcién de correccién dada por

h(s,p) = ¢(s,a(p))n(b(s), p)

E(s,x) = \/1 —exp (—52_"1) x>0

n(y,p) =1—exp (——1p_yp) y>0

Las funciones a(p) y b(s) son definidas como

con

o) =
{g(p)n(B,p)}>
Y b(s) — s—1
R OO
donde a y B satisfacen la relacién
ap* =256

en general se usa « = 2,2 (y por tanto g = 1/25,6/2,2)

La aproximacién de Kimura [10] tiene las siguientes propiedades:

i Da el resultado exacto paras = 1.
ii Se vuelve asint6ticamente exacto cuandos - oop - 00p — 1.

iii Sus errores porcentuales relativos son menores al 1 % para casi todos los casos

cuando s < 20 y como maximo 5 % para otros casos.
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2.4. Modelo M/G/s

En este modelo se parte de la suposicion de que los tiempos entre llegadas son
independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con una distribucién ex-
ponencial (es decir, el proceso de entrada de clientes es de Poisson) y los tiempos
de servicio son independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con alguna
distribucion arbitraria; las tasas de llegada de clientes y las tasas de servicio a clien-
tes son A y u respectivamente. Para este modelo las métricas de rendimiento no se
conocen y siguen siendo un problema abierto, por ello, se trabajara con la aproxi-
macion para W, de Boxma [2] y el resto de las métricas se las puede obtener de las

relaciones de la Seccion 1.4

Se denota la distribucion de los tiempos de servicio por B(-) y sus tres prime-
ros momentos por B1, B2, B3. Asi, se puede reescribir el factor de utilizaciéon p =
131/\ /s < 1.

Una de las primeras modificaciones que se encuentra en Boxma [2] es asumir que
se formaran colas separadas delante de cada servidor, asi, el cliente que llega tiene
probabilidad 1/s de unirse a la j-ésima cola (j = 1,-- - ,s) independientemente de
los tamafios de cola. Es decir, se ha reemplazado el sistema M/G/s por s sistemas
M/G/1 independientes cada uno con tasa de arribo A/s y distribucién de tiempo

de servicio B(-), de aqui se tiene la desigualdad:
EW(M/G/s) <EW(M/G/1)

Esta desigualdad se puede interpretar de la siguiente forma: en un sistema M/G/s
a diferencia de un sistema de s operadores M/G/1 independientes, nunca pasa que
un cliente debe esperar mientras un servidor esta libre, en este sentido se dice que los
servidores cooperan en el sistema M/G/s. De donde, se introduce una medida para
la cooperacién de los servidores en un sistema M/G/s; el coeficiente de cooperacion

Cgs definido por:
EW(M/G/s)
= <
Cos EW(M/G/1) — !

Ahora bien, dado que en un sistema M/M/s hay expresiones explicitas para
EWM/M/s) y EN(M/M/1) que se las puede encontrar en Hillier [7], se conoce el

coeficiente de cooperacién en un sistema M/M/s (Cpys).

Luego, se define el coeficiente de cooperacion normado Ngs en un sistema M/G/s
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definido como:

De donde,

EW(M/G/s) = (EW(M/G/1)> ( 1

EW(M/M/1) ) \ N,

() (s

Asi, lo que se pretende en Boxma [2] es en encontrar aproximaciones para el co-

) EW(M/M/s)
(2.9)

eficiente de cooperacién normado en funcién del factor de utilizaciéon Ngs(p), para

esto se presentan los siguientes resultados:

TEOREMA 2.2. Sea 33 < oo, entonces

lim NGs(p) =1
o—1

DEFINICION 2.1. Se tiene un intercambio de procesadores modificado M/G/s (IPM) cuan-
do los clientes Ilegan a un sistema de s servidores de acuerdo a un proceso de Pois-
son homogéneo con tasa A y los servicios requeridos son independientes y todos

tienen distribucion B(-).

Siempre y cuando como mucho s clientes estén presentes, cada cliente es servi-
do con tasa de servicio de una unidad de trabajo por unidad de tiempo; cuando el
nimero de clientes x presente excede s, todos los clientes son servidos simultdnea-

mente con tasa de servicio f(x) = s/x.

DEFINICION 2.2. Para el IPM M/G/s se define t como el tiempo transcurrido entre
la llegada de un cliente y la primera vez en que un servidor se desocupa; bajo el

supuesto que C y los clientes posteriores no son atendidos.

En un sistema ordinario M/G/s, t es igual al tiempo de espera de un cliente. En
Boxma [2] se prueba que para un IPM M/G/s; se tiene que tg; = E(t) (esperanza

de %), se puede calcular mediante:

CEW(M/M/s) [ 1-H@) ' (s—1)(o— pH(0)
to = =g [ - HE) L—mv)} {S‘ T pH@) |7
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donde

H(v) = /uv_ol_‘g—lj(u)du, v>0

PROPOSICION 2.3.
P th
Iim ——————— =1
020 EW(M/G/3)

TEOREMA 2.4. Bajo la proposicién 2.3 tenemos:

) _ B2
})13% Nes(p) = 215 [0 ,(1— H(v))sdo

PROPOSICION 2.5. Para un sistema M/D/s, se tienen la siguiente aproximacioén pa-

ra el coeficiente de cooperacion normado Nps:

V(4+5s) -2

16ps

Nps(p) = |1+ (1 —-p)(s = 1)

De donde:

s+1
lim N =
plgg) Ds (P) 2s

Las demostraciones de los teoremas (2.2) y (2.4) se las encuentra en Boxma [2].

Ahora bien, una vez presentados los resultados que ayudardn a encontrar la
aproximacion para el coeficiente N, se presenta la aproximacién propuesta por
Boxma [2]:

Ngs = A(s) + (1 — A(s))Nps(p) (2.10)

Para encontrar la forma de A(s), notemos que:

Ngs = A(s) + (1 — A(s))Nps(p)
,l)ig(l) Ngs(p) = A(s) + (1 — A(s)) lim Nps(p)

0—0
2B1s f:io(fz_ H(v))do =A(s)+(1— A(S))S ;_Sl — Teo2,4yProp25
22 _ Cs+1]  s+1
2p15 [,o(1— H(v))do A [1 25 } T2
A(s) = P2 s+1

(s—1)B1 [ y(1— H(v))*dv 51
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Finalmente se presenta la aproximacion para un modelo M/G/s propuesta en

Boxma [2] definida como:

[ B 2EW(M/M/S)EW(M/D/s)
EW(M/G/s) ~ (2[3%) SAGEW(M/D/s) + (1— A(s))EW(M/MJs) (2.11)

Cabe sefialar que en Boxma [2] para la aproximaciéon EW(M/D/s) se usa la
propuesta por Crommelin [5], sin embargo, por todas las propiedades presenta-
das en la Seccién 2.3 se propone cambiar la férmula (2.11) usando la aproximacién
EW(M/D/s) propuesta por Kimura [10].

Ademads, se puede notar que si se emplea la aproximacién Crommelin [5], pa-
ra un caso aleatorio en que j = 9 y s = 20 al momento de aplicar la férmula (2.6)
apareceria un valor (k —1)! = (js +1—1) = 180! lo cual excede el limite de capa-
cidad en el programa R. Por otro lado, al usar la aproximacién de Kimura [10], al
momento de aplicar la férmula (2.8) con el mismo valor de s = 20 el méximo valor
que intervendria en los calculos es s! = 20!; por lo cual se puede observar que la

aproximacién de Kimura [10] se la puede llevar de manera eficiente a la practica.
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Capitulo 3

Aplicacién en un sistema operativo de

servicios

3.1. Antecedentes

Se cont6 con un archivo con datos proporcionado por el S.R.I con los campos:
afo, mes, dia, horas, minutos, oficina, nombre del servicio, ticket ID, tiempo de es-
pera y tiempo de transaccién; desde agosto de 2016 hasta mayo de 2018, donde se

tomaba en cuenta 53 oficinas y 33 tipos de servicios.

Usando dicho archivo se han realizado analisis exploratorios en un proyecto pre-
vio de investigacién de la Escuela Politécnica Nacional (PIGR_19_11) entre 2020 -

2022. Los resultados de dicho andlisis exploratorio se resumen a continuacion:

21



=
2

%
18005 -
8-

F140678 HORE AN ERT CEE TR RTEE 114947 u:nu«:mmum 2Il=1 § A VRN N R CITCTUTREE 152456 1 4 S0 AR N TN O DO TR

g
ﬁ

§

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: SR.I

Figura 3.1 Dia del mes

La Figura 3.1 indica la cantidad de trdmites que se realizan segtin el dia del mes,
donde se puede apreciar que las columnas faltantes se dan por los fines de semana,
feriados, etc. No se distingue una afluencia diferente en la cantidad de trdmites con
respecto a inicios, mediados y finales de mes, pero si dentro de una semana; por

ejemplo, se ve que en el inicio de semana hay mads tramites que al final.
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Oficina

. Agencia Amazonas Secretaria . Agencia La Mana . Agencia Sangolqui

B sgencia Ambato Sur B ~cenciaLaTronca B sgencia santacruz

B sgencia azoques B sgenciaLatacunga B gencia santaRosa

. Agencia BaAzos . Agencia Loja . Agencia Santo Domingo

. Agencia Babahoyo . Agencia Macas . Agencia Sur

. Agencia BahA-a . Agencia Machala . Agencia Tena

B 2gencia centenario B 4gencia waii €1 Fortin B Agencia Totoracocha

. Agencia Chone . Agencia Manta - Agencia TulcAin

B Agencia Covranzas B Acencia Milagro B Agencia Tumbaco
Agencia Cuenca . Agencia Nueva Loja . Agencia Zamora

. Agencia El Coca . Agencia Pitas . Agencia Zonal Ambato

. Agencia Esmeraldas . Agencia Plataforma Gubernamental Amazonas . Agencia Zonal Guayaquil

B sgencia Galo Plaza B AgenciaPortoviejo B sgencia zonal Pichincha

. Agencia Guaranda . Agencia Puyo . Agencia Zonal Riobamba

B 20encia Guayaquil Centro . Agencia Quevedo I central Reporteria

B Agenciatvara I Asencia Riobamba Norte B oficna cobrowTc

B :oenciaJipijapa B 4gencia salinas y Santiago I oficina Secretaria wrc

. Agencia La Libertad . Agencia San Cristobal

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.2 Oficinas

Se observa también en la Figura 3.2 que hay 53 oficinas pertenecientes al S.R.I.

wirant

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I

Figura 3.3 Tipos de tramite

La Figura 3.3 muestra una comparacién entre el niimero de tramites y la agencia
en los dltimos 3 afios, en los afios 2016 y 2018 hay menos tramites pues no estan

contabilizados los tramites de todo el afio. Aqui se observa que:
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Agencia Zonal Guayaquil.

Galo Plaza.

Agencia Cuenca.

Agencia Plataforma Gubernamental Amazonas.

Agencia Salinas y Santiago.

Son las agencias que méds trdmites han realizado. Cabe recalcar que la agencia Plata-
forma Gubernamental Amazonas, de aqui en adelante PGA; fue abierta en 2017 por
lo que no tiene datos en 2016, aun asi, se mantiene como una de las agencias que

mas tramites genera, por lo cual el proyecto de titulacion se centra en la PGA.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I

Figura 3.4 Tramites por agencia

La Figura 3.4 muestra cuales son los servicios mads solicitados segtin el mes. Aqui

se observa que:

e RUC Naturales.
e Informacion.
e Claves.
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e Vehiculos.

e Exoneracidon matricula.

Son los servicios mds solicitados y estos se producen en todos los meses pues su

barra tiene todos los colores, ademds se puede observar que el servicio claves se
empez6 a solicitar desde mediados de 2017.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I
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Figura 3.5 Trdmites por horas

La Figura 3.5 muestra el namero de tramites segtin la hora del dia. Aqui se obser-
va un comportamiento con respecto a las horas; teniendo la maxima afluencia a las
10:00 y 15:00 horas y minima afluencia a las 8:00, 13:00 y 16:00 horas. Esto es inde-
pendiente del mes y afio pues se ve este comportamiento en todos los sub-graficos
y en todos los colores de las barras.

Posteriormente se analizan las columnas de tiempo de espera y tiempo de tran-
saccién conjuntamente para ver su tendencia. Cabe resaltar que para los siguientes
graficos se considera tinicamente las oficinas con més tramites y los servicios mds so-
licitados en los meses con mads afluencia, pues se busca observar el comportamiento

en los meses mais criticos.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I

Figura 3.6 Tiempos espera/transaccion

Se observa en la Figura 3.6 una tendencia horizontal, la cual indica que sin im-

portar el tiempo de espera en cola, la transaccién puede durar mucho o poco tiempo

(tiempo de espera no influye en el tiempo de transaccién). Ademads, gracias a las nu-

bes de puntos se observa que el tiempo de transaccién no depende del servicio pues

en el mismo servicio (color) hay eventos que ocupan mucho y poco tiempo. Final-

mente se puede observar en el eje x que los tiempos de espera son sumamente altos

(superando incluso los 50 minutos).

A continuacién, se generan grupos de agencias similares mediante clusters, que

poseen como variables los tiempos de espera y el nimero de clientes que superan

un tiempo de espera de 20 minutos.
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Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I.

Figura 3.7 Optimo de clusters
La Figura 3.7 indica que el mejor namero de clusters son 4.

Seguidamente se realizan los clusters en la Figura 3.8.

Chustar upsnda o prosnsdio de os iempos de espers j oe gus supsosn os 20 min difeencissdo demalfions y larde wendo komeans

Autor: Estudio proyecto PIGR-19-11. Fuente: S.R.I

Figura 3.8 Clusters

Asi, se puede buscar describir el comportamiento de una oficina y las oficinas

pertenecientes a ese cluster tendran un comportamiento similar.
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Tras una revision del andlisis exploratorio realizado a los datos de las agencias
del S.R.I, se ha escogido trabajar con la agencia PGA por ser la agencia con mas datos
y usar los meses con maés afluencia (segundo semestre de 2017). Ademads, el proble-
ma principal que se puede observar es el alto tiempo de espera para que un cliente
sea atendido. Dicho problema se aborda en este proyecto de titulacién, y se busca
determinar un modelo matematico que permita escoger un ntimero de servidores
adecuado para operar en las diferentes horas del dia en que se brinda atencién en la
PGA, reduciendo asi los tiempos de espera en a lo sumo 20 minutos; disminuyendo

tiempos de espera mayores a 50 minutos como los de la Figura 3.6.

3.2. Depuracion archivo de datos

3.2.1. Descripcién del archivo

El archivo de datos proporcionada por el S.R.I cuenta con las variables: afio, mes,
dia del mes, hora, minutos, oficina, nombre del servicio, ticket ID, tiempo de espera
(minutos) y tiempo de transaccién (minutos); desde el mes de mayo hasta el mes de
diciembre de 2017, de estas variables se pretende extraer los tiempos entre llegadas
y los tiempos de servicio para ver su ajuste a alguna distribucién y con ello elegir

un modelo de teoria de colas.

En primer lugar, para la obtencién de los tiempos entre llegadas se ha inclui-
do la variable segundos, la cual se ha generado mediante una distribucién uniforme
U ~ [0,59] con el fin de poder separar 2 llegadas simultaneas en un mismo minuto
y asi evitar tiempos entre llegadas con valor 0. Posteriormente se han dividido los
datos por dias y en cada dia se han sumado las variables hora, minutos y segundos
obteniendo un solo valor que nos indica los tiempos de llegada (segundos). Final-
mente se restan los valores de los tiempos de llegada entre las posiciones i + 1 e i
obteniendo asi los tiempos entre llegadas. Se lo puede visualizar de mejor manera

en la Figura 3.9:
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.9 [Esquema tiempos entre llegadas

Los tiempos de servicio se los tiene directamente de la variable tiempo de transac-

cién del archivo de datos y solo se la transforma a segundos.

3.2.2. Tratamiento de datos atipicos

TIEMPOS ENTRE LLEGADAS

Una primera exploracién a los tiempos entre llegadas se la puede visualizar en

los siguientes graficos:

Tiempos entre llegadas Histograma tiempo entre llegadas

20000

I
@ o O OO
100000 250000

0
I
0

[ I I I 1
0 10000 20000 30000 40000

Tiempos entre llegadas

Figura 3.10 D.C tiempos entre llegadas Figura 3.11 Histograma tiempos entre llegadas
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Donde el diagrama de caja 3.10 indica la presencia de atipicos y el histograma

3.11 no brinda una idea intuitiva de la distribucién a la que se pueden ajustar los

29



datos. Para tratar los atipicos se recurre a la tabla de frecuencias de la Figura 3.13

donde se puede observar que hasta los 308 segundos se acumulan el 99.35 % de los

datos, asi todos los valores mayores a 308 segundos se han reemplazado por una

distribucién uniforme U ~ [0, 307].

Analisis de Una Variable - Tiempos entre llegada

Tahbla de Frecuencias para Tiempos entre llegada
Limite Limite Frecuencin | Frecuencia | Frecuencia
Clase | Inferior Superior | Punto Medio | Frecuencia | Relativa Aewmmilada | Rel deum
menor oigual |0 1 0.0000 1 0.0000
1 1] 153.05 76.075 232427 0.0626 132428 0.0626
{2 153.95 307.9 230,923 1437 0.0309 230883 0.9935
3 5079 461,85 384,875 083 0.0041 240870 09973

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.13 Tabla de frecuencias tiempos entre llegadas

Tras esta correccion se obtienen los siguientes graficos, donde el histograma 3.15
da indicios de que los datos pueden ajustarse a una distribucién exponencial y en

el diagrama de caja 3.14 se puede observar un sesgo propio de la distribucién expo-
nencial.

Histograma tiempo entre llegadas

Tiempos entre llegadas 30000-
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I

20000-
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I
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0 100 200 300
Tiempos entre llegadas

Figura 3.14 D.C tiempos entre llegadas
Autor: Salazar W.

Figura 3.15 Histograma tiempos entre llegadas

Fuente: Salazar W.

Con esta correcciéon de atipicos los datos de tiempos entre llegadas se pueden
someter a un test de bondad de ajuste para encontrar una distribucién a la cual se

ajusten los datos.

TIEMPOS DE SERVICIO

De manera similar para los tiempos de servicio se presentan graficos previos pa-
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ra intentar describir su comportamiento, el diagrama de caja 3.17 indica la posible

presencia de atipicos y el histograma 3.18 no brinda informacién sobre la distribu-

cién a la que se pueden ajustar los datos.

Tiempos de servicio

1500 3000
l

0
I

Figura 3.17 D.C tiempos de servicio
Autor: Salazar W.

Histograma tiempos de servicio
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Figura 3.18 Histograma tiempos de servicio

Fuente: Salazar W.

De la misma manera que para los tiempos entre llegadas se realiza una tabla

de frecuencia, de donde se encuentra que hasta los 1918 segundos se acumulan el

99.0% de los datos, asi todos los valores mayores a 1918 se reemplazan por una

distribuciéon uniforme U ~ [0,1918]. Adicionalmente se puede notar que existe una

acumulacién de datos entre 0 y 60 segundos lo cual se considera también como

atipicos, pues a pesar de que hay servicios que duran menos de un minuto como las

actualizaciones de clave, al no influir en la generacién de tiempos de espera altos

los vamos a desestimar del modelo para poder encontrar una distribucién a la que

se ajusten de mejor manera los datos restantes. Entonces se procede a retirar dichos

valores obteniendo asi los siguientes gréficos:

Tiempos de servicio

] 1

[ E—

1500

0 500

Figura 3.20 DC tiempos de servicio

Autor: Salazar W.

En el diagrama de caja 3.20 se observa un sesgo que se puede visualizar més cla-
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ramente en el histograma 3.21. Con esta correcciéon de atipicos los datos de tiempos
de servicio se pueden someter a un test de bondad de ajuste para encontrar una dis-

tribucién a la cual se ajusten los datos.

3.3. Ajuste de datos

TIEMPOS ENTRE LLEGADAS

En este punto se separan los datos para describir el comportamiento en las di-
ferentes horas y meses, posteriormente se usa la funcién «useFitdist» del programa
R obteniendo que la distribucion a la que mas se ajustan los datos es una distribu-
cién exponencial. Para validar esto se realiza el test de bondad de ajuste «ks.test»

(Kolmogorov-Smirnov) a cada segmento de datos, contrastando las hipétesis:
Hp : Los datos analizados siguen una distribucién exponencial

Hj : Los datos analizados no siguen una distribucién exponencial

De donde se obtienen los p-valores de la Figura 3.23:

H8 H3 H10 |HI11 H12 H13 H14 |HI15 H16
Junio 0,7070] 0,2440( 0,0060| 0,5070( 0,0300| 0,1840| 0,0380| 0,6950| 0,0540
Julic 0,3970] 0,1370( 0,1460| 0,2930( 0,1860| 0,0070| 0,6400( 0,1780] 0,3550
Agosto 0,2300] 0,1190( 0,0200| 0,3450( 0,4700| 0,1740| 0,2850| 0,3870] 0,0780
Pvalores |Septiembre | 0,1450|0,0100| 0,7060( 0,0220( 0,7550| 0,8330| 0,5680( 0,0940| 0,2410
Octubre 0,2470] 0,0550( 0,2780| 0,2760( 0,0090| 0,3800| 0,4450| 0,6440] 0,75%0
Noviembre | 0,5680| 0,6710( 0,6050( 0,3740( 0,0870| 0,8450| 0,4420| 0,4280| 0,5210
Diciembre 0,5800| 0,0080( 0,5730| 0,1710( 0,6100| 0,8090| 0,6550| 0,1240] 0,7580

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.23 DP-valores para tiempos entre llegadas

Notemos que si usamos los p-valores, la regla de decision esta asociada al nivel

de significacion « de la siguiente manera:

Si p-valor > a = No rechazar H

Si p-valor < & = Rechazar Hj
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Por tanto, si tomamos un nivel & = 0,05 entonces el 87.30 % de los valores de
la Figura 3.23 cumplen la regla para no rechazar Hp, més atn si tomamos un nivel
« = 0,01 entonces el 95.24 % de los valores de la Figura 3.23 nos indican no rechazar
Hy. Por tanto, podemos concluir que los tiempos entre llegadas se ajustan a una

distribucion exponencial.

Ahora bien, dado que los tiempos entre llegadas siguen una distribucién expo-
nencial (Tiempos entre llegada ~ Exp(A)) se buscan los pardmetros A o tasas de

llegada (clientes / segundo) obteniendo los valores de la Figura 3.24:

H3 HS H10 H11 H12 H13 H14 H15 H16

lunio 0,0181 0,0274| 0,0355( 0,0383| 0,0343| 0,0286| 0,0276| 0,0308( 0,0245

lulio 0,0174( 0,0265| 0,0327( 0,0358| 0,0303| 0,0268| 0,0266| 0,0253( 0,0265

Tasas Agosto 0,0163| 0,0243| 0,0318( 0,0355| 0,0257| 0,0247| 0,0245| 0,0276| 0,0234

. Septiembre | 0,0174|0,0259( 0,0335( 0,0353| 0,0302( 0,0262| 0,0238| 0,0288| 0,0234

(clientes/segunda)

Octubre 0,0160( 0,0235| 0,0301( 0,0341| 0,0275| 0,0240| 0,0221| 0,0251| 0,0217

Noviembre 0,0150( 0,0248| 0,0307( 0,0338| 0,0254| 0,0233| 0,0218| 0,0254( 0,0221

Diciembre 0,01595( 0,0223| 0,0255( 0,0283| 0,0240( 0,0156| 0,0186| 0,0225( 0,0203

0,0177 0,0251 0,0315 0,0344 0,0293 0,0247 0,0236 0,0272 0,0231

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.24 Tasas de llegadas (cliente/seg)

Para obtener el valor de las tasas de llegada en cada hora el dia, se toma el pro-
medio de las tasas a esa hora en cada mes, como se puede ver en la Figura 3.24.
Gréficamente las tasas de los tiempos entre llegadas tienen el comportamiento de la
Figura 3.25:
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Tasas tiempos entre llegada (segundos)

0,0450

0,000

0,0350

0,000

0,0250

0,0150
0,0100
0,0050

0,0000
HE H3 H1D H11 H1Z Hi3 H14 H15 H1E

m— iy — o Aposty = Septiombre s—Odybre  se—hoyiembre  sslosmbre

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.25 Gréfico tasas de llegadas (cliente/seg)

Finalmente, las tasas se expresan en minutos, y se puede observar las tasas finales
con las que se trabajara en cada hora en la Figura 3.26, ademas se indica que al dia

llegan en promedio 852 personas para recibir atencién en la PGA.

HE HS H10 H11 H12 H13 H14 H15 H16

Junig 1,09 1,64 2,13 2,300 2,06) 1,71 1,66 1,85 1,47

lulio 1,04 1,62 1,9 2,15 1,82 1,61 1,59 1,79 1,55

Tasas Agosto 0,98 1.46) 1,91 2,13 1,78 1,48 1,45 1,65 1,41

] ) Septiembre 1,05 1,55 2,04 2,12 1,81 1,57 1,43 1,73 1,40

(clientes/minuto)

Octubre 0,9 1,44 1,81 2,04| 1,685 1,44 1,33 1,51 1,30

MNoviembre 1,14 1,45 1,84 2,03 1,76 1,401 1,31 1,53 1,32

Diciembre 1,17 1,34 1,55 1,700 1,44, 1,17 1,12 1,35 1,22

1,06 1,50 1,89 2,07 1,76 1,48 142 163 1,39 851,96

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.26 Tasas de llegadas (cliente/min)

Con este primer andlisis se obtiene que los tiempos entre llegadas se ajustan a
una distribucién exponencial, por tanto, el modelo de teoria de colas a usar seria un

(M/B/s), pues atin no se tiene informacién de los tiempos de servicio.

TIEMPOS DE SERVICIO

Similar a lo realizado en la seccién anterior se separan los datos para describir
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el comportamiento en las diferentes horas y meses, sin embargo, la funcién «useFit-
dist» nos sugiere que la distribucién a la que mas se ajustan los datos es una distri-
bucién Weibull. Para validar esto se realiza el test de bondad de ajuste «ks.test», de

donde se obtienen los p-valores de la Figura 3.27:

HE Ho H10 H11 H12 H13 H14 H15 H16
Junio 0,520 02970 04330 06280 07230 05250 o04820] 04370 04080
lulio 04280 02140 03160 00470 07130 04210] o05610| 06330 03260
Agosto 09260 05380 06360 02180 04870 o5820( 07820 07820 02250

Pvalores Septiembre| 05560 04530| 06450 02170 o1%80| o7250] 05170 075200 08060
Octubre 07970 04000 o0218%0| 08720 05000 05420 08630 05960 04600
Noviembre | 0,7320| 0,3360] 06930 03580 o07s70| o673c] 09630 07530 07280
Diciembre | 02860 03170 oo0e%0| 021200 02690 o0350] 07430 06000 06010

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.27 P-valores tiempos de servicio (min)

Notemos que ahora las hipétesis a contrastar con el «ks.test» son:
Hp : Los datos analizados siguen una distribucién Weibull.
H;j : Los datos analizados no siguen una distribucién Weibull.

Donde, al tomar un nivel « = 0,05 entonces todos los valores de la Figura 3.27
cumplen la regla para no rechazar la Hy. Por tanto, podemos concluir que los tiem-

pos de servicio se ajustan a una distribucién Weibull.

Ahora bien, dado que los tiempos de servicio siguen una distribucién Weibull
(Tiempos de servicio ~ Weibull(B,6)), donde B es el pardmetro de forma y 6 es el

pardmetro escala. Se presentan los valores para ambos pardmetros en cada hora del
dia:

HE Ho Hi0 Hil Hi2 H13 Hi4 H15 H16
lunio 1,62963| 1,57137| 1,50423| 1,52853| 147542| 1,39627| 147598 1.47097| 143091
lulio 1,50938| 1,51631| 1,54818| 1,50065| 1,43562| 1,36814| 145882 146347| 140704
Agosto 1,57343| 148222| 146595 1,47522| 140018| 143445 143984| 147291 142711

Shape Septiembre| 1,54358| 1,50709| 1,50055| 146878| 1,41249| 140154| 1,44835| 143184| 148554
Octubre 1,62005| 1,57034| 145377\ 14984| 148113| 1.45252| 150484| 1,51563| 148605
Moviembre | 1,6542| 155413 1,45077| 1,50512| 1,44589| 144427| 1,48693| 1,51517| 147831
Diciembre | 1,56545| 152557| 1,49863| 143243| 1,3%059| 14016 1,43021| 143018| 144286

1,5080 15324 14901 14870 14345 14141 14633 14715 14512

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.28 Pardametro de forma tiempos de servicio
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HE Hg H10 H11 H12 H13 Hia H15 H16
Junio 11,5183 10,8288 10,302| 10,124| s8,61322| 9,76685| 10,8458| 10,0811 g9,37004
Julio 10,9658| 10,1127 10.297| 9,70737| 9.42371| 8.92973| 962179 10,1248 960136
Agosto 10,6486| 10,2139| 9,88435| 883221 9,15121| 9,60844| 968675 9.8e678| 932507
Scale Septiembre| 10,2225| 10,1437| 9.88788| 9.80059| o27882| 552674 8.58738| o.88eE7| 100104
Octubre 10,4714 10,283| 983822 965313| 994782| g44582| 102813 104955 10,6286
Moviembre | 10,8017| 10,2826| 9,56267| 9.83408| 9,47132| s,40787| 10,3645| 10,6054| 10,4314
Diciembre | 11,3051| 10.4265| 10.0756| 9.98087| 9.63134| o.84387| 10.23%6| 10.2121| 100374
10,8621 10,3431 99782 09,8475 09,4953 95042 10,0582 10,1789 9,914
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.29 Parametro de escala tiempos de servicio

Para obtener el valor de los pardmetros en cada hora el dia, se toma el promedio

de los pardmetros a esa hora en cada mes, como se puede ver en las Figuras 3.28 y

3.29. Finalmente se presenta la Figura 3.30 con las tasas de servicio y para cada hora

del dia.
HE Hg H10 H11 H1z2 H13 H14 H15 H16
lunio 0,09706| 0,10202| 0,10766 0,1087%| 0,11515| 0,11235| 0,10379| 0,10885| 0,11755
lulio 0,10183| 0,10893| 0,10813| 0,11436| 0,11703| 0,12258| 0,11488| 0,10813| 011452
Tasas Agosto 0,1047| 0,10844| 0,11193| 0,11258| 0,12014| 0,11474| 0,11384| 0,11216| 0,11824
(clientes/minuto) [SSEHEMbre] 010895 0,10943] 0,11225) 0,11296| 0,11929) 0,11532] 0,11519] 0,11152] 0,11063
Dctubre 0,10674| 0,10838| 0,11238| 0,11484| 0,11134| 0,11658| 0,10816| 0,10577| 010423
Moviembre | 0,10275| 0,10841| 01155 0,11289| 011662 0,11741| 0,10686) 010489 01061
Diciembre | 0,09855| 0,10665| 0,11025| 0,1105| 0,11408| 0,11172| 0,10756| 0,1078%| 0,11001
0,10294 0,10762 0,11116 0,11756 0,11623 0,11587 0,11004 0,10871 0,11161
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.30 Tasas de servicio (cliente/min)

Con este segundo andlisis se obtiene que los tiempos de servicio se ajustan a una
distribucion Weibull.

Finalmente se concluye que el modelo de teoria de colas a usar seria un modelo

M/G/s).
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3.4. Aplicacion del modelo M/G/s

La aproximacién de la esperanza del tiempo de espera de los clientes en cola

viene dada por:

(B 2EW(M/M/s)EW(M/D/s)
EW(M/G/s) ~ (2,8%) 2A(S)EW(M/D/s) + (1 — A(s))EW(M/M/s)

En primer lugar, se calcula el término A(s), que viene dado por:

B ﬁz __54-1
A(S) - (S o 1)131 fvoi()(l o H(U))de s—1 (31)

donde:

0 —

H(v):/ 1—B(u)du, v >0
u=0 ,31

Ahora bien, como los tiempos de servicio siguen una distribucién Weibull(p, ), en-

tonces su funcién de distribucién viene dada por:

Bu) =1-exp {— (4)°}

Donde B1 y B2 son los dos primeros momentos de la variable aleatoria Tiempos de
servicio que siguen una distribucién B(u). Ahora bien, notemos que el pardmetro de
forma B indica el comportamiento de las tasas de servicio (si crecen, decrecen o se
mantienen constantes), para nuestro estudio se tienen tasas de servicio constantes,
es decir, no cambian dependiendo el nimero de clientes en el sistema; por tal motivo
si un servidor atiende a razén de 6 clientes por hora, entonces 11 servidores atienden
a 66 clientes en una hora. Asi, al tener una tasa de servicio constante se toma g =1,

con ello:

s 1o (- ()]
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Regresando a la ecuacion (3.1), calculamos:

[y = [ i (8) 0 -] a
= o [(%) e_(g) + (1 _ [%)} Jo

Para abordar esta integral se usa la férmula del binomio de Newton, la cual establece
que el desarrollo de la n—ésima potencia de un binomio x +y,conx,y € Ry n €

Z7, puede ser expandida en una suma de la forma:

_ nxn_|_ xn—1_|_ nxn—22+___+ n n
—\o 1 77\ 4 n)Y

donde (}) es el coeficiente binomial, el cual representa el ntimero de formas de escoger
k elementos de un conjunto con n elementos. Asi, regresando a nuestra integral,

dado que s € IN tenemos:

De donde,

[T @ (1= )] o= [ [ @) dos [ (3) [8®) ™ (1= ) dos
()0 - aoe s [ (- )

Ahora bien, fijiandonos en la tltima integral de la suma y definiendo ¥ como la suma

de todas las integrales anteriores notemos que:
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o

oo sisespar
—oo sisesimpar

Dado que el término final diverge entonces la suma de todas las integrales también

[ [+ () @ -

diverge, por tanto

diverge. Asf:

Als) = & = 32)
(s = D1 3oL ~H@ o
s+1
et (33)

Posteriormente, para los calculos de EW(M/M/s) y EW(M/D/s), se usan la for-
mulas (2.2) y (2.7):

EW(M/D/s) ~ 2 {1+ f()3(0) EW(M/M/5)

Para usar estas formulas se usan los valores de la tabla de la Figura 3.31 segmentada
por horas, donde los pardmetros B1 (E[X]) y B2 (E[X?]) son calculados mediante la

féormula:

E[X"] = 6"T (1 + %)

donde X es la variable aleatoria Tiempos de servicio la cual sigue una distribucién
Weibull.
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Parimetro |H8 H9 H10 H11 H12 H13 H14 H15 H16
B 9,7393 9,3020 9,0122|  88840| 85952 8,6254 9,0864 9,1850|  8,9368
B2 134,4704| 125,7690| 119,7951| 116,4156| 111,5568| 113,3344| 122,6458| 124,7962| 119,5930
A 1,0604|  1,5047 1,8912|  2,0658| 1,7604|  1,4827 1,4176 1,6294|  1,3368
u 0,1029 0,1076 0,1112| 0,1126| 01162  0,1159 0,1100 0,1087|  0,1116
8 1,5980|  1,5324 1,4901| 1,4870| 1,4345 1,4141 1,4633 1,4715 1,4512
8 10,8621| 10,3431 9,9732|  9,8475 9,4953 9,5042| 10,0582 10,1789 9,9146

Autor: Salazar W.

Figura 3.31 Parametros por hora

Fuente: Salazar W.

Finalmente, del uso de estas formulas se obtienen los resultados de la tabla de

la Figura 3.32 para las 8:00 horas (el resultado de las demas horas se la tiene en

Anexos):

s P Als) |[EW(M/M/s) EW(M/D/s)| EW(M/G/s)
11| 0,9389 -1,200 10,722044 5473050 77,9605
12| o0,8507| -1,182| 2954317 1,559372 2,3663
13 0,7944) -1,167 1,202371 0,657781 1,0476
14| 0,7377| -1,154| 0546310 0,310370 0,5221
15 0,6885 -1,143 0,257470 0,152134 0,2722
16| 0,0455 -1,133 0,122039 0075082 0,1441
17| 0,607s| -1,125| 0,057259|  0,036703 0,0762
18| 0,5738] -1,118 0,026350 0,017595 0,0399
19| 0,5436] -1,111| 0,011829]  0,008215 0,0205
20| o,5164| -1,105| 0,005162|  0,003718 0,0103
21 04918 -1,100 0,002120 0,001625 0,0050
22| 0,4694| -1,005| o0,000897]  0,000686 0,0023
23 04490] -1,091 0,000356 0000279 0,0010
24( 04303 -1,087 0,000137 0000109 0,0004
25| 04131 -1,083] o0,000051]  0,000041 0,0002

Autor: Salazar W.

Fuente: Salazar W.

Figura 3.32 Resultados 8:00 horas

Estos célculos se los realiza desde 11 servidores que es cuando el factor de utili-

zacion p es menor a uno, hasta 25 servidores.
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3.4.1. Calculo de métricas principales

Es claro que el objetivo del estudio se enfoca en el tiempo de espera en cola en un
sistema, sin embargo, para tener un contexto mas amplio del problema se calculan
las métricas L, L; y W, mediante las ecuaciones (1.3), (1.4), (1.5) y los valores de los

pardmetros de la tabla de la Figura 3.31.

Con esto se tienen los resultados de la Figura 3.33. Con estos primeros resulta-
dos de las cuatro métricas principales se puede estimar un ntimero de servidores tal
que los tiempos de espera sean bajos, sin embargo, no se puede asegurar el cumpli-
miento de la politica de calidad, para ello se realizaran simulaciones con las cuales
se valida que los resultados obtenidos teéricamente converjan a los de la simulacién
y posteriormente extraer los percentiles 1 y 99 para verificar que esos valores efecti-
vamente no sobrepasan los 20 minutos y asegurar el cumplimiento de la politica de
calidad.

5 wW Lg L
11| 17,675 8 19
12 12,081 3 13
13| 10,762 1 11
14| 10,236 1 11
15 9,987 0 11
16 9,858 0 10
17 9,791 0 10
18 9,754 0 10
19 9,735 0 10
20 9,725 0 10
21 9,719 0 10
22 9,717 0 10
23 9,715 0 10
24 9,715 0 10
25 9,715 0 10

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 3.33 Meétricas 8:00 horas
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Capitulo 4

Simulacion y Resultados

4.1.

La simulacién para la linea de espera se la realiza usando la libreria simmer del
programa R, bajo los supuestos de que los tiempos entre llegadas se ajustan a una
distribucién exponencial Exp(A) y los tiempos de servicio se ajustan a una distribu-

cién Weibull Weibull(B,6) con los parametros de la tabla de la Figura 3.31 para cada

hora.

Para cada nimero de servidores se realizaron entre 200 y 300 simulaciones del

comportamiento de una linea de espera, la linea de espera se puede visualizar en la

Figura 4.1:

clientel
cliente?
clientel
cliented
clientef
clientes
cliented
cliente?
clientef
clientell
clientell
clientel?
clientell
clientelf

start_time|
__________ .
. 358636
. 8553846
LATDEE92 |
. 583696 |
LB74275|
LF7TAT22|
.450934 |
. 996444 |
LA91649 |
.480845|
. 704018 |
. 214387 |
. 200610 |
13.638977

=+
[T B R CER T o Y O SO LW AN

e
=

. 669003
. 645409
071480
079740
113838
. 92586
. 795573
110065
. 392584
. 591687
. 636526
25.
26.
28.

Autor: Salazar W.

809133
389247
2956802

Simulacién de la linea de espera

activity_time

12.
12.
8.
15.
9.
14,
15.
12.
8.
14,
15.
8.

. 310367
. 789562 | TRUE

_____ | :
| TRUE

572588 | TRUE
496045 | TRUE
239563 | TRUE
017864 | TRUE
335638 | TRUE
113621 | TRUE
900935 | TRUE
101842 | TRUE
565047 | TRUE
594746 | TRUE
188637 | TRUE
503016 | TRUE

Fuente: Salazar W.

Figura 4.1 Simulacién
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Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.2 Convergencia de la simulacién

Notemos que lo que se pretende con la simulacién es estimar la media de W, se
puede observar en la Figura 4.2 que con un tamafio de muestra menor a 30 simu-
laciones los valores de W, son muy variables; sin embargo, mientras el namero de
simulaciones es mayor se observa la convergencia a un valor. Se puede notar grafi-
camente que la elecciéon de 200 o 300 simulaciones es apropiada pues se obtiene una

buena aproximacién al ser una muestra grande y representativa.

Posteriormente, de cada simulacién se extrae el tiempo promedio de espera en
tila W;, obteniendo una muestra entre 200 y 300 datos de la cual se puede extraer la
esperanza de los tiempos promedio en fila (cuartil 50) y los percentiles 1 y 99, para
saber entre que valores se encuentran el 98 % de los datos. Estos valores se resumen

en la tabla de la Figura 4.3.
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Servidores 50% 1% 99% Nsim
1 7,166 4,323 14,892 300
12 2,118 1,519 3,380 300
13 0,890 0,635 1,278 300
14 0,416 0,275 0,648 300
15 0,201 0,143 0,289 300
16 0,099 0,060 0,166 300
17 0,047 0,022 0,082 300
18 0,021 0,010 0,044 300
19 0,009 0,003 0,020 300
20 0,004 0,001 0,016 300
21 0,001 0,000 0,007 300
22 0,001 0,000 0,005 300

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.3 Simulacién 8:00 horas

Tras la simulacién se pueden evidenciar dos resultados principales:

i) Los resultados de la simulacién difieren de los resultados obtenidos tedrica-
mente (tabla de la Figura 4.3) en a lo sumo un minuto, por lo cual se puede

validar que los resultados obtenidos con el modelo M/G/s son correctos.

ii) Para el caso de las 8:00 horas si se elige el ntimero de 11 servidores para brindar
el servicio, se puede evidenciar que el 98 % de los datos de la simulacién tienen
valores menores a 20 minutos, por ello este es el mejor ndmero para cumplir

la politica de calidad.

Se puede notar que, si se elige un nimero de servidores mayor a 11, atin se
garantiza el cumplimiento de la politica de calidad, sin embargo, hacerlo incurre en
un gasto de némina adicional. Asi, el criterio para la elecciéon del mejor ntiimero de
servidores en cada hora del dia es el primer menor niimero de servidores con el que se

satisfaga la politica de calidad.

4.2. Evaluacion de los resultados

Los resultados presentados en la seccién anterior corresponden a las 8:00 horas,
tras realizar los mismos cdlculos para cada hora de atencién se presenta un resumen
en la Figura 4.4, del nimero de servidores elegido a cada hora del dia junto al inter-
valo que contiene el 98 % de los datos para asegurar el cumplimiento de la politica
de calidad.
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Hora| Servidores 50% 1% 099% Msim
8 11 7,166 4,323 14,892 300

9 15 4,749 2,961 9,673 300

10 18 5,063 2,926 11,216 300
11 20 2456 1,552 4,075 200
12 16 5,743 3,451 12,220 200
13 14 3,703 2,341 6,404 250
14 14 4,186 2,560 7,780 300
15 16| 4,822 2,830 9,292 300
16 14| 2,560 1,695 4,540 250

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.4 Eleccién de servidores en cada hora de atencion

Finalmente, se puede verificar que los resultados tedricos para todas las horas
del dia difieren de las simulaciones en a lo sumo 48 segundos, por lo cual se valida
que los resultados son correctos; ademads se puede notar que el 98 % de los datos de
la simulacién siempre son menores a 20 minutos, por lo cual se asegura también el

cumplimiento de la politica de calidad con esta eleccion de servidores.

4.3. Comparacion costos actuales vs propuestos

No se cuenta con el detalle de la remuneracién a los servidores dentro del sistema
operativo de servicios, por ello la unidad de medida para la comparacién de costos
serd en horas, es decir, se medirad cuantas horas al mes de trabajo se requieren con el
ntmero de servidores actual y se contrastara con el nlimero de horas al mes que se
necesitara con el niimero de servidores propuesto. El costo se lo puede representar
de esta manera pues el niimero de horas multiplicado por el salario de una hora sera

igual a la remuneracién que se debe satisfacer.

Asi, el nimero de servidores activos en cada hora del dia actualmente, y el costo

en horas generado al sistema se resume la tabla de la Figura 4.5:
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Hora |S5ervidores|Costo al dia (horas) | Horas al mes {horas)
8:00 18 18 360
9:00 18 18 360

10:00 19 19 380
11:00 19 19 380
12:00 19 19 380
13:00 13 19 350
14:00 18 18 360
15:00 18 18 360
16:00 17 17 340

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.5 Costos actuales

Finalmente, de la Figura 4.6 se puede evidenciar que con el nimero de servidores
propuestos en la Figura 4.4, se tiene un ahorro en horas en la mayoria de las horas
de atencién, con excepcién de las 11:00 donde se ve la necesidad de aumentar un
servidor a los que actualmente operan. En total se ha generado una disminucién de

horas del 16,36 % gracias a la utilizacién del modelo.

Hora |Servidores| Costo al dia (horas)| Costo al mes (horas)| Diferencia (horas)
8:00 11 11 220 140
9:00 15 15 300 60

10:00 18 18 360 20
11:00 20 20 400 -20
12:00 16 16 320 60
13:00 14 14 280 100
14:00 14 14 280 80
15:00 16 16 320 40
16:00 14 14 280 60

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 4.6 Costos propuestos
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1.

Conclusiones

Elntmero de servidores que se propone en cada hora del dia son: 11 servidores
a las 8:00, 15 servidores a las 9:00, 18 servidores a las 10:00, 20 servidores a las
11:00, 16 servidores a las 12:00, 14 servidores a las 13:00, 14 servidores a las
14:00, 16 servidores a las 15:00 y 14 servidores a las 16:00. Con estos valores
se verifica el cumplimiento de la politica de calidad, ademéds de un ahorro en
horas del 16, 36 %.

A partir del andlisis precedente, es posible observar que con el cambio su-
gerido (usar la aproximaciéon EW(M/D/s) de Kimura [10] en lugar de la de
Crommelin [5] en la aproximaciéon EW(M/G/s) de Boxma [2]) para el modelo
M/G/s se ha podido usar estas aproximaciones en la practica, pues ya no se
tiene la limitacién del calculo de factoriales sumamente grandes en la imple-

mentacion de las formulas.

En virtud de lo estudiado, es posible sostener que un estudio técnico que per-
mite describir el comportamiento de la linea de espera en las instalaciones de
la PGA, ayuda a la eleccién de un correcto niimero de servidores; que por ende
genera un ahorro en horas en esta agencia como se puede ver en la tabla de la

Figura 4.6.

Se ha podido evidenciar el cumplimiento de la politica de calidad en este sis-
tema operativo de servicios, se lo puede visualizar en la tabla de la Figura 4.4
gracias a la extraccion de los percentiles 1y 99 que nos indican entre que valo-

res estaran el 98 % de los datos de la simulacién. Ademads, se puede notar que
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5.2.

no se cae en costos excesivos, por el contrario, se puede observar un ahorro.

Si bien es cierto que las férmulas para el modelo M/G/s funcionan para tiem-
pos de servicio con cualquier distribucion arbitraria, es necesario encontrar a
que distribucion de probabilidad se ajustan en una aplicacién concreta; en este
caso los calculos de la Seccién 3.4 se realizan con tiempos de servicio ajustados
a una distribucién Weibull (B, 0), los cuales cambiarian si los datos de ajustaran

a otra distribucion.

Recomendaciones

Seria recomendable que pese a los resultados finales obtenidos, se considere
aumentar un servidor maés a las 8:00, 10:00 y 12:00 horas, pues si bien es cierto
que el 98 % de las simulaciones tiene valores menores a 20 minutos; siguen
siendo superiores a 11 minutos, y por eventos no capturados por el modelo

los tiempos de espera podrian subir.

Para la realizaciéon del proyecto se conté con una archivo de observacion de
siete meses, por lo cual, seria recomendable proporcionar una archivo con ma-
yor ntiimero de datos para capturar de mejor manera el comportamiento de la

linea de espera.

El presente proyecto se lo realiz6 para la agencia PGA del S.R.I por cual seria
recomendable replicarlo en otras agencias de este sistema operativo de servi-
cios, con el fin de realizar un intercambio de servidores entre agencias donde
haya mucha afluencia y las que tengan poca afluencia de clientes, y asi mejorar
la politica de calidad en las diferentes agencias sin la necesidad de contratacién

de nuevos servidores.
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Anexos

5.3. Resultados y métricas

5 P A(s) |EW(M/M/s)|EW(M/D/s) |EW(M/G/s) 5 w Lg
15| 0,933 -1,143 6,548 3,368 5,062 15| 14,355 8 22
16| 0,875 -1,133 2,324 1,232 1,921 16| 11,214 3 17
17| 0,823 -1,125 1,064 0,582 0,945 17| 10,237 1 15
18| 0,778 -1,118 0,531 0,300 0,510 18| 9,802 1 15
19| 0,737 -1,111 0,274 0,160 0,286 19| 9,579 0 14
20| 0,700 -1,105 0,143 0,086 0,163 20| 9,455 0 14
21| 0,666 -1,100 0,074 0,046 0,093 21| 9,385 0 14
22| 0,636 -1,095 0,038 0,025 0,053 22| 9,345 0 14
23| 0,609 -1,091 0,019 0,013 0,030 23| 9,322 0 14
24| 0,583 -1,087 0,009 0,007 0,016 24| 9,309 0 14
25| 0,560 -1,083 0,005 0,003 0,009 25| 9,301 0 14
(a) Resultados 9:00 horas (b) Métricas 9:00 horas
Figura 5.1 Hora 9:00
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

5 p Als) [EW(M/M/=) |EW(M/D/=) | EW(M/G/s) 5 w Lg L
18| 0,947 -1,118 6,817 3,495 5,306 18| 14,303 10 27
19| 0,897 -1,111 2,464 1,299 2,038 13] 11,034 4 21
20| 0,852| -1,105 1,166 0,632 1,029 20) 10,025 2 13
21| 0,812| -1,100 0,607 0,339 0,573 21) 9,570 1 18
22| 0,775| -1,095 0,329 0,189 0,334 22) 9,330 1 18
23| 0,741 -1,091 0,181 0,107 0,198 23| 5,195 0 17
24| 0,710 -1,087 0,099 0,061 0,118 24 59,115 o 17
25| 0,682 -1,083 0,054 0,034 0,071 25| 9,067 0 17

(a) Resultados 10:00 horas

Figura 5.3 Hora 10:00

Autor: Salazar W.
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(b) Métricas 10:00 horas

Fuente: Salazar W.




p A(s) |[EW(M/M/s)|EW(M/D/s) | EW(M/G/s) g w Lq
19| 0,966 -1.111 11,445 5,817 8,742 19( 17,626 18 36
200 0,918 -1,105 3,337 1,741 2,698 200 11,583 ] 24
21| 0,874 -1.100 1,509 0,809 1,297 21| 10,181 3 21
22| 0,834 -1,095 0,779 0,429 0,714 22 9,598 1 20
23 0,798 -1.091 0,424 0,241 0,416 23 3,301 1 19
24| 0,765 -1,087 0,237 0,138 0,250 24 9,134 1 19
25| 0,734 -1,083 0,133 0,080 0,151 25 9,035 0 15
(a) Resultados 11:00 horas (b) Métricas 11:00 horas
Figura 5.5 Hora 11:00
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
p Als) |EW(M/M/s)|EW(M/D/s) | EW(M/E/s) 5 w Lg
16| 0,946 -1,133 7,715 3,951 6,133 16 14,736 11 26
17 0,890 -1,125 2,547 1,342 2,158 17| 10,761 4 19
18| 0,841 -1.118 1,156 0,628 1,049 13 9,652 2 17
19| 0,796 -1.111 0,582 0,326 0,568 19 9,172 1 16
200 0,757 -1,105 0,306 0,177 0,323 20 8,926 1 16
21 0,721 -1.100 0,163 0,097 0,187 21 8,790 0 15
22| 0,688 -1,095 0,087 0,023 0,109 22 8,712 i) 15
23| 0,658 -1.091 0,046 0,029 0,063 23 &,060 0 15
24| 0,630( -1,087 0,024 0,016 0,036 24 8,640 0 15
25| 0,605 -1,083 0,012 0,008 0,021 25 8,024 0 15

(a) Resultados 12:00 horas

Figura 5.7 Hora 12:00

Autor: Salazar W.
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(b) Métricas 12:00 horas

Fuente: Salazar W.




p Afs) |EW(M/M/s)| EW(M/D/=) ([EW(M/G/5) s w Lq
14| 0,914| -1,154 4,748 2,460 3,911 14| 12,541 6 19
15| 0,853| -1,143 1,785 0,954 1,579 15| 10,209 2 15
16| 0,799| -1,133 0,820 0,453 0,784 16| 9,414 1 14
17| 0,752| -1,135 0,404 0,231 0,420 17| 9,051 1 13
18| 0,711| -1,118 0,204 0,121 0,233 18| 8,863 0 13
18| 0,673 -1,111 0,104 0,064 0,130 19| 8,760 0 13
20| 0,639| -1,105 0,052 0,033 0,073 20| 8,703 0 13
21| 0,609 -1,100 0,026 0,017 0,040 21| 8,670 0 13
22| 0,581| -1,095 0,013 0,009 0,022 22| 8,652 0 13
23| 0,556 -1,091 0,006 0,004 0,012 23| 8,642 0 13
24| 0,533| -1,087 0,003 0,002 0,006 24| 8,636 0 13
25| 0,512| -1,083 0,001 0,001 0,003 25| 8,633 0 13
(a) Resultados 13:00 horas (b) Métricas 13:00 horas
Figura 5.9 Hora 13:00
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
p A(s) |EW(M/M/=)| EW(M/D/s) | EW(M/G/5) s W | Llq
14| 0,920 -1,154 5,562 2,374 4,439 14| 13,527 6 15
15| 0,859 -1,143 2,028 1,081 1,737 15| 10,825 2 15
16| 0,805 -1,133 0,924 0,509 0,854 16| 95,542 1 14
17| 0,758| -1,125 0,454 0,259 0,457 17] 35,544 1 14
18| 0,716| -1,118 0,230 0,136 0,253 18] 95,340 0 13
19| 0,678 -1,111 0,117 0,072 0,141 15 9,229 0 13
20| 0,644| -1,105 0,059 0,037 0,079 20 9,167 0 13
21| 0,613 -1,100 0,029 0,019 0,044 21 9,131 0 13
22| 0,586 -1,095 0,014 0,010 0,024 22 9,112 0 13
23| 0,560 -1,091 0,007 0,005 0,013 23| 9,100 0 13
24| 0,537| -1,087 0,003 0,002 0,007 24| 9,094 0 13
25| 0,515 -1,083| 0,001 0,001 0,003 25| 9,091 0 13

(a) Resultados 14:00 horas

Figura 5.11 Hora 14:00

Autor: Salazar W.
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(b) Métricas 14:00 horas

Fuente: Salazar W.




5 P Als) |EW(M/M/s)|EW(M/D/s) | EW(M/G/s) g w Lg
16| 0,935 -1,133 6,609 3,400 5,201 16| 14398 8 23
17| 0,880 -1,125 2,368 1,254 1,938 17| 11,187 3| 18
18| 0,831 -1,118 1,098 0,600 0,989 18| 10,187 2| 17
19| 0,788 -1,111 0,557 0,314 0,540 19| 9,738 1| 16
20| 0,748) -1,105 0,293 0,170 0,308 20| 9508 1| 15
21| 0,713| -1,100 0,156 0,094 0,178 21| 9,376] o 15
22| 0,680 -1,095 0,082 0,051 0,103 22| 9,302] o 15
23| 0,651 -1,091 0,043 0,028 0,060 23| 9258 o 15
24| 0,624 -1,087 0,022 0,015 0,024 2a| 9233 o 15
2530 0,599 -1,083 0,011 0,008 0,019 25 9,218 0 15
(a) Resultados 15:00 horas (b) Métricas 15:00 horas
Figura 5.13 Hora 15:00
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
5 P A(s) [EW(M/M/s)|EW(M/D/s)|EW(M/G/s) 5 w Lg
13| 0,953 -1.167 12,825 0,527 9,981 13| 18,940 14 26
14| 0,885 -1.154 3,264 1,713 2,721 14| 11,681 4 16
15| 0,826 -1,143 1,351 0,732 1,214 15| 10,174 2 14
16| 0,773 -1,133 0,638 0,358 0,622 16 9,582 1 13
17 0,729 -1,125 0,316 0,184 0,337 17 9,297 0 13
18| 0,689 -1.118 0,159 0,096 0,186 18 9,146 0 13
19| 0,652 -1.111 0,080 0,050 0,103 19 9,063 0 13
200 0,620 -1,105 0,039 0,026 0,057 20 9,017 0 13
21| 0,590 -1.100 0,019 0,013 0,031 21 8,991 0 12
22| 0,563 -1,095 0,009 0,006 0,017 22 8,977 0 12
23| 0,539 -1.091 0,004 0,003 0,009 23 8,969 0 1z
24| 0,516 -1,087 0,002 0,001 0,004 24 8,964 0 12
25| 0,496 -1,083 0,001 0,001 0,002 25 8,962 0 12

(a) Resultados 16:00 horas

Figura 5.15 Hora 16:00

Autor: Salazar W.
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(b) Métricas 16:00 horas

Fuente: Salazar W.




5.4. Simulaciones

Servidores 0% 1% Q0% Msim
15 4,749 2,901 9,673 300
16 1,714 1,216 2,591 300
17 0,821 0,256 1,131 300
18 0,409 0,273 0,618 300
19 0,217 0,140 0,317 300
20 0,115 0,067 0,184 300
21 0,060 0,035 0,104 300
22 0,032 0,015 0,057 300
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
Figura 5.17 Simulacién 9:00 horas
Servidores 0% 1% Q0% Msim
18 5,063 2,926 11,216 300
19 1,857 1,257 3,041 300
20 0,897 0,298 1,298 300
21 0,477 0,321 0,636 300
22 0,260 0,171 0,392 300
Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
Figura 5.18 Simulacién 10:00 horas
Servidores 0% 1% 00% Msim
19 7,779 4,214 22,965 200
20 2,456 1,552 4,075 200
21 1,149 0,810 1,607 200
22 0,608 0,425 0,875 200

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.

Figura 5.19 Simulacién 11:00 horas
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Servidores 50% 1% 99% Msim
16 5,743 3,451 12,220 200
17 2,028 1,385 3,079 200
18 0,923 0,627 1,417 200
19 0,461 0,326 0,628 200
20 0,248 0,172 0,338 200
21 0,134 0,087 0,203 200
22 0,072 0,045 0,114 200

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
Figura 5.20 Simulacién 12:00 horas

Servidores 50% 1% 99% MNsim
14 3,703 2,341 6,404 250
15 1,394 0,976 1,983 230
16 0,652 0,425 0,925 250
17 0,331 0,209 0,475 230
18 0,168 0,109 0,256 230
19 0,088 0,056 0,129 250
20 0,045 0,025 0,077 230
21 0,022 0,010 0,045 250
22 0,011 0,004 0,022 230

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
Figura 5.21 Simulacién 13:00 horas

Servidores 50% 1% 99% Msim
14 4,186 2,560 7,780 300
15 1,581 1,142 2,381 300
16 0,715 0,517 1,075 300
17 0,200 0,249 0,520 300
18 0,187 0,120 0,284 300
19 0,096 0,060 0,147 300
20 0,048 0,029 0,085 300
21 0,024 0,011 0,044 300
22 0,012 0,004 0,025 300

Autor: Salazar W.

Figura 5.22 Simulacién 14:00 horas

Fuente: Salazar W.

56




Servidores 50% 1% 99% Msim
16 4,822 2,890 9,292 300
17 1,778 1,241 2,819 300
18 0,820 0,598 1,292 300
19 0,439 0,286 0,635 300
20 0,232 0,156 0,351 300
21 0,123 0,076 0,128 300
22 0,068 0,037 0,116 300

Autor: Salazar W. Fuente: Salazar W.
Figura 5.23 Simulacién 15:00 horas

Servidores 50% 1% 90% Msim
13 9,149 5,417 27,013 250
14 2,560 1,695 4,540 230
15 1,060 0,714 1,613 230
16 0,497 0,354 0,773 250
17 0,258 0,177 0,289 230
18 0,127 0,079 0,201 250
15 0,064 0,037 0,107 230
20 0,033 0,018 0,058 230
21 0,016 0,006 0,034 250
22 0,007 0,002 0,019 230

Autor: Salazar W.

Figura 5.24 Simulacién 16:00 horas

Fuente: Salazar W.
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