ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DE PROBLEMAS DE
DISTRIBUCION JUSTA DE RECURSOS DESDE EL PUNTO DE
VISTA DESCRIPTIVO

TRABAJO PREVIO A LA OBTENCION DEL TITULO DE MATEMATICO
PROYECTO DE INVESTIGACION

PAUL ALEJANDRO RISCO ITURRALDE

paul.risco@yahoo.com

Director: DR. NERIO ALBERTO BORGES VILORIA

nerio.borges@epn.edu.ec

Codirector: DR. DIEGO FERNANDO RECALDE CALAHORRANO

diego.recalde@epn.edu.ec

QUITO, JULIO 2022


paul.risco@yahoo.com
nerio.borges@epn.edu.ec
diego.recalde@epn.edu.ec

DECLARACION

Yo PAUL ALEJANDRO RISCO ITURRALDE, declaro bajo juramento que el trabajo
aqui escrito es de mi autoria; que no ha sido previamente presentado para ningtn
grado o calificacién profesional; y que he consultado las referencias bibliogréficas

que se incluyen en este documento.

A través de la presente declaracién cedo mis derechos de propiedad intelectual, co-
rrespondientes a este trabajo, a la Escuela Politécnica Nacional, segtn lo establecido
por la Ley de Propiedad Intelectual, por su reglamento y por la normatividad insti-

tucional vigente.

Padl Alejandro Risco Iturralde



CERTIFICACION

Certificamos que el presente trabajo fue desarrollado por PAUL ALEJANDRO RIS-
CO ITURRALDE, bajo nuestra supervision.

Dr. Nerio Alberto Borges Viloria

Director del Proyecto

Dr. Diego Fernando Recalde Calahorrano

Codirector del Proyecto



AGRADECIMIENTOS

A todas las personas que hicieron posible mi llegada a esta etapa.

Agradezco al Dr. Nerio Borges, director de este trabajo, por su guia y paciencia. Me
reuni con él casi todas las semanas que dur6 este proyecto. Agradezco también al

Dr. Diego Recalde por aceptar ser el codirector del mismo.

Doy gracias a quienes publican material académico gratuito en Internet, asi como
a quienes distribuyen a través de la red programas informaticos sin costo. Cabe
mencionar aqui al MSc. Andrés Merino por la plantilla que elaboré para los trabajos

de titulacion de la Facultad de Ciencias.

Finalmente agradezco a toda mi familia por su apoyo, en especial a mis padres.



DEDICATORIA

A mis padres, Rubén y Giovanna.
Les pido disculpas por todos los malos ratos que les hice pasar durante mi carrera

universitaria.



indice general

Resumen
Abstract
1. Introducciéon

2. Preliminares
21, Logica. . . . . ..
2.1.1. Légica proposicional . . . .. ... ...... .. .. ......
2.1.2. Loégicadeprimerorden . ... ... ............ ...
2.13. Légicadesegundoorden . .. ... ... ............
2.2. Complejidad computacional . . . . . ... ... .. ... . ...
2.3. Teoria descriptiva de la complejidad computacional . . . . ... ...
23.1. Superfluidad .. .......... .. ... .. .. .. .. ..

3. Distribucién justa de recursos indivisibles
3.1. Preferencias binarias . . . ... ... ... ... ... . . ..

3.2. Preferencias aditivas . . . . . . . . . . . .

VIII

IX

—

0 = =

14
19
22
31

4. Caracterizacion descriptiva de la complejidad computacional de algunos

problemas de distribucién justa

4.1. Problema 1: dos agentes con preferencias binarias mondétonas idénti-
cas capturadas por una férmula proposicional . . ... ... ... ..

4.2. Problema 2: preferencias aditivas restringidas . . . . . . ... ... ..
4.2.1. Construcciéon de una sentencia que define el problema
422, Reduccidén . . ... ... ... . ... oo

4.3. Problema 3: preferencias aditivas no restringidas . . . . . .. ... ..

5. Conclusiones y trabajo futuro

VI

46

47
53
54
70
84

89



A. Distribucién justa: proposiciones auxiliares 93

B. Caracterizacion descriptiva de la complejidad computacional de algunos
problemas de distribucién justa: proposiciones auxiliares 97
B.1. Problemal . . ... ... ... ... ... 97
B.2. Problema?2 . . .. .. ... ... 100

C. Algoritmos 108
C.1. Problemal . . . . ... . . . 108
C2 Problema2 ... ... ... .. . ... 112

Bibliografia 123

VII



Resumen

En la teoria descriptiva de la complejidad computacional, las proyecciones de pri-
mer orden son un tipo de reduccién muy débil entre problemas de decisién. En este
trabajo de fin de carrera se prueba NP-hardness, via proyecciones de primer orden,
de tres problemas de distribucién justa analizados en [4]. En uno de los casos el
resultado se obtiene a partir de una generalizacién del concepto de superfluidad en-
contrado en [2]. En todos los problemas la cuestion es la existencia de una asignacién

Pareto-eficiente y libre de envidia.
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Abstract

In the context of descriptive computational complexity, first-order projections are
many-one reductions that possess very little computational power. In this under-
graduate project, three fair division problems found in [4] are proved NP-hard via
first-order projections. In order to get one of the results, a generalization of the con-
cept of superfluity found in [2] is used. All the problems involve the existence of a

Pareto-efficient and envy-free allocation.

Keywords: descriptive complexity, first-order projections, NP-hardness, fair divi-
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Capitulo 1

Introduccion

La complejidad computacional es una rama de la informaética teérica que, a grosso
modo, estudia la cantidad de recursos que utilizan los algoritmos. En esta, un pro-
blema computacional es definido como una pregunta a ser respondida que incluye
la descripcion de sus pardmetros, o variables libres, y de los detalles que la respues-
ta, o solucién, debe poseer. Asi, una instancia de un problema corresponde a una
asignacion de valores para sus pardmetros. Por otro lado, un algoritmo que resuelve
un problema es un procedimiento general que asigna a cada instancia del problema

una solucion.

La complejidad computacional de un algoritmo es la cantidad de recursos reque-
ridos para ejecutarlo. Si comparamos a través de este concepto algoritmos que re-
suelven el mismo problema, es natural considerar més eficiente a aquel que utiliza
menos recursos. De esta manera, la complejidad del algoritmo més eficiente que re-
suelve un problema constituye una medida de la dificultad, o complejidad compu-

tacional, de este ultimo [8].

La teoria descriptiva de la complejidad computacional estudia la dificultad de los
problemas con herramientas de la 16gica matematica. Asi por ejemplo, la clase NP,
conformada por aquellos problemas de decisién cuyas soluciones pueden ser ve-
rificadas en tiempo polinomial por una maquina determinista de Turing, ha sido
caracterizada como el conjunto de problemas que pueden ser descritos en la légica
existencial de segundo orden. Se observa que esta caracterizacién no hace menciéon
alguna de méquinas o tiempo [9]. Asi, la teoria descriptiva permite convertir los
problemas, métodos, y resultados de la complejidad computacional en nociones de
la 16gica, y viceversa, ampliando las posibilidades metodoldgicas para ambas [7]

(seccion 7.5).



En el drea de distribucién justa de recursos aparecen problemas computacionales.
En general, se considera un conjunto de dos o més agentes y un conjunto de bienes;
los bienes deben ser asignados a los agentes con criterios de eficiencia y/o justi-
cia, usualmente matematicamente formulados. Una vez declaradas las preferencias
de los agentes con respecto a los paquetes de bienes, se puede exigir por ejemplo
una asignacion tal que ningtn agente prefiera estrictamente el paquete asignado a
otro agente; en este caso se considera que no existe resentimiento social o envidia
[4].

Como en cualquier otro contexto en el que surgen problemas computacionales a ser
resueltos en la practica, la complejidad es un factor importante, pues si no existen
algoritmos eficientes para abordarlos, en gran parte de los casos no hay avance. Pre-
vio a la presentacion del plan de este proyecto, el autor no habia encontrado en la
literatura andlisis de complejidad computacional de problemas de distribucién justa
desde el enfoque descriptivo. Asi, se plantea el objetivo de estudiar tres problemas
descritos en [4] y para los cuales no se conoce algoritmos eficientes, caracterizan-
do su complejidad usando fragmentos adecuados de la légica de segundo orden, a

diferencia de analizar la complejidad de algoritmos que los resuelvan.

En todos los problemas que analizaremos, la cuestién es la existencia de asigna-
ciones eficientes y libres de envidia. En el primero habrd solo dos agentes con las
mismas preferencias, las cuales a su vez serdn binarias, es decir, existe una coleccién
de paquetes deseados y una de paquetes no deseados. En el resto de problemas, los

agentes asignharan pesos a los bienes; uno consistira en una restriccion del otro.

Los dos primeros problemas que analizaremos est4n en la clase de complejidad NP.
El altimo estd en una clase que contiene a NP. Ademas, todos estos problemas son
NP-hard via reducciones polinomiales, es decir, dado cualquier problema de la cla-
se de complejidad NP, y dado uno de los problemas que analizaremos, existe una
aplicaciéon que transforma, en tiempo polinomial, cada instancia del primero en una
instancia equivalente del segundo. En este proyecto, nuestro interés es demostrar,
con herramientas de la 16gica matematica, que los tres problemas son NP-hard via
proyecciones de primer orden. Las proyecciones de primer orden son reducciones
que poseen muy poco poder computacional: basicamente, cada bit de una instancia
en la imagen de la aplicacién depende a lo mucho de un bit de la instancia corres-
pondiente en el dominio. Para probar NP-hardness en el caso del dltimo proble-

ma, introducimos una modificacién de la definicién de superfluidad encontrada en

2]



El documento estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2 presenta-
mos los conceptos de l6gica y complejidad computacional requeridos para entender
el trabajo. Este tiene tres secciones. En la tercera se desarrolla la modificacién del
concepto de superfluidad mencionada en el pérrafo previo. En el capitulo 3 se da
definiciones y se presenta proposiciones del drea de distribucién justa de recursos
indivisibles. El capitulo 4 es la parte principal de este trabajo. Ahi se caracteriza, a
través de técnicas sintacticas, la complejidad computacional de los tres problemas
de distribucién justa mencionados. El dltimo capitulo contiene las conclusiones y

las direcciones en las que este proyecto podria continuar.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo presentamos los conceptos y resultados necesarios para entender el
trabajo. Comenzamos con las nociones de légica, y luego revisamos de manera breve

complejidad computacional para finalmente presentar la teoria descriptiva.

2.1. Ldgica

Dado un conjunto de simbolos de un lenguaje, en esta secciéon explicaremos qué son
las férmulas bien formadas de ese lenguaje y como interpretarlas, es decir, tratare-
mos las partes sintctica y seméntica, esto para la l6gica proposicional, la 16gica de

primer orden, y la l6gica de segundo orden.

La légica proposicional es la mas bésica. En base a ella introducimos la l6gica de

primer orden, y en base a esta tltima, la de segundo orden.

Foérmulas bien formadas de la 16gica proposicional seran usadas en este trabajo para
describir las preferencias de los agentes en ciertos problemas de distribucién justa.
Por otro lado, se utilizara férmulas de primer orden y segundo orden para caracte-

rizar la complejidad computacional de algunos problemas en esa area.

El contenido de esta seccién estd basado principalmente en el capitulo 1y el apén-
dice A de [11], el capitulo 1 de [9], y la seccién 2.2 de [4]. La exposicién se ha hecho

adaptando los conceptos a las necesidades del proyecto.

2.1.1. Légica proposicional

Sea V. = {xp,...,Xu_1} un conjunto de m variables proposicionales, es decir, un

conjunto de simbolos tal que sus miembros pueden tomar solo los valores de verdad



true o false. Notamos con T a la constante 16gica que toma solo el valor true, y con

1 aaquella que toma solo el valor false.

Ahora, consideremos el conjunto de simbolos {—, V, A}. Estos son conocidos como

conectivas l6gicas. Tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 2.1 (Férmula bien formada de Ly). Todos los miembros de VU {T, L}
son férmulas bien formadas del lenguaje proposicional Ly. Ademads, si ¢ y 1 son férmulas

bien formadas de Ly, las siguientes también lo son:
= (—¢), conocida como la negacion de ¢,
» (¢ V), llamada la disyuncicnde o y ¢,y
» (¢ A ), conocida como la conjuncion de ¢ y 1.
Solo las férmulas mencionadas son formulas bien formadas de Ly,.

Ejemplo 2.1. Si V = {xg, x1, x2}, las siguientes son férmulas bien formadas de Ly:

X1,
((x0Vx2) A1),y (2.1)
(2 A T). (2.2)

Sin ningtin riesgo, podemos escribir las férmulas 2.1 y 2.2, respectivamente, como

(xoVx2) Axy, ¥
Xo N T.

Definicién 2.2 (Férmula positiva). Una férmula bien formada de Ly es positiva si no

contiene ocurrencias del simbolo —.

Definicién 2.3 (Asignacién de valores de verdad). Una asignacion de valores de verdad

para los miembros de V es una funcién M : V — {true, false}.

Dada una asignacién de valores de verdad para los miembros de V, cada férmula
bien formada de Ly toma exactamente un valor de verdad de acuerdo a las tablas

de verdad usuales para =, V, y A.

Definicién 2.4 (Satisfaccién de férmulas de Ly). Si, bajo una asignacién de valores

de verdad M, la férmula ¢ de Ly toma el valor de verdad true, escribiremos

M ¢

y diremos que M satisface ¢.



Ahora, podemos pensar en una asignacién de valores de verdad M para las varia-

bles en V, como un subconjunto de V tal que,
x; € M <= M(x;) = true.

Con esto, a partir de las tablas de verdad de las conectivas légicas, si M es una
asignacion de valores de verdad para los miembros de V,y ¢ y ¢ son férmulas en

Ly, entonces:

MET,
ML,

MEx; < x; €M,
M= (np) <= M=o,
ME(pVy) <= MEgoMEy,y
ME (pNY) <= MEeyME=1.

Observacién 2.1. Al igual que con las expresiones aritméticas, los paréntesis en una
férmula bien formada de Ly son usados para indicar el orden en el que se procede
a operar para determinar el valor de verdad de la férmula. Hacemos notar que las
operaciones binarias que definen las conectivas V y A son conmutativas y asociati-
vas. En efecto, si ¢1, ¢2, y @3 son férmulas bien formadas de Ly, se puede probar

que

M (91Vg2) == ME (92V 1),y
M= ((p1Vg2)Ves) < M= (91V(92V¢3))-
Lo mismo se tiene en el caso de la conectiva A. Luego, podemos escribir una férmula

((X() V XZ) V (x1 V XQ))

de esta manera:
XoVxaVxrVx.
En este trabajo seguiremos esta practica.

Definicién 2.5 (Férmulas l6gicamente equivalentes). Decimos que las férmulas ¢ y

¢ de Ly son légicamente equivalentes si, para toda asignacion de valores de verdad



M,
MEg¢ < ME.

En este caso usaremos la notacién ¢ = .

Definicién 2.6 (Literal). Un literal es un miembro de V o la negaciéon de un miembro
de V.

Definicién 2.7 (Férmula proposicional en forma normal disyuntiva). Una férmula
@ de Ly esta en forma normal disyuntiva, o FND, si es una disyuncién de una o més

férmulas de Ly, cada una de las cuales es una conjuncién de uno o mas literales.

Definicién 2.8 (Férmula proposicional en forma normal conjuntiva). Una férmula
¢ de Ly esté en forma normal conjuntiva, o FNC, si es una conjuncién de una o més

férmulas de Ly, cada una de las cuales es una disyuncién de uno o més literales.

La terminologia en las tiltimas dos definiciones considera a un literal como una con-

juncién degenerada y como una disyuncién degenerada.

Ahora, las férmulas bien formadas de Ly que estan en FNC, pueden ser representa-

das por una coleccién de conjuntos, como lo hacemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. La férmula
(“XQ) AN (x1 V XQ) AN (x1 vV xz) A (X3 VxgV (“Xl))

estd en FNC. Notar que dos de las disyunciones de literales son las mismas. Pode-

mos representar esta férmula por la coleccion de conjuntos
{{_'XO} ’ {x]_/ xZ} ’ {X3, X4, _'xl}} .

Definicién 2.9 (Cldusula de una férmula proposicional en FNC). Si ¢ es una férmula
de Ly que estd en FNC, y es representada como una coleccién de conjuntos como en

el ejemplo 2.2, cada uno de los conjuntos en cuestion recibe el nombre de cldusula.

Observacion 2.2. Reciprocamente, las colecciones de cldusulas tienen asociadas for-
mulas de Ly. Una coleccion de cldusulas no vacias naturalmente da lugar a una
térmula en FNC, pero se admite también las colecciones vacias y las cldusulas va-
cias. Ahora, una férmula en FNC es satisfecha por una asignacién M si y solo si
M satisface cada una de las disyunciones involucradas. Ademads, M satisface una
disyuncioén si y solo si satisface al menos un literal en ella. Generalizando, M satis-
face una coleccién de clausulas si y solo si M satisface cada una de las cldusulas de
la coleccién, y M satisface una cldusula si y solo si M satisface al menos un literal

en la cldusula. Notar que una cldusula vacia no puede ser satisfecha. En la seccién
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4.1 se trabajard con tuplas de cldusulas, a diferencia de colecciones de cldusulas. Sin
embargo, a partir de cualquiera de estas tuplas, se puede formar la coleccién de las
clausulas de la tupla, y a esta coleccion se puede asociar una férmula ¢ de Ly. Lue-
go, M |= ¢ si y solo si M satisface todas las cldusulas de la coleccion, es decir, si y
solo si M satisface todas las cldusulas de la tupla. Asi, si alguna cldusula es vacia,
p=1.

Tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. Sean V = {xg, x1,...,x,_1} un conjunto de variables proposicionales,

y
<Y0/ Yl/ ey Yn—1>

una tupla de dos o mds cldusulas que pueden contener solo variables proposicionales. Enton-
ces, al menos una cldusula en la tupla es vacia si y solo si la férmula asociada a la tupla, 1,

es légicamente equivalente a L.

Demostracion. Primero, en este contexto y para cualquier i, una asignacién de valo-

res de verdad M satisface Y; si y solo si existe x; € Y; tal que x; € M.

Ahora, supongamos existe una cldusula Y; que es vacia. Por lo expuesto en el ante-
rior parrafo, para todo M C V, M no satisface Y;, con la consecuencia M = . De

esta manera, = L.

Reciprocamente, si = L y ninguna cldusula de la tupla es vacia, tomando M =
{x0,%1,...,x,_1} , vemos que M satisface todas las cldusulas de la tupla. En otras
palabras, M = ¢, lo cual es contradictorio. Concluimos que, si { = L, necesaria-

mente ¢ tiene al menos una cldusula vacia. ]

2.1.2. Légica de primer orden

Sean los siguientes conjuntos de simbolos:

» VAR = {y;|i € Z*} el conjunto de variables,

{ci|i € Z*} el de simbolos de constante,
{Rﬂ ij€ Z+} el de simbolos de relacion,
{(,),,} el de delimitadores,

{3, ¥} el de simbolos de cuantificacion,

» {—,V,A, =, &, @} el de conectivas l6gicas, y

{true, false} el de constantes logicas.



El simbolo RZ es un simbolo de relacién de aridad j. La unién del conjunto de varia-

bles y el de simbolos de constante es el conjunto de términos.

Definicién 2.10 (Férmula bien formada de primer orden con vocabulario ). Consi-
deremos la tupla

a a
o= (R{,...,RV,c1,...,cq),

conformada por simbolos de relaciéon y de constante. ¢ es llamado vocabulario rela-
cional o simplemente vocabulario. Ahora, seai € {1,...,r}, yseanty,...,t, términos
en VARU {cy,...,cs}. Luego,

Ri(t, ..., ta;)

1

es una formula atémica con vocabulario o. Las férmulas atémicas con vocabulario o,
true, y false, son formulas bien formadas (fbf) de primer orden con vocabulario o. Ade-
maés, si a y B son tbf de primer orden con vocabulario ¢, y siy € VAR, las siguientes

también son fbf de primer orden con vocabulario ¢:

w la negacion de w, (—«),

la disyuncion de a y B, (a \V B),

la conjuncion de a y B, (a A B),

el condicional con antecedente a y consecuente p, (x — fB),

el bicondicional con antecedente u y consecuente B, (a <> B),

la disyuncion exclusivade w y B, (x & B),
((Fy)a),y
= ((Vy)a).

Solo las consideradas son fbf de primer orden con vocabulario ¢. Si a es una fbf de

primer orden con algiin vocabulario o, la llamaremos férmula bien formada de primer

orden.

Ejemplo 2.3. Sea
o= (R}, R, c1).

Las siguientes expresiones son fbf de primer orden con vocabulario ¢.

(V1) (RE(c1,y1) V Ry (v1))) (2.3)
((3y1) ((Vy3)Ri(y3,11))) (2.4)
R (Yoo, ya) (2.5)
(((3y3)R3(y3)) @ Ri(yer, y3)) (2.6)



Sin riesgo, podemos escribir las férmulas 2.3, 2.4, y 2.6, respectivamente, asi:

(Vy1)(Ri(c1, 1) V R (1))
(3y1) (Vy3)Ri(ys, v1)
((3y3)R3(y3)) & Ri(Yer, y3)

Observar que se ha eliminado paréntesis.

Para facilitar la lectura de férmulas, se usard como simbolos de variables x, y, z1, z,
y otros. Asimismo, se usard simbolos de relaciéon Q?, V3, entre otros. Ademads, se

eliminard paréntesis sin dar cabida a ambigtiedades.

Definicién 2.11 (Variables libres y ligadas). Sea a una fbf de primer orden. Entonces
((¥x)a) también es una fbf de primer orden. En este caso, decimos que « es el alcance
del cuantificador (Vx). Asimismo, para la férmula ((3x)a), decimos que « es el alcance
del cuantificador (3x). Ahora, si B es una fbf de primer orden, y la variable x ocurre
en f como parte de un cuantificador (Vx) o (3x), o en el alcance de alguno de esos
cuantificadores, decimos que esa ocurrencia de x es una ocurrencia ligada; en caso
contrario, la llamamos ocurrencia libre. Ahora, si x ocurre de manera libre en S, la
llamamos una variable libre de B; si ocurre de manera ligada, la llamamos una variable
ligada de B.

Ejemplo 2.4. Consideremos la férmula 2.3. Todas las ocurrencias de y; en esa for-
mula son ligadas; sigue que y; es una variable ligada de esa férmula. Por otro lado,
en la férmula 2.4 todas las ocurrencias de v y y3 son ligadas; entonces esas variables
son variables ligadas. En cuanto a la férmula 2.5, tanto la ocurrencia de 45 como de
Y4 son libres; luego, esas variables son variables libres de esa férmula. Finalmente,
y3 ocurre de manera ligada y libre en 2.6, mientras ys; ocurre de manera libre; asi,

Ye7 €s un variable libre y y3 es una variable ligada y libre de 2.6.

Si algunas de las variables libres de a estén en el conjunto {y;,...,y; }, podemos
escribir & como & (y;,, . . .,yik), de manera que, si ty, . .., t; son términos adecuados,
expresamos como «&(t1, ..., f;) ala férmula que resulta de reemplazar cada ocurren-

cia libre de y;, en «, por t;, esto para todo j.

Definicién 2.12 (Sentencia de primer orden). Una fbf de primer orden que no tiene

variables libres es llamada sentencia de primer orden.

Pasamos ahora a la parte seméntica de la l6gica de primer orden con la siguiente

definicion.
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Definicion 2.13 (Estructura con vocabulario ¢ o o-estructura). Sea ¢ el vocabulario
o= (R{,...,RV,c1,...,¢5).
Una estructura con vocabulario o, o o-estructura, es una tupla
A= (|A|,RA,...,Rf,cf,...,cf},

con | A| un conjunto, llamado el universo de A, con RZA una relacién de aridad a; sobre

A
| Al y con ¢

de | A|. Llamaremos a ||.A|| el tama7io de A. Ademds, usamos la notaciéon STRUC[c]

un elemento fijo de | A|. Con el simbolo || A|| notamos a la cardinalidad

para el conjunto de todas las estructuras con vocabulario o.

Observacién 2.3. Enfatizamos que con la expresion |A| en la definicion anterior, no
estamos refiriéndonos a cardinalidad de conjunto alguno; sin embargo, en el resto

de contextos si usaremos el simbolo | con este propésito.
Ejemplo 2.5. Sea
o = (P?,N?).

un vocabulario. En este no hay simbolos de constante. Sea A una o-estructura de
tamario 7, con | A| = {0,1,...,n — 1}. Entonces, podemos asociar a cada miembro i
de |.A|, la variable proposicional x; y la cldusula Y; (ver la subseccion anterior). Asi,
podemos definir: (k,1) € PAsiysolosix; € i,y (j,m) € N4siysolosi —x, € Y;.
Es decir, (k,1) € P4 siy solo si x; ocurre de manera positiva en Y, y (j,m) € N4 si

y solo si x; ocurre de manera negativa en Y;. Un caso concreto es .A con

|A| = {0,1,2},
PA={(0,1),(22)},y
N4 = {(0,0),(0,2),(1,1),(1,2)}.

De esta manera, tenemos que el conjunto de variables proposicionales es

V = {xp,x1, %2}, y la tupla de clausulas (Yp, Y1, Y2) es tal que

Yo = {—x0, x1, X2},
Y) = {—-x1, %0}, y
Y2 = {XZ} .

La férmula proposicional ¢ de Ly asociada es

((mx0) Va1 V (mx2)) A ((—x1) V (7x2)) A x2.
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Ejemplo 2.6. Consideremos el vocabulario

Podemos pensar en T, como el vocabulario de los grafos. Si A es una Tg-estructura
de tamafio n, con | A| = {0,1,...,n — 1}, podemos pensar en cada uno de los miem-
bros de |.A| como un vértice de un grafo, y en la relacién EA como la relacién binaria
tal que (i,j) es uno de sus miembros si y solo si (i, j) es una arista del grafo.

Ahora, sean ¢ un vocabulario, A € STRUC|c|, W C VAR, y C el conjunto de simbo-
los de constante en ¢. Una interpretacion en A es una funciéni : WU C — |A|. Esta

definicién serd extendida en la subsecciéon siguiente.

En este trabajo, dados un vocabulario ¢ y A € STRUC|c], si ¢; es un simbolo

de constante de ¢, asumiremos que toda interpretacién i en A es tal que i(cy) =
A

Ck .

Definicién 2.14 (Satisfaccion de fbf de primer orden). Sean ¢ un vocabulario, A &

STRUC]|c], e i una interpretacién en A que tiene en su dominio a las variables li-

bres relevantes. Definimos inductivamente el concepto de satisfaccién de una fbf de

primer orden con vocabulario o

(A, i) |= true,
(A, 1) |~ false,

i(t),...,i(tg)) € R,

A, 1) [;E a,

Ai) Fao (AiQ) =B,

Ay |y (Ad) =B,

si (A, i) = a, entonces (A, i) = B,
i) Easiysolosi(A,i) = B,

(A1) E R (..., tg
(A7) | (-

(Ad) = (aVp

(Ad) = (anp

(A0) = (e — B
(A0) = (a < B
(Ad) E(a®p

(A1) = ((Fy)a

(
{
{
{

(A
obien (A,i) =, obien (A,i) =B, y

)
)
)
)
)
)
)
) existe d € |A| tal que (A,i,d/y) Ea

IIIIMHMII

con la interpretacion (i,d/y) definida por

i(t)  sit#y,

(i,d/y) (t) = { .
d sit=uy.
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Finalmente,
(A1) E ((Vy)a) <= paratodod € |A|,(A,i,d/y) = «.

Si (A, i) | a, diremos que (A, i) satisface .

Ahora, dada una fbf de primer orden con vocabulario o,

& (yh" : "yfz) ’

y dadas una o-estructura A, y una interpretacion i en A tal que i (y;) = dy, si

(A,i) E a, podemos expresar esto con la notacion

A |: IX(dl,. . .,dl).

Por otro lado, si B es una o-estructura, y  es una fbf de primer orden con vocabu-
lario o tal que, (B,i) |= B para toda interpretacion i en B, podemos escribir B = B.
Asimismo, si (B, i) [~ B para toda interpretacion i en I3, podemos expresar esto con
B [~ B. La sentencias de primer orden verifican esta propiedad, es decir, su satisfac-

cién, o no satisfaccion, no depende de interpretacion alguna.

Ejemplo 2.7. Recordemos el ejemplo 2.6, y consideremos la férmula

a(x) = (B EX(y, 1)) A ((By)E*(x,y))-

Sea A una Tg-estructura como en el ejemplo mencionado, conn = 10,y seai: {x} —

| A| la interpretacion tal que i(x) = 5. Luego,

A = a(5) (2.7)

siy solo si
(A i) = (Gy)E (v, %) y (2.8)
(A1) = Fy)E*(x,y). (2.9)

Ahora, 2.8 es cierta si y solo si existe d € |A| tal que (A,i,d/y) &= E*(y,x), es
decir, tal que (d,5) € EA. Ademads, 2.9 es cierta si y solo si existe ¢ € |.A| tal que
(A,ie/y) = E%(x,y), es decir, tal que (5,¢) € E-. Asi, se tiene que 2.7 es cierta si y

solo si existen d, e € |A| tales que (d,5) y (5, ¢) son aristas del grafo asociado a A.

Ejemplo 2.8. Consideremos el ejemplo 2.5, y la sentencia de primer orden

B = ((vx)(Yy)~N*(x,y)) A ((Vx) (3y)P*(x,y)).
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Sea B € STRUC|c]|, con ||B|| = n y tal que |B| = {0,1,...,n — 1}. Asi, tenemos
V = {x0,x1,...,X,-1}, y tenemos la tupla de cldusulas (Yp,Y3,...,Y;—1). Ademas,

B |= B siy solo si

B = (Vx)(Vy)~N*(x,y) y (2.10)
B = (Vx)(3y)P*(x,y). (2.11)

Ahora, 2.10 es cierta si y solo si, para todo i € | 3],

(B,i/x) = (Vy)=N?(x,y).

Y esto es cierto si y solo si, para todo i € |B| y para todo k € |B|, (B,i/x,k/y) |=
—~N?2(x,y), es decir, si y solo si, para cualesquier i,k € |B|, (B,i/x,k/y) = N*>(x,y).

En conclusion, 2.10 es cierta si y solo si, para cualesquier i, k € |B|, —x; € Y;.

De manera anéloga, 2.11 es cierta si y solo si, para todo | € |B|, existe m € |3] tal

que x;; € Y.

De esta manera, si B |= f, entonces la férmula i de Ly asociada a B es positiva
y estd en FNC. Reciprocamente, si i estd en FNC y es positiva entonces, tomando
M =V, vemos que M = 1. Asi, toda clausula Y] es no vacia, pues en caso contrario
® no podria ser satisfecha (ver observacion 2.2). Es mds, ninguna cldusula puede
contener la negacién de algtn elemento de V; de lo contrario, § no seria positiva.
Luego, 2.10 y 2.11 son ciertas. En conclusion, si i estd en FNC y es positiva, entonces
B = B.

2.1.3. Ldgica de segundo orden

La l6gica de segundo orden permite cuantificar relaciones sobre el universo de las

estructuras.

Sea FO(c) el conjunto de fbf de primer orden con vocabulario ¢ (ver la definicién
2.10). Cada una de ellas es construida con simbolos mencionados al principio de la
subseccion 2.1.2. Ademas, las férmulas primitivas de FO(c) son las férmulas atomi-
cas, true, y false, pues a partir de estas se construye el resto de férmulas. Aqui, en
primer lugar, extendemos el conjunto de simbolos afiadiendo el conjunto de variables
de segundo orden,

VAR, = {x}| ije Z+}.

Para todo i, j, X’; es una variable de relacién de aridad ;.

En segundo lugar, extendemos FO(c) a SO(0), el conjunto de férmulas bien formadas
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(fbf) de sequndo orden con vocabulario o, permitiendo férmulas atémicas X’; (t1,..., tj),
con ty, ..., ¢t términos adecuados. Luego, si ® y ¥ son miembros de SO(0), la ne-
gacion, la disyuncion, la conjuncién, etcétera, de estas, también son fbf de segundo
orden con vocabulario ¢; ademads, incluimos las férmulas ((3IX)®) y ((VX)®), con
X € VAR;. Solo las consideradas son férmulas bien formadas de SO(¢). Si ® es una
fbf de SO(r) para algtn vocabulario o, la llamaremos férmula bien formada de sequndo

orden.

Los cuantificadores que cuantifican variables de segundo orden serdn llamados cuan-

tificadores de segundo orden; el resto serdn cuantificadores de primer orden.
Notar que, dado un vocabulario ¢, FO(c) C SO(0).

Con el objetivo de facilitar la lectura de férmulas, usaremos los simbolos P2, S5, y
otros, para representar variables de segundo orden. Ademads, sin dar lugar a ambi-

giiedades, omitiremos algunos paréntesis en las férmulas.

Por otro lado, también extendemos los conceptos de variable libre y ligada a las va-

riables de segundo orden (ver definicion 2.11). Asi, si ® es miembro de SO(c), y sus
. . . s . d d

variables libres estan en la unién de los conjuntos {Xbi, .. "Xbi } y {yjl, Y, },

podemos escribir @ ast:

d d i
® (XpL - X Y Yy)

y con
® (28,28t )

podemos notar a la férmula de segundo orden que resulta de reemplazar cada ocu-
rrencia libre de Xg: en ® por Zg}j, y cada ocurrencia libre de y;, por el término
tm-

Naturalmente, una sentencia de sequndo orden es una férmula bien formada de se-

gundo orden que no tiene variables libres.

Definicién 2.15 (Interpretacion). Sean o un vocabulario, A € STRUC[¢|, W C VAR,
W, C VAR, y C el conjunto de simbolos de constante en ¢. Una interpretacion en
A es una funcién i con dominio W U W, U C tal que, a cada miembro de WU C le
asigna un miembro de |A|, y a cada XL € W, le asigna una relacién de aridad j sobre
|A.

Al igual que en la subseccién anterior, mencionamos que, dados un vocabulario
oy A € STRUC|c], si ¢, es un simbolo de constante de ¢, asumiremos que toda

interpretacién i en A es tal que i(cy) = cf.
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Ahora extendemos la definicién 2.14 a la de satisfaccion de férmulas de segundo
orden. Sean ¢ un vocabulario, A € STRUC|¢], e i una interpretaciéon en A que tiene

en su dominio a las variables libres relevantes. Entonces,

(Ai) X (B, ty) == (i(h), i () €1 (X)), y
(A, i) = ((ax{() q>) > existe X C | Al tal que (A4,i, X/X)) = @,

con la interpretacion (i, X/ XL) definida por

. (T i T £ X,
<i,X/X{(> (T) = i(T) siT # !
X siT = X].

Ademas,
(A, i) = ((VX{() <I>> <= paratodo X C | A, <A,i,X/X{(> = ®.

Si (A,i) = @, diremos que (A, i) satisface P.

De esta definicién extendida sigue que, la disyuncién, la conjuncién, y la disyuncién
exclusiva son asociativas y conmutativas (ver observacién 2.1). Asi, cuando tenga-
mos la disyuncion, la conjuncion, o la disyuncién exclusiva de tres o mds férmulas,
omitiremos los paréntesis asociados, pues la definicién asegura que podemos res-
taurar paréntesis en estas expresiones de cualquier manera permitida sin alterar su

satisfaccion, o no satisfaccion.

Dos férmulas ¥, ® en SO(c) son l6gicamente equivalentes si
(A EY << (Ai) o

para toda o-estructura A y para toda interpretacion i en A que incluye las variables
libres relevantes. En este caso escribimos ¥ = ®. Ademas, diremos que las férmu-
las ¥, ® en SO(c) son mutuamente excluyentes si, dadas cualquier o-estructura A y

cualquier interpretacion i en A,
(A,i) E YV .
Ahora, dada una fbf de segundo orden con vocabulario o,
® (XpL - X YY)
y dadas una o-estructura A, y una interpretacién i en A tal que i <th) = Xy, y tal
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que i (yj,) = I, si (A,i) = ®, podemos expresar esto con la notacion

AE®(Xy,. ., Xp 0,0 .

Por otro lado, si B es una c-estructura, y ¥ es una férmula de segundo orden con
vocabulario o tal que, (B,i) = ¥ para toda interpretacién i en 5, podemos escribir
B =Y. Asimismo, si (B,i) = ¥ para toda interpretacion i en B, podemos expresar
esto con B [~ Y. La sentencias de segundo orden verifican esta propiedad, es decir,

su satisfaccién, o no satisfaccion, no depende de interpretacion alguna.

Definicién 2.16 (Modelo). Sean B una o-estructura, y ¥ un miembro de SO(c) tal
que, (B,i) = ¥ para toda interpretacién i en B. Entonces B es llamada un modelo de
Y. Ademds, un modelo finito de ¥ es un modelo de ¥ de tamafio finito. Al conjunto

de modelos finitos de ¥ lo notaremos con MOD(Y).

Ahora, tomando la notacién de [2], sean
FO =| JFO(0) y
o

SO = JSO(0).

A FO, SO, y otros conjuntos de férmulas bien formadas los llamaremos [6gicas. Si
L es una logica, notaremos con £(0) al conjunto de fémulas en £ con vocabulario

o.

Definicién 2.17 (Forma normal prenexa). Una férmula ® en SO estd en forma normal
prenexa, si consiste de una cadena de cuantificadores seguida de una férmula que no

tiene ocurrencias de cuantificadores.

Ejemplo 2.9. Las siguientes férmulas estdn en forma normal prenexa.

(V) (V) (V2) (= V°(x,,2))
(V) (=V3(x,y,2))
(V) (3P) (V) (Vz) (P(y, x,2) A (=V3(x,y,2)))

Es un hecho que toda férmula ¢ € FO es légicamente equivalente a una férmula
¢ € FO en forma normal prenexa (ver el teorema 3.5.11 de [5]). Es més, toda for-
mula ® en SO es l6gicamente equivalente a una férmula en forma normal prenexa,
Y € SO, tal que cada cuantificador de segundo orden precede a todos los cuantifi-
cadores de primer orden; ademds, ¥ estd en 211 si la cadena de cuantificadores de

segundo orden consiste de k bloques que alternan entre bloques de cuantificadores
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existenciales y bloques de cuantificadores universales, con el primer bloque siendo

existencial (ver la seccion 3.1 de [7]).

Ahora, notaremos con FOV al extracto de FO que contiene las férmulas cuyos cuan-
tificadores aparecen todos al principio y son universales. Definimos SO3 como X!,
y SO3V como 1.

La siguiente definicién fue tomada de la seccién 7.1 de [7].

Definicién 2.18. Si £ y £, son légicas, escribiremos £1 < L, si, para cada voca-
bulario ¢ y para cada sentencia ® € L1(0), existe una sentencia ¥ € L,(0) tal que
MOD(®) = MOD(¥).

Con esta definicion tenemos
FOV < FO < SO43 < SO3V < SO; (2.12)

basta introducir, en lugares apropiados, cuantificadores que cuantifiquen variables
que no aparecen en las respectivas férmulas. Por ejemplo, si a es una sentencia en
FO que esta en forma normal prenexa, entonces (3P)a es una sentencia ldgicamente
equivalente que estd en SOd. A su vez, esta ultima es l6gicamente equivalente a
(3P)(VQ)a, la cual es una sentencia en SO3V.

Por otro lado, si £1, £,, y L3 son légicas, entonces
L1<Lyy Ly < L3 = L1 < L3,

es decir, la relaciéon < es transitiva.

Finalmente, mencionamos que cuando estemos interpretando una férmula bien for-
mada de segundo orden, no expondremos todos los detalles que nos llevan desde
la férmula hasta la interpretacién. En vez, procederemos directamente como en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.10. Consideremos la sentencia con vocabulario u = (Q?):

(3P)(Vx)(3y) (32)(Q*(x,y) A Q*(x,2) AP(y) A=P(2)).

Luego, una pu-estructura A es un modelo de la sentencia si y solo si existe un con-

junto P C |.A| tal que, para todo i € | A|, existenk,] € |A| con
(i,k),(i,1) e QA ke Pyl ¢ P.

Esta sentencia aparece en el lema 4.1, en un capitulo posterior.
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2.2. Complejidad computacional

La complejidad computacional es una rama de la informética teérica que se encarga
del estudio de la cantidad de recursos que usan los algoritmos. Para lograrlo hace

uso de modelos matematicos de computo como las méquinas de Turing.

En esta seccién describiremos informalmente qué son los problemas de decision, los
programas para maquinas de Turing deterministas y no deterministas, las clases de
complejidad P y NP, y las reducciones polinomiales entre problemas de decision. El

contenido estd basado fundamentalmente en los capitulos 1y 2 de [8].

En complejidad computacional, un problema se especifica con las descripciones de
1. sus pardmetros o variables libres, y
2. la solucion.

De esta manera, una instancia de un problema se obtiene especificando valores para

todos los pardmetros.

Ejemplo 2.11. El problema de satisfacibilidad booleana (SAT) se define asi (ver la

subseccion 2.1.1):

Instancia: Un conjunto V de variables proposicionales y una coleccién C de cldusu-

las sobre V
Pregunta: ;Existe una asignacién de valores de verdad que satisface C?
En este problema, la solucién es una respuesta a la pregunta planteada.

Ahora, un algoritmo que resuelve un problema es un procedimiento general que
asigna a cada instancia del problema una solucién. En el ejemplo anterior, pode-

mos pensar en el método de las tablas de verdad como un algoritmo que resuelve
SAT.

Ademas, la complejidad de un algoritmo es la cantidad de recursos, como tiempo
y espacio, que se requiere para ejecutar el algoritmo. Aqui nos enfocaremos en la
complejidad temporal en el peor de los casos; esta se mide en funcién del tamafio
de los datos de entrada del algoritmo. Esos datos pueden ser especificados con un
esquema de codificaciéon que a cada instancia del problema en mano, asigna una
cadena de simbolos. Luego, el tamafio de la cadena es el tamafio de los datos de
entrada. De esta manera, un algoritmo de tiempo polinomial es uno cuya funcién

de complejidad temporal puede ser acotada por un polinomio.

Entre los problemas estudiados por la complejidad computacional estdn los proble-

mas de decisién. Estos son problemas con la propiedad de que la solucién es una
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respuesta “Si”, o “No”, a una pregunta formulada en términos de los pardmetros

del problema. SAT (ver ejemplo 2.11) es un ejemplo de este tipo de problemas.

Dado un problema de decisién, tenemos las instancias cuya respuesta es “Si” y aque-
llas cuya respuesta es “No”. Las primeras son las instancias positivas del problema,

mientras las restantes son las instancias negativas.

Ahora, una clase de complejidad computacional puede definirse como una coleccién de
problemas de decisién que comparten propiedades relacionadas justamente con la
complejidad de algoritmos que los resuelven. Aqui estamos interesados en definir
las clases P y NP. Para definir la primera, tomamos el modelo de cémputo de la
mdquina de Turing determinista de una cinta (MTD). Esta estd constituida por algunos
elementos, en particular, por una cinta con un ntimero infinito de celdas numeradas
con los enteros, y un cabezal que puede leer el contenido de las celdas, asi como

escribir en ellas.

Un programa M para una mdquina determinista de Turing de una cinta es una funcién
matematica preestablecida a través de la cual, dada una cadena finita de simbolos
permitidos en la cinta, instruye a la maquina cada paso a seguir. Estos programas
son versiones formales del concepto de algoritmo. Para medir la complejidad tem-
poral de uno de ellos se toma como unidad de tiempo cada instruccion ejecutada.
Ademads, dada cualquier cadena finita x como entrada, el programa M siempre ter-
mina. Si termina en un estado especifico, al que podemos notar con g5, decimos que

el programa M acepta x.

Dado un problema de decisién I1, y un esquema que codifica las instancias de I1
como cadenas finitas de simbolos permitidos, un programa M para MTD resuelve
IT si y solo si el conjunto de codificaciones de instancias positivas de II es igual
al conjunto de cadenas que M acepta. De esta manera, la clase de complejidad P
puede definirse como el conjunto de problemas de decisién para los cuales existen

programas para MTD de tiempo polinomial que los resuelven.

Ahora, un programa M para MTD también calcula una funcién, fjs, pues, dada una
cadena de entrada x, se puede tomar como fy(x) la cadena escrita en la cinta una

vez que la maquina para.

Cualquier calculo que una computadora ordinaria puede hacer, puede ser realizado
por un programa para MTD. Los algoritmos para computadora que no son de tiem-
po polinomial son considerados ineficientes pues, cuando el tamafio de los datos
de entrada es muy grande, estos algoritmos toman mucho tiempo en terminar de

manera que no resultan practicos en la mayoria de los casos. Por otro lado, existen
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otros modelos de cémputo a través de los cuales se puede definir P.

Para definir la clase de complejidad NP, introducimos la mdquina de Turing no deter-
minista de una cinta (MTND). Esta tiene la misma estructura que una MTD y, adicio-

nalmente, un médulo de adivinanza y un cabezal de solo escritura.

Un programa para una mdquina de Turing no determinista de una cinta se especifica de
manera similar que uno para MTD, es decir, con una funcién matematica, pero opera
en dos etapas: la de adivinanza y la de verificaciéon. Dada una instancia I de un
problema de decisiéon I1, la etapa de adivinanza provee una estructura, S, y la de
verificacion comprueba de manera determinista que la respuesta es “Si” para I y
S. Especificamente, bajo un esquema de codificacién para I1, dada la codificacion x
de I, el médulo de adivinanza decide en cada paso si el cabezal de solo escritura
escribe un simbolo de entre los permitidos en la celda actual y pasa a la siguiente,
o si para; una vez que este médulo para (si para), este deja de funcionar y entra en
operacion el de verificacion, y el resto del proceso es como aquel para una MTD.

Hacemos notar que el programa podria retornar “No” o no terminar.

En este caso, se dice que un computo acepta si termina en el estado gs, y se dice que
el programa M acepta x si M realiza un computo que acepta. Ahora, el tiempo que
toma un programa M en aceptar x es el minimo niimero de pasos que toman la etapa
de adivinanza y la de verificacién hasta llegar a gs. El programa M es de tiempo po-
linomial si existe un polinomio que acote la funcién de complejidad temporal. Asi,
NP puede ser definida como la clase de problemas de decision IT tales que existen
programas M para MTND de tiempo polinomial, con el conjunto de codificaciones
de instancias positivas de ITigual al conjunto de cadenas x que M acepta. Es un he-
cho bien conocido que P C NP: si IT es un problema en P y M es un programa para
MTD de tiempo polinomial que lo resuelve, se puede usar este mismo programa en

una MTND en la etapa de verificacion, e ignorar la de adivinanza.

Por ejemplo, en el caso de SAT (ver el ejemplo 2.11), podemos tomar un programa
M que adivine una asignacién de valores de verdad, y tal que la de verificacién

compruebe que la asignacion satisface el conjunto de cldusulas.

Ahora, informalmente, una reduccién de un problema de decisién I1; a un proble-
ma de decisién I, es una aplicaciéon que transforma cada instancia de I1; en una
instancia equivalente de II,. Asi, si existe un algoritmo eficiente que resuelva I1p,
y el computo que hace la transformacién también es eficiente, se tiene que I1; se
puede resolver de manera eficiente concatenando el computo de la transformacién

con el algoritmo.
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Para ser mas precisos, una reduccion polinomial desde 11y a Il es una funcién f : ¥ —
2.5 que puede ser calculada por un programa para MTD de tiempo polinomial, y tal
que

xeli CY] < f(x)eL,CX%j,

con L; el conjunto de codificaciones de instancias positivas de 11;, y X7 el conjun-
to de cadenas finitas de simbolos permitidos. En caso de que exista una reduccién

polinomial de I'ly a I'lp, escribiremos I'T; <, TI>.

Un problema IT es C-hard via reducciones polinomiales si, para todo problema IT" en
la clase de complejidad C, IT <p IL Si, adicionalmente, IT pertenece a C, II es
llamado C-completo via reducciones polinomiales. SAT es NP-completo en este sentido.
Ademads, mencionamos que en la clase NP, los problemas en P son considerados los

mds faciles, mientras que los NP-completos los mads dificiles.

La relacion <p es transitiva. Si I]; es NP-hard via reducciones polinomiales y I'Ty <p

I, entonces I1; es NP-hard via reducciones polinomiales.

2.3. Teoria descriptiva de la complejidad computacio-

nal

Varios modelos de computo, como las mdquinas de Turing o el cdlculo lambda, fue-
ron desarrollados de manera independiente. Sin embargo, si se mide de manera
apropiada la complejidad de un calculo en cualquiera de estos modelos, se obtendra
valores equivalentes. La teoria descriptiva de la complejidad computacional ofre-
ce, desde un punto de vista diferente, una teoria asimismo equivalente. Las herra-
mientas fundamentales de esta provienen de la 16gica matematica. Por ejemplo, los
problemas de decision suelen ser definidos a través de sentencias lgicas, y las ins-
tancias de un problema son estructuras derivadas de algtin vocabulario. Con esta
teoria se ha podido caracterizar clases de complejidad computacional importantes a
través de lenguajes 16gicos independientes de cualquier modelo de computo. Ade-
mads, existen métodos de la l6gica que permiten deducir qué puede ser expresado, y

qué no, en un lenguaje dado.

El contenido de esta seccién estd basado en los capitulos 1, 2, 3, y 7 de [9], y en el
articulo [2]. Para definir conceptos, se hard uso de la maquina de Turing multicinta;
a diferencia de las maquinas de Turing de una cinta, estas poseen varias cintas. Los
conceptos de la anterior seccién no sufren modificaciones sustanciales al hacer uso

de las mdquinas de Turing multicinta.
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Como se ha mencionado, en la teorfa descriptiva las instancias de un problema co-
rresponden a estructuras con algtin vocabulario adecuado. De aqui en adelante con-
sideraremos vocabularios relacionales (ver definicién 2.10) que poseen el simbolo
de relacién binaria =. Este siempre sera interpretado como la igualdad. Por otra
parte asumiremos que, dado un vocabulario 7, si A € STRUC|1], entonces A es de

tamafio finito.

Ahora, notemos que cuando se introduce datos en una computadora, se impone un
orden sobre los datos: los datos son cadenas de simbolos y, entonces, tenemos el
primer simbolo de la cadena, el segundo, etcétera. Por ejemplo, si bien existen situa-
ciones en las que los vértices de un grafo no necesitan estar ordenados, al introducir
el grafo como dato en la computadora se impone un orden. Asi, dado un vocabu-
lario 7, asumiremos que el universo de las T-estructuras estd dotado de un orden
total: T incluird el simbolo de relacién binaria <; este siempre serd interpretado co-
mo ese orden total. De esta manera, dada una t-estructura .4, existe una biyeccién
entre |A| y el conjunto {0,1,...,n — 1} cuando ||.A|| = n. Adicionalmente, los vo-
cabularios incluiran los simbolos de constante 0,1, y max, que serdn interpretados
como el minimo, el segundo, y el maximo elemento, respectivamente, engendrados

por el orden total.

Algunas relaciones numéricas son ttiles: usaremos los simbolos de relacion binaria
SUC y BIT, con A |= SUC(i, ) siy solo si j es el sucesor de i, y con A = BIT(k, f)
si y solo si el j-ésimo bit en la representacion binaria de k es un 1 (el 0-ésimo bit
es el menos significativo). Todos los vocabularios que consideremos incluirdn estos

simbolos.

Los simbolos =, <,SUC, y BIT serdn llamados simbolos de relaciones numéricas, mien-
tras 0,1, y max, serdn llamados simbolos de constantes numéricas. Dado un vocabula-
rio T, no especificaremos estos simbolos en la tupla que lo define. Al resto de sim-
bolos de T los llamaremos simbolos de relacion de entrada y simbolos de constante de

entrada.

En el contexto de l6gica de primer orden, las férmulas atémicas y las negaciones de
férmulas atémicas serdn llamadas literales. Una cldusula serd una disyunciéon Ly V
...V Li de literales. Dado un vocabulario ¢, un o-literal sera un literal cuyo simbolo
de relacion asociado estd en ¢ (no es un simbolo de relacion numérica). Por otro
lado, una férmula numérica serd una férmula que no tiene ocurrencias de simbolos de
relacion de entrada. Una férmula de primer orden que no tiene cuantificadores estd

en forma normal conjuntiva (FNC) si es una conjuncién de cldusulas. Con FNC,(7)
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notaremos a la clase de férmulas de primer orden en FNC, con vocabulario T, cuyas

cldusulas tienen a lo mucho r t-literales.

Asumiremos que || A|| > 2 para toda estructura A. Se hace para evitar que la for-
mula 0 = 1 sea satisfecha. Finalmente, dada una sentencia ¥, redefinimos MOD(¥)
(ver definicién 2.16) tomando en cuenta las consideraciones hechas en esta seccion;

en particular, MOD(Y) estard constituido por estructuras finitas ordenadas.

Ahora, recordemos el ejemplo 2.6. Ahi definimos 7, el vocabulario de los grafos.
Con lo expuesto, T; incluye los simbolos de relaciones y de constantes numéricas;
sin embargo, escribiremos T, = (E?); luego, E? es el tnico simbolo de relacién de
entrada en Tg. Podemos pensar en cada Tg-estructura como una instancia de un gra-
fo. Asimismo, podemos pensar en cada estructura con el vocabulario ¢ del ejemplo

2.5, como una instancia de SAT (ver el ejemplo 2.11).

Definicién 2.19 (Query). Una query es una aplicacion I : STRUC[o] — STRUC]|7] tal
que existe un polinomio p, con |[I(A)|| < p (|| A]|) para toda A € STRUC|r].
Definicién 2.20 (Query booleana). Una query booleana es una aplicacién

I, : STRUC|c] — {0,1}. Alternativamente, es el conjunto de todas las A € STRUC|c ]

tales que [, (A) = 1. Ip es una query booleana asociada a una sentencia & si
Ip(A)=1 <— AE®.

De esta manera, MOD(®) es una query booleana.

Ejemplo 2.12. Podemos definir el problema de decisién SAT (ver los ejemplos 2.11

y 2.5) a través de la sentencia
Psar = (35) (V) (Fy) ((P(x,y) AS(y)) V (N(x,y) A =S(y)))-

Recordemos que una o-estructura A de tamarfio 7, tiene asociados el conjunto de n
variables proposicionales V = {xg, x1,...,x,-1} y la tupla de n clausulas
(Yo,Y1,...,Yy_1). Ademas, (k,1) € PAsiysolosix; € Yy, y (j,m) € NAsiysolosi
—Xm € Y]

Para toda o-estructura A, A |= ®gur siy solo si existe S C | A] tal que, para todo
k € | A, existej € | A| tal que (k,j) € PAyj€ S, otal que (k,j) € NAyj ¢ S. Ahora,
si definimos la asignacién de valores de verdad M = {x; € V|i € S}, tenemos que
A = ®Pgur implica que existe M C V tal que, para toda cldusula Yy en la tupla,
existe x; € V talque x; € Yy y x; € M, o tal que —x; € Yy x; ¢ M; es decir,

A = ®ga7 implica que existe una asignacion de valores de verdad que satisface
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todas las cldusulas de la tupla asociada a A (ver observacion 2.2).

Reciprocamente, si existe una asignacién de valores de verdad M que satisface todas
las cldusulas de la tupla asociada a A, entonces, para toda cldusula Yy en la tupla,
existe al menos un literal en Y} que es satisfecho por M. Es decir, para toda clausula
Y) en la tupla, existe x; € V tal que x; € Yy y x; € M, o tal que —x; € Yy y x; € M.
Definiendo S = {i € | A|| x; € M}, vemos que A |= Pgur.

Asi, podemos definir SAT como MOD (®gar).

A continuacién conectaremos la teoria descriptiva de la complejidad computacional
con la contraparte que hace uso de modelos de computo. En primer lugar, se usara
la notaciéon M(w) | para indicar que el programa M para maquina de Turing acepta

la entrada w. Con esto definimos
L(M) = {w € {0,1}* : M(w) L} ,

es decir, L(M) es el conjunto de cadenas binarias finitas que M acepta (aqui se estd
asumiendo que los datos de entrada para las mdquina de Turing son cadenas bina-
rias finitas). Ademads, usaremos la notacién T(w) para la cadena que la mdquina de
Turing T ha dejado sobre la cinta de salida una vez que ha parado, si para; sino para,
T(w) no esta definida. ;Como codificar estructuras de manera que sean alimentadas

como datos en una maquina de Turing? Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.13. Sean
T = (R%,¢;)

un vocabulario relacional, y A una T-estructura de tamafio 3, es decir, | A| = {0,1,2}.

Adicionalmente supongamos que

R ={(0,1),(1,2),(2,2)},

y que cfl = 2. Ahora, R{‘ C

A%, y los elementos de |A|> pueden ser ordenados
de acuerdo al orden lexicografico. Luego, podemos codificar R{* con una cadena
binaria de longitud 9 = 3% = ||.A||?, con el j-ésimo bit igual 1 si y solo si el j-ésimo
elemento de |.A4|? es miembro de R{!. De esta manera, la codificacién binaria de R!
es 010001001.

Por otro lado, podemos codificar cfl con la cadena binaria 10, es decir, con su repre-

sentacion en binario; notar que la cadena tiene longitud 2 = [log, 3| = [log, ||.A|l]-.

Asi, si concatenamos las cadenas, obtenemos la codificacién binaria de A, en este
caso 01000100110.
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Para ser precisos, dados un vocabulario relacional
— o a
T=(R},..., Ry, c1,...,cq),

y una T-estructura A de tamario 7, se define bin“!(R;) como una cadena binaria de
longitud n%, con el j-ésimo bit igual 1 si y solo si, en el orden lexicografico, el j-
ésimo elemento de |.A|% es miembro de Ry!. Ademas, se define bin“(c;) como la

A Asi, la

cadena binaria de longitud [log, 1], que es la representacion binaria de ;

codificacién binaria de A es
bin(A) = bin(Ry) ... binA(R,) bin“(c1) ... bin"(cs).

La longitud de esta cadena es n"1 4 ... + n* + s[log, n|, un ntimero relacionado
polinomialmente con n. Notar que en bin(.A) no se toma en cuenta las relaciones o

constantes numéricas, pues estas pueden ser calculadas facilmente.

Ahora, sea I : STRUC[¢] — STRUC|t] una query. Diremos que la maquina de Tu-
ring T calcula I si y solo si para toda A € STRUC|c|, T (bin(.A)) = bin (I(A)). De-
finimos DTIME][t(n)] como la clase de queries booleanas que pueden ser calculadas
por una méquina determinista de Turing multicinta en O(t(n)) pasos (1 es el tama-
fo de las estructuras). Asimismo, definimos s NTIME|t(n)]| como la clase de queries
booleanas que pueden ser calculadas por una maquina de Turing no determinista

en O(t(n)) pasos. Luego,

P = | J DTIME[t(n)] y
teF

NP = | J NTIME[t(n)],
teF

con F el conjunto de los polinomios.

El siguiente teorema dio inicio a la teoria descriptiva. Este da una caracterizacion de

la clase de complejidad NP independiente de modelos de cémputo.

Teorema 2.1 (Teorema de Fagin). NP es igual al conjunto de queries booleanas asociadas

a sentencias existenciales de sequndo orden.

Recordemos el ejemplo 2.12. La sentencia ®s4t estd en el fragmento existencial de
la 16gica de segundo orden, es decir, en SO3. Asi, decimos que ®g47 define SAT en
SO4, y que SAT puede ser definido en SO4.

Para una légica £ y una clase de complejidad C, usaremos la notacién C < £ si todo

problema en C puede ser definido en £. Ademads, si MOD(®) es un problema en C
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para cada sentencia @ en £, escribiremos £ < C.5iC < Ly £ < C son ciertas,
decimos que la l6gica L captura C y escribimos £ = C. Asi, el teorema 2.1 puede ser

expresado con SO3 = NP.

Ahora, nuestro interés es definir la jerarquia polinomial. Esta es una jerarquia de
clases de complejidad computacional. Para hacerlo, introducimos el concepto de
oraculo. Un programa para mdquina de Turing con ordculo para una query booleana B,
MB, es un programa para una maquina de Turing multicinta que tiene una cinta
especial a la que puede acceder en cualquier instante durante su ejecucioén, tal que, si
la cadena bin(.A) es escrita sobre la cinta, la maquina retornara 1, en tiempo unitario,

siysolosi.A € B.

Definicién 2.21 (Jerarquia polinomial). Sea >F =P Definimos, parai > 0,

Zfﬂ = {L (MB> : M es un programa para mdquina de Turing no determinista

con oraculo para B, B € Zf }

Asi, Zf es llamado el nivel i de la jerarquia polinomial. La jerarquia polinomial es defini-

da como la clase

PH = | =
i=1

De la anterior definicion sigue que £} = NP.

El teorema a continuacién da una caracterizacién, independiente de modelos de

computo, de cada nivel de la jerarquia polinomial.

Teorema 2.2. Sean i > 0y S C STRUC|c| una query booleana. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.
= Sexf
n S = MOD(®) para alguna sentencia de segundo orden ® con todos los cuantificado-
res de segundo orden al inicio de ella, especificamente con el prefijo

JR1VR, ... QiR;,

donde Qy Ry = Qkxz e Qka; para algiin j, con Qy el cuantificador existencial si k
es impar, y el universal si es par.

Con esta definicién, SOJV = Zg .

A continuacién introducimos el concepto de reducciones en el contexto de la teoria

descriptiva. Para lograrlo, primero establecemos la siguiente definicion.
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Definicién 2.22 (Query de primer orden). Sean ¢, T dos vocabularios con
T=(R},..., RV, c1,...,¢q).

Sea k > 1 un entero. Una query de primer orden k-aria de STRUC[c] en STRUC]|1] es
una aplicacion I : STRUC[o] — STRUC]|1]| definida por una tupla de férmulas en
FO(0),

(0, 1,  Pr 1, Ps).

Para toda A € STRUC|c], esta tupla de férmulas define una t-estructura
I(A) = (I (A),RIW, . RIA) A DAy

con

L(A)] = { (b1, b) € AP Al go by, )},

Rf(A) igual a

o S = (7 oy (P S S 3 B

parai = 1,...,r,yconc;(“4) el anico (by, ..., bx) € [I (A)|talque A = ¢; (by, ..., by),
estoparaj=1,...,s.

El conjunto de queries de primer orden es cerrado bajo la operacién de composicion.
Ademds hacemos notar que, si I es una query de primer orden k-aria con dominio
STRUC|c¢], y @o = true, entonces |I(A)| = |A|¥ para toda A € STRUC|[0].

Ahora, sean ¢, T dos vocabularios. Recordemos que estos incluyen los simbolos de
relaciones y de constantes numéricas a pesar de que no consten en las tuplas respec-
tivas. Asi, una query de primer orden k-aria I : STRUC[¢] — STRUC|t] debe incluir
féormulas en FO(c) que definan, para toda .A € STRUC|c¢], las relaciones y constan-
tes numéricas en I(.A). Si ¢y = true, siempre se puede hacer esto. Por ejemplo, es

claro que se puede establecer férmulas de manera que

0/ = (04,...,0%),

1A = 04,...,14), y

max!A) = (maxA, ., maxA),

donde las tuplas son k-tuplas. En efecto, la constante numérica 0/(1) puede ser defi-

nida a través de la formula ¢ (x1, ... xx) igual a
x1=0A...ANx=0.
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Ademas, se puede definir la relacién correspondiente al simbolo < de manera que se
imponga el orden lexicogréfico en |I(A)| (ver el capitulo 1 de [9]). Por otro lado, se

(A)

puede definir la relacion SUCY por la férmula ¢ (x1, ... X, y1, . . . yx) igual a

k

k
VI Ax=y /\SUC(xi,yi)/\< N xm:max/\ym:O>

i=1 \ \j<i m=i+1

Definicién 2.23 (Reduccién de primer orden). Sean A y B dos queries booleanas, con
A C STRUC|c]y B C STRUC]|7]|. Una reduccion de primer orden de A en B es una query
de primer orden I : STRUC[c] — STRUC|7] tal que, para toda A € STRUC|c],

AeA < I(A) €B.

En este caso usaremos la notacion A <, B.

Si B es una query booleana, y A <y, B para toda query booleana A en la clase de
complejidad C, decimos que B es C-hard via reducciones de primer orden. Si adicional-
mente B estd en C, diremos que B es C-completo via reducciones de primer orden. SAT

(ver el ejemplo 2.12) es NP-completo via reducciones de primer orden.

En la teoria descriptiva es posible formalizar el concepto de reduccién polinomial
(ver la seccién anterior). Es un hecho que si un problema es completo via reduccio-

nes de primer orden, entonces es completo via reducciones polinomiales.

Ahora, existe un tipo de reducciones muy débiles en el sentido de poseer muy po-
co poder computacional. Estas son de hecho un tipo particular de reducciones de

primer orden. A continuacién su definicion.

Definicién 2.24 (Proyecciones de primer orden). Sean ¢, T dos vocabularios con
a a
T=(R},..., Ry, c1,...,Cs).

Adicionalmente, sean A y B dos queries booleanas, con A C STRUC[c] y B C
STRUC|[t]. Una proyeccidn de primer orden de A en B es una reduccion de primer orden
p : STRUC[c] — STRUC]|7] con la tupla asociada

<(P0/(Pl/---/(P7‘/17bl/-”/1PS>

tal que @g es una férmula numérica, y tal que, para todo i > 1y para todo j, ¢; y ¥;

son loégicamente equivalentes a férmulas

060\/(061/\)\1)\/...\/(068/\)Le), (213)
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donde las subférmulas a; son numéricas y mutuamente excluyentes dos a dos, y
donde las subférmulas Ay son literales, es decir, son férmulas atémicas o negaciones
de férmulas atémicas. Asi, si A € STRUC|c] e i es una interpretaciéon en A que
incluye las variables libres relevantes, la férmula 2.13 serd satisfecha por (A, i) siy
solo si, o bien (A4, i) satisface wg, o bien satisface a; y Ay para exactamente un k > 1.
De esta manera, cualquier bit en bin (p(.A)) depende a lo mucho de un bit de bin(.A).

Es en este sentido que estas reducciones poseen muy poco poder computacional.

Si existe una proyeccion de primer orden de A en B, escribiremos A <y, By di-
remos que A se reduce a B via fops (fops es el acrénimo de la traducciéon al inglés de
“proyecciones de primer orden” ). Las férmulas del tipo 2.13 serdn llamadas férmu-

las proyectivas.

Ejemplo 2.14. Sea ¢ = (P?). Entonces ¢(x,y) = false V (true A P*(x,y)) es una
férmula proyectiva con ag = false, a1 = true, y A; = P?(x,y). Ademés, ¢(x,y) =
P?(x,y), de manera que podemos considerar a P?(x,y) como una férmula proyecti-

va.

Si C es una clase de complejidad, y la query booleana B es tal que, para toda query
booleana AenC, A <¢,, B, diremos que B es C-hard via fops. Si adicionalmente B estd
en C, diremos que B es C-completo via fops. SAT (ver ejemplo 2.12) es NP-completo

via fops.

La relacion <y, es transitiva. Asi, si A es C-hard via fops y A <g,, B, entonces B
es C-hard via fops. En la proposiciéon B.3 se ilustra una proyeccién de primer or-

den.

En la seccién 4.1 usaremos un operador para probar NP-completitud del problema
de decision correspondiente. Necesitamos las siguientes definiciones. Estas han sido
tomadas del capitulo IV de [1].

Definicién 2.25 (Operador sintactico). Sean £ una légica, y ¢ y T dos vocabularios.
Un operador sintdctico definido sobre £(0) es una funciéon T : L(o) — L(T) (toma
féormulas bien formadas de £(¢) y las transforma en férmulas bien formadas de
L(7)).

Definicién 2.26 (Operador sintédctico acotado). Un operador sintactico T : L(o) —
L(7) es acotado si la imagen de toda sentencia en £(0) es una sentencia en £(7), y

la preimagen de toda sentencia en £(T) es una sentencia en L(0).

A continuacion, con ¥ (61/¢1, .. .,0m/ ¢m) notamos a la férmula que resulta de re-
emplazar cada ocurrencia de la férmula 0; en ¥ por la férmula ¢;, paral < i < m.

Ademads, con ¥ notamos a una tupla de variables
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Definicién 2.27 (Operador de sustitucién de predicados). Un operador sintdctico

T: L(oc) — L(7) es de sustitucion de predicados si
TY =¥ (P" (%1) /91 (1), ., Py (Zm) / @ (%m)) ,

con Piai ency ¢; (xﬁ,...,x;i) en FO(7) paral <i <m.

Ejemplo 2.15. Si £ = SO, o = (P?) y T = (Q?), entonces el siguiente es un operador

de sustitucion de predicados:

TY =Y (P(x,y)/Q(x,y))-

Es mds, este operador es acotado. En efecto, sea ¥ una sentencia en SO(c). Si ¥
no tiene ocurrencias de P, entonces TY serd ¥, es decir, una sentencia en SO(7)
que no contienen ocurrencias de Q. Si ¥ tiene ocurrencias de P, cada ocurrencia de
P(x,y) en ¥ serd reemplazada, a través de T, por Q(x,y), pero todas las variables

permaneceran cuantificadas. Luego, TY es una sentencia de SO(7).

Ahora, sea ® es una sentencia en SO(7). Si @ no tiene ocurrencias de Q, la preimagen
de ® no puede tener como miembros a férmulas que tengan ocurrencias de P pues,
en caso contrario, @ tendria al menos una ocurrencia de Q. Asi, en este caso, si
Y estd en la preimagen, TY = Y = ®. De esta manera, la preimagen de ® es el
conjunto con miembro tinico ®. Por otro lado, si ® tiene ocurrencias de Q, todas las
férmulas en su preimagen deben tener ocurrencias de P. Para ser concretos, debe

ser el conjunto unitario que contiene la sentencia ® (Q(x,y)/P(x,y)).

Definicién 2.28 (Operador que sustenta completitud). Sea C una clase de compleji-
dad capturada por la logica L. Entonces el operador sintéctico acotado T : L(o) —

L(7) sustenta C-completitud si, para toda sentencia ¥ en L(0),

MOD(TY) es C-completo via fops = MOD(Y¥) es C-competo via fops.

La siguiente es la proposicién 29 en [1].

Proposiciéon 2.2. Si T : L(c) — L(T) es un operador que sustituye predicados por for-

mulas proyectivas, entonces T sustenta completitud.

2.3.1. Superfluidad

La siguiente es una generalizacién de la definicién 3.1 en [2]. A grosso modo, nos
servira de la siguiente manera: si C es una de las clases de complejidad mencionadas

en el corolario 2.2, ¢ es una sentencia en FOV, y ® es una sentencia de una légica
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adecuada, luego
MOD(® A ¢) es C-hard via fops = MOD(®) es C-hard via fops;

es decir, con el mencionado corolario podemos probar C-hardness de MOD(®), si

conocemos que MOD(® A ) define un problema C-hard.

Definicién 2.29 (Superfluidad). Sean ¢, T dos vocabularios, C una clase de comple-

jidad capturada por £*, y £ una légica. Entonces

1. Una sentencia ¥ en L£(7) es superflua con respecto a una fop p : STRUC[o] —
STRUC]|7] si p(A) |= ¥ para toda o —estructura finita A.

2. Una sentencia ¥ en L(7) es superflua con respecto a C y L si para toda sentencia
den L(7)

MOD(® A Y) es C-hard via fops = MOD(®) es C-hard via fops.

3. Un fragmento L' < L es superfluo con respecto a C y L si, para todo vocabulario
T, para toda sentencia ¢ € L'(7), y para toda sentencia ¥ € L(7) tal que
MOD(¥) = MOD(¢), ¥ es superflua con respectoa Cy L.

4. Un fragmento £ < L* es superfluo con respecto a C, si para toda logica £ con

L* < L, L es superfluo con respectoa Cy L.

Se hace uso de las siguientes definiciones en el lema 2.1. A su vez, este lema nos
permite probar el teorema 2.3. Con i notamos a una tupla de elementos de algtin
conjunto, y con f a una tupla de términos. Ademds, la notacién |a| serd usada para

la cardinalidad de la tupla @, y con [m] notaremos al conjunto {0,1,...,m —1}

Definicién 2.30. Sean ¢ un vocabulario, ¢ (%) una férmula en FO(c), n un ntmero
natural, y # € [n]/*l una tupla de ntimeros naturales. Decimos que (¢ (%), ) es n-
consistente si existe una o-estructura A, con ||A|| = n, tal que A |= ¢ (i1). Si S es un
subconjunto de STRUC|¢|, decimos que (¢ (%), i) es n-consistente en S si existe una

o-estructura A en S, con || A|| = n, tal que A |= ¢ ().

Definicién 2.31 (Uniformidad). Sea ¢ = <R‘;1, ...,R¥,cq,...,¢t) un vocabulario, y
sea S C STRUC|c]. Sean n y k dos nimeros naturales. Decimos que S es (n,k)-

uniforme si para

= cualquier entero m > n y cualesquier enteros no negativos p y g tales que
p+q<k

= cualquier sucesion Ly (f1),..., L, (f,) de o-literales,
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= cualquier sucesion iy, . . ., i1, de tuplas, con ; € [m]|tf| paral <j<p,
» cualquier sucesién ¢y, .. ., Ct, de simbolos de constante en ¢,

= cualquier sucesién by, ..., b; de enteros, con b; € [m] paral < j < g, se tiene lo

siguiente:

Si

es m-consistente, entonces también es m-consistente en S.
El siguiente lema es el lema 4.4 en [2].

Lema2l. Seancyt = <R’;1, ...,R&,c1,...,ct) dos vocabularios, donde o tiene constan-

tes de entrada {c’l, e, cg, }, y sea n > 0 un entero. Adicionalmente, sean

» S C STRUC|[c] un subconjunto de estructuras que contiene todas las estructuras A
con || Al < n,

» ) = VX0 (%) una sentencia de primer orden con 0 () € FNC,(t) para algiin entero
ry
» & una sentencia en L(T).
Si S es (n, k)-uniforme parak > t +t' +r, y p es una fop que reduce S a MOD(P A ¢),
entonces toda sentencia ¥ € L tal que MOD(Y) = MOD(v), es superflua con respecto a
0.
El siguiente corolario es usado en la demostracién del teorema 2.3.

Corolario 2.1. Con las hipétesis del lema 2.1, la fop p reduce S a MOD(®). Luego, si S es
C-hard via fops, entonces MOD(®) es C-hard en el mismo sentido.

Demostracion. Asumamos las hipétesis del lema 2.1. Supongamos, ademads, que S es
(n, k)-uniforme para k > t +t +r y que p es una fop que reduce S a MOD(® A ).
Vamos a probar que A € Ssiysolosip(A) = @, para toda o-estructura A, es decir,
que la fop p reduce S a MOD(®). Supongamos que A € S . Luego, ya que p reduce
SaMOD(®AY),p(A) =EPAY. Asi, p(A) = P.

Reciprocamente, supongamos que p(A) = ®. Sea ¥ € L tal que MOD(¥) =
MOD(y). Por el lema 2.1, p(A) = ¥. Luego, p(A) |= ¢. Entonces, p(A) =P A Y,y
ya que p reduce Sa MOD(® A ), A € S.

De esta manera, si S es C-hard via fops, entonces MOD(®) es C-hard en el mismo
sentido. O
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La siguiente definiciéon aparece en el teorema 2.3.

Definicién 2.32. Una familia F de problemas sobre el vocabulario
o= (R{,...,RE,c1,...,ct)

es completa y uniforme para una clase de complejidad C, si cada problema en F es
C-completo via fops, y existen una sucesion {7}~ y un ntiimero natural m tales
que, para todo k > m, existe un problema (ny, k)-lzniforme Sp, en F que contiene
todas las estructuras A € STRUC[c] con || A|| < 1.

El siguiente teorema es uno de los aportes de este proyecto. Su demostracién estd

basada en aquella del teorema 4.7 de [2].

Teorema 2.3. Sea C una clase de complejidad capturada por L*, con FO < L*. Si C con-

tiene una familia uniforme y completa JF, entonces FOV es superflua con respecto a C.

Demostracién. Sea L una légica tal que £* < L. Vamos a probar que FOV es super-

flua con respectoa Cy L.

Sean T un vocabulario, ¢ una sentencia en FOV(7), ¥ una sentencia en £(7) tal que
MOD(¥) = MOD(y), y @ una sentencia en £(7). Supongamos que MOD(P A Y)

es C-hard via fops. Demostraremos que MOD(®) es C-hard en el mismo sentido.

Notemos que ¢ es logicamente equivalente a una sentencia i’ en FOV(7) cuya parte
libre de cuantificadores estd en FNC,(7) para algun natural r. En efecto, la parte
libre de cuantificadores de ¢ es equivalente a un férmula en FNC con las mismas

variables libres.

Sea t el namero de simbolos de constante de entrada en o, el vocabulario de F; y
sean {1y };~o y m la sucesion y el ntimero natural asociados a F. Adicionalmen-
te, sea t' el nimero de simbolos de constante de entrada en 7. Definamos k =
max {m,r +t+t'}. Ya que k > m, existe un problema (ny, k)-uniforme S,_en F,

C-completo via fops, que contiene todas las o-estructuras A con || A|| < ng.

Dado que MOD(¥) = MOD(y) = MOD(¢’), y en vista de que MOD(® A YY) es
C-hard via fops, entonces MOD(® A ¢’) es C-hard via fops. Luego, existe una fop p
que reduce S, a MOD(® A ¢'). Tomando n = ng y S = S;,, todas las hipétesis del
lema 2.1 son satisfechas y, gracias al corolario 2.1, MOD(®) es C-hard via fops. [

Con la siguiente definicion y con la proposicién a continuacién podemos arribar al

corolario que mencionamos al principio de la subseccion.

Definicién 2.33. Si S es un problema sobre el vocabulario ¢, se define, para cada
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natural n,
S, =SU{A € STRUC|c] : || A] < n},

y se define
F(S) = {Sn}tuza-

La siguiente proposicion es la coleccion del teorema 10 en el articulo [2], y de los
teoremas 4.8 y 4.11 en el articulo [3]. Los problemas REACH, ALT-REACH, 0M-
HP, y CO-MONO-TRIANGLE son descritos en el apéndice del primer articulo. Los
problemas 2-CLIQUE-COLOURING (2CC) y (2CC)¢ son descritos en el segundo

articulo. NL, coNP, y I} son clases de complejidad computacional.

Proposicién 2.3. F(REACH), F(ALT-REACH), F (0M-HP),
F(CO-MONO-TRIANGLE), F(2CC), y F ((2CC)°) son familias uniformes y completas
para NL, P, NP, coNP, £5, y Hg respectivamente.

Todas las clases de complejidad computacional mencionadas en la proposiciéon ante-
rior pueden ser capturadas por légicas L*, con FO < L* (ver el teorema 7.5.2 de [7]).

El siguiente corolario es el resultado del teorema 2.3 y la proposicién anterior.
Corolario 2.2. FOVY es superflua con respecto a NL, P, NP, coNP, xF y Hg )

Asi, si C es una de las clases de complejidad mencionadas en el anterior corolario,
la l6gica L* captura C, y L* < L, entonces, si ¢ es una sentencia en FOV y ® es una
sentencia en £ tal que MOD(® A ) es C-hard via fops, luego, existe una sentencia
Y € L tal que MOD(¥) = MOD(¢), de manera que MOD(® A ¥) es C-hard via
fops y, gracias a lo expuesto, MOD(®) es C-hard via fops. En particular, si £ es
L*, 1a conclusién es que MOD(®) es C-completo via fops. Es en este sentido que la
definicién de superfluidad aqui presentada generaliza aquella en [2], pues en aquel

articulo se probo, bajo hipétesis adecuadas, que

MOD(® A ¢) es C-completo via fops = MOD(®) es C-completo via fops.

El corolario serd usado en la secciéon 4.3.
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Capitulo 3

Distribucion justa de recursos

indivisibles

Un problema de distribucién justa consiste en la busqueda de una manera de asig-
nar bienes en una coleccién, a varios agentes que han declarado preferencias con
respecto a los paquetes de bienes, de modo que la asignacién satisfaga criterios
de eficiencia y justicia, usualmente matemdticamente formulados. Por ejemplo, los
agentes podrian ser una pareja en tramites de divorcio, Alicia y Carlos, y los bienes
las posesiones materiales de los dos. Supongamos que los bienes son una casa, un
auto, y un terreno, y que Alicia asigna utilidades de 1 para la casa, 2 para el auto y 2
para el terreno, mientras que Carlos declara 2, 5, y 3, respectivamente. Supongamos
ademas que la utilidad que percibe un agente por un paquete de bienes es la suma
de los valores de los bienes en el paquete. Si la autoridad asigna a Alicia la casa y
el auto, mientras a Carlos le otorga el terreno, Carlos se sentira perjudicado, pues la
utilidad que percibe por el paquete recibido es 3, un nimero menor que 7, la utili-
dad que Carlos percibe por el paquete asignado a Alicia. Aqui existe una nocién de
injusticia, pues Carlos sentirfa envidia hacia Alicia. Por otro lado, Alicia no siente
envidia hacia Carlos, ya que ella percibe una utilidad de 3 por lo recibido, que es

mayor que 2, el valor que ella declaré por el terreno.

Si la autoridad otorga el auto a Carlos, y el terreno y la casa a Alicia, ya no existiria
envidia, pues la utilidad que Carlos percibiria, 5, es igual a aquella que percibe por
el paquete de Alicia; mientras Alicia percibiria 3 y no se sentiria perjudicada, pues
el bien otorgado a Carlos para ella tiene un valor menor, 2. Desde este punto de
vista, podriamos considerar que la asignacion es justa al no existir envidia en agen-

te alguno. Es precisamente esta la nocién de justicia que serd considerada en este
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trabajo.

Ahora, los bienes o recursos pueden ser divisibles como la energia eléctrica, o indi-
visibles, y podrian compartirse o no. En este trabajo nos concentraremos exclusiva-
mente en bienes indivisibles que no pueden compartirse. El problema de asignacién
de bienes indivisibles surge, por ejemplo, en las subastas, la asignacién de frecuen-

cias, y el uso de satélites de observacion de la Tierra [6].
Para ser precisos, usando la notacién en [4], tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.1 (Problema de distribucion justa). Un problema de distribucion justa es
una tupla P = (A,O,R) con

» A={0,1,...,N — 1} un conjunto de N agentes, con N > 2,
» O ={xp,...,Xy—1} un conjunto de m objetos o bienes, conm > 1,y

» R = (=0,...,2N-1) un perfil de preferencias, con <; una relacion reflexiva,
transitiva y completa sobre 2° (<; es un preorden total sobre 2°), que describe

las preferencias del agente 1.

C =; B significa que el agente i considera al paquete B al menos tan bueno como el
paquete C. Usaremos C ~; B para indicar que C =; By B =; C, es decir, en caso
de que el agente i manifieste indiferencia con respecto al par de paquetes Cy B. Y
usaremos C <; B para notar preferencia estricta, es decir, en caso de que C =; B,
pero B 4; C.

Definicién 3.2 (Preferencias monoétonas). Sean (A, O, R) un problema de distribu-

ciénjustaei € A. Entonces <; es monétona si
CCBCO = CZX;B.

‘R es monétono si <; es mondtona para todo i € A. Si R es monétono, diremos que

las preferencias son mondtonas.

Definicién 3.3 (Agente indiferente). Sean (A,O,R) un problema de distribucién
justa e i € A. Diremos que i es indiferente si para cualesquier paquetes C, B € 20,
C ~;B.

Definicién 3.4 (Bien de valor nulo). Sean (A,O,R) un problema de distribucion
justa y x; € O. Diremos que xx es un bien de valor nulo si para todo paquete B € 20y
paratodoi € A, BU {x;} ~; B.

Definicién 3.5 (Asignacién). Una asignacion para el problema de distribucién justa
(A,0,R), es una funcién 7 : A — 2° tal que para cualesquier i,j € A coni # j,

nt(i) N 71t(j) = @, es decir, los bienes no pueden ser compartidos.
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Definicion 3.6 (Pareto-dominar). Si 7ty 77’ son asignaciones para (A, O, R), i’ Pareto-

domina 7t si 7(i) =; 77'(i) paratodoi € Ay existe j € A tal que 7t(j) <; 7'(j).

Que 7’ Pareto-domine 7t significa que 77’ mejora, con respecto a 7z, la condicién de

al menos un agente sin perjudicar al resto.

Definicién 3.7 (Asignacion Pareto-eficiente). Sea 71 una asignacion para (A, O, R).
Entonces 71 serd llamada Pareto-eficiente si ninguna asignacién 7’ para (A,O,R)

Pareto-domina 7t.

7 es Pareto-eficiente si y solo si toda asignaciéon 77/ que mejora la condicion de al

menos un agente con respecto a 71, necesariamente empeora la de otro.

Definicién 3.8 (Asignacion completa). Sea 7t una asignacién para (A, O, R). Enton-

ces diremos que 7T es completa si para todo x; € O existe i € A tal que x; € 7(i).

Definicién 3.9 (Asignacion libre de envidia). Sea 7t una asignacién para (A,O, R).

Entonces 7t esté libre de envidia si para cualesquier i,j € A, 7t(j) =; 7(i).

Intuitivamente, una asignacién 7t esté libre de envidia si y solo si cada agente con-
sidera al paquete recibido al menos tan bueno como el otorgado a cada otro. Este es

el tinico criterio de justicia que consideraremos en este trabajo.

Los problemas que analizaremos en el siguiente capitulo involucran asignaciones
Pareto-eficientes y libres de envidia. Asi, abreviaremos la frase “Pareto-eficiente y

libre de envidia” con el acronimo PELE.

La Pareto-eficiencia es una propiedad intuitivamente deseable, pero una asignaciéon
que posee esta propiedad no necesariamente es justa. Para ilustrarlo consideremos

el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.1. Sean

» A={0,1,... 10},

» O={x0,...,%19}, ¥

» R = (=0,...,210) un perfil de preferencias, con =; estrictamente monétona

para todo agente i, es decir,
CCBCO = Cx;B

paratodoi € A

Asumamos 7T es una asignacion tal que 71(0) = O, de modo que (i) = @ para

i # 0.Si 71’ es otra asignacion factible, no le otorga el paquete O al agente 0, o le
& ga el paq &
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otorga un paquete no vacio a otro agente. Asi, necesariamente
7'(0) € 0 = 7(0),

de manera que 77'(0) <o 77(0). Sigue que 7 es Pareto-eficiente pues, para cualquier
otra asignacién 77/, existe un agente i = 0 tal que 71(i) A; 7/(i). Sin embargo, asigna
todo el conjunto de bienes al agente 0; luego, en vista de que @ <; O por monotonia

estricta, tenemos

(0) =0 41 @ = n(1),

es decir, 7T no esté libre de envidia.
Las siguientes proposiciones seran ttiles en el desarrollo del trabajo.

Proposicién 3.1. Dado un problema de distribucion justa (A, O, R) en el que las preferen-
cias son mondtonas, si I es un conjunto de agentes indiferentes con |I| < N — 2, entonces,
existe una asignacién PELE 7t para (A, O, R) si y solo si existe una asignacion PELE 7’

para el problema restringido que no considera los agentes en I.

Demostracion. Primero, hacemos notar que la condicién |I| < N — 2 simplemente
asegura que el problema restringido tenga al menos dos agentes. Si I es vacio, el

resultado es inmediato. Asi, suponemos I es no vacio.

La idea de la demostracién es la siguiente. Para demostrar (=), se restringe el domi-
nio de 7w a A\ I, y para probar (<), se extiende 7’ definiendo 7(i) = @ parai € I,
con la obtencién del resultado gracias al hecho de que a los agentes indiferentes les

resulta igual, desde el punto de vista de las preferencias, cualquier paquete recibido.

(=) Asumamos existe una asignacion PELE 7t para (A, O, R). Definamos 7’ como
la restriccion 77| 4\ ;. Luego 71’ es asignacion. Ya que 7t estd libre de envidia, para
cualesquier i,j € A se tiene 77(j) =<; 7t(i), en particular parai,j € A\ I. Luego para
todoi,j € A\ I, 7'(j) =; (i), es decir, 7r’ estd libre de envidia.

Supongamos, con el objetivo de llegar a una contradiccion, que 7’ no es Pareto-
eficiente. Sigue que existe una asignacién para el problema restringido 7= que Pareto-

domina 7’. Definamos la asignacién 7T para (A, O, R) por la férmula

(i) siie A\,
@ sii e .



Es més, paratodoj € A\,

Ahora, paraj € I,
n(j) =@ = 7(j),
pues j es indiferente. En conclusién, 7(j) <; 7(j) paratodoj € A,y existe i € A tal

que 7t(i) <; 71(i); en otras palabras, 77 Pareto-domina 7z, lo que contradice el hecho

de que 7t es Pareto-eficiente.

(<) Supongamos existe una asignaciéon PELE 7t para el problema restringido. To-

memos 7T con
(i) sii€e A\,
@ sii el

n(i) =

Entonces 7t es asignacién para (4,0, R).

Ahora, afirmamos que 7 esta libre de envidia. En efecto, sean i,j € A. Probaremos
que 7t(j) =; 7(i); lo haremos por casos. Sii,j € A\ I, n(j) <; 7(i), pues 71U’ estd
libre de envidia. Sii € I,

n(j) < @ = (i)

para todo agente j, pues i es indiferente. En el casoi € A\ Iy ] € I, se tiene
@ = n(j) =i 7e(i),

pues @ C 7(i) y las preferencias son monétonas. Vemos entonces que en todos los
casos 71(j) =; 7t(i). En vista de que i,j € A fueron tomados arbitrarios, 7t esta libre
de envidia.

Ahora supongamos, por contradicciéon, que 7t no es Pareto-eficiente. Luego, existe
7 asignacién para (4,0, R) que domina 7. Tomemos 77 = 7|\ asignacién para
el problema restringido. Sabemos existe i € A tal que 7t(i) <; 77(i). Asi, i no es
indiferente. Si todos los agentes en A son indiferentes, tenemos una contradiccion.

En caso contrario, i € A\ I. De esta manera,
n'(i) = (i) <; (i) = 7(i).

También es cierto que para todo j € A, 7(j) =; 7(j). En particular, para j € A\ I se

tiene

'(j) = 7 (j) =5 7 (j) = 7).
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Esto implica que 71’ no es Pareto-eficiente, lo cual es contradictorio. O

Proposicién 3.2. Cuando hay a lo mucho un agente que no es indiferente, siempre existe

una asignacion PELE.

Demostracion. Sea (A,O,R) un problema de distribucién justa en el que hay a lo
mucho un agente que no es indiferente. Definamos 7r con 77(i) = @ para todo agente
i indiferente. Si existe j € A que no es indiferente, hacemos 77(j) = B, con B € 2° tal
que C =; B para todo C € 20. El paquete B existe ya que 2° es un conjunto finito no

vacio, y por la proposiciéon A.1.

Sigue que 7t(k) ~; 7t(i) para todo agente indiferente i y para todo agente k, lo que
implica 7t(k) =; 7(i) para estos agentes. Ademds, si j no es indiferente, (k) =;
7(j) para todo agente k. Luego 7t estd libre de envidia. También es cierto que para
toda asignacién 71’ y para todo agente k, 7'(k) <y 7t(k), con lo cual 7t es Pareto

eficiente. n

3.1. Preferencias binarias

Sea (A,O,R) un problema de distribucién justa. Las preferencias del agente i son
binarias si existe un conjunto Good; C 2° tal que, para cualesquier paquetes C, B €
20,C =; Bsiysolosi C & Good; o B € Good;. La idea es que los paquetes en Good;
son aquellos que el agente i desea o prefiere. El perfil de preferencias R es binario si

las preferencias de i son binarias para todo i € A.

Notar que, para todo C,B € Good;, C ~; B; asimismo, para todo C,B ¢ Good;,
C ~; B. En este sentido podriamos decir que el preorden total sobre 2° que genera
Good; esta compuesto por dos niveles: en uno de ellos estdn todos los paquetes que

no pertenecen a Good; y en el otro aquellos que si pertenecen.

Proposicién 3.3. Sea (A, O, R) un problema de distribucion justa. i € A es indiferente si
y solo si Good; = 2° 0 Good; = @.

Demostracién. Supongamos Good; = 2°. Sean B, C miembros de 2°. Entonces By C
son miembros de Good;. Luego B <X; Cy C =<; B, es decir, B ~; C. S5i Good; = @,
tomando otra vez B, C en 2° vemos que B y C no son miembros de Good;, lo que
implica B <; Cy C =<; B. Reciprocamente, asumamos que i es indiferente. Para
argumentar por contradiccion supongamos Good; # 2° y Good; # @. Sigue que
existen By C en 29 con C ¢ Good, y B € Good;, es decir, B ﬁi C, con la consecuencia

de que B ~; C no es cierta. Asi i no es indiferente, contradiccion. O
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Siguiendo a [4], las preferencias binarias pueden ser representadas de manera com-
pacta con férmulas de la l6gica proposicional (ver la subseccién 2.1.1). Dado un
problema de distribucién justa (4, O, R), tomando V = O = {xo,...,xy,_1}, se dice
que la férmula @; en Ly captura <;siy solosi {M C O| M |= ¢;} = Good,.

La siguiente es la proposiciéon 1 en [4].

Proposicién 3.4. Sea (A, O, R) un problema de distribucién justa. Supongamos que las

preferencias del agente i son binarias. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Las preferencias de i son mondétonas.
2. Para cualesquier B,C € 2°, C € Good; y C C B implican B € Good;.
3. Las preferencias del agente i pueden ser capturadas por una férmula positiva ;.

En el contexto de preferencias binarias monétonas, es posible que @ € Good;, y en
ese caso todo paquete de bienes satisface al agente i, es decir, Good; = 2°. También

es posible que Good; = @, lo que significa que ningtin paquete satisface a i.

Ademés, las preferencias binarias monétonas pueden ser capturadas por férmulas
positivas que estdn en FND, o con las constantes légicas T, 1. Si @ # Good; # 2°'y
consideramos solo los paquetes minimales en él, es decir, aquellos que no contienen
a ningtn otro, entonces Good; es igual a la colecciéon de todos los superconjuntos de
esos conjuntos o paquetes minimales. Asi, si O = {xy,...,x10} y Good; est4 confor-
mado por todos los superconjuntos de {x;} y los de {xp, x4}, podemos representar
estas preferencias de manera compacta con la férmula ¢; = x1 V (x2 A x4). Por otro

lado, usamos ¢; = T cuando Good; = 20, y ¢; = L cuando Good; = @.

Si ¢; es una férmula positiva en FNC, por ejemplo, ¢; = (x1 V x2) A (x1 V x4), se
la puede leer de la siguiente manera: el agente i desea los paquetes que tengan al

menos un bien de {x1, x,} y al menos uno de {xq,x4}.

La demostracién de la siguiente proposicion esta basada en aquella de la proposi-
cion 7 en [4].

Proposicién 3.5. Dado un problema de distribucién justa en el que las preferencias son
binarias, no necesariamente mondtonas, y ningiin agente es indiferente, si existe un conjunto
de paquetes Good tal que para todo agente i, Good; = Good, entonces una asignacion 7t es

PELE si y solo si para todo agente i, 7t(i) € Good.

Demostracion. Sea (A, O, R) un problema de distribucién justa que satisface las hi-
potesis del enunciado. En vista de que los agentes no son indiferentes, por la pro-
posicién 3.3, @ # Good. Supongamos que 77 es una asignaciéon PELE para (A, O, R).

Existen dos casos: o bien para todo i, 71(i) ¢ Good, o bien existe j tal que 77(j) € Good.
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En el primer caso, definamos una asignacion 7t/ con 71/(0) = B € Good y /(i) = @
para i # 0. Entonces 7(0) <o 77'(0) y 7t(i) =; 77'(i) para todo i, lo cual contradice
la Pareto-eficiencia de 7. Asi, nos concentramos en el segundo caso. Ya que 7 estd
libre de envidia, para todo agente i, 77(j) <; 7t(i), es decir, para todo i, 7(j) ¢ Good

o 7t(i) € Good. Ya que 71(j) € Good, necesariamente 77(i) € Good para todo i.

Reciprocamente, supongamos que para todo agente i, 7t(i) € Good. Asi, para todo
paquete B € 20 y para todo i, B =<; 7t(i). De esta manera para cualesquier i, j,
n(j) =; 7(i). Sigue que 7 esté libre de envidia. Ademas, si 7t es otra asignacion

factible, necesariamente 7t/(i) <; 7t(i) para todo i. Luego 7 es Pareto-eficiente. [

3.2. Preferencias aditivas

Si en un problema de distribucién justa, (A, O, R), cada agente declara un valor por
cada bien, de manera que el valor de un paquete arbitrario es la suma de los valo-
res de los bienes en él, entonces el problema es denominado problema con utilidades
aditivas. Tomando la notacién de [6], en este tipo de problemas existe una funcién
v: AxO — R tal que para cualquier agente i y cualquier paquete B, la utilidad
que i percibe por B es u;(B) = Y ,cpv(i,0). Una consecuencia de esta definicién es
que u;(@) = 0. De esta manera, si C y B son paquetes e i es un agente, C <; Bsiy
solo si u;(C) < u;(B); asi, C ~; Bsiysolosiu;(C) = u;(B),yC <; Bsiy solo si
u;(C) < u;(B). Notar que de esta forma podemos describir el problema con el triple
(A,0,v).

Aqui, un agente i es indiferente si y solo si u;({x;}) = 0 para todo k, ya que la utili-
dad que i percibe por cualquier paquete es 0. Por otro lado, una condicién suficiente

para que un bien x; tenga valor nulo es que u;(x;) = 0 para todo agente i.

El hecho de que una asignacién 7t’ Pareto-domine otra, 77, esta caracterizado por la
afirmacion: existe i tal que u;(7(i)) < u;(7r'(i)), y para todo j, uj(7t(j)) < u;('(j)).
Recordando la definicién de Pareto-eficiencia de una asignacioén 7, esta es equiva-
lente a la condicion: para toda asignacion 7/, existe i tal que u;(7'(i)) < u;(7t(i)) o,
para todo j, u;(77'(j)) = u;(7(j)).

La propiedad de una asignacién 7t de estar libre de envidia, en este contexto equi-
vale a: para todo 7, j, u;(7(j)) < u;(7t(i)).

En este trabajo consideraremos solo funciones v con imagen en Zx, es decir, en

el conjunto de enteros no negativos. Esta restricciéon garantiza que las preferencias
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sean monodtonas, pues sii es un agente y C C B C O, entonces

ui(C) =Y v(i,0) < Y ov(i,0)+ Y, v(i,0)=)_wv(i0) =uiB).

oeC oeC 0€B\C 0€B

La siguiente proposicién asegura que si para todo agente i y para todo bien x;,
ui({x;}) € {0,1}, entonces una asignacién es Pareto eficiente si y solo si todo bien
deseado es asignado a un agente que lo desea. Naturalmente, 0 € O es un bien
deseado si existe al menos un agente i con v(i,0) = u;({o}) = 1, es decir, si exis-
te al menos un agente que lo desea. La demostracién estd basada en aquella de la

proposicién 21 en [4].

Proposicién 3.6. En caso de que para todo agente i y para todo bien o, v(i,0) € {0,1},
una asignacion 7t para el problema (A, O, v) es Pareto-eficiente si y solo si para todo bien o

con v(i,0) = 1 para algiin i, existe un agente k tal que v(k,0) = 1y o € n(k).

Demostracion. (=) La prueba es por contradiccion. Supongamos que 7t es Pareto-
eficiente, y que existe un bien deseado o tal que para todo agente k que lo desea,
o ¢ (k). Hay dos casos: o bien existe un agente j tal que o € 71(j), o bien para todo
I,0 ¢ m(l). En el primero, necesariamente v(j,0) = 0. Consideremos la asignacién
7t con 7t(j) = m(j) \ {o}, (k) = m(k) U {o} para algin agente k que desea o, y
7(1) = n(l) para | # k. Luego, uy(m(j)) = w(7(), ux(m(k) < ue(7(K)) y
u;(rt(1)) = u;(72(1)), con lo cual 7 domina 7t. Esto contradice la Pareto-eficiencia de

TT.

Para el otro caso, tomemos 7t(k) = 7t(k) U {o} para algtn agente k que desea o, y
7t(l) = m(l) paral # k. En este caso también 7 domina 7. Ya que hemos consi-
derado todos los casos, y en todos existe contradiccioén, concluimos que todo bien

deseado es asignado por 77 a un agente que lo desea.

(<) La demostracién es por contradiccion. Supongamos que todo bien deseado es
asignado por 7t a un agente que lo desea, y que existe una asignacién 7 que Pareto-

domina 7t. Entonces

0< ) uim(i)) < ) wi7()).

i€A i€A
Asi, si ningtin agente desea bien alguno, es decir, si para todo o € O y para todo i,
v(i,0) = 0, entonces

¥ ui(7(0) =0,

lo cual es contradictorio. Por otro lado, si existe al menos un bien deseado, consi-

derando la cardinalidad |B| del conjunto B C O de todos los bienes deseados, ya
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que todos los agentes declaran valor 0 por los bienes no deseados, y en vista de que

todos los bienes deseados son asignados por 7t a agentes que los desean, tenemos

> wi(7(i)) = [B] < ) ui(7()),
icA icA
lo cual es imposible, pues 7T asigna cada objeto deseado a lo mucho a un agente. En

cualquier caso existe contradiccién, por lo cual 7 es Pareto-eficiente. O
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Capitulo 4

Caracterizacion descriptiva de la
complejidad computacional de
algunos problemas de distribucion

justa

Estudiaremos, con técnicas sintécticas, tres problemas de decisién en el contexto
de distribucién justa de recursos indivisibles. Todos involucran la existencia de una
asignaciéon PELE. Trataremos primero un problema en el que las preferencias son bi-
narias y monétonas. Luego cambiaremos de escenario: las preferencias de los agen-
tes serdn aditivas. Analizaremos, desde el punto de vista descriptivo, la compleji-
dad computacional de dos problemas en ese contexto, siendo uno una restricciéon

del otro. Todos estos problemas aparecen en el articulo [4].

La idea es plantear, por cada problema, una sentencia que lo caracterice; la sentencia
serd una férmula de algtn lenguaje 16gico. Los modelos de la sentencia correspon-
derdn a las instancias positivas del problema. Una vez que se tenga la sentencia, se

procederd a probar hardness.
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4.1. Problema 1: dos agentes con preferencias binarias
monoétonas idénticas capturadas por una fé6rmula

proposicional

Comenzamos con el problema de la existencia de una asignacién PELE cuando el
nimero de agentes es dos y ambos tienen las mismas preferencias. Este esta rela-
cionado con la proposicién 7 en [4], donde se prueba que el problema respectivo es
NP-completo via reducciones polinomiales. Probaremos en esta seccién que nuestro
problema es NP-completo via fops. Los resultados que presentamos a continuacién

estdn basados en la demostracion de la proposicion 7.

El vocabulario que utilizaremos para este problema es
v = (R?).

Si B = (|B|, RB) es una v-estructura con ||B|| = 1, los elementos de |B| representa-

rén los bienes del conjunto
O ={x0,x1,..., X1},
y representaran las clausulas en la tupla
(Yo, Y1,..., Y1),

con Yy C O. Esta tupla da lugar a una férmula proposicional ¢ (ver la observacién

2.2). La férmula ¢, a su vez, da lugar a un conjunto
Good = Goody = Good; = {M C O|M = ¢},
es decir, captura las preferencias de los dos agentes, 0 y 1. Ademas, (j, k) € RBsiy

solo si la cldusula Y; contiene x;. De esta manera, RB genera la férmula .

Para ser més precisos, la instancia del problema que asociaremos a una v-estructura

B de tamario 1, serd (A, O, R) con
n A= {O,l},
m 0= {xo,...,xn,l} y

= R el perfil de preferencias generado por 1.
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Ejemplo 4.1. La estructura B con

|IB] ={0,1,2,3}y
RE = {(0,0),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1),(3,3)},

tiene asociados el conjunto de bienes
O = {x¢,x1,x2,x3},

y la tupla de clausulas
<Y0/ Yl/ YZ/ Y3>/

con
Yo={x0}, Y1 ={x2,x3}, Yo ={x1, 20}, y Y3 = {x1,x3}.

Asi, el triple asociado a BB esta conformado por
= A=1{0,1},
» 0= {xO/ X1, X2, x3} y

= R generado por

P =x9A(x2Vx3)A(x1Va2)A(x1Vx3).

Ejemplo 4.2. Ahora, si la estructura B es tal que

|B| ={0,1,2,3}y
RP ={(0,0),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2)},

entonces
O = {xg,x1,x2,x3},
y la tupla
(Yo, Y1,Y2,Y3)
es tal que

Yo ={x0}, Y1 ={x2,x3}, Yo={x1, %2}, y Y3={}.

Notemos que existe j = 3 tal que, para todo k € |B], (j,k) ¢ R®. Equivalentemente,
la cldusula Y3 es vacia. Por la proposicién 2.1, ¢ = L, es decir, Good = @. Entonces

el triple asociado a B esta conformado por

" A= {0/1}/
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m O = {xo,x1,%2,%3},y
= R generado por ¢p = L.

Proposicién 4.1. Sean B una v-estructura de tamafio n, y (A, O, R) su triple asociado.

Entonces, al menos una de las cldusulas en

(Yo,..., Yn_1)
es vacia si y solo si los miembros de A son indiferentes.

Demostracién. Primero, notemos no es posible que Good = 2°. Supongamos por
contradiccion lo contrario. Entonces @ € Good, es decir, @ |= ¢, lo que implica
¢ # L. Luego, gracias a la proposiciéon 2.1, no hay cldusulas vacias. Asi, tomando
M = @ o, en otras palabras, asignando el valor false a todas las variables en O, dado
que 1 es positiva, M = 3, contradiccion.

Ahora, supongamos existe al menos una cldusula vacia. Por la proposicién 2.1, i =

L. Entonces
Goody = Good; = Good = @,

y por la proposicién 3.3, los agentes son indiferentes. Reciprocamente, si los agentes
son indiferentes, gracias a la misma proposiciéon, Good = @ o Good = 2°. Por lo
expuesto en el parrafo anterior, necesariamente Good = @, lo que implica ¢ = L.

Invocando la proposicién 2.1, existe al menos una cldusula vacia. O

Observemos que, dada una v-estructura, hay solo dos posibilidades: o bien todas
las cldusulas son no vacias, o bien existe al menos una cldusula vacia. En el primer
caso, la férmula 1 es positiva; en el segundo caso, Good = @. Luego, en ambos casos,

gracias a la proposicién 3.4, las preferencias son monétonas.
Podemos entonces plantear el problema.
PROBLEMA 1:
Instancia: triple (A, O, R) conformado por
» A={0,1},
» O={x0,...,X-1}Yy
» R = (=, =X1) el perfil de preferencias generado por ¢.
Pregunta: ;Los agentes no son indiferentes y existe asignacién PELE para (4,0, R )?

Notemos que si algtin agente es indiferente, gracias a la proposicion 3.2, siempre

existe una asignacion PELE.
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Observemos, ademas, que todas las instancias del PROBLEMA 1 son generadas por
v-estructuras. Asi, en todas, existe un niimero de cldusulas igual al ntiimero de bie-
nes. Se puede pensar entonces que el PROBLEMA 1 es un problema restringido.

;Podemos, para cada triple (g, 0, ﬁ) con
= A=1{0,1},
. 6 = {‘XOI' . '/xl’l’l—l}/y

= R=(Z0,50) generado por una férmula positiva ¢ en FNC, con p disyuncio-

~Y

nes, y con variables en O, o generado por un conjunto

Good = Goody = Goody = @,

crear una v-estructura B, que sea una instancia positiva del PROBLEMA 1 si y solo
si existe asignacion PELE para (4,0, ﬁ) y los agentes en este triple no son indiferen-
tes? La proposicion B.1 resuelve estas situaciones. Notar que m podria ser distinto
de p.

Ahora vamos a probar que el PROBLEMA 1 es NP-completo via fops. Para probar
NP-hardness usaremos el problema SET-SPLITTING, el cual es NP-completo via
fops [10] (teorema 4.74).

PROBLEMA: SET-SPLITTING

Instancia: Un conjunto S con n elementos y una tupla
C= <XO/ Xy, anl>

de n subconjuntos de S.

Pregunta: ;Existe una particién de S en dos subconjuntos, S y Sy, tal que ningtn
subconjunto en C esta totalmente contenido en S; o S,? En otras palabras, jexiste
una particién de S en dos subconjuntos, 51y S, tal que todo subconjunto en C tiene

al menos un miembro en S; y uno en S,?

El vocabulario usado para este problema es = (Q?). Dada una estructura A con
ese vocabulario, los miembros de |.A| representan a la vez los elementos de S y los

conjuntos en C. Asi, (i,]) € QA si ysolosij € X;.

Lema 4.1. La sentencia

¥1 = (3P)(Vx)(3y) (32)(Q*(x,y) A Q*(x,2) AP(y) A —P(2))

define SET-SPLITTING.
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Demostracién. Sea A una p-estructura. Vamos a probar que
AEY (4.1)
si 'y solo si existe una particion de S = |.A| en dos subconjuntos, S1 y S, tal que todo

subconjunto en C tiene al menos un miembro en S; y uno en Ss.

Asumamos 4.1. Entonces existe un conjunto P C |A| tal que, para todo i € |A|,
existen k,! € |A| con
(i,k),(i,)) e QY ke Pyl ¢ P. (4.2)

Definamos S1 = Py S, = | A] \ P. Asi, para todo i € | A|, existenk,| € |.A| tales que
kEXi,ZEXi,k651YZESZ,'

en otras palabras, existe una particiéon de S en dos subconjuntos, S; y Sy, tal que
todo subconjunto en C tiene al menos un miembro en S; y uno en S,.

Reciprocamente, supongamos existe una particiéon de S en dos subconjuntos, Sy y
Sy, tal que todo subconjunto en C tiene al menos un miembro en S; y uno en S,.

Definamos P = S;. Entonces, para todo i € |A|, existen k, € | A| tales que
keX;,leX,kePyl¢P;

en otra palabras, existe P C |A| tal que, para todo i € | A|, existen k,I € |.A| tales
que 4.2. Se tiene asi 4.1. O]

Teorema 4.1. El PROBLEMA 1 es NP-completo via fops.

Demostracién. Proponemos la siguiente sentencia para definir el problema:
Y2 = (3P)(Vx)(Fy) (32) (R*(x,y) A R?(x,2) AP(y) A =P(z)).

Los modelos de ¥, corresponden precisamente a las instancias positivas del PRO-
BLEMA 1. En efecto, sea B = (|B|, RF) una v-estructura con (A,O,R) su triple
asociado. Asumamos que los agentes no son indiferentes y que existe asignacion
PELE 7 para (A,O, R). Gracias a la proposicion 3.5, 7t(i) € Good parai = 0,1, es
decir, 7t(i) |= ¢ parai = 0,1. Ademds, por la proposicion 4.1, todas las cldusulas de
la tupla asociada a B son no vacias. De esta manera, toda clausula tiene variables

X, x; a las cuales 71(0) y 71(1) respectivamente asignan el valor de verdad true, es
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decir, tales que x; € 71(0) y x; € 7t(1). Definiendo
P ={k e [B[|x € m(0)},

en vista de que los bienes no pueden ser compartidos, vemos que, para todo i, exis-
ten k, I tales que
xx€Y,x€Y, ke Pyl &P, (4.3)

es decir, existe P C |B]| tal que, para todo i, existen k, [ tales que
(i,k),(i,1) € RB, ke Pyl ¢ P; (4.4)

equivalentemente, B = ¥».

Reciprocamente, supongamos B |= ¥,. Luego, existe P C |B| tal que, para todo i,

existen k, [ tales que 4.4. Asi, para todo i, existen k, | tales que 4.3. Tomemos

m(0) ={xx € Olk € P}y
(1) ={x; € O]l € |B| \ P}.

Notar que 71(0) N 77(1) = @. Ademas, toda clausula de la tupla asociada a B tiene
variables x; € 7(0) y x; € 7(1). Luego, en vista de que todas las cldusulas son no
vacias, gracias a la proposicion 4.1 los agentes no son indiferentes. También es cierto
que 7t(i) = ¢ parai = 0,1. Sigue que 7t(i) € Good parai = 0,1y, gracias a la
proposicién 3.5, 7t es una asignacion PELE para (A, O, R).

Por lo expuesto, para toda v-estructura B, su triple asociado (4,0, R) es una ins-
tancia positiva del PROBLEMA 1siy solosi B |= ¥o.

Y, es una sentencia existencial de segundo orden y, por lo tanto, gracias al teorema
2.1, el PROBLEMA 1 estda en NP. A continuacién demostraremos que este es NP-

completo via fops.

Definamos el operador sintactico T : SO3(v) — SO3(u) por la férmula
TY =Y (Rz(x,y)/Qz(x,y)) .

T es un operador acotado (ver ejemplo 2.15). Ademads, T es un operador que sus-
tituye el predicado R?(x,y) por la férmula proyectiva Q?(x,y) (ver ejemplo 2.14).
Luego, gracias a la proposicion 2.2, T sustenta completitud. Gracias al lema 4.1,

MOD (Y1) es NP-completo via fops, pero

MOD (¥;) = MOD (T¥,)
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Luego, en vista de que T sustenta completitud (definicién 2.28), MOD (¥;) es NP-
completo via fops, es decir, el PROBLEMA 1 es NP-completo en ese sentido. O

4.2. Problema 2: preferencias aditivas restringidas

Las preferencias de los agentes ahora seran aditivas, es decir, cada uno asignara un
valor a cada bien y la utilidad de un paquete sera la suma de los valores de los bienes
en él. El problema consiste en decidir la existencia de una asignacién PELE cuando
para todo bien x; y para todo agente i, v(i,x;) € {0,1}. Este problema es tratado
en la proposiciéon 21 de [4], donde se muestra es NP-completo via reducciones po-
linomiales. Demostraremos, basdndonos en la proposicién 21, que este problema es

NP-completo via fops.
Usaremos el vocabulario

o= (V3.

Si B = (|B|, VB) es una estructura con vocabulario ¢, los miembros de | B| represen-
taran, ademds de numeros, bienes y agentes, es decir, la instancia tendrd | B|| = n
agentes y bienes. Por otro lado, siguiendo a [1] (ver definicién 43), (i, ], k) € V5 sig-
nificard que el k-ésimo bit de v(i, xj) es un 1; el 0-ésimo bit serd el mds significativo

y el (n — 1)-ésimo el menos significativo.

Ejemplo 4.3. Consideremos la o- estructura B con

1Bl ={0,1,2}y

VB ={(0,0,2),(0,1,2),(0,2,1),
(1,0,0),(1,0,1),(1,0,2),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,0), (1,2,1)}.

El triple asociado a B estd conformado por
n A= {O, 1,2},
= 0= {xO/ X1, xZ}/ y

'R generado por v, con

v(0,xp) = 001, v(1,x0) = 111, v(2,x0) = 000,
v(0,x7) = 001, v(1,x7) = 110, v(2,x1) = 000,
v(0,x2) = 010, v(1,x) =110, y v(2,x2) = 000,
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en binario; es decir, en el sistema decimal tenemos

v(0,%9) =1, v(1,x0) =7, v(2,x9) =0,
v(0,x1) =1, v(1,x1) =6, v(2,x1) =0,
v(0,x7) = 2, v(l,x) =6,y v(2,x) =0

Ahora plantearemos el problema.
PROBLEMA 2:
Instancia: triple (A, O, R) con
= A={01,...,n—1},
» O={x0,..., X1}y
= R el perfil de preferencias generado a partir de v.

Pregunta: ;Para todo agente i y para todo bien x; se tiene v(i, x;) € {0,1}, y existe
asignacion PELE para (A,O,R)?

Notemos que todas las instancias de este problema tienen un nimero de agentes
igual al nimero de bienes. ;Qué hacemos si tenemos un triple (A, O, R) con nimero
de agentes distinto del ntiimero de bienes? En esta y otras situaciones la proposicién

B.2 ayuda.

4.2.1. Construccién de una sentencia que define el problema
Ahora vamos a probar que el PROBLEMA 2 estd en NP. Construiremos la senten-
cia
o, =(3P?)(3S°%)
(’)’0—1 A (I)asignacic’m(Pz) A q)sum—asociada(ssz PZ) A (I)LE(SS) A CDPE(PZ))-
A grosso modo: yp_1 impondré la restriccién de que la imagen de v esté en {0,1},
@1 £(S%) asegurara que la asignacién esté libre de envidia, y ®pg (P?) asegurard que

sea Pareto-eficiente. Como se verd, ®; es equivalente a una sentencia en SO4, de

manera que el problema que define estd en NP.

Una de las propiedades que deben satisfacer la instancias positivas del PROBLEMA

2 es capturada por la férmula en el siguiente lema.

Lema 4.2. Sea B una o-estructura de tamasio n. Consideremos la sentencia
Yo-1 = (Vx)(Vy)(Vz)(z # max — =V>(x,y,z2)).
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Luego, B = o1 si y solo si, para todo agente i y para todo bien x;, v(i, x;) € {0,1}.

Demostracion. Supongamos B |= 7yo_1. Entonces, para todo i,j,k € |B|,sik #n—1,
el k-ésimo bit de v(i, x;) es un 0. Sean i un agente y x; un bien. Luego i,j € |B].
De esta manera, para todo k € |B|, si k # n — 1, el k-ésimo bit de v(i, x;) es un 0.
Esto implica que si k < n — 1, el k-ésimo bit de v(i, x;) esun 0; y que sik = n — 1,
es decir, en el caso del bit menos significativo, ese bit podria ser 0 o 1. Asi, en el
sistema decimal, v(i, x;) = 0 0 v(i, x;) = 1. Reciprocamente, sean i, j, k € |B|. Luego,
i € Ay x; € O. Por hipétesis, v(i, xj) € {0,1}.Sik # n —1, el k-ésimo bit de v(i, x;)
necesariamente es un 0. Ya que i, j,k € |B| fueron tomados arbitrarios, concluimos
B = vo-1- u

Ahora capturaremos la nocion de asignacién a través de la férmula en el siguiente

lema.

Lema 4.3. Sea B una o-estructura. Consideremos la formula

Pusignacion (P?) = (V) (V) (Vu) (P (x,y) A x # u) = =P*(u,y).

Sea P una relacion binaria sobre |B|. Definamos 7t(s) = {x; € O|(s,t) € P} para todo

s € |B|. Entonces, B = Dysignacion(P) si y solo si 7 es una asignacion.

Demostracion. Notemos que para cualesquier &, j € |B|, x; € r(h) siy solosi (h,]) €
P. Observemos ademés que a cada h € |B| = A, 7 asigna un paquete, 7t(h) € 2°,
que podria ser vacio. Ademads es cierto que 7, tal como esta definida, asigna un
solo paquete a cada agente h. De esta manera, 7 es una funcién de A en 2°. Asi,
para que 7T sea asignacion es necesario y suficiente que, para todo i,h € A con
h # i, m(h) N (i) = @. En efecto, esta condicién garantiza que los bienes no sean
compartidos. Pero 7t(h) N 7t(i) = @ es equivalente a 7t(i) C 7t(h)°.

Notemos ahora que B |= @asignacion(P) si'y solo si, para todo i,j, h € |B,si (i,j) € P
ei # h, entonces (h,j) ¢ P.Equivalentemente, para todo i,j,h € |B|,i = h, o
(i,j) € P,o (h,j) ¢ P, es decir, para todoi, h € A,i = h o para todo xi€0,x; ¢ (i)
o xj ¢ 7t(h). Lo dltimo es equivalente a aseverar que para todo i,h € A, sii # h,
entonces 7t(i) C 7(h). Asi, concluimos que B = @gsignacisn(P) si y solo si 7 es

asignacion. O

La férmula en el siguiente lema permite expresar la propiedad de una asignacién de

ser Pareto-eficiente.

Lema 4.4. Sean B una o-estructura de tamasio n tal que B = o1, y P una relacion tal
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que B = Pusignacion(P). Definamos 7t(s) = {x; € O|(s,t) € P} para todo s € |B|.
Consideremos la formula

@p(P?) = (Vy)(((3x)V3(x, y,max)) — (3x)(V°(x,y, max) AP?(x,y))).
Entonces, B |= ®pg(P) siy solo si 7t es una asignacion Pareto-eficiente.

Demostracién. Primero, gracias al lema 4.3, 7t es asignaciéon. Ademds, por el lema
4.2, el hecho de que B |= (-1 garantiza que para todo agente i y para todo bien x;,
(i, xj) € {0,1}.

Ahora, B |= ®pg(P) siy solo si, para todo j € |B|, si existei € |B| tal que el n — 1-
ésimo bit de v(i, x;) es un 1, entonces existe k € |B] tal que el n — 1-ésimo bit de
v(k,x;) es un 1y tal que (k,j) € P. Equivalentemente, para todo x; € O, si existe
i € Atal que v(i,x;) = 1, entonces existe k € A tal que v(k,x;) = 1y tal que
x; € (k). De esta manera, por la proposicién 3.6, B = ®pg(P) si y solo si 7t es

Pareto-eficiente. 0

Ahora queremos expresar, a través de formulas l6gicas, la propiedad de una asigna-
cién de estar libre de envidia. Recordemos que en el contexto actual, una asignacién
7t estd libre de envidia si y solo si u;(7t(h)) < u;(7(i)) para cualesquier agentes i, h.
Entonces requerimos poder expresar la cantidad u;(7t(h)) para cualesquier agentes

i,h.

Construiremos una férmula,

Dy1ym—asociada (Ssr Pz); (4.5)

tal que si S y P son relaciones sobre el universo de una c-estructura B de tamafio
n, con B = Qusignacion(P), si definimos 7(s) = {x; € O] (s,t) € P} paratodos €
|B|, entonces B = Py asociada (S, P) equivaldré a afirmar: para todo h,1i,j,kq, ky €
|B|, (h,i,j,k1,kz) € S siy solo si, en el orden lexicogréfico de pares de ntiimeros, el
(k1, kp)-ésimo bit en la expansion binaria de la cantidad

j

Z (i, xs) - ]ln(h)(XS)

s=0

es un 1. Hacemos notar que el (0,0)-ésimo bit serd el mds significativo, y el (n —

1,n — 1)-ésimo el menos significativo. Ademds, observemos que

n—1
ui(rw(h)) = Y o(i,0) = Y 0(i,xs) - Ly (xs).
oemn(h) s=0
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Surge la necesidad de tener mads bits disponibles que n porque, por ejemplo, para
algin agente i y dos bienes distintos x;, x;, se podria tener que todos los bits de
v(i, xj) y de v(i, x;) sean 1, de manera que si Xj, x| € nt(h), podemos expresar la
suma u;(7t(h)) = Yoe i) v(i,0) sin problema. Pero, ;bastan n? bits para expresar el
maximo valor u;(7r(h))? El méximo valor que cualquier agente puede declarar por
un bien a través de VB es 2" — 1 en el sistema decimal. Dado que hay 7 bienes, y
considerando que es posible que a algtin agente & se le asigne todos los bienes, el
valor méximo en cuestion es n(2" — 1). Ahora notemos que si n > 2, con 2n bits
podemos expresar el nimero 22" — 1. Pero, 22" — 1 > n(2" — 1) para n > 2, pues
2" > n. Asi, en vista de que n% > 2n para n > 2, el nimero de bits disponibles es

suficiente y, de hecho, habra bits que no serdn usados, es decir, estos seran 0.

La férmula en el siguiente lema esta basada en la férmula (IV.5) de [1]. Con esta
queremos tratar la inicializacion de las sumas, es decir, con esta queremos expresar

cada bit de la cantidad

0

Zov(if xXs) - Ly (xs) = 0(i, x0) - Ly (x0), (4.6)

para cualesquier agentes 1, i.

Lema 4.5. Asumamos que B es una o-estructura de tamafio n, y que P es una relacion
tal que B = Dusignacion(P). Definamos 7t(s) = {x; € O|(s,t) € P} para todo s € |B|.

Consideremos la formula

ey, (8%, P2) =(¥ir) (¥x) (¥21) (¥22)
(S5(u,x,0,21,22) < (P*(1,0) Azg = max A V3(x,0,2,))).

Supongamos ademds que S es una relacién sobre |B|. Luego, B |= ®sym,,. (S, P) equivale a
aseverar: para cualesquier h,i, k1, ky € |B|, el (ky,ky)-ésimo bit de 4.6 es un 1 si y solo si
(h,i,0,k1,kp) € S.

Demostracion. El lema 4.3 asegura que 7T es asignacion. Sean h, i, k1, k, € |B|. Enton-
ces h,i € Ay el par (ki,ko) corresponde a uno de los n? bits de la cantidad 4.6. Si
xg € m(h), 4.6 debe ser igual a la cantidad v(i, xo). Pero notemos que v(i, x9) consta
de 7 bits, y nosotros disponemos de 2. Luego, si xo € 7t(h), los Gltimos 7 bits de 4.6
deben ser los mismos de v(i, xp); el resto de bits debe ser 0. Pero los tltimos 1 bits

corresponden a las posiciones de la forma (n — 1, k).

Ahora, supongamos que el (kq, ky)-ésimo bit de 4.6 es un 1. Sigue que xo € 7(h)

pues, en caso contrario, los n? bits serian 0. Ademas, por lo expuesto en el anterior
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parrafo, el (kq, kp)-ésimo bit debe ser uno de los n menos significativos, es decir, k1 =
n — 1. También debe ser cierto que el kp-ésimo bit de v(i, xg) es un 1. Reciprocamente,
sixg € m(h), ki = n—1Yy el kp-ésimo bit de v(i, xg) es un 1, necesariamente el
(k1, ky)-ésimo bit de 4.6 es un 1. Ver el cuadro 4.1.

Supongamos B = Psup,,. (S, P). Esto equivale a afirmar que para todo 1,1, k1, ko €
|B|, (h,i,0,k1,ky) € Ssiysolosi (h,0) € P,kj = n—1y (i,0,kp) € VB, y esto
equivale a aseverar que para cualesquier h,i,k1,k, € |B|, (h,i,0,kq,k2) € Ssiy solo
sixg € mw(h), k1 =n—1,y el ky-ésimo bit de v(i, x9) es un 1. Tomando en cuenta el
anterior parrafo, concluimos que para cualesquier h,i, k1, ky € |B, el (kq, kp)-ésimo
bitde 4.6 esun 1siysolosi(k,i,0,k,kz) €S.

Reciprocamente, asumamos que para todo h,i, ki, ky, € |B|, el (kq, k2)-ésimo bit de
4.6esunlsiysolosi(h,i,0,ky, k) € S. Vamos a probar que B |= Py, (S, P). Sean
h,i, ki,ky € |B|. Por lo expuesto en los dos primeros parrafos de esta demostracion,
el (kq,kz)-ésimo bit de 4.6 es un 1 si y solo si xg € 7(h), ky = n — 1y el kp-ésimo
bit de v(i,x¢) es un 1. Asi, (h,i,0,k1,ky) € Ssiysolosixg € nw(h), ky =n—1y
el ky-ésimo bit de v(7, xp) es un 1. Luego, (h,i,0,k1,kp) € Ssiysolosi (h0) € P,
ki =n—1y (i,0,ky) € VB, Ya que h,i,ki,ky; € |B| fueron tomados arbitrarios, la
asuncién hecha implica que B |= ®gy,,, (S, P). O

Consideremos el siguiente caso.

Ejemplo 4.4. Sea B3 una o-estructura tal que |B| = {0,1,2}, y tal que v(1,xp) = 111,
v(1,x1) = 110, y v(1,x2) = 110 en binario. Supongamos, ademds, que 7 es una
asignacién con 77(0) = {xg, x1 }. Notemos con / e i, respectivamente, a los agentes 0
y 1. Notar que v(1,x9) = 7, v(1,x1) = 6, y v(1,x2) = 6 en decimal, de manera que
u;j(rt(h)) = 13.

Ilustraremos el efecto de la férmula en el lema 4.5, y de las siguientes, en este caso.
Naturalmente esperamos aqui que el término v(i, xo) - 1(;)(xo) sea 111, pero to-
memos en cuenta que el niimero de bits es n? = 9, de manera que esperamos que
el término en cuestion sea 111 con seis 0 a la izquierda. Los bits en las posiciones
(n—1,ky), para ky € |B], son todos 1, pues xy € 7t(h) y todos los bits de v(i, x9) son
1. El resto de bits, aquellos en las primeras seis posiciones desde la izquierda o, en
otras palabras, aquellos en las posiciones (ki,k2) con ky < n — 1, son todos 0. Ver el

cuadro 4.1.

Ya que sumaremos en el sistema binario, un paso previo a la adicién de cada tér-
mino es el cdlculo del “carry” en cada posicién pues, siguiendo a [9] (ver la prueba

de la proposicién 1.9), usaremos el algoritmo “carry-lookahead”. En vista de que
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ki <n—1 ki=n-1
(kl',k2) 0,0 (010210 | (L1 |12 ]| 20|21 (22

U(i, JC()) . ]ln(h)(xo) 0 0 0 0 0 0 1 1 1

Cuadro 4.1: Inicializando la suma

serd necesario comparar pares ordenados de niimeros en el orden lexicogréfico, uti-

lizaremos las siguientes férmulas. La primera estd basada en la observacién 1.32 de
[9].
<2 - Vi(zi =wi Azy <
(z1,22) <" (wy,wa) = z1 <wy V(z1 = w1 Az Swa), y
(z1,22) <* (w1, w2) = (21,22) <* (w1, w2) A (21 # W1 V 20 # wo).
Naturalmente, la férmula z; < wq es una abreviacion de z; < wy A z1 # w;.

La férmula en el siguiente lema también estd basada en una férmula en [9] (ver

prueba de la proposiciéon 1.9).

Lema 4.6. Asumamos que 3 es una o-estructura de tamafio n, y que h,i,j,1 € |B| con

j = 1+ 1. Supongamos adicionalmente que S es una relacién sobre |B| tal que para todo
f1, f2 € 1B|, (h,i,1, f1, f2) € S siysolosiel (fi, f»)-ésimo bit de
l
Yo 0(i, xs) - Dy (xs) (4.7)

s=0

es un 1. Consideremos la férmula

(IDCmy(SS, u,x,w,y,z1,22) =(3s)((z1,22) <? (max,s)A
S5(u, X, W, max,s) A V3(x, Y,5)A

(Vr1) (Vr2) (((z1,22) <? (r1,72) A (r1,12) <? (max,s))
— ((r = max — (S®(u, x,w,r1,12) V V3(x,y, )))

A (r1 # max — Ss(u,x,w,rl,rz))))).

Sean k1, k, € |B|. Luego,
B |: CI)CIZI’V]/(S/ h/ i/ l/j/ kl/kZ)

si y solo si el carry en la posicion (kq,ky) de la suma

1
(Zf) (i, xs) - Lyp (x5)> + (i, x141) (4.8)

esun 1.
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Demostracién. Primero, consideremos la suma 4.8. Recordemos que la cantidad

v(i,x;41) estd descrita por n bits, pero el otro término de la suma en cuestién, es
decir, la cantidad 4.7, esta descrita por n2. Asi, tomando en cuenta que disponemos
de n? posiciones de las cuales una es (ki, k), si un carry es generado, necesariamente

es generado en una de las tltimas n. Ver el cuadro 4.2.

Lo expuesto en el anterior péarrafo implica que si el carry en la posicién (ky,kz) de
4.8 es un 1, entonces ese carry es generado en una posicién a la derecha de (kq, k)
correspondiente a una de las tltimas 1, es decir, esa posicién es de la forma (n —1,d)
para algun d € |B|. Que sea generado implica que el (n — 1, d)-ésimo bit de 4.7 es un
1y que el d-ésimo bit de v(7,x;,1) es un 1. Ademads, el carry asi generado debe ser
propagado hasta la posicién (ki, k»). Eso implica que en cada una de las posiciones
entre (k1,ky) y (n —1,d), al menos un bit de los sumandos es un 1; en otras palabras,
para todo (e, ;) entre (k1,kp) y (n —1,d), enla posicion (eq, e2) al menos uno de los
bits de los sumandos es un 1. Si (eq, 2) es una de las dltimas n posiciones, es decir, si
e1 = n —1,lo anterior implica que el (ej, ep)-ésimo bit de 4.7 es un 1 o el e-ésimo bit
de v(i,x;.1) esun 1. Si (e1, e2) no es una de las dltimas n posiciones, necesariamente

el (eq, e2)-ésmio bit de 4.7 debe ser un 1.

De esta manera, si el carry en la posicion (ki,kz) de 4.8 es un 1, entonces existe
d € |B| tal que (n —1,d) estd a la derecha de (ky, k), el bit (n — 1,d)-ésimo de 4.7 es
un 1, el d-ésimo bit de v(7, x;,1) esun 1, y para todo (e, e3) entre (k1,kp) y (n —1,d),
sie; = n—1, el (e,e2)-ésimo bit de 4.7 es un 1 o el e-ésimo bit de v(i, x;,1) es
unly,sie; < n—1,el (eg,e2)-ésimo bit de 4.7 es un 1. Equivalentemente, gracias
a las hipétesis, existe d € |B| tal que (ki,k2) es menor que (n —1,d), (h,i,I,n —
1,d) €S, (i,j,d) € VB, yparatodo (e1, e;) mayor que (ky,kz) y menor que (n —1,d),
(h,i,l,e1,e2) € So (i,j,e2) € VBsiey =n— 1,y (h,il,e,e) € Ssieg #n— 1. Esto
es equivalente a B = Py (S, b, 0,1, ], k1, k2).

Reciprocamente, B = Pcarry(S, h,1,1,j, k1, k2) implica que un carry es generado y
propagado hasta la posicién (kq,kz), es decir, que el carry en esa posicién es un
1. O
Continuando con el ejemplo 4.4, tenemos

0

Y 0(i, xs) - Ly (x5) = (i, x0) - L) (x0) = 000000111

s=0

y v(i,x1) = 110 en binario. Consideremos el cuadro 4.2. En el caso (k1,kp) = (2,2),

notemos que para todo d € |B|, (2,d) no esta a la derecha de (k1, k»), es decir, (2,d)
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es menor o igual que (kq,ky), de modo que el carry en la posicion (kq,kz) es 0. En el
caso (k1,kp) = (2,0), existe d = 1 tal que (2,d) estd a la derecha de (kq,kp), el (2,d)-
ésimo bit del sumando arriba es un 1, el d-ésimo bit del sumando abajo esun 1, y no
existen bits entre (kq,k») y (2,d); de esta manera el carry en la posicion (kq, kp) es un
1.

ki <n—1 ki=n—-1
U(i, XQ) : ]lrr(h) (XO) 0 0 0 0 0 0 1 1 1
(i, x1) T R
carry 0 0 0 0 0 1 1 0 0

Cuadro 4.2: Calculo del carry

Con lo hecho podemos proceder a operar. Las férmulas en el siguiente lema estdn

basadas en una férmula en la prueba de la proposicién 1.9 de [9].

Lema 4.7. Asumamos que B es una o-estructura de tamario n, y que h,i,j,1 € |B| con j =
I + 1. Supongamos ademds que S es una relacion sobre |B| tal que, para todo f1, f» € |B|,
(h,i,1, f1, f2) € Ssiysolosiel (f1, f2)-ésimo bit de la cantidad 4.7 es un 1. Consideremos

las formulas

5 5 5
q)sum;émax(s U, xlw/y/Zl/ZZ) =S (1/[, X, w121122) S¥ q)carry(s S U X, w1y121122) ]/

q)summx(ss,u,x, w,Y,22) =85(u, X, W, max,z;) @ V3(x, Y,22)

P CIDCWy(S5, u,x,w,y, max,zy).
Sean kq,ky € |B|, con ky < n — 1. Entonces
B = ®sum sy (S, 10,1, j, k1, K2)
si y solo si el (kq,ky)-ésimo bit de la suma 4.8 es un 1. Adems,
B = Psunmya (S, 1,01, K2)
siysolosiel (n—1,kp)-ésimo bit de la suma 4.8 es un 1.

Demostracién. Primero, consideremos la suma 4.8. Esta serd descrita por n? bits. En
vista de que estamos haciendo uso del algoritmo carry-lookahead, en esta suma
tenemos tres términos. Uno corresponde a v(i, x;,1), el cual estd descrito por n bits.
Otro es 4.7, descrito por n? bits. Y el término final, también descrito por n? bits,

corresponde al carry. Esto implica que para calcular cualquiera de los n bits menos
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significativos de 4.8, debemos sumar tres bits, uno por cada término; para calcular

el resto debemos sumar solo dos, aquellos correspondientes al carry y a 4.7.

Ahora,
B |: q)sum,mx (SI h/ il l/j/ k2)

si y solo si exactamente un ndmero impar de las condiciones

(hi,l,n—1,k) €S,
(i,j,k2) € V5,
B |: q)carry(sz h/ i/ l/j/n - 1/ kZ)

es cierta. Por las hipétesis y el lema 4.6, la Gltima afirmacion equivale a que exacta-
mente un numero impar de los siguientes bits son 1: el (n — 1, kp)-ésimo bit de 4.7,
el kp-ésimo bit de v(7, x;11) y el (n — 1, ky)-ésimo carry de 4.8; pero esto es lo mismo
que aseverar que precisamente un nimero impar de los tres bits involucrados en la

suma 4.8 son 1. En otras palabras, el (n — 1, k)-ésimo bit de la suma 4.8 es un 1.
Por otro lado,

B }: q)sum#mux (Sl h/ i/ l/j/ k]_l kZ)

siy solo si exactamente una de las dos condiciones

(hi 1k, ky) € S,
B |: (Dcarry(sf h/ i/ l/j/ kll kZ)

es cierta. Gracias a las hipotesis y al lema 4.6, exactamente una de las dos condicio-
nes mencionadas es cierta si y solo si el (kq, kp)-ésimo bit de 4.7 esun 1 y el (kq, kp)-
ésimo carry de 4.8 es un 0, o el (k1,kp)-ésimo bit de 4.7 es un 0 y el (kq, k)-ésimo
carry de 4.8 es un 1; y esto equivale a afirmar que exactamente uno de los dos bits
involucrados en la suma 4.8 (k; < n — 1) es un 1, es decir, equivale a aseverar que el

(k1, ky)-ésimo bit de la suma 4.8 es un 1. O

Continuando con el ejemplo 4.4, veamos el cuadro 4.3.

Ahora establecemos una férmula que trate el resto de sumas parciales. Esta estd

basada en la formula 61, (i, k) del capitulo IV de [1].

Lema 4.8. Sean B una o-estructura de tamafio n, y P una relacion tal que B = Ppsignacion (P)-
Definamos 1t(s) = {x; € O| (s,t) € P} para todo s € |B|. Supongamos ademds que S es
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ki <n—1 ki=n-1
Z)(i, X()) . ]ln(h)(xo) 0 0 0 0 0 0 1 1 1
v(i, x1) 1 1 0
carry 0 0 0 0 0 1 1 0 0
o(i,x0) Tray(X0) | o | o o 0 | 0 | 1|1 ] 0|1
+U(Z/ Xl)

Cuadro 4.3: Sumando el término v(7, x;,1)

una relacion tal que B {= Psyp,,. (S, P). Consideremos la férmula

q)sum—()pemr(ssf P?) =(Vu)(Vx)(Vw) (Vy)(Vz2)
(Suc(w,y) —
((S°(u, x, Y, max,zy) < ((=P*(u,y) A S°(u, x,w, max,z;))
V (P2 (1, ) A Poumyey (8% 1, %,10,,22))))
A (Vz1)(z1 # max —
(S®(u, X,Y,21,22) <> ((ﬂPz(u,y) AS%(u,x,w,21,22))
V (Pz(u,y) A q)sum#mux(ssr u,x,w,y, erZZ)))))))'

Luego, B |= @sum—operar(S, P) equivale a la siguiente afirmacion: para todo h, i, j, ki, kp en
|B|, con 0 < j, el (ky,kp)-ésimo bit de la cantidad
j

Y 0, xs) - L (xs) (4.9)

s=0

esun1siysolosi(h,i,j ki, ky) €S.

Demostracién. Primero, gracias al lema 4.3, 7T es asignacion. A continuacién carac-
terizaremos, para todo h,1i,j,ky,ky en |B], con 0 < j, la condicién: el (kq, kp)-ésimo
bit de 4.9 es un 1. Posteriormente haremos uso de esa caracterizacion para probar el

lema.

Sean h,1i,j,k1,ky € |B|, con 0 < j. Luego, existe | € |B| tal que j = I + 1. Afirmamos
que el (k1, kz)-ésimo bit de 4.9 es un 1 siy solosi x;  7w(h) y el (k1, kz2)-ésimo bit de

l

Y o(i,x5) - Ly (xs) (4.10)

s=0
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esunl,ox; € 7(h)y el (ki, kz)-ésimo bit de

1
(Z v(i, xs) - ]ln(m(xs)) +o(i, x141)- (4.11)
s=0

es un 1. En efecto, asumamos que el (ki, k2)-ésimo bitde 4.9 esun 1, y que x; € 7t(h)
o el (kq,k2)-ésimo bit de 4.10 es un 0. Probaremos que x; € 7t(h) y que el (kq,k2)-
ésimo bit de 4.11 es un 1. Si Xj € 7t(h), entonces 4.9 es igual a 4.11, de manera que,
por la asuncion hecha, el (ky, ky)-ésimo bit de 4.11 es un 1. Por otro lado, si el (kq, k3 )-
ésimo bit de 4.10 es un 0, entonces la cantidad 4.10 es distinta de 4.9. Sigue que
x; € 7t(h) pues, en caso contrario, las cantidades 4.10 y 4.9 serian iguales. Ademas,
ya que las cantidades 4.9 y 4.11 deben ser las mismas, el (ky, kp)-ésimo bit de 4.11 es

un 1. Asi, en todos los casos, x; € 7t(h) y el (ki, kz)-ésimo bit de 4.11 es un 1.

Reciprocamente, si x; ¢ 7t(h) y el (ki,kz)-ésimo bit de 4.10 esun 1, 0si x; € 7w(h) y

el (k1, ky)-ésimo bit de 4.11 es un 1, entonces el (kq, kp)-ésimo bit de 4.9 es un 1.

(=) Supongamos que B |= Psum—operar(S, P). Demostraremos, por induccién mate-
matica sobre j, que para todo h,i,j,ki,ky en |B|, con 0 < j, el (kq,ky)-ésimo bit de
la cantidad 4.9 es un 1 si y solo si (h,i,j,k1,k2) € S. Por el lema 4.5, la hipétesis
B = ®sum,,. (S, P) garantiza que la afirmacion es cierta cuando j = 0. A pesar de
que no es parte de lo que queremos probar, esta hipétesis garantiza que tenemos un
caso base. Supongamos entonces que para algin 0 < | < n — 1, el (kq, kp)-ésimo
bit de la cantidad 4.10 es un 1 si y solo si (h,i,1,k1,k2) € S, esto para cualesquier
h,i ki, ko € |B].

Sea j = | + 1. Vamos a probar que para todo &, i, k1, ky € |B|, el (k1, ky)-ésimo bit de
49 esunlsiysolosi(h,i,j ki, ky) €S.

Tenemos que B = Psym—operar (S, P) es equivalente a aseverar: para todo i, 1,1, j, kp €
|B|,sij =141, entonces (h,i,j,n —1,ky) € Ssiysolosi (h,j) & Py (hiln—
1,ky) € S,0(h,j) € Py B |= ®sym,,,. (S, h,i,1,],kz); ademds, para todo k; € |B| con
ki #n—1,(h,i,jki,ky) € Ssiysolosi (h,j) € Py (h,i,l,ki,ky) €S,0(h,j)€Py
B = Psum s, (S, 10,1, j, K1, K2).

Sean h,i,ki,k; € |B|. Si ki = n —1, gracias a la hip6tesis de induccion, el le-
ma 4.7 implica que el (kq,kp)-ésimo bit de la suma 4.11 es un 1 si y solo si B |=
Dsymy (S, h,1,1,7,k2). En caso de que ky # n — 1, el mismo lema asegura que el

(k1, kp)-ésimo bit de la suma 4.11 esun 1siy solosi B |= Dottt (S,h,i,1,j,ki, ko).

Por lo expuesto en los dos parrafos anteriores, y gracias a la hipétesis inductiva,

tanto si k; = n — 1 como si no, (h,i,j,k1,k2) € Ssiysolosix; & rt(h)yel (ki kz)-
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ésimo bitde4.10esun 1, 0 x; € 7t(h) y el (ky, k2)-ésimo bit de 4.11 es un 1. Entonces,
por la caracterizacion hecha al inicio, (h,1,],k1,ky) € S siy solo si el (kq, kp)-ésimo

bit de 4.9 es un 1; esto es precisamente lo que queriamos probar.

Ya que h,i, ki,k; € |B]| fueron tomados arbitrarios, y gracias al principio de in-
duccién matematica, concluimos que B = @sum_opemr(S,P) implica: para cuales-
quier h,i,j,ki,ky € |B], con 0 < j, el (kq,kp)-ésimo bit de 4.9 es un 1 si y solo si
(h,i,j, k1, k) € S.

(<) Supongamos ahora que para cualesquier 1,1, j, k1, k, € |B|,con0 < j, el (ky,kz)-
ésimo bit de 4.9 es un 1 si y solo si (h,1,],k1,kp) € S. Vamos a probar que B |=
q’sum—operar(sl P)'
Sean h,i,l,j,ky € |B|, con j = I+ 1. Por la asuncién hecha, y gracias a la ca-
racterizacion hecha al principio de la demostracién del lema, para todo ky € |B]|,
(h,i,j,k1,ko) € Ssiysolosix; & rt(h)y el (ki, kz)-ésimo bitde 4.10esun 1, 0 x; €
rt(h) y el (kq,k2)-ésimo bit de 4.11 es un 1. Asi, otra vez por la asuncién, y gracias a
los lemas 4.5y 4.7, (h,i,j,n —1,ky) € Ssiysolosi(h,j) & Py (h,i,l,n—1,ky) €8,
o(hj) € PyB = ®Psym,, (S hiljky). Ademds, si ky € |B] conk; # n—1,
(h,i,j,k1,kp) € Ssiysolosi(hj) ¢ Py (hilkyky) € S,0(hj) € PyB
Doym 7£mx(S, h,il,j,ki,k2). Ya que h,i,1,j,ky € |B| fueron tomados arbitrarios, con-
cluimos que B |= Psum—operar(S, P). ]
Siguiendo con el ejemplo 4.4, en vista de que x; € 7r(h), la dltima fila en el cuadro
4.3 es precisamente
1

Z(:)U(iz Xs) - Ly (%s) = 0(E, X0) - Uy (X0) +0(E, x1) - Dy (x1).-

o=
Ver el cuadro 4.4. Ademas, la cantidad

2
ui(mr(h)) = Y o(i,xs) - Ly (x5)

s=0

debe ser igual a la anterior, pues xo ¢ 7t(h); esa cantidad es 13, de manera que el

calculo es correcto.

Podemos entonces tomar la f6rmula 4.5 como
CI>sum—asociada (Ssr Pz) = q)sumimc (SS, PZ) N q)SMTVZ*Op(:‘l’m’(SSI Pz)-

En efecto, tenemos lo siguiente.

Lema 4.9. Sean B una o-estructura, P una relacion tal que B |= ®ugignacion(P), y S una
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ki <n—1 ki=n-1
Z)(i, X()) . ]ln(h)(xo) 0 0 0 0 0 0 1 1 1
v(i, x1) 1 1 0
carry 0 0 0 0 0 1 1 0 0
o(i,x0) Ty (o) | g | g 0 0 | 0o | 1| 1] 0| 1
+U(Z/ Xl)

(i, x0) + L () (%0)
+ 0 0 0 0 0 1 1 0 1

(i, x1) - Ly (x1)

Cuadro 4.4: Sumando el término v(i, x;11) - L) (X141)

relacion sobre |B|. Definamos 1t(s) = {x; € O| (s,t) € P} para todo s € |B|. Luego,

B |: (I)sum—asociudu(sf P)

es equivalente a afirmar que, para todo h,i,j,k1,ko € |B|, (h,1,],k1,kp) € S siy solo si, en
el orden lexicogridfico de pares de niimeros, el (ky, ky)-ésimo bit en la expansion binaria de la

cantidad 4.9 es un 1.

Demostracion. (=) Supongamos B = D, asociada (S, P). Sean h,i,j,ki,ky € |B|. La

asuncion es equivalente a

B |:q>5”mim'c(s’ P) y
B ’:(I)SMWI*OPBVEH’(SI P)-

Entonces, por el lema 4.5, (h,i,j,k1,ky) € S siy solo si el (kq,k2)-ésimo bit en la
expansion binaria de la cantidad 4.9 es un 1, siempre que j = 0. Por otro lado, el

lema 4.8 garantiza la condicién cuando 0 < ;.

(<) Asumamos que, para todo h,i,j,ki,ky € |B|, (h,i,j,ki,ky) € S siy solo si el
(k1, kp)-ésimo bit en la expansién binaria de la cantidad 4.9 es un 1. Cuando j = 0,
gracias a las hipotesis, el lema 4.5 asegura que B = Pgym,,. (S, P), pero esta condi-
cién y el lema 4.8 nos permiten inferir que B = ®sum—operar (S, P). De esta manera,
B = Dgum—asociada(S, P)- H

A continuacién proponemos férmulas que permiten expresar u;(7t'(h)) < u;(7(i))
y u;j(7'(h)) = u;(m(i)), con 7y 7r’ asignaciones no necesariamente iguales. Esto
nos ayudara en la siguiente seccién a capturar la nocién de Pareto-eficiencia; en la
presente nos permitird expresar la propiedad de una asignacion de estar libre de

envidia. La primera de las férmulas estd basada en la férmula LESS(A, B) en el
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capitulo 1 de [9].

Lema 4.10. Sean B una o-estructura de tamafio n, y P, Q, S, T relaciones tales que

B = ®usignacion (P), (4.12)
B = @usignacion(Q), (4.13)
B =@sym—asociada (S, P) ¥

B EP@sum—asociada (T, Q)-

Definamos, para todo s € |B|,

ni(s) ={xt € O| (s,t) € P}y
7'(s) ={x; € O| (s,t) € Q}.

Consideremos las formulas

Dcomparamenor (Ts, S°,u, x) =(3z1)(322)
(=T°(u, x, max, z1,22) A S°(x, x, max, z1, zp)

A\ (Vrl)(Vrz)((rl,rz) <2 (21,22) —

(Ts(u, X, max,ri,ry) — SS(X, X, max,r,12)))) y

Dcompara— (TS/ S u, x) =(Vz1)(Vz2)

(T5(u,x, max,zy,zy) <> Ss(x, X, max,zy,zz)).
Sean h,i € |B|. Entonces,
B = Pcomparayeny (T, S, . i) (4.14)
siy solo si u;(7t'(h)) < u;(7t(i)). Ademds,
B |= Peompara_ (T, S, 1, ) (4.15)
siy solo si u;(7t'(h)) = u;(7(i)).

Demostracién. Gracias a las hipotesis 4.12 y 4.13 y al lema 4.3, 71 y 77’ son asignacio-
nes.

Ahora, tenemos 4.14 si y solo si existen k1, k, € |B| tales que (h,i,n —1,ky, k) ¢ T,
(i,i,n —1,k1,kp) € Sy, para todo ey, ex € |B], si (e1,e2) es menor que (kq, k) en el

orden lexicogréfico, entonces (h,i,n —1,e1,e3) € Tsolosi (i,i,n —1,e1,ep) € S.
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Gracias al lema 4.9 y a las hipétesis, sigue que 4.14 es cierta si y solo si existen
ki, ko € |B| tales que el bit en la posicion (kq, ky) de

n—1

Y o, xs) - Ly (xs) = wi(7'(h)) (4.16)

5=0
es un 0, el bit en la posicién (kq, k) de

n—1

Y, 00 xs) - Ly (xs) = wi(7 (i) (4.17)

s=0

es un 1, y para todo e1,e; € |B|, si (e1,e2) es menor que (kq,kz) en el orden lexico-
grafico de pares de nameros, entonces el (e, e;)-ésimo bit de 4.16 es un 1 solo si el
(e1,e2)-ésimo bit de 4.17 es un 1. Lo dltimo equivale a afirmar que existe un bit con
valor 0 en u;(7t'(h)), tal que en la misma posicion, el bit correspondiente de u;(7(i))
es un 1, y para toda posicion a la izquierda, si el bit correspondiente de u;(7t'(h)) es

1, entonces el de u;(7t(i)) también es un 1; en otras palabras, u; (7' (h)) < u;(7(i)).

Por otro lado, 4.15 equivale a: para todo ki, ky € |B|, (h,i,n —1,k1,k2) € T siy solo
si (i,i,n —1,k1,kp) € S. De esta manera, las hipétesis y el lema 4.9 permiten inferir
que 4.15 equivale a aseverar que, para todo ki, k, € |B]|, el bit en la posicién (kq, k;)
de 4.16 es un 1 si y solo si el bit en la posicién (ki, k) de 4.17 es un 1. En conclusién,

4.15 equivale a afirmar que u;(7c'(h)) = u;(7t(i)). O
Consideremos las siguientes férmulas.

q)compumg (55/ u, x) = q)comparummm (85, SS/ u, X) V (I>60mpam= (SS; SS/ u, x) Yy (4.18)

Dr£(S%) = (Vi) (VX)Pcompara (S, 1, x). (4.19)

Hacemos notar que para construir la férmula 4.18, se ha reemplazado T° por S°
en las formulas del lema anterior. Asi, por ese lema, la férmula 4.18 nos permitira
expresar u;(7t(h)) < u;(7t(i)), y la férmula 4.19 nos permitiréd capturar la propiedad

de una asignacién de estar libre de envidia.

Lema 4.11. Sean B una c-estructura de tamafio n, y P y S relaciones tales que B |=
Dysignacion(P) Y B = Psum—asociada(S, P). Definamos 7t(s) = {x; € O|(s,t) € P} para
todo s € |B|. Consideremos las formulas 4.18 y 4.19. Entonces,

B = ®Le(S)

si y solo si 7t estd libre de envidia.
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Demostracion. La afirmacion B = ®rg(S) equivale a la siguiente: para todo h,i €

|B|, B = ®compara- (S, h,i); es decir, equivale a aseverar que, para todo ,i € |B],

B |:q>compm’am8nm, (S, S, h, Z) (0]
B |:q)compam: (S, S,h, i).

De esta manera, por el lema 4.10, B |= ®1£(S) siy solo si, para todo h,i € |B|,

uij(rt(h)) < u;(m(i)), es decir, si y solo si 7t estd libre de envidia. O
Teorema 4.2. El PROBLEMA 2 estd en NP.

Demostracién. Una sentencia que define el problema es

Py =(3P?)(3S°)
(’)’071 A q)asignacién(Pz) N q)sum—asociada(ssf Pz) N q)LE(SS) N CI)PE(PZ))'

En efecto, supongamos que B es una o-estructura tal que B = ®;. Sigue que existen

relaciones P, S sobre | 5| tales que

B E=v0-1, (4.20)
B EQasignacion (P), (4.21)
B E®gym—asociada(S, P), (4.22)
BE®LE(S)y (4.23)
B =®pe(P). (4.24)

Definamos 7t(s) = {x; € O|(s,t) € P} para todo s € |B|. Vamos a probar que para
todo agente i y para todo bien x;, v(i, x;) € {0,1}, y que 7 es PELE.

Ellema 4.2 y la condicion 4.20 aseguran que para todo i,j € |B|, v(i, x;) € {0,1}. Por
otro lado, el lema 4.3 y 4.21 garantizan que 7t es asignaciéon. Ademads, las condiciones
4.21,4.22y4.23,yellema4.11, implican que 77 estd libre de envidia. Finalmente, 4.20,
4.21,4.24, y el lema 4.4 nos permiten inferir que 7 es Pareto-eficiente. Asi, si B = P,
entonces el triple (A, O, R) asociado a B es una instancia positiva del PROBLEMA
2.

Reciprocamente, supongamos que 3 es una o-estructura con triple asociado (4,0, R)
que es una instancia positiva del PROBLEMA 2. Luego, para todo agente i y para
todo bien x;, v(i, x;) € {0,1}, y existe asignacién PELE 7 para (A, O, R). Definamos
P = {(i,j) € |B|?| xj € m(i) }. De esta manera, (i) = {x; € O| (i,]) € P} para todo

i € |B|. Por otro lado, notemos que podemos construir una relaciéon S tal que, para
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todo h,i,j,ki,ky € |B|, (h,i,j,k1,k2) € S siy solo si, en el orden lexicogréfico de
pares de ntimeros, el (k1, kp)-ésimo bit en la expansioén binaria de la cantidad 4.9 es

un 1.

Ahora, el hecho de que para todo agente i y para todo bien x;, v(i, x;) € {0,1}, junto
al lema 4.2, garantizan que la condicién 4.20 es cierta. Ademas, gracias al lema 4.3, la
condicién 4.21 es verdadera. Por la manera en la que se ha tomado S y por el lema 4.9
se tiene 4.22. Ahora, el lema 4.11 y el hecho de que 77 esté libre de envidia implican
4.23. El que 7t sea Pareto-eficiente y el lema 4.4 permiten inferir 4.24. Entonces la

asuncion hecha tiene como consecuencia que B = @;.

Concluimos que B |= ®; siy solo si el triple (A, O, R) asociado a BB es una instancia
positiva del PROBLEMA 2.

®; es equivalente a una sentencia existencial de segundo orden. En efecto, usando
la prueba del teorema 3.5.11 en [5] (solo necesitamos mover los cuantificadores de
primer orden al principio, luego de (3P?)(3S%)), existe una férmula ] € SO tal

que ®; = P/. Por el teorema 2.1, el problema que define esta en NP. O

4.2.2. Reduccion

Ahora probaremos que el PROBLEMA 2 es NP-hard via fops; lo haremos basan-
donos en la proposiciéon 21 de [4]. Plantearemos una reducciéon desde una version

modificada del siguiente problema.
PROBLEMA: 3-DIMENSIONAL-MATCHING (3DM)
Instancia: Un conjunto C con 1 elementos y un conjunto de triples M C C®

Pregunta: ;Existe M’ C M tal que, para todo i € C, existen triples

(i,a1,b1), (a2,1,b7), (a3, bs,i) € M,
y tal que para todo par de triples diferentes
(iy, 71, k1), (o, o, ko) E M = iy £ ix, 1 # oy k1 # k2?
El vocabulario usado para 3DM es
w = (D).
Si A = (|A|, DA) es una w-estructura, | A| es C y D4 es M. 3DM es completo via

fops [10] (teorema 4.74).
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En la versiéon modificada que usaremos, se asume que toda w-estructura A satisface:

para todo i € |A| existen jj, k; € |A|, conl = 1,2, 3, tales que

(i/ jl/ kl)/ (j2/ i/ k2)/ (j31 k3/ Z) € DA
Esta version, que notaremos con 3DMX, es un problema NP-completo via fops (ver
la proposicién B.3).

Comenzaremos planteando las férmulas que definen la reduccién de primer orden,
y luego presentaremos los argumentos que permiten inferir que esta es en efecto

una proyeccion.

Definamos las férmulas

agentegpy = X1 =0Axp=0Ax3=1 A D(xg,x5,%¢),
agentegyjo = X1 =0Axp=1Ax3=0 A D(x4,x5,%¢),
agentejgo = X1 =1Axp2=0Ax3=0 A D(xy,x5 %),

bieny19 = ylzl/\yzzl/\y3:0 N Yg =X4 NYs = X5/\Yg = X,
bienjgg = y1=1Ay2=0Ays3=1 A ys=x4/A\Y5=2x5 VY= Xg,
bieng;i = y1=0Ay2 =1Ay3=1 A ya=x4 Y5 = X5/ \Yg = X¢,

biengoi = Y1 =0Ay2 =0Ay3=1 A ys=0Ay5 =0Aye = X¢,

biengjo= 1 =0Ay2=1Ay3=0 A ya=0Ays=x5Aye =0,

bienigp = ylzl/\y2:0/\y3:0 YA\ y4ZX4/\]/5:0/\]/6:0,y
valor = z1 = max N\ zy = max N\ zz = max A\ z4 = max \ zs = max \ zg = max.

Notemos que todas las férmulas, excepto las tres primeras, son numéricas. Obser-
vemos ademds, que hay una correspondencia entre el subindice de la expresiéon

agentego; y la subférmula
Xx1=0Axp=0Ax3=1

de la férmula agentegg;. Existen correspondencias de este tipo en todas las férmulas

definidas excepto en la tltima, valor.
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Ahora, sean

% =(x1,x2, X3, X4, X5, X¢),
(Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6), ¥

(z1,22,23,24, 25, 2¢),

<
I

N
|

y consideremos la reducciéon de primer orden 6-aria p : STRUC|[w] — STRUC|[c],
definida por
Qo = truey

¢p1(%,7,zZ) = false V

agentegy A bienyig A valor
agentegy A bienyg; N valor
agentego; A biengiy A valor
agentegy; A biengg N valor
agentegy A biengig A valor
agentegy A bienygg N valor
agentepg A bienqg A valor

agentegg A bienyg N valor

agentegig A bienggy A valor
agentepg A biengg A valor
agenteyg A bienygg N valor
agentejpg A bienqyg A valor
agenteigg A bienyg N valor
agentejpg A biengyy A valor

agenteipg A biengg N valor

< < < < < € < € K €K <K <K <K <K < < <

agenteipg A biengig N valor

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
(agentepo A biengi1 A valor)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

agenteipg A bienygg /A valor).

Notemos que la definida es una fop (ver definicién 2.24). En efecto, ¢y es numérica.
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Ademads, @1 puede ser reescrita en la forma
agV (g AAL) V (ag AAg) V..oV (g A Agg),

con as una férmula numérica para todo s, y Ay = D(xy4, x5,%¢) para todo t. Por

ejemplo, a1 A\ A se obtiene a partir de la férmula
agenteyy A bienqyg A valor,
con

/\1 — D(x4/ X5, x6) Y

1= x1=0Axp=0Ax3=1A bienyig A valor.

También es cierto que dadas las férmulas

s A\ Asg,
it A\ )\t,

con s # t, las subférmulas as y a; son mutuamente excluyentes. Por ejemplo, las

féormulas

a17 N\ Az,

g A\ Avg,
son obtenidas a partir de la dos tltimas conjunciones de ¢1, es decir, a partir de

agentejgo A biengig A valor y

agenteigy A bienqigg A valor,

respectivamente. Notemos que ambas comienzan con la férmula agente;gg. En este
caso, biengg y bienygp garantizan que las férmulas numéricas w17 y a1g sean mutua-

mente excluyentes.

Consideremos ahora

agentegio A bienygo A valor y

agenteigg A bienygg A valor.

La subférmula bienjoy aparece en ambas. Aqui, son las partes numéricas de agentep

y de agentejo las que garantizan la condicién.
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Ahora, recordemos que ¢ define el universo de las o-estructuras en la imagen de
la fop p, y que ¢1(%,,2) define las relaciones de entrada de esas estructuras. Dada

una w-estructura de tamano #,
A= (|A|, DY),
p la transforma en una o-estructura
p(A) = (lo(A)], VFY).

Por la definicién de ¢,

p(A) = A",

es decir, p(.A) tiene asociado un triple (A, O, R) con n® agentes y con el mismo nt-
mero de bienes. Por otro lado, por la definicion de ¢ (%, 7, 2), la relacion VP (A) con-

siste de los triples, y solo de los triples,

(0,0,1,i,j,k, 1,1,0,i,jk, n—1n—-1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
(0,0,1,i,j,k, 1,0,1,i,j,k, n—1,n—1,n—-1,n—-1,n—-1,n-1),
(0,0,1,i,j,k, 0,1,1,i,j,k, n—1,n—1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
(0,0,1,i,j,k, 0,0,1,0,0,k, n—1,n—1,n—-1,n—-1,n—-1n-1),
(0,0,1,i,j,k, 0,1,0,0,7,0, n—1,n—1n—-1,n—1,n—-1n-1),
(0,0,1,i,j,k, 1,0,0,i,0,0, n—1,n—1,n—1,n—1,n—-1,n-1),

(0,1,0,i,j,k, 1,1,0,i,j,k, n—1,n—1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
0,1,0,i,7,k, 1,0,1,i,j,k, n—Ln—1n—1n—1n—1n—1),
(0,1,0,i,j,k, 0,1,1,i,j,k, n—1n—-1,n—1,n—-1n—-1,n-1),
(0,1,0,i,j,k, 0,0,1,0,0,k, n—1,n—1,n—-1,n—-1,n—-1,n-1),
(0,1,0,i,,k, 0,1,0,0,,0, n—1,n—1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
(0,1,0,i,j,k, 1,0,0,i,0,00 n—1,n—-1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
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(1,0,0,i,j,k, 1,1,0,i,j,k, n—1n—-1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
(1,0,0,i,j,k, 1,0,1,i,j,k, n—1n—-1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
(1,0,0,i,j,k, 0,1,1,i,,k, n—1n—1n—1n—1n—1n—1),
(1,0,0,i,j,k, 0,0,1,0,0k, n—1,n—1n—1n—1n—1n—1),
(1,0,0,i,j,k, 0,1,0,0,7,0, n—1,n—1,n—-1,n—1,n—-1,n-1),
(1,0,0,i,j,k, 1,0,0,i,0,0, n—1,n—1,n—1,n—1,n—-1,n-1),

con (i,j, k) € DA

A partir de aqui, en esta subseccién adoptaremos la siguiente convencién: no nota-
remos a los bienes con los simbolos xs; en vez, los notaremos directamente con s,
mencionando que son bienes. Es posible hacer esto ya que hay una biyeccién entre

el conjunto O asociado a una o-estructura y el universo de esta.

Ahora, notemos que si A es una w-estructura de tamarfio #, en vista de que co-
rresponde a una instancia de 3DMx, entonces D* es no vacfa. Luego, por cada

(i,j,k) € DA se crean, en p(.A), tres agentes no indiferentes:
(OIOI 1/i/j/k)/ (0/ 1101 i/j/k)/ (11010/i/j/k)'

Todos estos tres agentes declaran un valor de 1, en el sistema decimal, por los si-

guientes bienes:

(1/ 1/0/i/j/k)/ (1/0/ 1/ i/j/k)/ (Or 1/ 1/i/j/k)/
(0,0,1,0,0,k), (0,1,0,0,7,0), (1,0,0,i,0,0).

Declaran un valor de 1, pues la tercera compononente de todos los elementos de
VP(A) eg
m—1n—-1n-1,n-1n-1n-1),

correspondiente al valor maximo en |p(.A)|, es decir, al bit menos significativo. Por
el resto de bienes, los agentes mencionados declaran un valor de 0. En conclusién,

los tres agentes considerados tienen las mismas preferencias.

Ahora, sea I el conjunto conformado por el resto de agentes, es decir, por aquellos

distintos de
(OIOI 1/ i/j/k)/ (O/ 1101 i/j/k)/ (1/ O/ 0/ i/j/k)/

para todo (i,j,k) € D#. Entonces los agentes en I son indiferentes, pues declaran
un valor de 0 por cada bien (ver la seccién 3.2). De esta manera, el triple (4,0, R)

asociado a p(.A), es tal que la funcién v toma valores en el conjunto {0,1}.
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Los bienes deseados, es decir, aquellos por los cuales al menos un agente declara un
valor de 1, pueden ser divididos en dos categorias. La primera categoria consiste de
los bienes

(1,1,0,4,j,k), (1,0,1,4,j,k), (0,1,1,i,j,k),

con (i,j,k) € DA: es decir, cada (i,j, k) € DA tiene asociados tres bienes en esta

categoria.

La otra categoria consiste de los objetos
(0,0,1,0,0,7), (0,1,0,0,4,0), (1,0,0,i,0,0),

con i € |A|. Estos son objetos deseados pues, dado i € |A|, existen j, k; € | A| con
I =1,2,3, tales que
(i/jllk]_)/ (jZ/ i/ kZ)/ (j3/ k3/ l) S DA

En efecto, A es una instancia de 3DMx. Luego, los triples

(1,0,0,j3,ks,i, 0,0,1,0,0,i, n—1,n—1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),
(1,0,0,j,i,k, 0,1,0,0,i,0, n—1,n—1n—1n—1n—1n—1),
(1,0,0,i,/1,k1, 1,0,0,i,0,0, n—1,n—1,n—1,n—-1,n—-1,n-1),

(A)

estan en VP“Y. En conclusion, por cada i € |.A|, hay tres bienes en la segunda cate-

goria.
El resto de bienes, es decir, los no deseados, son de valor nulo (ver la seccién 3.2).

En vista de que la funcién v asociada a p(.A) toma valores en {0, 1}, para que el triple
(A,O,R) asociado a p(.A) sea una instancia positiva del PROBLEMA 2, es necesario
y basta que exista asignacion PELE para (A,O,R).

Recordemos que nuestro objetivo es probar que A es una instancia positiva de 3DMx
si y solo si p(\A) es una instancia positiva del PROBLEMA 2. Por lo expuesto en el
anterior parrafo, p(.A) es una instancia positiva del PROBLEMA 2 si y solo si existe
asignacion PELE para su triple asociado (A, O, R). Pero, en vista de que las prefe-
rencias son monoétonas (ver la seccién 3.2), por la proposicién 3.1, existe asignacion
PELE para (A, O, R) siy solo si existe asignacién PELE para el problema restringi-
do que no considera los agentes en I. Notar que |I| < n® — 2. Haciendo A = A\ I,
podemos notar al problema restringido con (ﬁ, O, | Kxo>; nos concentraremos en
este problema, es decir, vamos a probar que A es una instancia positiva de 3DMx
si y solo si existe asignacién PELE para <A\, O, | 2><o>' La consecuencia serd que A

es una instancia positiva de 3DMx si y solo si p(A) es una instancia positiva del
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PROBLEMA 2.

Lema 4.12. Sean A una instancia positiva de 3DMx, (A, O, R) el triple asociado a p(A), y

(A, O, 7., o) el triple restringido que no considera los agentes indiferentes en A. Entonces

. . ., . . / iy
existe asignacion Pareto—eﬁczente 7T para (A, O, U| Axo)'

Demostracién. Por hipoétesis, existe M' C DA tal que, para todo i € |A|, existen

triples
(i/ ai, b])/ ([’ZZ/ i/ b2)/ (a3/ b3r Z) € M//

y tal que para todo par de triples diferentes
(i1, j1, k1), (i2, jo, k2) € M' == iy # i, 1 # 2y k1 # ka.

Ahora, sea 77’ la asignacién para (A, O, v ﬁxo) tomada de la siguiente manera. La

notacién ¢ — a indica que el bien ¢ es asignado al agente a.

(]-/ 1/0/ l/]/k) — (OIOI ]-/ i/j/k)/
(1,0,1,i,j,k) — (0,1,0,1,j,k),
(0,1,1,i,j,k) — (1,0,0,4,j,k),

para todo (i,j,k) € DA,y
(0,0,1,0,0,k) — (0,0,1,1,j,k),

(0,1,0,0,7,0) — (0,1,0,i,7,k),
(1,0,0,4,0,0) — (1,0,0,i,j,k),

si(i,j,k) e M.
Vamos a probar que 77’ es una asignacion Pareto-eficiente.

Afirmamos que 71’ es asignacién. Sean a,b € A agentes distintos. Demostraremos
que 77’ (a) N 7' (b) = @.

Tenemos dos casos: en el primero, a y b estdn asociados al mismo (i, ], k) € DA enel

segundo, a estd asociado a (i1, j1,k1) € DA y b estd asociado a (iy, jo, k2) € DA, pero
(i]./j]_/ kl) # (i2/j2/ k2)
Tratemos el primer caso. Los agentes a y b estdn entre

(0101 1/i/j/k)/ (O/ 1101 i/j/k)/ (11010/i/j/k)'
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Por la manera en la que se ha tomado 7, a y b, o bien reciben paquetes unitarios, o
bien reciben paquetes con exactamente dos bienes (si (i,j, k) € M’), pero en ambos

casos, los paquetes recibidos por los agentes son disjuntos.

En cuanto al segundo caso, los bienes asignados a a estdn entre los siguientes:

(1,1,0,i1,j1,k1), (1,0,1,41,j1, k1), (0,1,1,i1, /1, k1),
(0/0/ 1/ Ololkl)/ (Or 1/ Olorjll 0)/ (1/ 0/ 0/ illolo)'

Y los objetos asignados a b estan entre

(1,1,0,ip,j2,k2), (1,0,1,i2,j2,k2), (0,1,1,ip, 72, ko),
(0/ 0/ 1/ 0/ 0/ kZ)/ (Or 1/ 0/ Or j2/ 0)/ (1/ 0/ 0/ iZ/ 0/ O)

Supongamos, por contradiccién, que a y b comparten al menos un bien. Notemos,

entonces, que estos agentes deben compartir exactamente un bien de entre
(0,0,1,0,0,k1), (0,1,0,0,/1,0), (1,0,0,71,0,0).

Entonces (i1, j1,k1) y (i2, j2, k2) son miembros de M’ por la manera en la que se tom6
7'. Es mas, k1 = ky, j1 = j» 011 = iy, pero esto contradice el que hecho de que dos

elementos distintos de M’ tienen todas sus componentes diferentes.

Vemos asi que en todos los casos a y b no comparten bienes. Luego 77’ es en efecto

una asignacion.

Probemos ahora que 71’ es Pareto-eficiente. Ya que la funcién v| ;. , toma valores en
{0,1}, por la proposicién 3.6, basta probar que todo bien deseado es asignado a un

agente que lo desea. Notemos que para todo (i, j, k) € D4, los bienes
(11 110/i/j/k)1 (1/01 11 iljlk)l (01 1/ 1Iiljlk)l

son asignados a agentes que los desean.

Resta probar que, para todo i € | A|, los bienes
(O/ O/ 1/ O/ O/ Z)/ (O/ 1/ O/ O/ i/ 0)/ (1/ O/ O/ Z'/ 0/ O)/

son asignados a agentes que los desean.

Seai € |A|. En vista de que A es una instancia positiva de 3DMX, existen triples

(i/ ai, b])/ (a2/ i/ b2)/ (a3/ b3l Z) € M/'
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Entonces,

(O/ 0/ 1/ O/ 0/ l) — (O/ 0/ 1/ as, b3/ l)/
(O/ 1/ O/ O/ i/ 0) — (0/ 1/ O/ as, i/ bZ)/
(1,0,0,7,0,0) — (1,0,0,4,aq,by).

Asi, los tres bienes son asignados a agentes que los desean. Como conclusion, 7’ es

Pareto-eficiente. [

Lema 4.13. Sean A una instancia positiva de 3DMx, (A, O, R) el triple asociadoa p(A), y

<A, O, 7., o) el triple restringido que no considera los agentes indiferentes en A. Entonces

existe asignacion PELE 7’ para (ﬁ, 0,9z, o)'

Demostracién. Sea 7’ como en la demostracion del lema 4.12. Luego, 7t es una asig-

nacion Pareto-eficiente para (A, O, | Ax O) .

Ahora demostraremos que 7’ esta libre de envidia. Sean 4, b dos agentes en A. Va-

mos a probar que
ug(' (b)) < uta(7'(a)).

Tenemos dos casos: a y b estan asociados al mismo (i,j,k) € D4, 0 a y b no estan

asociados al mismo (i, j, k) € D4.

En el primer caso a y b son dos agentes de entre
(OIOI 1/i/j/k)1 (0/ 1101 i/j/k)/ (1/0/01i/j1k)-

Recordemos que estos tres agentes desean los mismos seis bienes. Asi, si (i, ], k) €
M,

ug(70' (b)) = 2 = ua(7'(a)).
Si(i,j k) ¢ M,

ua (77 (b)) = 1 = uy (7' (a)).

En el segundo caso, a es uno de

(0/0/ 1/ il/jl/kl)/ (O/ ]-/ 0/ il/jl/kl)/ (1/0101 il/jl/kl)/
para algtn (i, j1, k1) € DA,y b es alguno de

(01 0/ 1/ iZ/jZ/ kZ)/ (01 1/ 0/ i21j2/ kZ)/ (11 0/ Or i2/j2/ kZ)
para algtn (ia, jo, ko) € DA distinto de (i1, j1, k1 ). Aqui tenemos dos subcasos: a b se
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le asigna al menos un bien deseado por 4, 0 a b no se le asigna bien alguno deseado

por a.

En el primer subcaso, recordemos que los bienes asignados a b estan entre

(1/ 1/ 0/ iZ/jZ/ kZ)/ (1/ 0/ 1/ i2/j2/ kZ)/ (0/ 1/ 1/ i2/j2/ kZ)/
(0/ 0/ 11 0/ 0/ k2)/ (O/ 1/ 0/ ijzf 0)/ (1/ 0/ 0/ iZ/ 0/ O)I

con a lo mucho uno de la segunda fila y exactamente uno de la primera. Mientras

los bienes deseados por a son

(1,1,0,iy,j1,k1), (1,0,1,4,j1,k1), (0,1,1,iq,j1,k1),
(0/0/ 1/ Ololkl)/ (OI 1/ Olorjll 0)/ (1/ 0/0/ illolo)'

Ademas, a a se le asigna exactamente un bien de la primera fila y a lo mucho uno de

la segunda. Sigue que, en este subcaso,

ua(7 (b)) = 1< ug(7(a).
En el segundo subcaso, es claro que

ua (7' (b)) = 0 < u, (7' (a)).

Asi, en todos los casos,
e (70 (b)) < ua(7t'(a)).

Ya que a,b € A fueron tomados arbitrarios, se concluye que 77’ esta libre de envidia.
O

Lema 4.14. Sean A una w-estructura, (A, O, R) el triple asociadoa p(A), y (2, 0,97, o)
el triple restringido que no considera los agentes indiferentes en A. Supongamos existe asig-
nacién 77" PELE para (A, 0,v] 7, o>' Entonces, para todo (i, j,k) € D4, el grupo de agen-
tes

{(0,0,1,i,7,k),(0,1,0,1,j,k),(1,0,0,i,,k) }

recibe un paquete que incluye los seis bienes deseados por los tres:

(1/ 1/ O/ i/j/k)/ (1/ O/ 1/ i/j/k)/ (O/ ]-/ 1/ i/j/k)/
Ololllololkl 011/0101 ./0/ 1/0/O/i/010;
J
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o recibe un paquete que incluye solo los siguientes tres bienes de entre los deseados:
(1/ 1/O/i/j/k)/ (1/0/ 1/ i/j/k)/ (O/ ]-/ 1lll]lk)

Demostracién. Sea (i,j,k) € D*. Ya que 7’ es Pareto-eficiente y la funcién o|5,

tiene imagen en {0, 1}, por la proposicion 3.6, los seis bienes

(1/ 1/ 0/ i/j/ k)/ (1/ 0/ 1/ i/j/k)/ (O/ 1/ 1/ i/j/k)/
(010/ 110101k)/ (0/ 1/0/0/j10)1 (110101 ilolo)l

son asignados a agentes que los desean, pero los tinicos agentes que desean los bie-

nes en la primera fila son
(0,0,1,1,j,k), (0,1,0,4,j,k), (1,0,0,i,j,k).
En vista de que 77’ estd libre de envidia, si a y b estén entre estos agentes,
(77 (b)) = a7 (b)) < a( (a),

pues a y b tienen las mismas preferencias. De esta manera,

up(7' (b)) = ua (7' ().

Si notamos a esta cantidad con d, vemos que a cada agente de los tres considerados
se le asigna exactamente d objetos deseados. Luego, el grupo de esos agentes es
asignado 3d objetos de entre los deseados. Notar que d > 1. Sid = 1, los objetos

deseados asignados deben ser
(1/ 1101i/jlk)l (1/0/ 1/ ilj/k)l (O/ 1/ 1111]/k)

Sid = 2, todos los objetos deseados deben asignados al grupo. Finalmente, d no

puede ser mayor que 2. El resultado sigue. O

Lema 4.15. Sean A una instancia de 3DMx, (A, O, R) el triple asociado a p(A), y

<E, O, 7| AxO) el triple restringido que no considera los agentes indiferentes en A. Si existe

asignacion PELE v’ para (A, O, v| AxO)/ entonces A una instancia positiva de 3DMx.

Demostracién. Supongamos que existe asignacion PELE 7’ para (A\, O, | 2><O>' Va-

mos a probar que A es una instancia positiva de 3DMx.

Considerando el lema 4.14, tomemos M’ con los triples (i,j, k) € D# tales que los
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objetos
(0/ O/ 1/ 0/ O/ k)/ (0/ 1/ 0/ Olj/ 0)/ (1/ 0/ 0/ i/ 0/ 0)/

son asignados al grupo
{(0,0,1,4,j,k),(0,1,0,1,/,k),(1,0,0,i,1,k) } .
Vamos a probar que M’ es tal que, para todo i € | A|, existen triples
(i,a1,b1), (a2,1,b2), (a3, b3, i) € M/,
y tal que para todo par de triples diferentes
(i1, j1, k1), (i2, jo, k2) € M' = iy # iy, 1 # 2y k1 # k2.
Seai € |A|. Sabemos que los objetos
(0,0,1,0,0,7), (0,1,0,0,4,0), (1,0,0,i,0,0),

son bienes deseados. En vista de que 77’ es Pareto-eficiente y la funcion v ;. , tiene
imagen en {0, 1}, por la proposicién 3.6, estos tres bienes son asignados a agentes

que los desean. Luego, existen triples
(i, ai, bl), (Elz, i, bz), (ng, bg, l) < D'A
tales que

(1/ 0/ 0/ i/ 0/ 0) — {(0/ O/ 1/ i/ al/bl)/ (0/ 1/ O/ il ai, bl)/ (1/ 0/ 0/ i/ ai, bl)} 7
(01 11 0/ OI i/ 0) — {(0/ 0/ 1/ az, ir bZ)/ (0/ 1/ O/ az, i/ bZ)l (11 0/ 0/ az, i/ bZ)} s
(0/ O/ 1/ 0/ O/ l) — {(0/ O/ 1/ as, b3/ Z)/ (O/ 1/ OI as, b3/ Z)/ (1/ O/ 0/ as, b3/ l)} .

La notaciéon ¢ — G indica que el bien c es otorgado a alguno de los agentes en G.

Asi, por la manera en que se tomo M,
(i,a1,b1), (a2,1,b2), (a3, bs, i) € M.
Por ejemplo, el bien (0,0,1,0,0, i) es asignado al grupo
{(0,0,1,4a3,b3,1),(0,1,0,as3,b3,i), (1,0,0,a3,bs,i) } .

Por el lema 4.14, los bienes deseados por estos agentes que son asignados al grupo,
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son todos los seis posibles, en particular,
(0,0,1,0,0,i), (0,1,0,0,b3,0), (1,0,0,a3,0,0)

Luego, por la manera en la que se tomé M/, (a3, b3, i) € M'.

Resta probar que para todo par de triples diferentes

(i1, j1,k1), (iz, jo, ko) € M = iy # g, 1 # oy k1 # ko

Sean
(illjllkl)l (i2/j2/ kZ) S Ml

triples diferentes y supongamos, por contradiccién, que coinciden en alguna coor-

denada. Sabemos que los objetos
(0,0,1,0,0,k1), (0,1,0,0,51,0), (1,0,0,71,0,0),
son asignados al grupo
{(0,0,1,i1,j1,k1),(0,1,0,11, j1,k1), (1,0,0,i1, 1, k1) } ;
y que los objetos
(0,0,1,0,0,kp), (0,1,0,0,/2,0), (1,0,0,i,0,0),
son asignados al grupo

{(0/ 0/ 1/ i2/ j2/ kZ)/ <O/ 1/ 0/ iZ/ jZ/ kZ)/ (1/ 0/ O/ i2/ jZ/ kZ)} .

De esta manera, alguno de los bienes considerados es compartido por agentes dis-

tintos, lo que contradice el hecho de 7’ es asignacion.
Concluimos que A es una instancia positiva de 3DMx. O
El siguiente teorema es consecuencia de que 3DMXx es un problema NP-completo

via fops, y de que p es una fop que reduce 3DMx al PROBLEMA 2, esto gracias a los
lemas 4.13 y 4.15.

Teorema 4.3. El PROBLEMA 2 es NP-hard via fops.
El siguiente corolario es consecuencia de los teoremas 4.2 y 4.3.

Corolario 4.1. El PROBLEMA 2 es NP-completo via fops.
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4.3. Problema 3: preferencias aditivas no restringidas

En este problema, v(i,x;) € Z>o para todo agente i y para todo bien x;. Cuando
(i, x;) € Z,la proposicion 20 en [4] implica que el problema respectivo es NP-hard
via reducciones polinomiales; ademds este problema estd en X5. Aqui demostrare-
mos, usando técnicas sintacticas, que este problema estd en X} y, usando el corolario

2.2, probaremos que es NP-hard via fops.

El vocabulario usado para este problema serd el mismo que aquel del PROBLEMA

2. Ademas, la interpretacion del vocabulario sera la misma.
PROBLEMA 3:
Instancia: triple (A, O, R) con

» A={0,1,...,n—1},

» O={x0,..., X1}y

= R el perfil de preferencias generado a partir de v.
Pregunta: ;Existe asignacién PELE para (A,O,R)?

Notemos que las instancias del PROBLEMA 3 tienen un niimero de agentes igual
al nimero de bienes. Esto sucede porque las instancias del PROBLEMA 3 son gene-
radas a partir de o-estructuras. Asi, también es cierto que si una c-estructura tiene
tamafio 1, el maximo valor que puede declarar cualquier agente por cualquier bien
es 2" — 1 en decimal. ;Podemos, por ejemplo, para cada triple (A, 0, 7@) con nimero
de agentes distinto del nimero de bienes, crear una o-estructura con triple asocia-
do (A,O,R), que sea una instancia positiva del PROBLEMA 3 si y solo si existe
asignacion PELE para (A\, 0, ﬁ)7 La respuesta es afirmativa. La demostracién de la

proposicion B.2 ayuda en esta y otras situaciones.

Ahora, en el contexto de preferencias aditivas, si 77 y 7t’ son asignaciones, 7’ no
Pareto-domina 7t si y solo si existe un agente i tal que u;(77'(i)) < u;(7(i)) o, pa-
ra todo agente k, uy(7'(k)) = ug(7(k)). La férmula en el siguiente lema ayuda a

expresar esta propiedad.

Lema 4.16. Sean B una o-estructura, y P, Q, S, T relaciones tales que

B E®usignacion (P),
B E®usignacion(Q),
B E@sum—asociada(S, P) Y

(T, Q).

B |: q)sum—asociada
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Definamos, para todo s € |B|,
n(s) ={x; € O| (s,t) € P}y
7'(s) ={x;: € O] (s,t) € Q}.

Consideremos la formula

(DnoPdominu (T5/ S5) :((Hx)¢comparam€nm, (T5, S5’ x, x))
\ ((Vx)q)compamz (Ts, SS, X, x))

Luego,
B ': choPdomimz (T/ S) (4-25)

si y solo si 7’ no Pareto-domina 7t.

Demostracion. Primero, notemos que 4.25 es cierta si y solo si existe i € |B] tal que
B |: (I)compammmor (T/ S/ i/ i)/

o, para todo k € |B|,
B |: ®C0mpllrﬂ= (T/ S/ k’ k)'

Sea (A,O,R) el triple asociado a B. Asi, por el lema 4.10, 4.25 equivale a afirmar

que existe i € A tal que

ui (7' (i) < wi(7(i)),
o, paratodok € A,

(7' (k) = w(7(k));

es decir, equivale a aseverar que 77’ no Pareto-domina 7. O
Teorema 4.4. El PROBLEMA 3 estd en 5.

Demostracion. Una sentencia que define el problema es

@, =(3P?)(35°)(VQ?)(VT?)
(Pasignacion (P?) A Py —asociada (S°, P?) A PLE(S?)
A ((Pasignacion (Q%) A Psym—asociada(T?, Q%)) —
Diopdomin (T°, 8°)))-

En efecto, supongamos que B es una o-estructura con (A, O, R) su triple asociado.

Vamos a probar que B |= ®; si y solo si existe asignacion PELE 7t para (A,O, R).
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Asumamos B |= ®,. Sigue que existen relaciones P, S sobre |B]| tales que, para cua-

lesquier relaciones Q, T sobre el mismo conjunto,

B Izq)asignacién(P ), (4.26)
B Izq)sum—asociada(sr P)/ (4.27)
B E=®rE(S), (4.28)
y, si
B ‘:q)asignaci(’)n(Q) y (4.29)
B E®gyum—asociada (T, Q), (4.30)
entonces
B = ®uopdomina(T, S)- (4.31)

Definamos 7t(s) = {x; € O|(s,t) € P} para todo s € |B|. Vamos a probar que 7 es
asignacion PELE para (A,O, R).

4.26 y el lema 4.3 garantizan que 7t es asignacién. Ademds, las condiciones 4.26, 4.27
y 4.28, y el lema 4.11, implican que 7 estd libre de envidia. Luego, basta probar que

7T es Pareto-eficiente.

Sea 7t’ una asignacion para (A, O, R). Demostraremos que 7t’ no Pareto-domina 7t.
Definamos Q = {(i,j) € |B|*|xj € 7'(i) }. De esta manera, 71'(i) = {x; € O] (i,]) €
Q} para todo i € |B|. Por otro lado, notemos que podemos construir una relacién
T tal que, para todo h,i,j, ki,ky € |B|, (h,i,j,ki,kz) € T siy solo si, en el orden
lexicogréfico de pares de numeros, el (k1, kp)-ésimo bit en la expansion binaria de la
cantidad ;

Y o(i,x5) - Ly (xs)

s=0
es un 1. Luego, por el lema 4.3, tenemos 4.29. Ademads, por la manera en la que se ha
tomado T, y gracias al lema 4.9, se tiene 4.30. Asi, se infiere 4.31 y, a través del lema
4.16, que 7’ no Pareto-domina 7r. Concluimos que existe asignacién PELE, en este

caso 77, para (A,O,R).

Reciprocamente, supongamos existe asignacion PELE 7t para (A, O, R). Definamos
P = {(i,j) € |B*|xj € m(i)}. Asi, (i) = {x; € O|(i,j) € P} para todoi € |B|.
Por otra parte, podemos construir una relaciéon S tal que, para todo h,i,j, ki, ky €

|B|, (h,i,j,k1,kz) € S siy solo si, en el orden lexicogréfico de pares de ntiimeros, el
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(k1, kp)-ésimo bit en la expansion binaria de la cantidad

j
Z (i, xs) - L) (xs)

s=0

es un 1. Gracias al lema 4.3, la condicién 4.26 es verdadera. Por la manera en la que
se ha tomado S y por el lema 4.9 se tiene 4.27. Ahora, el lema 4.11 y el hecho de que

7t estd libre de envidia implican 4.28.

Ahora, sean Q, T relaciones sobre |B| que verifican 4.29 y 4.30. Definamos 77'(s) =
{xt € O|(s,t) € Q} para todo s € |B|. Por el lema 4.3, 77’ es asignacién para
(A,O,R). Entonces 77’ no Pareto-domina 7. En vista de que 4.26 y 4.27 son ver-
daderas, el lema 4.16 nos permite concluir que 4.31 es cierta. Lo expuesto implica

que B = &;.

Concluimos que B |= ®; si y solo si (A,0O,R) es una instancia positiva del PRO-
BLEMA 3.

Ahora, ®; es equivalente a una sentencia @, € SO3V, (ver la prueba del teorema
3.5.11 en [5]: solo necesitamos mover los cuantificadores de primer orden al princi-
pio, luego de (IP2)(3S5)(VQ?)(VT?)). Asi, por el teorema 2.2, el PROBLEMA 3 esta
en Zg . [

Observacion 4.1. Notemos que las expresiones asociadas a la descripcion de una asig-
nacién Pareto-eficiente, como u;(7'(i)) < u;(7(i)), involucran solo un agente, no
dos. Asi, en la sentencia planteada en la demostracién del teorema 4.4, se pudo ha-
ber usado una variable T# en vez de la variable T, es decir, se pudo haber hecho
uso de una variable de relacién de aridad 4 en vez de una de aridad 5; desde luego,
eso habria implicado el desarrollo de otras férmulas l6gicas, analogas a las que ya
se ha usado. Hacerlo no aportaria de manera significativa y mds bien extenderia el

numero de paginas del trabajo.

Teorema 4.5. El PROBLEMA 3 es NP-hard via fops.

Demostracion. Aqui haremos uso de la definicién de superfluidad (ver definicion
2.29). Tomemos C = NP, £L* = SO3, £L = SO3V, y L' = FOV. Consideremos la

sentencia
Dy A vo-1,
donde ®; es la sentencia planteada en la demostracion del teorema 4.4, y yo_1 es

la sentencia en el lema 4.2. Luego, para toda o-estructura B, B = ®y A yp_1 siy
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solo si el triple asociado a esta es una instancia positiva del PROBLEMA 2. Pero ®;
es equivalente a una sentencia ®, € L. Ademds, 7p_1 € L’ es equivalente a una
sentencia ¥ € L (ver la expresioén 2.12). De esta manera, B |= ®, A'Y siy solo si el

triple asociado a B es una instancia positiva del PROBLEMA 2.
Ahora, el PROBLEMA 2 es NP-hard via fops. Luego, gracias al corolario 2.2, ®)

define un problema NP-hard en el mismo sentido, pero el problema que define esta
sentencia es el PROBLEMA 3, de manera que el PROBLEMA 3 es NP-hard via fops.
O

Observacion 4.2. La demostracion del tltimo teorema ilustra una aplicacioén del co-
rolario 2.2. Sin embargo, en vez se pudo haber usado la fop p de la seccién anterior,
para reducir 3DMx al PROBLEMA 3. En efecto, A es una instancia positiva de 3DMx
si y solo si p(\A) es una instancia positiva del PROBLEMA 2, es decir, si y solo si
existe asignacion PELE para el triple (A, O, R) asociado a p(A) y la funcién v tiene
imagen en {0,1}, pero todas las instancias p(.A) verifican esta tltima condicién; es
decir, cualquier sentencia ¥ € L£(c) tal que MOD(¥) = MOD(+yp_1) es superflua
con respecto a p. De esta manera, A es una instancia positiva de 3DMx si y solo si
existe asignacion PELE para el triple (A, O, R) asociado a p(.A), es decir, si y solo si
p(A) es una instancia positiva del PROBLEMA 3.

Asi, el corolario 2.2 toma poder en caso de que la sentencia en FOV no sea superflua.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

= Se ha analizado la complejidad computacional de tres problemas de distribu-
cién justa de recursos indivisibles desde el punto de vista de la teoria descrip-

tiva, es decir, se consigui6 el objetivo general del proyecto.

= A pesar de lo mencionado en el anterior punto, los problemas de decisién ana-
lizados no son los que se plante6 en los objetivos especificos del plan del pro-
yecto. En efecto, el primer problema que se plante6 corresponde al de la pro-
posicién 9 del articulo [4], mientras que el primer problema analizado en este
trabajo es una modificacién del de la proposicion 7. Se tomo este otro porque la
demostracién de la proposicién 9 en el articulo tiene un error; concretamente,
no hay garantia de que el problema esté en la clase NP. La proposicién 7 trata
el problema de la existencia de una asignacién PELE cuando las preferencias
de todos los agentes son monoétonas e idénticas, capturadas por una férmula
proposicional ¢.
Ahora, la demostracion de la proposicién 7 en el articulo también tiene un
error pues, bajo sus hipétesis, no es cierto que una asignacién 7t es PELE si y
solo si, para todo agente i, 77(i) € Good;. Como contraejemplo, supongamos
que la férmula proposicional ¢ que describe las preferencias de todos los agen-
tes no puede ser satisfecha. Luego, para todo i, Good; = @. Por la proposicion
3.3, todo agente es indiferente. La proposiciéon 3.2 asegura que en este caso
la asignacién 7t que asigna @ a todo agente es PELE. Sin embargo, para todo
agente i, 7t(i) ¢ Good,.

Por otro lado, la proposicién 3.5 asegura que la afirmacion de los autores del
articulo es cierta cuando ningtn agente es indiferente (inclusive si las prefe-

rencias no son monétonas); justamente esta condicién se incluye en el plan-
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teamiento del PROBLEMA 1 tratado aqui. Ademds, los autores del articulo
no imponen restricciones sobre la férmula ¢ o el niimero de agentes, mien-
tras en el PROBLEMA 1, la férmula ¢ asociada es generada por un conjunto
de cldusulas que pueden contener solo variables proposicionales, y el nimero
de agentes es dos. Cabe recalcar que nuestros resultados estan basados en la

demostracién de la proposiciéon 7 en el articulo.

Los otros dos problemas de decisién planteados en los objetivos especificos
del plan del proyecto, estén en la clase de complejidad A}. El autor de este
trabajo estaba convencido de que tal clase era la interseccién de las clases £ y
Hg , pero eso no es cierto. Es mds, durante el desarrollo de la investigacion se
buscé en la literatura alguna caracterizacién descriptiva de la clase A, pero no
fue encontrada, de manera que se tuvo que buscar otros dos problemas para
su andlisis en el contexto descriptivo. En un principio, se pensé trabajar con los
problemas del articulo [6], pero no se vio manera de conseguir los resultados
en el mismo a través de fops (en el articulo se usa reducciones polinomiales).

Asi, se decidi6 trabajar con dos problemas de la seccién 5.3 del articulo [4].

Creemos que los conceptos de agente indiferente y de bien de valor nulo son
bien conocidos entre quienes trabajan en el drea de distribucién justa de re-
cursos, pero no hemos intentado verificarlo. Las proposiciones 3.1, 3.2, A2, y
A.3 estdn asociadas a esos conceptos. Suponemos, asimismo, que esos resulta-
dos son parte del folclore del area. El autor desarroll6 estas definiciones en un
contexto general y probé los resultados mencionados, luego de haber revisado

literatura para desarrollar el proyecto.

El aporte principal de este trabajo es la caracterizaciéon descriptiva de la com-
plejidad computacional de tres problemas del drea de distribucién justa de
recursos. Se prob6 que todos ellos son NP-hard via fops, las cuales son un ti-
po muy débil de reducciones. Para el PROBLEMA 1 se propuso una sentencia
existencial de segundo orden que lo define, mostrando que el problema esté
en la clase NP; ademas, se probé completitud en la clase planteando una sen-
tencia que define el problema SET-SPLITTING (el cual es NP-completo) y ha-
ciendo uso de un operador sintdctico que sustenta completitud. Por otro lado,
la caracterizacion de la complejidad del PROBLEMA 2 béasicamente sigui6 la
linea de la demostracion de la proposicién 21 de [4]; sin embargo, fue necesario
probar que el problema 3DMXx, una versién modificada de 3-DIMENSIONAL-
MATCHING, es NP-completo via fops (ver proposiciéon B.3). Asi, se prob6 que
el PROBLEMA 2 es NP-completo via fops. Finalmente, se demostré que el
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PROBLEMA 3 est4 en £5; para probar NP-hardness, se usé una modificacién
de la definicién de superfluidad elaborada en [2]. Esta modificacién fue una

sugerencia del director del proyecto.

Ahora, la comisién que aprob¢ el plan de este proyecto sugirié la implemen-
tacion de algoritmos para los problemas analizados. Se hizo esto para los dos
primeros problemas (ver el apéndice C). Concretamente, a partir de las sen-
tencias se obtuvo los algoritmos. Aqui cabe mencionar que la sentencia usada
para el PROBLEMA 2 puede ser modificada para obtener una menos compleja;
de hecho, el algoritmo respectivo refleja las modificaciones necesarias. No se
hizo esto en el capitulo 4, pues algunas férmulas que se us6 para el PROBLE-
MA 2 también fueron usadas para el PROBLEMA 3, y las modificaciones a las
que se hace referencia no pueden ser transferidas al PROBLEMA 3. Ademds,

tales modificaciones no afectan los resultados obtenidos.

Hacemos notar que, en ocasiones, para caracterizar la complejidad compu-
tacional de un problema, es mds compacto trabajar con férmulas légicas que
con algoritmos. Considérese, por ejemplo, el PROBLEMA 1. La férmula 16gi-
ca es la sentencia en la demostracién del teorema 4.1, mientras el algoritmo

respectivo puede ser encontrado en el apéndice C.

Como se ha mencionado, se modificé la definicién de superfluidad encontra-
da en el articulo [2]. Se conocia que, si C es cierta clase de complejidad, ¥ es
una sentencia universal de primer orden y MOD(® A ¢) define un problema
C-completo via fops, entonces MOD(®) define un problema C-completo. La
modificacion hecha en este trabajo (ver definicién 2.29) y el corolario 2.2 nos
permiten concluir que, si MOD(® A i) define un problema C-hard via fops,

entonces MOD(®) define un problema C-hard en el mismo sentido.

En el contexto de la 16gica proposicional, una cldusula basicamente define una
disyuncién, y una coleccién de clausulas una férmula en FNC. Las preferencias
de los agentes del PROBLEMA 1 son expresadas con cldusulas de variables
proposicionales. Ahora nos preguntamos qué sucede si esas cldusulas repre-
sentan conjunciones, y la coleccién de cldusulas una férmula en FND. Esta es
de hecho una forma maés natural de representar las preferencias de los agen-
tes. Como se menciond en la seccién 3.1, si, por ejemplo, O = {x0,.-., %10} y
Good; estéd conformado por todos los superconjuntos de {x1} y los de {x, x4},
podemos representar estas preferencias de manera compacta con la férmula

@i = x1 V (x2 A x4). Se ha esbozado una demostracion que sugiere que, en es-
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te caso, el PROBLEMA 1 estaria en una clase complejidad que es subconjunto
propio de P (de hecho subconjunto propio de L, la clase de todos los proble-
mas que pueden ser decididos en espacio logaritmico). En un trabajo futuro
se puede intentar determinar en qué clase complejidad esté el problema de la
existencia de una asignacién PELE cuando las preferencias son binarias y son
representadas de la manera que aqui se sugiere. El corolario 1 en [4] implica
que un problema mds general es X5 -completo via reducciones polinomiales.

Tal vez, el problema que sugerimos estudiar posee menor complejidad.

Otra direccién en la que se podria trabajar es intentar caracterizar la comple-
jidad computacional de mds problemas de distribucién justa de recursos, pro-

bando hardness o completitud en el sentido de proyecciones de primer orden.

92



Apéndice A

Distribucidn justa: proposiciones

auxiliares

Proposicion A.1. Sea < un preorden total sobre un conjunto finito no vacio D. Entonces

existe b € D tal que c < b para todo c € D.

Demostracion. Usaremos la notaciéon d < e en caso de que d < ey e A d. Ahora,
observemos que d < ey e < f implicand < f. En efecto,d < ey e < f implican,
por transitividad, d < f. Ademas, f ﬁ d pues, en caso contrario, es decir, si f < d, el

hecho de que d < e implicaria, por transitividad, que f < e, y esto contradice e < f.

Por otro lado, notemos que d = e implica, por reflexividad, d <eye <Xd. Asi,d <e

tiene como consecuencia d # e.

Ahora supongamos por contradiccion que para todo b € D, existe ¢ € D con ¢ £ b.
En vista de que = es un preorden total sobre D, para todo b € D, existe c € D tal
que b < c. Entonces D tiene un niimero infinito de elementos como consecuencia de

qued <eye < fimplicand < f,y graciasa qued #esid < e. O

Lema A.1. Sean (A, O, R) un problema de distribucion justa en el que las preferencias son

mondtonas, y xx € O un bien de valor nulo. Entonces

D=;E = D\{x} =i E\{x} v
D < E = D\ {x} < E\{x}.

para cualesquier D,E € 20 ¢i € A.

Demostracién. Seani € A un agente cualquiera, y D, E € 29 con D =; E. En vista de

que las preferencias son monétonas, D \ {x;} =; D. Gracias a la transitividad de =<;,
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tenemos D \ {x;} <; E. Ademas, E <; E U {x;} por monotonia. Y en vista de que xj

es un bien de valor nulo,

EU{xi} = (E\{xx}) U{x} =i E\ {xx}- (A.1)

Luego, por transitividad D \ {x;} =; E\ {x¢}.

Si D, E son tales que D <; E, entonces D =; E vy, por lo expuesto, D \ {x;} =;
E\ {x}. Probaremos E \ {xx} #A; D\ {xx} por contradiccién. Asumamos E \ {x;} =;
D \ {xx}. Por monotonia, D \ {x;} =; D. Asi, gracias a la transitividad de =<;, E \
{xx} =i D. Ahora, otra vez por monotonia, E <; EU {x}, y por A.1, EU {x;} =;
E\ {xx}. Asi, por transitividad, E <; E \ {x;}. Una nueva aplicacién de transitividad
resulta en E =<; D, lo que contradice D <; E. Concluimos que D \ {x;} <; E\

{xc}- O

Proposicién A.2. Dado un problema de distribucion justa, (A,O,R), en el que las pre-
ferencias son monédtonas y |O| = m, si U es un conjunto de bienes de valor nulo con
|U| < m — 1, entonces existe asignacién PELE 7t para (A, O, R) si y solo si existe asigna-

cién PELE 7t para el problema restringido que no considera los bienes en U.

Observacién A.1. Es necesaria una aclaracién. Las relaciones que definen las prefe-
rencias de los agentes en el caso restringido son las heredadas de aquellas en R, es

decir, son las relaciones
Si={(C,B)e=;|C,BC(O\U)}.

Estas necesariamente son reflexivas, transitivas, y completas. De esta manera, usa-

remos la notacién <; para preferencia estricta.

Demostracion. La condiciéon |U| < m — 1 se impone para asegurar que el conjunto
de bienes del problema restringido tenga al menos un miembro. Asumiremos que

|U| > 0, pues en caso contrario no se necesita hacer nada.

Ahora, es suficiente probar el caso |U| = 1, pues una vez hecho esto se puede repe-
tir el proceso hasta descartar todos los bienes en U. En cada iteracion del proceso, la
monotonia se mantiene y los bienes de valor nulo heredan esa condicién. Asumire-

mos entonces que U = {x;} para algun k.

Lo que haremos en la demostracién de (=), basicamente, es tomar 77/ (i) = 7(i) \

{xx}. Para la prueba de (<) tomaremos 77(i) = 77/ ().

(=) Supongamos existe asignacién PELE 7 para (4,0, R). Definamos 77’ : A —

20\U con la formula 7/(i) = 71(i) \ {xx}. Asumamos por contradiccién que 77’ no
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es Pareto-eficiente. Entonces existe asignacion 7 para el problema restringido que
domina 7. Luego, 7'(i) <; 7t(i) para todo i y existe un agente j con 7' (j) <; 7t(j).
Asi, 7' (i) =; (i) para todo iy 7'(j) <; 7(j). Definamos 7 : A — 2© asignaci6n
para el problema original por 77(i) = 77(i). Afirmamos que 7T Pareto-domina 7.

Si existe, para el agente [ tal que 7t(I) = 7t/ (1) U {x; }, se tiene 7t (1) <; 77/(I) pues xi es
de valor nulo. Para el resto de agentes i, tenemos 7t(i) = 77/(i), con la consecuencia

(i) =; 77'(i). De esta manera para todo agente i,

(i) =; 7'(i) = (i) = (D).

Ademas,
(f) = 7' (j) = () = 7(j),
con lo cual 7(j) <; 77(j). Estos hechos contradicen la Pareto-eficiencia de 7.

Ahora, 71" esté libre de envidia pues, por hipétesis, para cualesquier agentes i,1,

7t(i) <; 7(l). Luego, gracias al lema A.1,

(i) = (i) \ {x} = (D) \ {xe} = 7'(0),

con la consecuencia 77/ (i) <; 7/(1).

(<) Sea 7’ una asignacion PELE para el problema restringido. Tomemos 77 : A —
20 asignacién para el problema original con 7z(i) = 7' (i). Supongamos, por contra-
diccién, que 7T no es Pareto-eficiente. Asi, existe 7T que domina 7r. Tomemos la asig-
nacién 7 : A — 20\U para el problema restringido definida por 7(i) = (i) \ {x¢}.
Afirmamos que 7T Pareto-domina 77’.

Sabemos que para todo agente I, 77/(I) = 7(I) =; 7t(l). Por el lema A.1 sigue que,

para todo [,
(1) = () \ {x} = A\ {xe} = (D).

Ademas, existe j tal que 77'(j) = 7t(j) <; 7t(j). Tenemos entonces, gracias al lema
Al,

' (j) = (i) \{x} =5 () \ {x} = 7).

Asi, i'(1) <; 7t(1) para todo I 'y 7'(j) <;j 7(j). Luego existe contradiccion, pues 7’

no seria Pareto-eficiente.

[a)

Finalmente, 7t estd libre de envidia porque para cualesquier i, /,

n(l) = 7'(1) Si ' (i) = (i),
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con lo cual 7t(1) <; (7). O

Proposicién A.3. Sea (A, O, R) un problema de distribucion justa en el que las preferen-
cias son binarias, no necesariamente monétonas, y en el que, para cada i € A, las preferencias
de i son capturadas por una formula ¢;. Supongamos que 2 < |O|. Luego, una condicién

suficiente para que x € O tenga valor nulo es que xj no aparezca en @; para i alguno.

Demostracién. Supongamos xy satisface la condicién. Sean i un agente y B un miem-
bro de 2°. Probaremos que BU {x;} ~; B.Si @; no estd en FNC, la transformamos en
una férmula légicamente equivalente que lo esté y no contenga xy; asi, asumiremos

que @; estd en FNC. Aqui hay dos casos: B € Good; o B ¢ Good,;.

Trabajemos el primer caso. Tenemos B = ¢;, es decir, toda disyuncién ¢ en ¢; con-
tiene un literal I, tal que B |= I.. Si I, es una variable proposicional xj, se tiene
xj € B. Luego, xj € BU{xt} y BU{x} = L. Silc = —x;, entonces x; ¢ B. Es
mds, x; ¢ BU {xx} pues x; no aparece en ¢;. En este caso también BU {x;} = L.
Se concluye que toda disyuncion ¢ en ¢; contiene un literal /. tal que BU {x;} = [..
Sigue que BU {x} = ¢; y BU{xx} € Good;. De esta forma B <; BU {x4}. Por otro

lado, claramente tenemos B U {x;} =; B, con lo cual BU {x;} ~; B.

Ahora, asumamos B ¢ Good;. Asi, existe una disyuncién ¢ en ¢; tal que ningtn
literal en ella es satisfecho por B. Sea I un literal en c. Si | = xj, entonces x; ¢ B.
Ademds, x; ¢ BU {x;}. Luego BU {x;} = I.Sil = —x;, x; € B con las consecuencias
xj € BU{xx} y BU{xx} # I. En todos los casos BU {xx} = . Asi, BU {x;} [~ ¢;,
con lo cual BU {x;} ¢ Good; y BU {x¢} =<; B. Por otro lado es claro que B =;
BU {xx}. BU{x;} ~; B sigue.

Envistadequei € Ay B € 29 fueron tomados arbitrarios, x; tiene valor nulo. [
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Apéndice B

Caracterizacion descriptiva de la
complejidad computacional de
algunos problemas de distribucion

justa: proposiciones auxiliares

B.1. Problemal

Lema B.1. Sean

| | A\ = {0; 1}/
n O={x0,.... xm1},y
= R = (L0, <1) un perfil de preferencias binario generado a partir de un conjunto

@z@oz(ﬁl:{Mgﬁ\M|:$},

con ¥ una férmula proposicional positiva en FNC, con p disyunciones y con variables
en O.
Luego, existe B € STRUC[v] tal que (A,O,R) es una restriccion del triple (A, 0, R)

asociado a B, en el sentido de haber eliminado bienes.

Demostracién. Vamos a construir una v-estructura B con la propiedad deseada, es
decir, vamos a tomar B tal que su triple asociado (A,O,R) verifica: A = A\, O CO,y
el perfil de preferencias R es el heredado de R (ver la observacién A.1). Recordemos
que R = (=0, =1) es el perfil de preferencias generado por la férmula ¢ asociada a

la estructura B.
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Tomemos

n =max{2,m,p},

donde n = ||B||, m = |O] y p es el nimero de disyunciones de . Asi, A= Ay
6 g O = {xO,...,anl}.

Ademas, ¢ es generada por n > p cldusulas. Ahora, por cada disyuncién en i cons-
truimos una cldusula con las mismas variables que la disyuncién. Sin > p, tomamos
las clausulas restantes repitiendo alguna previa. Luego, todas las variables que ocu-

rren en ¢ estdn en O. Ademas, i = 1. A continuacién definimos

Goody = Goody = Good = {M C O|M = ¢}.

Ahora probaremos que (A, O, R) constituye una restriccién de (A, 0, R).

Si O = O, las instancias consideradas son las mismas, pues ¢ = . Supongamos

entonces que O C O.Sea i € A. Demostraremos que

<i={(cB)e=i|cBCO},

Notemos que, por construccion, las variables presentes en i y 1 estan todas en 0, es
decir, ninguna es miembro de O \ O. Asi, dado M C 6, tratado como asignacién de
valores de verdad para los miembros de 6, todas las variables en esas formulas son
asignadas un valor de verdad bajo M. Entonces, si M es tratado como asignacion
de valores de verdad para los miembros de O, se estd extendiendo la asignacién en
cuestion; concretamente, a las variables en O \ O se les esta asignando el valor false,
pero esta asignacién extendida no cambia el valor que toman i o § bajo M visto
como asignacion de valores de verdad para los elementos de O pues, como se ha

mencionado, ninguna variable en O \ O esté presente en esas férmulas.

Supongamos C <; B. Por definicién, C y B son subconjuntos de O tales que C ¢
Good o B € Good. Vamos a probar que C =; B. Naturalmente, C y B estdn contenidos

en O. Ahora, si C ¢ @, en vista de que
Good = {Mg6|M|=z,E},

C [~ . Por equivalencia 16gica, C [~ 1. Asi, cuando C es tratado como asignacién
de valores de verdad para los miembros de O, es tal que C (- ¢, es decir, C ¢ Good.
Por otro lado, si B € @, necesariamente B |= . Luego, por equivalencia légica,

B [= ¢, y como consecuencia B € Good. En ambos casos se tiene C <; B.
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Reciprocamente, asumamos C, B C O y C <; B.Luego C ¢ Good o B € Good.SiC ¢
Good, C [~ ¢; aqui C es una asignacion de valores de verdad para las variables en
O. Por equivalencia légica, C [~ 9. Entonces C, tratado como asignacién de valores
de verdad para las variables en O, es tal que C = 9, con lo cual C ¢ Good. Por otra

parte, si B € Good, un razonamiento andlogo permite deducir B € Good. De esta

manera, C <; B, y la prueba concluye. O

Proposicién B.1. Sea (A,O,R) como en el lema B.1, y tal que la condicion Good = @
podria ser cierta. Entonces, existe B € STRUC|v| tal que su triple asociado, (A,O,R), es
una instancia positiva del PROBLEMA 1 si y solo si (A,0,R) no posee agentes indiferentes

y existe asignacion PELE para este triple.

Demostracion. En caso de que exista una asignacién PELE para (A, O, R) y sus agen-
tes no sean indiferentes, diremos que ese triple es una instancia positiva del pro-
blema mds general; en caso contrario, diremos que es una instancia negativa del

problema més general.
. = . - . -
Asumiremos que R es presentado, o bien como 1, o bien como Good = @.

En el caso Good = @, por la proposicion 3.3, los agentes en (g, 6, ﬁ) son indiferen-
tes. Luego, podemos asociar a este triple una estructura B tal que todas las cldusulas
correspondientes sean vacias, de manera que los agentes en (A4, O, R) sean indife-

rentes (ver proposicion 4.1).

Si Good es generado por ¢, tomamos B como en el lema B.1. Asi, (A,0,R) es una
restriccion de (A, O, R). En este caso, @l # @, pues O = tﬁ Ademads, para todo
xr € O\ O, x no aparece en $, y por la manera en la que se tomé, tampoco en ¢,
de manera que xj es un bien de valor nulo en la instancia (A,O,R), esto gracias a
la proposicién A.3. Tomando U = O \ O, vemos que |U| < n — 1. Asi, apelando a la
proposicion A.2, existe asignacion PELE para (A, O, R) si y solo si existe asignacién
PELE para (4,0, R).

Ahora, si (A, O, R) es una instancia negativa del problema mas general, sus agentes
son indiferentes o no existe asignacion PELE para este. En el primer caso, por la
proposicion 3.3, Good = 20 0 Good = @. Ademés, Good es generado por i o Good =
©; en ambos casos Good #* 20, pues no es posible que @ = . Sigue que Good = Q,
con la consecuencia de que Good no es generado por . Por la manera en la que se

toma B en este caso, los agentes en (A, O, R) son indiferentes y este triple es una
instancia negativa del PROBLEMA 1.

En caso de que no exista asignacion PELE para (A\, 0, ﬁ), por la proposicién 3.2, no
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es posible que los agentes sean indiferentes. Sigue que Good #Qy Good es generado
por ¥. Luego, ya que B se toma como en el lema B.1, no existe asignacién PELE para
(A,O,R). De esta manera, este triple es una instancia negativa del PROBLEMA 1.

Ahora, si (A,0,R) es una instancia positiva del problema mds general, los agentes
no son indiferentes y existe asignacién PELE para este. En ese caso, por la proposi-
cién 3.3, D # @ # 25, y B se toma como en el lema B.1. Sigue que CTOO\d C Good.
Ademas, Good # 2° (ver la demostracion de la proposicién 4.1). De esta manera,
por la proposicién 3.3, los agentes en (A, O, R) no son indiferentes. Ademds, existe
asignaciéon PELE para (A, O, R). Se concluye que (A,O,R) es una instancia posi-
tiva del problema mds general si y solo si (A,O,R) es una instancia positiva del
PROBLEMA 1. O

B.2. Problema?2

Proposicién B.2. Sea (A,0,R) con
= A={01,...,N—1},
» 0= {x0,. -, Xm-1},y
= Rel perfil de preferencias generado por o : A x O — Z.

Entonces, existe una o-estructura BB tal que su triple asociado, (A, O,v), es una instancia
positiva del PROBLEMA 2 si y solo si para todo agente i y para todo bien x; en (A,0,R),
(i, xj) € {0,1}, y existe asignacién PELE para este triple.

Demostracion. En caso de que para todo agente i y para todo bien x; en (A,0,R),
(i, x;) € {0,1}, y exista asignacion PELE para este triple, diremos que este es una

instancia positiva del problema mas general.

Primero, necesitamos tomar el nimero || 3|| = n de manera que sea posible expresar

los valores en la imagen de 7 a través de V2. Sea
M = méx {3(i,0)|i € A,0 € O}y U{1}.
Ya que M > 1, existe un entero ¢ > 1 tal que

207l < M < 2°.
2l < M<2¢ 1.
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Entonces bastan ¢ bits para expresar M. Sea C = [log, M| + 1. Luegoc < C < c+1.

Tomemos
n = max {|A],|0],C}.

A CAy O C O siguen. Ademads, tomemos VB de manera que

v(i,0) siic AyoeO,

v(i,0) = N R
0 siig€ Auo & O.

Notar que ¥ = v| ;. 5.

Ahora, el objetivo es probar que (A, O, v) es una instancia positiva del PROBLEMA
2 si y solo si (A,0, %) es una instancia positiva del problema mas general. Notar
que la imagen de v estd en {0,1} si y solo si la imagen de v lo estd. Probaremos
entonces que existe 71 PELE para (A, O,v) si y solo si existe 77’/ PELE para (A, O, 9);
lo haremos sin asumir que la imagen de 7 estd en {0, 1}. La demostracién consistira
de dos etapas. En cada una se restringira el problema respectivo y se hara uso de

proposiciones 3.1y A.2.

Observemos primero que (A, O, v)| 4x0) €s una restriccién de (A, O, v) en el sentido
de que podria tener menos agentes. Para todo i € A, la relacién <; que define sus
preferencias es la misma en ambos casos, pues v(i,0) = v| ;. ,(i,0) paratodoo € O.
Ya que la imagen de v estd en Z >, las preferencias en ambos casos son monétonas.
Ademas, para todoi € A\ A y para todo x; € O se tiene v(i, x;) = 0, de manera que
i es indiferente (ver la seccion 3.2). Definiendo I = A\ A, vemos que |I| < n — 2y,
gracias a la proposicién 3.1, existe 7t PELE para (A, O, v) si y solo si existe 7 PELE
para (A, 0,9 7.0)-

Consideremos ahora (A, O, ). Este triple es una restriccion de (A, O, v)| ix0)s pues
podria tener menos bienes. Ademds, las relaciones que definen las preferencias de
los agentes en el caso restringido, son las heredadas de aquellas generadas por
0| 2. o, Pues para todo i € A y para todo Xj € 0, 9(i, xj) = v|3,,(i, x;). También
es cierto que para todo x; € O\ O y para todo i € A, 0] 2.0(i, x¢) = 0, de modo
que xx es un bien de valor nulo (ver la seccién 3.2). Haciendo U = O\ @) y notan-
do que |U| < n — 1 vemos, gracias a la proposicién A.2, que existe 77 PELE para
(A,0,v| 4x0) siy solo si existe 77" PELE para (A,0,). Concluimos que (A,O,v)
es una instancia positiva del PROBLEMA 1 si y solo si (A,0,9) es una instancia

positiva del problema més general. O

Proposicién B.3. El problema 3DMx es NP-completo via fops.
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Demostracién. Para probar hardness, vamos a construir una reduccién de primer
orden desde 3-DIMENSIONAL-MATCHING (3DM), el cual es un problema NP-
completo via fops (teorema 4.74 de [10]). Recordemos, entonces, los problemas 3DM
y 3DMx.

PROBLEMA: 3-DIMENSIONAL-MATCHING (3DM)
Instancia: Un conjunto C con 7 elementos y un conjunto de triples M C C3

Pregunta: ;Existe M’ C M tal que, para todo i € C, existen triples
(i/ ai, bl)/ (112, i/ bZ)/ (513, b3/ Z) € M//

y tal que, para todo par de triples diferentes
(iv 1, k1), (2, o ko) € M = iy # g, 1 # oy k1 # ka?

PROBLEMA: 3DMx

Instancia: Un conjunto C con n elementos y un conjunto de triples M C C? tales

que, para todoi € C, existen j;,k; € Cconl =1,2,3, tales que
(i, j1, k1), (2,1, k2), (ja, ks, £) € M.
Pregunta: ;Existe M’ C M tal que, para todo i € C, existen triples

(i/ ay, bl)/ (a2/ i/ bZ)/ (113, b3/ Z) € M/I

y tal que, para todo par de triples diferentes
(iv, 1, k1), (2, o ko) € M = iy # i, j1 # oy k1 # ka?

Se puede pensar que toda instancia de 3DMx es una instancia positiva, pero eso no

es cierto.

El vocabulario usado para estos problemas es
w = (D?).

Si B = (|B|, D?) es una w-estructura, |B| es Cy DB es M.

Notar que la pregunta en 3DM y en 3DMXx es la misma. De esta manera, podemos
usar la sentencia existencial de segundo orden que define 3DM (demostracién del
teorema 4.74 en [10]), para definir 3DMx. Gracias al teorema 2.1, 3DMx es un pro-

blema en la clase NP.
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Usaremos, ademas, la pregunta equivalente:

Pregunta: ;Existe M’ C M tal que |[M'| = n y tal que, para todo par de triples

diferentes

(i, 1, k1), (o, o, ko) E M = iy £ ix, 1 # oy k1 # k2?

Ahora, consideremos las férmulas

Xoo =

X01

X02

&3

X0

X1

x2

X3

X4

x1=1Ax=0 A y1=0Ay=0 A

X3 =Y3\Nys = z3,

x1=0Ax2=1 A y1=1Ay=0 A

X3 =Yz \Nys = z3,

x1=1Axo=1 AN y1=1Ayp=1 A

X3 = Y3 A\Yys = z3,

(I1<xV1i<x) A x1=y1Ay1 =29
X3 =Y3N\ys = z3,

& V o1 V tpp V oz,

x1=0Ax=0 A 1y1=0Ay,=1
x1=0Ax=0 A y1=0Ay=0
y3=0Az3 =0,

x1=0Ax2=1 A y1=0Ay=1 A

x3=1ANzz3=1,y

x1=1Ax=0 A y1=1Ay=0 A

x3=1Ay3 =1

21

21

21

21

21

21

Z1

=0Az,=1 A
=0Az=0 A
=1Az,=1 A

Xp=Y2NY2=2p A

=1Az, =0,

=0Az,=0 A
=0Azp=1 A
=1Az,=0 A

Notemos que todas estas férmulas son numéricas. Observemos, ademds, que las

férmulas wgg, a1, X2, Y @03 son mutuamente excluyentes dos a dos. Esto implica

que si una estructura satisface alguna de ellas, necesariamente no satisface las otras.

Es también cierto que las férmulas ag, a1, a2, a3, y a4 son mutuamente excluyentes

dos a dos. Asi, sea

p : STRUC|w] — STRUC|w]

la fop 3-aria definida por

¢@o = true, y

103



p1(%,7,2) = way V

wy A D3(x3,3, 23)> \Y
wy A —D3(x3,v3,23))  V
V

ay A =D3(x3,Y3,23)

7

/N N NN

)
a3 A —~D3(x3, 3, 23)>

)
con

7= (y1Yy2,93), Yy

Z = (z1,22,23).

o toma una w-estructura B = (|B|, D?), y la transforma en una w-estructura p(B) =
(|o(B)|, DPB)). Concretamente, |o(B)| = |B|?, y DPB) est4 conformado por los tri-

ples, y solo por los triples:

(0,0,i, 0,1,j, 1,0,k), con (i, j k) e D5, (B.1)
(0,0,i, 0,0,j, 0,0,k), con (i,jk)¢DPyj=k=0, (B.2)
(0,1,i, 0,1,j, 0,1,k), con (i,jk)¢DPei=k=1, (B.3)
(1,0,i, 1,0,j, 1,0,k), con (i,jk)¢DPei=j=1, (B.4)
(1,0,i, 0,0,j, 0,1,k), con i=j=FKk, (B.5)
(0,1,i, 1,0,j, 0,0,k), con i=j=k, (B.6)
(1,1,i, 1,1,5, 1,1L,k), con i=j=k vy (B.7)
(ILm,i, 1,m,j, I,mk), con i=j=kyl<lol<m. (B.8)

En efecto, los triples B.1, B.2, B.3, y B.4 provienen, respectivamente, de las férmulas

X1 A\ Ds(x3/y3/ 23)1
ay A =D3(x3,v3,23),
a3 A =D3(x3,v3,23), ¥

ag A =D3(x3,Y3,23);

mientras los triples B.5, B.6, B.7, y B.8 provienen, respectivamente, de las férmulas
X00, X01, %02, Y X03-

Ahora vamos a verificar que p(B) es una instancia de 3DMx para toda w-estructura
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B.Sea (p,q,7) € |p(B)|, con B € STRUC|[w]. Comprobaremos que (p, q,r) aparece

en las componentes primera, segunda, y tercera de elementos de D(B).

Probaremos que (p,q,r) aparece en la primera componente de algtn elemento de

DPB) por casos:
| p = O’q = O:
1. Existen j, k € |B| tales que (r, ], k) € DB: ver los triples B.1.

2. Para cualesquier j, k € |B|, (r,j,k) ¢ D?: ver los triples B.2.

p = 0,9 = 1: ver los triples B.6.

p = 0,9 > 2:ver los triples B.8.

p = 1,9 = 0: ver los triples B.5.

p =1,q = 1: ver los triples B.7.

p =1,q > 2:ver los triples B.8.
= p > 2:ver los triples B.8.
Segunda componente:
= p =0,9 = 0: ver los triples B.5.
m p=0,g=1:
1. Existen i,k € |B| tales que (i,7,k) € D5: ver los triples B.1.

2. Para cualesquier i,k € |B|, (i,r,k) ¢ DP: ver los triples B.3.

p = 0,9 > 2:ver los triples B.8.

p = 1,q = 0: ver los triples B.6.

p =1,q = 1: ver los triples B.7.

p =1,q > 2:ver los triples B.8.
= p > 2:ver los triples B.8.
Tercera componente:
= p =0,9 = 0: ver los triples B.6.
= p=0,9 = 1: ver los triples B.5.
= p=0,9 > 2: ver los triples B.8.
= p=1,49=0:
1. Existen i,j € |B| tales que (i,j,7) € DB: ver los triples B.1.

2. Para cualesquier i,j € |B|, (i,j,r) ¢ D?: ver los triples B.4.
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= p=1,9 = 1: ver los triples B.7.
= p=1,9 > 2:ver los triples B.8.
= p > 2:ver los triples B.8.

Asi, en vista de que B € STRUC|w] v (p,q,7) € |p(B)| fueron tomados arbitrarios,

concluimos que para toda w-estructura B, p(B) es una instancia de 3DMx.

A continuacién demostraremos que, para cualquier w-estructura B, esta es una ins-
tancia positiva de 3DM si y solo si p(B) es una instancia positiva de 3DMx. Para

lograrlo nos valdremos de la siguiente afirmacién, que serd demostrada al final.

Afirmacion: Sea B una w-estructura. Entonces, si p(B) es una instancia positiva de
3DMx y M’ C DFPB) es cualquiera de los conjuntos que satisface la pregunta de

3DMXx, necesariamente ninguno de los triples B.2, B.3, 0 B.4 es parte de M'.
Sea B una w-estructura de tamarfio n.

(=) Supongamos que B es una instancia positiva de 3DM. Entonces existe N’ C D5

tal que [N’| = n y tal que, para todo par de triples diferentes
(ivj1. k1), (i, j2, ko) € N == iy # o, 1 # oy k1 # ko

Tomemos M’ C DP(B) con los triples de B.1 tales que (i, j, k) € N’, y con aquellos en

B.5, B.6, B.7, y B.8. Los primeros suman 1, y el resto
3n+ (n® —4n) = n® —n.

Luego, M’ consta de 7 triples. Es mds, para cada par de triples diferentes en M’,
sus primeras componentes son distintas, y lo mismo es cierto para aquellas en las

posiciones segunda y tercera. Luego, p(53) es una instancia positiva de 3DMx.

(<) Asumamos, por contradiccién, que p(B) es una instancia positiva de 3DMx y
que B es una instancia negativa de 3DM. Sea M’ C DP(8) cualquiera de los conjuntos
que satisface la pregunta de 3DMXx. Por la afirmacién hecha, ninguno de los triples
B.2, B.3, 0 B.4 es parte de M’, es decir, M’ debe contener tinicamente triples de B.1,
B.5, B.6, B.7, o B.8. Es mds, ya que todo elemento de |p(B)| debe aparecer en las
coordenadas primera, segunda y tercera de triples de M’, M’ necesariamente debe
contener todos los triples de B.5, B.6, B.7, y B.§, los cuales suman n® —n. Asi, M’
debe contener exactamente 7 triples de B.1, pues |M’| = 13, pero cualquier conjunto
de n triples de B.1 se corresponde con un conjunto de 7 triples de D5, y ya que
B es una instancia negativa de 3DM, cualquier conjunto de  triples de D debe

ser tal que contiene elementos diferentes con alguna coordenada igual. Esto implica
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que cualquier conjunto de n triples de B.1 debe contener elementos diferentes con
alguna coordenada igual, y esto contradice el hecho de que M’ satisface la pregunta
de 3DMXx.

Prueba de la afirmacién: Supongamos p(B) es una instancia positiva de 3DMx, y que
M’ C DPB) es cualquiera de los conjuntos que satisface la pregunta asociada al

problema.

Notemos que el triple
(1,0,0, 0,0,0, 0,1,0)

(B) que tiene el elemento (1,0,0) €

de B.5 debe pertenecer a M/, pues es el tinico en DP
|o(B)| en la primera componente. Ademas, cualquiera los triples de B.2 tiene la for-
ma

(0,0,i, 0,0,0, 0,0,0).

En vista de que los triples descritos son diferentes, y de que las segundas compo-
nentes de estos son las mismas, ninguno de los triples de B.2 puede ser parte de
M.

Por otro lado, observemos que el triple

(0,1,1, 1,0,1, 0,0,1)

de B.6 necesariamente es parte M/, pues es el tnico en DP(5)

que tiene el elemento
(0,0,1) € |p(B)]| en la tercera componente. Ahora, cualquiera los triples de B.3 tiene
la forma

(0,1,1, 0,1,j, 0,1,1).

Los triples descritos son diferentes, y sus primeras componentes son las mismas.

Asi, ninguno de los triples de B.3 puede pertenecer a M'.

Finalmente, notemos que el triple
(1,0,1, 0,0,1, 0,1,1)

de B.5 debe pertenecer a M, pues es el tinico en DP(8) que tiene el elemento (0,0,1) €
|o(B)| enla segunda componente. Es cierto también que cualquiera los triples de B.4
tiene la forma

(1,0,1, 1,0,1, 1,0,k).

Ya que los triples descritos son diferentes, y ya que las primeras componentes de

estos son las mismas, ninguno de los triples de B.4 puede ser parte de M'. O
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Apéndice C
Algoritmos

Para la implementacién de los algoritmos se ha usado el lenguaje de programaciéon

Python, version 3.9.7.

C.1. Problema1l

Se ha obtenido el algoritmo a partir de la sentencia que define el PROBLEMA 1 (ver

el teorema 4.1).

import numpy as np
La entrada es una matriz boolena R, mzn, con n >= 2.

#

# Rlz,y] = True si y solo si la cldusula = contiene la variable proposicional
# y. La matriz R viene a representar la relacidon asociada a una nu-estructura
#

del PROBLEMA 1.

Fijado m, la matirz R se toma al azar. Se puede espectificar una matriz
R particular.

=2

T B s oW

= np.empty((n,n), dtype=bool)

R = np.zeros((n,n), dtype=bool)
for = in range(0,n):
if © < n-1:
Rlz,z] = True
Rlz,z+1] = True
else:
Rlz,z] = True
R[n-1,0] = True

H R R R W W W W
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# La matriz M permite visualizar de mejor manera los datos de entrada del
# algoritmo. La entrada M[0,0] contiene el nimero de bienes. La entrada M[0,y],
# para y > 0, despliega el numero y-1, correspondiente al bien, o wvariable
# proposicional, y-1. La entrada M[x,0], para x > 0, despliega el numero -1,
# correspondiente a la cldusula z-1. La submatriz correspondiente al resto de
# entradas es R con 1 reemplazando a True y 0 a False.
M = np.ones((n+1,n+1), dtype=int)
for y in range(0,n+1):
for z in range(0,n+1):

if y == 0 and z ==

Mly,z] = n

elif( y == 0 and z > 0):
Mly,z] = z-1

elif(z == 0 and y >0):
Mly,z]l = y-1

else:
if R[y-1,z-1] == False:

Mly,z] = 0

# print ("R es:")

# print (R)

# print ()

print("M es:")

print (M)

print("Para x,y >= 1, M[x,y] = 1 ssi la clausula x-1 contiene la variable")
print("y-1.")

print ()

# Si alguna cldusula es vacia, es decir, si al menos una fila de R tiene solo
# False, los agentes son indiferentes. St alguna cldusula tiene solo una

# wvartable proposicional, y el resto de cldusulas son no vacias, mo existe

# asignacion PELE (la tinstancta no vertfica la sentencta \Psi_{2} del

# PROBLEMA 1).

x =0

Bl = True # Bl serd False s% alguna cldusula es wvacia.

B2

True # B2 serd False st alguna cldusula tiene solo una vartable

# proposticional.

while x <= n-1 and Bl == True:
y=0
z =0

while y <= n-1 and z < 2:
if Rlx,y] == True:
z = z+l

y =yl
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if z ==

elif

x =x + 1

else:

if B1

z ==
B2 = False
x =x + 1
Bl = False
== False:

print ("Instancia negativa: agentes indiferentes")

else:

if B2 == False:

print("Instancia negativa: agentes no indiferentes,")

print("pero no existe asignacién PELE.")

else:

# Verificar existe asignacion PELE, es

# decir, vertificar la sentencia \Psi_{2} del PROBLEMA 1 es satisfecha.

# Tomaremos conjuntos P, correspondiente a la variable de segundo orden
# P en \Psi_{2}, en orden. Para eso crearemos un arreglo binario con n

# entradas, Lista_binaria, que respresenta un nimero binario: el bien y
# estd en P st Lista_binarialy] == True. Si el conjunto P ast tomado mo
# verifica \Psi_{2}, tomaremos el sucesor del numero binario.

# No se tomard en cuenta los casos en que el numero binario tieme solo

# 0s o solo 1s, pues en esos casos el conjunto P correspondiente

# no verifica \Psi_{2}.

Lista_binaria = np.zeros(n, dtype=bool)
Lista_binaria[n-1] = True
P = {n-1}
B4 = False # B4 serd False mientras no se haya considerado todos los
# conjuntos P mencionados.
# Dado P, werificaremos toda cldusula tiene una variable proposicional
# en Py otra que no esté en P, es decir, verificaremos que la
# sentencta \Psti_{2} es satisfecha.
Bl = False # Bl serd Irue st el conjunto dado P wverifica la sentencia
# \Psi_{2}.
while B4 == False and Bl == False:
x =0
B2 = True # B2 serd False st alguna cldusula no contiene
# variable proposicional alguna en P o mo contiene variable alguna
# en el complemento de P.
while x <= n-1 and B2 == True:
# Vertificamos primero la cldusula actual tiene una wvariable
# proposictonal en P.

y =0
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B3 = False # B3 serd True si la cldausula actual tiene
# wariable proposticional en P.
while y <= n-1 and B3 == False:

if Rlx,y] == True and y in P:

B3 = True
else:
y=y+1
if B3 == False:
B2 = B3

else:

# Ahora verificamos la cldusula actual tiene wvariable
# proposicional en el complemento de P.
z =20
B3 = False # B3 serda True si la claiusula actual tiene
# variable proposicional en el complemento de P.
while z <= n-1 and B3 == False:
if z ==
z=2z+1
else:
if R[x,z] == True and not(z in P):
B3 = True
else:
z=2z+1
if B3 == False:
B2 = B3
else:
x=x+1
Bl = B2
# 81 P no verifica \Psi_{2}, intentamos con otro conjunto P.
if B2 == False:
# Tomamos el sucesor del numero binario asociado a
# Lista_binaria.
y = n-1
B3 = Lista_binarialy]
while B3 == True and y > O:
y=y-1
B3 = Lista_binarialy]
Lista_binarialy] = True
for z in range(y+1,n):
Lista_binaria[z] = False
# Si Lista_binaria tiene solo True, cambiar B4 a True.
y=20
B3 = False # B3 serd True st algun digito del nimero binario es

# False.

111



while y <= n-1 and B3 == False:
if Lista_binarialy] == False:
B3 = True
else:
y=y+1
B4 = not(B3)
# St el numero binario tieme algin 0, tomamos el conjunto P
# asociado.

if B4 == False:

P = set()
for z in range(O,n):
if Lista_binarialz] == True:
P.add(z)

if Bl == False:
print("Instancia negativa: agentes no indiferentes,")
print("pero no existe asignacién PELE.")
else:
print ("Existe asignacidén PELE y completa pi con:")
print ("pi(0)=")
print (P)
Q = set()
for z in range(O,n):
if not(z in P):
Q.add(z)
print ("pi(1)=")
print(Q)

C.2. Problema?2

Se puede probar que en el caso del PROBLEMA 2, existe asignacién PELE 7t si'y solo
si existe asignacion PELE y completa 7r’. De esta manera, reducimos el espacio de
btisqueda de asignaciones considerando solo las asignaciones completas. Ademas,
como se menciond en el capitulo 5, la sentencia que define el PROBLEMA 2 puede
ser reemplazada por una menos compleja. Concretamente, no es indispensable una
variable de relacion S° de aridad 5; basta con S%. Las siguientes férmulas reflejan los
cambios respectivos; estas son usadas en el algoritmo. El algoritmo fue obtenido a
partir de la sentencia que define el PROBLEMA 2 (ver teorema 4.2).
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Dgym, . (S*,P?) = (Vu)(Vx)(Vz)(S*(u, x,0,2) ¢
(P2(1,0) Az = max A V3(x,0,max)))

CIDCmy(S‘l, u,x,w,y,z) :S4(u, X, w, max) A V3(x, Y, max) A\

(Vr)((z < r Ar < max) = S*(u, x,w, 7))

q)sum#max (54/ ul x/ w/ ]// Z) - s4 (ul x/ w/ Z) @ q)carry (s4/ ul x/ w/ y/ Z)

CIDSMmmM(S‘l,u, X, w,Y) = S4(u, X, w, max) @ V3(x, Yy, max)

(PSMM—Operar(S4IP2) =(Vu)(Vx)(Vw)(Vy)
(SUC(w,y) —
((8*(u, x,y, max) < ((=P?(u,y) A S*(u, x, w, max))
V (P2(1t, ) A Psumyge (8% 1, x,,1))))
A (Vz)(z # max —
(S*(u,x,y,2) < ((=P*(u,y) A S*(u, x,w,z))
V (P2(1, ) A Psum,,, (8% 11, %,10,1,2)))))))

Dcomparamens (T, S*, 1, x) =(32) (= T*(u, x, max, z) A S*(x, x, max, z)

ANNVr(r<z— (T4(u, X, max,r) — S4(x, x,max,r))))

q)compmz(T4, S u,x) = (Vz)(T*(u, x, max,z) < S*(x, x, max,z))

4 4 g4 4 c4
q)comparag (S s U, x) = CDcompammmo, (S ,S%u, x) V q)compara: (S ,S%u, x)
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D (54) = (Vu) (vx)q)compams (54/ u, x)

import random

import numpy as np

# La entrada es una matriz booleana V, nxnzn, con n >= 2. La matriz V viene a
# representar la relacion asociada a una sigma-estructura del PROBLEMA 2. n

# es el tamafio de la sigma-estructura.

# Las asignaciones serdn representadas por matrices binarias P, con

H*

Plz,y] = True ssi el bien y es asignado al agente .

En lo que sigue:

S : captura las sumas asoctadas al cdlculo de la utilidad que percibe un
agente por el paquete asignado a otro, o al mismo, agente.

: representa un agente.

: representa un agente.

: representa un bien.

: representa un bien.

HOR R " R " R W

N @ g 8 g

: representa un bit.

H®

Definimos funciones basadas en las formulas que se desarrolld para el
# PROBLEMA 2.

# La stiguiente funcion estd basada en la formula \gamma_{0-1}.
def gamma_01(n,V):

ninn

Returns

B : True sst los agentes declaran por los bienes utilidades en {0,1}.

nmmnn
x =0

B

True
# B serd False st existen un agente z y un bien y tales que x declara por y

# un valor mayor a 1.

while(x <= n-1 and B == True):
y =20
while(y <= n-1 and B == True):
z =0
while(z < n-1 and B == True):

if V[x,y,z] == True:
B = False
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else:

z = z+1
if B == True:
y = y+l
if B == True:
x = x+1
return B

# La siguiente funcion estd basada en la formula \Phi_{PE}.
def Phi_PE(n,V,P):

mmnn

Returns

D : True ssi la asignacion representada por P es Pareto-eficiente.

mmnn

D = True

y =0

while(y <= n-1 and D == True):
E = False
# E serd True st el bien y es deseado.
x =0

while(x <= n-1 and E == False):

if V[x,y,n-1] == True:

E = True
else:
x = x+1
if E == True:

# E serd False st el bien y es asignado a un agente que
# lo desea.
x =0
while(x <= n-1 and E == True):
if V[x,y,n-1] == True and P[x,y] == True:
E = False
else:
x = x+1
if E == True:

D False

else:
y =yt
else:
y =yl
return D
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# La stiguiente funcion estd basada en la formula \Phi_{carryl.

def Phi_carry(n,V,S,u,x,w,y,2z):

mmnn

Returns

True ssi el carry correspondiente es un 1.
"win
B = S[u,x,w,n-1] and V[x,y,n-1]
if B == True:
r = z+l
while(r < n-1 and B == True):
if not(S[u,x,w,r]):
B = False
else:
r = r+l

return B

# La siguiente funcion estd basada en la formula \Phi_{sum_{\neq maz}}.
def Phi_sumneqmax(n,V,S,u,x,w,y,2z):

nmnn

Returns

True ssi el bit respectivo es un 1.

nmnn

return S[u,x,w,z] ~ Phi_carry(n,V,S,u,x,w,y,2)

# La stguiente funcion estd basada en la férmula \Phi_{sum_{maz}}.
def Phi_summax(n,V,S,u,x,w,y):

mmnn

Returns

True ssi el bit respectivo es un 1.

mmnn

return S[u,x,w,n-1] ~ V[x,y,n-1]

# La stiguiente funcion estd basada en la formula \Phi_{compara_{menor}}.
def Phi_comparamenor(n,S,u,x):

nimn

Returns
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True ssi la utilidad que percibe = por el paquete asignado a u es menor

que la utilidad que T percibe por el paquete asignado a .

mmnn

B = False
z = n-1
while(z >= 0 and B == False):
if S[u,x,n-1,z] == False and S[x,x,n-1,z] == True:
B = True
r =z-1
while(r >= 0 and B == True):
if S[u,x,n-1,r] == True and S[x,x,n-1,r] == False:
B = False
z = z-1
else:
r =r-1
else:
z = z-1
return B

# La sigutente funcion estd basada en la formula \Phi_{compara_{=}}.
def Phi_comparaigual(n,S,u,x):

mmnn

Returns

True ssi la utilidad que percibe = por el paquete asignado a u es tgual

que la utilidad que T percibe por el paquete asignado a .

mmnn

B = True
z =0
while(z <= n-1 and B == True):
if S[u,x,n-1,z] '= S[x,x,n-1,z]:
B = False
else:
z = z+1
return B

# La siguiente funcion estd basada en la formula \Phi_{LE}.

def Phi_LE(n,S):

mmnn

Returns

True ssi la astgnacidon representada por P estd libre de envidia (S contiene
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< B %® %=
Il

HOR R " R

H®

#
#
#
#
#
#
M

datos asociados a P).

mnn

B = True
u=20
while(u <= n-1 and B == True):
x =0
while(x <= n-1 and B == True):
if u != x:
if (not(Phi_comparamenor(n,S,u,x)) and
not (Phi_comparaigual (n,S,u,x))):
B = False
else:
x = x+1
else:
x = x+1
if B == True:
u = u+l
return B

La entrada es una matriz booleana V, nznzn, con n >= 2.
Fijado m, la matirz V se puede toma al azar:

=5

np.empty((n,n,n), dtype=bool)

V = np.zeros((n,n,n), dtype=bool)
for = in range(0,n):
for y in range(0,n):
if random.random() > 0.5:

Viz,y,n-1] = True

Se puede especificar una matriz V particular.

La matriz M, de tamafio (n+1)xz(n+1), permite visualizar de mejor manera los
datos de entrada del algoritmo. La entrada 00 contiene el numero de bienes.
La entrada 0y, para y > 0, despliega el nimero y-1, correspondiente al bien
y-1. La entrada =0, para = > 0, despliega el numero xz-1, correspondiente

al agente z-1. Para la submatiriz correspondiente al resto de entradas,
M(z,y) = k ssi el agente z-1 asigna el valor k al bien y-1.

= np.zeros((n+1l,n+1), dtype=int)

for x in range(0,n+1):

for y in range(0,n+1):
if x == 0 and y == O:
Mlx,y] = n
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elif( x == 0 and y > 0):

Mlx,y] = y-1
elif(y == 0 and x >0):
Mlx,y] = x-1
else:

for z in range(O,n):
if V[x-1,y-1,2z] == True:
Mlx,y] = M[x,y] + pow(2,n-(z+1))

# print ("V es:")

# print (V)

# print ()

print ("M es:")

print (M)

print("Para x,y >= 1,")

print("M(x,y) = k ssi el agente x-1 asigna el valor k al bien y-1.")

print ()

# Ahora verificaremos que los agentes declaran por los bienes utilidades en
# {0,1}.
B = gamma_01(n,V)

if B == False:
print("Instancia negativa:")
print("existe al menos un agente que ha declarado un valor mayor a 1")
print("por algin bien.")
else:
Los agentes declaran por los bienes utilidades en {0,1}. 4 continuacion
verificaremos existe asignacion PELE.Tomaremos en cuenta solo las
astignaciones completas. Comenzaremos intentando con la asignacion que
asigna todos los bienes al agente 0. La ultima asignacion con la cual
tntentaremos es aquella que otorga todos los bienes al agente n-1.
Para generar las asignaciones utilizaremos una lista L de tamafio n, con

Lly] = = ssi el bien y es asignado al agente .

[ T T T T T Y

= np.zeros(n, dtype=int)

# La asignacion respectiva es representada por una matriz binaria P, con
# Plz,y] = True sst el bien y es asignado al agente x.
P = np.zeros((n,n), dtype=bool)
for y in range(O,n):
x = L[yl
P[x,y] = True

B = False
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# B serd False mientras mo se haya considerado todas las asignaciones

# mencionadas.

C = False

# C serd True st la asignacion correspondiente es PELE.

while(B == False and C == False):
# Verificaremos primero la asignacion es Pareto-eficiente. Si mo es
# Pareto-eficiente, intentaremos con otra asignacion.

D = Phi_PE(n,V,P)

if D == True:
# Si la asignacion es Pareto-eficiente, verificamos a continuacion
# estd libre de envidia. Para lograrlo, construimos un arreglo
# binario S, de tamafo nxnznzn. Este juega el rTol de la relacion
# capturada por la variable relacional S en la sentencia que
# define el PROBLEMA 2, es decir, a través de esta relacion vamos

# a sumar.

# Incializamos la suma basdndonos en la formula \Phi_{sum_{inic}}.
S = np.zeros((n,n,n,n), dtype=bool)
for u in range(O,n):

for x in range(O,n):

S[u,x,0,n-1] = P[u,0] and V[x,0,n-1]

# A continuacidon calculamos el rTesto de sumas parciales basandonos
# en la formula \Phi_{sum-operar}.
for u in range(O,n):
for x in range(O,n):
for w in range(0O,n-1):
y = wtl
if ((P[u,y] == False and S[u,x,w,n-1] == True) |
(Plu,y] == True and Phi_summax(n,V,S,u,x,w,y))):
S[u,x,y,n-1] = True
for z in range(O,n-1):
if ((P[u,y] == False and S[u,x,w,z] == True) |
(Plu,y] == True and
Phi_sumnegmax(n,V,S,u,x,w,y,2))):

S[u,x,y,z] = True
# A continuacidn vertificamos la asignacion actual estd libre de

# envidia.

D = Phi_LE(n,S)
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if D == True:
C = True
print("Instancia positiva:")
print("Asignacién PELE y completa A encontrada:")
A = np.zeros((n+1l,n+1), dtype=int)
for x in range(0,n+1):
for y in range(O,n+1):

if x == 0 and y == O:

Alx,y] = n

elif( x == 0 and y > 0):
Alx,yl = y-1

elif(y == 0 and x >0):
Alx,y] = x-1

else:
if P[x-1,y-1] == True:

Alx,y] = 1

print (A)

print("Para x,y>=1, Al[x,yl=1 ssi y-1 es asignado a x-1.")

Se puede verificar que la astignacion estd libre de envidia
visualizando la matriz Util. Util[z,u] es la wutilidad que x
asigna al paquete que recibe u. Basta comprobar que los

elementos de la diagonal son mayores o iguales que los

L I I T 3

elementos de la respectiva fila.

Util = np.matmul(M[1:n+1,1:n+1], A[1:n+1,1:n+1].transpose())
print ()

print ("Util:")

print (Util)

print("Util[x,u] es la wutilidad que x asigna al paquete que")

print("recibe u.")

if D == False:

Si la asignacion no es PELE, intentamos con otra

#
# asignacidon, siempre que mo hayamos considerado todas.
y = n-1

X

L[y]

while(x == n-1 and y > 0):
y =y-1
x = L[yl

if y == 0 and x == n-1:
B = True

else:

L[yl = Llyl+1

for z in range(y+1l,n):
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L[z] =0
P = np.zeros((n,n), dtype=bool)
for y in range(O,n):

x = L[yl

P[x,y] = True

if C == False:

print("Instancia negativa: no existe asignacidén PELE.")
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