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Capitulo 1
Introduccion

A lo largo de la historia, los problemas de optimizacion han generado gran interés
en la comunidad cientifica, dando lugar al desarrollo de teorias y algoritmos que de-
terminan la solucion, o aproximacién de la misma, de esta rama de la matematica.
Los problemas de optimizacion cubren diversos tipos de problemas de control 6ptimo
modelados mediante ecuaciones diferenciales parciales. Este campo ha tomado un gran
interés en el ambito cientifico gracias a la basta variedad de aplicaciones en areas de
flujo de fluidos, crecimiento de cristales o fenémenos de calor, proporcionando diversas
técnicas y algoritmos que permitan hallar la solucién de dichos problemas [9]. Varios
de los algoritmos creados para aproximar la solucién para este tipo de problemas de
control éptimo aluden a técnicas primal-dual, métodos de Newton o quasi-Newton
[7, 18, 2].

Por su naturaleza, los problemas de control 6ptimo (también conocidos como pro-
blemas de optimizacién de ecuaciones diferenciales parciales con restricciones) discreti-
zados, tienden a ser problemas que contemplan un gran nimero de variables. De modo
que, desarrollar un algoritmo multimalla que mejore la eficiencia computacional a la
hora de aproximar la solucién es relevante en este ambito.

Asimismo, el procesamiento de imagenes es un campo que involucra a la optimiza-
cion. Esta rama de investigacion ha sido objeto de estudio, con mayor intensidad en las
ultimas décadas, por la diversidad de aplicaciones como: imagenes satelitales, imagenes
de rayos X, tomografias computarizadas, etc. [6]. Muchos problemas de procesamiento
de imdgenes se pueden categorizar como: denoising (eliminacién de ruido), deblurring
(desenfocar), edge detection (deteccién de bordes), optical flow computation (célculo
de flujo 6ptico), restoration — inpainting (restauracién — repintura), ete. [3].

Debemos mencionar, ademas, que dentro de la ciencia de imagenes existen proble-
mas conocidos como problemas inversos. Dichos problemas tienen diversas aplicaciones
en Magnetic Resonance Imaging (MRI), Computerized Tomography (CT), Positron
Emission Tomography (PET), Electrical Impedance Tomography (EIT) y similares.



Informalmente, los problemas directos e inversos se pueden describir con dos acciones:
causa y efecto. En otras palabras, los problemas directos encuentran el efecto de una
causa, por el contrario, el problema inverso recibe un efecto y quiere recuperar la causa
16].

Esta formulacién de los problemas inversos involucra diversas herramientas ma-
tematicas como: la transformada de Radon, EDP, regularizaciones de Tikhonov, etc.
[12]. Mediante las herramientas mateméticas descritas dentro de los problemas inversos,

surgen modelos de problemas de optimizacién como

min |4 (2) ~ bl + R (z) (1)
donde A es un operador “forward” y R es la regularizacién que se aplica a los datos
del problema. Los problemas de optimizacion en que estamos interesados en estudiar
poseen una estructura similar al problema (1.1).

En la ciencia de imégenes, diversos métodos se han creado por la necesidad de en-
contrar numéricamente la solucion de este bagaje de problemas en el procesamiento de
imagenes. Sin embargo, existen varios métodos distinguidos: forward-backward split-
ting [15], primal-dual proximal splitting [20], alternating direction method of multipliers
(ADMM) [11, 22]. Por tanto, desarrollar un algoritmo multimalla forward-backward im-
plica progresar en la ciencia de imagenes, ya que los métodos multimalla apelan a la
eficiencia computacional.

Dentro de este diverso conjunto de aplicaciones asociadas a problemas de optimiza-
cién surgen aquellos que por su extensa cantidad de variables son llamados problemas
de optimizacion a gran escala. Muchos métodos de optimizaciéon se han desarrollado
para resolver los problemas a gran escala, manteniendo un nivel tolerable en el costo
computacional y de almacenamiento [15]. Dentro de los métodos a gran escala, nacen
los métodos multimalla.

Los métodos multimalla fueron creados originalmente para resolver ecuaciones dife-
renciales ordinarias con condiciones de borde de Dirichlet. Posteriormente, se desarrolla-
ron para resolver ecuaciones diferenciales parciales con diversas condiciones de frontera
[1]. Sin embargo, Stephen G. Nash descubrid, creativamente, como usar los métodos
multimalla para resolver problemas de optimizacién a gran escala [17], asumiendo que
la funciéon objetivo es diferenciable. La idea basica de los métodos multimalla para
problemas de optimizacién es usar problemas de menor dimensién (problemas de op-
timizacién en la “malla gruesa”) que proporcionen informacién 1til para aproximar la
solucién en el problema original (problema de optimizacién en la “malla fina”) [17].
Los operadores de transferencia, llamados operadores de restriccién y prolongacion,

dan forma a la idea detras de los métodos multimalla, es decir, los operadores de trans-



ferencia pasan la informacion del problema original al problema de menor dimension y
viceversa [4].

Pese a la excelente idea de usar los métodos multimalla para resolver problemas de
optimizacién a gran escala con funcion objetivo diferenciable, el método propuesto por

Stephen G. Nash no es posible aplicar a varios problemas del tipo

leél)r(l G (z) + F (z), (P)
donde F' es diferenciable, pero G no es diferenciable. Hace varios anos, Panos Parpas
describe un método multimalla para aproximar la solucién del problema de optimiza-
ci6n a gran escala (P), mediante un proceso de suavizar la funcién G, [19], cuando la
funcion G es convexa, no diferenciable.

Existen varios métodos que aproximan la solucién del problema (P) sin necesidad de
recurrir a un proceso de suavizar la funciéon GG. Uno de estos métodos es conocido como
Forward-Backward Splitting Method [15]. Pero cuando el problema (P) es un problema
de optimizacién a gran escala, el algoritmo derivado del método Forward-Backward
Splitting Method, demanda un esfuerzo computacional proporcional al nimero de va-
riables del problema. Entonces emerge una pregunta natural, jes posible disenar un
algoritmo multimalla procedente del método Forward-Backward Splitting Method de
tal forma que aproximen la solucién del problema de optimizacién a gran escala (P)?

Con el objetivo de responder a la pregunta realizada, nos disponemos en el presente
trabajo de investigacion a desarrollar un algoritmo multimalla derivado del método
Forward-Backward Splitting Method para resolver el problema del tipo (P). Dicho al-
goritmo serda implementado para resolver el problema de supresién de ruido en una
imagen, por su importancia en el &mbito de ciencia de imagenes.

El problema de supresién de ruido en una imagen surge del hecho que el ruido en
una imagen es inevitable, debido al proceso de formacién de una imagen, grabacion de
imdgenes o transmisién de imagenes [21]. Con la innovacién digital se supondria que
el ruido en una imagen captada por una camara digital evita la adherencia de ruido
en la imagen, sin embargo, ya que la caAmara digital realiza un conteo de fotones para
medir el brillo en la imagen, y este proceso es aleatorio, el conteo de fotones también
es un proceso aleatorio, dando como resultado cierto nivel de ruido en la medicién
de la imagen [3]. Diferentes modelos se pueden tomar para expresar el ruido en una
imagen [3], pero un modelo adecuado para representar el ruido en una imagen, se realiza
mediante las normas de variacion total, es decir, normas L, del gradiente [21]. Usar este
tipo de normas en este problema implica usar métodos no suaves de aproximacién de la
solucién, en otras palabras, métodos como forward-backward splitting method, primal-

dual proximal splitting, alternating direction method of multipliers (ADMM) (los cuales



ya hemos mencionado previamente) entre otros.
El modelo que usaremos nosotros en el presente trabajo de investigacion para ex-
presar y/o remover el ruido de una imagen es

.1 2
min = ||z —b||" + o[Vl .

zeR1"2 )
Trataremos con mucha mas atencion este problema en la siguiente seccion, donde indi-
caremos su formulacién dual y la forma de adaptar al algoritmo derivado del método
forward-backward para aproximar la imagen sin ruido como solucién del modelo.

Distribuimos el contenido de nuestra investigacion de la siguiente manera. En el
capitulo 2 describimos la notacién que vamos a usar; también mencionamos resultados
importantes del andlisis convexo y optimizacién no suave (herramientas fundamentales
para tratar problemas no diferenciables) junto a una breve introduccién de los méto-
dos multimalla para que el lector se familiarice con el entorno de investigacion [7, 4].
Finalmente, tratamos con mas detalle el problema que modela la eliminacién de ruido
en una imagen, previamente mencionado [21, 3].

En el capitulo 3 nos enfocaremos en disenar el algoritmo Forward-Backward Mul-
tigrid para aproximar la solucién del problema del tipo (P). Para ello, usaremos la
estructura del método Forward-Backward Multigrid para disenar la cierta condicién
que relacione el problema original con el problema de menor dimensién, de modo que
garanticemos que la informacién obtenida hasta cierta iteracion no se pierda al pasar
al problema en la malla gruesa. Luego, usaremos la solucién del problema de menor
dimension para definir una direcciéon de descenso con respecto a la derivada direccio-
nal de la funcién objetivo del problema del tipo (P), de tal forma que obtengamos
una mejor aproximacion de la iltima iteracion del problema original, mediante una
busqueda lineal. Finalmente, presentaremos varios resultados de validacion del algorit-
mo Forward-Backward Multigrid propuesto.

El capitulo 4 tiene como objetivo describir la construccion de ciertos operadores
(operadores de restriccién y prolongacién) que nos permitiran pasar del problema ori-
ginal al problema de menor dimensién, especificamente para el problema de supresion
de ruido en una imagen. Ademas, explicamos el calculo del operador proximal de la
funcion no diferenciable en el problema de menor dimension, en dos versiones diferen-
tes, con la intenciéon de facilitar la implementaciéon del problema de supresion de ruido,
en el lenguaje Matlab, y posterior comparacién numérica.

El capitulo 5 estda dedicado enteramente a comparar numéricamente el algoritmo
Forward-Backward Multigrid disenado en los capitulos previos con su homélogo, des-
cribiendo las instancias usadas para la experimentacion numérica y los parametros

usados.



Finalmente, en el capitulo 6 damos a conocer las conclusiones y recomendaciones

que surgieron durante el estudio del presente proyecto de investigacion.
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Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo describiremos la notacién y los espacios en los cuales vamos a
trabajar durante todo el desarrollo de la investigacion.

Durante el presente trabajo de investigacién usaremos frecuentemente el término
“problema en la malla fina” para referirnos al problema de optimizacién del tipo (P).
De modo que, asumiremos que el espacio X C R" es un espacio de Hilbert. Usaremos
la letra # € X para la variable del problema de optimizacién del tipo (P).

El problema de menor dimension, por el contrario, serd mencionado como “problema
en la malla gruesa”, tiene un papel relevante dentro del algoritmo multimalla. De igual
forma, el espacio de Hilbert en el cual vamos a construir el problema en la malla gruesa
es Xy C R, y la variable del problema de menor dimensién la identificaremos con el
simbolo ( € Xpy. Rapidamente, damos una breve estructura del problema en la malla

gruesa:

min Gy (Q) + Fiu (¢) + (wip, €) (2.1)
donde G% : Xy — R y wh € Xy se construyen en la k—ésima iteracién que aproxima
la solucién del problema en la malla fina (P). Evidentemente, al referirnos al problema
en la malla gruesa, implicitamente afirmamos qué H < h € N.

Diremos que una funcién F' es G-diferenciable si es Gateaux diferenciable y notare-
mos la derivada de Gateaux de la funcién, por ejemplo F', como VF. Ademas, diremos
que una funcién tiene gradiente L-Lipschitz si la derivada de Gateaux de una funcién
es Lipschitz continua con constante L > 0. Por lo contrario, denotaremos la derivada

direccional de una funciéon F' en un punto x en la direcciéon d como
F'(x,d).

También por facilidad abreviaremos el método forward-backward splitting method
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por FB, cuando hagamos referencia al uso en la resolucién del problema (2.25).

2.1. Analisis Convexo

Las siguientes definiciones usaremos con mucha regularidad en el analisis tedrico del
algoritmo derivado del FB multimalla. La identidad de tres puntos es una herramien-
ta fundamental para analizar la convergencia de los métodos FB, Douglas-Rachford,
PDPS, etc. [7, Capitulo 9,11]). Ademas, es necesario aclarar que la desigualdad de tres
puntos suave, si bien en el presente trabajo de investigacion es presentada como una
definicién, es consecuencia de que la derivada de Gateaux de una funcién sea Lipschitz

continua en un espacio de Hilbert [7, Capitulo 7].

Definicién 2.1.1 (Identidad de tres puntos). Sea X un espacio de Hilbert. La

identidad de tres puntos es
N 2 1 2, L 2 .
<.CE—Z,$—£IZ>:§H.CE—ZH —§Hz—xH +§Ha:—:1:|| , VzrpeX. (2.2)

Definicién 2.1.2 (Desigualdad de tres puntos suave). Sean X un espacio de
Hilbert, F : X — R Gateauz diferenciable con gradiente L-Lipschitz. Entonces la

desigualdad de tres puntos suave es:

L

<VF(2),$—£>2F(:U)—F(§;)—§

|z —z|°, VzzieX. (2.3)

La siguiente definicién puede estudiarse con mas detalle en [7, Capitulo 6].

Definicién 2.1.3 (Operador Monétono). Sea X un espacio de Hilbert. Un mapeo
conjunto-valuado A : X =% X* se llama mondtono si graph (A) # @ (para excluir los

casos triviales) y

(Y1 — Yo, w1 —x2) >0, VY (21,y1), (22,Yy2) € graph (A).

Durante el presente trabajo de investigacién usaremos un operador fundamental

para desarrollar el método FB, conocido como operador proximal.

Definicién 2.1.4. Sean X un espacio de Hilbert, una funcion J : X — R propia,

convexa y semicontinua inferior, se define el operador proximal de J como

1
proxp : X — X, prox, (z) = argmin§ |z — % + J (2) .
z2€Z

12



Una identidad equivalente para el operador proximal también es
prox, = (I +9F)™". (2.4)

Para mas detalles sobre los operadores proximales y su definicion, referimos al lector
a [7].

A continuaciéon hablaremos brevemente de la construccion del método FB junto
a resultados relevantes que nos ayudaran en el analisis de convergencia del algoritmo
multimalla derivado del método FB. Para ello, es necesario enunciar en el presente
trabajo de investigacion resultados sumamente relevantes como lemas, dejando al lector
la inquietud de estudiar las demostraciones de los siguientes resultados en [7].

El primer lema que vamos a presentar, nos da una caracterizacién de las condiciones
de optimalidad para un problema de optimizacién convexo en la forma

min J(x). (2.5)

Lema 2.1.1 (Principio de Fermat). Sea X un espacio de Hilbert. También, sean

J: X — R yz*e€domJ. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) 0€dJ(z"),
i) J(z*) = gél)I(lJ(:L‘)

Seguidamente, exponemos dos reglas fundamentales del sub diferencial de una o

varias funciones convexas.

Lema 2.1.2. Sean X un espacio de Hilbert y J : X — R Gateauz diferenciable en
x. Entonces, 0J (x) = {VJ (z)}.

Lema 2.1.3 (Regla de la Suma). Sean X un espacio de Hilbert, F,G : X — R

convezxas y semicontinuas inferiormente y x € dom F'Ndom G. Entonces
OF () 4+ 0G (z) C 0 (F + G) (z) .

con la igualdad si existe xy € int (dom F') N dom G.

El siguiente resultado nos da una caracterizacion entre el sub diferencial de una
funcién convexa con el operador proximal de dicha funcién. Este resultado es 1til para

desarrollar varios métodos proximales separados (splitting proximal methods).

Lema 2.1.4 (Sub diferencial - Operador Proximal). Sean X un espacio de Hilbert,

J : X — R propia, convexa y semicontinua inferiormente. También, sea x,z € X.

13



Entonces para todo n > 0,
red](r) & x=prox,;(r+ni).

Un resultado importante que nos ayudara en el capitulo 4 cuando analicemos el
operador proximal de la funcién no suave en el problema en la malla gruesa, es el

siguiente:

Lema 2.1.5. Sean X wun espacio de Hilbert, Ji,Jo : X — R propias, convezxas y

semicontinuas inferiormente. Si J (x,y) = Jy (x) + J2 (y) y v > 0, entonces

prox., (z,y) = < prox, , () ) .

prOX’YJQ (y)

Una de las herramientas fundamentales dentro de la optimizacién convexa es la
dualidad. Por tanto, es necesario introducir la definicién de la conjugada de Fenchel (o
conjugada convexa)!. Sea X un espacio de Hilbert y J : X — R una funcién propia,
convexa y semicontinua inferiormente. Se define la conjugada de Fenchel de la funcion
J por J*: X — R tal que

J () =sup{(z,x) — J (x)}. (2.6)

rzeX

La conjugada de Fenchel posee diversas propiedades que permiten relacionar la

funcién con su conjugada de Fenchel [7].

Lema 2.1.6 (Fenchel-Moreau-Rockafellar). Sean X un espacio de Hilbert y J :
X — R propia. Entonces

i) J*<J
ii) J* (x) =sup{a(x) : a continua afin tal que a (z) < J(z), VZ € X}
i1) J* = J sty solo st J es convexa y semicontinua inferiormente.

Ademas, podemos obtener un sub gradiente de la conjugada de Fenchel a partir de
un sub gradiente de su funcién en un punto. Resumimos este resultado en el siguiente

lema.

Lema 2.1.7. Sean X un espacio de Hilbert y J : X — R propia, convera y semi-
continua inferiormente. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes para todo

r,r e X:

'Referimos al lector a [7, Cap. 5] donde se describe detalladamente la definicién de la conjugada
de Fenchel.
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i) {&,x) = J(2) + J7 (2);
it) & € 0J(x);
iii) x € 0J* (T).
Otra de las propiedades que tiene la conjugada de Fenchel particularmente para

una funcion de traslacion, se describe a continuacion.

Lema 2.1.8. Sean X un espacio de Hilbert, J : X — R propia, convexa y semi-
continua inferiormente, y ro € X. Entonces la conjugada de Fenchel de las funciones
Ji(z) = J(x—x0) y Jo(x) = J(x) + (x,x) tiene la siguiente relacion Jf = Jo y

J5 = J1, respectivamente.

El siguiente resultado permite definir la formulaciéon dual de un problema de opti-

mizacion convexo del tipo

min G (Kz) + F (z), (2.7)

zeX

donde K es un operador lineal y continuo. Dicho resultado describe las condiciones
suficientes de optimalidad para un problema de optimizacién del tipo (2.7). Dichas
condiciones de optimalidad pueden intercambiarse usando las propiedades de la conju-
gada de Fenchel presentadas previamente [7]. En particular, este resultado nos ayudara
en el problema de supresién de ruido en una imagen, de forma que podamos expresar

la solucién del problema en términos sencillos de una de sus funciones.

Lema 2.1.9 (Fenchel-Rockafellar). Sean X y Y dos espacios de Hilbert, ademds,
F:X —RyG:Y — R propias, convexas y semicontinuas inferiormente, y
K € L(X;Y). Supongamos, ain mds,

i) el problema primal admite una solucion z* € X ;
ii) existe & € dom (G o K)Ndom F, con K% € int (dom G).

Entonces, el problema dual admite una solucion y* € Y y

gcrél)I(lF(ZE)+G(Kl‘):I;l€E§2(—G (y) — F* (—K"y).

Asimismo, * y y* son soluciones de problema primal y dual, respectivamente, si y solo
St
y* € 0G (Kz*)
—K*y* € OF (x*)

15



Uno de los teoremas cléasicos dentro de las ramas de optimizacion convexa y anélisis
matematico es el teorema de la proyeccién sobre un convexo cerrado. Para mayor

detalles acerca del teorema de la proyeccion, referimos al lector a [14].

Lema 2.1.10 (Teorema de la Proyeccién). Sean X un espacio de Hilbert, E C X
un conjunto no vacio, convexo y cerrado. Para todo x € X, existe un unico, z € E tal

que
|z = z|] = min ||z — w| .
weE
Equivalentemente, a decir que para todo v € X, existe un unico, z € E tal que
(x —z,w—2) <0, YweE.

Finalmente, es importante mencionar ciertos resultados acerca de la derivada direc-
cional de una funciéon convexa, ya que nos ayudara en la definicién de cierta condicién
que relacione los problemas en la malla fina y en la malla gruesa (conocida como con-
dicién de coherencia), ademds de encontrar una direccién de descenso.

El primer resultado que debemos mencionar nos da algunas propiedades béasicas y
la definicion de la derivada direccional para una funcién convexa. Este resultado fue

tomando de [7].

Lema 2.1.11. Sea F : X — R convezra. Sea, ademds, v € domF y d € X fijo.

Entonces
(i) la funcion

6:(0,00) — R, tr F(x+td) — F (x)

es creciente;

i1) existe un limite F' (x;d) = limy o @ (1) € [—00, 00|, que satisface
N\

F'(z;d) < F(x+d)— F(x);

(111) si x € int (dom F), el limite F' (x;d) es finito.

El segundo resultado que vamos a presentar caracteriza de la derivada direccional

mediante el sub diferencial de una funcién.
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Lema 2.1.12. Sea F' una funcion propia, convexra y semicontinua inferior. Entonces

la derivada direccional de F' en el punto x y en la direccion d se escribe como

F'(v,d) = sup (f*,d) (2.8)
F*€dF (z)

La demostracién de este resultado es una consecuencia de la definicion de sub
gradiente y el Lema 4.5 en [7]. Invitamos al lector a profundizar en este resultado.

El tercer resultado que vamos a presentar nos va a ayudar a calcular la derivada
direccional de una funcién cuando el sub diferencial esta definido mediante el producto

cartesiano de conjuntos.

Lema 2.1.13. Sean X C R", F': X — R una funcion propia, convezra y semicontinua

inferior y x € X. Ademds, supongamos que
F(z)=> fi(w:),
i=1
donde f; : R — R es convexa para todo i = 1,...,n. Ya que

OF (z) ={a* €RY : af €0f; (z;), 1<i<n}.

para una direccion d € X se tiene qué

F'(z,d) = sup a’d; (2.9)

i=1 a;€0fi(z;)

Demostracion. Sea x,d € X. De la caracterizacién de la derivada direccional en el
Lema (2.1.12) se tiene

F'(z,d)= sup ({(a*,d)

a*€0F (x)
n
*
= sup a;d;
a*€0F(z) ;24
n
= sup ~--- sup g a;d;

ai€dfi(x1) a3, €0fn(zn)
n
= Z sup a;d,.
1 a;€0fi(wi)

]

Este resultado es muy importante para calcular la derivada direccional en funciones

separables como la norma 1 o la indicatriz de un producto de conjuntos.
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Por 1ltimo, el siguiente resultado usa dos propiedades inherentes de la derivada
direccional: si la funcién es convexa, entonces la derivada direccional es convexa en las
direcciones y la homogeneidad con escalares no negativos respecto a las direcciones. En

otras palabras,

F'(x;Ady + (1 = N do) < AF'(x;dy) + (1 = N\) F' (x;dy), Vdi,dy € X, Xe|0,1],
F'(x;td) = tF' (z;d), Vt>0.

Lema 2.1.14. Sea F : X — R convezxa. Entonces para x € int (dom F) y las direc-

ciones dy, ...,d, € X tenemos

F' <x; Zn:dl> < z”: F' (x;d;). (2.10)

Este resultado es muy sencillo de mostrar usando la desigualdad de Jensen y la

homogeneidad de la derivada direccional.

2.2. Método Forward-Backward Splitting

Aqui veremos brevemente como se deriva el método FB, mediante los lemas pre-

viamente citados. El detalle de la construccién del método se puede consultar en [15],

(7.

Consideremos el problema del tipo (P)

min G (z) + F (z) .

reX

Uno de los métodos para aproximar la solucién del un problema de tipo (P), donde G
es no diferenciable, es el método forward-backward. El cual consiste en aplicar la regla
de la suma al principio de Fermat, Lemas 2.1.3 y 2.1.1 respectivamente, para luego
usar el Lema 2.1.4 en la funcién G. Dicho de otra forma, el método forward-backward

se puede expresar de forma implicita como
0€9G (") + VF (%) + 7' ("' — 2¥). (2.11)

Consecuentemente, las iteraciones del método forward-backward, cuando F' es Gateaux

diferenciable, vienen dadas por
"t = prox, ¢ (2F — 7 VF (%)) (2.12)
A partir de la ecuacién implicita (2.11), podemos inferir varias propiedades del
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método forward-backward.

Proposicién 2.2.1. Resolvemos el problema (P) con la ecuacion explicita (2.11) del
método forward-backward. ST, < 2L, las iteraciones generadas por método forward-
backward cumplen

ot —a|* < ¥ — |

F (") + G (") < F (a%) + G (aY), (2.14)

donde x* € [OF + G]~' (0).

La demostracién de los resultados se pueden consultar en [7, Capitulos 9, 11]. Una
sucesién que satisface la desigualdad (2.13) se dice que la sucesién es Féjer mondtona.

Las dos propiedades enunciadas en la Proposicién 2.2.1 nos serviran para demostrar
la convergencia del algoritmo multimalla derivado del FB.

Presentamos el algoritmo FB, [7], para aproximar la solucién del problema de tipo
(P) con el fin de comparar el método FB con el su homdlogo derivado de los métodos

multimalla posteriormente:

Algorithm 1 Forward-Backward Splitting (FB)

. Inicializacién: 2° € X, 7 > 0 tal que 7 < 2L~ %, k= 0.
while criterio de parada do
Calcule VF (xk)
Calcule 2"*! = prox ¢ (z% + 7V F (2%))
k+—k+1
end while

2.3. Meétodos Multimalla

Ciertamente, un problema fisico gobernado por una ecuacion diferencial corresponde
a un problema abstracto en un dominio espacial. Al discretizar el problema abstracto
en un conjunto de puntos en una malla, el problema discreto resultante se convierte en
un sistema de ecuaciones equivalentes al nimero de puntos en la malla, [1].

Los métodos multimalla fueron creados para mejorar la aproximacién computacio-
nal en la solucién de problemas fisicos gobernados por ecuaciones diferenciales.

Con la intencién de explicar brevemente el funcionamiento de los métodos multi-
malla en un problema fisico gobernado por una ecuacion diferencial, consideremos el

modelo con condicién inicial y final en R

—u" (t)+ou(t)=f(), 0<t<l, o>0, (2.15)
u(0) =u(l)=0. (2.16)
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Si bien este problema se puede resolver analiticamente, la intensién de los métodos
multimalla es en la resolucién numérica. Por tanto, discretizamos el modelo en una
malla de n puntos. Asi, mediante la aproximaciéon de segundo orden podemos escribir

el modelo (2.15)-(2.16) como un sistema de n — 1 ecuaciones,

—Vj—1 + 205 — Vjq1

h2

—|—O"Uj:fj, 1§j§n—1, (217)

vy = v, =0, (2.18)

donde v; y f; son la evaluacién de la funcién v y f en el j—ésimo punto de la malla,
respectivamente, en otras palabras, v; = u(t;) v f; = f (¢;). Una vez discretizado el

modelo podemos escribir matricialmente como

-2+0'h2 -1 V1 f1
—1 2+0h? —1

—1
-1 2+ O-h2 Un—1 fn—l

o escribiendo de manera mas compacta el sistema lineal Av = f, donde la matriz A
es tridiagonal, simétrica y definida positiva. De esta manera pasamos de un problema
abstracto a un problema que involucra la soluciéon de un sistema lineal de ecuaciones.
Observe que si queremos mucha mas precisién en la aproximacién v debemos incre-
mentar el numero de puntos en la malla, por tanto, el sistema se incrementa proporcio-
nalmente al nimero de puntos en la malla y numéricamente el esfuerzo computacional
por resolver dicho sistema se incrementa de igual manera [4].

Los métodos multimalla buscan reducir el esfuerzo computacional para obtener una
mejor aproximacién, v, mediante la creacién de mallas cada vez més gruesas (menos
puntos en la malla) hasta llegar a resolver el sistema en tres puntos (un punto interior
y los dos puntos de frontera) para el caso unidimensional. Es conveniente considerar el
tamafio de la matriz A como 2% — 1 x 2¥ — 1, esto quiere decir que la malla tiene 2% 41
puntos de discretizacion [10]. De esta manera, disenar los operadores de transicién entre
mallas es mucho mas sencillo, ver Figura 2.1.

Esencialmente, los métodos multimalla tienen tres componentes que permiten su
funcionamiento entre las distintas mallas, estos son: el operador de restriccién, el opera-
dor de prolongacion (también conocido como operador de interpolacién) y el operador
de solucién o método iterativo para sistemas lineales [10]. Una vez que hemos mencio-
nado todos los elementos trascendentales de los métodos multimalla, podemos dar un

bosquejo sencillo de su funcionamiento.
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Figura 2.1: Transiciéon de una malla de 16 nodos a una malla de 9 nodos, mediante el
operador de restriccién I2h.

1. Empieza con el sistema Av = f en una malla fina.
2. Mejora la solucion del sistema lineal Av = f usando un método iterativo.
3. Calcula el residuo de la solucién aproximada del paso anterior.

4. Estima la restriccién del residuo en la siguiente malla (gruesa), mediante el ope-

rador de restriccion.

5. Resuelve recursivamente el sistema lineal A*"v?" = [Z'r en la malla gruesa con

dato inicial cero, donde I2"r es la restriccién del residuo.

6. Interpola la solucién del sistema en la malla gruesa a la malla fina, mediante el

operador de prolongacién.

7. Actualiza la solucién aproximada restando la correccién calculada en la malla

gruesa del paso anterior, de la solucién aproximada en la malla fina.
8. Nuevamente, mejora la solucién usando un método iterativo.
7

Uno de los métodos iterativos mas usados en los métodos multimalla es el método de
Jacobi ponderado, con peso w = 2/3. Se ha estudiado que el método de Jacobi ponde-
rado es un excelente método para reducir el error de alta frecuencia. Nuestra intencién

es dar una breve introduccién de los métodos multimalla, de modo que referimos al
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lector a la bibliografia bésica de los métodos multimalla [/, 10] para profundizar en
este campo.
La idea detréas de los métodos multimalla unidimensional se puede extender a pro-

blema fisicos gobernados por ecuaciones diferenciales parciales como

« . )
+ condiciones de frontera

{ Au(t)) = f (1)

donde A es un operador diferencial de segundo orden, corresponde a un problema fisico
en un dominio §2.

Si bien, los métodos multimalla surgieron de la necesidad de reducir el costo compu-
tacional en problemas fisicos gobernados por ecuaciones diferenciales, su aplicacion se
desarroll6 también en otro tipo problemas que involucran sistemas lineales. Es decir,
los métodos multimalla poseen un componente geométrico en el cual se definié una
malla, sin embargo, es posible resolver con los métodos multimalla un sistema lineal
carente de un componente geométrico en su mallado. A esta técnica se le conoce como
métodos multimalla algebraicos, ya que la malla se define de forma algebraica y no
geométrica [1].

Asimismo, los métodos multimalla progresaron hasta el area de optimizacién, invo-
lucrando los tres componentes fundamentales de los métodos multimalla con un ligero
cambio de concepto en el operador solucién, en otras palabras, usa métodos de optimi-
zacion -como: el descenso del gradiente, el gradiente conjugado, Newton, quasi-Newton,
etc. [18]- en lugar de los métodos iterativos para el operador de solucién. Adem4s, in-
corpora nuevos conceptos que mantienen la coherencia entre las distintas mallas [17].

Hemos mencionado los tres componentes fundamentales de los métodos multimalla,
pero dos de ellos merecen una atencion especial. El paso de informacién a las distintas
mallas se realizan mediantes los operadores de transferencia: operador de restriccion y

operador de prolongacién, por lo que es relevante estudiar brevemente su estructura.

2.3.1. Operadores de Restriccion y Prolongaciéon

Los operadores restriccién y prolongacién [4], notados por I} y I respectivamente,
son operadores de transferencia en las distintas mallas, donde el operador restriccién
nos va a permitir pasar del problema en la malla fina al problema en la malla gruesa.
Por el contrario, el operador prolongacién nos permitiré pasar del problema en la malla
gruesa al problema en la malla fina.

La forma mas sencilla de definir los operadores de restriccion y prolongacién, que
es efectiva para los métodos multimalla, es usar la inyecciéon candnica o ponderacién

completa y una interpolacién lineal, respectivamente [1]. Sin embargo, independiente-
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mente como se definan los operadores de restriccion y prolongacion, es importante que

cumplan la siguiente propiedad
I =cCy (1) (2.19)

donde Cy > 0. Un ejemplo sencillo que podemos observar en la literatura de los
métodos multimalla es el operador de prolongacion en una dimensién para resolver

ecuaciones diferenciales ordinarias [10]

1
2
1
11
2 2
h _
Iy = 1
1 1
2 2
1
1
L 2
Asimismo el operador restriccién, [10], que cumple (2.19) con constante Cy = 2, es
111
1 2 1
i1 1
H _ 4 2 1
I = '
L1 1
1 2 1

En el capitulo 5 describiremos como definir los operadores de restriccion y prolon-
gacion para el problema de supresion de ruido en una imagen, de modo que, cumpla
(2.19). Pero durante los capitulos 3 y 4 asumiremos que la propiedad (2.19) se cumple

para los operadores de restriccién y prolongacion.

2.4. Procesamiento de Imagenes

En esta seccion introduciremos el problema de supresién de ruido en una imagen,
su formulacion dual y la caracterizacién de la solucién mediante el Teorema de Fenchel-
Rockafellar (Lema 2.1.9). Notaremos a la bola cerrada con la norma 2 de R? de centro

cero y radio a > 0, como

B(0,a).
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Asimismo, notaremos con la funcién indicadora (o indicatriz de un conjunto) de un

conjunto A C R"™ como

0, z€A,
6A<I):{ 0o, v¢ A

Finalmente, ya que estamos tratando el problema de supresion de ruido en un espacio
de dimensién finita, V representa el gradiente de discretizado.

El problema de supresién de ruido en una imagen b € R™™ se describe como

1 2
min Ll bl o[ Val,. (220)
donde la norma isotrépica de campos de vectores || - ||, estd definida por

ninz

A6y = > 1Al
i=1

Aqui, A; es la i-ésima columna de la matriz A € R? x R™"2 representando el gradiente
discreto de la imagen. La imagen x € R™™ de tamano n; X ng, esta expresado como
un vector de pixeles.

Uno de los inconvenientes que presenta el problema (2.20) es que no es posible
aplicar directamente el algoritmo del método forward-backward, ya que el operador
proximal de « [|[Vz|,; no tiene una forma sencilla. Sin embargo, podemos resolver el
problema (2.20) en su formulacién dual y usar el Lema 2.1.9 para recuperar la solucién.

La formulacién dual de un problema de optimizacién convexa del tipo (P) se deriva
de la conjugada de Fenchel o la conjugada convexa, de la siguiente manera. Observe
que el problema de supresion de ruido en una imagen (2.20) se puede expresar como el

problema de minimizacién del tipo (2.7) tomando las funciones
1 2
GO =M loys FC)=5l- =0, K=V.

De esta manera, y usando la conjugada de Fenchel, escribimos la formulacién dual

del problema (2.20) como sigue a continuacién
ninz

4 1 * *
max — |« Z (53(0@) (yz) + 5 ||v y“2 _ <V Y, b> , (221)
i=1

yER2ZxR™1 "2

donde y; € R?, para todo i = 1, ..., n1ns.

Resolver el problema dual (2.21) es equivalente a resolver el problema de minimi-
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zacion

nin2

1 2
’ Sp0e (i) + = VY| — (V*y,b) 9.22
e @D Bmo () + 5 1973l = (7.0 (2.22)
o equivalentemente
ning 1 )
' 5 D)+ = [|Viy — || 2.93
e 04;:1: B0 (1) + 5 [1V'y =0 (2.23)

Puesto que haremos uso constante de las funciones del problema (2.22) para disenar
el algoritmo multimalla derivado del método forward-backward, notaremos a dichas

funciones como

nin2

1
Gly)=a) dpom W) v Fly)=5IVy-0| (2.24)
=1

De esta forma podemos escribir el problema de supresion de ruido en su formulacién

dual como

min  G(y)+ F(y). (2.25)

yERZXR™1 "2
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Capitulo 3

Algoritmo Forward-Backward
Multimalla

En esta seccion estudiaremos las propiedades del método forward-backward para
disenar un algoritmo multimalla que aproxime la solucién del problema de tipo (P).

Recordemos que el problema de tipo (P) es

gél)I(l G(x)+ F(x). (3.1)

El algoritmo forward-backward multimalla que queremos proponer consiste en reali-
zar un bloque de iteraciones del algoritmo derivado del método forward-backward para
el problema (3.1), luego construir el problema en la malla gruesa (2.1) de manera que
podamos obtener una direccién de descenso después de haber iterado con el algoritmo
derivado del método forward-backward, de igual manera. Una vez que hemos encon-
trado la direcciéon de descenso, realizamos la bisqueda lineal con la regla de Armijo y
la derivada direccional de la funcién objetivo del problema (3.1). El proceso se repite
cierta cantidad de veces o hasta alcanzar un criterio de parada.

En el contexto de este capitulo usaremos x para representar la variable del problema
en la malla fina (3.1), junto k para identificar las iteraciones del algoritmo derivado
del método forward-backward. Asimismo, notaremos con ( a la variable del problema
en la malla gruesa (2.1), a la vez que usamos j para notar as iteraciones del algoritmo
derivado del método forward-backward. Debemos mencionar que, cuando escribamos
(Ml queremos enfatizar que el problema en la malla gruesa se construyé en la k-ésima
iteracion del problema en la malla fina.

La siguiente definicién va a ser usada con frecuencia en los posteriores capitulos,
con el objetivo de identificar la iteracién previa al paso de informacién del problema

en la malla fina al problema en la malla gruesa.

Definicién 3.0.1 (Iteracién de Transicién). Decimos que una iteracion es una
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iteracion de transicion si es la ultima iteracion del método FB que se realizo para

resolver el problema (3.1), antes de pasar a resolver el problema en la malla gruesa.

3.1. Condicion de Coherencia

En esta seccién construiremos el problema de menor dimension, el cual usaremos
para describir el algoritmo multimalla derivado del método forward-backward. Ademas,
veremos con mucho mas detalle como construir una condicién de coherencia para el
algoritmo multimalla derivado del método FB.

Para entender de que forma tenemos que construir la condicién de coherencia,
analicemos primeramente el caso diferenciable, es decir,

min ¥ (z),

zeX
donde ¥ es diferenciable. Por supuesto, este andlisis ya lo hizo S. Nash en [17], de modo
que nosotros simplemente estudiaremos su definicién y el método de construccion de
la condicién de coherencia.

S. Nash propuso construir el problema en la malla gruesa con una inclinacion lineal,
es decir, si ¥ : X — R es la funcién dada por el usuario, es posible construir ¥y,
como por ejemplo: ¥y : Xz — R puede tener la misma ley de asignacién de W, sin

embargo, estd definido en Xg, [17, 19].

(eXpy

con la intension de lograr emparejar en cierto modo la restriccion del gradiente de la
funcion ¥ en la iteracién de transicion con el gradiente del problema en la malla gruesa
(3.2) en dato inicial. Por tanto, si k es la iteracién de transicién y ¢*° = IHak es el
dato inicial para el problema en la malla gruesa (3.2), entonces la construccién de vy

toma la forma
vl = IV (2%) = Vg ().
Consecuentemente,
Vg (¢H0) = IV (2) . (3.3)

A esta identidad se la conoce como condicién de coherencia (también llamada
condicién de coherencia de primer orden en el caso diferencial [19]). De esta forma, la

informacion obtenida hasta la iteracién de transicién se incluye en el problema de la
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malla gruesa. Para ello, tenemos que desarrollar una versién no suave de (3.3).

3.1.1. Primer Intento

En nuestro caso, usaremos una idea similar a la de S. Nash para definir el proble-
ma en la malla gruesa y precisar un tipo de condicién de coherencia. Es importante
mencionar que la inclinacién o penalizacién que vamos a construir va cambiando cada
vez que se use el problema en la malla gruesa para aproximar la solucién de (3.44),
17, 19].

La penalizacion del problema en la malla gruesa que nos permitird definir una
condicién de coherencia la podemos dividir en dos partes: la parte diferenciable y la
parte no diferenciable. Sea k la iteracién de transicién y el dato inicial del problema
en la malla gruesa (" = I1z*; en la parte diferenciable podemos usar la misma idea
de Nash, [17], esto es,

wh = I'VF (2%) = VFy (¢*) . (3.4)

Para la parte no diferenciable quisiéramos realizar algo similar a (3.4). Una primera

idea es escoger un sub gradiente tanto de G' como de Gy de forma que podamos escribir
v?—[ = ]lf[g — 9o,

donde g € 0G (a:k) y gy € 0Gy (( ’“’0). Asi, diseniamos el problema en la malla gruesa

CcOo1mo

min Jy (¢) = G (¢) + Fu (¢) + (v + w, ) - (3.5)

CeXn

Si disenamos el problema en la malla gruesa de esta manera, podemos definir una
condicién de coherencia particular para los sub gradientes g y gy, es decir, podemos
emparejar la restriccién del sub gradiente de J, de (3.44), en la iteracién de transicién
con el sub gradiente de Jy, de (3.5), en el dato inicial ¢*.

Una dificultad que encontraremos més tarde cuando intentemos incorporar la in-
formacion obtenida del problema en la malla gruesa mediante una busqueda lineal es
que no vamos a poder asegurar que obtengamos un parametro 5 > 0 que satisfaga la
condicion de suficiente descenso de Armijo. Esto se debe a que el sub gradiente no es

un “buen” elemento para realizar la bisqueda lineal (ver Figura 3.1).
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Figura 3.1: Posible caso en la bisqueda lineal con la regla de Armijo.

3.1.2. Problema en la malla gruesa

Naturalmente, la condicion de coherencia estd relacionada fuertemente con el pro-
blema en la malla gruesa. De modo que, tenemos que construir el problema en la malla
gruesa de tal forma que evite el caso de la secciéon anterior mediante la condicion de

coherencia. Tomamos el dato inicial ¢*° = I zF y wk como (3.4).

Suposicién 3.1.1 (Condicién de Coherencia). Sea k la iteracion de transicion.

Para el problema de optimizacion del tipo (P),

min J (z) = G (z) + F (), (3.6)

rzeX

donde G y F' son funciones convezxas, propias y semicontinuas inferiormente. El pro-

blema en la malla gruesa asociado

min Jy (¢) = G (¢) + Fiu (¢) + (wi;, ¢), (3.7)

(eXpy

donde G% y Fg son convezas, propias y semicontinuas inferiormente. Ademds, wh

viene dado por (3.4). Para el dato inicial se cumple ¢*° = [F 2"
IFOG (2%) C oG (¢*) . (3.8)

Observe que a diferencia del caso diferenciable, la condicién de coherencia que

proponemos es relativa a las funciones no suaves G'y G%,.
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Lema 3.1.1. Sea (5.1) el problema de optimizacion tal que las funciones G y F del
problema de optimizacion (3.1) son convezas, propias y semicontinuas inferiormente.
Suponemos que la condicion de coherencia dada en la Suposicion 3.1.1 se cumple.

Ademds, supongamos que int (dom F') Ndom G # &. Entonces
IOJ (%) c 0Jy (¢*0). (3.9)

Demostracion. Es sencillo verificar que la condicién de coherencia (Suposicién 3.1.1)
nos garantiza (3.9). Efectivamente, gracias a que G’}{ y Fy son convexas y semicontinuas
inferiormente, de la Suposicién 3.1.1), podemos usar la regla de la suma sobre los sub

diferenciales, es decir, del Lema 2.1.3 obtenemos

0GY; (C*°) + VP (¢F) +wyy € 0w (C*)

pero en virtud de la definicién de la penalizacién wh, en (3.4), tenemos que

AGE, (C*0) + THVF (2F) = 0GY, (¢°) + VFy (¢F0) +wly € 8Ty (¢H0) . (3.10)
Luego, de (3.8) obtenemos
IJ'OG (2%) + I['VF (2F) C 8J5 (¢M?).

Finalmente, ya que int (dom F') Ndom G # &, nuevamente, de la regla de la suma para

los sub diferenciales y la linealidad del operador de restriccién I}, obtenemos
I'oJ (2%) = IJ'oG (2F) + 'V F (2%) C 8Jy (¢M0).

]

Observe que no tenemos una igualdad en los sub diferenciales de Jg y J, pero
la propiedad (3.8), que satisfacen los sub diferenciales de G% y G, nos basta para
garantizar que la derivada direccional de J en x* en la cierta direccién sea finita, y

ademads sea una direccién de descenso.

3.2. Bisqueda lineal

En esta seccion describiremos como encontrar una direccién de descenso para J en
la iteracién de transicién k, resolviendo el problema en la malla gruesa (3.7) con el
algoritmo derivado del método forward-backward (Algoritmo 1).

Antes de enunciar el resultado que nos indica cual es la direcciéon de descenso para
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J en la iteracién de transicién k, es importante mencionar que si (*° = IH2* es un
minimo del problema en la malla gruesa (3.7), entonces aproximar el problema en la
malla gruesa no aporta ninguna informacion relevante para la malla fina. Por tanto,
en esta seccién vamos a considerar el caso cuando ¢¥° = I 2% no es un minimo para

el problema en la malla gruesa (3.7).

Teorema 3.2.1. Sea k la iteracion de transicion. Supongamos (*0 = IHxk no es un
minimo local del problema en la malla gruesa (3.7), es decir, 0 ¢ 0Jy (Ck’o). Usando el
Algoritmo 1 para aprozimar la solucién del problema (5.7), donde w% viene dado por
(3.4), con tamano de paso T < min {L‘l,L;} y m > 1 iteraciones como criterio de

parada. La direccion

d =1} (¢M™ —¢*0) (3.11)
satisface
k 1 = kj+1 k,jl|2
sup  {g+ VF (¢%) ,d) < —=> ||+ = ¢*]|" <0, (3.12)
geé‘G(:ﬂ“) 21 =0

Demostracion. Debido a que ya se han realizado m > 1 iteraciones en el Algoritmo 1

para el problema en la malla gruesa (3.7), se cumple la ecuacién implicita
0 € A (CH7) + VEy (¢) +ufy 477 (), (313)

para todo 5 =0,....m — 1.
De la desigualdad del sub diferencial de G¥ y la desigualdad de tres puntos suave

(2.3), para Fy, se tiene que

(96l (9) + W () €941 = ¢) = Gy () = Gy ()

i (¢497) = i (¢) = B o = P

Testeando (3.13) en (-, (Mt — (¥7) obtenemos

% <Ck,j+1 o Ck,j)ck,j-l—l . Ck,j> + <wl;{’ Ck,j—s—l _ Ck,j> S Gl;{ (Ck,j) . GI;{ (Ck,j+l)

#Fi (€)= P (¢H991) 5 ¢t
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Operando en el lado izquierdo de la ultima desigualdad tenemos

L igravt = ¢ra* 4 L ghavt - ¢RI 4 (a5 — ) < G, (¢H9) -

Gl () () = o ) = £ Jgkat - ¢Hl.
Ya que 7 < min {L‘l, Ll}l}, se sigue qué 771 — Ly > 0. Por tanto, logramos
) ) 1 ) . ) )
<wl;{7<-k,]+1 . gk:j> + Z Hgk,j—&-l . Ck,j”? < Gl;[ (Ck]) . G];{ (gk,j—&-l)
+ Fy (¢M7) — Fy (¢ (3.14)
Sumando (3.14) sobre j =0, ...,m — 1, se infiere
<w§1,Ck’m . k0> + Z ||ij+1 k,jH2 < G’f{ (Ck,O) . G’;{ (Ckm)
+ Fy (") = Fy (¢B™) . (3.15)

Expandamos w}. De la definicién de w¥ en (3.4) tenemos

(1wl €5 = C0) = (I F (a¥) = Wy (¢A°)  ¢5 — ¢-0)
_ <IfVF (Ik) 7Ck,m o k0> + <VFH (Ck 0) Ckm> :

De la convexidad de F'y, obtenemos
(wiy, ¢ = M) > (LIVF (2%) ,¢M™ = () + Fy (¢F°) — Fiu (¢™™) . (3.16)
Reemplazando (3.16) en (3.15), y simplificando, obtenemos

1 m—1 ' '
(HIVF (34),¢5 = €)oo 300 = ¢ < Gl (6) = G (¢*).
7=0

Seguidamente usamos la Proposicién 4.1.1 y la definicién de la direccion d, dada por

(3.11), logramos

(VF (") d) + - Z [¢BIHY — ¢ |1* < Gy () — Gy (CRm) (3.17)

Ahora, debido a que construimos el problema en la malla gruesa (3.46) de tal forma
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que se cumpla la condicién de coherencia (3.8) podemos escribir,
(Ifg.C — C*) < G ()~ Gy (¢*°), V(e Xu, VgedG(a*).
En particular tomando ¢ = ¢*™ se sigue
(Iflg,Com — ¢R0) < G (CPm) — Gy (CM), Vg e dG ().  (3.18)

Sumando las desigualdades (3.17) y (3.18), y nuevamente usando la Proposicién 4.1.1

junto a la definicién de la direccién d, (3.11), conseguimos la siguiente desigualdad
1 — , :
D+ (VP @)y + =5 0 — ¢ <0, wge o6 (@),
§=0

Tomando el supremo sobre g € 0G (:ck), llegamos al resultado (3.12). ]

Corolario 3.2.2. Bajo los mismos supuestos del Teorema 3.2.1 la direccion d, dado

por (3.11), es una direccion de descenso para la funcién J del problema (3.6), es decir,
J' (Ik ;d) < 0.

Demostracion. El resultado se obtiene facilmente de la caracterizacion de la derivada
direccional de una funcién convexa dada por el Lema 2.1.12 en el resultado del Teorema
3.2.1. m

El siguiente resultado nos garantiza que podemos realizar una buisqueda lineal para

la funcién J del problema (3.44) mediante la regla de Armijo.

Teorema 3.2.3. Sea k la iteracidn de transicion. Supongamos (*° = IHzk no es
un minimo local del problema en la malla gruesa (3.7). Usando el Algoritmo 1 para
aproximar la solucién del problema (3.7), donde w% viene dado por (5.4), con tamario
de paso T < min {Lil,LI_{l} y m > 1 iteraciones como criterio de parada. Para todo

0<0 <1, existe >0 tal que
J (2" + Bd) < J (2¥) + 687 (2%;d) (3.19)
donde d viene dado por la expresion (3.11).

Demostracion. Debido al Corolario 3.2.2 sabemos que d, dada por la expresién (3.11),

es una direccién de descenso para J, es decir,
J' (z%;d) < 0. (3.20)
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Recordemos que la definicién de la derivada direccional' de una funcién en el punto x*

en una direccion d es

k . k
J,(xk’d):é%bz(x +60;) I ()

Equivalentemente podemos escribir: para todo ¢ > 0, existe 5. > 0 tal que

J (xk + Bd) —J (xk)
g

—J' (2", d)| <e,

cuando § € (0, 8.). Esto implica que
J (a8 + pd) — J (a*) < Be + BJ' (a*,d) ,

cuando f € (0, B;). Puesto que la derivada direccional satisface (3.20), podemos tomar
§€(0,1)ye=(6—1)J (z* d) >0 de modo que obtengamos

J (2% + Bd) — J (2F) < 68" (2", d) .

Reordenando la tdltima desigualdad obtenemos la regla de Armijo (3.19). [

3.3. Analisis Importante

Si bien pudimos realizar la busqueda lineal, mediante la regla de Armijo (3.19),

para validar el Algoritmo Forward-Backward Multigrid necesitamos que el elemento

k+1

resultante de la bisqueda lineal, notado como x = 2% + Bd, satisfaga una de las

siguientes propiedades:
(1) Monotonia de Fejér respecto a [0.J] " (0), es decir, si 2* € [8J]7" (0)

Hmk—l—l_m* 2 < Hmk—x* 2.

(11) Quasi-monotonia de Fejér respecto a [0.J] " (0), es decir, si 2* € [0J] " (0)

o+t~

2§ ka—x* 2—1—7.

(111) Quasi-monotonfa de la funcién J* = J + = |- — z*||°, respecto a z*, tal que

Yer el Lema 2.1.11.
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z* € [8J]7' (0). En otras palabras,

TR

* 1 *
k=P < (@) o [

donde 8 > 0 sea sumable.

Puesto que la monotonia de Fejér es una de las propiedades del método forward-
backward [7], desearfamos que x**! satisfaga la propiedad (1). Hay varios estudios
acerca de la monotonia de Fejér junto a la busqueda lineal aplicada al algoritmo del
gradiente proyectado [2, 13, 1]. Sin embargo, al usar una direccién de descenso distinta
a menos el gradiente de la funciéon F' no podemos garantizar ninguna de las propiedades
(1) y (11). Lo que nos deja la propiedad (111) como tltima opcidn.

Afortunadamente, si podemos mostrar la propiedad (111). Sin embargo, necesitamos
reemplazar la funcién J por J* = J + % || - = x’“HZ en la regla de Armijo (3.19), donde
0> 0.

Teorema 3.3.1. Bajo los mismos supuestos del Teorema 3.2.3, existe B > 0, tal que
T (2% 4 pd) < JF (a*) + 68(JF) (2 d) (3.21)

equivalente a
J (a8 + Bd) + % 18d* < J (%) + 68T (2*;d) . (3.22)

Demostracion. Por un lado, Basta demostrar que la derivada direccional de J* y J

coinciden en ¥ en la direccién p. Evidentemente, se tiene

() () = 7 ()
ya que J* (xk) =J (:L‘k) El resultado se obtiene aplicando el mismo razonamiento del
Teorema 3.2.3. Por otro lado, usando la definicién de la funcién J*

J* (2) :J(x)+%||m—xku2. (3.23)

y operando en la regla de Armijo (3.21) llegamos a la expresién (3.22). H

Algo que tenemos que identificar en este punto es que la funcién G% puede tomar
varias formas, siempre y cuando satisfaga la condicién de coherencia (3.8). Por ejemplo,

al tener la funcién G podemos construir Gy : Xy — R de tal forma que podamos
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escribir

G (Q) = Gr (Q) + E(¢) (3.24)

donde F : Xy — R es una funcién convexa, propia, semicontinua inferiormente, tal

que satisface la condicién de coherencia (3.8).

Observacion 3.3.1. Al poder escoger diferentes tipos de expresiones para G, la di-
reccion de descenso, d dado por (3.11), cambia para cada problema en la malla gruesa.
La ventaja de esto se aprecia numéricamente, ya que podemos escoger Gy de tal forma
que sea sencillo de implementar y nos de buenos resultados en cuanto a la direccion de

descenso.

Independientemente como construyamos la funcion Gy, podemos obtener un re-
sultado general de la propiedad (I111) para el problema de supresién de ruido en una

imagen.

Teorema 3.3.2. Sean G, F : X — R convezas, propias y semicontinuas inferior-
mente, tal que F' es G—diferenciable con gradiente L— Lipschitz. Ademds, suponemos
que las funciones G%, Fy : Xz — R también son converas, propias y semiconti-
nuas inferiormente, tal que Fy es G—diferenciable con gradiente Ly— Lipschitz. Sean
z* € [0J]71(0), donde J := G + F, la direccion d € X dada por la expresion (3.11) y
la regla de Armijo (3.22). Para 0 > 1 tal que

1
> g1 <+
keN
cumple
1 l[2 1 w112 1 T2
J(a:k“)—l—ZHmk“—x | —m“xk—x <J(xk)+ZH:1:k—x
(3.25)
donde z**' = 2% + Bd para B > 0.
Demostracion. Tenemos para todo A € (0,1)
0 2 A 2 0(1—=N) 2
o ka+1 B mk” =2 kaﬂ B ka i S kaﬂ B Ik” . (3.26)
Reordenando la identidad de tres puntos (2.2) para z*, z**1, 2* logramos
E ||$’“Jrl — $kH2 = <xk — gF gk — T*) + 1 kaH — 2|’ - E ka — 2| (3.27)
2 ’ 2 2 ' '
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Reemplazando (3.27) en (3.26) llegamos a

Tt = 2 et gt B gt ey
6(1—N) . 0(1—N) .
+ =5 " -2 I 5 " ==

27

2

(3.28)

Usamos la desigualdad de Young en la forma
8] < o llal + & o)
Y —_ 2u 2 )

para £ > 0, en (3.28) obtenemos

0 )\ 0(1—\) L Ou(l—N)
e e R i AR I ey EAe
+ 0(1—1) kaﬂ_x* 2 _ 0(1-1) ka—x* z

2T 2T

Tomando pu = ﬁ y simplificando, logramos en la ultima desigualdad

ﬁ k+1 k|2 0(1—X) k41 *2_9<1_)‘) ko ox]|?

o B 2 ||” > —5 B x o |z* —2*||”. (3.29)
Luego, fijando 0§ =6, > 1y A=1— é en (3.29), logramos

0 1 . 1 1 .

e A (1 T gk__l) b= |, (3.30)

Reemplazando (3.30) en la regla de Armijo (3.22), reordenando obtenemos (3.25). [

Definimos el algoritmo de buiisqueda lineal con la regla de Armijo.

Algorithm 2 Busqueda Lineal para el FBMG (caso general)

1: Escoja 0 < By fijed,p€ (0,1),0>1

2. while J (z¥ + 8d) + £ ||8d||” > J (%) + 68" (z¥;d) do
3 B« Pp

4: end while

ot

return y**! = o* + 3d
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3.4. Algoritmo Forward-Backward Multigrid

Damos a conocer el Algoritmo Forward-Backward Multigrid. Con la intencién de
aligerar la carga en la notacion del algoritmo, consideremos los siguientes indices: n; =

kiym; =k (i+1).

Algorithm 3 Forward-Backward Multigrid con dos niveles (FBMG)

1: Inicializacién: 2°, 7 < min {L‘l, L;}, N> N, k,m>2.
2: for:=0,...,N -1 do
3: for k=n;,...m; — 1 do

4: a"t! = prox (zF — 7VF (2%))
5: end for
6: Fije

Cm,-,O — }f[l'mi,

wi' = IJ'VF (™) — VFy ((™7) ,

7 for j =0,...,m—1do

8- (madtl = proxgi (szg —7(VFy (szj) + wzu)),
9: end for

10:  Fije d = Ik (¢mom — (mi0),
11: Emplear el Algoritmo 2 para obtener

gt = g g Bd,

para algin 8 > 0.
12: end for

Observacion 3.4.1. Dadas las funciones G, F' del problema (3.1), es posible construir
las funciones Fy y G%, donde G% estd dado por la expresion (3.24), con Gy dado por

el usuario®.

La flexibilidad del Algoritmo 3 permite empezar con una correccién en la malla

gruesa, simplemente cambiando de posicién los pasos 3-5 luego de los pasos 6-11.

Teorema 3.4.1. Sean G, F : X — R convezas, propias y semicontinuas inferior-
mente, tal que F es G—diferenciable con gradiente L— Lipschitz. Ademds, suponemos
que las funciones G%, Fyy : Xy — R también son convexas, propias y semicontinuas
inferiormente, tal que Fy es G—diferenciable con gradiente Ly— Lipschitz. Suponga-
mos que [0.J) " (0) # @, donde J := G+ F, junto al problema en la malla gruesa (3.7)

con G% y Fy dadas por el usuario. Suponemos, también, que usamos el Algoritmo 2

2Ver la Seccién 3.3
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para la busqueda lineal en la linea 11 del Algoritmo 3. Si

k+1) * 2

sup Hx’(
ieN

1
< 00, ZQ. _1<oo,
ieN '

donde k es la iteracion de transicion en el Algoritmo 3 y 0, dado por el Teorema 3.3.2;

ademds =* € [0.J]7(0) y 2° € X es el dato inicial, el Algoritmo 3 satisface

2~ 1
31
;Qiﬁ_l), (3.31)

i(k+1) _ z*

J (V) = J (%)

2
+ sup Hm
ieN

1 0 *
< o (1=

K * 1 %2 (K * 2N71 1
S R e
(3.32)
donde
1 N-1i(k+1)+k
iN:N_HZ Z Lkt (3.33)
i=0 k=i(r+1)

k#rk—1

Demostracion. En primer lugar, consideremos la i—ésima iteracion del Algoritmo 3.
Puesto que usamos el algoritmo derivado del método forward-backward (Algoritmo 1)

en los pasos 3-4, se cumple la ecuacion implicita,
0€7[0G (z") + VF ()] + ("' = 2") (3.34)

paratodo k =i(k+1),...,i(k+ 1)+ r— 1.
Al igual que en la demostracién del Teorema (3.2.1) usaremos la desigualdad del
sub diferencial de G y la desigualdad de tres puntos suave (2.3) para la funcién F,

obteniendo

(0G (") + VF (), 2 — 2*) > J (1) — J (%) — g

k+1

| — 2%|* (3.35)

Testeamos (3.34) en (-, z**! — z*) y usamos (3.35) junto a la identidad de tres
puntos (2.2), logrando

1 L 1

- _ = k1 k|12 L |k |2 1
(50— o = g o+t =

¥\ k+1 _
< J(z") J(x )+27_

k %]2

|z* — =
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Ya que 7 < min {L7, L'}, se tiene

J (@) = J (@) + —

* 1 *
o= e = < o [l =" (3.36)

para todo k =i(k+1),...,i (k + 1) + k — 1. Ademads, del Teorema 3.3.2 sabemos que,

reordenando

(K K (K K 1 (K K .
J(ZL‘(+1)+ +1)—J(ZL‘(+1)+ )+§Hx(+l)+ +1—CE

< i Hmi(m—i-l)—s—n —

2 1 , 2
i(k+1)+K %
6= ) = v

(3.37)

Sumando sobre k =i (k+1),...,i(k+ 1)+ x — 1 en (3.36) junto a (3.37), se sigue

i(k+1)+k .
S () = T @) g [ 2
k=i(r+1) T
k#rk—1
< 1 i(k+1) (|2 1 ikt 1) 4 m
< ol —a +Ww —a (3.38)

Sin embargo, al usar la monotonia de Fejér dada por el algoritmo derivado del método

forward-backward?, esto es,

Hl,k—i-l_ x| |2 2

x*

para todo k =i(k+1),...,i(k + 1) + k — 1, obtenemos de (3.38)

i(k+1)+k 1

Z [J ($k+1) —J ($*):| + Z ||$i(n+1)+ﬁ+1 _ 2
k=i(rk+1)
k#rk—1
< L Hx (1) _ 1 4 1 |7 — o ? (3.39)

Nuevamente, sumando sobre i =0, ..., N — 1 en (3.39) obtenemos

N—-1i(k+1)+k N-1

Z Z k+1 *)} + Z % Hxi(fﬁ—l—l)-‘rﬁ-i—l —z 2
1=0 k=i(k+1) =0
k#r—1

NZL i(k+1) — H +ZVZI 1 ||1,z (k+1) :E*H2 (3 40)
27 27 (0; — 1) ’ '

pero,i(k+1)+Kxk+1=(i+1)(k+1). Por tanto, obtenemos una suma telescépica de

3Ver Lema 2.2.1.
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la siguiente forma

2 1

T

I

*

|:||x2(l’i+1)+li+1 . J]* i(k+1) z*

2} _ 2i Hx]v(n-i-l) —p*

= |l

i=0
donde (N —1)(k+ 1)+ x+1= N (x+1). Analizando de esta manera la desigualdad
(3.40) obtenemos

N—1i(k+1)+k

Z Z k-‘,—l . J((L'*)} + % HZL‘N(H—H) —

2

=0 k=i(k+1)
k;én 1

1 e i(k+1) 2

< Ll a4 X g e -

:0 Zﬂ
1 1 =g
e +2—SuPHiUZ(”H *||220 (3.41)
i=0

De donde, usando la desigualdad de Jensen en la funcién J de la dltima desigualdad
(3.41) a la vez que la definicién de 7%V en (3.33) y simplificando llegamos a (3.31).

Finalmente, para obtener (3.32) basta con mostrar que
J () <J (%), Vik+1)<k<i(k+1)+x VYO<i<N-—1. (3.42)

Por un lado, sabemos que el algoritmo derivado del método forward-backward genera
una sucesién monétona* respecto a la funcién J, es decir, la monotonfa (3.42) se cumple
para todo i (k +1) < k <i(k+1)+ Kk — 1y para todo 0 <i < N — 1. Sin embargo,

ya que realizamos la bisqueda lineal (3.22) es evidente que
J (xi(li+1)+n+1) < J( i(KA1)+r— 1)’

para todo 0 < i < N — 1. Por tanto, (3.42) se cumple para todas las iteraciones gene-
radas por el Algoritmo 3. Regresando a la desigualdad (3.41) y aplicando la monotonia

de la funcién J respecto a las iteraciones generadas, obtenemos

Nk (J (2NED) = (2%)) + QL |2V — g ?
T

N-1

1 0 * 1 i(k+1 2 1
SZHJI x +2—8upHx ) ;0 —
En conclusién, luego de simplificar en la tltima desigualdad logramos (3.32). O

4Ver Proposicién 2.2.1.
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Observacion 3.4.2. Fl paso 11 del Algoritmo 3 permite en cierto modo “pegar” la ite-
racion de transicion con la iteracion inicial del siguiente bloque iteraciones del método
forward-backward (lineas 3-5 del Algoritmo 3).

3.5. Problema de Supresiéon de Ruido en una Ima-
gen

Como mencionamos en el capitulo 2, gracias a las condiciones de optimalidad dadas
por el Teorema de Fenchel-Rockafellar (Lema 2.1.9) podemos recuperar la solucién del
problema (3.1). Es decir, si y* € R* x R™" es la solucién del problema dual (3.1),
entonces la solucion z* € R™"™ del problema de supresion de ruido en una imagen en

su formulacién primal (2.20) viene dada por la expresién
= -=V*y" +b. (3.43)

Recordemos que el problema de minimizacién que queremos resolver, asociado al

problema de supresiéon de ruido, tiene la forma

min J(y) =G (y)+ F(y), (3.44)

yER2Z xR™1 "2

donde Gy F vienen dadas por (2.24).
En primer lugar, describamos la forma de las funciones Gy y Fy. Siy € R?2 x RM N2,

entonces

i (=0 bnow (@), Fu(@=5IVC- I (349)

=1

Proponemos en el presente proyecto de investigacion el problema en la malla gruesa

para el problema de supresién de ruido en una imagen (3.44)

min Jg (¢) = G (¢) + Fu (¢) + (wi, ¢), (3.46)

CER2xRN1N2

donde w¥ viene dado por (3.4) con ¢*° = [y* igualmente

G (€)= G (¢) +0a (C) (3.47)
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tal que

Q= ]jZQl, Ql: {[C’“’O]l+g : <Cl,p> SO, VpeFl}, (348)
I, = [I7oG (yk)L = {[I,’?g]l 1 g €0G (y*)}. (3.49)

Proposicién 3.5.1. Debido a la forma en que construimos la funcién G%, garantiza-

mos que se cumple la condicion de coherencia (3.8), con (*0 = [HyF.

Demostracion. Por un lado, sean [ € {1,..., NyNy} y p € I';, donde I'; es como (3.49),
cualesquiera. Queremos mostrar que p € ddq, ((lk ’0) lo cual es equivalente a mostrar

que

para todo z € R? tal que
<z _ g,’“o,q> <0, el
Sin embargo, la equivalencia nos da directamente que
T, C 06, ( {“70) .
Por consiguiente hemos mostrado que
T, C 960, (g’“vo) . Vi=1,..,N|Ny.
Por otro lado, por la forma de Gy, dado por (3.45), sabemos que
{0} C [0Gx (¢*")],, VI=1,..,NiN,.
De modo que
D= {0} + T € [0Gn (C*0)], + 00, (¢F°), ¥I=1,., NiNa,

Seguidamente usamos el Lema 2.1.5 para poder concluir que

N1Na N1Na

1706 (v*) € TL 1€ TT [0Gu ()], + 060, (6°) € 9Gu (¢H°) + 98 ().
=1

=1
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Luego, usando la regla de la suma para los sub diferenciales obtenemos

I7OG (y*) c 0Gy (¢M°) + 06 (¢*)
co (GH + 59) (Ck’o)
= 9G (M)

]

La Proposicién 3.5.1 nos sugiere que podemos tomar distintas formas para la funcién
G* que dependen de G, ya que en el Teorema 3.4.1 la acotacién depende del elemento

encontrado por la bisqueda lineal en el Algoritmo 2.

3.5.1. Caso General

Observe que la formulacién dual del problema de supresién de ruido en una imagen
(3.44) verifica las condiciones del Teorema 3.4.1 facilmente. Resumimos este hecho en

el siguiente corolario.

Corolario 3.5.1. El problema de supresion de ruido en una imagen en su formulacion
(3.44), junto al problema en la malla gruesa dado por la expresion (3.46), donde Fy
y G¥ wvienen dados por (5.45) y (3.47), respectivamente, tal que Gy estd dado por el
usuario®. Ademds, asumimos que los operadores de restriccion y prolongacion vienen
dado por la Definicion 4.1.1. Si 6, = 1+ d', donde a > 1 y y* € [G + F] ™" (0)

. . 1 L2 da(ninga 2
TGV =T ) < 5 <Hy0 —y|" + %) : (3.50)
J (yN(“H)) —J(y") < 1 Hyo —y* 2 + M (3.51)
~— 27Nk a—1 ’ ’

donde

N—-1i(k+1)+k

:—Z Z Taaa (3.52)

1=0 k=i(k+1)

k#n 1
Demostracion. Es sencillo verificar que las funciones G y F', dadas por (2.24), del
problema de supresién de ruido en una imagen (3.44) son propias, convexas y semicon-
tinuas inferiormente. Asimismo, las funciones Gy, Fyr y G%, dadas por (3.45) y (3.47)

respectivamente, son propias, convexas y semicontinuas inferiormente.

®Puede considerarse Gy = 0 o como en la expresién (3.45)
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De igual manera, es elemental verificar que F' y Flg son G-diferenciables, tales que
su gradiente sea Lipschitz con constante, de acuerdo a [5], L = Ly = /8.

Luego, podemos calcular

2
)

i(k+1) y*

supHy

donde k es la iteracion de transicion. Efectivamente, observe que la sucesion {yZ K+1) }Z.GN
consiste del dato inicial 3° y las iteraciones dadas por la biisqueda lineal. Gracias al
Teorema 3.3.2, existe B;.11) > 0 tal que yl(”H) € B(0,a), para todo j = 1,...,nns.

Por tanto,

i(k+1)

<2 ([l P+ 1)

ning 2 nin2 2
(&) +(S) )
7j=1

((anLQOZ n1n2a)2) ,

|y

z /-c+1

4 (nynga)®.

También tenemos

1€EN

De donde, usando el Teorema 3.4.1 obtenemos (3.50) y (3.51). O

3.5.2. Caso Especial

En esta seccién proponemos una expresion de Gy que nos ayudarda a demostrar
que la Propiedad (111). Pero tenemos que cambiar levemente el dominio de la funcién
Gy, dada por la expresion en (3.45), y también tenemos que normalizar la direccién
de descenso (3.11).

Cambiamos el dominio de Gy por

: (3.53)

2

H B(0,a;), con o = HCZk’O
=1

con ¢F0 = [Hy* Por tanto, la funcién Gy que vamos a usar en la funcién G¥; (3.47)
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del problema en la malla gruesa (3.46) queda

NiN2

Gr (Q) =Y adpa (¢)- (3.54)

=1

Normalizar la direccién d no tiene ninguna complicacién ni altera los resultados del
Corolario 3.2.2; el Teorema 3.2.3 y el Teorema 3.3.1. Resumimos este resultado en el

siguiente teorema.

Teorema 3.5.2. Bajo los mismos supuestos del Corolario 3.2.2, el Teorema 3.2.3 y el

Teorema 3.3.1. Fijando 0 = 1, para la direccion de descenso normalizada

d

- & 3.55
P= (3.55)

existe 8 > 0 tal que
J' (y*;p) <0, (3.56)
J(y* + Bp) < J (y*) + 687 (v*:p), (3.57)
T+ 8p) + 5 I8 < T (45) + ' (4%9) (3.5%)

donde 0 < 6 < 1.

Demostracion. Gracias a la homogeneidad de la derivada direccional con respecto a

escalares no negativos, tenemos

J (y";p) = ﬁf (v*:d) <0

La demostracién de la regla de Armijo (3.57) es similar a la demostracién del Teorema
(3.2.3), usando (3.56) en lugar de (3.20). Finalmente, ya que

T¥ (yFip) = T (y":p) <0
se tiene (3.58), siguiendo los mismos pasos del Teorema 3.2.3. O

A partir de estos dos cambios vamos a demostrar que la propiedad (111) se cumple.

Teorema 3.5.3. Sean y* € [0.J] " (0), la direccién p € R2xR™™ dada por la expresion
(3.55) y la regla de Armijo (5.58). Si ¢*0 = IHy*  para 6, > 0 tal que

Z@k < +00,
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la funcion J del problema de supresion de ruido en su formulacion dual (3.44) cumple

1
k+1 L
J (y ) + 2T

1
ot =9l <7 () + 57 " = v I+ ol (3.59)
donde y**1 = y* + Bp para B € (0, min {B.,0,7}).

Demostracion. En primer lugar, gracias a la forma de la funcién Gy en la expresion

(3.54) podemos deducir la siguiente desigualdad
{(p,y*) <0. (3.60)

Efectivamente, de la propiedad de los operadores, restriccién e interpolacion en la
Proposicién 4.1.1 a la par de la definicién de las direcciones p en (3.55) y d en (3.11),

tenemos

1
<p, yk> ||d” < Y > H <II}LLI (Ck,m . Ck,O) ’yk> _ ﬁ <Ck,m . Ck,o,f]flyk>.

Ademas, si reemplazamos la definicién del dato inicial para el problema en la malla

gruesa, (M0 = [Hy* a la par con la desigualdad de Cauchy—Schwarz, obtenemos

(p.y") < ﬁ (s el = fle=1) -

El calculo de la norma de (%™ y ¢*° nos da una expresién interesante de la ultima

desigualdad. Esto es,

N1N2 N1N2

cf’"H<Zaz, IIC’”H—ZH@“ =X
=1

65| =

donde hemos usado a la expresion de la funcién Gy en (3.54). Por tanto, obtenemos
N1Na N1 N2 N1N2 2
() < (Z al) (Z az) - (Z cw) ~0.
1=1 1=1 1=1

Lo cual muestra que se cumple (3.60).

En segundo lugar, de la identidad de tres puntos (2.2) para y*, y*™1 y* a la par de
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la definicién de y**1 = y* + Bp, con 0 < B < min {8, 0,7}, tenemos

i k41 k2_1 ko k+1 ko« i k+1 *2_i k|2
s I =y T =~ =y =) T Tl ol -
_l _ k% i k+1 *2_i k ]2
= —(=Bpy" =)+ - IV —y ool Ul
l * i k+1 *2_i k |2
> —(Bpy") + o v =l = ol =l (3.61)

donde en la dltima linea usamos la desigualdad (3.60).

Finalmente, usando la desigualdad (3.61) en la regla de Armijo (3.58), obtenemos

k+1 i k1 x||2 k i k_*2_§ * 1(, k.
T + o o =P <T@ + - v =yl = = py) + 68" (")
Luego de emplear la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho que p es una direccion

de descenso (3.56), logramos

k+1 i k+1 |2 k i k_ox||2 ﬁ *
T + 5 W =yl <T@ + 5ol =7+ 2l
k i k% 2 *
<T@+ I =yl + e llyll
donde en la dltima desigualdad usamos el hecho qué 0 < 8 < min {5., 0x7}. O]

Definimos el algoritmo de busqueda lineal con la regla de Armijo, en el contexto

del problema de supresion de ruido en una imagen.

Algorithm 4 Busqueda Lineal para el FBMG (caso especial)

1: Escoja 0 < 8 < @y, d,p € (0,1).

2: while J (yk +Bp) + % > J (y"’) +6pJ (y’“;p) do
3: B« Bp
4
5

: end while
. return y**! =% + Bp

Corolario 3.5.4. Supongamos que [0(]]71 (0) # @, donde J es la funcion objetivo del
problema de supresion de ruido en una imagen en su formulacion dual (3.44), junto
al problema en la malla gruesa (3.46) con Gy dada la expresion (3.54). Suponemos,
también, que usamos el Algoritmo 4 para la biusqueda lineal en la linea 11 del Algoritmo

3. i la sucesion {0;},o es sumable, es decir, existe 0 e R, tal que

Zeiﬁ:éa

1€N

donde K es la iteracion de transicion en el Algoritmo 3 y 0, dado por el Teorema 3.5.3;
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ademdas y* € [&]]71 (0) y y° € R? x RMN2 eg ¢l dato inicial, el Algoritmo 3 satisface

~ * 1 * Nl *
J@) =T < o (I = v+ 011 ) (3.62)
T ) =7 w) < g (0 =P+ 011 (3.63)

donde gV wviene dado por (5.33).

Demostracion. La demostracién es semejante a la demostracion del Teorema 3.4.1,
salvo que reemplazamos la desigualdad (3.38) por la desigualdad (3.59), dada por el
Teorema 3.5.3. O
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Capitulo 4
Proyecciones

En este capitulo describiremos como calcular las proyecciones del problema en la
malla gruesa (3.46) para el problema de supresién de ruido en una imagen en su for-
mulacién dual (3.44), considerando dos casos especiales de Gg. Ademas, escribimos
la construccion de los operadores de restriccion y prolongacién que usaremos en la
implementacion del algoritmo 3.

Recordemos el problema de minimizacién asociado al problema de supresion de

ruido en una imagen en su formulacién dual:

ninz

i 1 * 2
yeRoamng & ; 00 (1) + 5 IViy = 0[7, (4.1)
donde
ninz 1 )
Gy)=a) dpow®) v Fly)= 5 IViy = b|* . (4.2)
=1

Hemos tomado V; como el operador divergencia discretizado presentado en [5].
Durante todo el capitulo vamos a tomar la iteracion de transicién k y el punto

inicial en el problema de la malla gruesa como
¢H0 = Iy

Ademas, puesto que haremos uso constante de los puntos en la frontera de la bola

B (0, «v), notaremos a la frontera como
bdB (0, ).

Es conveniente escribir también el problema de minimizacién en la malla gruesa, es
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decir,

min Jy (¢) = G () + Frr (¢) + (wh, ¢) (4.3)

CER2xRN1N2

tal que, para cierta funcién G : R? x RV1™ — R que precisaremos més adelante,

()= Gl +0a(Q), FulQ)= 3 [VaC ~If (1.4
wh = I'VF (y*) = VFy (¢*) (4.5)
y ademas,
N1 Ny
=TT o a={¢"+a:n =<0 vpen}, (4.6)
I, = [I}?GG (yk)}l:{[]fg]l : g €0G (yk)} (4.7)

Asimismo, V7; fue considerado como el operador divergencia discretizado en el espacio

R? x RM2 ta] como se presenta en [7].

4.1. Operadores de Restricciéon y Prolongacion

Para construir el problema de dimension menor, necesitamos precisar los operadores

de restriccién y prolongacion que vamos a usar junto a ciertas propiedades.

Definicién 4.1.1. Consideremos una particion disjunta homogénea de indices en el

conjunto {1,2,....,n1ns}, es decir, sean Ay C {1,2,...,nins}, existe v € N tal que

N1 N3

Al =v, |JA={l.mn}, ANA =2 Vplec{l,2.. NN}
lf

Definimos el operador restriccién I : R? x RM™2 — R? x RV como

[Iiy], Z y;, Vle{l,..,N\Ny}. (4.8)

JGAZ

Asimismo, definimos el operador prolongacion It : R? x RN1N2 — R2 x R™"2 como
[ch]j =¢, VjeA, Vvie{l, .. NN}. (4.9)

A continuacién presentamos ciertas propiedades de los operadores de restricciéon y

prolongacion, dados por (4.8) y (4.9) respectivamente.
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Proposicion 4.1.1. Los operadores de restriccion y prolongacion, descritos segun la

Definicion 4.1.1, satisfacen

() = oy (1) = vl

donde v es la cardinalidad de la particion homogénea.

Demostracion. Sean y € R? x R™"™2 ( € R? x RN cualesquiera. Luego,

N1N2

(Il ¢ =D (], @)
G 1
= Z (W Z YinGa + [ Z yj,2C1,2>

=1 JEA JEA
1 N1 N2
= 2,4: ; (yj,l [15C] 50 + 50 [IZCLQ)
€A =
LS 1)
U " 79 H i
1 h

Lo cual muestra que la adjunto del operador restriccion satisface (I H )* = %I . Usando

las propiedades de los operadores adjuntos en espacios de Hilbert, se obtiene (I ﬁ,)
oIH [14]. O

Proposicion 4.1.2. Consideremos los operadores restriccion y prolongacion dados por
la Definicion 4.1.1. Ademds, sean o > 0, y € [[[2]?B(0,a) C R? x R""2 y ( €
Hf\ilf\b B(0,a) C RZ x RMN2 Entonces

N1 N2 nin2
L'ye [ BO0,o), Ii¢e [ B(0.a).
=1 =1

Demostracion. Es muy sencillo verificar que si ( € HlN:llN2 B (0, ), entonces I%¢ €
[1:27? B (0, ), gracias a la definicién del operador prolongacién en (4.9). Por otro

lado, para el operador de restriccién basta verificar que
[17y], € B(0,a),

paratodol € {1,..., NyNy}. Seal € {1, ..., NNy}, cualquiera. Recordemos que tenemos
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la propiedad

<i ai) < nia?. (4.10)

Asi,
Iyyl, Yj Yj2
o (M%‘ ) - (lAIJeZAl )
|A |2|AZ|Z%, |4, |2|AZ|Z%2
JEA JEA;
1
= | 22 W +u)
\Az| :
JEA
FRD I
jGA
= @2
Por tanto,
[[f:c]l € B(0,a).
Como el indice fue arbitrario, se concluye qué Iy € Hl]\[:llN2 B (0, ). O

La demostracion de la Proposicion 4.1.2 nos permite identificar una propiedad to-
poldgica para [I I y] , con respecto a B (0, ). Es decir, si dentro de la particién usada
para el operador restriccién [} existen dos puntos en la bola B (0,«) C R? distintos,
entonces la restricciéon en dicho indice de la particiéon es un punto interior de la bola

B (0,a) C R% Escribimos este resultado en el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1. Dados los operadores de restriccion y prolongacion por la Definicion
4.1.1. Ademds, sean y € R? x R™"2 y o > 0 tales que

Y; 63(0,0&), VJEAI, Vi e {1,....,N1N2},
dp,i € Ay, yp # Ui

Entonces
[17y], € ntB(0,0), VIe€{l,...,NiNo}.

Demostracion. Seanl € {1,...., Ny Ny} y A; un conjunto de la particion de {1, ..., nins}.

La demostracién se basa en la propiedad (4.10); ya que si a; > 0, la igualdad se
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alcanza unicamente si todos los elementos son iguales. Por tanto, usando monotonia

estrictamente creciente de la raiz cuadrada, obtenemos

1729l < e

A partir de esto, es un ejercicio elemental mostrar qué [I a y]l € intB (0, a). O]

4.2. Operador Proximal de G

En esta seccién introduciremos dos definiciones para la funcion Gy en (4.4) de
forma que podamos calcular el operador proximal de G¥,. Recordemos que la funcién

del problema en la malla gruesa no suave es

G% () = Gu (Q) + 0 (C), (4.11)

donde Q2 =[] £ viene dado por (4.6), ademds, es importante recordar que §2; en (4.6)

viene dado por

O ={¢+ G (G <0, VpeTy),

o también
Ql :{ lk,O}_I_F?’

donde I'} es el cono polar de I', definido por

It={peR’: (pq), Vqeli}.

Es conocido que el operador proximal de una indicatriz sobre un conjunto convexo
generaliza el concepto de la proyeccién sobre conjuntos convexos [7]. De modo que,
nuestra intencién es definir Gy como una indicatriz sobre un producto de bolas de
centro cero y radio ag > 0.

Observe que gracias a la forma de €2, la indicatriz de €2 es separable, es decir,

N1Na

50 (Q) =) 00, (G,

de modo que para expresar el operador proximal de G¥ nos basta analizar la estructura

de §; para todo [ =1, ..., Ny N,, gracias al Lema 2.1.5.
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Para el siguiente resultado necesitamos definir el conjunto de indices
Dl:{] 1Y € bdB (0,04)7 jEAl}. (412)

Ademas, debemos enfatizar que haremos constante uso de los conos convexos, por

tanto, es imperativo escribir su definicion:

cone ({1, ..,z }) = {iﬁzri i >0, 1<i< n} . (4.13)

Es preciso recordar la condicién de coherencia dada por la Proposicion 3.5.1, es

decir,
170G (4) € 9GY (CH0).

También debemos mencionar el sub diferencial de Gy, dada como la indicatriz del

producto de bolas de centro cero y radio oy, es decir, si Gy esta definido por

N1Ns
G (€)= Opmans g o (€ Z 3By 0.0 (G1) (4.14)
el sub diferencial asociado es:
{0}, si ¢ € int (B (0,q)),
[aGH (C)]l = 653(0704) (Cz) = {BQ : ﬁ > 0}, si Q € bd (B (07 04)) )
(%} caso contrario,

para todo [ € {1,..., Ny No}.
En cierta parte de la demostracion del siguiente Teorema, vamos a usar una version
del Lema de Farkas. Por lo cual, mencionaremos como un lema la version del Lema de

Farkas que vamos a usar:

Lema 4.2.1. Sean A € R™*?¢ b € R™. Exactamente, una de las dos proposiciones es

verdadera:
» Jo € RY tal que Az < b.
» 32 € R™ tal que 2 >0, AT2=019y27b<0.

Referimos al lector a [23] para consultar la demostracién del esta versién del Lema

de Farkas y profundizar en su conocimiento.
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Teorema 4.2.1. Sea G : X — R dada por la expresion (4.2) y los conjuntos

Q= Hszl le{ f’°}+rf, (4.15)
I=1
I, = [I,?@G (yk)}l:{[ffg]l : g €0G (yk)} (4.16)

donde T es el cono polar de ;. Si usamos el operador de restriccion IF definido
por (4.8) y el dato inicial (*° = IHy* entonces para todo | € {1,..., NNy} tal que
Ay C{1,...,nine} es un conjunto de la particion de indices {1, ...,nins}, los conjuntos

Q, se pueden escribir como

O = { l’“o} 4T (4.17)
donde I'} se puede escribir como
[ R2, siD =@,
F;,lv st Dl:{]}v
rs,Nr; sidj,n e Dy, I'y = cone ({yj,yn}),

rp=g e -
{ﬁyj : 520}7 SZE'],TL,?” € Dh yj = —Un GI‘l :Cone<{yj7y7“7yn})7

tal que y, no es paralelo a y; o a yy,,
\ {0}, si I = R2.

(4.18)

donde ij es el vector ortogonal a y; que no estd en Iy, y ademds I';; C R? estd definido

por

I ={peR’: (py;) <0}. (4.19)

Demostracion. Para demostrar este resultado vamos a necesitar calcular el sub dife-

rencial de

nin2

Gy)=a) Ip0a ),
=1

puesto que influye directamente en la definicién del conjunto I'; en (4.16). Pero calcular

el sub diferencial de G es sencillo gracias al Lema 2.1.5. En otras palabras, el sub
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diferencial de G dado por (4.2) es

{0}, si y; € int (B (0,)),
[0G ()], = 06p(0,0) (yi) = & {By; - B>0}, siy €bd(B(0,a)), (4.20)
%] caso contrario,

para todo i € {1,...,n1ns}.
Ademds, si ¢ € R? x RN pecesitamos definir el conjunto de puntos con la pro-

piedad
<Cl777> Sov vnerla

donde T, viene dado por (4.15). Observe que el conjunto con la propiedad mencionada

corresponde al cono polar de I';, es decir,
I ={GeR: (G.n) <0, Vneli}, (4.21)

para todo [ € {1,..., N1 N, }.

Sea l € {1,..., N\No} tal que A; C {1,...,n1ny} es un conjunto de la particién de
indices {1, ..., n1ng}. Dividimos la demostracién por casos. El primer caso que tratare-
mos es cuando |D;| = 0. Observe que en este caso todos los puntos de la malla fina en
el conjunto de indices A; son puntos interiores de la bola B (0, ). Entonces I'; es cero.

Efectivamente, si
y; € int (B2 (0,0)), Vje€ A,
entonces de (4.20) concluimos que
[0G (y)l; =10}, VieA.
Por tanto, de la definicién del operador de restriccion (4.8) deducimos que
Iy={[I'g], : € 0G (y)} = {0}.

De modo que I') = R2. Consecuentemente 2; = R%
El segundo caso que vamos a tratar es cuando |D;| = 1. Asimismo, podemos notar
que en este caso todos los puntos cuyo indice esté en el conjunto A;, excepto uno, son

puntos interiores de la bola B (0, ) (ver Figura 4.1). En otras palabras, existe un tinico
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D =T5, = {pck : (py) <0} K

B(0,a)

Figura 4.1: Todos los puntos con indices en el conjunto A; son puntos interiores, excepto
uno, es decir, D; = {j}.

indice j € A; tal que
yr € intB(0,c), Vke A \{j}, y; €bdB(0,a).
Sin dudas, de (4.20) aseguramos que

[0G ()], = {0}, Vke A\ {j},
[0G (y)]; = {By; : 8>0}.

Nuevamente, de la definicién del operador de restriccién en (4.8) concluimos que
Iy ={By; : p>0}.
Por tanto, I'} es el cono convexo definido por
I ={peR: (py;) <0} =T3,

Finalmente, el tercer y ultimo caso es cuando |D;| > 1. El hecho que |D;| > 1
implica que existen més de un punto en la frontera de la bola B (0, «), cuyos indices

estdn en el conjunto A;. Dicho de otra manera,

yr € ntB(0,0), Vke A\D, y,€ebdB(0,a), Vpe D

o8



De (4.20) sabemos que

0G ()], ={0}, Vke A\ D,
0G (y)l, ={By, : B>0}, Vpe D

Entonces el conjunto I'; es

I, = {Zﬁpyp . B, >0, Vpe Dl}. (4.22)

pED;

Dado que I'; podria contener elementos que se pueden construir a partir de otros
elementos de I'; es importante eliminar dichos vectores para especificar I'7. Por un

lado, st |D;| = 2, es evidente que
TP =T°,NT3,

Por otro lado, si |D;| > 2 debemos mencionar es que gracias a que I'; C R?, el cono
I'; va a tener al menos dos vectores directores. De modo que tenemos que realizar un
proceso de eliminacion de aquellos vectores dependientes en I';.

Para eliminar aquellos vectores dependientes de I';, primeramente eliminamos todos
los vectores en la frontera que estén duplicados. Seguidamente, analizamos el sistema

de ecuaciones

Bjyj + ﬁnyn = Yr, (423)

donde j,n,m € Dy yj, Yn,yr € bdB (0, ). Puesto que hemos eliminado los vectores
duplicados, podemos garantizar que y; # y, # y, en el sistema de ecuaciones (4.23).
Dentro de este proceso de eliminacién de los vectores redundantes o dependientes

en I';, dividimos el analisis en seis casos:

I) Supongamos que la solucién del sistema (4.23) es f3;, 5, > 0. Entonces y, €
cone ({yj, yn}), lo cual indica que y, es irrelevante en el conjunto I';, ya que y, se
puede construir con y; y y,. Por tanto, eliminamos el indice r de D;, dando como

resultado

=4 Y Bp:B,>0, VpeD\{r};. (4.24)

peD\{r}

11) Si la solucién del sistema (4.23) es §; > 0y f, < 0. Es posible reordenar el

sistema de ecuaciones (4.23) de tal forma que y; esté en el cono cone ({yn, yr}).
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I11)

V)

Dicho de otra manera, despejando y; del sistema (4.23) conseguimos

_ 1 Bn
Yj = Fyr - B—yn-
J

J

Lo cual muestra, claramente, que y; € cone ({yn, ¥, }). Asimismo, esto indica que
y; es irrelevante para I';. De modo que eliminamos el indice j de D;, dando como

resultado

=% > B :B8,>0 VpeD\{j}p. (4.25)
pEDI\{5}

Ahora, si la solucién del sistema (4.23) es 5; < 0y £, > 0. Semejante al caso
anterior, podemos reordenar el sistema de ecuaciones (4.23) para verificar qué
yn € cone ({y;,y,}). En definitiva, debemos eliminar el indice n de D, conse-

cuentemente

=< > Bup:B,>0, VpeD\{n},. (4.26)

peD\{n}

Cuando la solucién del sistema (4.23) es 5; = 0y (3, < 0, podemos calcular
el valor de 3,. Efectivamente, el sistema de ecuaciones (4.23) queda 5,y, = ¥,

ademds, ya que y,,y, € bdB (0, «), tenemos

a = [yl = [[Buynll = 1Bul [lynll = 5] o,

de donde concluimos qué 3, = —1. Esto nos indica que el angulo entre y, y
yn es 180°. Puesto que todavia tenemos que realizar mas comparaciones con los
elementos restantes de I';, debemos eliminar uno de los indices de los vectores
opuestos con la intensién de evitar incoherencias en las siguientes comparacio-
nes. Por ejemplo, si no eliminamos el indice n de S; es probable que el sistema
de ecuaciones (4.23) no tenga solucién en la siguiente comparacién, ya que es

probable que no existan f,, 8, € R, tal que

Yp = ﬁpyp + ﬁnyn = (ﬁp + 5n) Yp-

Asi, eliminamos el indice n de D; y guardamos los indices de los vectores opuestos
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VI)

en otro conjunto notado por S;. En otras palabras, obtenemos los conjuntos

=< > Bwp:B,>20, VpeD\{n}p, Si={nr}.  (427)

pED\{n}

El conjunto S; nos ayudara a escribir explicitamente el conjunto F}) =7 al final
peD;
de todas las comparaciones.

Asimismo, cuando la solucién del sistema (4.23) es 5; < 0y 8, = 0, podemos
hacer un analisis idéntico al caso anterior para concluir que tenemos que eliminar

el indice 5 de D; y guardar los indices j,r en el conjunto .5;.

Por el contrario, si la solucién del sistema de ecuaciones (4.23) es f;, 3, < 0, es

posible demostrar qué I'; = R%. Sea x € R?, cualquiera. Queremos mostrar que
T = a1y; + aoyn + 0y;,

pero, usando la dependencia lineal de y,. dado por la solucién del sistema de

ecuaciones (4.23), podemos escribir

x = (o1 +05;) y; + (a2 + 06n) yn-
A partir de esto, nos basta mostrar que existen oy, as, 0 € R tal que

o1 =01 +0B8; >0, ¢2=0ay+03,>0.
Consideremos la matriz A y el vector b, como
i)
01 By — 2
Observe que no existe un vector a € R? tal que satisfaga
a>0, ATa=0, a'b<0,

ya que el kernel de AT es cero. Por tanto, el Lema de Farkas, citado en el Lema

4.2.1, nos garantiza la existencia de a = [, ag, 0] tal que

Aa < b,
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es decir,

a1+6/8j:¢1207
a2+96n:¢220

Esto muestra qué x € I';. Asi, aseguramos qué I'; = R%. Consecuentemente,
7 ={0}.

Como ya hemos calculado I'}, no es necesario hacer mas comparaciones.

Una vez que hemos descrito todos los casos posibles en el proceso de eliminacion de
vectores dependientes de I'; podemos escribir la forma de I'y. Luego de realizar |D;| — 2

comparaciones, existen solo tres formas de I'}:

1. Supongamos que durante las |D;| — 2 comparaciones tinicamente se cumplieron
uno de los casos 1)-111) en cada comparacién. Entonces el conjunto de indices D,
tiene inicamente dos indices, digamos que dichos indices son j, n, ver Figura 4.2.

Consecuentemente, es obvio que

2. Ahora supongamos que durante las |D;| — 2 comparaciones uno de los casos 1V)
o V) se cumplieron. Entonces el conjunto S; contiene los indices de los vectores
opuestos. Ademads, luego de las |D;| — 2 comparaciones, el conjunto D; también

tiene dos indices. Digamos que los conjuntos S; y D; se escriben como
si={ir}. Di={in}.

2.1. Supongamos que uno de los indices en S; estd en D;, por ejemplo 7 = j.
En tal caso, los tres vectores con indices j,n,r forman un semiespacio que

define I';, ver Figura 4.4. En otras palabras, aseguramos que

'y = cone ({y;,yn}) U cone ({yn, yr}) -

Observe que I'; es el semiespacio que contiene y,,. Una vez hemos definido la
estructura del conjunto I'; como un semiespacio, es obvio que el cono polar
de I'y, definido en (4.21) se cumple unicamente para Bij7 donde § >0y
ij es perpendicular a y; tal que <yj,g> < 0, para todo g € I';. Por tanto,

62



podemos escribir
Iy ={By; : B>0}.

2.2. En el caso de que ningtn indice en el conjunto S; esté en D; significa que
uno de los vectores opuestos (con indices en S;) se encuentra en el cono
formado por los vectores cuyos indices estdn en ;. Supongamos que y; €

cone ({y;, yn}), lo que es equivalente a decir que existen j3;, 5, > 0 tal que

Biy; + B = ;- (4.28)

Afirmamos que 3;, 3, > 0, ya que si no } € D;. En efecto, ya que tomamos
tres indices consecutivos para resolver el sistema de ecuaciones (4.23) y

suponemos que 3; o 3, es cero, implica que

Yi=Y; O Ya=1;

de donde por el caso 1) deberfamos eliminar el indice j de D; y conservar el
indicej’ € Dy, lo cual es falso. De esta manera, aseguramos que la solucién del
sistema de ecuaciones (4.28) tiene como solucién escalares positivos. Luego,
debido a que en S; estan los indices de los vectores opuestos, sabemos qué

Y; = —Y,. Reemplazado en la identidad (4.28) obtenemos

Biy; + Batin = —Yr,

de donde, si multiplicamos por menos uno a la identidad, deducimos que
yr & cone ({y;,yn}) -

Es decir, existen dos escalares negativos, —3; y —03,, tales que
—BY; = Bnin = Yr-

Observe que hemos llegado al caso VI), por esta razén podemos garantizar

que
o = {0}.

[]

La demostracién del anterior teorema nos permite escribir un algoritmo que devuel-
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90B(0,)(Un)

353((1.0)(’!]})

B(0,x)

Yr

90p(0,0)(Yr)

r; = {0}

Figura 4.2: Conjunto I'; = R? cuando se cumple el caso V1) del Teorema 4.2.1.

90B(0,0)(Yn)

T, = cone(y;, yn)

A0p(0,0)(Yj)

Figura 4.3: Conjunto I'; luego de |D;| — 2 comparaciones para eliminar los vectores

dependientes.

ve la estructura de €2; en cualquier forma del conjunto D;.
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Algorithm 5 Vector director cono convexo §2; (VDCC).

Require: D, C A;, Clk’o, eliminacion de duplicados en D). > Pre-procesamiento.
1: Inicializacién: S; = @.
2: if |D;| = 0 then

3: return ; = R?.
4: else if |D;| =1 then
5: return ) = { lk’o} + = > Suponemos que D; = {j}.
6: else if |D;| = 2 then
7: return €, = { lk’o} + Ef NZp > Suponemos que D; = {j,n}.
8: else
9: while |D;| > 2 do
10: Escoja tres indices consecutivos j,n,r € D; y resuelva el sistema de

ecuaciones en R?

Bjyj + 5nyn =Yr.

11: if 8; > 0 and 3, > 0 then
12: D, =D, \ {7“}
13: else if §; > 0 and 3, < 0 then
14: D, = D, \ {]}
15: else if 3, <0 and 5, > 0 then
16: D, =D, \ {TL}
17: else if 3, =0 and 5, < 0 then
18: Sy ={n,r}
19: D, = D, \ {n}
20: else if 3, <0 and 5, = 0 then
21: S =A{j,r}
22: D, =D\ {j}
23: else if §; <0 and 3, < 0 then
24: return ), = { lk’o}
25: end if
26: end while> Al final del laso while obtenemos el conjunto D; con dos indices.
27: Sean j,r € S, > Suponemos que D; = {j,n} hasta el final del pseudocédigo.
28: if S, = @ then
29: return ), = { lk’o} + E{ n=y
30: else ifj' € D,or e D, then
31: Escribimos pQDlEf = {ﬂy]l : <yj{yj> =0, >0, <yj,yn> < O} o la misma

expresién pero con el indice n.
32: return () = { lk’o} + N =

pED;

33: else if j,n ¢ E; then
34: return ), = { lk’o}
35: end if
36: end if
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995(0.0)(yn) T T, = cone(y;, Yn, Yr)

B(0, )

Yi
Yi 99B(0,0)(Y5)

IY ={By; : >0}

Figura 4.4: Conjunto I'; cuando hay dos vectores opuestos y todos los vectores en la
frontera restantes estdn en un mismo sub-espacio de R2.

Recordemos que queremos expresar el operador proximal de G¥,,

G (¢) = Gu (¢) +0a ()

tomando Gy como la indicatriz del producto de bolas de centro cero y radio «;. Es

decir, la funcién G% tiene la forma

N1N2 N1N2

G (€)= Gu (¢) +da (¢ Z 0B3(0,00) (G1) + Z og, (G1) » (4.29)

donde «; > 0 vamos a especificar a continuacién. Gracias al Corolario 4.1.1 sabemos
que el dato inicial ¢*° € R? x RV es un punto interior para la bola B (0, a); esto

es importante para definir la estructura de Gy. Ademds, si I'7 = I';, NI}, para

n,l»
algin [ € {1,..., NNy} y j,n € D,; ademas, si el radio de la [—ésima bola es menor
a la norma de la [—ésima coordenada, podriamos tener el caso que se muestra en la

siguiente figura:
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B(0,a,)

QN B(U, (X[)

Figura 4.5: Cuatro puntos de interseccion entre bd (B (0, «y)) v €.

Para evitar este engorroso caso, consideramos que la funcién Gy viene definida

CcOomo

N1Na

Gu ()= dny0a (G, (4.30)

donde a; > HClk’OH , para todo [ € {1, ..., Ny Ny }.
2
Expresaremos el operador proximal de G% en sus distintas estructuras con el si-

guiente lema.

Lema 4.2.2. Sea ¢*° = [Hy* el dato inicial donde se construye el problema en la malla
gruesa, tal que y* es la aprozimacion de la solucion del problema en la malla fina (4.1)
luego de k iteraciones con el algoritmo derivado del método forward-backward. Ademds,

sean G¥ la funcion del problema en la malla gruesa, dada por

NlNg N1N2

G];{ (€)= Z 0By(0,0) (G) + Z oo, (G1) 5
=1 =1

tal que o > oy > ‘Clk’o‘

, para todo 1 € {1,..., NyNo}; y Dy el conjunto de indices dado
2

por (4.12). También usamos el escalar

B max {0, <Cl - lk707yj>}. (4.31)

)‘j - 2
[
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para definir el operador proximal de G¥ en sus distintos casos. Entonces, para todo
1 € {1,... N\ Ny}, el operador prozimal, de la funcion G%, asociado, se puede escribir

como

v, st D=,

V2, st -Dl - {j}?
U3, SiajaneDla Fl:COHG({y‘,yn}>,

oy 0] = { " % ﬂ

! Vg, SZH],TL,TGDZ, yj:_ynerlzcone({yjayrayn})a

tal que y, no es paralelo a y; o a yy,

Vs, St Fl = R2

\

tal que vy, vy, V3, V4, V5 vienen dados por las expresiones (4.32a)-(4.32¢), como se pre-

sentan a continuacion:

[e1q
v = — , 4.3%a
' i o, TG (4.32)
( é’, si ],
Q_", St <1312,
Vg = < Cl _ )\jyja si CI)?, (4.32b)
G x4
p , st Py,
( max {ay, |G|, } :

donde \; viene dado por (4.31) y

ot -cone (0. + {0
®? = cone ({y;,¢}) + {C}
@?:{Aé+(1—k)5+6yj 1 A€(0,1), 520}’
o} = (0] U U .

Ademas,
( lk’o, si A,
é, si A7)
¢, si A}
U= G- Ay, si A2 (4.32¢)
G — \uYn, si A,
e .
| max{a Gy
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tales que \j, \, vienen dados por (4.31) y
Al :Fl+{ l’“’o},
A? = cone ({%C}) + {C}
Ajf = cone ({ga, (}) +{C}
A} = {A§+(1—A) PO+ By A e (0,1), 520},
AP = (M + =N+ By Ae (0.1), 0],
AS = (AFUAZUAPUAFUAYC .

También escribimos

( lk’o, Si H},
¢, si 117,
vy = , 4.32d
4 o) 4320
) > 3
Cl +y] 12 , St Hla
\ Hyj ”
donde
M =T, + {gl’“o},
Hl2 =-I;+ {é}
I = (11} u ) .

y —I'; es el conjunto I'; con escalares no positivos. Finalmente,
vs =G, (4.32¢)

Demostracién. Sean ¢ € RZxRMM2 y [ € {1,..., N\ Ny}, cualesquiera. De igual manera
que en la seccion anterior, nos basta analizar el operador proximal por coordenadas

gracias al Lema 2.1.5.
En primer lugar, si D; = @, por el Teorema 4.2.1 sabemos qué €; = R%. Entonces

U NB0,a;) = B(0,0),

asi, el operador proximal de G% viene dado por la expresiéon

[pYOXcg (¢ )] = s

v max {ay, |G}
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®} = {A+ (1 —A)C+By; : A€ (0,1), 8> 0}

~
o~

sy
\

o} = (3} uaP U B} *

Figura 4.6: Divisién de conjuntos para el calculo del operador proximal de G%, dado
por (4.29), cuando D; = {j}.

En segundo lugar, si D; = {j} del Teorema 4.2.1 sabemos que el conjunto §2; tiene

la forma

k,0 o

por tanto, €; N B (0, ;) es una porcién de la bola, B (0, ;) como se muestra en la
Figura 4.6. Llamamos é ,C a los puntos de interseccién entre la frontera de la bola

B(0,) y €. Vamos a mostrar que R? se puede particionar en cuatro conjuntos

®} = cone ({yj,§}> + {C}
®? = cone ({y;,¢}) + {C}
o= {X+ (1= N+ py e 0.1), B20),
o = (P} U UD)".

Sin embargo, en este caso es mas que obvio verificar que
R? = &; U 7 U &} U B},

gracias a la definicién de los conjuntos <I>{ ,con 7 =1,2,3,4. Nos basta mostrar que los
conjuntos son disjuntos entre si. Es claro que @} es disjunto con ®;, ®? y ®} por su
propia definicién. Luego, nos basta mostrar que ®}, ®? y ®? son disjuntos entre si.

Para ello es necesario especificar la forma de é’ y (. Observe que un punto de
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interseccion entre las fronteras de €, y B (0, o) debe satisfacer
(=)o [d]-o
Por tanto, un buen candidato a punto de interseccién tiene que tener la forma
p=ay’ + ¢,

donde yf es el vector ortogonal y de igual norma a y;. Claramente, se tiene que p €
bd(2;; nos resta encontrar la forma de a tal que satisfaga p € bdB (0, «;). Hallemos los

valores de a:
2 2 1 k,0 2_ 21,1112 k0 2 9 1 k0
o = |Ipll” = ay; + ¢ =a Hyj H + (|G T 2a(Y;,G ;

de donde, resolviendo la anterior ecuacién cuadratica para a obtenemos que

2 2
- <y]J_a lk70> + \/<yj_7 lk,0> - Hyj_HZ <H(lk’0H - al)

- T B
() \/@, Y P (Hcf’°H2 ‘O‘Z)
- ol B

. k,0 .
Gracias a que o > H(l H concluimos que

2 2
e T

Ademés, podemos escribir ( = ary; + ¢y ¢ = asy; + ¢"°. Ahora, mostremos qué

- al) > 0. (4.35)

®! N ®? = @. En efecto, por reduccién al absurdo supongamos que existe z € ®; N 7,

lo cual es equivalente a decir que existen Sy, (s, 03, B4 > 0 tal que

Biy; + (Bo+1) ¢ =2 = Bay; + (B + 1) ¢, (4.36)

de donde, si reordenamos (4.36) obtenemos

(Br—B3)y; = (Ba+1)C— (B + 1)<
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Luego, por un lado, usando la ortogonalidad de y; y yj logramos

0=(y;, (81— fBs)y;) = <y]~l, (Ba+1)C— (B2 + 1)5> ,
de donde
(B2 +1) (7€) = (Ba+1) (y.) (4.37)

Por otro lado, si expandimos el producto interno entre yj y é y usamos la definicion

de a; en (4.33), llegamos a escribir

<yj_7 é> = <yj_7 alyj'_ + <k70> 9

= anJy |+ (o6

e )

oI

== (uto )+ ot o (- ) + (o),
- Jloray - (e )

Asimismo para el producto interno entre yj y ¢ junto a la definicién de ay en (4.34)

escribimos

(1€)==l I 1 ([ - o)

Reemplazando en (4.37) y agrupando tenemos

(B2 + Ba+2) \/<yj_’ lk,o>2 _ HyleQ (Hglk,ouz B al> o

Puesto que el argumento de la raiz cuadrada es positivo, segin (4.35), la tnica posibi-

lidad para que se cumpla la identidad anterior es que
BotBs+2=0

lo cual es falso, ya que B2 y 4 son no negativos. Esto muestra qué ®; N &7 = &.

El mismo razonamiento para demostrar que ®] N ®? = & se usa para mostrar
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AP = AT+ (1= N+ By, - A€ (0,1), B> 0} ’/'

/7
Yn &
1

* \
&, 0 \ Y
Q

Al ={A+1=-N¢G

k.0

+By; : A€ (0,1), 3> 0}

A} = cone(yy, &) +

A = (Al uAPUAFUALUADC

A} = cone(y;,¢) + ¢

Figura 4.7: Divisién de conjuntos para el calculo del operador proximal de G%,, dado
por (4.29), cuando I'; = cone ({y;, yn})-

P NP} = &y P NP} = &, teniendo en cuenta la simetria de la combinacién convexa

en el conjunto ®?. Esto muestra que los conjuntos <I>{ ,con j = 1,2,3,4, forman una

particién de R?, de modo que, podemos escribir el operador proximal de G¥ como

[pTOXG’;{ (C)] L

Kt

G — Ay,
i

( méx {a, [|Gll,}

© pl
si @,
B2
si @7,
B3
si @,

si .

En tercer lugar, si existen j,n € D; tal que I'j = cone ({y;,y,}), entonces por el

Teorema 4.2.1 sabemos que €); tiene la forma

k,0 o o

Similar al caso anterior, el conjunto €2, N B (0, ;) es una porcién de la bola B (0, )

como se muestra en la Figura 4.7.
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Nuevamente, vamos a mostrar que R? se puede particionar en los conjuntos
A= Fz+{ zk’0}7
A? = cone <{yg,é}> - {5}
A} = cone ({a, C}) + {¢}
{M+ =N+ 8y ae 1), 820},
AT = {0+ (=N ¢+ By e (0,1), 820},
AS = (AFUAZUAPUAFUAYC .

Al =

Ciertamente, de la definicién de A} concluimos que
6
) .
R* = A
j=1

Una vez mas, nos basta mostrar que los conjuntos A{, con j =1,2,3,4,5, son disjuntos
entre si (excluimos el conjunto A% ya que es disjunto con todos los demés conjuntos
por definicién). Igualmente, al caso anterior, necesitamos precisar los puntos de inter-
seccion, lo cuales llamamos f v (, asociados a los semiespacios tangentes a Yi V Yns

respectivamente. Ya conocemos que los puntos de interseccién tienen la forma
C=ayy +G° C=dyy + G
tales que
(W um) <0, (yr ;) <0

Necesitamos verificar que los puntos de interseccién estén en €2;. Para ello, necesitamos

que los vectores ortogonales ij y Y- satisfagan, ademés,

<yjl, f’0> <0, <y$7 f’0> <0.

Tomando de esta forma los vectores ortogonales ij y ¥ es sencillo verificar que los
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puntos de interseccion 6 y C estan en ;, donde los valores de a y d vienen dados por

—(yh. ) + VR

W )
- <y7%7 lk70> + \/E
d= . (4.39)
yi-|I?

A partir de esto, con el mismo razonamiento del caso anterior, vamos a demostrar qué
Al N A? = @. Por contradiccién, supongamos que existe z inA} N A?, esto quiere decir

que existen Sy, Bq, B3, 4 > 0 tal que

Bry; + Boyn + G0 = 2 = Bay; + (Ba+ 1) C.

Por un lado, si usamos la definiciéon de ¢ y reordenando, obtenemos

(B = Bs) s = (B1+1) (aw +G5) = Baa — ¢ = (B + Dy + BiGH — Boyn.

Por otro lado, usando la ortogonalidad de y]L y y; y reemplazando la dltima desigualdad

junto a la definicién de a en (4.38), obtenemos

0="(y; (51— Bs)y;)
= <yf, (Bi+ 1) ay; + Bag — ﬁzyn> ,
= e Dl 8 () — 5 ()
= B+ 1) (= (g ¢) + V) + B () = B ()
=— <yf, f’0> + (Bs + D) VE = B2 (Y5 yn)

Sin embargo, por la forma de escoger el vector ortogonal yj y el hecho que By > 0y

k > 0 podemos asegurar que

0:_<y]l7 lk’0>+(64+1)\/__/82<yjlayn> >O7

lo cual es una contradiccién. Por tanto, A} NA? = &. Anélogo al caso anterior (usando
el mismo esquema de demostracion junto a la eleccion de los vectores ortogonales ij y
y1) y siguiendo un andlisis similar, se puede mostrar que Al con j =1,2,3,4,5, son

disjuntos entre si. Consecuentemente, los conjuntos A{ ,con j =1,2,3,4,5,6, forman
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m = -, + {{}

Figura 4.8: Divisién de conjuntos para el calculo del operador proximal de G%, dado
por (4.29), cuando |D;| > 1 y I'; tiene vectores opuestos que forman un semi-espacio
en R2.

una particién de R?; por consiguiente, escribimos el operador proximal de G%, como

( lk’o, si AJ,
¢, si A?,
¢, si AL,
[prOXG’?I (OL =\ G Ny si A,
Cl — )\nyn, Si A?,
eV1q :
| mix o Gy S AT

En cuarto lugar, si existen j,n,r € D; tal que I'; = cone ({y;, ¥, yn}), entonces por

el Teorema 4.2.1 sabemos que {2; se escribe como

="+ {By; : B>0},

donde yjL es el vector ortogonal a y; que no estd en I';. De esta manera, podemos
concluir que €; N B (0, ;) es una porcion de 2; tal como se muestra en la Figura 4.8.

Reiteramos que es posible particionar R? en tres conjuntos
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donde —TI" es el conjunto I'; con escalares no positivos, es decir,
JEA,

En este caso, es mucho més sencillo mostrar que R? se puede particionar en IT}, IT7, TT?,
ya que Unicamente tenemos que mostrar I} NII7 = &.
Gracias al Teorema 4.2.1 sabemos que I'; es un semiespacio formado que contienen

vectores opuestos, es decir,

I'; = cone ({y;, Yr, Yn}) -

A partir de esta definicién es sencillo verificar que II} N II} = @ usando el mismo

razonamiento del caso previo a este, y considerando que yjl satisface

<yf, f’0>§0, y <yf,p>§0, Vpel,.

De modo que R? se puede particionar en los conjuntos I}, IT? y IT?; consecuentemente

podemos escribir el operador proximal de G¥ como

( lk’o, si 117,
¢, si 117,
[prOXG’?I (OL - max {O, <Q -, y¢>}
k,O . J . H3
1 Y N2 ;S
\ [l

En tltimo lugar, si I'; = R?, del Teorema 4.2.1 sabemos que el conjunto ) se escribe

como € = Clk’o. Por tanto,
Ql NB (07 Oq) = lk:,O’
de donde, el operador proximal de G%, es

[proxgs, Q)] = ¢,
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e, k,0 ., o
Observacion 4.2.1. Cuando o = HCZ H también podemos escribir un operador pro-
zimal asociado a G%,, sin embargo, el andlisis es mucho mds extenso y € puede tomar

mdas de cinco formas.
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Capitulo 5
Experimentacion Numeérica

En esta seccion describiremos las instancias que usamos para comparar el algoritmo
derivado del método forward-backward con su homdélogo multimalla, implementado en

lenguaje de programacién Matlab.

5.1. Problema en la malla fina

El problema de supresiéon de ruido en la malla fina tienen varios parametros que
tenemos que especificar antes de presentar los resultados numéricos. Puesto que vamos
a usar el algoritmo derivado del método forward-backward para aproximar la solucién
del problema de supresién de ruido en su formulaciéon dual (4.1), describiremos los
parametros que usaremos durante todos los experimentos numéricos.

Para los experimentos numéricos, consideramos tres imagenes con ruido de tamanos:
300 x 300, 512 x 768 y 768 x 1024. Cada imagen corresponde al pardmetro b en el
problema de supresién de ruido (4.1). Ademads, fijamos el valor de 7 = (41/2)7!, el cual
es el tamano de paso que usa el Algoritmo 1, tomando en cuenta que la constante de
Lipschitz continuidad del gradiente de F' es v/8, de acuerdo a [7].

Recordemos que la funcién G del problema de supresion de ruido en una imagen es

nin2

Gy)=a) dpoa W),
=1

de modo que fijamos a = 0,15 para todas las instancias.

5.2. Problema en la malla gruesa

Debemos también precisar los pardmetros del problema en la malla gruesa (4.3).

En primer lugar, los operadores de transferencia, conocidos en el presente trabajo de
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investigacién como operadores de restriccién IZ y prolongacién 1%, fueron construidos
con dos matrices, ya que almacenar la matriz de restriccién o prolongacion estandar
es demasiado costoso, computacionalmente. Para usar los operadores de transferencia,
numéricamente, conviene usar los datos y € R? x R™"2 en la forma y € R™ x R™2 x R2,

De este modo, el operador de restriccion se puede escribir:

NN N N.
! 2Ml‘1/1'Md, [}{Iy2: 2

H, =~ _
Ih Y1 =
ning ning

M - y2 - My,

donde! g, es la primera matriz de tamafio n; X ny de y. De igual manera, v, es la
segunda matriz de tamano n; X ng de y. Ademés, M; = Idy, ® Ry y My = Idn, ® Ry;
aqui ® representa el producto de Kronecker, Idy, es la matriz identidad de tamano

N1><N1y

1
Ry =[1,1,---1], Ro= |. ng /Ny veces
W—/ :

n1 /N1 veces

Asimismo, el operador de prolongacién se puede calcular usando la Proposicion 4.1.1,

de modo que si el dato en la malla gruesa ¢ € RV x R x R? entonces
TG =M -G - My, ITpG=M-G-M;

De igual manera, (; y (5 son las matrices de tamano N; x N, de (. De esta manera,
construimos los datos by = If'b y ¢(*° = IFy* donde este tltimo es el punto inicial
para el problema en la malla gruesa.

Puesto que queremos aproximar el problema en la malla gruesa (4.3) mediante el
algoritmo derivado del método forward-backward, fijamos los parametros del algoritmo
1 con 7 = (44/2)7'. Ademas, establecimos la dimensién del problema en la malla gruesa
como: 12 x 12, 64 x 64 y 64 x 128, respectivamente a las imagenes de tamano 300 x 300,
512 x 768 y 768 x 1024.

De igual manera, fijamos «; = 0,15 para la funcién Gy del problema en la malla

gruesa (4.3), definida por

N1 N2

G (Q) =Y bpy0an (Q)-
=1

1Usamos la notacién del lenguaje de matlab para mejor comprensién de la implementacién de los
operadores de transferencia.
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5.2.1. Algoritmo FBMG

Una vez definidos los parametros de los problemas en la malla fina (4.1) y en la malla
gruesa (4.3), indicaremos los pardmetros que usamos en el algoritmo forward-backward
multimalla definido en el Algoritmo 3.

Realizamos una pequena modificacién en el algoritmo, escribiendo una sentencia
while en lugar de la sentencia for en la segunda linea, con la intensién de escribir un
criterio de parada del algoritmo. Como criterio de parada usamos la brecha dual del

problema de supresiéon de ruido en una imagen en la malla fina, es decir,
1
=3 [l =0l +a Vet + T ().

donde J es la funcién objetivo del problema de minimizaciéon equivalente al problema
de supresién de ruido en su formulacién dual (3.44) y 2% se obtiene de usar la expresién

(3.43) con y*, es decir,
¥ = —V*yF + b

De esta manera, tomamos en todas las instancias el criterio de parada: e > tol, donde
tol = e’ x 1 x 10 — 5.

Delimitamos las iteraciones del algoritmo forward-backward en la malla fina por
4,7,10, 13, es decir, tomamos la iteracién de transicién k = 3,6,9, 12, y realizamos una
iteracion luego de la busqueda lineal. En otras palabras, consideramos n;modx = 0 y
m;modk = 0, donde n; = ki y m; = k(i + 1). Asimismo, establecimos las iteraciones
en la malla gruesa con m = 50 para todas las instancias.

Luego, para la bisqueda lineal, fijamos 6; = 1 + (1,1)?, donde i es la iteracién del

FBMG. Observe que la eleccién de 6; satisface
1 1 10\’
— S — ) <oo.
2 5 -1= 2y Z(H) =
1€EN €N €N

Otro aspecto importante dentro de la bisqueda lineal es la derivada direccional de G,
pero sabemos que la derivada direccional de una indicatriz tiene que ser cero, siempre
y cuando exista. Puesto que ya sabemos de antemano que la derivada direccional de G

es finita, gracias al Lema 2.1.13, aseguramos que

G(y*d) = sup (g,d) =0,
g€dG(y*)

donde 0 = g € 0G (yk) y d es la direcciéon dada por el Teorema 3.2.1. Finalmente, en

la busqueda lineal tomamos 6 =1 x 10 — 3.
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a) Imagen original. (b) Imagen con ruido. ) Solucién FBMG.

Figura 5.1: Primera instancia con una imagen de tamano 300 x 300.

(a) Imagen original. (b) Imagen con ruido. (¢) Solucién FBMG.

Figura 5.2: Segunda instancia con una imagen de tamano 512 x 768.

5.3. FB vs. FBMG

Dentro de la simulacién comparamos el tiempo del CPU que se tarda en alcanzar el
criterio de parada establecido. Del mismo modo, comparamos el niimero de iteraciones
totales del algoritmo forward-backward dentro de cada iteracién del algoritmo FBMG
con la brecha dual alcanzada.

Comparamos el algoritmo forward-backward con su homologo con seis instancias.
En las figuras 5.1-5.6 se encuentran las seis instancias que usamos, las cuales contienen
la imagen original, la imagen con ruido (al 50 % en todas las imagenes) y la solucién del
algoritmo forward-backward multimalla. Ademas, en las figuras 5.7 y 5.8 comparamos
el tiempo que le toma al algoritmo FBMG alcanzar una soluciéon aproximada para las

seis instancias. Como se puede observar, el algoritmo FBMG aumenta su velocidad de

(a) Imagen original. (b) Imagen con ruido. (¢) Soluciéon FBMG.

Figura 5.3: Tercera instancia con una imagen de tamano 768 x 1024.
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(a) Imagen original. (b) Imagen con ruido. (¢) Solucién FBMG.

Figura 5.4: Cuarta instancia con una imagen de tamano 400 x 400.

(a) Imagen original. (b) Imagen con ruido. (¢) Soluciéon FBMG.

Figura 5.5: Quinta instancia con una imagen de tamano 910 x 602.

i\ 4

(a) Imagen original. (b) Imagen con ruido. (c) Solucién FBMG.

Figura 5.6: Sexta instancia con una imagen de tamano 555 x 684.

83



FBMG vs FB, instancia 1 FBMG vs FB, instancia 2

10° 106
——FBMG pmf =3 —FBMG pmf=3
10 —FBMGpmf=6 | ——FBMG pmf=6
e,
i P! ——FBMG pmf = 12
3 4 4
10 10 —FB

Brecha Dual
Brecha Dual

0 20 40 60 80 100 0 100 200 300 400 500 600 700
CPU Time CPU Time

FomG v o i) FBMG vs FB, instancia 4

—FBMG pmf =3
——FBMG pmf =6

FBMG pmf = 9
—FBMG pmf = 12
—FB

Brecha Dual

. 100
ruoe CPU Time

100 FBMG vs FB, instancia 5 108 FBMG vs FB, instancia 6
——FBMG pmf = 3 —FBMG pmf=3
——FBMG pmf = 6 5 ——FBMG pmf=6
FBMG pmf =9 10 FBMG pmf =9
——FBMG pmf =12 ——FBMG pmf =12
10 ——FB 10* ——FB

Brecha Dual
Brecha Dual

0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 20 40 60 80 100 120
CPU Time CPU Time

Figura 5.7: Comparacién del tiempo de ejecucién y la brecha dual del problema de
supresion de ruido en las tres instancias propuestas.

ejecucion mientras aumentan las iteraciones en la malla fina. Este fenémeno se debe al
calculo numérico de la brecha dual, ya que el lenguaje de matlab no es muy eficiente
en la asignacion de memoria.

La figura 5.8 nos da una idea de como es el funcionamiento del algoritmo FBMG,
comparando el total de las iteraciones del algoritmo forward-backward tanto en la malla
fina como en la malla gruesa.

De acuerdo a las instancias usadas para comparar el algoritmo forward-backward
con su homélogo multimalla, podemos concluir que en imagenes sencillas que no con-
tengan varias direcciones en los gradientes de la imagen el algoritmo multimalla actta
ligeramente mejor. Sin embargo, cuando la imagen presenta varias direcciones en el
gradiente, el algoritmo multimalla necesita mejorar el paso de informacién a la malla
gruesa, es decir, deberiamos usar mallas adaptativas que analicen los gradientes de la

imagen (especificamente los operadores de transferencia).
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Brecha Dual
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supresion de ruido en las tres instancias propuestas.

85

del problema de



Capitulo 6
Conclusiones y Recomendaciones

Disenar un algoritmo multimalla derivado del método forward-backward fue un reto
complejo que nos abrié el camino a estudiar mas a fondo las propiedades del método
forward-backward, la condicion de coherencia para problemas no diferenciables y el
diseno e implementacion de un problema en menor dimensién asociado al problema de
supresion de ruido en una imagen. Tras el disefio del algoritmo forward-backward multi-
malla pudimos demostrar la convergencia del mismo y dar ciertos resultados especificos
al problema de supresion de ruido en una imagen.

En el presente trabajo de investigaciéon hemos diseniado, creativamente, un tipo
de problema de menor dimension que nos permite encontrar una direccién de descenso
(respecto a la derivada direccional de la funcién objetivo del problema de minimizacién)
para el problema original, aportando una condicién no suave que relaciona ambos
problemas mediante la contenencia de la restriccion del sub diferencial de la parte no
suave del problema original en el sub diferencial de la funciéon no suave del problema
de menor dimension.

La implementacién numérica del algoritmo forward-backward multimalla fue todo
un reto en la programacién, puesto que implementar el operador proximal de G%
conllevé a examinar la mejor expresion de las proyecciones. Todavia es posible mejorar
la implementacién del algoritmo FBMG en lenguajes como Python, Julia, etc.

Los resultados obtenidos nos indican que podemos seguir mejorando el algoritmo
forward-backward multimalla, tanto en la implementacion como en el diseno del al-
goritmo. Hemos encontrado el camino inicial para acoplar una busqueda lineal a un
método no diferenciable.

En el capitulo 4 vimos la forma explicita del operador proximal de G¥%, dado por
o

k,0 . [ . ) . .
do oy = HCZ H requiere mucho mas cuidado, por las posibles intersecciones entre ), y

(4.29), considerando «; > . Sin embargo, consideramos que analizar el caso cuan-

B (0, aq). Esto nos deja la oportunidad de continuar innovando el algoritmo forward-

backward multimalla, con aplicacién en el problema de supresion de ruido en una
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imagen, tanto en la parte tedrica como en la parte préactica.

Un nuevo avance en el algoritmo forward-backward multimalla para el problema de
supresion de ruido en una imagen, consistiria en implementar operadores de transferen-
cia adaptivos que analicen las direcciones de los gradientes en la imagen. Implementar
estos nuevos operadores no cambian la teoria de convergencia del algoritmo, sin embar-
go, mejoraria notablemente el rendimiento del algoritmo forward-backward multimalla

El método multimalla que hemos propuesto en el presente trabajo de investigacion
promueve a la comunidad de la Escuela Politécnica Nacional el interés por estudiar,
investigar y disenar nuevos métodos multimalla no suaves (o no diferenciables) con

aplicaciones en el procesamiento de imagenes.
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