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RESUMEN

En el presente trabajo se aborda el estudio de problemas de optimizacion
continua no suave y sin restricciones a través de la reformulacion de los
problemas mediante la envoltura Forward - Backward (FBE), funcion que
provee una interpretacion para el Forward - Backward Splitting (FBS)

como un método del gradiente.

Con ello se construye un algoritmo tipo FBS, que recoja las propieda-
des fuertes de convexidad y complejidad de este tipo de métodos, junto
con la descomposicion de una funciéon no suave a partir de la envoltura
Forward - Backward. De igual manera, se busca mejorar la convergencia
del método mediante la inclusion de precondicionamientos por el método
BFGS.

Finalmente, se realiza la implementacion del algoritmo en el lenguaje
MATLAB y se propone el problema de Bingham como ejemplo para eva-

luar el funcionamiento del codigo.

Palabras clave: FBS, forward-backward, BFGS, Optimizacion no suave,
MATLAB, Problema de Bingham.



ABSTRACT

This paper is concerned about the study of unconstrained and non-
smooth optimization problems through the formulation of this problem
by the Forward - Backward Envelope (FBE), function that provides an
interpretation for the Forward-Backward Splitting (FBS) as a gradient
method.

Subsequently, an FBS - type algorithm is constructed, which recog-
nizes the strong properties of convexity and complexity of this type of
methods, along the decomposition of a non-smooth function by the For-
ward - Backward Envelope. We look for a superlinear convergence of the
method by preconditioning the gradient with BFGS.

Finally, we implement the algorithm in MATLAB language and a Bingham
Problem is used as an example to evaluate the code.

Keywords: FBS, forward-backward, BFGS, Non-smooth optimization, MATLAB,
Bingham Problem.
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Capitulo 1

Descripcion del componente desarrollado

1.1. Objetivo general

El objetivo central de este trabajo es estudiar problemas de optimiza-
cion no suave que parecen en campos como identificacion de sistemas,
procesamiento de senales e imagenes, aprendizaje automatico y estadis-
tica, y su solucion a través de algoritmos de tipo quasi Newton forward-
backward.

1.2. Objetivos especificos

1. Estudiar los métodos forward-backward desarrollados para proble-
mas que se pueden escribir como la suma de una funcién diferen-

ciable y otra no suave, propia y convexa.

2. Estudiar el precondicionamiento de los métodos forward-backward

a través de la estrategia BFGS.

3. Implementar los algoritmos precondicionados y resolver un proble-

ma espécifico, con una experimentacion numeérica robusta.



1.3. Alcance

El alcance de este trabajo es generar un codigo en el lenguaje compu-
tacional MATLAB para la implementacion eficiente de un algoritmo de
quasi-Newton forward-backward, para la resolucion de un problema de
optimizaciéon no suave especifico. Para esto, debemos estudiar y com-
prender en detalle la formulacion de la envoltura Forward-Backward para
problemas de optimizacion no suave, que se pueden descomponer como
la suma de una funcion suave, y otra no suave, propia y convexa presen-
tado en [5]. Posteriormente requerimos analizar en detalle el algoritmo
de tipo Forward-Backward Splitting basando nuestro estudio en [5]. En
particular, verificaremos las propiedades de convergencia que se obtiene

con un precondicionamiento tipo BFGS.

1.4. Marco teorico

1.4.1. Conceptos preliminares

A lo largo de este trabajo (.,.) representa el producto interno sobre
R” y ||.|| es la norma inducida. Al conjunto de funciones continuamente
diferenciables en R” con gradientes L-Lipschitz continuos es denotado por
C;'(R™). Denotamos a los reales extendidos R = R U {+oc}. Al conjunto
de funciones propias, cerradas convexas desde R" con valores en R es
denotado por I'y(R").

Diremos que la funcion ¢ : R? — R" es localmente Lipschitz continua

en el punto u € R? si existe [ > 0 tal que
@) = @@)|| < ]u—ul|

para cada v € R? en una vecindad de u.



1.4.2. Problemas de minimizacion de funciones no sua-

ves

La finalidad de este trabajo es la de resolver un problema de optimi-
zacion no suave sin restricciones tal y como lo realiza Stella (2016) [5], el

problema se ve de la siguiente forma:

min p(z) (1.1)

r€eR”™

Este problema de optimizacion se lo trabajara a partir de su descom-

posicion, de la forma:
min o(z) = f(z) + g(z) (1.2)

reR”™

Donde f es una funcion diferenciable, posiblemente no convexa. Mien-
tras que g es una funcién propia, cerrada, convexa y posiblemente no
diferenciable.

Definicion 1 (Subdiferenciales). Dada una funciéon h en R”, el subdife-

rencial Oh(x) de h en x esta dado por:
Oh(x) = {v e R"|3(zF) e, (vF € Oh(2*))penst. F — z,0" — v}
donde,

Oh(x) = {v € R"h(z) > h(z) + (v, z — x) + o(||z — z]|),Vz € R"}.

Esto incluye al gradiente ordinario en el caso de funciones continua-

mente diferenciables mientras que para g € I'y(R") es equivalente a:
9g(z) ={v € R"g(y) = g(x) + (v, 2 — x) ,Vy €R"}

Definicion 2 (Conjunto de puntos criticos). Denotamos al conjunto de

puntos criticos asociado a (1.2) como:

zerdp = {x € R"|0 € dp(x)} = {x e R"| = V f(z) € dg(z)}

De este modo una condicion necesaria para que x sea un minimo local



para el problema 1.2 es que z € zerdyp. Si ¢ es convexa (por ejemplo
cuando f es convexa) esta condicion es también suficiente, y =z es un

minimo global.

Definicion 3 (Operador Proximal). Dado g € I'((R"), su operador proximal

esta dado por:

) 1
Prox.,(z) = arg min {g(u) + ZHu — x||2} .
Para f del problema 1.2 se necesita de una funcion diferenciable, po-
siblemente no convexa. Repasemos estas definiciones tomadas de [2]. Asi
mismo se presentan resultados de epi-diferenciabilidad que se usan du-

rante este trabajo, dichas definiciones se toman de [6].

Definicion 4 (Diferenciabilidad). Una funcién f : Q2 ¢ R* — R™ se dira
diferenciable en x, € R" si, siendo 2 un conjunto abierto en R", existe una

transformacion lineal T que cumpla:
f(xo+h) = f(xo) +T(h) +6(h),

donde 0(h) cumple que
el
h=0 ||h]|

Es decir, se cumple que existe una aplicacion lineal tal que

o 10+ 1) = f(wo) = T(1)|

=0.
h—0 Al

Una funcion es continuamente diferenciable si sus derivadas parciales son

continuas.

Definicion 5. Una funcion f es epi-diferenciable en x si las funciones de

cociente de diferencias de primer orden

p2i(8) = [f(x +18) — f(2)]/1,

parat > 0, tienen la propiedad que la_funcion limite

/. . 17
f. = epi- lgfgl Ot



existe y f.(0) > —oo. Entonces los valores f.(¢) son llamados epi-derivadas
(direccionales) de primer orden de f sobre x. Un vector v € R" es un epi-

gradiente de f sobre x si
fi§) = &-v paratodo§ € R™.

Definicion 6. Una funcion f es dos veces epi-diferenciable en x relativo a
un vector v si es (una vez) epi-diferenciable en = en el sentido de la defini-

cion anteior y las_funciones de cociente de diferencias de segundo orden

Prat(®) = /(2 +18) = 1) — 1€ 0]/ 58,

tienen la propiedad que la funcion limite
fg/c,,v = epi— lgf(l)l Pz v.ts

existey f, ,(0) > —oo. Entonces los valores f;/ () son llamados epi-derivadas
(direccionales) de segundo orden de f sobre x relativo a v. Una matriz si-
métrica H € R™" es llamada una epi-hessiana de f sobre x relativo a v
st

[ (&) > ¢HE paratodo ¢ € R™.

v

Definicion 7 (Convexidad). Una funcion se dice convexa si para cualquier

par (xz,2") en el intervalo I, y cualquier t € [0;1]:
[tz + (1 =1)a") <tf(x) + (1) f(2).
Por otro lado para ¢ se tienen funciones propias, cerradas, convexas y

posiblemente no diferenciables. Las definiciones se toman de [7].

Definicion 8 (Funciones Propias). En el Andlisis Matematico, una _funcion
convexa en los reales extendidos se dice propia si su dominio es no vacio y

nunca toma valores en —oo Yy que no es idénticamente igual a co.

Definicion 9 (Funciones Cerradas). Una funcion es cerrada si la imagen

de un conjunto cerrado es un conjunto cerrado.

Este tipo de problemas se resuelven mediante el método de Forward-
Backward Splitting (FBS) o métodos del gradiente proximal.



Finalmente presentamos la propiedad Kurdyka-Lojasiewicz (KL) util

para los resultados de convergencia.

Definicion 10. [Propiedad KL] Una funcion propia semi-continua y aco-
tada por debajo ¢ : R* — R tiene la propiedad Kurdyka-Lojasiewicz (KL)
en z, € domdy st existe n € (0,4+o00], una vecindad U de x, y una funcion

concava continua V¥ : [0,7] — [0, +o00) tal que:

1) v(0) =0,
(i) ¥ es C! en (0,7n),
(i) ¥'(s) > 0 para todo s € (0,7),

(tv) paratodoxr c UN{z e R" | o(x.) < p(z) < p(x,) +n},

V' (p(a) — pla.))dist(0, dp(a) > 1

Decimos que ¢ tiene la propiedad KL en S C R" si tiene la propiedad KL en
todo puntox € S.

1.4.3. Conceptos basicos Envoltura de Moreau y el For-
ward - Backward Splitting

A partir de la Envoltura Forward-Backward (FBE) se define una fun-
cion real continuamente diferenciable que reemplaza el problema origi-

nal.

Esta envoltura (FBE) se presenta como un sustituto a le envoltura de
Moreau, con lo cual el problema admite usar métodos ya conocidos para

problemas sin restricciones para funciones diferenciables.

Definicion 11. [Envoltura de Moreau] La envoltura de Moreau de una
Jfuncion propia, semicontinua y convexa g : R* — (—oo, +o0] estd definida
por:

u€R™

g"(x) = min {g(u) + %Hu - xH?} |

La funcion envoltura ¢” es convexa, continuamente diferenciable, con
gradiente:
Vg (z) =7 ' (x — prox,,(x)) (1.3)



El cual es v~ !-Lipschitz continua [5].

Para una funciéon F : R* — R™, notaremos como DF(z)y JF(z) a
su semiderivada y a su Jacobiano en z, respectivamente, cuando estas

existan.
Ahora para hablar de convergencia lineal y superlineal de los algorit-

mos propuestos se usa la siguiente definicion.

Definicién 12 (Convergencia). Decimos que (z*),cy converge a x:

» Q-linealmente con factor w € [0,1) si ||z**! — x,|| < wl||z* — z.]] Vk > 0;

[ |
B

» Q-superlinealmente si —0

El ratio de convergencia es R — lineal (respectivamente, R — superlineal) Si
|2* — x| < ar Vk > 0 y una secuencia (a*).ey tal que a;, — 0 con ratio

Q-lineal.

1.4.4. Forward-Backward Splitting

Es necesario que el problema propuesto cumpla una serie de supues-
tos necesarios para que el algoritmo funcione correctamente, los supues-
tos propuestos en [5] se comparten a continuacion junto con una serie

de resultados que verifican que el método converge a una solucion.

Supuesto 1. ¢ = f + g con f € C;'(R") para algin Ly > 0 y g € To(R™).

Si f satisface (1) entonces:

£(9) < (@) + (V7 y — o)+ Ly —al? (1.4

Dado un punto inicial 2° y v > 0, el método Forward-Backward Splitting
(FBS) o también conocido como método del gradiente proximal, busca

soluciones al problema 1.2, a partir de la siguientes iteraciones:
" = prow., (¥ — YV f(2F)) (1.5)

Si vy e (0, Llf) y ¢ es acotado inferiormente, es facil decir que todo pun-
to de acumulacion z es un punto estacionario para ¢, pues satisface la

condicion de optimalidad z € zerdy [5].



Supuesto 2. El conjunto de nivel {z € R"|p(z) < ¢(2")}, el cual notaremos
por {p < p(x°)}, estd acotado. En particular, existe R > 0 tal que ||z —z|| < R,
para todo z € {p < p(2°)} y 2z € argmin .

La existencia del radio uniforme R se debe a lo acotado del argmin ¢,

que resulta del supuesto que {¢ < p(2°)} es acotado.

Se usa términos para simplificar la notacion de ciertas funciones ne-

cesarias para el forward-backward:
T (z) = prozg(z — YV f(2)), (1.6)

Rv(x) = 771@ - T’y(x))-

Asi la iteracion de 1.5 puede ser escrita como 2" = T (a*) = 2% — yR, (2F).
El conjunto zerdp también puede ser caracterizado por el conjunto de

puntos de 7', como sigue:
r="T,(v) <= = € zerdy (1.7)

Notemos que 7, (z) puede ser alternativamente expresado como la solu-

cion del siguiente subproblema lineal:
. 1 2
T,(z) = argmin ,egn 4 ly(u, x) + gHu —zl|* ¢, (1.8)

lo(u, ) = f(z) + (Vf(z),u— ) + g(u) (1.9)

Procedemos ahora a reformular el problema inicial 1.2 como la mi-
nimizacion de un funcion continuamante diferenciable sin restricciones.

Para 7', usamos la notacion en 1.8.

1.4.5. Envoltura Forward-Backward

La definicion de la siguiente funcion conocida como la envoltura Forward-

Backward es la base de nuestro algoritmo, esta permite reformular el pro-
blema 1.2 como la minimizaciéon de una funcion sin restricciones, con-
tinua y diferenciable. A partir de este se demuestran las condiciones de
optimalidad y se ejecutan los algoritmos. Stella [5] lo define de la siguiente

forma:



Definicion 13 (Envoltura Forward-Backward (FBE)). Sea f, g y p como
en el supuesto 1, y sea v > 0. La envoltura forward-backward (FBE) de ¢

con parametro vy es:

uER™

1
¢(x) = min {Kso(u,x)%—gﬂu—xﬂz}, (1.10)
con (., dado en 1.9.

Usando la ecuacion 1.8 y 1.9, es facil verificar que 1.10 puede ser

expresado como:

py(2) = f(2) + 9(T(x)) — v (Vf(2), By(x)) + %HRw(x)HQ (1.11)

o, por la definicion de la envoltura de Moreau:

py(2) = flz) - %I|Vf(93)||2+g”($—VVf(fL“))- (1.12)

Proposicion 1. Supongamos se satisface el supuesto 1. Entonces, para
todo r € R"

) ¢ (x) < ¢(z) — 2| R,(2)|?*. para todo v > 0;

1) (T (2)) < o) — 31— yLp) | R, (@)

2, para todo v > 0;

() o(T,(r)) < ¢, (), para todo v € (0, Lif].
Demostracion. El punto (i), por la condicion de optimalidad, se tiene:
R,(z) = Vf(z) € 09(T,(x))

es decir, R,(xz) — Vf(z) es un subgradiente de g en 7T',(z). De las inecua-

ciones de subgradientes se tiene que

g(x) 29(Ty(x)) + (By(2) = V[f(2),2 — T)(x))
=9(T,(x)) = v (V[ (@), Ry(2)) + 7] Ry (2)]]*.

Sumando f(z) a ambos lados se tiene el resultado.



Para (ii), se tiene

oy () =f(2) + 7 (Vf(2), Ry(x)) + 9(T5(x)) + %IIRw(x) I

> (T, (@) + 9T () — “2IT3(2) = 2l + IR (@)%

donde la inecuacion se sigue por 1.4. Luego (iii) se sigue trivialmente.

Proposicion 2. Supongamos se satisface el supuesto 1. Entonces,

1) ¢(z) = py(2), para todo~y >0y z € zerdy;

() inf ¢ = inf ¢, y argmin ¢ C argmin ¢.,, para ~y € (0, Lif]

(i11) argmin ¢ = argmin ¢.,, para todo vy € (0, Lif)_

Demostracion. El punto (i), se cumple por el resultado en 1.7, y los
resultados (i) y (i) de la proposicion anterior. Supongamos ahora que

v € (0,1/Ly]. En particular, (i) se tiene para todo z. € argmin ¢, entonces
() = p(x,) < p(Ty(z)) < p,(z) para todo x € R,

donde la primera inecuacion se sigue de la optimalidad de z, para ¢, y la
segunda de la proposicion 1(iii). Entonces, todo z. € argmin ¢ es también
un minimo de ¢,, y miny = miny,, provisto de que lo primero se logra.
Resta mostrar el caso en que argmin ¢ = (). Por la proposicion 1(i) se tiene
que inf ¢, < infp. Si existe z € R" tal que ¢, (x) < inf ¢, entonces la propo-
sicién 1(ii) implica que (T, (x)) < inf ¢, contradiciendo que argmin ¢ = (.
Entonces inf ¢, = inf ¢, demostrando el punto (ii) Supongamos ahora que
v € (0,1/Ly), y sea z, € argmin .. De la proposicion 1(i) y 1(ii), se tiene

que
1—

L
T2 ey = T ()|

Py (T (@) < (T (24) < oy (22) = =

1—~L;

5 > 0, entonces,

Lo que implica que z, = T, (z,). Como z, minimiza ¢,y

se tiene la siguiente cadena de inecuaciones

Oy (T4) = 0y (T (24)) < p(24) < 05 ().



Como ¢, < ¢ y z, minimiza ¢,, se sigue que z, € argmin ¢. Entonces los
conjuntos minimizadores de ¢ y ¢, coinciden, probandose asi el punto
(iii). |

El siguiente resultado implica que si ¢ es convexo, es decir si f loes, y
v € (0,1/Ly), entonces ¢, el cual es posiblemente no convexo, esta acotado

superior e inferiormente por funciones convexas.

Proposicion 3. Supongamos se satisface el supuesto 1. Entonces,

J. S
1) ¢, < @'*tr, para todo v > 0;
7
() ™% < ., para todo v € (0, Lif);

) ¢, < ¢?, sifes convexo.

Donde por ejemplo, ¢'*"*s representa la envoltura de Moreau de ¢ con pa-

rametro de suavizacion ——.
1+’ny

Demostracion. El resultado en 1.4 implica las siguientes cotas corres-

pondientes a la linealizacion parcial:

Ly

L
— e = 2l® < () = Lo(u, 2) < ZHlu = 2.

Ello junto a la definicion del FBE 1.10, permite probar (i) y (ii). Si f es
convexo, la cota inferior puede ser reforzada a 0 < ¢(u)—/,(u, ). Sumando

2 a ambos lados y minimizando respecto a v se cumple (iii). H

57 llu — 2|

1.4.6. Diferenciabilidad de la envoltura Forward - Back-

ward

Ahora es necesario desarrollar la diferenciabilidad de ¢,, la cual es
fundamental para resolver y analizar los algoritmos para resolver 1.2. Es

necesario realizar los siguientes supuestos.

Supuesto 3. La funcion f es dos veces continuamente diferenciable sobre
Rn

A partir del supuesto 3 la funcion:



Q,:R" -5 R™" dadapor Q,(z)=1—~V>*f(z) (1.13)
esta bien definida, es continua y simétrica.

Teorema 1 (Diferenciabilidad de ¢.,). Supongamos que se satisfacen los

supuestos 1 y 3. Entonces, ¢, es continuamente diferenciable con:

Vﬁov(x) = Q'y(x)R'y(x)

Si~ e (0, L—lf) entonces el conjunto de puntos estacionarios de ., equivale a

zerdy.

Demostracion. Consideremos la forma de escribir ¢, de la expresion
1.12. El gradiente de ¢ esta dado por 1.3 y somo f € C? se tiene

V(@) =V f(z) =V (@)Vf(2) + 77 (1 =V (@)@ =7V f(z) — Ty(z))
=(I =V @)V f(@)V(z) +77(z = T,(2)))

Esto prueba teorema 1. Si y € (0,1/Ly) entonces (), (z) es no singular para
todo z, y entonces Vy,(z) = 0 siy solo si R,(z) = 0, lo que significa que =

es un punto critico de ¢ por 1.7. |

Corolario 1. Supongamos se satisfacen los supuestos 1 y 3. Si ¢ es con-

vexa (es decir, si f lo es), entonces argmin ¢ = zerVy., para todo v € (0, Lif)

1.4.7. Segundo Orden de Diferenciabilidad

El FBE no es dos veces continuamente diferenciable en todo punto.
Por ejemplo, si g es de valores reales entonces g” € C? siy solo si g € C*.
Sin embargo, las propiedades de segun orden se necesitan solo para los

puntos criticos de ¢.

Supuesto 4. La funcion g es dos veces epi-diferenciable en x € zerdyp para
—V f(z), con epi-derivada de segundo orden cuadrdtica generalizada. Que
es:

d*g(z| — Vf(2))[d] = (d, Md) + §5(d), VdcR"

Donde S C R" es una subespacio lineal, y M € R"*" es simétrica, semidefi-
nida positiva, y tal que Im(M) C S y Ker(M) D S*



En ciertos casos, sera necesario asumir la siguiente propiedad mas

fuerte.

Supuesto 5. La funcion g satisface el supuesto 4 en x € zerdy y es estric-

tamente dos veces epi-diferenciable en x para —V f(z).

Las propiedades de M en el supuesto 4 no generan pérdida de genera-
lidad. De hecho, siendo Ils la proyeccion ortogonal en S (IIg es simétrica),
si M = 0 se satisface, entonces tambien lo hace M’ = IIs[3(M + MT)]Ils, el

cual tiene las propiedades requeridas.

Lema 1. Suponga que el supuesto 1 y 3 se satisfacen, y que g satisface el
supuesto 4 (supuesto 5) en el punto x € zerdyp. Entonces, prox.,, es (estric-
tamente) diferenciable en x — vV f(x), y R, es (estrictamente) diferenciable

en x con Jacobiano:
TR, (x) =77 (I = Py(2)Q(x))
Donde ()., es como en 1.13 y
P,(x) = Jprow,,(x — yV f(x)) = Hs[I + M) I

Incluso, Q. (x) y P,(x) son simétricos, P,(x) = 0. || Py(z)|| < 1,ysiy e (0,1/Ly)
entonces Q. (z) > 0.

Demostracion. Sabemos que prox., es estrictamente diferenciable en x —
vV f(z) siy solo si g satisface el supuesto 4 (5) en x para —V f(z). Como f €
C? por supuestos, entonces V f es estrictamente diferenciable. La formula
1.6 sigue la proposicion de que la composicion de funciones estrictamente
diferenciables en z es estrictamente diferenciable en . La matriz @), (z) es
simétrica pues f € C? y definida positiva si v < 1/L;. Asi siendo d*g =

d?g(z| — Vf(x))[.] y I la matriz proyeccion idempotente y simétrica de S,



P, (z)d =prox(y2)a24(d)
1, 1
_ . , - M / _ /_ 2
argmlnd€5{2<d, d>+27Hd d| }
1 1
:HSargmin d'cRn {5 <1_[sdl7 MHSd'> + 2—HHsd/ — dH2}
Y

=TIs(IT,[I + yM]Ilg) Tlgd
=Ig[I +~yM] 'Tlsd

donde f indica la pseudo-inversa. P, > 0 es simétricay ||P,(z) < 1|. W

Teorema 2. Suponga que el supuesto 1 y 3 se satisfacen, y que g satisface
el supuesto 4 (supuesto 5) en el punto x € zerdyp. Entonces, ¢., es dos veces

diferenciable en =, con Hessiana simétrica dada por,

Vi, () =771 Q4 () (I = Py (2)Q(2))-

Donde Q). y P, son como en el lema 1. Si ademds V?f es estrictamente
continua en x y g satisface el supueso 5 en x, entonces ., es estrictamente
dos veces diferenciable en x.

Demostracion. Del teorema 1 tenemos que Vo, (z) = Q,(z)R,(z). Como Q
es estrictamente continuo y R es estrictamente diferenciable, el producto

de estas funciones es estrictamente diferenciable con

IV, () = Q, () IR, (2)

Luego por el lema anterior se tiene el resultado:
IV, (r) = Vz@w(x) = ’7_1Q7($)(I — P,(2)Q,(2)).

Teorema 3. Suponga que el supuesto 1 y 3 se satisfacen, y que g satisface
el supuesto 4 (supuesto 5) en el punto x € zerdyp. Entonces, para todo v €

(0,1/Ly) los siguientes puntos son equivalentes:

(@) r es un fuerte minimo local para ¢;



(b) Paratodod e S, (d,(V?f(z)+ M)d) >0;
(c) JR,(x) es similar a una matriz simétrica y definida positiva;
(d) Vip,(z) = 0;

(e) x es un fuerte minimo local para ..

Demostraciéon. Se sigue del teorema 2 que la Hessiana V. (z) existe y

es simétrica. Asi mismo se sabe que para todo d € R":

d*p(2|0)[d] = (d, V*f(x)d) + d*g(z| — V f(x))[d]

=(d,V*f(x)d) + (d, Md) + 55(d)

(a) < (b): se sigue de la expresion anterior. (c) < (d): Sea @ = Q,(z), vemos
del lema 1 y del teorema 1 que JR,(z) es similar a la matriz simétrica
Q™ Y2V2%p (2)QY/? la cual es definida positiva si y solo si V2, (z) lo es.
(b) < (c): Del punto anterior sabemos que JR,(z) tiene todos sus eigenva-
lores reales, y que puede ser facilmente vista como similar a v~ }(I — QP),
donde P = P,(x). Se tiene que A\,u(/ — QP) > 0 siy solo si Q' = P. Para

todo d € S, usando el lema 1:

(d,(Q' — P)d) =(d,Q'd) — (d,IIs[I + yM] 'Isd)
=(d,Q"d) — (Tlsd, [T + yM] 'TIsd)
= (d,Q'd) — {d, [T + yM]~"d).

El ultimo valor es positivo si y solo si I +yM > () en S. Por definicion de
Q, se tiene entonces que se cumple si y solo si V2 + M = 0 en S, lo que

corresponde a (b). (d) < (e): Es trivial pues VZp,(z) existe. [



Capitulo 2

Metodologia

2.1. Interpretaciones de la envoltura Forward-

Backward

Una interesante observacion es que el FBE provee de una conexion
entre los métodos del gradiente y el FBS, tal y como lo hace la envol-
tura de Moreau 11 para el algoritmo de punto proximal. Para ver esto,
consideremos el problema:

min g(z), (2.1)

donde g € I';(R"), conjunto de funciones propias, cerradas convexas des-
de R" con valores en R. El algoritmo del punto proximal para resolver 2.1
es:

" = prow.,(z").

Es bien conocido que el algoritmo del punto proximal puede ser inter-
pretado como un método del gradiente para minimizar la envoltura de
Moreau de g. De hecho gracias a 11, la iteracion anterior puede ser ex-
presada como:

" = 2F — Vg7 (") (2.2)

Esta idea provee una conexion entre la optimizacion diferenciable y no
diferenciable, y lidera el descubrimiento de una variedad de algoritmos

para el problema 2.1, como los métodos semisuaves de Newton, los mé-
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todos quasi-Newton, etc.

Sin embargo, cuando se trabaja con problemas compuestos, aun cuan-
do proz,s y prox.,, son baratas de calcular, calcular el operador proximal
de ¢ = f + g es usualmente mas dificil de encontrar que la resolucion del
problema en si. Por otro lado, los métodos Forward - Backward splitting
toman ventaja de la estructura del problema operando separado los dos

sumandos.

La envoltura Forward - Backward provee una interpretacion para el
FBS como un método del gradiente, tal y como la envoltura de Moreau lo
hace para al algoritmo del punto proximal. Especificamente, cuando f es
C?, FBS puede ser interpretado como el siguiente método del gradiente
para el FBE:

" = b — (I — V2 f(2%) " Ve, (2F).

Ademas, las siguientes propiedades son validas para la envoltura de Mo-
reau

g <g, infg”=infg, argming’ = argming.

Asila relacion entre la envoltura de Moreau y la envoltura forward-backward

son evidentes.

2.2. Métodos de busqueda lineal Forward - Back-

ward

Consideramos métodos de busqueda lineal aplicados al problema de
minimizar ¢., es decir resolver 1.2. Los requerimientos para estos méto-
dos son a menudo restrictivos, incluido la convexidad o incluso la conve-
xidad fuerte de la funcion objetivo, propiedades que desafortunadamente
el FBE no satisface de manera general. En oposiciéon a esto, FBS posee
propiedades fuertes de convergencia y complejidad. Se muestra ahora que
es posible explotar la estructura de la estructura compuesta del proble-
ma 1.2 e idear métodos de busqueda lineal con las mismas propiedades

de convergencia global y respuestas similares al FBS.



Algoritmo 1. MINFBE

Input: 2°c R >0, oc€(0,1), B€[0,1), k<+0

1: if R, (z¥) = 0 then

2:  parar

3: else

4:  seleccionar ¢" tal que (d*, Vi, (2¥)) <0

5: seleccionar 7, > 0 y establecer w" < 2" + 7,.d" tal que o, (w*) < ¢, (2¥)
6: if f(T,, (w") > f(a") — vk (Vf(2"), Ry, (aF)) + 52| Ry, («*)|| then
7: Vi < 0, ir al paso 1

8: else

9: M T (wh)
10: Vi1 < Vi
11: k< k+1, ir al paso 1
12: end if
13: end if

Como nos indica [5], el algoritmo 1, al cual llamamos MINFBE, entre-
laza pasos de descenso sobre el FBE, con pasos forward-backward. En
particular, los pasos 4 y 5 proveen una rapida convergencia asintotica
cuando las direcciones d* son apropiadamente seleccionadas, mientras
que el paso 9 asegura convergencia global: esto es de vital importancia,
puesto que estas propiedades normalmente no se encuentran en meéto-
dos de busqueda lineal estandar para minimizar funciones generales no
convexas. Ademas, en el caso convexo se permite mostrar los resultados
del ratio de convergencia global, los cuales no son tipicos para métodos
de busqueda lineal como las direcciones quasi-Newton. Anticipamos al-
gunas de las propiedades favorables que MINFBE comparte con FBS:

s Sumabilidad al cuadrado de los residuos de funciones acotadas in-

feriormente ¢.

» El ratio sublineal global del objetivo para ¢ convexa con conjuntos
de nivel acotados.

= Convergencia global cuando ¢ tiene conjuntos de nivel acotados y
satisface Kurdyka-Lojasiewicz (KL) en sus puntos criticos.

Mas aun, a diferencia de métodos de busqueda lineal ordinarios apli-

cados a ¢, veremos en la proposicion 4 que el MINFBE es un método de



descenso para ambos ¢, y ¢. Notemos que, a pesar del hecho de que el
algoritmo opera sobre ¢, todas las propiedades requieren de supuestos

o proveen resultados sobre ¢ , es decir en el problema original.

El parametro v que define la FBE se ajusta en el paso 6, para cumplir
asi la inecuacion de la proposicion 1, empezando desde un valor inicial v
y decreciendo cuando sea necesario. El siguiente resultado muestra que
v decrece solo un numero finito de veces a lo largo de las iteraciones, y
que por lo tanto, v; es positivo y eventualmente constante. En el resto del

trabajo denotamos 7., como el valor asintotico de ;.

Lema 2. Sea (V;)ren la secuencia de parametros de paso calculados por

MINFBE, y sea v, = min;cn ;. Entonces para todo k € N,
Vi > Yoo = min{ryg,0(1 = B)/Ls} > 0.

Demostracion. Sea (v;).en la secuencia de parametros de paso calcula-
dos por MINFBE. Para llegar a una contradiccion, suponemos que kj €s

el elemento de N mas pequeno tal que

Yo < min{yo,0(1 —B)/Ls}.

Claramente, ky, > 1. Aun mas o~ 'v;, debe satisfacer la condicion en el paso
6: para algun w € R"*(correspondiente a w* = z* + 7.d* seleccionada antes
regresanto al paso 1 despues de que la condicion en el paso 6 se haya

cumplido (la cual puede diferir del valor final de w* después del paso 6).

60_17160
2

@(Ta—l’yko (w)) > Po—y, (w) - ”Ra‘l’yko (w) H2

Pero de la proposicion 1(ii) también se tiene:

oy, _
T (1 = 0y L) [ Byt ()]

60717/60
R
|

P(To-1y, (W) <Pty (W) =

<oty (W) = o=ty (W)

donde la ultima inecuacion se sigue de que o'y, < (1 — 8)/L;. Esto
conlleva a una contradiccion, por lo tanto v, > min{v,, o(1 — 8)/L;} como
se queria. Que v, es asintéticamente constante pues la secuencia (Vx)ken

es decreciente. [ |



Como v, es eventualmente constante, es util trabajar con la siguiente

version del algoritmo 1 con menor coste computacional.

Algoritmo 2. MINFBE con constante v

Input: °cR", pe€0,1), v€(0,(1-0)/Ls], k+ 0
1: if R (2*) = 0 then
2 parar
3: else seleccionar d* tal que (¢*, Vo, (z5)) <0
4 seleccionar 7, > 0 y establecer w" + z* + 7,d* tal que ¢, (v*) < . (zF)
5:  aftl T (wh)
6 k <+ k+1, ir al paso 1
7: end if

Notamos por w(z") al conjunto de puntos de acumulacion de la se-
cuencia (z*),ey producido por el MINFBE, empezando desde 2° € R™. El
siguiente resultado establece que MINFBE es un método de descenso pa-
ra el FBE ¢, y para la funcion original ¢, tal y como ocurre con FBS, la
secuencia de residuos de punto fijo es sumable cuadratica si la funcion

es acotada por debajo.

Proposiciéon 4. [Convergencia subsecuencial] Supongamos que el Su-
puesto 1 se satisface. Entonces, los siguientes ocurren para las secuencias
generadas por MINFBE:

= (") < p(a) = FF Ron(wh)|P = Fl|1Rx(2")]* para todo k € N:

n tanto (|| Rx(2%)||)ren €s sumable cuadratico, o p(z*) — inf ¢ = —oc0, en

cuyo caso w(z®) = 0;
» w(z%) C zerdyp, es decir, todo punto de acumulacion de (z*) ey es critico;

» si 3 > 0, entonces tanto (||R.(z")||)ren es sumable cuadrdtico y todo
punto de acumulacion de (w*)ien, 0 pi(w®) — inf = —oo, en cuyo

caso (w*) ey no tiene puntos de acumulacion.

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es el siguiente resul-

tado correspondiente a la convergencia de los residuales de punto fijjo.



Teorema 4. Supongamos que el supuesto 1 se satisface, y consideremos

las secuencias generadas por MINFBE, Entonces

2 o(x%) —inf o
(k+1) min{yo, (1 = B)/Lys}’

min || R, |2 <
i=o...k

Si g > 0, entonces para todo k € N, se tiene

2 o(2%) — inf
(k + 1) min{yo,0(1 = 8)/Ls}

min || R.(w) > <
i=o...k

Demostracion. Si inf ¢ = —oo entonces no es necesario probar nada. Sin

embargo, como la secuencia (7;)reny €S decreciente, se tiene:

kE+1)y , ; i ,
ELIOE (i 1B, (292 4+ BB, ()7 < pla?) — i
Por el lema 2 se tiene el resultado. -

Analizamos ahora las propiedades de convergencia del MINFBE. Con-
sideremos el caso en el que f es convexo. En [5] se discute también
un caso general bajo el supuesto de que ¢ tiene la propiedad Kurdyka-
Lojasiewicz: en este caso (d*),cy debe estar uniformemente acotada res-
pecto a (R;(z"))ken con el fin de asegurar la convergencia, condicion que
no es necesaria en el caso convexo. Cuando las direcciones son selec-
cionadas, digamos, acorde al esquema quasi-Newton d* = —B, 'V, (2¥)
delimitado por (B, ')ien sera necesario en favor de la convergencia global
que la propiedad Kurdyka-Lojasiewicz se cumple para . Sin embargo,
esta ultima es una suposicion mas suave respecto a métodos de bus-
queda lineal no convexa usuales, donde (B, ').en €s requerido para tener

condiciones de acotamiento o que (d*),cy sea orientado por el gradiente.

Durante este trabajo se centra el estudio iunicamente en el caso con-

VEXO.

2.2.1. Convergencia del método en el caso convexo

Probamos ahora que cuando f es convexo, MINFBE converge al valor
objetivo optimo con el mismo ratio sublineal que FBS. Sse requiere con-

vexidad para f y g, y no para ¢,, la cual puede no ser convexo incluso si



v lo es.

Teorema 5 (Convergencia sublineal global). Supongamos que el supues-
to 1 y 2 se satisfacen, y que f es convexo. Entonces, por las secuencias

generadas por MINFBE, tanto para o(2°) — inf ¢ > R*/vy y

1 R2
) —infp > —, (2.3)
p(z) 025
o para todo k € N se tiene que
2
o(2*) — inf o > 2h : (2.4)

kmin{yo,0(1 = 3)/Ly}

Demostracion. Por la proposicion 3(iii) sabemos que ¢, < ¢” para cual-

quier v > (0. Combinando esto con la proposicion 4, se tiene que

(") < min {gp(x) + LHaz: — aijQ} , (2.5)
29

T zeRn”

y en particular, para z, € argmin ¢, que

1
R P 1— ) 4 —— e — %112
o) < i {olar. + (1 @)a¥) 4 2l o*}

R2
< min foleh) — alete) - it ) + 3o f
La ultima inecuacion se sigue por la convexidad de . Si p(2°) — infp >
R?/v,, entonces la solucion 6ptima del problema para k = 0es a =1,y

obtenemos 2.3. De otro modo, la solucion 6ptima es

kY _ ¢ 0y _ ¢
o = wlp(@?) —ity) w(p(a’) —infe)

R? - R? -

y se obtiene
k(i (x*) — nf o)
2R?

la inecuacion anterior se expresa como

2

p(a™) < p(at) -

Sea )\, =

1
p(zk)—inf ¢

1 1 Vi
< - Tk
Nt S A 2RPAL,




Multiplicando ambos lados por Az A\, se tiene que

A
>\k+12)\k+% B> oL

R A, =T R

donde la ultima inecuacion sigue el hecho de que (p(2*)),cn €s decrecien-

te. Por el lema 2 tenemos que:

kmin{yo,o(1 — B)/Ly} > kmin{yo,o(1 — B)/Ly}

>
Ak 2 Ao+ SR SR

Asi se obtiene 2.4. [ |

Teorema 6. [Convergencia lineal local] Supongamos que el supuesto 1
se satisface. Supongamos mads alla de que f es convexa y que ., es un
fuerte minimo (global) de ¢, es decir, que existe una vecindad N de z, y
¢ > 0 tal que

o(x) — p(z,) > ng —z,|% VzeN. 2.6)

Luego esta ko > 0, tal que las subsecuencias (p(z%))ksk, Y (041 (wWF)) sk, Pro-

ducidas por MINFBE convergen Q-linealmente a ¢(z.) con factor w, donde
e c 1
wgmax{§,1—me{fyo,a(l—ﬁ)/[/f}} € {5,1) :

y (xk) K>k, converge R-linealmente a x.. Aun mas, siz, es un fuerte (global)
minimo para ¢.,__, con ., como en el Lemma 2, entonces también (o(w*))>k,

converge R-linealmente a x,

Demostracion. Si suponemos 2.6, entonces ¢ tiene conjuntos de nivel

acotados y zerdy = {r.}. En particular, w(z°) # ), y la proposicion 3(iii)

k

asegura que z* — .. Entonces, existe ky € N tal que z* € N para todo

k > kq. Inecuacion 2.5 se cumple, y en particular para k > k, se sigue que
«

2
(") < min {gp(ax* +(1—a)z®) + — ||z, — xk|]2}

T aglo,1] 2716

< i k i—l kY _ ¢ f
_aggg]{w)w(% (o) —inf o)

donde la segunda inecuacion se sigue por la convexidad de ¢ y 2.6. El

minimo de la ultima expresion se alcanza para o = min{l, §v,}, donde



v < 2¢7! se tiene la cota:

, & ,
e —infp < (1 - ;ﬂk)(w(ﬂf’“) — nf p).

Por otro lado si v, > 2¢! se tiene la cota

pla ) — fuf ¢ < (e3) " (pla*) — inf ) < S(p(a¥) — fnf ).

Entonces ¢(z""!) — inf o < w(p(z¥) — inf ¢), donde

< , 1 1 C
w Ssup max § — - =

1 1
< méx —,1—Em1'n{70,0(1—6)/Lf} €l=,1).
2 4 2
La ultima inecuacion se sigue por el Lema 2. Esto demuestra el resultado
tanto en (¢(z"))i>r,» cOmo en (¢., (w*))r>r,. De la cota en 2.6, se obtiene

k

que 2z — z, R-linealmente. Si la misma cota de error se establece para

¢... entonces tambien se tiene que w* — z, R-linealmente. |

Corolario 2 (Convergencia lineal global). Supongamos que el supuesto 1
se satisface, que f es convexa y que ¢ es fuertemente convexa (por ejemplo,
f es fuertmente convexa). Entonces, las secuencias (¢(z*))ren Y (0(w"))ren
generado por MINFBE converge @-linealmente a ¢, mientras que (z*)pen

converge R-linealmente a ..

2.2.2. Precondicionamiento por BFGS

Ahora, es necesario prestar atencion a la eleccion de la direccion d*
en el MINFBE. Aplicando métodos quasi-Newton clasicos al problema de

minimizacioén ¢, empezando por un z° dado.

d" = —B,;IV¢7(xk)

" = 2F 4 dt,

donde B; es no singular y escogida para aproximar la Hessiana de ¢,
en 2", y el paso 7, > 0 es seleccionado con un procedimiento de busque-
da lineal que fuerce una condicion suficiente de decrecimiento, durante

los experimentos realizados en este trabajo se usa la busqueda lineal



de Armijo. Sin embargo, las propiedades de convergencia de los méto-
dos quasi-Newton son un tanto restrictivas. El algoritmo BFGS garantiza

converger, en el sentido que:
lim inf || V., (2%)]].
1k m || ’Y(x )H

Cuando la funcion es convexa. Ademas, existen ejemplos de funciones no
convexas para los cuales los métodos quasi-Newton no necesitan conver -

ger a puntos criticos.

Para superar esto, consideramos direcciones quasi-Newton en la es-
tructuracion del MINFBE. Los métodos resultantes poseen las mismas
propiedades ya mencionadas en las dos anteriores secciones y conver-
gencia superlineal asintotica bajo los supuestos usuales. Asumiremos, la
diferenciabilidad (estricta) de V¢, y la no singularidad de V¢, en el pun-
to critico. Las propiedades para fy g que garantizan estos requerimientos
fueron discutidos en el Teorema 2 y 3: Si v = 7., como en el Lema, en-
tonces diferenciabilidad (estricta) de Vg, en z, € zerdy y la propiedad de
definida positiva de V?p,(z,) se aseguran con el supuesto 4 (supuesto 5),

z, es un fuerte minimo local para ¢,y v < 1/Ly.

El siguiente resultado da para el esquema algoritmico propuesto el
analogo de la condicion de Dennis-Moré. En los siguientes teoremas se
vera como se alcanza la convergencia superlineal sin la necesidad de ase-
gurar decrecimiento suficiente en el objetivo, o inclusive no es necesario
considerar direccion de descenso profundo, sino simplemente basta las
condiciones en los pasos 4 y 5. Estos contrastes con la requerimientos
usuales de los métodos de busqueda lineal clasicos, donde en cambio un
descenso suficiente debe ser forzado en funcion de que las secuencias de
iteraciones convergan. En MINFBE, de hecho, ese descenso es garantiza-

do por la ultima actualizacion reflejada en el paso 9.

Teorema 7. Supongamos que el supuesto 1 se satisface, y sea v > 0.
Supongamos que V., es estrictamente diferenciable en z, y que V. (z.)
es no singular. Sea (By)ren Sea una secuencia de matrices no singulares
R™" y supongamos que para algun z° € R" las secuencias (2*).en Y (w*)gen

generadas por

= - BV o)y oM =T (wh)



converge a . Si 2%, w* ¢ zerdp paratodok >0y

o I(Be = V0, ) (= ab)]

s [wh — 2|

=0 (2.7)

Entonces (z*)ren Y (wF)ren convergen Q-superlinealmente a z.,.

Demostracién. Como w* = 2% — B, 'V, (z¥), tomando k — oo y usando

2.7, se tiene que:

0o Be= Vo a)wh = at) Vi, () + Vi, () (- o

|wk — z*|| N [wh — 2|
_ Verlmn) - Ve (we) + Yy (o) (wh - o
[k — 2|
_ Vo, (wy)
[k — 2|

Por diferenciabilidad estricta de V¢, en z, se tiene que:

lfm Vs (wi)ll 0. (2.8)
koo |[whk — x|
Por la no singularidad de V?p,(z.) y como w* — ., existe a > 0 tal que
IV, (z1)|| > aljz* — z.|| para k suficientemente grande. Entonces se tiene

que:
IVeor (wi)ll  aflw” — a.]] afw® — .

e I e I (e N o E Y

Usando 2.8 se tiene:

E_ E_ k _
PN (et B PO it V] 2 NP
hvoo [[wh — || 4 [laf — 2] koo fJwk — [ /||2F — ] 41
de lo que obtenemos
kE _
T it (2.9)
koo [|2% — .|
Finalmente
12" = | =T (w®) = Ty (@)

:||p7“0xvg(wk - VVf(wk)) — prozyg(z. — YV f(2.))|
<[ (w* =V f(w*) + 20 =4V f(z.)]
<(L+9Lyg)[w* = ..



Aqui, la primera ineacuacion se sigue de la propiedad no expansiva del
proximal y la segunda de la Lipschitz continuidad de VF'. Usando la ulti-
ma inecuaciony 2.9 se tiene que (z%),en y (w*)reny converge Q-superlinealmente

az,. [ |

Para obtener convergencia superlineal de MINFBE cuando las direccio-
nes quasi-Newton son usadas y la condicién 2.7 en la secuencia (Bj)ken
se cumple, se debe verificar que eventualmente ¢, (z* + d*) < ¢, (2*), en-
tonces el paso 7, = 1 es aceptado en el paso 5y las iteraciones se reducen
a aquellas descritas en el teorema 7.

Teorema 8. Supongamos que el supuesto 1 se satisface, y que en MINFBE

la direccon d* se define como:
d* = —B; 'V, (z%),

para una secuencia de matrices no singulares ( By )ren quUe satisfacen 7, con
7, = 1 siendo probado primero en el paso 5. Sea v = 7., como en el Lema
2, y supongamos ademds que las secuencias (z%)ien Yy (w*)ren convergen a
un punto critico z.. en el cudl V., es continuamente semi-diferenciable con
V2p,(z.) = 0. Entonces (2*)en Yy (w*)reny convergen Q-superlinealmente a

Ty

Demostracion. Como V, es estrictamente diferenciable y continuamen-
te semidiferenciable en z,y como por el lema 2 v, = 7., > 0. Entonces se
asume que k es suficientemente largo para este proposito, notamos ~ por
v por simplicidad. Notamos ¢* = V¢, (z*). En el algoritmo 2 se cumple
que

w* — 2* = nd" = —7, B g,

y por 2.8 y la inecuacion de Cauchy-Schwarz
[(Be — V2o, () (w* — )| |lg* + V2, () d"]|
lwh — %] gl

(d*, g* + V2, (2.)d")
- || d¥|]2

Entonces
—(g",d*) = (¢*, V20, (2.)d") + o(||d"||*). (2.10)



Como V?y,(z.) es definida positiva, entonces existe > 0 tal que para un

k suficientemente grande
—(g",d") > n||d"||*. (2.11)
Como DV, es continua en r, y =¥ — z,, se tiene
1DV, (%) [d"] — V2, () d"|| = o(||d"])). (2.12)

Luego, como =¥ — z,, para k suficientemente grande Vi, es semidiferen-

ciable en z* y se puede extender ¢, alrededor de z*, para obtener:

oo + ) — 0y (4) = (g, %) + 3 (", DYy (M)d]) + o )

(6%, + 5 (", 0 2.)d") + ol [4]P)

(9", d%) +o(lld"[*),

donde la segunda inecuacion es gracias a 2.12, la ultima inecuacion por

2.10. Entonces usando 2.11 para k suficientemente largo
Ui
(a* 4 d) = oy (a¥) < =Z[ld"[* <0,

es decir, 7, = 1 satisface la condicion de decrecimiento. Como consecuen-
cia, MINFBE eventualmente se reduce a las iteraciones del teorema 7, y

se prueba lo requerido. |

La secuencia (By)ren puede ser computada usando actualizaciones

BFGS, empezando por B, > 0, usar vectores:

para calcular
v*(W"T  Bysk(Bpst)T s .
Bk+1 = Bk * (<yk’sk>) (<Sk73k8k>) S (<S Y >) >0
By caso contrario.

Notemos que de este modo By, > 0, paratodo k > 0,y d* = —B~'V, (z*)



es siempre una direccion de descenso para ¢,. No se necesita una inver-
sion de matriz para calcular d* en la practica, puesto que esto es posible
ejecutar actualizaciones inversas a 2.9 producidas directamente de la se-

cuencia (B; ' )ken-

Dados los resultados de convergencia de MINFBE, vistos en la seccion
2.2.1 probamos la convergencia superlineal para la actualizacion 2.9 bajo

el siguiente supuesto.

Supuesto 6. Cualquiera de los siguientes se cumple:

= ¢ es convexa Yy tiene un fuerte minimo local x,;

» ¢ tiene la propiedad Kurdyka-Lojasiewicz en w(x°) con ¥(s) = os'7?,
donde o > 0y 6 € (0, 3], y en MINFBE el paso 7, es acotado y hay ¢ > 0

tal que para todo k € N, ||d*|| < ¢||[V.,, (z")]].

Teorema 9. Supongamos que los supuestos 1 y 6 se cumplen, y que en

MINFBE las direcciones d* se definen como:
d* = -B, 'V, (2"), con By comoen 2.9

y con 1, = 1 probado en el paso 5. Sea v = ~,, como en el lema 2 y suponga-
mos ademas que la secuencia (z*).cn Yy (w*)ren convergen a un punto critico
z, en el cudl V., es semidiferenciable con V2. (z,) = 0. Entonces (z%)ien y

(w*)ren convergen @-superlinealmente a z.,.

Demostracion. Supongamos el supuesto 6 literal i se cumple. Como
z. € zerdp y Ve, (x,) > 0, entonces se cumple que z, es un fuerte mi-
nimizador local de ¢v, en vista de las propiedades que cumple ¢ vis-
tas en la proposicion 1.i y 1.ii. Teorema 6 asegura que (2%)ien ¥ (wF)ren
converge linealmente a z.. Si por otro lado se cumple el supuesto 6 li-
teral ii, entonces invocamos el teorema de convergencia con KL (como
IV (@) < (1 4+ 20Lg) | Ry, (%)) decimos que (#*)ierr y (u*)ierr converge
linealmente a un punto critico, digamos a z,. En ambos casos para un k

suficientemente largo:

ly* = V2, (2.)s"]|
5%

< Lmix{]lw® —a x|, a* — 2.}



Como la convergencia es lineal, el lado derecho de la inecuacion anterior
es sumable. Se ve eventualmente que (s*,y") > 0, luego se cumple 2.8, y

el resultado se sigue por lo demostrado en el Teorema 8.

2.3. Problema de Bingham

Un fluido de Bingham o también llamado un fluido visco-plastico es
aquél que se caracteriza por poseer "una zona de flujo viscoso, una zona
rigida y una frontera libre que las separa” . Este tipo de fluidos necesitan
de un esfuerzo significativo para que este pueda fluir. La salsa de tomate,

el petroleo o la pasta dental son identificados como fluidos de Bingham
[E].

El estudio del movimiento de este tipo fluidos No-Newtonianos es am-
pliamente utilizado en la optimizacion continua. En este caso, mediante
el método Forward-Backward se busca modelar su comportamiento, para

su estudio se recurrira a una version discretizada del problema conocido.
El problema en su forma mas general es el siguiente:

Dado el funcional no suave J, : R" — R el problema de optimizacion

esta dado por:

min J(u):%/Q]Vu|2du+g/Q]Vuldu—/qudu (2.14)

Donde ¢ representa la constante de limite elastico y f representa la
diferencia de presion que se mantendra constante para los experimentos
numeéricos de este proyecto. Para aplicar el método Forward-Backward
estudiado es necesario descomponer la funcién, como la suma de una
funcion diferenciable y una funciéon propia, convexa y posiblemente no

diferenciable. Para el problema de Bingham se define entonces:

F(u):%/Q|Vu|2du—/qudu (2.15)

Donde F es una funcion diferenciable y convexa. Y también se define:



u) = g/ |Vu|du (2.16)
Q

Como la funcion propia, cerrada, convexa y posiblemente no diferen-
ciable. En las siguientes secciones se demuestra que el problema con esta
descomposicion si cumple los supuestos requeridos para la implementa-

cion del método Forward-Backward.

2.3.1. Discretizacion del Problema de Bingham

En la presente seccion se procede a discretizar las funciones F(u) y
G(u), para ello se hace uso del método de elementos finitos, basandonos

en la seccion 4.1 de [3].

Para la discretizacion de F(u) introducimos el conocido resultado de
[4], para la creacion de la Matriz A de Stifness, determinada a partir de las
coordenadas de los vertices del elemento triangular, construida mediante
las funciones de MATLAB stima3.my stima4.m.

Luego, sea T" una triangulacion regular. Sea Q" una aproximacion
poligonal de (2, dado por: Q" = U_ ;7. Definimos el siguiente espacio de

dimension finita asociado a la triangulacion 7".

Wh={veCc@): v,eP, VreT" y v=0 en 00"},

donde P; es el espacio de polinomios con grado menor o igual a 1. Nota-
mos las funciones base de W/ por ¢;, j=1,...,n y asumimos que la cardi-
nalidad de 7" es m. Ademas, usamos la notacién # para los coeficientes

de las funciones aproximadas u".

Usamos la siguiente version discreta del gradiente:

ah
vh — ( 2) e ]R2m><n7
9

donde 9! := 22|y gh .— 8‘”(’” ., para i=1, ...ny 7, € T". Notamos

Toz1
9pi(x) 9pi(x) Opi(x)

z) dw (z
que “50= I ¥ e |-, son los Valores constantes de =50~ y 5= en cada

triangulo 7, respectivamente. Consecuentemente, th es la aproximacion



de Vul(x).

Ahora introducimos la funcién ¢ : R?*™ — R™ dada por,

é(w)k == ](wk,wk+m)\T, ,k': 1,...,m.
Asi calculamos |Vu"(x)| por £(V"#). Notamos que £(V"#), representa el
valor de |Vu"(z)| en cada triangulo 7, € T".

Para la aproximacion del segundo término de 2.15, se sigue lo siguien-
te:

/thgajdx ~ Z QT(f@j)? ]: 17"'7”

TETh

donde la regla de cuadratura @), esta dada por

1
Q- (v) = §meas(7) ZU(%’), i=1,..,3 los vértices de 7 € T".

3
—1

)

La funcién F(u) queda de la siguiente forma:
1

Donde A es un funciéon simétrica; y dado el producto escalar usual en-

tonces se tiene que:

F(u) = %UTAu — fru. (2.17)

Luego, G(u) discretizado resulta de la forma:

G(u) = g Y [mle(V D). (2.18)
h=1

Donde |7;| representa la medida de cada triangulo.

De este modo el problema de Bingham discretizado a minimizar es el

siguiente:

min J(u) = %uTAu + Z 17| (VD) — fTu (2.19)

ueN
k=1



2.3.2. Demostracion de supuestos necesarios para el Forward-

Backward

Una vez definido el problema de optimizacion a resolver 2.14 y dada la
descomposicion J(u) = F(u) + G(u) como en 2.15y 2.16, y su respectiva
discretizacion como en 2.17 y 2.18 procedemos a demostrar que se cum-

plen los supuestos requeridos para el uso del método Forward-Backward.

Demostracion. Supuesto 1:

F(u) es una funcién continuamente diferenciable en R", con gradiente
VF(u)=Au—f

El gradiente es L-Lipschitz continuo. La funcién es convexa.

Por otro lado, G(u) es una funcién propia, su dominio R" es no vacio
y al ser expresada como una suma de normas se asegura que no toma
valores en —oo. Del mismo modo, dada su composicion por una norma,
la funcién es convexa pues toda norma lo es también. La funcion G(u) no

es diferenciable en todo punto.

Finalmente, como la suma de funciones convexas es convexa entonces
J(u) = F(u) + G(u) lo es [2].

Demostracion. Supuesto 2:
J(u) por lo demostrado en el supuesto anterior, se asegura su convexidad.
Citamos entonces el resultado de [2], que nos dice que todo conjunto de

nivel de una funcién convexa es acotado. [ |

Demostracion. Supuesto 3:

F(u) es una funcion dos veces continuamente diferenciable en R", donde
V2F(u) = A

B Asumimos que se cumplen los supuestos 4 y 5 que nos habla acerca

de resultados de epidiferenciabilidad de la funcién G(u).

Demostracion. Supuesto 6:

Se cumple el primer literal pues J(u) es convexa, y dado () seleccionado



para la resolucion del problema J(u) tiene un fuerte minimo local [1]. W

En este caso para el problema escogido como la funciéon objetivo es
convexa entonces se tienen todas las propiedades de convergencia expre-
sadas en la seccion 2.2.1, con lo que se tiene convergencia Q-lineal. Luego
bajo el precondicionamiento por BFGS se logra obtener una convergencia
@-superlineal. En el siguiente capitulo durante los resultados numéricos

se tratara la diferencia computacional entre estos dos métodos.



Capitulo 3

Resultados numeéricos

3.1. Implementacion

Se procede a utilizar el lenguaje de Programacion MATLAB para la im-
plementacion de los algoritmos. Durante este trabajo por simplicidad se
decide implementar unicamente el Algoritmo 2, para el cual el parametro
~ se mantiene constante durante todo el proceso. Se trabaja con dos ver-
siones para este codigo, el primero en el que la direccion de descenso se
establece como —Vy,, (z;;) para cada iteracion, y una segunda version en
la que se precondiciona el gradiente mediante la técnica BFGS. Para el

calculo del paso se hace uso de la técnica de busqueda lineal de Armijo.

Es importante recalcar el papel que cumple la funcion fminunc del
entorno de MATLAB en la ejecucion del algoritmo, pues esta fue la selec-

cionada para la construccion del proximal que define la funcion T,

1
T,(z) = arg min {&,(u,x) + 2—Hu — xHZ} :
g

u€ER™

La funcion fminunc encuentra el minimo de un problema sin restricciones

dado por:
min f(z),

€T
donde f(z) devuelve un escalar. La funcion requiere como parametros un

objeto del tipo fun y un punto inicial x,. La funcion se inicializa con las

35



siguientes opciones:

options = optimoptions ('fminunc', '"Algorithm', 'quasi-newton'
, '"HessianApproximation', "lbfgs', 'Display', 'iter—-detailed

")

Es decir, se aplica un método quasi-Newton con precondicionamiento L-

BFGS para aproximar la Hessiana.

A continuacion en los resultados numeéricos observamos que el de-
sempeno de nuestro algoritmo depende en gran medida de la busqueda
para el proximal creado a partir de esta funcion. Es por ello que en las

tablas resultado se presentan las iteraciones que ésta realiza.

En el capitulo de Anexos se presentan todos los codigos aqui utiliza-

dos.

3.2. Resolucion del Problema de Bingham

Nos basamos en el codigo presentado en [3] para la construccion del
problema de Bingham, ello mediante la discretizacion mostrada en la sec-

cion 2.3.1.

En primer lugar, para este experimento se selecciona a 2 C R? como
el circulo unitario. Luego, es necesario fijar las coordenadas, el tamano y
la configuracion de la triangulacion. Asi mismo se fija la constante g de
limite elastico, durante este experimento se analiza que sucede con nues-
tro algoritmo para distintos valores de g, y la constante f que representa
la diferencia de presion, la cual toma un valor de 1 segan como se deter-
mina en la seccion 2.3.1. Del mismo modo es posible elegir el tamano de
la malla en 4 distintos niveles segun su fineza {1, 2, 3,4}. Rara cada malla
se tienen dos matrices C y E, que representan las coordenadas de los
puntos, y la configuracion de los triangulos respectivamente. Por ejemplo
en C, se tienen las duplas (z;,y;), que representan las coordenadas en los
ejes z y y del primer punto. En E por otro lado se tienen las tripletas del
tipo (I, k,n), que representa los puntos con los que se configura el trian-
gulo. De este modo, el numero de filas de £ son el total de triangulos de

cada malla. A mayor nivel de fineza mayor es el numero de triangulos con




los que se construye la malla.

Se obtiene entonces un problema del tipo 2.19, con

F(u) = %UTAU — fTu,

cuyo gradiente es:

VF(u) = Au— f,

y su Hessiana:

V2F(u) = A.

Por otro lado la funcién no suave es:

G(u) =g _ |ml¢(V D).

Procedemos entonces a la construccion del Forward-Bacward Envelo-

pe. Para ello se definen las siguientes funciones:

Tw(u) = p?“O:L’W(u —y(Au — f)),

Rv(u) = 7_1(u - T’Y(u)>'

Con lo que usando la caracterizacion en 1.11, definimos el Forward-

Bacward Envelope:

oy (u) = u" Au — fru+ g(Ty(w) — v (Au — f, Ry (u)) + %HRW(U)HQ-
Luego para hallar su gradiente definimos

Q’y(u) =1- P)/Aa



con lo que el gradiente resulta en
Vo, (u) = (I —~vA)R,(u).

Una vez definidas estas funciones se procede a la ejecucion del Algorit-
mo 2 de minimizacion para el FBE, para lo cual se inicializa el algoritmo
con el siguiente parametro 5 = 0. Se toma como punto inicial a la solucion

del problema Au} = f".

Tomando como referencia los parametros necesarios para la ejecu-
cionn del algoritmo 2, resta establecer el parametro de suavizacion del
algoritmo . Notamos que segun las indicaciones del algoritmo, el inter-
valo de seleccion de v es (0, (1 — 8)/Ly]. Ccomo 8 = 0, el intervalo seria
(0,1/Ls] donde L; representa la constante de Lipshchitz continuidad del
gradiente de f.

De este modo los parametros de suavizacion se seleccionan en este
intervalo tomando aquél que mejor solucion otorgue a nuestro problema
de Bingham.

Asimismo, notamos que el parametro de suavizacion v depende de la
fineza de la malla, para obtener los resultados esperados se tiene que a

mayor fineza mas alto es el valor de v necesario.

Durante este trabajo se resolveran las mallas de nivel 2 y 3 de fineza,
la primera con un total de 128 triangulos y la segunda con un total de
512 triangulos, para problemas con diferentes valores para la constante

elastica g.

El tiempo de ejecucion de los algoritmos se los calcula mediante las

funciones tic y toc del entorno de MATLAB.

3.2.1. Malla de nivel 2

El parametro de suavizacion y constante tomado para este nivel de

malla fue v = 0,8. El tamano de la malla es h = 0,0047.

Con estas condiciones se ejecutan nuestros algoritmos de MINFBE,
tanto en su version mas simple como con el precondicionamiento por

BFGS. Los resultados se presentan en la tabla 3.1, para los distintos



valores de g:

g Algoritmo Tiempo de Error | Iteraciones
ejecucion (s) | ||R,(z)| | Sfminunc

0,2 MINFBE 21,216078 0 35
MINFBE BFGS | 23,266766 0 35

1 MINFBE 20,404718 0 23
MINFBE BFGS | 20,097626 0 23

1,2 MINFBE 35,302109 0 62
MINFBE BFGS | 35,201130 0 62

Cuadro 3.1: Resultados para el Problema de Bingham para la malla de

nivel 2

A continuacion se muestran las representaciones del fluido y los re-

sultados obtenidos con nuestro algoritmo:
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Figura 3.1: Malla 2: Fluido de Bingham con g = 0,2 y la solucion por

MINFBE

Solution of the Problem




Solution of the Problem
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Figura 3.2: Malla 2: Fluido de Bingham con ¢ = 1 y la solucion por MINF-
BE

Solution of the Problem

-1 041

Figura 3.3: Malla 2: Fluido de Bingham con ¢ = 1,2 y la solucion por
MINFBE

En cada una de las anteriores graficas se observa la funcién de velo-
cidad resultante. Se observa por ejemplo en el grafico 3.2 y 3.3 que se
ilustran las propiedas mecanicas esperadas del fluido, es decir, dado que

el esfuerzo transmitido por una capa del fluido disminuye en el centro,



este se comporta como sélido en ese sector. Ello explica también el hecho

del aplanamiento de la velocidad en el centro del tubo.

Por otro lado, en la tabla 3.1, se observa que el comportamiento del
algoritmo es similar tanto en su version sin precondicionamiento como
con el precondicionamiento por BFGS. De igual forma, se encuentra el
punto exacto que para el algoritmo tal que R,(z) = 0 con un esfuerzo
computacional bajo. Las iteraciones de la funcién fminunc decrecen para
¢g = 1 y aumentan considerablemente para g = 1,2. Finalmente, a medida
que se aumenta la constante de limite elastico aumenta el tiempo de

ejecucion de los algoritmos.

3.2.2. Malla de nivel 3

El parametro de suavizacion y constante tomado para este nivel de

malla v = 1,1. El tamano de la malla es h ~ 0,0029.

Con estas condiciones se ejecutan nuestros algoritmos de MINFBE,
tanto en su version mas simple como con el precondicionamiento por
BFGS. Los resultados se presentan en la tabla a continuacion para los

distintos valores de g:

g Algoritmo Tiempo de Error | Iteraciones
gjecucion (s) | ||R,(z)| | Sfminunc

0,2 MINFBE 381,172787 0 50
MINFBE BFGS | 388,088721 0 50

1 MINFBE 637,534665 0 141
MINFBE BFGS | 535,051054 0 141

1,2 MINFBE 659,590068 0 175
MINFBE BFGS | 684,924017 0 175

Cuadro 3.2: Resultados para el Problema de Bingham para la malla de
nivel 3

A continuacion se muestran las representaciones del fluido y los re-

sultados obtenidos con nuestro algoritmo:



Solution of the Problem
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Figura 3.4: Malla 3: Fluido de Bingham con g

MINFBE

Figura 3.5: Malla 3: Fluido de Bingham con g = 1 y la solucion por MINF-

BE



Solution of the Problem
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Figura 3.6: Malla 3: Fluido de Bingham con g = 1,2 y la solucion por
MINFBE

En las anteriores graficas se observa la funcion de velocidad resul-
tante. Se muestran las propiedas mecanicas esperadas del fluido, cu-
yo esfuerzo transmitido disminuye en el centro, es decir el material se
comporta como solido en ese sector. Ello explica también el hecho del
aplanamiento de la velocidad en el centro del tubo, fenémeno que se ve

claramente en las figuras 3.5y 3.6.

Por otro lado, en la tabla 3.2, se observa que el comportamiento del
algoritmo es similar tanto en su version sin precondicionamiento como
con el precondicionamiento por BFGS, al igual que en la Malla de nivel 2.
Se encuentra el punto exacto que para el algoritmo pues se cumple que
R.(z) = 0, sin embargo, se genera un alto esfuerzo computacional que
aumenta a medida que sube la constante de limite elastico. Las iteracio-
nes de la funcion fminunc aumentan a medida que la constante de limite
elastico lo hace. Cuando g = 1, el precondicionamiento por BFGS mejora

el tiempo de ejecucion respecto al que no tiene precondicionamiento.



3.3. Conclusiones

El estudio de problemas de optimizacion no suave y la dificultad de
usar los métodos usuales, motiva a la comunidad cientifica a la bus-
queda de alternativas que permitan su resolucion. Es por ello que ba-
sandose en la envoltura de Moreau, el método Forward-Backward junto
con su nueva version de la envoltura provee una interpretacion para el
Forward-Backward Splitting como un meétodo del gradiente; basado en la
descomposicion de una funciéon no suave en su parte diferenciable y no
diferenciable.

Se establece asi una nueva funcion ¢, que depende de un parametro
de suavizacion v para la cual se puede aplicar métodos de busqueda
lineal Forward-Backward, ayudandonos de Armijo para conocer el paso
y del gradiente negativo para la direccion de descenso, obteniendose una
convergencia Q-lineal, mejorable con un precondicionamiento BGFS a

una convergencia Q-superlineal.

El algoritmo se prueba para un clasico problema de Bingham discre-
tizado mediante la técnica de elementos finitos, codigo implementado en
el ambiente de MATLAB. Se construye su envoltura Forward-Backward y
se aplica el algoritmo, el cual se comporta bien, pero cuya dificultad de
covergencia aumenta segun la fineza de la malla. Es necesario fijar un

parametro v adecuado para obtener los mejores resultados esperados.

3.4. Recomendaciones

Se recomienda trabajar con un algoritmo que actualice el valor del
parametro de suavizacion vy en cada iteracion, mediante métodos de bus-
queda lineal. Ademas se propone probar el comportamiento del algoritmo
para un problema no convexo para el cual se necesite incluir otras pro-

piedades de convergencia, como la propiedad Kurdyka-Lojasiewicz (KL).

Finalmente, se recomienda implementar un algoritmo propio para la
construccion de 7T, definido por el operador proximal o utilizar una fun-
cion del entorno de MATLAB diferente a_fminunc que mejore el desempeno

y el tiempo de ejecucion respecto a lo mostrado durante este trabajo.



Capitulo A

Codigos de MATLAB

Presentamos el codigo en ambiente MATLAB correspondiente a la ins-
tauracion del Problema de Bingham, descrito en [3]

if id==
load meshCl
elseif id==
load meshC2
elseif id==
load meshC3
elseif id==
load meshC4
end
%load meshcircbig
A = sparse(size(C,1),size(C,1));
f = sparse(size(C,1),1);

%2f0 = sparse(size(C,1),1);

% Laplaciano

o\o

for j=l:size(E,1)

A(E(3,:),E(3,:))=A(E(J,:),E(J,:))+stima3(C(E(J, :),:));
end

o)
°
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[e)

% Gradiente

3Dh1

for j=l:size(E,1)
D1(J,E(J,:))=Dhl(C(E(J,:),:));

end

3D2h

for j=l:size(E,1)

D2(3,E (3, :))=Dh2 (C(E(J,:),:));

end

r=det ([1,1,1; C(E(1,:),:)"]);
for j = 1l:size(E,1)
f(E(j,:)) = £(E(]J,:))+trxfuncion(inline('1','x"',"'y"),sum(C
(E(J,:),2))/3)/6;

end

¢for j = 1:size(E, 1)
$f(E(j,:)) = £(E(j,:))+r+funcionp('f2',sum(C(E(7j,:),:))/3,
p)/6;

%end

Je)
°

o\o

Dirichlet conditions

A (unique (F'), :)=sparse (length (A (unique (F),unique (F))),size (C
1))

A (unique (F),unique (F) ) =speye (length (A (unique (F) ,unique (F)))

) ;

f (unique (F) )=sparse (length (f (unique (F))),1);
%f0 (unique (F) )=sparse (length (f0 (unique(F))),1);

[ab abl=size (D1 (:,unique(F)));
D1 (:,unique (F))=sparse(ab,a6);
[a7 a8]=size (D2 (:,unique(F)));
D2 (:,unique (F))=sparse(a7,as8);

o)
°




% gradiente
Gx=D1;
Gy=D2;
G=[D1;D2];

o3
°

oo

funcion para inicializar uO=Lap\f0

o)
°

u0=A\Tf;

Ahora presentamos la creacion de las funciones necesarias para la de-
finicion del Forward-Backward Envelope, fueron realizadas en distintos

scripts. Funcion F:

function Fu=func_f (u,A, f)

e}

% u : solucion

f : lado derecho

oo

Jul=(u'=*A) *xu;

o
°

oo

int_\Omega fu dx ==> int. aprox. con trapecio
Ju3=f'xu;

e}

% funcional J(u)=1/p int_\Omega |nabla u/” dx - int_\Omega
fu dx

o)
°

Fu=(1/2)«Jul-Ju3;

Funcion G

function Gu=func_g(u,G, r,q)

% u : solucion
% G : gradiente
% g : constante limite elastico

oo

glnabla ul"2
Gu=Gx*u;

nGu=xi (Gu) ;

Je3
°
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medio

o)
°

Ju2=integrall (nGu, r) ;

Je)
°

Gu=gxJuz;

g int_\Omega [nabla u/"p dx ==> int.

aprox. con pto.

Gradiente de F

function Fgrad=fgrad(u,C,E,F,G, f)
% u : solucion

direccion

Je)
°

gradiente

B O =

oo

triangulacion

o)
°

Gu=Gx*u;

o
°

oo

V)

o)
°

Mu=matulap (C,E,F,Gu, 2);

3

oo

int_\Omega [nabla u/”(n-1) (nabla u,
Juvl=Mu=*u;

e}

% int_\Omega fw dx
Juv3=f;

3

Fgrad=Juvl-Juv3;

matriz asociada al operador [nabla ul”(n-1) (nabla u,nabla

nabla v) dx

Hessiana de F

function Fgrad2=fgrad2(u,C,E,F,G)




o\e

solucion

o\o
-

T w direccion

%z G gradiente

% E triangulacion
=3

o

Gu=Gx*u;

o)
°

o\e

matriz asociada al operador [nabla ul”(n-1) (nabla u,nabla
V)

o)
°

Mu=matulap (C,E,F,Gu, 2) ;

o
°

oo

int_\Omega |[nabla ul/”(n-1) (nabla u, nabla v) dx
Juvl=Mu;
Fgrad2=Juvl;

A continuacion se muestra el algoritmo de minimizacion de FBE, cuya
direccion de descenso es menos el gradiente. Usando la busqueda lineal

de Armijo.

tic
% Parametro de suavizacion

gamma = 1.1;

3Constante de limite elastico

g=1;

% Definir las funciones y sus gradiente
funcF = @(x) func_f(x,A,f);

grad_f = @(x) fgrad(x,C,E,F,G, f);
n=length (u0) ;

funcQ = @ (x) eye(n)-gammax*fgrad2(x,C,E,F,G);
funcG = @ (u) func_g(u,G,r,qg);




o\e

Punto original

x = ul;

oo

Definir la funcion regularizada con Moreau para construir
el proximal de

\ell \phi:= f+\nabla f"T(u-x)+g(u)

oo

minimization_function = @ (u) funcF (x)+tgrad_f (x) "' (u-x)+

funcG (u)+(1/ (2xgamma) ) xnorm (u—x) ~2;

options = optimoptions ('fminunc', 'Algorithm', "quasi—newton'
, 'HessianApproximation', 'lbfgs', 'Display’', 'iter—-detailed
")

% Usar fminunc para minimizar y hallar el proximal que
define T_\gamma

Tg = fminunc (minimization_function, x, options);

% Calcular R_\gamma

Rg = (1/gamma) * (x-Tqg) ;

$Calcular Grad\phi_ \gamma

Gradphig = funcQ (x) *Rg;

k=0;
tol=0.000001;

while norm(Rg)>tol
Gradphig = funcQ (x) *Rg;
dk=-Gradphig;

countarm=0;

gradf=Gradphig;
gradcost=gradf'xdk;

beta=1; armijo=1leb5;
iter=0;
while armijo > le-4xbetaxgradcost

iter=iter+1;




beta=1/ (2" (countarm)) ;
Xinc=x+betaxdk;
costl=funcF (x)+funcG(Tg) ~gammargrad_f (x) '«*Rg+0.5%
gamma*norm (Rg, 2) "2;
cost2=funcF (xinc)+funcG (Tg) —-gamma*grad_f (xinc) '+«Rg
+0.5+xgamma*norm(Rg, 2) "2;
armijo=cost2-costl;
countarm=countarm+1;
end
arm=beta;
wk=x+arm=*dk;
loop = 1;
exitflag = 10; % initialize the exitflag with a
nonsense value
while exitflag ~= 1 && loop < 5
[Tg, ~,exitflag,output] = fminunc (

minimization_function, wk, options);

wk = Tg;
loop = loop + 1;
end
Rg = (1/gamma) * (wk-Tqg) ;
xk=Tg;
k=k+1;
x=xk;
end
toc

Algoritmo de minimizacion de FBE, con precondicionamiento por BFGS

para el gradiente. Usando la busqueda lineal de Armijo.

tic
[o)

% Parametro de suavizaclion

gamma = 1.1;

%Constante de limite elastico

g=1;




[e)

% Definir las funciones y sus gradiente

funcF = @(x) func_f(x,A,f);

grad_f = @(x) fgrad(x,C,E,F,G,f);

n=length (ul) ;

funcQ = @(x) eye(n)-gammax*fgrad2(x,C,E,F,G);

funcG = @ (u) func_g(u,G,r,qg);

% Punto original

x = ul;

% Definir la funcion regularizada con Moreau para construir
el proximal de

% \ell \phi:= f+\nabla f"T(u-x)+qg(u)

minimization_function = @(u) funcF (x)+tgrad_f (x)'"'* (u-x)+

funcG (u) +(1/ (2xgamma) ) xnorm (u-x) ~2;

options = optimoptions('fminunc', "Algorithm', 'quasi—-newton'
, '"HessianApproximation', "lbfgs', 'Display', 'iter—-detailed
")

% Usar fminunc para minimizar y hallar el proximal que
define T_\gamma

Tg = fminunc (minimization_function, x, options);

% Calcular R_\gamma

Rg = (l/gamma) * (x-Tg) ;

$Calcular Grad\phi_ \gamma

Gradphig = funcQ (x) *Rg;

k=0;
tol=0.000001;

Bf=eye(n,n);

while norm(Rg)>tol

Gradphig = funcQ (x) *Rg;
gf=Gradphig;




p=-Bf\gf;

countarm=0;

gradf=Gradphig;
gradcost=gradf'*p;

beta=1; armijo=leb5;
iter=0;
while armijo > le—-4xbetaxgradcost
iter=iter+1;
beta=1/ (2" (countarm) ) ;
xinc=x+betax*p;
costl=funcF (x)+funcG(Tg) ~-gammaxgrad_f (x) "«*Rg+0.5%
gamma*norm (Rg, 2) *2;
cost2=funcF (xinc) +funcG(Tg) —gammaxgrad_f (xinc) '*Rg
+0.5xgamma*norm(Rg, 2) "2;
armijo=cost2-costl;
countarm=countarm+1;
end
arm=beta;
dk=arm*p;
wk=x+dk;
loop = 1;
exitflag = 10; % initialize the exitflag with a
nonsense value
while exitflag ~= 1 && loop < 5
[Tg, ~,exitflag,output] = fminunc (

minimization_function, wk, options);

wk = Tg;

loop = loop + 1;
end
Rg = (1/gamma) * (wk—Tg) ;
gfl=funcQ (wk) *Rg;
xk=Tg;
y=9fl-gf;

Bf=Bf+ (1/(y'xdk) ) (y*xy"')—(1/ (dk'+«Bf*dk)) % (Bf* (dk+dk")




Bf);
k=k+1;
x=xk;

end

toc
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