L\TA
Ay )
y oo, W@

“«

CIENCIAS

= -

A 23 |

»
T

ESCUELA POLITECNICA NACIONAL

FACULTAD DE CIENCIAS

TEORIA DE PUNTOS CRITICOS
PROBLEMAS SEMILINEALES ELIPTICOS

TRABAJO DE INTEGRACION CURRICULAR PRESENTADO COMO
REQUISITO PARA LA OBTENCION DEL TiTULO DE MATEMATICO

DANIEL ENRIGQUE ULLOA MENDOZA

daniel.ulloal@epn.edu.ec

DIRECTOR: MARCO VINICIO CALAHORRANO RECALDE, PH.D.

marco.calahorrano@epn.edu.ec

DMQ, AGOSTO 2023


daniel.ulloa@epn.edu.ec
marco.calahorrano@epn.edu.ec




CERTIFICACIONES

Yo, DANIEL ENRIQUE ULLOA MENDOZA, declaro que el trabajo de
integracion curricular aqui descrito es de mi autoria; que no ha sido pre-
viamente presentado para ningun grado o calificacion profesional; y, que
he consultado las referencias bibliograficas que se incluyen en este docu-

mento.

DANIEL ENRIQUE ULLOA MENDOZA

Certifico que el presente trabajo de integracion curricular fue desarro-
llado por DANIEL ENRIQUE ULLOA MENDOZA, bajo mi supervision.

MARCO VINICIO CALAHORRANO RECALDE, PH.D.
DIRECTOR






DECLARACION DE AUTORIA

A través de la presente declaracion, afirmamos que el trabajo de in-
tegracion curricular aqui descrito, asi como el producto resultante del
mismo, es publico y estara a disposicion de la comunidad a través del re-
positorio institucional de la Escuela Politécnica Nacional; sin embargo, la
titularidad de los derechos patrimoniales nos corresponde a los autores
que hemos contribuido en el desarrollo del presente trabajo; observando
para el efecto las disposiciones establecidas por el 6rgano competente en

propiedad intelectual, la normativa interna y demas normas.

DANIEL ENRIQUE ULLOA MENDOZA

MARCO VINICIO CALAHORRANO RECALDE, PH.D.






RESUMEN

En el siguiente trabajo se estudia la teoria de puntos criticos para dar
la existencia de al menos una solucion débil no nula para un problema
semilineal eliptico supercuadratico ,luego de estudiar la teoria de pun-
tos criticos se ha optado por usar el teorema del Paso de la Montana
para hallar la soluciéon débil que buscamos, primero se definiran ciertas
propiedades que seran utiles para la resolucion del problema, después
probaremos las hipotesis que se necesitan tener para que se cumpla el-
Teorema del Paso de la Montana, para probar dichas hipotesis debemos
analizar el funcional asociado a nuestro problema, una vez que tenga-
mos todas la hipotesis podremos concluir que nuestro problema tiene al

menos una solucioén débil no nula.

Palabras clave: teoria de puntos criticos , supercuadratico, teorema del

Paso de la Montana.



ABSTRACT

In the following work, the theory of critical points is studied to establish
the existence of at least one weak solution for a superquadratic semi-
linear elliptic problem. After examining the theory of critical points, we
have chosen to use the Mountain Pass Theorem to find the desired weak
solution. First, certain properties will be defined that will be useful for
solving the problem. Then, we will test the hypotheses required for the
mountain pass theorem to hold. To prove these hypotheses, we must
analyze the functional associated with our problem. Once we have all the
hypotheses satisfied, we can conclude that our problem has at least one

weak solution.

Keywords: Theory of Critical Points, superquadratic, Mountain Pass Theo-

rem.
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Capitulo 1

Descripcion del componente desarrollado

Este componente se enfocara en la existencia de al menos una solu-
cion débil para un problema semilineal eliptico supercuadratico, se usara
la teoria de puntos criticos, para usar esta teoria debemos analizar el fun-
cional asociado a nuestro problema con la finalidad de hallar un punto
critico, especificamente se utilizara el Teorema 1.4.4 mas conocido como

el Teorema del Paso de la Montana.

1.1. Objetivo general

Estudiar la teoria de puntos criticos, para analizar la existencia de al
menos una solucion débil para un problema semilineal eliptico supercua-

dratico.

1.2. Objetivos especificos

1. Estudiar la informacion recopilada para encontrar un método en la

teoria de puntos criticos que resuelva nuestro problema.

2. Encontrar una solucion débil no nula del problema.



1.3. Alcance

Después de realizar un estudio de la informacion recopilada, en par-
ticular de los trabajos [2], [3], [4], [5], [6], [7], se estableceran conceptos
basicos de introduccion previos que ayuden al desarrollo de nuestro pro-
blema (1.1) que viene dado por,

—Au+q(z)u = Af(z,u), v€B
u =0, xr € 0B

(1.1)

donde B es la bola abierta de centro O radio 1, subconjunto de R3 o R?,

A > 0y la funcién f(z,t) = A(z)|t|2t tiene las siguientes hipétesis,
H,) f € (C(B xR)y es supercuadratica es decir,

|f(z,0)| <a+blt]” a,b>0,2<0c+1<2

HQ) q,A € LOO(B).

H3) q(x), A(x) > 0.

Luego usaremos uno de los resultados pertenecientes a la teoria de pun-
tos criticos especificamente el teorema del Paso de la Montana, Teorema,
1.4.4, para mostrar la existencia de al menos una solucion débil no nula.
Finalmente, se realizara un analisis del problema (1.1) con la ayuda de
los resultados obtenidos con anterioridad.

1.4. Marco teorico

A continuacion se presentan las notaciones que se usan a lo largo del

desarrollo del trabajo de integracion.

1.4.1. Notaciones

= R, conjunto de los numeros reales.

= N, conjunto de los numeros naturales.



» B, bola abierta de centro cero y radio 1 en RY
= 0B, frontera de B.

= 2%, exponente critico de Sobolev para p = 2, viene dado por 2~ y esta

definido para N > 3. o
» U, conjunto abierto y acotado de RY.
= H, espacio de Hilbert.
= F, espacio de Banach.
= F*, dual topologico de E.
» ', derivada de Fréchet del funcional I.
= ], derivada de Gateaux del funcional I.
= —, inmersion o inyeccion entre espacios de Banach.
= c.t.p, casi todo punto.
= Cy(U), subespacio de C*(U) con funciones a soporte compacto en U.

» C*(U), para k = 1,2, ... es €l espacio de funciones k veces continua-

mente diferenciables en U.
= C*(U), espacio de funciones infinitamente diferencibles en U.
. CR(U) = C=(U) N Co(U).
= [P(U), espacio de funciones p integrables en U.
= H' Hj, espacios de Sobolev.

, norma euclidiana en R".

» |-||,, norma del espacio L*(U).
® |||z (1), norma en el espacio H'(U).

= Sea X un espacio de Banach cualquiera, se denota a ||-||x, como la

norma asociada a X.

En las siguientes subsecciones se presentan definiciones, lemas, propo-
siciones, observaciones y teoremas que seran de utilidad para lograr el

objetivo general.



1.4.2. Calculo diferencial para funcionales reales

Definicion 1.4.1 (Fréchet diferenciable[3], p.11). Sean (E,|-||) un espacio
de Banach, U un subconjunto abierto de E y el funcional I : U — R, decimos
que I es Fréchet diferenciable o diferenciable en u € U si existe A € E* tal

que
lim Iu+v)—1I(u) — Av

[o]|—0 [|v]]

=0.

Por otro lado si I es diferenciable en uw € U entonces A € E* es tnico,
ademas se suele escribir I' (u) = A de esta manera al funcional I' (u) se le

conoce como diferencial de Fréchet de I en u.

Definicion 1.4.2 (Derivada de Fréchet [3], p.12). Sea U C E un abierto si
el funcional I es diferenciable para todo u € U entonces diremos que I es

diferenciable en U, ademds se puede definir el siguiente operador

!

I . U — F*

u I (u)

a I sele conoce como la derivada de Fréchetde I, sil es continuo tenemos
que I € CY(U).

Definicion 1.4.3 (Gateaux diferenciable[3] , p.14). Sean (E, ||-||) un espa-
cio de Banach, U C E un abierto y el funcional I : U — R, decimos que I es

Gateaux diferenciable en u € U si existe A € E* tal que para todov € E

lim I(u+tv) — I(u)

t—0 t

= Av.

Por otro lado si I es Gateaux diferenciable en u € U entonces A € E* es
tinico, ademdads se suele escribir I,(u) = A de esta manera al funcional

I,(u) se le conoce como diferencial de Gateaux de I en u.

Observacion 1.4.1 ([3] , p.14). Por la definicion de Fréchet diferenciable,
se tiene que si [ es diferenciable en u € U entonces I es Gateaux diferen-

ciable, ademas I'(u) = I (u), pero el reciproco es falso.

Proposicion 1.4.1 ([3] , p.14). Sean (F, ||-||) un espacio de Banach, U C E
un abierto y el funcional [ : U — R Si I es Gateaux diferencible enu € U y

I, es continuo en u € U entonces se tiene que I (u) = I(u).



1.4.3. Espacio [’

Definicién 1.4.4 ([4], p.92). Sea U C R" un conjunto abierto cualquie-
ra, dotado de la medida de Lebesgue se defiene al espacio LP(U) de la
Ssiguiente manera,

= Seap e R conl < p< o definimos,

LP(U)=< f: U —=R: fesmedibley /]f|pd$<+oo
U

con

| fllze@wy = 11 fllp = /|f|pdx .
U

= Sea p = oo definimos,
L*U)={f:U—=R: f es medible y 3C >0 tal que |f(z)|<C ct.p en U}.

con
| fllzee@) = || flloo = mE{C : |f(2)] < C ctp en U}.

Observacion 1.4.2. Notese que la norma en f € L>*(U) es la del supremo

esencial.

Observacion 1.4.3 ([4], p.92). Si f € L>(U) entonces tenemos que

|f(@)] < |[fllec c:t.pen U.

Para analizar mas detalladamente estos espacios se recomienda ver el
Capitulo 4 de ([4]).

1.4.4. Espacio de Sobolev H', H]

A continuacion se define el espacio de Sobolev con el cual se trabajara
mas adelante.

Definicién 1.4.5 ([3].p.6). Sea U C RY, un conjunto abierto cualquiera el



espacio H'(U) esta definido de la siguiente manera

9
HY(U) = du e LU) : 3gu, .., gy € LX) - /uaf _ —/gZ«p

U U

Yo € CLU), Vi=1,..,N, donde g; = 2*, es la la derivada en el sentido de

- 8(22"

las distribuciones, de manera equivalente se tiene lo siguiente,

HY(U) = {u € L*(U) : % cL*(U) i=1, N}

Noétese que H'(U) es un espacio de Hilbert el cual tiene asociado el siguien-

te producto escalar
(u|v) = /Vqudx+ /uvdm,
U U

por otro lado definimos la norma en H'(U) de la siguiente manera

1
2

lullmoye = V) = / Vul2dz + / 2da

U U

Observacién 1.4.4 ([3],p.6). H}(U) es la clausura de C°(U) en H'(U), es
decir las funciones que estan en H;(U) son las que se hacen cero en U

siempre que OU se a regular y la cardinalidad de U sea finita.

Observacion 1.4.5. Las propiedades que se dan a conocer en el siguiente

trabajo para H'(U) también se verifican para el espacio de Sobolev H} (U).

A continuacion se da algunas propiedades del espacio H}(U)

Teorema 1.4.1 (Teorema de inmersion [3],p.7-8). Sea U C RY un sub-

conjunto abierto y acotado de RY con N > 3, entonces
Hy(U) — LY(U) Vq € [1,2%].

La inmersion es compacta si g € [1,2%).

De manera equivalente, decimos que H}(U) — L(U), si existe una cons-



tante C que no depende de u tal que
lully < Cllull gy w) Yu € Hy(U).

Teorema 1.4.2 (Desigualdad de Poincaré, [3],p.10). Sea U € RY un con-
Jjunto abierto y acotado. Entonces existe C' > (0 que solo depende de U, tal
que

/qux < C/|vu|2dg; Yu € Hy(U).
U U

Observacién 1.4.6 ([3],p.10). Sea U € RY un conjunto abierto y acotado,

utilizando la desigualdad de Poincaré se puede probar que,

2
g = | [19uPds | vue mw)
U

es una norma equivalente a la norma en H}(U).

1.4.5. Ejemplo de funcionales diferenciables

A continuacion se presentara dos ejemplos de funcionales diferencia-
bles que seran de mucha ayuda para probar que el funcional asociado a
nuestro problema es de clase C'. Primero, se dan a conocer resultados

que seran de ayuda para la resolucion de uno de los ejemplos.

Teorema 1.4.3 (Convergencia dominada, [3],p.9). Sea U C RN, N >3 un

conjunto abierto y sea {u, },en una sucesion en L'(U) tal que

1. ug(x) — u(z) c.t.p cuando k — oo;

2. existev € L'(U) tal que, Vk € N se tiene que,

ug(z)| <wv(z) ct.penU.
Entonces u € L'(U) y uxy — u en L'(U) es decir [|u — u|dz — 0

U
Ejemplo 1.4.1. Dado el funcional

J: HY(U) — R
u = J(u) = a(u,u)



con
a: HY(U)x H(U) — R

(u,v) = a(u,v) = [ VuVode + [ g(x)uvdzx
U U

Donde, q € L*(U) y ¢(z) > 0, entonces tenemos que J es de clase C",

convexo y débilmente semicontinuo inferiormente.

Demostracion. (Ver,[6], p.31-32) O

Para mostrar el resultado anterior se usa lo siguiente,

Lema 1.4.1. Sea U € R" un conjunto abierto y acotado ademads sean

q € L>(U) y J el funcional definido anteriormente entonces se tiene que,

1. J(u) > 0 para todo u € H'(U) es decir a es positiva.
2. J es homogéneo de grado 2.
3. J(u) = J(|u]) para todo v € H*(U)

Demostracion. Ver ([6],Lema 2.1.,p.30-32). O

Ejemplo 1.4.2 (Ejemplo 1.3.20 [3], p.18). Sea U C RY, N > 3 un conjunto
abierto y acotado. Sea f : R — R una funcién continua y asumamos que

existen a,b > 0 tal que
F(0)] < a+ bt (1.2)

para todo t € R. Defino
t
P = [ f5)is
0

y consideremos el funcional K : H'(U) — R dado por

entonces K es diferenciable en H'(U) y

K () = / Flu(@))o(z)de Yu,v € H'(U).

El funcional K puede tambien ser considerado en H}(U), sin ninguna su-

posicion de regularidad en 0U, y el mismo resultado se mantiene.



Demostracion. La demostracion es tomada de ([3] , p.18). Para verificar
esto, utilizamos un procedimiento comun en este tipo de preguntas: pri-
mero demostramos que K es diferenciable en el sentido de Gateaux, y
luego mostramos que K, es continuo finalmente usamos la Proposi-
cion 1.4.1.

A partir de la suposicion de crecimiento (1.2), se deriva facilmente que
K (u) esta bien definida a través de las desigualdades de Sobolev. Ahora
verificamos que K es diferenciable en el sentido de Gateaux. Tenemos

que demostrar que para u,v € H'(U) arbitrarios pero fijos se tiene que,

lim Fluttv) - F<u>d:€ = /f(u)vdx

t—0 t
U

Notemos que para casi todo punto = € U se tiene que,

t—0 t

Por el teorema del valor medio existe un numero real ¢ tal que |0| < |t| y

Flu(z) + to(z)) — F(u(z))

p = |f(u(z)) + fo(z)v(z)]
< (a+ blu(z) + Gv(z)]* ") |v(z)|

< C (Jo@)| + lu(@)* " o(@)] + |v(=)

2*) ]

Como la funcion v + |u|* “!v| + |[v|*" € L}(U) por la convergencia dominada

lim Fluttv) - F(u>dx = /f(u)vdx

tenemos que,

t—0 t
U

Dado que el lado derecho, como funcién de v, es un funcional lineal con-
tinuo en H'(U), este es diferencial de Gateaux de K.

Finalmente mostremos que la funcion K, : H'(U) — [H*(U)]* es continua
para ellos consideramos {u; }rey € H'(U) tal que u;, — v en H'(U). A partir
de aqui se considera una subsucesion de {u;}reny @ la cual la denotare-
mos igual que a la sucesion, para esta subsucesion podemos suponer lo

siguiente

» u, —uen L? (U) cuando k — oo.



» ui(x) = u(z) c.t.p en U cuando k — oo.

» Existe w € L?" (U) tal que |ug(z)| < w(z) c.t.p en U y para todo k € N.

Usando la desigualdad de Hoélder tenemos lo siguiente,

‘(KG(uk ‘ < /|f Ug) w)||v|dx

2% 1 1
2% 2%

/’f uy,) |z #o1dy /|v\2*d:c

U

Luego, limy_,o0|f(ux) — f(u)| =0 c.t.pen Uy

|f (k) = f<u)’227‘1 <O (14w uf )T

< (L fwf =t o 1)

< (14 |w* ) e L'Y(U)
Entonces por la convergencia dominada,
h’m/|fuk 7= 1dx—0
k—oo

De modo que,

£ ) = Ko ()] = sup {| (K6(m) = Kg) o] : ve HU) lollme) =1

*1

<C(/fuk 21dx> 0.

Cuando k£ — oo, notese que la norma en el lado izquierdo es la norma

en el espacio [H'(U)]*. Recordemos que estamos trabajando con una sub-
sucesion de la sucesion original {u;}ren. Por lo tanto, lo que realmente
hemos demostrado es que para cada {u;}reny tal que u;, — u existe una
subsucesion {u, }jen tal que K (uy,) — Kg(u) en [H(U)]*, de esta manera
utilizando la Proposicién 1.4.1 tenemos que K es diferenciable en H*(U)

y
U—/f z)dr Yu,v € H'(U)



1.4.6. Puntos criticos

Definicion 1.4.6 (Punto critico[ 1], p.7). Sea (F, ||-||) un espacio de Banach
y el funcional [ : £ — R tal que I € C'(F), decimos que u € E es un punto
critico si,

I'(u) =0.

De manera equivalente

I'(u)(v) =0Yv e E.

Definicion 1.4.7 (Condicion de Palais-Smale [5], p.28). Sea H un espacio
de Hilbert e I € C'(H) se dice que I satisface la condicién de Palais-Smale,
si cualquier sucesion {u,},en en H para la cual {I(u,)},.en €s acotada y

lim, e I (up) = 0 en H', admite una subsucesioén convergente.

Teorema 1.4.4 (Teorema del Paso de la Montana [5],p.35). Sea H un
espacio de Hilbert y sea I € C'(H) un funcional que satisface la condicion
de Palais-Smale, Definicion 1.4.7.

Supongamos que 1(0) =0,

I,) existen constantes positivas p y « tales que Yu € H con ||ju| = p se
tiene que
I(u) > a,

I,) existe un elemento e € H tal que
lell > py I(e) <0,

entonces I posee un valor critico ¢ > «. Ademds c puede ser caracteri-
zado como

¢ = Inf max I(g(t))

donde, I' = {g € C(]0,1]) : g(0) = 0,9(1) = ¢}

A continuacion se presenta un resultado que nos ayudara a probar

que el problema (1.1) cumple con la condicion de Palais-Smale.



Proposicién 1.4.2 ([7], Apéndice B,Proposicion B.35). Sea U C RY abier-
to y acotado, ademadas sea f una funcion tal que f € C(B xR) y es supercua-
drdtica e I un funcional definido como en (3.3), si {u,},cn €S una sucesion
en H}(U) tal que I'(u,) — 0 cuando n — oo entonces {u,},cy posee una

subsucesion convergente.

Demostracion. Ver ([7], Apéndice B,Proposicion B.35) O



Capitulo 2

Metodologia

A continuacion se describira el método usado para resolver el proble-
ma (1.1)
—Au+q(x)u = Af(x,u), v€B

u =0, xr € 0B

donde, B es la bola abierta de centro O radio 1, subconjunto de R3 o R?,

A >0, y la funcién f(z,t) = A(xz)|t|2t tiene las siguientes hipétesis,
H,) f € C(B xR)y es supercuadratica es decir,

|f(z, )| <a+bt|]” a,b>0,2<0c+1<2*

) q,A € L®(B).

Hy) q(x), A(z) = 0.

Se inicia mostrando que la funcion f que estamos tomando cumple H;
es decir que f € C(B x R) y tiene un crecimiento supercuadratico, luego
describimos que es un punto critico asociado al funcional de nuestro pro-
blema (1.1) al cual llamaremos I, esta descripcion se realiza através de la
formulacion variacional, de esta manera se vera a que llamamos solucion
débil asociada al problema (1.1) .

Para probar la existencia de al menos una solucion débil no nula del

problema (1.1), usaremos el Teorema del Paso de la Montana, para usar

13



dicho teorema debemos ver que se verifiquen ciertas hipotesis, la primera
es que el funcional asociado I € C'(H}(B)), para probar esta hipétesis se
hara uso de los dos ejemplos que se describen en una de las subseccio-
nes.

La segunda hipotesis que se debe cumplir es la condicion de Palais-
Smale, Definiciéon 1.4.7 para probar dicho resultado se hara uso de
la Proposicion 1.4.2 y las ideas que se usan en ([7],p.17).

Finalmente se probara que nuestro problema (1.1) tiene una geometria
del tipo Paso de la Montana es decir que verifica los dos literales del Teo-

rema del Paso de la Montana, Teorema 1.4.4.



Capitulo 3

Resultados, conclusiones y recomendaciones

3.1. Resultados

Recordemos que nuestro problema viene dado por,

—Au+q(x)u = A\f(x,u), v € B
u =0, xr € 0B

donde, B es la bola abierta de centro O radio 1, subconjunto de R? o R*,

A >0, y la funcién f(z,t) = A(z)|t|2t tiene las siguientes hipétesis,

H,) f € C(B xR)y es supercuadratica
HQ) q,A € LOO(B).

H3) q(z), A(z) > 0..

3.1.1. Hipotesis sobre |

Se mostrara que tomando f en particular como en el problema (1.1),
verifica la hipétesis H;. Primero se mostrara que f € C(B x R) y luego se

mostrara que es supercuadratica.

15



Mostremos que f € C(B x R), notese que

f: BxR — R
(x,t) = flat) = A)|tt.

Demostracion. Puesto que A € L*(B)y A(x) > 0 para todo = € B, tenemos
que
A(z) < ||Al|» Yz € B.

Por lo tanto A € L*(B), es una funciéon acotada en la bola abierta B,
luego notemos que la funcion [t|2 es continua para todo ¢ € R pues es
una funcion de potencia y las funciones de potencia son continuas en su
dominio, por otro lado la funcién t es continua en todo su dominio.

Recordemos que una funcion acotada multiplicada por una funcién con-
tinua es una funcién continua, puesto que A € L*(B) es acotada y |t|2t es
continua pues es la multiplicacion de funciones continuas, es continua
de esta manera tenemos que f(z,t) = A(z)|t|?t es continua en B x R por lo
tanto f € C(B x R) . O

Ahora mostremos que f(z,t) = A(z)|t|2t es supercuadratica es decir

mostraremos que existen constantes a,b > 0 tal que
lf(z, )| <a+blt]”2<o+1<2".
Demostracion. Para f(z,t) = A(z)|t|2t tenemos lo siguiente

@3] < 1A@)e 3

5
< [|Allolt]2
< [ Alloolt[*

la altima desigualdad es cierta puesto que para N =3 o N = 4, la expre-

_ N+42
T N-2

a=0yb=|A]~, para que se verifique,

sion 2* — 1 toma valores mayores a 2, por lo tanto basta considerar

lf(x, )| <a+dlt]” 2<o+1<2°



3.1.2. Solucion débil

Suponiendo que existe v € C?(B) tal que verifica (1.1), tenemos que

para todo v € C§°(B), multiplicando v por (1.1) se tiene lo siguiente,
(—Au)v + g(z)uv = )\A(x)]u\%uv. (3.1

Ahora integramos (3.1),

/(—Au)vdm+/q(x)uvdx: /)\A(x)\ulguvdx, (3.2)

B B B

ahora usando la férmula de Green en (3.2), se sigue que

/VqudmjL/%v/q(x)uvdx— /)\A(x)\ulguvdx,
B OB B B

como v € C§°(B), tenemos que v(z) = 0, para todo x € 9B, en consecuen-
cia,

/Vqudm+/q(x)uvd:c— /)\A(x)\ulguvdx.

B B B

Asi decimos que u es solucion débil de (1.1) , si u € H}(B) y verifica,

/Vqud:B—l—/q(x)uvdx = /)\A(x)|u|guvd$ Vv € HY(B).
B

B B

Recordemos que el objetivo es analizar la existencia de al menos una
solucion débil no nula de (1.1), que precisamente son los puntos criti-
cos del funcional asociado a dicho problema, acontinuacion se define el

funcional.

3.1.3. Existencia de una solucion débil no nula para el

problema (1.1)

Para probar la existencia, de al menos una solucion débil no nula se
hara uso del Teorema del Paso de la Montana, Teorema 1.4.4, para ello
primero veremos cual es el funcional asociado al problema y mostraremos

que dicho funcional es C'(H}(B)). Analizaremos los puntos criticos del



siguiente funcional,
1 , 1 , 2 s
I(u) = 3 \Vu|*dx + 5 q(z)udr — ?)\ A(x)|ul2udz. (3.3)
B B B

Antes de mostrar que I € C'(H}(B)), primero veamos si el funcional

esta bien definido, es decir que I(u) < +oco para ello basta probar que
cada integral en [/ es finita.

Demostracion. Por la Observacion 1.4.6 tenemos que

1 1
5 /|Vu|2dx = §||u|]2 < 400 (3.4)
B

Ahora analicemos el segundo término de I,

[ atwntis| < [lata)ellas

U U
< Jlgllee / ulPda,
U

Puesto que u € H}(B), por definicion de espacio de Sobolev u € L*(U) es

decir que [|u|*dz < +oco por tanto tenemos que
U

/q(a:)qua: < 400, (3.5)
U

Por ultimo mostremos que el tercer sumando es finito para ellos basta
mostrar que

/A(x)|u\gudx < 400
B

utilizando el Teorema de Inmersion, Teorema 1.4.1 se tiene lo siguiente,

[ @t < fla@)alt

B
< |4l / fulbda (3.6)
B

< +00.



Por (3.4), (3.5), (3.6), tenemos que [ esta bien definido. O

Observacion 3.1.1. Nétese que por el Teorema de Inmersion, Teore-
ma 1.4.1, para N > 5, [ A(z)|u|2udz no esta bien definida pues |u|z ¢ L'(B).
B

Ahora veremos que I € C'(H}(B)).

Notese que las dos primeras integrales son parte del funcional J definido
en el Ejemplo 1.4.1 de esta manera utilizando la Proposicion 1.4.1 te-
nemos que J € C'(H}(B)), restaria probar que el tercer sumando en (3.3)
es C'(H}(B)) .

Para probar que el tercer sumando es C'(H}(B)) haremos uso de Ejem-
plo 1.4.2, notemos que f(z,u) = A(z)|u|?u, es una funcién continua en
B x Ry ademas f cumple H, es decir cumple la propiedad de ser super-
cuadratica,asi usando el Ejemplo 1.4.2 se tiene que el tercer sumando
en (3.3) es C'(H}(B)). Puesto que I es la suma de funciones que estan en
C'(H}(B)) entonces se tiene que I € C'(H}(B))

Utilizando el Ejemplo 1.4.2 podemos calcular I’ y este viene dado por,

/

I'(w)(v) = / VuVudzs + / q(z)uvdz — A / A(z)|u|2uvdz. (3.7)

B B

Ahora verificaremos que se cumple la condicion de Palais-Smale, De-
finicién 1.4.7 , para ello primero probaremos la siguiente propiedad que

se describe acontinuacion.

Proposicién 3.1.1 ([2],p.363). Dado F(z,t) = [ f(x,s)ds entonces existe

k > 0 tal que para |t| > k, se tiene que

F(z,t) < pf(x,t)t con pe (0, %]

Demostracion. Notemos que F(z,t) = %A(m)|t|3t y f(z,t) = A(z)|t|2t, de esta
manera lo que queremos es hallar p € (0, 1] tal que,

2 5 3
SA@)lt]t < (At 0)t

= pA(z)|t] 21
1

’2
sucede para cualquier £ > 0 pues no tenemos ninguna restricciéon para

De la ultima desigualdad basta tomar p = 2 € (0, 3], notemos que esto



t. U

Continuando con la demostracion de la condicién de Palais-Smale,
Definicién 1.4.7,

Demostracion. Sea {u,},cy en H}(B) cualquiera.Tenemos que probar que
{un }nen admite una subsucesion convergente, para ello utilizamos la Pro-
posiciéon 1.4.2, que nos dice que basta probar que {u,},cy €en H;(B) es
acotada.
Puesto que {/(u,)}.en €s acotada por definicion ([8],p.24), existe una cons-
tante R > 0 tal que ,

[ I(u,)] < R,Vn € N,

y en particular tenemos lo siguiente,
I(up) < R,¥n € N, (3.8)

en (3.8) usando la definicion del funcional 7 de (3.3) tenemos que,

1

2 5
I(u,) = §||un||?{é(3) - ?)\/A(x)|un|2undx < R,Vn € N. (3.9)

B

Ademas, puesto que, lim,_,. I (u,) = 0 en (H}(B)) se tiene en particular
lo siguiente,
lim I (u,)(u,) =0, en R,¥n € N

n—oo
De la definicién de limite ([3],p.22) en particular tomando €, = ||un| g5 >
0, sabemos que para todo n € N, existe N € N tal que, para Vn > N se
tiene que,

11 () ()| < |ltally (), ¥ > N

y en particular se tiene,
I (un)(un) < |t ma ), ¥ > N (3.10)

De (3.10) y de la definicion del funcional /' en (3.7) tenemos que,

/

3
I (up)(uy,) = Huanqé(B) — )\/A(x)]un|2unundx < Nunllzzsy: V>N (3.11)
B



Ahora combinaremos (3.9) y (3.11) siguiendo la ideas en ([7],p.11) ,

2 1 2 5 2
Iun) = 21 ()w) = 3 luallyyes) = 37 [ Al bunde = 2y
B
2 3
2 [ A |un|2unde
B (3.12)

3
= ﬂ”un”ifé(B)

2
+ ?A /A(:C)(|un|gunun - ]unlgun)d:c ,Vn € N.

B

Por otro lado, notemos que usando (3.8) y (3.10) en (3.12), tenemos lo

siguiente, ) )
I(uy) — ?I/(un)(un) <R- ?||un\|H3(B),Vn eN. (3.13)

Usando la desigualdad triangular en (3.13) tenemos que ,
2, 2
I(u,) — ?] (up)(uy) < R+ ?||un||H3(B),Vn eN (3.14)

De (3.12) y (3.14) se tiene,

2 3 2 3 5
R+ ?Hun”Hé(B) > ﬁ”unH?{é(B) + ?)\ /A(x)(|UN|2unun — |up|2uy)dx| ,Vn € N
B

(3.15)
Recordemos que, el objetivo en la demostracion es probar que {u, },en €n
H;(B) es acotada , para ello vamos analizar la integral que esta en el lado
derecho de (3.15) el cual es,

/A(x)(|un|§unun - |un]gun)dx (3.16)
B

Notemos que por la Proposicion 3.1.1 y ([7],p.11 ) existe £ > 0 tal que



(3.16), puede expresarse de la siguiente manera, para cualquier k£ > 0,

/A(x)(|un|§unun — Jup|2un)da = / A() (|tn] 2nttn — |2 un)da
B {z€B:|un(z)|<k}
+ A) ([t 2 Uty — |t 20 )der,

{z€B:|un(z)|>k}

(3.17)

en (3.17), analizaremos los dos términos de la derecha de la igualdad,

procedemos primero analizar el segundo término, el cual viene dado por,

A) (|t > tntin, — |2 uy)de, (3.18)

{z€B:|un(x)| >k}

En (3.18) utilizando la Proposicion 3.1.1 vemos que,

A@) ([t 2t — [t |2y )d >

{z€B:|un(z)|>k}

: 2
/ A(:v)(|un|gunun + ?|un|%unun)dx
{z€B:|un(z)| >k}
9
7
{zeB:|un(z)|2k}

>0

v

> Ax)up| 2u?dx (3.19)

Notemos que la ultima desigualdad de (3.19) es no negativa pues tenemos

una integral de funciones no negativas, de esta manera tenemos que,

{z€B:|un(z)| >k}

Ahora, analizaremos la primera integral de la derecha de (3.17), que viene
dada por,
A@) ([t 2 e, — | Py ) (3.21)
{z€B:|un(z)|<k}
En (3.21) notemos que si abrimos la integral, la primer integral es no

negativa pues es la integral de funciones no negativas, asi basta analizar



que ocurre con la segunda integral que viene dada por,

— / A(x)|un|gund:p (3.22)

{ze€B:|un(z)|<k}

Notemos lo siguiente:

A(:C)\un\%undx < / A(:v)\un|gund:c
{2€B:un (z)| <k} 2€ B:|un (z)|<k}
< [ @l
{z€B:|un(z)|<k}
S L (8.2
{2€B:|un (z)| <k}
<Ml [ i
{2€B:|un (z)| <k}

7
< O\ Allcllunlly

En (3.23) notemos que la ultima desigualdad sucede por el Teorema de
T

Inmersiéon, Teorema 1.4.1, ademas CHAHooHUnHZl(B) es finita Vn € N, de
0

esta manera Vn € N existe una constante C),, tal que ,

A(x)]un]gundx < C,, (3.24)

{zeB:[un(z)|<k}

ahora usando (3.24) en (3.22) tenemos lo siguinete,

- / A()|un|Fupdr > —C,, (3.25)

{z€B:|un(z)|<k}

ahora usando (3.20) y (3.25) en la descomposicion que se utilizo en (3.17)
tenemos que,
/A(x)(|un|3unun — Jup|2up)dz > —C,. (3.26)
B

Finalmente utilizando (3.26) en (3.15) ,se tiene lo siguiente,

2 3 2
R+ ;HUﬁHHg(B) 2 pllunllimy e — —ACh (3.27)



De (3.27) concluimos que {u,},en €n H}(B) es acotada.

En efecto, supongamos por el contrario que no es acotada es decir que
[wnl 3By — +00. (3.28)

reescribimos (3.27), de la siguiente forma,

3 2 2
ﬁ“uanqg(B) = 2AC = Sluallmym < R, (3.29)

tomando la consideracion de (3.28) en (3.29) tenemos una contradiccion
pues el crecimiento cuadratico es mas rapido que el lineal, por lo tanto
{tn}nen €n Hy(B).
Por ultimo, vamos a probar que el problema tiene una geometria del Pa-
so de la Montana es decir que se cumplen los dos literales del Teore-
ma 1.4.4, se tiene directamente que /(0) = 0.
Mostremos el primer literal del Teorema 1.4.4, es decir mostremos que
existen constantes positivas p y « tales que Vu € F con |ju|]| = p se tiene
que

I(u) > «

Demostracion. Notemos lo siguiente,

/A(x)|un|gundx < /A(x)|un]g|un|dx

B

B
< (1AWl
J (3.30)

< Ml [l
B

7
< Ol|Allelluly

notese que la ultima desigualdad de (3.30) se da por el Teorema de In-
mersion, Teorema 1.4.1. Ahora sea u € H}(B) cualquiera, usando (3.30),

y la definicion del funcional / tenemos que,

1 2 7
1(w) = Sllully = ZACHAllclluly

1

) 9 3 (3.31)
=l s (5 = SACHAlellull iy ) -



Para que /(u) > 0 debe cumplirse en (3.31), lo siguiente,

1 2 3
5~ ?)\C”AHOOHUH?J&(B) > 0, (3.32)

despejando |[[ul| gz en (3.32), se tiene que ,

7 3
1 _ ] . 3.33
ull 2 sy < (4>\C’|A||oo> ( )

Asi para que se verifique que /(u) > 0 debe cumplirse (3.33), de esta

manera basta considerar 0 < p < (m)g y a = 3p* — %ACHAHmp%,
puesto que u € H}(B) fue tomado arbitrariamente hemos probado que
existen constantes positivas p y o tales que Yu € H;(U) con |lul| g1y = p se
tiene que

I(u) > a.

O

Ahora, probaremos que se cumple el literal 2 del Teorema del Paso de
la Montana, Teorema 1.4.4 es decir mostremos que existe un elemento
e € H}(B), tal que

lellzzsy > py I(e) <0

Demostracion. Consideremos ¢; la primera funciéon propia de —A + ¢(x) ,

asi usando esta funcion en nuestro problema tenemos lo siguiente,

—Ap1 +q(x)pr = g1, v€B
p1 =0, x € 0B

(3.34)

donde ¢; en B es tal que ¢i(z) > 0y pi(z) = 0en z € 0By A\ es el

primer valor propio asociado a ¢;, ademas [ pidz = 1.De esta manera
B
si multiplicamos a la primera ecuacion de (3.34) por ¢;, obtenemos lo

siguiente,
(—Ap1)pr + q(2)¢} = Mt (3.35)

luego integramos (3.35),

/(—Aapl)golcm%—/q(x)go%dx = /Algofdx. (3.36)

B B B



Ahora usando la férmula de Green en (3.36) se sigue que,

/|V<p1|2dx+/q(x)gpfdx = />\190%d90. (3.37)
B

B B

Ahora notemos lo siguiente, para todo ¢ > 0 usando la definicion de I se

sigue que,

1
I(tpr) = /|Vtg01 2dx+ / (x )tgpldx — ?/\/A(a:)|t<p1|gt<pldx

B
= —t2/|Vg01|2dx+1t2/ (z)p2dx — —)\t2 /A |901| prdx
2 2 (3.38)
B B B
/|V301| dx+/ (z)p2 ——/\t2/A |g01| ordw
B B
ahora ulizando (3.37) en (3.38) tenemos lo siguiente,
Ly 2 2,1 2
I(tyr) = §t A [ pidr — ?)\t2 A(z)|p1|2p1de, (3.39)
B B
recordemos que [ ¢idxz = 1, usando esto en (3.39), se sigue,
B
1, 2. 1 5
I(tyy) = §t AL — §At2 A(z)|p1|2p1dx (3.40)

B

ahora bien, lo que buscamos es que [(ty;) < 0, notemos que en (3.40)
puesto que {2 crece mas rapido que #? tenemos que para cada A > 0
existe ¢, suficientemente grande tal que /(t))¢; < 0, de esta manera basta
considerar e := ({\ + p)¢1 con esta eleccion de e se verifica que |le| 1) > p

y I(e) > a en efecto pues,

el zy = It + )erlid sy = 1tx + oPllerly sy (3.41)

en (3.41) usando la definicion de la norma de H}(B) , (3.37) y el hecho de
que fgoldq: = 1, se tiene que |[le| gz sy = M(tx+p) > py ademas I(e) > a. [

Recapitulando hasta el momento se ha probado que I € C'(H}(B)) ,

también que se verifica la condicion de Palais-Smale es decir la Defini-



cion 1.4.7 , ademas que nuestro problema (1.1) tiene una geometria del
Paso de la Montana es decir que se verifican los dos literales del Teore-
ma 1.4.4 de esta manera vemos que se cumplen todas las hipotesis del
Teorema del Paso de la Montana, Teorema 1.4.4 por lo tanto se concluye

que nuestro problema 1.1 tiene al menos una solucion debil no nula. [

3.2. Conclusiones y recomendaciones

3.2.1. Conclusiones

» Mediante el Teorema del Paso de la Montana podemos concluir que
existe al menos una solucion débil no nula para el problema se-
milineal eliptico supercuadratico (1.1), es decir se ha encontado un
meétodo en la teoria de puntos criticos que resuelve nuestro proble-

ma.

3.2.2. Recomendaciones

= No abordar el problema bajo supuestos de que el funcional aso-
ciado al problema (1.1) es coercivo, pues esta propiedad no se tie-
ne para el funcional /. Supongamos que [ si es coercivo, asi para
toda sucesion {u,},.y en Hj(B) tenemos que I(u,) — +oo cuando
lunllmg sy — +oo,utilizando la definicion del funcional  y el Teorema
de Inmersion se tiene que I(u,) < +oo cuando |[u,|/gy s — +oo, lo

cual es una contradiccion por tanto, I no es coercivo.

= En la teoria de puntos criticos existen otros métodos por los cua-
les se puede abordar el problema (1.1), se recomienda usar por el
ejemplo el Teorema del Punto Silla planteado en ([5], p.38) debido
a que este teorema al igual que el teorema del Paso de la Montana

involucra la condicion de Palais-Smale.

= Si cambiamos la hipétesis de que f € C(B x R) por f € C'(B x R) se
podria abordar el problema (1.1),utilizando el Capitulo 3 de ([5]) que

esta relacionado con la teoria de puntos criticos, bajo este supuesto.
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