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Resumen

En el presente trabajo de investigacién, empezaremos por realizar un breve es-
tudio de un procedimiento intuitivo, donde el Teorema del Limite Central (TLC)
afirma que el movimiento Browniano eventualmente emerge como el limite hi-
drodindmico de cualquier caminata aleatoria con saltos de varianza finita. Una
herramienta que se utilizard en este procedimiento es la transformada de Fou-
rier y nos permitird apreciar un resultado conocido, el cual es que las funciones
de densidad del movimiento Browniano resuelven la ecuacién tradicional de reac-
cion-difusién. En este sentido, estamos interesados en conocer el tipo de proceso
estocastico que eventualmente emergera de una caminata aleatoria con saltos que
siguen una distribucién de Pareto o ley de potencias. Aqui nos encontraremos con
un problema, los saltos de una caminata aleatoria con saltos de Pareto tienen
varianza infinita, lo cual en este caso nos impide utilizar el TLC. Sin embargo,
mediante una expansién adecuada de series de Taylor es posible utilizar la me-
todologia hecha para el movimiento Browniano, para mostrar que este tipo de
caminatas aleatorias eventualmente se comportan como un proceso estable y sus
funciones de densidad resuelven un tipo particular de modelo conocido como ecua-
cién de reaccién-difusién anémala o simplemente ecuacién de difusiéon anémala.

El modelo de difusiéon anémalo involucra una derivada temporal estandar y una
derivada espacial fraccionaria, por lo que serd necesario estudiar algunas propie-
dades bésicas del calculo fraccionario para justificar que las funciones de densidad
de un proceso estable resuelven las ecuaciones del modelo de difusién anémalo.

Si bien es cierto, la metodologia que se sigue para una caminata aleatoria con saltos
de varianza finita o con saltos de Pareto arrojan evidencia que conecta la teoria
de las ecuaciones diferenciales con la teoria de procesos estocaticos, es necesario
formalizar esto mediante la teoria adecuada. En este sentido, se estudiardn los
resultados adecuados de la teoria de distribuciones estables y semigrupos, lo cual
nos permitird conectar, de una manera elegante y formal el calculo fraccionario y
los procesos estocésticos involucrados en este trabajo.
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Abstract

In this research project, we will begin by conducting a brief study of an intui-
tive procedure, where the Central Limit Theorem (CLT) states that the Brownian
motion eventually emerges like the hydrodynamic limit of any random walk with
jumps of finite variance. A tool that will be used in this procedure is the Fourier
transform and it will allow us to appreciate a known result, which is that the
density functions of the Brownian motion solve the traditional reaction-diffusion
equation. In this sense, we are interested in knowing the kind of stochastic process
that will eventually emerge from a random walk with jumps that follow a Pareto
distribution or power law. Here we will find a problem, the jumps of a random
walk with Pareto jumps have infinite variance, which in this case prevents us from
using the TLC. However, by means of a suitable Taylor series expansion, it is pos-
sible to use the methodology made for the Brownian motion to show that this type
of random walks eventually behaves like a stable process and its density functions
resolve a particular type of model known as anomalous reaction-diffusion equation
or simply anomalous diffusion equation.

The anomalous diffusion model involves a temporal derivative and a fractional
spatial derivative, so it will be necessary to study some basic properties of frac-
tional calculus to justify that the density functions of a stable process solve the
equations of the anomalous diffusion model.

Although it is true, the methodology that is followed for a random walk with
finite variance jumps or Pareto jumps provide evidence that connects the theory
of differential equations with the theory of stochastic processes, it is necessary to
formalize this through the appropriate theory. In this sense, the adequate results
of the theory of stable distributions and semigroups will be studied, which will
allow us to connect in an elegant and formal way the fractional calculus and the
stochastic processes involved in this work.
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Capitulo 1

Introduccion

Para modelar un fenémeno fisico, siempre es necesario realizar supuestos que
nos faciliten el manejo de la matematica involucrada en el modelo. Sin embargo,
simplificar demasiado estos supuestos no es factible, pues el modelo que se realice
no explicaria de manera precisa el fenémeno estudiado, por lo que este modelo no
seria aplicable en una situacién real. En teoria de probabilidades, un supuesto muy
comun es la independencia de variables aleatorias, pero tal suposicién no siempre
se cumple en un problema real. Por ejemplo, en Ross, Sheldon M. [9] se considera
una variable aleatoria X,, que describe el precio de una accién al final del n-ésimo
dia de negociacién. Suponer que el precio al final del dia n+ 1 es independiente de
los precios en los dias n,n—1, ..., 1,0 resulta ilégico, pero seria razonable suponer
que el precio al final del dia n + 1 depende de los precios al final de los dias ante-
riores solamente a través del precio al final del dia n, es decir, la probabilidad de
Xn+1 condicionado a su pasado X,,, X, _1,...,Xo depende tinicamente del pre-
cio al final del dia n. Esta caracteristica descrita es conocida como la propiedad
de Markov. La propiedad de Markov es muy importante dentro de la teoria de
los procesos estocasticos y define un conjunto de procesos estocdsticos conocidos
como procesos de Markov. Por otro lado, esta propiedad proporciona una de las
primeras nociones o definiciones de dependencia de variables aleatorias. Existen
distintos tipos de dependencia, las cuales distinguen a un proceso estocastico de
otro.

Un proceso estocdstico es una coleccién de variables aleatorias { X}, ., parame-
trizada por un conjunto 7', llamado espacio parametral, en donde las variables
aleatorias toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados [7].

SiT=1{0,1,2,...}, diremos que {Xt}teT es un proceso estocastico a tiempo dis-
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

creto y en el caso que el conjunto parametral sea igual a [0,+00), diremos que
{Xt},cp es un proceso estocdstico a tiempo continuo. Por otro lado, cabe mencio-
nar que el espacio de estados S también puede tomar valores discretos o continuos.

En este trabajo, nos interesa estudiar un fenémeno muy comun en la naturaleza
conocido como difusion, esto se lo haria mediante un proceso estocéstico a tiempo
discreto y con conjunto de estados discreto. Este proceso es conocido como cami-
nata aleatoria. En este sentido, la idea es pasar de un proceso estocastico discreto
a un proceso estocdstico con conjunto parametral y conjunto de estados continuo.

La difusién es un mecanismo que transporta materia o, mas precisamente, particu-
las de materia de un lugar a otro dentro de un espacio determinado. Las carac-
teristicas de dicho mecanismo estdn determinadas por las propiedades fisicas (por
ejemplo, la estructura geométrica, la densidad o la temperatura) del medio de
transporte o espacio dentro del cual se lleva a cabo este fenémeno [3].

El proceso mediante el cual una sustancia o particulas de la misma se propagan es
un proceso estocastico. Esto se aprecia de forma clara en el ejemplo paradigmético
de este fenémeno: el movimiento Browniano. Dicho proceso consiste en el movi-
miento irregular e impredecible de particulas que se encuentran suspendidas en
un fluido. Este fenémeno fue observado mediante un microscopio por el botdnico
y bidlogo Robert Brown en 1827. Senalé que las particulas (granos de polen y
particulas inorgénicas) se movian a través de un fluido de manera irregular, pero
fue incapaz de explicar los mecanismos que ocasionaban este movimiento. Més
adelante, en el ano 1905, Albert Einstein explicé estos mecanismos en un articulo
muy importante titulado: On the movement of small particles suspended in statio-
nary liquids required by the molecular-kinetic theory of heat. Einstein explico este
fenémeno mediante la hipotesis atomica de la materia y las caminatas aleatorias,
lo cual le permiti6é encontrar una relacién entre el fenémeno observado por Brown
y la ecuacion del calor. Uno de los resultados méas importantes de este articulo
fue que el desplazamiento cuadratico medio recorrido por una particula en la su-
perficie de un fluido crece de forma lineal en el tiempo. Este resultado es una de
las principales caracteristicas de la difusion tradicional, que fundamentalmente es
una consecuencia del Teorema del Limite Central [3].

Por otro lado, desde la segunda década del siglo XX se han encontrado fenéme-
nos difusivos donde el desplazamiento cuadratico medio recorrido por particulas
suspendidas sobre un fluido es proporcional a una potencia del tiempo t%, donde
el valor del exponente « divide a este tipo de procesos en dos clases: superdifusion
cuando o > 1 y subdifusion cuando o < 1. En ambos casos, este fenémeno es
conocido como difusién anémala.



Existen diferentes métodos de estudiar y modelar los procesos difusivos; el mas
comun, utiliza caminatas aleatorias. Una caminata aleatoria S,, es un proceso
estocastico discreto definido a partir de la suma de variables aleatorias indepen-
dientes, idénticamente distribuidas 11,72, ..., n, (conocidas como saltos), es decir,

Sn:771+7]2++77n

La caminata aleatoria S,, nos proporciona la localizaciéon de una particula luego
de haber dado n saltos aleatorios.

Los fenémenos difusivos anémalos aparecen cuando las distribuciones que definen
los saltos de la caminata aleatoria decaen como una ley de potencias, es decir,
pn(z) ~ 2|7t para |z| > 20 > 0. En el caso que 1 < a < 2, este tipo de
distribuciones se consideran como libres de escala o de cola ancha (cola pesada),
ya que esto garantiza que el segundo momento de los saltos diverja. El nombre
de distribuciones libres de escala se debe a la divergencia del segundo momento,
ya que esto implica que los saltos carecen de un tamano caracteristico, y por lo
tanto, la magnitud de estos puede tomar valores de cualquier tamano con una
probabilidad no despreciable [3].

En la teoria de probabilidades algo que siempre nos interesa conocer es la fun-
cion de distribucién de una variable aleatoria, ya que esta nos brindara valiosa
informacién de la variable aleatoria; por ejemplo, la funcién de distribucién de la
caminata aleatoria .S, nos proporciona la probabilidad de hallar una particula en
el estado = € S luego de haber dado n saltos. Ahora, si reescalamos adecuadamen-
te el espacio parametral y el espacio de estados, y si pasamos al limite respecto a n
estamos interesados en determinar si este limite existe y en caso de existir, conocer
su funcién de distribucién, es decir, hallar una funcién p(x,t) que nos proporcione
informacién de este limite continuo; por ejemplo, la probabilidad de encontrar a
la particula en un punto z luego de ¢ unidades de tiempo. Al analizar la exis-
tencia de este limite continuo, estamos estudiando el limite hidrodindmico de la
caminata aleatoria, lo cual consiste en encontrar un operador diferencial evolutivo
que obedezca la ley de probabilidad de este limite [1]. Los mecanismos difusivos
tradicionales tienen limites hidrodindmicos de la forma % = %Ap + R(p), donde
R es una funcién de p. Por ejemplo, en Seppéldinen [9], se determina la solucién
débil del problema de Hamilton-Jacobi a través del limite hidrodindmico de un
proceso de exclusion.

La investigacion de Einstein relaciond el limite continuo de una caminata aleatoria
con saltos de varianza finita con la ecuacién de difusién tradicional, lo cual puede
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verse como un resultado directo del Teorema del Limite Central (TLC). En el ca-
so de procesos difusivos anémalos, al encontrarnos con funciones de probabilidad
libres de escala, una de las hipotesis del Teorema del Limite Central no se cum-
ple. Entonces, en el caso de existir el limite continuo de una caminata con saltos
de cola pesada jes posible hallar una ecuacién evolutiva que obedezca la proba-
bilidad de encontrar a una particula en un punto x luego de ¢t unidades de tiempo?

La respuesta a la ultima interrogante se encuentra en una rama de la matemati-
ca conocida como célculo fraccionario, cuyo origen se remonta a finales del siglo
XVII. Sin embargo, sus aplicaciones son relativamente recientes. El calculo frac-
cionario estudia las propiedades de derivadas e integrales de orden arbitrario, y
la generalizacién de los teoremas fundamentales del cdlculo integro-diferencial. En
este sentido, la ecuacion que obedece la probabilidad de encontrar a una particula
(proveniente del limite hidrodindmico de una caminata aleatoria con saltos de cola
pesada) en un punto x luego de ¢t unidades de tiempo involucra derivadas de orden
fraccionario y es conocida como ecuacién de difusién anémala.



Capitulo 2

Calculo fraccionario

En los cursos universitarios, estudiamos el calculo diferencial e integral a nivel
conceptual y operativo, asi como su importancia en la ciencia e ingenieria. Durante
el estudio del célculo diferencial definimos la derivada de una funcién f: R — R
como el siguiente limite

df (x x)— flx—nh

f@) T fe—h)
dzx h—0 h

Ademas, para 6rdenes de derivacién superiores, podemos definir la n-ésima deri-

vada en términos de diferencias finitas como

@) _ o A )

dx™ h—0 hn
donde

Af(x) = f(z)—flz—h)
A’f(z) = fl(z)—2f(x—h)+ f(z —2h)
Af(x) = fx)=3f(x—h)+3f(z—2h) - f(z — 3h)

i = 3 (7)o -

k=0

Usando el operador de retardos B f(z) = f(z — kh) (comunmente empleado en
el analisis de series de tiempo), podemos escribir

Af(x) = (I - B) f(),

5



6 CAPITULO 2. CALCULO FRACCIONARIO

donde If(xz) = f(x) es el operador identidad. Entonces tenemos

A" (o) = (1= BY 1) = 3 (1) 11 B o) (2.1)

En (2.1) podemos observar que n es un entero positivo. Sin embargo, ;qué pasarfa
si por ejemplo n = %, %, Lo

El objetivo de este capitulo es responder a esta interrogante, ademés de estudiar las
propiedades y nociones basicas de las derivadas de orden arbitrario «, propiedades
que nos seran utiles para conectar la teoria de las ecuaciones diferenciales con los
procesos estocasticos.

2.1. La formula de Griinwald

Uno de los resultados mas conocidos de la transformada de Fourier consiste
en que dada una funcién f integrable tal que sus primeras n derivadas existen y
son integrables, entonces la transformada de Fourier de la n-ésima derivada puede
ser calculada en términos de la transformada de Fourier de f, como se muestra a
continuacion:

Flro] @ = agrfe.

Motivados por este resultado, si consideramos un ntimero positivo a arbitrario,
empezaremos definiendo a la derivada fraccionaria de orden a como la funcién Z;f
cuya transformada de Fourier es igual a (i§)® f (£). Sin embargo, esta definicién
no es muy util, ya que no permite desarrollar propiedades importantes. Por ello,
al igual que en el caso de las derivadas tradicionales, queremos desarrollar una

definicién equivalente en términos de cocientes de diferencias finitas.

Para alcanzar nuestro objetivo, utilizaremos el operador de diferencias fracciona-
rio, comunmente usado en el andlisis de series temporales, el cual estd dado, para
a > 0, por

+

A®f(z) = (I - B)* f(z) = (“) (—1)* B f(z) =

8

+

8

" (3)-vtste -,

i
o
i
o

donde

(1) - mreisy
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Gracias al Lema 2.1.1, podemos garantizar la convergencia de esta serie al menos
si f es acotada.

Podemos notar la similitud entre el operador (2.1) y el operador de diferencias
fraccionario. Entonces, definimos la derivada fraccionaria de orden v > 0 como
d*f(z) . A%f(z)

e =l S5 22

siempre que el limite exista. La forma de la derivada fraccionaria (2.2) es conocida
como la forma de diferencias finitas de Grinwald-Letnikov.

Antes de continuar, hagamos una breve pausa para darle sentido al término bino-
mial (}). Para ello, recordemos que la funcién gamma esté definida para o > 0,
como

+oo
INa) = /0 e T L. (2.3)

La funcién gamma se puede ver como la generalizacién del factorial, por lo que
nos permitird darle sentido al término binomial (). Integrando por partes con
u=zx%y dv=e 7" se puede ver que

“+oo
MNa+1) = —z%* (—)i—oo +a/ e T tdx
0

= 0+al(a)
— al(a),

para « > 0. Ahora, usamos la relaciéon I'(a + 1) = al'(a) para dar sentido a
la funcién gamma para valores negativos. En este sentido, definimos la funcién
gamma para valores negativos no enteros x como:

I'xz+1
()= L@t
T
Esta definicién permite ver que de manera recursiva, para £ < 0 no entero, su

funcién gamma estd dada por:

['(q)
(g—1)-(g—2)---(¢g—n)’

donde g € RT y n € N son dos ntimeros tal que z = ¢ — n. Utilizando esto, vemos
que para « > 0 no entero, se tiene que:

I'(z) =
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a\ Ma+1)
(k) T KT(a—k+1)
al' ()
Ella—k)(a—k)
ala— 1T (a—-1)
Ella—k)(a—k—1Na—k—-1)
ala—1)(a—2)T(a-2)

Ela—k)(a—k—-1)(a—k—-2)(a—k—2)

ala—D)(a=2)--(a—k+1)
I'(k+1)

a\ ala—1)(a—=2)---(a—k+1)
— ( > - T(k+ 1) : (24)

Lema 2.1.1. Para o > 0 no entero, definimos wiy = (—1)*(). Entonces,

—+o00

E |wk|<A+oo

k=0
Demostracion. La serie binomial

(14 2)" = ki:o (Z‘) o+ (2.5)

converge absolutamente para cualquier |z| <1y «a > 0. Entonces

iow = f <Z>(1)’“ =1+ (=1))"

k=0 k=0

0. (2.6)

Por otro lado, usando (2.4) se tiene que

B a\ —a(l-a)2-a)---(k—1-a)
YR (1)k<k) - T(k+ 1) '

(2.7)

Notemos que el término (—1)* de la anterior expresién se omite, pues es multipli-
cado por cada uno de los k términos de la expansién del coeficiente binomial. En
consecuencia, de la expresién (2.7) notar que eventualmente k > «+ 1 y por ende
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todos los wy, tienen el mismo signo para cualquier £ > « + 1. Este hecho junto a
(2.6) implican que "2 |wx| < +00. En efecto,

“+o0
Z|wk| = Z || + Z || -
k=0 0<k<a+1 E>a+1

De esta tltima expresion surgen dos casos:

Caso 1. Si wy, son positivos para k > « + 1, se tiene que

+0o0
0<d fwnl = D lwl+ D lwnl
k=0 0<k<a+1 k>a41
=Yl Y w
0<k<a+1 k>a+1
+oo
= D ) e 3w
0<k<a+1 k=0 0<k<a+l
= ) lwl+0— > wk
0<k<a+1 0<k<a+l1
= Y - Y we<
0<k<a+1 0<k<a+1

Caso 2. Si wy, son negativos para k > «a + 1, se tiene que

“+00
0> lwel = > onl+ 3wl
k=0 0<k<a+1 k>a+1
- Y - X w
0<k<a+1 k>a+1
+o00
= D lad=Dwet > w
0<k<a+1 k=0 0<k<a+1
= D lal=0+ X w
0<k<a+1 0<k<a+1

= Z |wr| + Z wr < +00

0<k<a+1 0<k<a+1



10 CAPITULO 2. CALCULO FRACCIONARIO

Notemos que en ambos casos a+ 1 # k, pues consideramos que a no es entero.

O

Lema 2.1.2. Sea f una funcion absolutamente integrable tal que sus derivadas
hasta un orden n son absolutamente integrables. Entonces existe C > 0 tal que

fO < g <R
Demostracion.
Caso 1: Si £ =0,
jof = |/ s
dx = C|
< [ Is@ldz=cy

Caso 2: Si [£| < 1, notar que

" +1 < 2
2

L4 [¢n

Entonces

fol < [l

- Av@wmzq
2C) C

< —
L+ g 1+

Caso 3: Si [¢| > 1. Por hipétesis f y sus derivadas hasta cierto orden n son
absolutamente integrables. Entonces se tiene que F [f(”)] (&) = ()" f(£), por lo
que

/ e £ (1) dx
R

[fe@| = 1
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< e [ [rm@)|do
R
_ &
316
En este caso notar que
(|
21" > gt +1
200 G
§m+1 &I
Por lo tanto, existe C > 0 tal que
2 C
Fo) < O
=g

O

Proposicion 2.1.3. Sea f una funcion absolutamente integrable tal que sus de-
rivadas existen hasta un orden entero n > a+ 1 y son absolutamente integrables,
para o > 0 no entero. Entonces, su derivada fraccionaria

d*f(x) 1

dx® :ﬂ

/ 1€ (i6)° F(£)de
R

existe y su transformada de Fourier es igual a (i€)* f(§).

Demostracién. El Lema 2.1.2 muestra que para n > a+ 1, la funcién (i€)* f(€) es
absolutamente integrable. En efecto,

JG

61" ,
C/ d¢ < +oo siempre que n>a+ 1.
r 1+[§"

JAGSRGIES f(o)] de

De este modo,
JAGRGIEREES

De este tltimo resultado, el Teorema 5.1.2 (Teorema de inversién para la transfor-
mada de Fourier) implica que existe una funcién integrable con transformada de
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Fourier (i€)® f(€), y nosotros definimos a j;—{ como esta funcién, la cual gracias a
este ultimo Teorema es absolutamente integrable y ademds,
d*f(x) 1 €2 (oo
- ix o de.
L o [ eeaer e
O

El resultado que veremos a continuacién nos permitird ver que la definicién para
la derivada fraccionaria dada en (2.2) coincide con la definicién de la derivada
fraccionaria que dimos al inicio de esta seccién en términos de la transformada de
Fourier.

Proposicién 2.1.4. Sea o > 0 y f una funcion acotada y absolutamente integra-
ble tal que sus derivadas hasta un orden n > o + 1 existen y son absolutamente
integrables. Entonces, su derivada fraccionaria de Grinwald

d*f(z) _ .. A%f(2)
dx® _IPE%) he

existe. Ademds, su transformada de Fourier es (i€)® f(x).
Demostracion. Notar que como f es acotada, entonces la serie
+oo o
a%fw) =Y (3) 147 - )
k=0

converge uniformemente en R. En efecto, notar que como f es acotada, existe
M > 0 tal que

) ([ B

Dado que la serie a la derecha de la desigualdad es convergente gracias al Lema
2.1.1, el criterio de Weierstrass implica que

a0 s =3 () 01—

k=0

converge uniformemente.

Realizando el cambio de variable y = = — a, para a fijo, se muestra que la funcién
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fa(z) = f(x—a) (2.8)

tiene transformada de Fourier

p\h
—
Iy
—
I

/ e %% f(x — a)dx
R
[ e sy
R

—i€a —1&y d
e /R e~ f(y)dy
= e Rf(g).

Entonces A®f tiene transformada de Fourier

FIAYf1(§) = /Re—ifx:i‘; (Z)(—l)kf(:c — kh)dx

_ io (2)(_1)k46—ifmf(x — kh)dx

k=0

“+o00
@ —ickh #
= ()t
k=0
= (L-e M) f(e).
La segunda igualdad en el cdlculo de F [A®f] se tiene gracias a la integrabilidad
de cada término para todo k = 0,1,2,... y la convergencia uniforme de la serie

A% f(x).

Si € # 0, entonces Ahif tiene transformada de Fourier

. o A —e_iéh « A
B (L= e M f6) = e (igh)” (15,1) i)

(= —ieht A(ign) 1\
= @) ( = ) 7€)

= qigr (SO ) g
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= (e (1 ~ Lieny +- ) (&) — (i) f(©).

2! h—0

Notar que la tdltima convergencia se tiene gracias a la continuidad de la funcién
potencia.

Si & = 0, inmediatamente vemos que

£©

; 1 . @
R I e

= 0= ()" f(©)

Entonces, la transformada de Fourier de Ah‘;f converge puntualmente a la trans-
formada de Fourier de gz—(’:. Por lo tanto, gracias a que f y sus derivadas hasta

cierto orden n son absolutamente integrables, se tiene que el limite respecto a h

puede ingresar en la transformada de Fourier de Ahaaf , lo cual implica que:
d* f(x) A f(x)
=1 .
dx® 0 h™

O

Observacion 2.1.5. Como veremos en capitulos posteriores, para explicar cierto
tipo de fenémenos difusivos, es muy util introducir la definicién de derivada frac-
cionaria negativa. La derivada fraccionaria negativa de orden « se define como la
funcién %, cuya transformada de Fourier es (—i&)® f (£). Esta derivada fraccio-
naria estd estrechamente relacionada con los saltos negativos o hacia la izquierda
de una particula en un fenémeno difusivo. Ademads, al igual que definimos i—f
en términos de diferencias finitas de Griinwald-Letnikov, la derivada fraccionaria

negativa se puede definir como el siguiente limite

o “+o0 o
d<d_xf)a - ,lli% hia Z (kz> (—1)"f (@ + kh). (2.9)

k=0

Observacion 2.1.6. Bajo las mismas hipotesis de la Proposicién 2.1.4 y un proce-
dimiento exactamente igual a su demostracién, pero deniniendo f, en (2.8) como

fo R —R
z —fu(x) = f(z +a),

se muestra que el limite (2.9) existe y tiene transformada de Fourier (—i€)® f().
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2.2. La derivada de Caputo

En esta seccién, utilizando (2.2), se desarrollardan formas alternativas para la de-
rivada fraccionaria que definimos en la Seccién 2.1.

Antes de continuar empezaremos estableciendo la notacién f(z) ~ g(z) para re-

ferirnos a que £& — 5 1.

En la definicién de la derivada de Griinwald tomamos h = Az para ver que

“f@) A

dz> — AzS0 Age

(2.10)
donde
+o00
A°f(z) = wif(x — kA).
k=0

La aproximacién de Stirling

|
lfm ————— =1

n—00 \/2rnnte "

nos conduce a

(-Dkfa(a—1)(a—2)---(a—k+1)

I'k+1)
_ —a(l—a)2—a) - (k—1-q)
I'(k+1)
_ —alk—1—a)---(2—a)(l-a)
I'(k+1)
B —al'(k — )
T+l -a)
—« 21(k —a — 1)(k — a — 1)k—o—le—(kma=1)

~ .

I'l—a) Vorkkke—k

_ —a k—a—-1[(k—a-1 k_a_lkfoﬁlewrl
'l -—a) k k

k—a—1

para k — +o0o. Ademads, notar que — 1y

k—+oo

E—a—1\"21 B E—a—-1\*/k—a—-1\"2"
k o k k
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k —a—1
1 1
- <1_OLZ ) <1_OL+ ) éeiaﬁkl.l

k—+o0

Luego

—Q kfozfl

o , k— +oo. (2.11)

Wy ~
Ya que wg = 1, podemos escribir

ACf 1 =
Axix) = = fz)+ ];wkf(x — kAx)

Consideremos el caso 0 < o < 1. Entonces como wy, = #ﬁ(}@a)’ se tiene que

wi < 0 para todo k > 1. Ademads, recordemos que Z;:O?) wr = 0, lo que implica
que 7wy = —1.

Definimos by = —wy, para k > 1, asi
Q =
by~ —k 7Lk — b = 1.
k T(i—a) . too y 1;::1 k

b2

A continuacion, utilizaremos la expresién ”~”para indicar que dos términos se

aproximan, para ver que:

afip +oo “+oo
AAJ;(Q RN [f(w) STo =Y fle - kA
k=1 k=1

+oo

= (A2)"") [f(z) — f(z — kAz)] by
k=1
“+oo
~ (A2) Y [f(2) — flx — kAz)] ﬁ(mz)*a*lm
k=1

«

+oo
| 1@ = e =)l

Q

lo cual motiva la forma de generador de la derivada fraccionaria:

*f(x oo a
[ v@ e gy @)
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—1l-a

Integrando por partes con v = f(z) — f(z —y) y dv = ﬁy notemos que

(2.12) puede ser reescrita como:

d*f(x) _ 1 o]
1 e / —a
TR ) 704)/0 [ —y)y~"dy (2.13)
1 e ! —a
= m/o [ —y)y™dy.

Notar que el término en la frontera de (2.13) se anula para f continuamente
diferenciable y acotada. En efecto, para f acotada, se tiene que si y —> 4o0.
Entonces y~* — 0 y en consecuencia

[f(@) = flz—y)ly™™ — 0.

Por otro lado, para  — 0, se tiene que f(x —y) = f(z) —yf'(y) + O(y?), lo que
nos conduce a que

[fl@) = flz—vly™™ = v *f'(y)+ Ol(lzf)yQ‘“-

De este modo, cuando y — 0, se tiene que [f(z) — f(z —y)]y~* — 0.

La expresion obtenida en (2.13) se conoce como la derivada de Caputo y es vélida
cuando 0 < o < 1.

En el caso que 1 < a < 2, la derivada de Caputo se define a partir de la siguiente
forma de generador

f(@) _ala-1)
dx® I'2-—a)

/0 Ty - f@) @y oy (214)

Integrando por partes (2.14) vemos que

o “+o0 2
ddj;ix) - F(21_a) /O %f(w —y)y'dy. (2.15)

Por otro lado, la derivada de Riemann-Liouville se define como

1 d

+oo
Dy f(x) = m%/o flx—y)y “dy 0<a<l. (2.16)
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1 d?

D3 f(z) = m@

“+o0
/ fl@—yy'~dy 1<a<2 (2.17)
0

Notemos que si se pudiera extraer el término de la derivada fuera de la integral
en la forma de Caputo, esta coincidiria con la derivada de Riemann-Liouville. Sin
embargo, recordemos que las derivadas son limites de funciones, por lo que para
extraer las derivadas de (2.13) y (2.15) fuera de la integral, necesitariamos que
la funcién que se estd derivando cumpla con ciertos requisitos que nos permitan
utilizar el Teorema de Convergencia Dominada, por lo que estas dos formas de
derivada no siempre seran iguales. Para ilustrar este hecho, a continuacién veremos
algunos ejemplos de estas dos derivadas, mostrando casos en los que coinciden y
uno en donde son diferentes.

Ejemplo 2.2.1. Sea f(x) = e’* para A > 0. Entonces, f'(x) = \e?®.

Usando la forma de Caputo para 0 < a < 1 y el cambio de variable u = Ay
obtenemos:

L) = L / T M Eyag
dae T T1-a) v
ex\w +oo \
. —— Ae My—ed
foa ),

Az

e too L run e
= m/o e (3)

@ Az +oo
- L / e Uyl 1gy
F(l — CY) 0
)\ae)\w
= - . F ]_ —
I'l—a) (1-a)

= %
Usando la forma de Riemann-Liouville obtenemos:

D [ez\x] _ 1 i /+oo e—)\(;c—y)y—ozdy
v (1l —a)dz J,

6)\90 d +oo N
= _— —AY 7Oéd
'l —a)dx /0 cvw
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Az d +o0 (1-a)—1
_ e 4 / e

I'l—-a)dx A—otl
— a—li Az
= A . [e ]

_ )\Q—l)\ekx _ )\aekw

En este caso, podemos observar que la derivada de Caputo y la derivada de
Riemann-Liouville coinciden.

Por otro lado, si calculamos la n—ésima derivada de f(x) = e* observaremos que
la forma de esta es analoga a la forma de las derivadas fraccionarias, presentandose
el orden de la derivada como la potencia de la constante A:

n _Ar
d:T"f( z) = A"e.

Ahora, mediante el cambio de variable u = x — y en (2.13) y (2.15) obtenemos
expresiones alternativas para la derivada de Caputo

defle) 1 L o
dxe - F(l _ O[) /_Oo f (’LL)((E - u) du (218)

y la derivada de Riemann-Liouville

d x
D3 f(x) = ﬁ% /_oo fw)(z —u)™"du, (2.19)
para 0 < a < 1.

De manera general, la derivada de Caputo se define como

(n)
d £ () F(nia)ff (gﬂfu(,(fl —du si n—1<a<n para néeEN
dze n
ddﬁm) si a=nécN.

Notar que en los casos n = 1 o n = 2, obtenemos la forma de las derivadas de
Caputo que vimos antes. Por otro lado, la derivada de Riemann-Liouville se puede
escribir de forma general como

apy_  Loodm [T f(u)
sz(x)_l“(n—oz)da:" /_OO (x—u)a'*‘l—"du para n—1<a<n.
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Ejemplo 2.2.2. Para p > 0, definimos

Entonces

0 st x<O0.

Recordemos que el coeficiente generalizado que aparece en funcién de densidad
Beta estd dada por

Yo -1 _ D(a)l'(b) 4yp1
/0 Y (x—y)b —mx +

para a > 0 y b > 0. Entoces, la derivada de Caputo es:

P = e [ e w0t
dx® Tl —a) Jy b
_ p . F(p)r(l — Ol) mer(lfoz)fl _ F(p + 1) Zp—e
'l—«a) Tlp+1-a) F'p+1-a) '

Si o = 1, notemos que

Pp+1) po1_ T+l o

T(p) = Tp+i-1)

lo cual nos permite visualizar que la derivada de Caputo coincidirfa con la deriva-
da clasica cuando el orden de « es un entero.

Usando la férmula de Riemann-Liouville obtenemos:

1 d [*
afr,.p]  — Py _ o\~
Dg [2] F(l_a)dx/o yP(z —y)~"dy
1 d [*
_ 1 e (1) —1(y _ \(1—0)-1g4
F(l—a)dx/o Y (@-v) 4

_ 1 i l:F(p-l— D1 — «) p—atl
- T(l—-a)dz| Tp+2-a) “
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T(p+1)
F'p+1-0)

P~

lo cual coincide con la derivada de Caputo.

Hemos visto algunos ejemplos en los que la derivada de Riemann-Liouville coinci-
de con la derivada de Caputo. Sin embargo, como ya se mencioné antes, esto no
siempre es cierto como veremos a continuacién.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la siguiente funcién

1 st >0

fz) =

0 st x<0.

Notemos que esta funcién no es continuamente diferenciable, pues existe una dis-
continuidad en & = 0. Son embargo, para todo z # 0 se tiene que f'(z) = 0, lo
cual implica que la derivada de Caputo es igual a 0 en x # 0, pero la derivada de
Riemann-Liouville es:

«@ 1 d * —a
Dif(z) = T —a)dz _/0 Wz —y) dy]
T od[ o,
= F(l—a)dx__/wu du], u=x—y, du=—dy
_ 1 i‘u7a+1x
- Tl-a)dz [ 1—a,
B 1 i‘xlfa
 T(l—-a)dr [1-a
‘,L,*Dé
N 1"(1—04)#0

El hecho de que estas derivadas no coincidan se debe al hecho que la funcién
considerada no es continuamente diferenciable.

Observacion 2.2.4. En el Ejemplo 2.2.3, nétese que f(z) = f(x — y) a no ser que
y >z > 0. Entonces la forma de generador de la derivada fraccionaria es

«

4o +oo .
@) = s | U@ el

«

“+oo
- fm [ V@@
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i [ @) = sl

- m/ﬁ [1-0ly > 'dy+0

400 7

rl-a)

—x

> v
Nl—oa) «

xT

2.2.1. Comparacion de las dos formas

Para comparar la derivada de Caputo y la derivada de Riemann-Liouville, va-
mos a determinar la forma de sus transformadas de Laplace mediante una funcién
definida en [0, 4+00). Para ello, recordemos que la transformada de Laplace de una
funcién f se define como

LIf](s) = /0 T et p ()t (2.20)

Si 0 < a < 1, nétese que

c[jiﬂ(s) _ 1706/ /fx— oy da.

Por otro lado, notemos que f estd definida sobre [0, +00), por lo que f(z — y)
estard definida sobre & > y. Entonces, si suponemos que e ** f'(x — y)y~“ es
integrable como una funcién de dos variables (z,y), podemos cambiar el orden de
integracién para ver que:

1 o o0
_ -8y, —Q —sz g/ —
Ti—a) /0 ey / e fl(2)dedy,  z=x-—y

B 'l —a) ,
= Wﬁ[f](s)
“H(sLIf](s) = £(0))

= [f
= a/l[f]( ) = 527 f(0).
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Por otro lado, si y~*e™ %% f(x — y) es integrable como una funcién de dos variables
(z,y), se tiene que

LN = e / / f(& -y~ dydz
_ F(ll—a/ /fx— ~ dyda
- 1—04/ /fx— e dydz
I'l-a) / f@=yydy
_ 1_a/ /fx— A dydz — 0
_ l—a/ / 52 {2 — y)dady

= ﬁ/o e_syy_o‘/y e~ f(z)dzdy, z=x—y
s [£1(s)
)

11—«
'Sa_l,C

= L)
De las dos expresiones obtenidas podemos ver la siguiente relacién

daf _ @ a—1
L] 55| 6 = L1021 (5) = 57 () (221)

La linealidad de la transformada de Laplace nos lleva a

d* f(x) =

= DY - . 2.22
G = DEI@) ~ = O (222)

Algunos autores usan la relacién (2.22) como la definicién de la derivada de Capu-
to, ya que esta existe para una amplia clase de funciones [9]. Existen muchas
formas para la derivada fraccionaria que matematicamente estdn bien definidas y
fundamentadas. Sin embargo, de esta gran gama de derivadas, las derivadas de
Riemann-Liouville y Caputo son las més utilizadas; esto se debe a la carencia de
una interpretacién fisica de la derivadas fraccionarias. No obstante, los cientificos
han estado examinando cémo aplicar estas derivadas para representar fenémenos
fisicos y han encontrado que la derivada de Caputo puede ser utilizada para mode-
lar la propagacion de particulas o materiales que se encuentran lejos del equilibrio
termodindmico.
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Una de las ventajas de utilizar la derivada de Caputo es que los modelos de
ecuaciones diferenciales que se basan en esta adoptan una forma similar a la de
los modelos de difusién cldsicos. Ademads, hablando en términos computacionales,
la derivada de Caputo tiende a ser més facil de calcular numéricamente con un
costo computacional bajo, todo esto sin la necesidad de encontrar una expresion
matematica explicita para la solucion de las ecuaciones diferenciales que contienen
a la derivada de Caputo.



Capitulo 3

Semigrupos infinitamente
divisibles

La teoria de semigrupos permite tratar de una manera elegante a las ecuaciones
diferenciales parciuales (EDP) como una EDO (Ecuacién Diferencial Ordinaria).
En este sentido, en este capitulo nos interesa estudiar la forma del generador infini-
tesimal y su relacién con las ecuaciones diferenciales para una clase de semigrupos
conocidos como semigrupos infinitamente divisibles, definidos a partir de varia-
bles aleatorias infinitamente divisibles, las cuales abarcan a las variables alatorias
estables, siendo estas ultimas las de nuestro interés.

Las distribuciones a-estables de Lévy o simplemente llamadas estables son una
familia de distribuciones de probabilidad. Generalmente este tipo de distribucio-
nes estan caracterizadas por cuatro parametros, de los cuales su parametro de
estabilidad « es el mds significativo [4]. Las distribuciones estables satisfacen que
a < 2, tratdndose de la distribucién normal cuando oo = 2 y de la distribucion de
Cauchy cuando a = 1.

3.1. Distribuciones infinitamente divisibles

Empezaremos estableciendo la siguiente notacién: Dada una variable aleatoria X,
definimos su funcién de distribucién acumulada Fx(z) = P(X < z), su funcién
de densidad de probabilidad fx(z) = Fi(z) = P(X = z) y su medida de pro-
babilidad asociada p ( a,b] = F(b) — F(a). Escribiremos X ~ Fx para indicar
que la variable aleatoria X sigue una distribucién Fx. Ademads, dada una segunda
variable aleatoria Y, escribiremos X ~ Y si X e Y tienen la misma funcién de

25



26 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS INFINITAMENTE DIVISIBLES
distribucion.

Definicién 3.1.1. Decimos que la variable aleatoria X ~ F} es infinitamente di-
visible si existen X7, X5, ... X, variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas (v.a.i.i.d) tal que X ~ X; + Xo +--- + X,

Notar que si X,, ~ F},,

igx]

=
—
I
N
I

E [e
- {eig(X1+X2+~~+Xn)}

|
=

E [eigx "]

b
Il

1
n(f)n,
donde [ y fi, denotan la funcién caracteristica de X y X,,, respectivamente.

La funcién caracteristica estd estrechamente relacionada con la transformada de
Fourier por un obvio cambio de signo como se muestra a continuaciéon

=

A(6) Aé&ﬂmm

/_-f4@ﬂ—w@

“+o0

/?%@ﬂ—w@
A]R

= f(=9).

Notar que en el segundo paso se realizé el cambio de variable y = —z.

Definicién 3.1.2. Decimos que una medida de Borel o—finita ¢(dx) en {x : x #
0} es una medida de Lévy si ¢p{x : |z| > R} < 400y

/ 22¢(dr) < +o0 VYR >0 (3.1)
{0<|z|<R}

Ejemplo 3.1.3. Si X ~ N(my,0?), entonces u(¢) = ei€mi+39°¢  §i tomamos
X1, Xo,...,X,, ~ J\/’(%, %2) v.a.i.i.d, entonces X} tiene funcién caracteristica

Lem o2
fin(€) = €€ 7 +3%€ para todo k = 1,2, ..., n. Claramente
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(&) = fn ()"
Asi, cualquier variable aleatoria normal es infinitamente divisible.

Ejemplo 3.1.4. Si X ~ Poisson(\), entonces su funcién de densidad se escribe
como P(X =k) = e_lif‘k, parak=0,1,2,... y

i) = [ a(do
+oo

= Zeif’“P(X—

_ —Azelfk)\k

= e ea;p{)\elf}
= exp{A(e* — 1)}

Si tomamos fi,(€) = exp{2(e®® — 1)}, podemos ver que, la suma de variables
aleatorias X1, Xo,..., X, que son v.ai.i.d con distribuciéon de Poisson ( ) tiene
la misma distribuciéon que X.

Ejemplo 3.1.5. Sea N una variable aleatoria de Poisson()\) independiente de
Wi, Wa, ..., Wy v.a.iid con medida de probabilidad w(dz). Se define la varia-
ble aleatoria de Poisson compuesta Sy, como la suma Sy = Wi + Wy +-- -+ Why.
Entonces

fsy (&) = FElexpli&(Wy +Wao+ -+ Wn)}]

E[E [exp{i&(Wy + Wa + -+ Wn)} N =n]]
E[Eexp{t{(W1 + Wa + -+ -+ Wy,) } N = nl]
N=n

H E [exp{i€W}}]

= E[0©"]
+DOA n 7)\)\71
= ;}W(f) € nl

n

XA
_ eAZ% 0;;(')
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e AADE) — A@EO-1)

Si definimos 1, (§) = en(@©-1) y X1,Xs,..., X, son variables aleatorias inde-
pendientes, idénticamente distribuidas con funcién caracteristica fi,, entonces Sy
es infinitamente divisible. Notar que debido a que cada X} tienen funcién carac-
teristica (€) = ex@©=D cada X es una variable de Poisson compuesta con
parametro %

Ahora, nétese que la funcién caracteristica de una variable aleatoria de Poisson
compuesto se puede escribir como

fisy(§) = OO

— eap{A { / 16705 (d) — 1]}

= exp{)\ U (eiﬁw—l)w(dm)}}
= exp{ { / (e —1) ¢>(dx)} }

donde ¢(dz) = Aw(dz) es una medida de Lévy, también llamada intensidad de
salto. En este sentido, la variable aleatoria Sy es la acumulacién de un nimero
de saltos aleatorios.

La expresién que obtuvimos para la funcién caracteristica fig, es conocida co-
mo representacién de Lévy, la cual nos da una caracterizacién para las leyes in-
finitamente divisibles. Esta forma se refleja claramente en los ejemplos para la
distribucién normal y de Poisson compuesto que hemos visto.

3.2. Funciones caracteristicas estables

Una variable aleatoria X se dice que es a-estable de Lévy (o simplemente
estable), si dadas dos copias independientes X7 y X5 de X (es decir, X1 y X5 son
instancias de variables aleatorias independientes que tienen la misma distribucién
que X), existen a,b,c > 0y d € R tal que

aXy+bXy ~cX +d.

Aunque este tipo de distribuciones carece de una expresion matematica explicita,
salvo ciertos casos como la distribucién normal y la de Cauchy, el Teorema de
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representacién de Lévy nos da una forma de caracterizarlas mediante su funcién
caracteristica o su transformada de Fourier. La representacién de Lévy ademéds
de caracterizar a las variables aleatorias estables, también sirve como herramienta
para conectar la teoria de semigrupos infinitamente divisibles con las ecuaciones
diferenciales.

Teorema 3.2.1. (Representacion de Lévy) Una variable aleatoria Y es infini-
tamente divisible si y sdlo si su funcidn caracteristica ji(§) = FE [e’fY] = ¢¥(9),
donde

_ 1o / (igy__lfy)
Y(§) = ifa+ SEb+ o\ ¢(dy), (3:2)
para algin a € R, b > 0 y ¢ una medida de Lévy. Esta representacion [a,b, @] es
unica.

Demostracion. La demostracién es un caso particular del [Teorema 3.1.11], H.
Scheffler, M. Meerschaert, Limit Distributions for Sums of Independent Random
Vectors: Heavy Tails in Theory and Practice, July 2001. O

Supongamos que {Y},},, es una sucesién de variables aleatorias con funcién de dis-
tribucién acumulada F,, y medida de probabilidad u, para cada entero positivo

n. Decimos que Y, Ay (convergencia en distribucién, a veces llamada conver-
gencia en ley o convergencia débil), si F,(z) — Fy(x) para cada = € R tal que
F(zt) = F(z7). El teorema de continuidad de Lévy muestra que este concepto
es equivalente a i, (§) — [1(§) para todo € € R.

El siguiente resultado muestra que cualquier distribucién infinitamente divisible
es esencialmente una variable aleatoria de Poisson compuesta.

Proposicion 3.2.2. Toda distribucion infinitamente divisible es el limite de dis-
tribuciones de Poisson compuestas.

Demostracion. Sea Y una variable aleatoria con funcién de distribucién F infinita-
mente divisible y medida de probabilidad p. Gracias al teorema de representacién
de Lévy, existe una tnica tripleta de Lévy [a, b, ¢] tal que i(€) = ¥, donde

. 1. iey 4 Y
o) =itas g6t [ (e ) oy

Para cada entero positivo n, definimos las funciones caracteristicas

ﬂn(g) = eﬁ'
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Entonces, podemos observar que ji(£) = [1in(£)]". La forma de esta funcién carac-
teristica implica que existen X1, X5, ..., X, v.a.i.i.d con medida de probabilidad
tn tal que Y ~ X7 4+ Xo 4 -+ 4+ X,

Sea N ~ Poisson(n) y definimos Y,, = X7 + X2 + -+ + Xy. De este modo, Y,
es una variable aleatoria de proceso de Poisson compuesta. En consecuencia, Y,
tiene funcién caracteristica

D (€) = e (in(€)—1)
Sea £ € R fijo, pero arbitrario. Entonces, podemos ver que la expresion i, () — 1

puede ser reescrita como:

2
fin(§) =1 = G+;M®+;<¢@O +m>_1

= Ly(©) + 0™,

Ast, n (fin(€) — 1) = ¥(€) + O(n™1). En consecuencia,
o — W(O+0(n™Y) Y& —
m(§) =€ oo € A(€)-
Entonces, el teorema de continuidad de Lévy implica que Y es el limite débil de

una variable aleatoria de Poisson compuesta.
O

Ejemplo 3.2.3. Si Y ~ N(mq,0?), vimos que su funcién caracteristica es
(6) = em4E",

Entonces Y tiene representacion de Lévy [ml, o2, O]

Ejemplo 3.2.4. SiY es una variable aleatoria de Poisson compuesta con parametro
. Notemos que su funcién caracteristica es ji(¢) = e¥(€), donde

w(© = [ (9~ 1) o(ay).

Ademaés, podemos ver que

w(dy) + %fZ x0 +/ (eiﬁy —1—i¢ y ) Aw(dy)

we = o[ T

y
1+y?
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= @@ -1).

Entonces Y tiene representacién de Lévy [a,b,¢], donde a = X [ #w(dy) v
b=0.

Teorema 3.2.5. Sea Y ~ pu una variable aleatoria infinitamente divisible con
funcion caracteristica

(§) = e,

donde (&) estd dado por (3.1). Entonces, ji(€) puede ser escrita como ji(€) =
e (©)  donde

Yo(§) = ¥(§) = iao + %fzb +/ (e — 1 — i€yl <m(y)) o(dy)  (3.3)
y#0

para cualquier R > 0 y un unico ag que depende de a y R. Adn mds:

a. Si
/ lylp(dy) < +oo,
0<|y|I<R

podemos escribir [i(€) = e¥1©) | donde

(O = 0@ =i+ 360+ [ (@I -1)oldy.  (34)
y#0

para un unico ai; que depende de ag.

b. Si
/ Iyl é(dy) < +oo,
ly|>R

podemos escribir [i(€) = e¥2©) | donde

Va(O) = U(Q) = iaa + 30+ [ (@ 1-igy) o), (35)
y#0

para un unico as que depende de ag.

Demostracion. Por el teorema de representacién de Lévy,

_ 1o ey 1€y )
o©) =igo gt [ (00 -1- ) oy

Para cualquier R > 0, definimos la integral
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Y = /y;ﬁo (1—|—yyz —yl{y<ry (y)) o(dy).

La integral §y existe. En efecto, sea ¢ > 0 suficientemente pequeiio, tal que € < R.
Entonces, se tiene que

y3 y3 Y
‘5:/ - ¢dy+/ - ¢dy+/ dy).
’ o<lyl<e  1+Y? () e<lyl<r 1+ y? (d9) Ryl 1 T9° (dy)

Notar que si |y| < €, entonces % = O(y?®). Esto implica que existe M > 0 tal
que

8 ly
sl < M/ y3¢dy+/ ] ¢dy+/ dy
|do] 0<|y‘gs| I"é(dy) S (dy) ety T 0P (dy)
|y |y
< M/ y3¢dy+R2/ ¢dy+/ o(dy
o<|y\36| "tdy) e<lyl<r 1 +¥° () R<ly) 1+ ()
< o[ ety +maquey [ gy,
0<]yl<Le e

<yl 1+9°

Como tomamos € > 0 suficientemente pequeno, podemos tomar € < 1, lo que
implica que |y|> < y?. Ademés, dado que la funcién —% es acotada, existe C' > 0

1+y2
que depende de M y R tal que

2
C{ /0 L)+ / N ¢>(dy>}

c/ 2ody) + o {y: yl > e} b
0<]y|<e

Como ¢ es una medida de Lévy, los términos a la derecha de la ultima desigualdad
son finitos y por ende, dy existe.
Definimos ag = a — §p para ver que (&) = 1o (§).

IN

|do]

Ahora, si

/ lylé(dy) < +oo,
0<|ylI<R

la integral f0<|y|<R yo(dy) existe. En consecuencia, para a; = ao—f0<‘y|<R yo(dy),
se tiene que B
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Yo ()

= iga g€ [ (@ 1) ol — i [ ulyerti)oti)

y7#0 y#

— i+ 3¢+ [ (1) oldy) - i€ yo(dy)
y#0 {0<|y|<R}

— i+ €t [ (- 1) oldy) =€)
y7#0

Finalmente, si

/ lyl(dy) < +oc,
ly|>R

la integral f‘y|>R yo(dy) existe. Entonces, definimos as = ag + flbey(ﬁ(dy) y

vemos que

. 1 i . .
vo(§) = igao + ;€% + /?é (€Y — 1 =iyl <ry(y) — i€yl >nry () ¢(dy)
y#0
+/ i&yl{y > ry (y)o(dy)
y70
. 1 i .
= ifas + 552() —|—/ (e’Ey —-1- zfy) o(dy).
y#0
La unicidad se sigue del teorema de representacién de Lévy. O

Ejemplo 3.2.6. Sea F una ley estable unilateral con representacién de Lévy [a, 0, ¢,
dondea e Ry

Cay=*"Ydy para y>0

o(dy) = (3.6)
0 para Yy <0,

para 0 < a < 2. Notar que ¢ es una medida de Lévy, pues

400 “+ o0
Syl >Ry = [ olay) = [ Cay ety = CR < 4o
R R
R
/ yvio(dy) = / Cay'~“dy = 700[ R < 400.
0<ly|<R 0 2-a

Supongamos que 0 < o < 1 y notemos que
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R Ca
/ ly|é(dy) =/ Coy ®dy = ——R'"™ < +0.
0<|y|<R 0 l1—«

Entonces, por el Teorema 3.1.5 podemos escribir

“+oo
(&) = e ® = exp {ifal + / (eigy —1) Cayl("dy} . (3.7)
0

Nuestro objetivo ahora es evaluar la integral f0+°° (eif@/ — 1) Cay~'=%dy. Para
ello, demostraremos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.7. Para 0 < a < 1, la funcién caracteristica (3.7) con a; =0
estd dada por

ﬂ(f) — B [eigY] _ efCF(lfa)(fig)”' (38)

Demostracion. La idea es aproximar la integral

+oo
I(a) = / (e — 1) ay " 'dy
0

por la integral

(o) = /O+°° (e(iffs)y _ 1) ay= " ldy

—+00 +oo
= / (e_sycos(gy) — 1) ay * dy + z/ (e_sysen(gy)) ay " tdy,
0 0

para s > 0. Gracias a la desigualdad triangular, notar que |e(i5*5)y — 1| < 2, pues
5,7 > 0. Entonces el integrando de I, esté acotado por C1y~“~! para todo y > 0,
donde C; = 2«. Para establecer una cota integrable cercana a 0, notar que para
0 <y < 1, el teorema del valor medio implica que existe yo € [0,y] tal que

le™*¥sen(Ey)| < [sen(&y)| < |ecos(€yo)ly = Coy. (3.9)
Anélogamente, para e~ *Ycos(£y) — 1, existe yo € [0, y] tal que
|e™*Veos(gy) — 1| < |5 cos(€yo) + Esen(€yo)| -

Puesto que eventualmente s — 0, podemos tomar s > 0 tal que s < 1. En
consecuencia, existe C3 = 1+ || tal que
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le™¥cos(&y) — 1] < Csy. (3.10)

De esta manera, definimos
Cyy™©@ st O<y<1

9(y) =
Ciy—* ' si  y>1,

donde Cy = max{Cy, C3}. Asi, el integrando de I estd acotado por g. Notar que

g es integrable, pues
+00 1 o0
/ 9(y)dy 04/ y‘(“rCl/ y Ty
0 0 1
1
= 04

l1—«

1
+ C1— < +o0.
«

Por otro lado, integrando I, por partes con u = e(®~1¥% — 1, vemos que

+oo

(@) = = (0 =)y i sy [ ey

y=0

Para continuar, veamos que — (e(iéfs)y — 1) y*auj; =0.
Notar que

‘_ (e(if—s)y _ 1) Yy

- ’— <e<if—8>-’/ - 1) ‘ yO<oT 0. (3.11)

Y—00

Por otro lado, utilizando (3.8) y (3.9) para 0 < y < 1 se tiene que

(— (e(if—sﬂf - 1) Yy~ < Oyt — 0. (3.12)

y—0

Entonces,

+oo )
I(a) = (i€ — 8)/ elE=)vy =gy,
0

Recordemos que la funcién caracteristica de una funcién de densidad gamma esta

dada por
+oo he ,Lg —a
igy e le=bygy — (1 - =
/oena)yey(b)’

para a,b > 0.Como —1 < —a < 0, podemos fijar a — 1 = —a y b = s para ver que
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Io(a) = (i — s)% (1 - Z) D= a)(s —if)"

S

Ya que el integrando de Is(a) converge al integrando de I(«) cuando s — 0, el
Teorema de Convergencia Dominada implica que Ig(«) - I(c). La unicidad
S—

del limite implica que I(a) = —I'(1 — a)(—i£)*. Por lo tanto, se tiene (3.7). O

La Proposicion 3.2.7 implica que la transformada de Fourier de esta ley estable es
E [efigY} — ﬂ(*f) — 67CF(17Q)(1‘5)Q'

Observacion 3.2.8. Dada cualquier ley infinitamente divisible p con funcién ca-
racteristica fi(€) = e¥(€), podemos definir un proceso de Lévy {Z,}; como un una
familia de variables aleatorias Z; con funcién caracteristica E [eing] = e para
t > 0. En este sentido, un proceso de Lévy es un proceso infinitamente divisible,
tal que

s Zy=0.
" Ziis— 2y~ Zs Vs, t >0 (incrementos estacionarios).
= Z; es independiente de Z;1s — Z; Vs,t > 0 (incrementos independientes).

En la Observacién 3.2.8 notar que para cada t, Z; ~ [at, bt, t], pues

ey 4 1€y
;ﬁo(ey ! 1+y2>t¢(dy)'

Si tomamos p como en la Proposicién 3.2.7, el proceso de Lévy estable Z; tiene
transformada de Fourier p(¢,t) = e P19% donde D = CT(1 — ) > 0. Esta
transformada de Fourier resuelve la ecuacién diferencial

tp(€) = ikat + %bet + /

x

op(€,t o
0 — ey ate. )
la cual se invierte en la ecuacién de difusién fraccionaria
op(wt) _ 0 pl,t)
ot ox

Ejemplo 3.2.9. Para motivar el siguiente resultado, supogamos que una variable
aleatoria Y sigue una ley estable unilateral p con 1 < o < 2 y tripleta de Lévy
[a,0, ¢]. Para cada R > 0 notar que

+oo Ca
[ wietan = [ cayedy = SR
ly|>R R @
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es finito. Entonces, por el Teorema 3.2.5, podemos escribir

+oo
B[] = eap{igaz + / (e =1 —igy) Cay™ " ldy}. (3.13)
0

Nuestro objetivo ahora es determinar una expresién para la integral en (3.13), lo
cual se hard en el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.10. Para 1 < a < 2, la funcidn caracteristica estable (3.13)
con ag = 0 puede ser escrita de la forma

r2-—a), .
ey cL2-a)  a
(€) exp{ o1 ) }
Demostracion. Aproximaremos la integral
+o0 )
J(a) = / (e — 1 —ity) ay™*tdy
0
con la integral
+00 )
T = [ (01— (i - 5)y) ay ey,
0
para s > 0. Notar que cuando s tiende a 0, el integrando de J,; converge al

integrando de J. Ademdés, si integramos por partes con u = e =¥ —1 — (i€ —s)y
para ver que Js puede ser reescrito como

Js(a) = — [e(if_s)y -1 - (’Lf _ S)y:| y—a +oo

y=0
+oo )
+(i€ — 5)/ [e(ZE*S)y - 1} Yy~ %dy
0

; +
_ #€—s / - |:e(i§—s)y _ 1} (@ — 1)y~ (@ D-1gy
0

a—1

Como 0 < a — 1 < 1, se tiene que

Jy(a) = f:ffs(a 1)
= —f:fﬂl—a+D@—%W4
r'2-a)

S (RO
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—+o0

Notar que — [e(ig_s)y —1— (i€ — s)y] y_a|y:0

= 0, pues

‘ [e”’f‘s)y —1— (i€~ S)y] y~©

IN

‘e(ié‘s)y - 1‘ Y=+ (i = 5) |y

< 2y (i€ - s)|ytT ——— 0.

Yy—>—+00

Por otro lado, el mismo razonamiento utilizado para obtener la desigualdad (1.19)
implica que para 0 < y < 1, existe C7 > 0 tal que

‘ [6“5’5)” —1— (i€~ S)y] y

< Oy e m 0.

En consecuencia, el Teorema de Convergencia Dominada y la unicidad del limite
implican que

T(0) —2 J(0) = "EZ (igye

O

Si tomamos p tal que as = 0, la Proposicion 3.2.10 implica que el proceso estable
de Lévy {Z;}: tiene transformada de Fourier

D& 1) = E [e787] = P17,

donde D =C F(j:la ). La transformada de Fourier p(&,t) resuelve la ecuacién dife-
rencial

Ip(&,t) o
= D(1&)” t
5 = DU (&),
la cual se invierte en la ecuacién de difusién fraccionaria
op(wt) _ 0 p(a.)
ot ox

Algo curioso que podemos observar es que cuando 0 < a < 1, al lado derecho
de la ecuacion de difusion aparece un signo negativo, cosa que no pasa cuando
1 < a < 2. Este tipo de ecuaciones diferenciales son conocidas como ecuaciones
de difusién anémalas, y modelan la propagacion de sistemas de particulas que
se hallan lejos del equilibrio termodindmico. La difusiéon anémala generalmente
aparece cuando las funciones de densidad de particulas sobre un fluido se puede
aproximar como una ley de potencias, es decir, f(x) ~ =71



3.3. SEMIGRUPOS 39

3.3. Semigrupos

En esta seccién, la representacion de Lévy es una herramienta fundamental que
permite conectar la teoria de distribuciones estables, la teoria de semigrupos y
el calculo fraccionario. Naturalmente, la teoria de semigrupos nos conduciré a la
forma de generador de la derivada fraccionaria.

3.3.1. Algunas generalidades acerca de espacios de Banach

Una norma en un espacio vectorial X es una funcién ||-|| : X — RT que satisface
las siguientes propiedades,

a [l +yll <[lzl[ +[lyl] Vr,ye X
b. |laz|| = |a| - ||z]] Vre X VaeR
c. ||z]|=0<=2=0

Notar que la tercera propiedad es equivalente a ||z|| > 0 <= = # 0.

La norma || - || induce la métrica d(x,y) = ||z — y|

Definicién 3.3.1. Se dice que un espacio vectorial normado (X, || - ||) es un espa-
cio de Banach si X es un espacio completo con la métrica inducida por su norma

Ejemplo 3.3.2. Para cualquier espacio métrico S, el espacio Cp(S) de funciones
continuas y acotadas en S es un espacio de Banach con la norma ||f|lec =
sup,cg |f(z)]. La completitud del espacio Cp(S) se sigue del hecho de que es el
limite uniforme de funciones continuas es continuo. Si el espacio S es compacto,

entonces Cp(S) = C(5).

El espacio dual X* de un espacio de Banach X es por definicién el espacio de
todos los funcionales lineales y continuos de X en R (o en C, si se trabaja con
escalares complejos).
Dado v* € X*, al evaluarlo en x € X, el valor resultante es un ntmero real, el
cual suele ser denotado como v*(x) o (v*,x). El espacio dual X* es un espacio de
Banach con la norma

[[v"[[x- = sup [(v", )],
llal]x <1

de donde se deduce la siguiente desigualdad

(0", @) < o] x-

.IﬁHX
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Un hecho fundamental es que X* tiene buenas propiedades como para separar los
puntos de X, es decir, si z,y € X y (v*,x) = (v*,y) Vv* € X*, entonces necesa-
riamente x = y.

Un operador lineal de X en X es una aplicacién A cuyo dominio

Dom(A)={z e X:3 y=Azec X}

y rango

Rank(A) = {Azx : x € Dom(A)}

son subespacios vectoriales de X.

El grafo G(A) = {(z,Az) : * € Dom(A)} es un subespacio vectorial del espa-
cio X x X. El espacio producto X x X es un espacio de Banach con la norma
()l = [lzll + [lyl]-

El operador A es un operador lineal cerrado si G(A) es un subespacio cerrado de
X x X o equivalentemente si x,, —— = y Ax,, —— g, entonces € Dom(A)
n—oo n—oo

y Az =g.

El operador cerrado A es un operador acotado si Dom(A) = X y si su norma || A
es finita. Esto es equivalente a que A sea un operador continuo. Si ||A]| < 1 se
dice que A es una contraccion.

En espacios de dimensién infinita es natural considerar operadores no acotados que
estén definidos solamente en un subespacio. Por ejemplo, en C;(R) el operador de-
rivada Df = f’ es un operador lineal no acotado cuyo dominio es el subespacio
de funciones con derivada continua y acotada.

Un ejemplo de operador lineal acotado en Cp(R) es el siguiente
Af(e.t) = [ plt.s.) )y
R

donde p(t, z,y) = (27rt)*%e’% es la probabilidad de transicién del movimiento
Browniano. La linealidad del operador A se sigue inmediatamente de la linealidad
de la integral y gracias a que para todo x se tiene que pr(t,m,y)dy =1, el
operador A es lineal y acotado en Cp(R). Atin mds, A es una contraccién.
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3.3.2. El generador de un semigrupo

Sea (X, ]| - ||) un espacio de Banach y T'(t) : X — X un operador lineal y acotado
para cada t > 0. Se dice que la familia {T'(¢)}+>0 es un semigrupo si

a. T(0) =1, donde I : X — X es el operador identidad.

b. T(s+t) =T(s)T(t) Vs,t > 0, donde T'(s)T(t) se refiere a la composicién de
operadores.

{T(t)}+>0 es un semigrupo fuertemente continuo si ||T'(¢)f — f|| — 0 VfeX.
= —

En el caso en que cada T'(t) sea una contraccién, se dice que {T'(¢)};>0 es un
semigrupo contractil.

Lema 3.3.3. Suponga que {T(t)}:>0 es un semigrupo Co contrdctil en X. En-
tonces, para todo f € X, la funcion T(-)f : [0,4+00) — X es uniformemente
continua.

Demostracion. Sea f € X. Para cada t,h > 0 se tiene que

|T@+n)f=TOf = NTOTH)f-TOf
| T(t) [T(h )f T
< [IT(h)f - 1l
y para cada 0 < h <t
Tt =n)f =T = [Tt—=h)f-Tt—h+h)f|l

(t—
= [[T(t=h)f=T(t—h)T(h)f]|
= [Tt —=h)[f =TH)AIl

< |[Th)f =1l

Notar que en ambas desigualdades, el término a la derecha se anula cuando h — 0
y en consecuencia, obtenemos una cota uniforme respecto a t. Esto implica que
T(-)f es uniformemente continua.

O

Definicién 3.3.4. El generador (también llamado generador infinitesimal) de un
semigrupo {T'(t)}+>0 es un operador L definido como

Lf = lim (t){ =/ (3.14)

t—0
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con dominio Dom(L) = {f € X : el limite Lf existe}. La convergencia
(3.14) es en el sentido de la norma del espacio X.

Teorema 3.3.5. Sea {T'(t)}+ un semigrupo Cy contrdctil en X con generador L.
Entonces

a. Para todo f € X yt >0, fo s)fds € Dom(L) y

T f—f=L /O "T(s) fs (3.15)
b. Para todo f € Dom(L) yt >0, T(t)f € Dom(L) y

d

ST = LT =T(W)LS (3.16)

¢. Para todo f € Dom(L) yt >0

T(t)f—f:/O LT(S)dez/O T(s)Lfds (3.17)

Demostracion.
a) Sea f € X.

Notemos que todo operador lineal y acotado es automaticamente un operador
cerrado. Entonces, gracias al Teorema de Hille podemos introducir el operador en
la integral:

h
/hH_h s)fds — 7/ s)fds

t+h s)fds — fo s)fds
h
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[T (s) fds + [ T(s) fds — [y T(s)fds
h

fH_h s)fds — ft s)fds — fo s)fds
h

t+h h
— %/t T(s)fds—%/o T(s)fds

Ahora, gracias al Teorema de diferenciacién de Lebesgue para funciones valuadas
hacemos tender h — 0, para ver que:

h—0
= T(t)f-=T(0)f
= TW)f-f

¢ 1 [tk 1 [h
L/ T(s)fds = lim f/ T(s)fds — lim f/ T(s)fds
0 h J, r—0 h Jo

b) Seant >0, h >0y f € Dom(L). Entonces

T(t+h)f ~T(0)f T(h)f -/
n :T@[h}

Como T'(t) es un operador lineal y acotado para cada t > 0, se tiene que

d
dt

Ademds, ya que T'(t)f € X
T4 nf-TOf _ TT0] - TOF

h*)O

r(07 = 10) | LT 7o,

h N h
Entonces, se tiene que
d _ oy T)T@f =TE)f
ZT(0)f = lim . = LT(1)/, (3.18)

como el limite (3.18) existe para T'(¢)f, se tiene que T'(t)f € Dom(L).
Por otro lado, sean h > 0 y ¢ > h. Entonces,

f=TM)f

rE-nf-Tt)f —T@HLf = T(t—h) [_h ] —T(t)Lf

—h
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= T(t—h) [T(h);:_h} —T(t)Lf +T(t—h)Lf
—T(t—h)Lf
= T(t—h) [T(h)hf_f - Lf] +T(t—h)Lf — T(t)Lf.

Tomando la norma en la igualdad anterior, se tiene que

R =TOL g | < - mn | PR - )
+||T(t — h)Lf —T({—h+h)Lf||
< |[PREL g e - T

Haciendo kA N\, 0 se tiene que

[T B - T
AN —h
Esto muestra la segunda igualdad de (3.16).

~TLe]| =

¢) Dado que T(t)f es diferenciable respecto a t, entonces es continua en ¢t. En
consecuencia, el Teorema fundamental del calculo para funciones valuadas en un
espacio de Banach implica que

t t t d
/0 LT(s)fd.s:/O T(S)Lfds:/o %T(s)fds:T(t)fff.
O

Corolario 3.3.6. Si L es el generador de un semigrupo Cy contrdctil en X, en-
tonces Dom(L) es denso en X.

Demostracion. Sea f € X y t, = 7 > 0. Entonces, para todo n € N, 7~ € X. Por
el Teorema 3.3.5 parte a), se tiene que la sucesién

() oie) L T<S>fd5}neN

pertenece a Dom(L). Ya que el semigrupo {T'(t)}>¢ es fuertemente continuo, gra-
cias al Teorema de diferenciacién de Lebesgue para funciones valuadas se tiene
que

7/ s)fds — T(0)f = f.

n—oo

En consecuencia, Dom(L) es denso en X. O
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3.3.3. Operadores diferenciales en semigrupos infinitamente
divisibles

Antes de empezar con esta seccién, utilizaremos la notacién {Ti}: o {T'(¢)}+
para referirnos a un semigrupo.

Sea {T;}: un semigrupo Cy contrictil en un espacio de Banach X. Para f € X
arbitrario, pero fijo, definimos ¢(t) = T3 f. Como Ty f = f, el inciso b) del Teorema
3.3.5 implica que esta funcion resuelve el problema de Cauchy

@ = Lg
(3.19)
q0) = f

para todo f € Dom(L).

Si consideramos X = Cy(R) (el espacio de funciones continuas que se anulan en
el infinito) o LP(R) (el espacio de funciones medibles tal que [, |f(z)[Pdz existe),
entonces para f € X, la funcién q(x,t) = T3 f(x) satisface la ecuacién diferencial

Salet) = Ly(z,1)

q(z,0) = f(z).

En el caso que L = 88722, entonces (3.20) es la ecuacién de difusién tradicional y
(3.19) representa esta EDP como una EDO en un espacio adecuado de funciones.

(3.20)

Dado un proceso de Lévy {Z;};>0, definimos una familia de operadores lineales

T,f(z) = E[f(z - Z)] = / £z — y)ply, Hdy, (3.21)

para ¢t > 0 y funciones f adecuadas (por ejemplo, f € Cy(R)). La funcién p(-,t)
corresponde a la funcién de densidad de cada variable aleatoria Z;.

La familia de operadores {T;} es lineal gracias a la linealidad de la integral.
Ademsds, notar que para todo f € Cy(R)

Tf ()] = \ / f(y)p(:v—y,t)dy’

IN

[ Flloe / p(z -y, t)da
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= [ flloo-

En consecuencia, ||T:f||co < ||f]loo para todo ¢ > 0.

Por otro lado, Ty f () = E [f(x — Z)] = E[f(x —0)] = E[f(z)] = f(2) ¥

Tivsf(x) = E[f(z— Zis)]
E[E([f(x —{(Ziys — Zs) + Zi}) | Z4]]

/ Elf(e - {Zs +y}) ply, H)dy

/ E[f(x -y — )] ply, t)dy

[ 1t - ypptitiay
= FElf(x—2Z)] =TiTs f(x)
La tercera igualdad se debe a que {Z;} es un proceso de Lévy y una de sus propie-

dades es que tiene incrementos estacionarios (Zyys — Z; ~ Z;) e independientes
(Zi+s — Z; es independiente de Z;).

En consecuencia, la familia de operadores (3.21) define un semigrupo Cy contractil
en el espacio de funciones Cp(R).

El siguiente resultado da una forma explicita del generador en términos de la
representacion de Lévy.

Teorema 3.3.7. Sea {Z;}: un proceso de Lévy tal que E [eile] = e%© donde
Y(§) estd dado por (3.2). Entonces (3.21) define un semigrupo Co contrdctil en
Co(R) con generador

f'(=)
1+y?

L) = o )+ bp @)+ [

(f(x Cy) - f@) +y ) oldy) (3.22)

El dominio Dom(L) contiene todas las funciones f tal que f, f', f"" € Co(R).

Si tenemos que f, ', f" € L*(R), entonces (—€)f(€) es la transformada de Fou-
rier de Lf.

Demostracion. Notar que T; f(x) = (f = p(-,t))(z). Entonces, como f € Cy(R) se
tiene que
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Fo[Lf1(§) = lim

t—0 t

L OB - f(O)
= |im ¢
(e — f(e)
= lim ¢

_ 142920 _
_ f(g)}%(l”w( £)+t2tw( §)—1
= Y(=9f ()

Usando (3.2) vemos que

(e—ify 14 2> F©)o(dy).

R . 1, -
V(-OF©) = ~ali€)(€) + 36O + [ T

y#0

Realizamos el cambio de variable u = x — y para ver que

[ et s = fc)

R

Entonces, invertimos la transformada de Fourier 1(—&)f(€) para obtener (3.22).
La condicién de que f, f', f” € L*(R) es necesaria para que la transformada de
Fourier de Lf exista.

Ademds, de la forma (3.22) vemos que es necesario que el dominio de L esté
conformado por las funciones f € Co(R) tal que f € Co(R) y f” € Co(R).
O

El término ¢ (—&) es conocido como simbolo de Fourier del generador L. A conti-
nuacion, mediante ejemplos conocidos, se ilustrarad la mecéanica de un semigrupo
en los procesos estocdsticos.

Ejemplo 3.3.8. Si Z; ~ N(0,2Dt) para cada t > 0, entonces gracias a la represen-
tacion de Lévy de una distribucién normal vemos que

fir (€) = e—tD52 — etD(lf)2 — (&)

En este ejemplo el simbolo de Fourier es 1(—¢) = D(i€)?2. Si invertimos la expre-
sién

(=€) f(€) = D(i€)*f(€),
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el Teorema 3.3.7 implica que el generador asociado a este semigrupo es

2
Lf(a) = D3/ (x).

Ademis, (3.20) implica que la ecuacién diferencial asociada a este semigrupo es el
problema de Cauchy

0 0?

—q(z,t) = D=——q(x,t

gl t) = Dgzalt)
con condicién inicial g(x,0) = f(z), donde ¢(z,t) = T f(x) es la solucién a este
problema y estd dada por

+oo
g(a.t) = B[f(z — Z,)] = / f(@ — y)ply. t)dy,

donde

1

es la funcién de densidad de Z;.

Si la localizacién inicial de la particula es una variable aleatoria X independiente
de Z; con funcién de densidad de probabilidad f, la localizacién de la particula al
tiempo t es

X+ 7.

Como X es independiente de cada Z;, entonces su funciéon de densidad esta da-
da por la convolucién f * p(-,t). Gracias a esto, el movimiento Browniano con
localizacion inicial aleatoria X tiene funcién de densidad

X 42 ~ /R f(& - y)p(y, t)dy = T, f(x).

En este sentido, es natural que g(x,t) sea la solucién al problema de Cauchy, ya
que la funcién de densidad T} f(x) nos proporciona la concentracién de particulas
descritas por el proceso X + Z;, el cual estd asociado a un fenémeno difusivo con
localizacion inicial aleatoria.

Ejemplo 3.3.9. Si Z; = tv para alguna constante de velocidad v # 0. Vemos que
el semigrupo asociado a este proceso es

Tif(x) = E[f(x —vt)] = f(z —vt)

y entonces su generador estd dado por
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En este caso
finl€) = B[] = 80,

de donde ¥(§) = ifvy w(—f)f(é) = —zfvf({). Si invertimos esta tltima expresion,
el Teorema 3.3.7 nos garantiza que la forma del generador infinitesimal asociado a
este semigrupo estd dada por Lf = —v%f. Ademds, (3.20) implica que g(z,t) =
f(x — vt) resuelve la ecuacién diferencial

0 0
aq(:ﬂ, t) = fv%q(bx, t)

con condicién inicial g(x,0) = f(x). El signo negativo en la dltima ecuacién dife-
rencial puede ser explicado por la primera ley de Fick, la cual asegura que el flujo
va desde una regién de alta concentracion a las regiones de baja concentracién,
con una magnitud que es proporcional al gradiente de concentracién (derivada
espacial). Esto nos indica que si la concentracién incrementa en una direccién x,
entonces el flujo de particulas estd en direccién opuesta de x.

Si consideramos un movimiento Browniano con tendencia vt + Z; ~ N (vt,o%t),
donde Z; ~ N(0,0%t) es un movimiento Browniano estdndar; el Teorema de re-
presentacién de Lévy muestra que

w(E) = igvt + 3 (i),

de donde el simbolo de Fourier es 1)(—¢) f(£) = i¢vf(€) + %(i£)202f(§). Gracias a

la linealidad de la transformada de Fourier, invertimos ¥ (—¢) f(£) para ver que
2

1 0287 f

2 0x?

En consecuencia, el generador infinitesimal asociado al movimiento Browniano con

tendencia es la ecuacién de reaccion-difusién

0
Lf = —’U%f‘f'

0 0 1, 0%
- =7 = —v— Zo?——
o0l t) = La(e,t) = —v-a(e,0) + 502 sa(e. 1)
con condicién inicial g(z,0) = f(z). Notar que,

+oo

a(a,t) = Tof(z) = / F( — vt — y)ply, H)dy,

— 00
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y?
donde p(y,t) = \/ﬁe_m es la funcién de densidad de probabilidad de Z;.

Realizando el cambio de variable u = vt 4+ y vemos que

+oo
dat) = Tif@) = [ flo— wplu ot fdu

400

ga,t) = / F(x — y)ply — vt, t)dy

— 00

+oo
ga,t) = / f(x — y)P(y, )dy.

—0o0

La funcién P(y,t) = p(y — vt,t) es la funcién de densidad de vt + Z;. En efecto,

P(y,t) = p(y—vt,t)
1 (y—gt)Q

= e 204t

V2mo?t

El Teorema 3.3.7 da una forma explicita del generador de un semigrupo infinita-
mente divisible. Entonces, ahora nos concierne utilizar este resultado para conectar
esta teoria con la forma de generador de la derivada fraccionaria. Con el fin de
aplicar el Teorema 3.3.7 a semigrupos estables es conveniente desarrollar formas
alternativas para el generador infinitesimal.

Teorema 3.3.10. Sea Z; un proceso de Lévy tal que E [elle} =¢e¥©) | donde Y(&)
estd dado por (3.2). Entonces, bajo las condiciones del Teorema 3.3.7 podemos
escribir el generador (3.22) de la forma

Li@) = ~aof'(a) + 33"(2) + [ (fe=9) = Fa) + uf @) Tgaiem) o)

y7#0
(3.23)
para cualquier R > 0 y un unico ag dependiente de a y R. Adn mds:

a. Si f0<|y|<R lylp(dy) < 400, podemos escribir

L) = ol @)+ 6@+ [ ()= @) o) (320

para un unico ai dependiente de ag.
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b. Si fly|>R ly|lo(dy) < 400, podemos escribir

Li(@) = ~aaf'(a) + 0f"(2) + [ (fo =) = 1)+ uF (@) $(d)

y7#0
(3.25)
para un unico as dependiente de ag.

Demostracion. La demostracién es similar a la demostracién del Teorema 3.2.5.
Recordemos que para cualquier R > 0, la integral

0o = / <1_’Z_/y2 - yI{yI<R}> ¢(dy)

existe. Entonces, definimos ag = a — ¢ para ver que

i) = —af'(e) + 5bf"(2) + /#) (/2 = 9) = 1) +uf () I<my) 6(dy)
—dof' ()
— —af' @) + 3" @)+ [ , UG =) = F@) o @ gyi<m) 9(dy).

Si f0<|y‘<R lylp(dy) < +oo, la integral 6, = [yl <r}@(dy) existe. Entonces,
definimos a1 = ag — d; para ver que

Liw) = ~aof @)+ 30" @+ [ (e =)~ f@) +uf @) o(dy)

y#0
= - <ao - /y1{|ng}¢(dy)> f'(@)
b @)+ [ (e 9) - Fla) o).
y#0
Finalmente, nétese que

/ (' (@) i<ry + v @ Igeom) $(dy) = / uf! ()6 (dy).
y7#0 y#0

Ademsés, como 0y = f‘y|>R lylo(dy) < +o0, definimos as = ag + J2 para obtener
(3.25). O

Ejemplo 3.3.11. Sea Z; un proceso de Lévy estable con indice 0 < o < 1, tal que
Z7 tiene funcién caracteristica unilateral
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+oo
a(€) = e?1(§) — exp {i£a1 Jr/ (eiﬁy _ 1) Cay”‘ldy}
0

Si a; = 0 vimos que
ﬂ(é—) — e—CF(l—a)(—if)a.

Entonces el simbolo de Fourier para el semigrupo unilateral asociado es

(=€) = —CT(1 - a)(i€).

Ademsds, de (3.24) se sigue que el generador infinitesimal asociado al proceso de
Lévy {Z;} es

+oo
Lf(x) = / (f(z —y) — f(2)) Cay=>1dy.

Si tomamos C = ﬁ

fraccionaria (2.12) para 0 < o < 1. En este caso, vemos que Lf = 86;0 f. Para

invertic F [Lf] (€) = (=€) f(€) = —(i€)*f(€), es necesario que el dominio del
generador L esté conformado por las funciones f € L'(0,+oc0) tal que f'y f”
existan y sean integrables en (0, +00).

, naturalmente surge la forma de generador de la derivada

Ejemplo 3.3.12. Sea {Z;} un proceso de Lévy estable con indice 1 < a < 2 tal
que Z; tiene funcién caracteristica unilateral (3.12) con as = 0. Entonces, la
Proposicién 3.2.10 implica que
r2-—a), .
{1 = C‘ - @ .
i6) = eap { CLE= (igye
- . . . I'2—a . a

Entonces, el simbolo de Fourier del semigrupo asociado es ¢(—¢§) = C %(zf )e.
Ademsds, (3.24) implica que

+oo
Lf(z) = / (Fx —y) — f(@) + yf'(2)) Cay—="dy.

Si tomamos C' = 11("27__10‘), naturalmente emerge la forma de generador de la deri-

vada de Caputo para el caso 1 < a < 2. Asi, Lf = 68; f, para f € Cy(R) tal que
11" € Co(R).




Capitulo 4

Distribuciones limite
estables

El Teorema del Limite Central (TLC) describe el comportamiento asintGtico
de la suma de variables aleatorias independientes con funcién de densidad fx en
comun. Cabe mencionar que el TLC no depende de la eleccién de la funcién de
densidad, pero si de que esta posea una varianza finita. En este sentido, la distri-
bucién normal actia como un agujero negro. en estadistica [4]. Entonces, decimos
que aquellas funciones de densidad con varianza finita pertenecen al dominio de
atraccion Gaussiano. Por otro lado, si consideramos un conjunto més amplio de
funciones de densidad, en nuestro caso funciones de densidad que siguen una ley
de potencias, es decir, fx(z) ~ =+t con 0 < a < 2, es posible demostrar que
su segundo momento diverje y, en consecuencia, el TLC no es de mucha ayuda
en este caso. Entonces, jes posible hallar una distribucion limite que describa el
comportamiento asintético de la suma de variables aleatorias, donde cada suman-
do sigue una ley de potencias?

La respuesta a la ltima interrogante es si. A largo plazo, la suma de variables
aleatorias que siguen una ley de potencias se comporta como una variable aleatoria
estable, que como habiamos discutidos con anterioridad, carecen de una expresién
matematica que represente su funcién de densidad, pero afortunadamente el Teo-
rema de representacién de Lévy nos da una expresion que las caracteriza a través
de su funcién caracteristica.

53
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4.1. Aproximacién de Poisson

Para motivar la demostraciéon de una versién extendida del Teorema del Limi-
te Central (TLC) por un método conocido como arreglos triangulares, en esta
seccién veremos cémo las leyes estables emergen como el limite débil (limite en
distribucién) de una variable aleatoria de Poisson compuesta con saltos de Pareto.

Sea Y una variable aleatoria estable unilateral con funcién caracteristica

j(§) = e®,

donde

+oo
»(E) = /O (e —1) Cay™*dy = —CT(1 — a)(—i€)"

con 0 < a < 1. Para cada natural n > 0, definimos Y,, como la variable aleatoria
con funcién caracterfstica E [¢?¢¥»] = ¢¥(8) donde

+o0o
vl = [ (e = 1) Cay oy, (4.1)

n

Definimos

+oo
An = / Cay “ldy = —C’y*aHOo =Cn®>0

n

para ver que

P (€) /R (eiéy — 1) aCy_a_ll{y>%}dy

_ eiﬁy_ w
_ An/R( 1) wn(dy),

donde wy,(dy) = A;lCay*a’ll{wi}dy es una medida de probabilidad. Notar

que este es un caso especial de una distribucién de Pareto.

Sea {W;}; una sucesién de variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas con medida de probabilidad w,,. Asi,

“+o0
0 1
P(W;>z)= / n %y tdy = —n*‘)‘y*‘)"Jr = Az Vz>Av =—.
xr r n
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Escribimos

5l = | [ ntin) - [wntin] =nan© -1 @)

para ver que Y, es una variable aleatoria de Poisson compuesto. En efecto, notar
que al igual que en el ejemplo 1.3.4,Y,, ~ Wi +Ws+--- Wy, donde Wy, Wy, ..., Wy
son variables aleatorias de Pareto con P(Wy, > ) = Axz~% y N una variable alea-
toria de Poisson independiente de cada Wy y con media A, = Cn®. Ademads, notar
que de (4.1) se tiene que

Pn(§) ——¥(§) VEER.

n—-+oo

Gracias a la continuidad de la funcién exponencial, vemos que

fin(€) = (& ————r 1 = (8).

n—-+4oo

En consecuencia, el teorema de continuidad de Lévy implica que Y, Ay,

De estos calculos sencillos podemos ver que una ley estable es esencialmente una
ley de Poisson compuesta con saltos que siguen una distribucién de Pareto. Po-
demos observar que el nimero medio de saltos \,, = Cn® crece indefinidamente
a medida que n tiende a infinito, mientras su tamano minimo de salto % tiende
a 0. Esto evidencia que la intensidad de salto ¢, (dy) = Anwn(dy) ciertamente
incrementa sin limite a la medida de Lévy ¢ de la ley estable. En otras palabras,
esto quiere decir que una variable aleatoria que sigue una distribucién estable de
Lévy es la acumulacién de un nimero infinito de saltos con ley de potencias (o
distribucién de Pareto). Entonces, para cada n > 0, una variable aleatoria de Lévy
combina un numero finito de saltos de tamano mayor a %l con un numero infito
de saltos de tamano menor a %

Para 0 < a < 2 consideremos una distribucion de Pareto bilateral p con represen-
tacién de Lévy [a,0,¢], donde a € Ry

pCay=2tdy si y>0

p(dy) = (4.3)
qCaly|=*"'dy si y <0,

donde p,q > 0y p+ g = 1. Esta es una medida de Lévy, pues para todo R > 0

0 R
/ yVo(dy) = / qCayzlyl’”"ldy+/ pCay’y= > 'dy
0<|y|<R R 0
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0 R
= / quz(—y)l’o‘dyﬂL/ pCay'~“dy
R 0

B qCa 2_a0 pCa 2_aR
= 53,0 R
- Ca 5,

T 2—a

¢y :lyl > R} = /||>R¢(dy)

+o0 —R
= pCa/ y“"lderqCa/ ly| = dy
R —00

— o o —or

son finitos. Ahora, consideremos una variable aleatoria estable bilateral Y con
indice 0 < a < 1. Notemos que

R
—a Ca o
[ et =ca [ yeay=
0<|y|<R 0 -

es finito. En consecuencia, el Teorema 3.2.5 (a) implica que si Y estd centrada
(a1 = 0), entonces tiene funcién caracteristica fi(§) = E [e®Y] = e?©)  donde

P(E) = /R(elfy — 1)é(dy)
+o0 0
p/o (eify — 1)Cay—06—1dy + q/ (e’iﬁy _ 1)Ca(_y>_a_1dy

—00

+oo )
= —pCT(1 — a)(—i&)* + q/o (e—lfa: _ l)C'ax_a_ldy
= —pCT(1 - a)(—i§)* — ¢CT(1 — a)(i&)".

Notar que en el tercer paso se realizé6 un cambio de variable x = —y y luego se
us6 la Proposicién 3.2.7. Definimos fi,,(€) = e¥»(&), donde

6@ = [ @1

En este sentido, consideremos la sucesién de variables aleatorias {Y,},, donde
cada Y, ~ u,. Ademads, definimos \,, como
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1

An = d
/y>711 o(dy)

+o0 —
= pCoz/1 y‘“‘ldy+q0a/ (—y)~*dy

— 00
n

= (Cn®

v wn (&) = MM {ly|>11¢(dy). Entonces, tomamos la familia de variables aleatorias

{W;}; independientes idénticamente distribuidas con medida de probabilidad w;,.
Asi, se tiene que

1 1
PW; >z)=pAz~% y P(W, < —z)=qAz™% Vo> A~ = e

Entonces, podemos escribir

U (&) = Mo / (€Y — 1wy, (dy).

De esta manera, al igual que en el caso unilateral Y;, ~ W7+ W5+ -4+ Wy, donde
N es una variable aleatoria de Poisson con media \,, = C'n® independiente de cada
Wy. Nétese que ¥, (§) — (€) para todo €. Entonces, el Teorema de continuidad
de Lévy implica que Y, 4, Y, lo cual muestra que también una variable aleatoria
estable bilateral es esencialmente la acumulacién de saltos con ley de potencias
bilateral, donde un nimero finito de saltos tiene tamano mayor a % y un nume-
ro infinito de saltos tiene tamafno muy pequeno inferior a %, para un n muy grande.

En el caso bilateral, las constantes p y ¢ balancean los saltos hacia la derecha
(positivos) o izquierda (negativos), respectivamente. Ademéds, vimos que

¥(§) = —pCT (1 — a)(—i§)* — qCT (1 — o) (i€)". (4.4)
Entonces, una ley estable bilateral puede ser descompuesta en su parte positiva y
negativa (&) = py4(£) + qv—(£), donde

+oo
vil© = [ @ ~1)Cay ™y = ~CT(1 - a)(-it)°

O .
bo(6) = / (¢ — 1)Caly|~*1dy = —CT(1 - ) (it)".

— 00
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Entonces, i(¢) = e?(€) = e¥+©e¥-(©) 1o cual muestra que existen Y y Y~ va-
riables aleatoias independientes tal que Y ~ Y+ 4+ Y ~. En este sentido, podemos

escribir que Y,, ~ Y,;F +Y,, es decir, Y,, tiene la misma distribucién que la suma de

dos procesos de Poisson compuestos, donde el primero acumula solamente saltos
positivos y el segundo saltos negativos.

A partir de la expresién (4.4), la forma de generador de la derivada fraccionaria
emerge naturalmente al invertir la transformada de Fourier ¢(—¢) f (£), para una
funcién f adecuada. Para invertir la transformada de Fourier con simbolo 1_(—£),
usamos el hecho que

[+ e = evfg)
para ver que
+oo
(= i _ i€y § _F C 7afld
V(=07 = [ (¢07(6) = f(©)) Cayay
es la transformada de Fourier de

+o0
/O (f(z +y) — f(x))Cay=dy.

Si tomamos C = ﬁ > 0, vemos que

FH =g @)
o Hoo —a-1
R / (F(z) — f(z +v))y~tdy

d* f(z)
d(—z)’

F v ©F©)]

lo cual coincide con la forma de generador para la derivada fraccionaria negativa
enelcaso 0 <a<1.

Ahora, sea {Z;}; un proceso de Lévy bilateral, tal que Z; ~ Y. Entonces
P 1) = E [e7*7] = 79,

donde (—=¢§) = —pD(i&)* — ¢D(—i&)* y D = CT(1 — a) > 0. En consecuencia,

= P(=8)p(&,t) = —pD(i&)*p(&, 1) — ¢D(=i&)*P(E, 1).
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Esta ecuacion se invierte en la ecuacién de reaccidn-difusion fraccionaria
0%p(x,t) 0°p(z,t)

op(x,t) :
ot~ PP ~ PG

4.2. Aproximacion de Poisson desplazada

En la seccién anterior discutimos cémo una ley estable emerge como el limite
de la suma de una variable aleatoria de Poisson con saltos de ley de potencias
y coeficiente de estabilidad 0 < « < 1. En esta seccién vamos a discutir el caso
1 < o < 2. A diferencia del caso 0 < o < 1, en esta ocasién naturalmente emerge
una traslaciéon o desplazamiento que acompana a la variable aleatoria de Poisson
compuesta. Esto se debe a que en el caso 0 < a < 1, cuando una variable aleatoria
sigue una ley de potencias, su primer y segundo momento no existen [4]. Sin em-
bargo, cuando 1 < a < 2 a pesar de que la varianza no existe, su primer momento
existe.

Sea Y una variable aleatoria con ley estable unilateral y funcién caracteristica
(&) = E [eY] = e donde

+oo _
¥(E) = /0 (€ —1—iy) Cay™*"ldy = CL_f)(—ig)“,

para 1 < «a < 2. Entonces, tomamos la sucesién de variables aleatorias {Y},},
donde cada Y,, tiene funcién caracteristica fi,(§) = F [ez§Yn] = ¢ (& donde

+oo ) +oo )
(€)= / (€0 — 1 — igy) Cay="~"dy = /0 (€0 — 1~ igy) du(dy)
Yy

1
>

y On(dy) = Cay_o‘_lf{y>%} es una medida de Lévy asociada a la distribucién de
Y. Definimos

M= [ oulay
+oo
= Cay * tdy = Cn®.

1
n

Entonces, si tomamos la medida de probabilidad w, (dy) = \,,'¢,(dy) vemos que

“+o0 )
Ual®) = A /0 (€0 — 1~ igy) wn(dy)
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+oo
= (eigy - 1) W (dy) — i€an,
0

donde a,, = A, [ yw,(dy). Si consideramos la familia de variables aleatorias {W;};
independientes e idénticamente distribuidas con medida de probabilidad w,,, se
tiene que a, = A\, E [W;]. Ademds, nétese que

o 1 1
P(W; > z) :/ wp(dy) = Az™ Vo> As = e

x

Asi,
+oo L
EW,] = /1 yAay~ " dy
—a |t
Y Aa o 1
= A = =
Oél —al1 o — 1n a—1

es finito para cualquier n € Ny 1 < a < 2. De esto, nétese que

¢n(£) =M [@(f) - ” - igan«

ewn(ﬁ) eAﬂ/[‘:’(f)_l]_iEan = F eif[W1+W2+'“+WN—an}

Entonces, Y,, ~ Wi + Wy --- + Wy — a,, donde N es una variable aleatoria de
Poisson con media \,. Notemos que, en este caso, la variable aleatoria Y,, es
una variable aleatoria de Poisson compuesta que, ademés, posee una traslacién o
desplazamiento a,,.

Ap =Cn® ——— 400

n—-+4oo

aC
n®1! +00.
a—1 n—s4o00

an = A\ E[W;] =

Esto quiere decir que tanto el niimero medio de saltos como el desplazamiento
tienden a infinito a medida que £ —» 0. Sin embargo, notar que ¥, (£) — ¥(§)

para todo ¢ € R y en consecuencia Y, Ay,
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A partir de este procedimiento, consideremos {Z;}; un proceso de Lévy tal que
Z1 ~Y. Entonces, Z; tiene representaciéon de Lévy [0, 0, t¢] para todo ¢t > 0.

Ademds, consideremos la sucesién de procesos {Z}'},, con representacion de Lévy
[0,0,th,] tal que Z]* ~Y,,. De esta manera, para cada t fijo, {Z}*},, es un proceso
de Poisson compuesto con saltos de ley de potencias. Ademads, este proceso estd
centrado en la media 0, pues podemos escribir

Zy =W+ Wat -+ Wy — tan,

donde N(t) es una variable aleatoria de Poisson con tasa t), independiente de
cada W;. Entonces, E [N(t)] = t\, y utilizando el Teorema de esperanza total, es
facil ver que

+oo
E[Wi+Wat-+ Wy = D E[Wi+Wat -+ Wi N(t) = k] P(N(t) = k)
k=0

= io KE[W]P(N(t) = k)
k=0

= E[W]EIN()] = ta,.

Gracias a esto, podemos ver que para cada t > 0, Z} —+> Z. Entonces, para
n—-+0oo

1 < a < 2, un proceso de Lévy estable unilateral puede ser visto como el limite
de procesos de Poisson compuesto centrados en la media 0.

Ahora, si la variable aleatoria Y tiene distribucion estable bilateral con indice
1 < a < 2, tal que az = 0, su funcién caracterfstica estd dada por E [e¢Y] = e¥(©),
donde

06 = P gy T

a—1 a—1

(i6)". (4.5)

Entonces, para un proceso de Lévy estable bilateral tal que Z; ~ Y. Entonces, la
definicién de un proceso de Lévy nos lleva a que su transformada de Fourier esta
dada por

pEt)=E [efiEZt] — (=8

Definimos la constante D = %

para ver que

D€, 1) = PP +aDU=iE)"
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Entonces
op(&,t R o o
p(ai ) W(=E)P(&,t) = pD(i&)*P(€, t) + ¢D(—i€)*p(é, 1),
la cual se invierte en la ecuacién de reaccién-difusion fraccionaria
Ip(x, 1) 0%p(x,1) 9°p(x, )
= Di Di.
ot p O +4q (—x)™

Un hecho curioso que podemos observar es que tanto en el caso 0 < a < 1 como
en el caso 1 < a < 2, los pesos p y ¢ asociados a los saltos positivos y negati-
vos, respectivamente, en cierto modo también estdn asociados con las derivadas
fraccionarias positiva y negativa, pues estos pesos aparecen como un producto en
cada derivada.

Al igual que en el caso 0 < a < 1, podemos observar que de (4.5), la variable
aleatoria estable bilateral Y puede ser descompuesta como la suma de dos com-
ponentes independientes que describen los saltos positivo y negativos. En este
sentido, escribimos

Y(€) = p4(§) + g (§),

donde
e i€ . —a—1 F(Q—Oé) s\
@)= [ (@1 igy) Cay oty = 05— (i)
0
0 —
v = [ (@ -1 i) Calyl oy = CF = gy

Entonces, podemos escribir Y ~ Y+ + Y ~. De esto, podemos observar que para

funciones adecuadas fy C = F(Oéi__la)
~ oo e ~ ~ o
Freio o] = F [T (e - e - o) L] @)
ala — oo
— oo | U - @) - @y
_ dw)
d(—z)e

Nuevamente, podemos observar que el generador infinitesimal de la derivada frac-
cionaria de orden 1 < a < 2 emerge de manera natural a partir de una ley estable.
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4.3. Distribuciones limite estables

4.3.1. Arreglos triangulares

En las Secciones 4.1 y 4.2, mediante algunos calculos vimos de una forma in-
tuitiva que una variable aleatoria estable emerge como el limite de un proceso de
Poisson. En esta seccion, se dara las herramientas necesarias para formalizar esto.
Entonces, empezaremos repasando algunas definiciones bésicas y un resultado que
nos permitird demostrar el conocido Teorema del Limite Central a partir de cierto
procedimiento conocido como el método de arreglos triangulares.

En teoria de probabilidades, cuando tenemos variables aleatorias W4y,..., W,
idénticamente distribuidas es usual acompanar de forma genérica su distribucién,
medidas de tendecia central y dispersiéon con la letra que las representa sin usar
subindices, por ejemplo, Fy, fw, E[W]y E [WQ]

Recordemos que dada una variable aleatoria Y, se dice que esta es infinitamente
divisible si para cualquier entero n, podemos escribir

Y~ X+ Xy, (4.6)

donde X1, ..., X, son variables aleatorias independientes idénticamente distribui-
das.

Una definicién que nos serd muy ttil es la de un arreglo triangular. Un arreglo
triangular es un conjunto de variables aleatorias definido como

{(X;: j=1,....K, n=1,23,...}, (4.7)

donde X1, -+, XnKk, son v.a.ii.d para cada n > 1. Ademds, cuando n — +o00,
entonces K,, — +o0.

La idea de que este conjunto lleve el nombre de arreglo triangular es que, por
ejemplo, en el caso particular K, = n, el desarrollo de esta definicién muestra una
forma similar a una matriz triangular
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{Xu1} 7=1 n=1
{Xo1, X220} j=12 n=2
{X31, X32, X33} j=123 n=3

{Xua1, Xa2, Xuz, Xaa} j=1,2,34 n=4

{Xm17Xm27Xm37"' aXmm—thm} ]: 1327"-am n=m

En este sentido, podemos generalizar la notacién usada en (4.6) como la suma por
filas de un arreglo triangular

stn:an""*'XnK,L

Una suposicion o restriccién habitual que haremos consiste en que

lim  sup P (|X,j|>¢)=0 Ve>D0. (4.8)

no+o0 1<K,

Esta condicién asegura que cada sumando sea asintoticamente despreciable.

Un concepto que utilizaremos a lo largo de esta seccién es el de una variable
aleatoria truncada, definida como

X5 = Xojlyx,,1<r) (4.9)
0 St |an| > R.

Ademas, decimos que una sucesién de medidas de Borel o-finitas {¢,(dy)}, con-
verge a una medida ¢(dy) en {y :y # 0} si ¢,,(B) — ¢(B) para cualquier con-
junto de Borel B que es acotado lejos de 0 (es decir, existe M > 0 tal que || > M
para todo x € B) y ¢(0B) = 0, donde 9B es el conjunto frontera de B. Este tipo
de convergencia es llamada convergencia vaga.

Un ejemplo muy sencillo que ilustra el método de arreglos triangulares consiste
en tomar Wy, Ws, ..., W, variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas tal que E[W] =0y E[W?] = 0% < +oc0. Entonces,

X, = W, 1<j<n
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define un arreglo tirangular con K,, = n. Aqui, es conocido que por el TLC, la
suma S,, de filas converge en distribucién a una variable aleatoria Y ~ N(0,1).

Teorema 4.3.1. (Convergencia de arreglos triangulares) Dado un arreglo trian-
gular (4.7) tal que

lim sup P(|Xp;|>e)=0 Ve>0.
n—+o0 1<j<K,

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Eziste una variable aleatoria Y infinitamente divisible y una sucesion {an }n

tal que S, — ay Ly,

K,
. a) ZP(an € dy) —— ¢(dy) para alguna medida de Borel o-finita
j=1
en {y:y # 0}
Y

Kn
b) lim lfmsup > Var(X5;) =b>0

—0
€ n— 00 j=1

La variable aleatoria Y es infinitamente divisible y tiene representacion de Lévy
[a,b, P], donde a depende de la eleccion de la constante de centrado {an}n, la cual
podemos tomar como

Kn

a, =Y E[X[] (4.10)

j=1
para cualquier R > 0 tal que ¢ {y : |y| = R} = 0. Entonces, podemos tomar

E [eify] — o%o(8)
donde

1

WO = ~5€b+ [ (€~ 1= igylyyicm) oldy).

A continuacién, utilizando el Teorema 4.3.1 demostraremos el Teorema del Limite
Central utilizando el método de arreglos triangulares.
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Teorema 4.3.2. (Teorema del Limite Central (TLC)) Sean W7, ..., W, variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas tal que mqy = E[W] y mg =
E [WQ] existen. Entonces,

Wy+- W, —
L DL 4y o N0, 0%), (4.11)

1
nz2
donde 02 = mq — m%.

Demostracion. Definimos el arreglo triangular

Xpj=n"2W; j=1,2--,K,=n.

Por otro lado, notar que gracias a la desigualdad de Markov, se tiene que dada
una funcién monétona no decreciente y no negativa h y cualquier a > 0, se tiene
que

P(X|>a) = P(h(IX])> h(a))
En(XD]
h(a)

<

Esta ultima desigualdad es conocida como desigualdad de Markov generalizada
o extendida para funciones mondtonas no decrecientes y no negativas. Entonces,
gracias a esta desigualdad se tiene que

E[[W;[?]

1
< . = . 2 < = .
0. P(Xosl > ) = P(W;| > nie) < ZLH =0

Por tanto, la condicién (4.8) se cumple. Ahora, para mostrar que S,, — a, Ly
con a, = nu1 y a, dado por (4.10), basta probar las condiciones a) y b) del se-
gundo enunciado del Teorema 4.3.1.

Condicién a). Sea € > 0, entonces

Ky
0< N P(X,yl>e) = nP(’nf%Wj‘>6>
1

n

J

nP (\WJ| > n%s)

= nk {I{\wj|>n%s}}
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w;\’
< nE|(—<-) I
=" <n55> {W]-|>n%e}1
_ 72 2
= B |Wi \W|>n2s}}

_ 2 2
Puesto que my = F [WJ} existe, E [W I{lW |>n26}] m 0. Entonces la con-

dicién a) del Teorema 4.3.1 se mantiene para ¢ = 0.

Condicién b). Sea € > 0, entonces

gnvar(xgj) = o {B[(x:)? - B[x5,)°}

5 2
nk [(n§Wj> I{|nge}] —nk {niéwjl{lwﬂsa}]

= EWyw,i<a] - B Wilgw,i<a]” o ma - mi ="

Entonces, el teorema de convergencia de arreglos triangulares implican que
d
Sp —a, =Y ~[a,0%0].

Asi, Y es una variable aleatoria normal. Ademads, de (4.10) se tiene que

Kn

— R] _ “SW.
an_;E[X”j] = B[ W]
1
= n2 {ml [W7I{|W |>n2R}:|}
donde
1 1
‘”QE{WJ‘IHWAM%R}” = ”QE[‘WJUUW\M%R}}
W;
< wip|w, (W),
nsR/) {IWj|>n2R}
- R'E [WQ ] 0
{IW;1>n2 R}] ‘n—otoo
La convergencia en el dltimo paso se debe a que mo = [Wf] existe. Esto implica

que an — n2m1 — 0 y en COHSQCUQHCI&
n—-+oo

Wi+---+ W, —nmy .
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y a =0, es decir, Y ~ N(0,0?). O

4.3.2. Limites estables unilaterales

En la Seccién 4.3.1 se demostré el Teorema del Limite Central mediante un
procedimiento conocido como arreglos triangulares. La idea de esta seccion es
utilizar este mismo procedimiento para extender el TLC al caso de distribuciones
de probabilidad estables, donde la hipétesis de varianza finita falla.

Teorema 4.3.3. Sean Wy,..., W, v.a.i.i.d positivas tal que P(W > z) = Cx™¢
para T > Cw y 0 < a < 2. Entonces
nTE (Wi + Wa) —an S Y (4.12)

para alguna sucesion {an}n, donde Y es una variable aleatoria con distribucion
estable unilateral y representacion [a,b, @], donde la medida de Lévy ¢ estd dada
por

Cay=*dy si y>0

¢(dy) =
0 st y<O0.

Si0 < a <1, podemos tomar a,, = 0 y entonces
ﬂ(g) —E I:esz:I _ e—CF(l—(x)(—if)“.

Si 1 < a < 2 podemos tomar a, = nlféml, donde m; = E[W] y entonces se
tiene
Cr(2—a) (—ig)™

ie) = E [ ] =e 1=
Demostracion. Definimos el arreglo triangular
Xnj = n_éWj, j=1,...,n.

La condicién (4.8) se tiene de una aplicacién directa de la desigualdad de Markov.
En efecto, para todo £ > 0

1
P(|Xp|>e) = P(|Wj\ > nas)

P (Wj > né6> +P (Wj < —nés>

= P (W >nie)+0
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E .
nae n——+oo

Notar que eventualmente n es suficientemente grande asi que en el procedimiento

anterior podemos tomar n > 0 tal que € > Can~w.

Veamos que se cumple la condicién a) del Teorema 4.3.1. Notar que para y > 0

%P(an >y) = nP (0 5w > y)

Jj=1

1 —
= nC (nEy =Cy™“,
siempre que y > n~aC% .Ademads,
K,
ZP(an < —y)=0.
j=1

Entonces, la condicién a) del Teorema 4.3.1 se tiene con ¢(y, +00) = Cy~® para
y >0y ¢(—00,0) = 0 o equivalentemente

Coy=*dy si y>0

P(dy) =
0 si y<O0.

Notar que es necesario que 0 < a < 2 para que ¢ sea una medida de Lévy, pues

C
—O‘QRQ—Q <400 VR>0

[ ety =5~
0<|y|<R

oly:y A0} = / Tyt myé(dy)
+o0

/ o(dy)
R

= Oy |7 =CR <400 VR>0.

Ahora, veamos que se cumple la condicién b) del Teorema 4.3.1. Sea e > 0y n
suficientemente grande tal que £ > n~=C%. Entonces
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0< fVar (X5;) n {E |:(X;’€Lj)2:| -F [XYELJ‘]Q}

IA
3
&y
»

k7(")

s

La tultima convergencia se debe a que 1 — % < 0. En consecuencia

K
- Ca
0 < lim limsu Var(Xe.)=b< lime?™® =0,
T =0 "_H'ij; ( nJ) T =0 2—«

pues 2 — a > 0, por lo que la condicién b) del Teorema 4.3.1 se cumple con b = 0.

Entonces, el segundo enunciado del Teorema 4.3.1 implica que S, — a, BN Yo
para alguna sucesién {ay, }, donde

Sp=Xpi 4+ Xpn=n"0 (Wy + -+ W,)

es la suma de las filas del arreglo triangular {X,,;}, ; v la variable aleatoria Y} es
una variable aleatoria infinitamente divisible con medida de Lévy ¢ y sin compo-
nente normal (b = 0).

Supongamos que 0 < a < 1. Entonces, el Teorema 4.3.1 implica que podemos
tomar {a,}, de acuerdo a (4.10). De esta manera, E [e®Y0] = e¥0(¢), donde

bol6) = / (0 1 —igyIyy<ny) H(dy)

/ (eiéy _ 1) o(dy) — i{/yl{\y\gR}d’(dy)
—CT(1 — a)(—i§)* — ita.

= YPp(§) = —=CT'(1 — a)(—i&)* — ia. (4.13)
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Noétese que

R
a:/yI{\ylgR}¢(dy) = / yCay " tdy
0

R

11—« C
= Ca’Z = —% pla
11—« 1-«a
para cualquier R > 0. Ademds, nétese que
K,
R _1
Ay = Z E [an] = nk |:7’L « WJI{|ncIXW‘<R}:|
=1 e
1
na R
= nt a/ci yCoy > Ldy
Ca L aCw Ca
— Rl—a S e Rl—!l = qa.
l-«a " l—a n=+0 1—-a “

La convergencia en el ltimo paso se debe a que 1 — = < 0. Gracias a (4.13),

dada Y una variable aleatoria con ley estable unilateral y funcién caracteristica
e~ CT=)(=i6)" ' hodemos escribir Yy = Y — a. Entonces, puesto que a,, —a — 0,
tenemos que

Sn—azSn—an+(an—a)i>Y0.

. d

En consecuencia S,, = S, —a+a — Yy +a = Y. Por tanto, podemos tomar
. 7 . . Lre ’ . — — —7 [

an, = 0y en consecuencia, el limite tiene funcién caracteristica e~ ¢T(1—e)(=i€)%

Ahora consideremos el caso 1 < a < 2. Entonces, el Teorema 4.3.1 implica que
E [eigYﬂ] = e%(©) donde

Yo(§) = /(eigy —1—i&ylqy,<ry) ¢(dy)

- /(eisyf 1—ify) ¢(dy)+i§/yf{|y\>R}¢(dy)

I'2 -
= "o e tica
donde
Ca 1_,
a = /y1{|y|>R}¢>(dy) = 131
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para cualquier R > 0. Ademads,

1 1
1_i0405 l_iOACE
« :—a+n a
1« a—1

COé 1
ap = R =—a+n'"om.

C1l-a
Entonces, dada Y una variable aleatoria estable unilateral con funcién caracteristi-
ca -
-«
{2 )
a—1

podemos escribir Yy —a = Y. En efecto, nétese que
d
Sn — Qp — YQ

11 «

an+a=n"= Cw :nl_%E[W]:nl_%ml

l1—«

. . _1 d

implican que S, —n'"am; = S, —a, —a — Yy — a = Y. Entonces, podemos
1

tomar a, = n'"am;. O

4.3.3. Limites estables bilaterales

Ahora, se demostrard que una variable aleatoria estable emerge como el limite
de una caminata aleatoria con saltos de Pareto que permite saltos negativos y
positivos. Al igual que en el caso unilateral, no es necesario anadir una constante
de centrado cuando 0 < o < 1 y en el caso 1 < a < 2 podemos utilizar la media
como la constante de centrado.

Teorema 4.3.4. Sean W1,..., W, v.a.i.i.d con funcion de distribucion

PW >z)=pCz™“

PW < —z) =qCx™¢
para todo x > C’%, donde C' >0y0<a<2yp,q>0tal que p+q = 1. Entonces

nE (Wit W) —an Y (4.14)

para alguna sucesion {ap},, donde Y es una ley estable con representacion de
Lévy [a,0, ¢, donde ¢ estd dada por

pCoy = dy st y>0

¢(dy) = (4.15)
qCaly|=* tdy,.. si y<0.
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510 < a <1, podemos escoger a, = 0. Entonces, Y tiene funcion caracteristica

(€)= B [e*"] = exp {pCT(1 — a)(—i€)* + qCT(1 — a)(i)*}. (4.16)

Si 1 < a < 2, podemos escoger a, = nl_%ml, donde my = E [W]. Entonces, Y
tiene funcion caracteristica

I'2-a)

(&) = E[eY] = exp {pC —

(ig +acmE=ge ) an

Demostracion. Al igual que en el Teorema 4.3.3, definimos el arreglo triangular
Xp;=n"sW; j=12,...,n

La deslgualdad de Markov implica que para todo € > 0 y n suficientemente grande
tal que nee > C’f se tiene que

E|W;
0< P(Xyl>2) < ”J”

nee
1 —on

= - pCam adm—&—/ qCo(—z) %dx
Nna«e —0
1 cow

= . pCax adac—/ qCoax™%dx
nage “+o00
1 Hoeo

= . { pCax™ O‘dx—f—/ . qCam_O‘dx}
nag o

_ (p+q)Cw 0

Esto implica que se cumple la condicién (4.8).

Ahora, demostremos la condicién a) del Teorema 4.3.1. Notar que para y > 0 se
tiene que

Kp,=n
> P(Xy>y) = P (W;>n¥)
j=1

= npC (néy) e pCy~ ¢
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Kfnp(an <-y) = nP (Wj < _né)

j=1
1 -
= nqC (ngy) =pCy~*
siempre que ne >Ca. Entonces, la condicién a) se mantiene con
¢(—00, —y) = Cqy™*

y
oy, +00) = pCy~*

para y > 0, lo cual es equivalente a (4.15). Por otro lado, para cualquier € > 0 y
n suficientemente grande, se tiene que

n—’I’L

0< Z Var = nVar (an)
= E [(Xfu' 2} - lx;,)
< B [(ijﬂ

- [ i {wwﬂ

= £2 —nl s C= € .
2—a 2—« n—+o00 2—«

Gracias a esto, la condicién b) del Teorema 4.3.1 se tiene con b = 0, pues

K‘n,
0 < lim limsupz Var(Xy;) =b< lim 52_0‘2 =0.

e=0 p 1o = e—0 —

Entonces, el Teorema 4.3.1 implica que S,, — a, LN Yy, donde Yy es una variable

aleatoria infinitamente divisible sin componente normal y funcién caracteristica
E [eifyo} = e%o(§)

Si0 < a< 1, para todo R > 0 se tiene que

bo(6) = / (50 1 —igylyyemy) H(dy)
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- / (0 1) g(dy) — i€ / YL <y 6(dy)
“pOT(1 — a)(—i€)® — gCT(1 — a)(i€)® — ita,

donde

a = /yI{Iy\SR}¢(dy)

R 0
/ ypCay *dy + / yqCo(—y)~* 'dy
0 —R

Ca _
Ademas, podemos escoger
Ky
_ R _ -1 ) L
a, =Y E[XE] = n'"5E [W]I{IWanQR}}

s no R —Cé
= n'"a /1 pray‘l_"der/ . yqCaly|~' " dy

o —naoa R
COL 1 « 1
= — @R —nl"a(p—q)——C=.
TP P-ad1—
Esto implica que a, —— lcfo‘(p —q)R'™® =a, pues 1 — £ < 0 en este caso.
n—+o00 o o

Definimos Y = Yy + a, la cual es una variable aleatoria infinitamente divisible

con funcién caracteristica (4.16). Notar que S,, = S,, — a, + ay, i> Y, es decir,
podemos tomar la constante de centrado a, = 0.

Sil< a< 2, para todo R > 0 se tiene que
Yo(§) = /(6@ — 1 — i€yl <ry) (dy)

= /(ei@ —1—1i&y) ¢(dy) +i€/yf{|y\>R}¢(dy)

I'2-—a)
o1

(—i)* + qC%

(i§)* + i&a,
donde
a = /y1{|y\>R}¢(dy)
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“+oo
= / ypCay = dy + int_E ygCa(—y) = 'dy
R

Ca

o _ 11—«
= —7b-gR"

Ademas, del célculo de a,, notemos que

C ,
an =1 _aa(p R =0T (g facé = —a+n'"wTmy

1—

: . 1 .
Definimos Y = Yy — a. Entonces, puesto que a,, + a = n -~ amy, se sigue que

1 d
S, —n'"am; =8, —a,—a—-—Yy—a=Y.

En consecuencia, en el caso 1 < a < 2 podemos tomar la constante de centrado
1

como a, =n *%ml. O
Observacion 4.3.5. Como hemos podido ver a lo largo de esta seccién, cuando
0 < @ < 1, no es necesario anadir una constante de centrado para garantizar la
convergencia de la suma de variables aleatorias de Pareto en una variable aleatoria
estable. Sin embargo, en el caso 1 < a < 2 es posible anadir una constante
de centrado sin que la convergencia se vea afectada. Ademaés, esta constante de
centrado puede ser tomada como a,, = nlféml. Las variables aleatorias limite en
el caso 1 < a < 2 son conocidos como variables aleatorias estables centradas. Esto
se debe a que en las distribuciones que siguen una ley de potencias, en el caso
1 < a < 2 el primer momento existe y su segundo momento diverge. Sin embargo,
como ya habiamos discutido, cuando 0 < a < 2, generalmente el primer momento
0 esperanza no existe.

4.3.4. Procesos estables de Lévy

El proceso de Poisson y el movimiento Browniano poseen incrementos estacio-
narios e independientes. Sin embargo, tienen trayectorias diferentes, el movimiento
Browniano tiene trayectorias continuas, mientras que el proceso de Poisson posee
discontinuidades (o saltos) de longitud 1. Por otro lado, existe una clase amplia
de procesos estocdsticos conocidos como procesos de Lévy, los cuales ademds de
poseer incrementos estacionarios e independientes, combinan las caracteristicas
del proceso de Poisson y el movimiento Browniano. Los procesos de Lévy poseen
trayectorias continuas, continuas con discontinuidades (saltos) ocasionales y dis-
continuidades puras. Como veremos, este tipo de procesos emergen como el limite
hidrodindmico de variables aleatorias que siguen una ley de potencias (distribucién
de Pareto).
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Proposicion 4.3.6. Sean Wy, ..., W,, v.a.i.i.d con ley de distribucion

PW >z)=pCz™“

PW < —z) =qCz™¢
pamac>C’é, C>0yp,q>0 tal que p+ q=1. Entonces

a. Si0<a<l
[nt]

NSy =nTE Y W S Z, (4.18)

j=1

para todo t > 0, donde

E [eigz‘] = exp {—tpCT(1 — o) (—i&)* — tqCT'(1 — a) (i)™} . (4.19)

b. Sil<a<?2

[nt]
n~a {Spy — [ntlmy } = n-w Z (W; —my) 4 7, (4.20)

j=1
para todo t > 0, donde m; = E[W] y

B[] = enp {ipe C = i) 1 et g a2

Demostracion. Antes de empezar con la demostracién de la proposicién, recorde-
mos la siguiente desigualdad para la funcion parte entera:

nt—1< [nt] <nt

1 [nt]
—t—-—-<— <t
n o on

En consecuencia, se tiene que
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Si0 < a <1, el Teorema 4.3.4 implica que la caminata aleatoria n_éSn converge

en distribucién a una variable aleatoria Y con funcién caracteristica i dada por
~ .z s _1 . .

(4.16). Sea fi,, la funcién caracteristica de n~ = W}, entonces la caminata aleatoria

n~ a8, tiene funcién caracteristica ji, (€)" y
~ e .
fn (€)™~ (€)

para todo £ € R. Esto implica que la caminata aleatoria n-=S nt] tiene funcién
[nt]
caracteristica ji, (€)["". Entonces

[nt]

(O = (1 (™) 7 —— (6" (4.22)

n—-+oo

En consecuencia, el teorema de continuidad de Lévy implica que para cada t > 0,
existe una variable aleatoria estable Z; con funcién caracteristica (4.19) tal que

77,7%5[”,5] i) Zy.
b)

Sil < a < 2,el Teorema 4.3.4 implica que la caminata aleatoria nféSn —nlmamy

converge en distribucién a una variable aleatoria estable Y con funcién caracteristi-
N N - . _1

ca f1 dada por (4.17). Sea fi,, la funcién caracteristica de n™a (W; — m; ), entonces

fin (§)" ——— [u(§).

n—-+4oo

En consecuencia, el mismo procedimiento realizado en (4.22) implica que para cada
t > 0 existe una variable aleatoria estable Z; con funcién caracteristica (4.21) tal
que

n”w { Sy — [ntlm1} 4 7z,
O

La familia de variables aleatorias {Z; }+~¢ de la Proposicién 4.3.6 forma un proceso
estocastico estable.

En el caso que t = 0 en (4.18) y (4.20), observamos que se tiene una sumatoria
vacia, es decir, estas sumas son igual a 0. Entonces, podemos definir Zy = 0.

La familia de variables aleatorias estables {Z;};>¢ es un proceso de Lévy. Sin
embargo, aun no hemos demostrados que sus incrementos son estacionarios e in-
dependientes. En este sentido, sean s,t > 0; la Proposiciéon 4.3.6 implica que
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n_éS[m] y n_éS[n(Hs)] convergen en distribucion a Z; y Zi4 s, respectivamente.
Adems4s, notar

N Smias) = 1 Sy 1% (Spagers) — Spn)
) [nt] ) nft+s]
= TL_EZWJ'-F’I’L_E Z Wj.
j=1 j:[nt]—‘rl

De esto se sigue que las sumas S,y ¥ Sin(t4s)] — S[ne) son independientes, pues las
variables aleatorias Wy, Wa, ..., Wy(t45) son independientes. Entonces

F [eo:p {i{n*és[n(t-i-s)]}} =B {exp {ifniéS[m]H E Higrfé (S[n(t+s)] — S[nt])H .

En consecuencia, el Teorema de continuidad de Lévy implica que

E[¢¢%+] = E [#¢%] E {ez‘s(zm—zt)] '

Esto implica que Z; s puede ser escrito como la suma de dos variables independien-
tes Zy y Zyys — Zy. En efecto, como la transformada de Fourier de una convolucién
es el producto de las transformadas de Fourier, entonces la funcién de densidad
conjunta de Zy y Ziys — Z¢ es la convolucion de sus funciones de densidad y, en
consecuencia, necesariamente Z; y Zy+s — Z; son independientes.

Por otro lado, tanto para 0 < o < 1y 1 < o < 2, la Proposicién 4.3.6 implica
que la funcién caracteristica de Z, se puede escribir de la forma e*¥(€). Ademss,
ya que Ziys — Z¢ es independiente de Z;, notar que

E[eiézwrs] — E[eii{ZtJr(ZHs*Zt)}]
_ B[] p o]

Entonces

tFOVE) O R {eig(zm—zt)}

E[eiazwsfzt)} — O
lo que muestra que Z; s — Zy y Zs tienen la misma funcién caracteristica y en
consecuencia la misma funcién de densidad, es decir, {Z;};>0 tiene incrementos
estacionarios. Por lo tanto, la familia de variables aleatorias de la proposicién 4.3.6
define un proceso de Lévy.



Capitulo 5

Modelos de difusion

Uno de los fenémenos més comunes que se ha observado en la naturaleza es
la difusién. La difusién es un proceso mediante el cual la materia (particulas o
moléculas) se transporta desde una regién con altas concentraciones hacia una
region con bajas concentraciones, debido a movimientos moleculares aleatorios.
Este fenémeno es comtunmente ilustrado con un experimento clasico que consiste
en inyectar un colorante o soluto dentro de agua limpia. Al cabo de unos segun-
dos podremos observar como el colorante se esparce de aquella regién con mayor
concentracion a regiones con menos concentracién de colorante. Si fuera posible
observar cada particula de colorante, cada individuo (particula) se comporta co-
mo un caminante aleatorio, por lo que es comin modelar su trayectoria a través
de caminatas aleatorias. En este sentido, mateméticamente el movimiento de la
materia en un proceso difusivo que puede ser modelado mediante caminatas alea-
torias, considerando cada componente de materia como particulas que se mueven
en un espacio geométrico discreto. Por otro lado, la difusion es modelada a través
de Ecuaciones Diferenciales Parciales, mediante la segunda ley de Fick, la cual
afirma que el flujo de materia es proporcional a su gradiente de concentracion,
dando lugar a la cldsica ecuacién de difusion

af D 0*f

ot ox?’
donde la constante D es conocida como el coeficiente de concentracién.
La ecuacién de difusién predice cémo el flujo de la difusién y el gradiente de
concentracién varian con el tiempo, generando acumulaciéon o agotamiento de las

sustancias difusivas. De esto tltimo, podemos notar que la difusién ocurre en la
naturaleza en estados no-estacionarios, donde el tiempo es continuo, ademés de

80
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que las sustancias se mueven a través de un espacio geométrico continuo. Sin em-
bargo, como habiamos discutido, la difusién también se puede modelar utilizando
caminatas aleatorias, donde consideramos que cada particula se mueve en un es-
pacio discreto, lo cual suena algo contradictorio. Entonces, ;de qué manera se
conectan las ecuaciones diferenciales con las caminatas aleatorias?

La respuesta a la ultima interrogante se encuentra en el limite continuo de una
caminata aleatoria, donde es necesario realizar un reescalado adecuado en el es-
pacio parametral y el espacio de estados. En este sentido, estamos interesados
en estudiar el comportamiento hidrodindmico de una caminata aleatoria, lo que
permitird apreciar el comportamiento a largo plazo de un sistema de particulas
que obedecen una ley de probabilidad y también conocer el tipo de ecuacién dife-
rencial que obedece esta ley de probabilidad. Empezaremos estudiando caminatas
aleatorias cuyos saltos siguen una ley de probabilidad con varianza finita, para
posteriormente continuar con caminatas aleatorias cuyos saltos siguen una ley de
potencias (distribucién de Pareto).

5.1. El modelo de difusion tradicional

El modelo de difusién tradicional combina elementos de la teoria de probabili-
dades, las ecuaciones diferenciales parciales y la fisica. Como habiamos mencionado
en la introduccién de este capitulo, el movimiento de particulas suspendidas en
un medio puede ser descrito por una caminata aleatoria. En este sentido, consi-
deremos la sucesién de variables aleatorias {1, }nen independientes idénticamente
distribuidas que representaran los saltos de una particula. Entonces, la caminata
aleatoria

Sn=n1+n2+" 4+,

nos proporciona la localizacién de una particula luego de dar n saltos.

Sea F,(z) = P(n < z) la funcién de distribucién acumulativa de los saltos, y
asumamos que la funcién de densidad existe

fo(z) = F)(x) = P(n = x).

Entonces, los momentos de la variable aleatoria 1 que describe los saltos de una
particula estdan dados por

mir = E [n*] = /kaf,,(x)dx.
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En el presente trabajo, nos referiremos como la transformada de Fourier de una
variable aleatoria para referirnos a la transformada de Fourier de su funcién de
densidad, la cual como vimos en el Seccion 3.1, esté estrechamente relacionada
con la funcién caracteristica por medio de un signo negativo fi(§) = f(ff). La
transformada de Fourier estd dada por:

7(6) = Efeap{—ien)] = / e~ £, (2)da

Si los primeros momentos de 7 existen, la expansién en series de Taylor de la
2 3

funcién exponencial compleja alrededor del punto zo =0, €* = 1+2+ 5+ 57+,

junto con el hecho que f]R fn(2)dz =1, nos conduce a la siguiente expresién:

G /R (1 ieat U -25'30)2 4. ) fol@)dz
/<L4£+(%m G 0&@Mv

/f,7 da:—zg/xfn )dx ——/fon(x)dm—i—/Ro( 22?) f,(z)dz
1—i§m1—§§ my + 0(£?),

para & — 0. Entonces

F(©) =1~ itmy — 3&%ms + ofE) (51)

Consideremos que los saltos 1 estan centrados en cero y tienen varianza meo = o2

finita. Entonces, la expresion (5.1) se puede escribir como

. 2 2
fley=1-7 +o(e),

para & — 0. Por lo tanto, la caminata aleatoria .S,, tiene transformada de Fourier

B[] = E{e—z‘g(m+n2+~-+nn)}

- ﬁE *lﬁm
=1

= Bl = @,
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y la suma normalizada 2z tiene transformada de Fourier

vn
E[eig(n%sn)} — E[ei(éné)sn}
= fomror
2 2 n 2,2
_ (1“+0(n1>> — SR
2n n—oo

Por otro lado, recordemos que la transformada de Fourier de una funcién de den-
sidad normal f con media p y varianza o2 estd dada por la expresién

~ . 02 2

f(e) = 7=,

2,2
lo que implica que el limite e 53 corresponde a la transformada de Fourier de

la funcién de densidad de una variable aleatoria Z ~ N(0,0?), es decir,

&252 - 1 =2
e 2z = Flexp{—i&Z :\/672&676_262 dzx.
ezp (-i2)) = [ oy

Teorema 5.1.1. (Teorema de continuidad de Lévy). Sean {X,}, una su-

cesion de variables aleatorias y X una variable aleatoria en R tal que X, NS
Entonces fn — f uniformemente sobre subconjuntos compactos, donde fn yf
son la transformada de Fourier de las funciones de densidad de las variables alea-
torias X, y X, respectivamente.

Reciprocamente, si {X,}, es una sucesion de variables aleatorias tal que

Fn(&) — (&)

para cada & € R y el limite f(f) es continuo en & = 0, entonces f({) es la trans-
formada de Fourier de la funcion de densidad de alguna variable aleatoria X y

X, % X.

De lo hecho anteriormente, el teorema de continuidad de Lévy nos proporciona
el tradicional Teorema del Limite Central, es decir, existe una variable aleatoria
Z ~ N(0,0?), tal que

Lo _MmAmt- -+ 4

n-z2S5, Z

—
v ’

d . e .
donde — representa la convergencia en ley o en distribucion, la cual en teoria de
probabilidades también suele ser llamada como convergencia débil, cuyo concepto
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es totalmente diferente a la convergencia débil del analisis matemético, donde esta
convergencia estd definida en base a funcionales.

Este argumento puede ser extendido a una caminata aleatoria reescalada

Siey =m +m2+ -+ M)

la cual proporciona la localizacién de una particula en un tiempo ¢ > 0 en cual-
quier tiempo de escala ¢ > 0. Si hacemos que la escala de tiempo crezca cada vez
mas, el tiempo ird cada vez mas rapido, por ejemplo, si la unidad de tiempo con
la que estamos trabajando es en minutos y tomamos ¢ = 60, el tiempo cambia de
minutos a horas.

El limite a largo plazo de una caminata aleatoria reescalada es conocido como
limite hidrodindmico de S| y la idea consiste en pasar de un proceso estocdstico

discreto a un proceso estocastico continuo como se muestra a continuacién:

Para empezar, nétese que

1 2 2 [ct]
E[e"5“ QSM] = <1—52Z +0(c_1)>

|
| — |
/N
—
|
ro|
a1 Q
[\v)
+
QS
~
OI
—
—
~~_
9
[+)

Por otro lado, recordemos la siguiente desigualdad para la funcién parte entera
r—1l<z]<z V zekR

Entonces, se tiene que

<— < —

ct—1 [et] et
c ¢’

c

pues ¢ > 0. En consecuencia, si ¢ — 400, el teorema de estriccién implica que
[ct]

e
¢

puntualmente. Por lo tanto,

c—00

JR 2,
F {e‘lgc ZSW]} —_— e_tsT.
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Para cada t > 0, denotamos a este limite como

202
P, 1) = e 5,

el cual corresponde a la transformada de Fourier de una funcién de densidad
normal con media 0 y varianza o2t, por lo que la transformada de Fourier limite
p(-,t) se invierte en

plo.t) = ———e 7.
V2mo2t
Por lo tanto, el teorema de continuidad de Lévy implica que para cada ¢t > 0,
existe una variable aleatoria Z; ~ N(0,0%t) tal que

Sle
\[/g Az,

Notemos que para cada t > 0, la funcién caracteristica de cada Z; estd dada por
a(€,t) = p(—¢&,t). Entonces, si realizamos un proceso idéntico al que se hizo pa-
ra demostrar que la familia de variables aleatorias de la Propocisién 4.3.6 es un
proceso de Lévy, se puede verificar que la familia de variables aleatorias normales
{Z;} tiene incrementos estacionarios e independientes, por lo que {Z;}; constitu-
ye un movimiento Browniano con media 0 y varianza o?t.

Por otro lado, nétese que

0 . o &2
ap(é.)t) = _352 2
o2
= TR ),

lo cual implica que la transfomada de Fourier p(+,t) resuelve la ecuacién diferencial

2

2 p(E1) = 2 ()D€, 1) (52

Teorema 5.1.2. Teorema de inversién de Fourier Si [, |f(x)|dr < oo, en-

tonces la transformada de Fourier f existe. Ademds, si Iz |f(€)|de < oo, se tiene
que

1

fla) = 5= [ e iee
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Demostracion. Antes de proceder a realizar la demostracion, empezaremos es-
tableciendo la siguiente notacién: dada una funcién h, denotaremos a h; como
h(z) = t=1h (t-12).

Parat > 0y x € R, definimos

+2 &2

o(e) =T

Notar que para cada t > 0, ¢ es integrable respecto a £. En efecto,

. 1262
[l
R
+2¢2
- /e* T de
R
/4 1 2
= ;r/exp{— 52}d§
t ]R1/27r-tl2 2.3

2

[ 1ot ae
R

Entonces se tiene que

2 ity tico— L
I

/ e—if(y—w)—gdf
R

_t2e?

- =] w-a

7&&?2

Por otro lado, recordemos que dada la funcién e(z) = e
formada de Fourier estd dada por la expresién

&) = 2\/5312.
o) = 4*fexp{—4 (x;y)Q}.

Utilizando la notacién establecida al inicio de la demostracion, si definimos

con a > 0, su trans-

Entonces,
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g(x) = 4y/me ™4,

se tiene que

o(y) = gi(z — ).

87

Ahora, como ¢ y f son funciones integrables, se tiene que

[ Feefon = [ o
R R
= | fW)dy)dy
R
= | fWale —y)dy
= f[xg(a).
Puesto que
/ g(x)de = 4v7 [ e dx
R R
1 z?
= 2 -y
7r/R 27T.éegcp{ 51;} x
= 2,
el teorema 8.14 en [Folland]
Jm fx g =27 f
en L' (R). En consecuencia
Jim [ e e fe)de = ()

R

en L' (R). Por otro lado, como f es una funcién

L' (R), |e*| = 1y para cada

2z . . t2¢2 . A
t > 0, la funcién e~t"¢ es continua respecto a &, se tiene que e’fTel&f(f) es

integrable para cada t > 0. Notar que

t2
lim e~
t—0

SE e fle) = e ().
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[ L, 262 (.
Ademads, puesto que para cada t > 0 la funcién e~ 2 alcanza su maximo en

& =0, se tiene que

+2

- ei@f@)‘ =

+2 £2
4

e

fee)l
fe] e ®).

IN

Entonces, el teorema de convergencia dominada de Lebesgue implica que

lim e_#eigmf(i)déh = /Relfzf(f)df-

t—0 R

Finalmente, la unicidad del limite nos lleva al resultado deseado

2 (x) = /R €15 f(¢)de.
O

Multiplicando la ecuacién (5.2) por e’* e integrando respecto a ¢, se tiene lo
siguiente

0.2

.0 ;
/Rel“aﬁ(s,t)dg: 5 Aez%aw,t)d&- (5.3)

Observacién 5.1.3. Sila derivada f’ de una funcién existe y si f, f’ son integrables,
entonces integrando por partes, se tiene que

F 1)

/ e % f(z)dx
R

400

= e p@) L+ () / ¢~ f(2)da
= 0+ (i) f(¢)

= (i€)[(©)

Si f” existe y es integrable, se tiene ademds que

FIIE) = @Ff1E)
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La Observacién 5.1.3 implica que (5.3) puede ser reescrita como

/ zsxé’p(i D g — /eigz}-z [6253(3.23 t)} ). -

En esta ultima expresién utilizamos la notacién F, para referirnos que se trata de
la transformada de Fourier respecto a la variable x, para evitar posibles confusio-
nes.

Finalmente, debemos verificar que

Z:Eap(ft) a QT A
/ ¢ — e = at/ CThE,t)dE Yt > 0. (5.5)

Para demostrar (5.5) usaremos la siguiente versién del Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue.

Teorema 5.1.4. (Teorema de convergencia dominada) Sea {f,} una suce-
sion de funciones medibles tal que

folx) —— f(x) VzeR

n—-+4oo

Si existe una funcion g integrable en R tal que
|fu(z)| <g(z) VneN VzeR,
entonces
lim fn x)dx = / f(x)dx
n—oo R

Escribimos

O [ (&, + h)dE — [y eSTH(E, 1)
@/Rezgmﬁ(ﬁ,t)dé = lim Je P )2 Jr €P(&, t)dE
h—0 Jgp h

dg,

£20,2
—t55 )

donde p(&,t) =

Sea t > 0 arbitrario, pero fijo. Puesto que h converge a 0 podemos considerar h
tan pequeno tal que |h| < %
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El Teorema del Valor Medio asegura que existe ¢ € (0, h) tal que

po2e?
e~h—=— _1 0.252 _cg
= — e .
h 2
Entonces,
2¢2 S2¢2
1 e < T et (56)
implica que
h |h
522
et |1 e M
= e -
Al
S 70252 eitﬁ

2

2.2 _ 0,2 2
Noétese que F(§) := 2 2‘5 e es una funcién integrable respecto a £. En efecto,

2 ZW% 52
/ng)dg "Q/RRFV%;W{—Q . }dc“

" to?

2 1 1 2
. & ——eap & d¢
2 2.2

,/27rwi2 R ,/27rwi2 to?
o2 1

2 ! <+
= =Ty = 0.
2 ,/27rtgi2 to tw/wa%

Entonces, el Teorema de convergencia dominada implica que
0 , e O
— [ STp(E)E= [ T —p(&,t)dE. 5.7
5 | eitene= [ e i e (57)

Aplicando (5.7) en (5.4), el Teorema de inversién de Fourier implica que para cada
t > 0, la funcién de densidad se Z; resuelve la ecuacién de difusién

op(x,t) 20%p(z,t)

9
ot 2 Ox2

(5.8)



5.1. EL MODELO DE DIFUSION TRADICIONAL 91

La ecuacién (5.8) muestra la relacién entre la constante de dispersividad D := Cal

2
y la varianza de los saltos de las particulas.

En muchas aplicaciones, es util anadir una tendencia vt. Asi, definimos el mo-
vimiento Browniano con tendencia vt como la familia de variables aleatorias
{vt + Z;},, donde Z; es un movimiento Browniano con media 0 y varianza o2t.
De este modo se tiene que la transformada de Fourier

pEt)=E {e—iﬁ(vt—i-Zt)} — ity [e—iEZt] _ p—ifvt—%0?t
resuelve la ecuacion diferencial

‘913;’ B _ (—igv + "2(2'5)2> p(&.t)- (5.9)

Mutiplicamos la ecuacién (5.9) por € e integramos respecto a & para obtener la
siguiente ecuacion:

2

/R (%((9% Dig = -0 /R i€(€, ) + 7 /R (i€)°P(E, t)de. (5.10)

Recordemos que F, [%} (&) = (i€)p(&, t). Entonces, utilizando (5.7) y el Teo-

rema de inversién para la transformada de Fourier, se tiene que la ecuacién dife-
rencial (5.9) se invierte en la ecuacién de reaccién-difusion

op(z,t) op(z,t) 0% 0%*p(z,t)
= — — . 5.11
ot v ox + 2 022 ( )
La funcién de densidad del movimiento Browniano con tendencia
1 z—vt)?
pla,t) = ————e~ 5 (5.12)

V2mo?t

es una densidad normal con media vt y varianza o%t, que resuelve la ecuacién
diferencial (5.11).

La ecuacién de reaccién-difusién (5.11) representa el limite hidrodindmico de una
caminata aleatoria cuyos saltos tienen una media m; = E[n] = v distinta de cero.
En efecto, escribimos

[ct]

Slet) = Z Mk
k=1
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como

[ct]
Siet) = E (k. — v) + [ct]v.

k=1

Asi, la variable aleatoria 1, — v tiene media 0 y varianza ¢2. Sin embargo, la
[ct] 1 [et]

suma » ., (nr — v) crece como c2 y la suma [ctlv = ), v crece como ¢ para ¢
suficientemente grande. Entonces es necesario realizar un reescalado a dos escalas
de la siguiente manera:

© 1 [ct]
SY(t) = 7 (1 = v) + ==,
k=1

cuya funcién de densidad tiene transformada de Fourier

_ieg(@ 102¢2 _ [et] Lk ot lpo2g2
E[e &S t:| — (1_ +0(C 1)) e iz[ct]v e ifvt—5to=¢ )
2 ¢ c—00
Fisicamente, seguimos una nube de particulas (copias independientes idéntica-
mente distribuidas de una caminata aleatoria S[ct]) en un sistema de coordenadas
movil con origen en vt. En este sistema de coordenadas mévil, la nube de particulas
se propaga de acuerdo a la ecuacién de reaccién-difusion.

5.2. El modelo de difusion anémala

En la seccién anterior vimos que el modelo de difusion tradicional representa
el limite hidrodindmico de una caminata aleatoria con saltos de varianza finita.
Sin embargo, en muchos fenémenos del mundo real, los saltos de las particulas
siguen una distribucion de cola pesada. Entonces, emerge un modelo diferente que
describe el limite hidrodindmico de este nuevo tipo de caminata aleatoria; este
modelo es conocido como el modelo de difusién andémala, el cual involucra una
derivada temporal y una derivada espacial de orden fraccionario.

La difusién anémala emerge en sistemas desordenados o que se encuentran lejos
del equilibrio termodindmico [3], donde la complejidad del sistema induce un com-
portamiento anémalo en el desplazamiento y la dispersién de una particula que
se difunde en un medio. Un ejemplo de difusién anémala, se halla en hidrologia
de aguas subterraneas, donde los saltos de las particulas de un contaminante o un
mineral en el agua siguen una ley de cola pesada, debido a que las particulas son
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arrastradas rio abajo a grandes velocidades.
Al igual que en la seccién anterior, consideremos la caminata aleatoria

Sn=m+n+-+n,

y supongamos que los saltos 7 siguen una distribucién de Pareto centrada, es decir,
tiene media 0.

Observacion 5.2.1. Una variable aleatoria de Pareto X con coeficiente 1 < v < 2
tiene funcién de distribucién acumulada

1-Ca™ si z>Cw
Fx(z)=P(X <z)= (5.13)

y funcién de densidad

aCz=@1 si z>Cxw
fx(x)=P(X =x) = ) (5.14)
0 st x<Ca.

El k—ésimo momento estd dado por

mk:E[Xk] = /Rzkfx(x)dx

—+oo
= Ca/ P

1
Cao

o | T
xka

k—a
(0% k
= Ca
a—-k
donde 0 < k < « es un entero positivo. Para k > «, el k—ésimo momento no
existe, puesto que la integral de my diverge. Entonces, para 1 < a < 2 el primer
momento m; existe, pero su segundo momento no esta definido (es infinito).

= Ca .
r=Co

Proposicion 5.2.2. Una variable aleatoria de Pareto X con funcion de densidad
(5.14), para algin 1 < o < 2 tiene transformada de Fourier

E[e7®X] =1 —ifmy + D(i6)* + O(€?) (5.15)
para & tendiendo a 0, donde D = C%.
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Demostracion. Nétese que

—+oo
E [e*zfx] = / ) e 8 Car™ Ldx
Ca
+oo ]
= /CL (e"f’” +1—1+x — ifm) Cax™* tdx
“+o0 “+oo
= . Cax~* tdx —i¢ . rCoz™* da
Ca ca
+o0 )
+/ . (e*’& -1+ i{x) Cax=* tdx
Ca

1
Ca

+o0 )
= 1—imy + / (6_25” -1+ igx) Caz~ % Lldx

+oo )
= 1—ifmy + C'/ (67’& —1+ifzx)az™ dz
0

ca
—C/ (e‘if‘r -1+ zfa:) ar~* .
0

Para continuar, debemos determinar expresiones simplificadas de las siguientes
integrales:

+oo )
L = / (e"ga’ -1+ i{:c) ar~* tdz,
0

1
c=
L, = / (e*i&” -1+ zfx) ar~* dz.
0

Para el cdlculo de I, integramos por partes tomando u = (e_ifx -1+ zfm) y
dv = ax~* 'dz. Entonces

+oo
L = - (e*igz -1+ i) :E*O‘sz —|—/ i€(1 — e %)%z
0

“+o0
0+ / i€(1 — e %)%z
0
+oo )
= / i€(1 — e %) =%y,
0

se anula, pues

Notese que el término en la frontera — (e_‘f‘” -1+ z{x) x_a‘+oo

z=0
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‘— (e7®* —1+ zfx)| = |cos({x) —isen(Ex) — 1+ i&x|
= [(cos(&x) = 1) +i (§x — sen(Ex))]
< eos(§x) — 1] + [¢x — sen(Ex)|.

Para 0 < & < 1, el teorema del valor medio implica que existe ¢ € (0, x) tal que

|cos(§x) — 1| < [€] - |sen(&c)|x. (5.16)

Nuevamente, por el teorema del valor medio, existe h € (0, c) tal que

Isen(§c)| < [€] - [cos(§h)le
< [z
Entonces
|cos(éx) — 1| < €222, (5.17)

Utilizando el mismo razonamiento y (5.16) se tiene que

|¢x — sen(Ex)| < €222 (5.18)
Las desigualdades (5.17) y (5.18) implican que para 0 < z < 1, se tiene que
|- (e7% —1 +ix) ™| < ¢ (5.19)
Puesto que 2 — a > 0, la estimacién (5.19) implica que
— (e‘ifz -1+ igx) x_o" =0.

=0

Por otro lado, puesto que 1 — a < 0 y a > 0 se tiene que

0< |f (e*ig"” -1+ ifm) :c*a|

IN

o5 1] a0 + lia] - |2~

|7 — 1| 2|7 + [¢] - o T —— 0.
Tr——+00

Por lo tanto, I = fOJrOO i&(1 — e7%®)z~*dx. Nuevamente, integrando por partes

con u = —ife %% 4 i€ y dv = x~dx se tiene que
Lo gl | T (i&)2 [ _,
I =4 (1—e ™) — Tikrglrag 5.20
=g f) e B [T eetea o)
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De manera similar a (5.16), el teorema del valor medio afirma que existe Cy, > 0
tal que

) xl—(x
iE(1—e 80 | < O, 5.21
i€ (1 — e "5%) T a| S Cat (5.21)
para 0 < x < 1.
Dado que 2 — « > 0, (5.21) implica que
. xl—a
iE(1—e ) —|  =0o.
zé( e ) —al,_,
Ademas, dado que 1 — a < 0 se tiene que
¢ xl—oz
Ii iE(1l—e ) —— =0
a:—lgl-oo “ ( ¢ ) 1—«

En consecuencia, el término en la frontera de (5.20) se anula y se tiene que

. 2 00
I = (i) / e Tl =y
0

a—1

En esta tultima expresion, realizando el cambio de variable z = i{x se tiene que

7, = U0 /OOO e—2p2malg, @L)ir(z — a) = D(i€)".

a—1

En el caso de I, el Teorema de Taylor implica que existe y € (0,z) tal que

2
e~ 1w — (i€)%e T = 0. (5.22)

La ecuacién anterior implica que

2
e—ifm -1 +Z£l" — @
2
Entonces
¢2 Cw
1] < —/ Cox™ '~ 2?dx
2 Jo
Cw
_ 5200[ w2—o¢
- 2(2-a) 0
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aCs 9
2(2 — )

acé
2(2—a)

Notar que como 2 > ay C' > 0, se tiene que > 0. Ademds, para £ tendiendo

1
a 0, existe M = 2?‘20_‘;) > 0 tal que

I < M€,
es decir, Iy = O(£2). Por lo tanto,
E [e7®¥] =1 —i&mq + D(i€)* + O(&?).
O

Al principio de esta seccion, por facilidad elegimos una caminata aleatoria con
saltos de Pareto centrados, lo cual se justifica a continuacién:

Sea X una variable aleatoria de Pareto y tomamos las variables aleatorias 11,72, ..., 7,
independientes idénticamente distribuidas con X — my, entonces E[ni] = 0 y
Var[ng] = 400 .

SiC = 11(@"27_710() > 0, la Proposicién 5.2.2 implica que

E [eﬂ'&(xfml)} = E[e#X]¢itm
= [L—i&my + (i)™ + O()] - [1 +ima& + (im1€)* + O(¢%)]
= 1+ (i) +0(&?)

Entonces la caminata aleatoria S,, = n; + 172 + - -+ + 1, tiene transformada de
Fourier

Efe7®5] = (14 (i€)*+0(€%)"  para € —0. (5.23)

Ademas, de (5.23) se tiene que la caminata aleatoria normalizada n~=S, tiene
transformada de Fourier

E {eiﬁnisn] - <1 0% o (ni))n (5.24)

n

Como % > 0, se tiene que n"a — 0, de donde:
n—-+o0o
0 (n*%) — 0.

n— oo
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Ademas, recordemos que

n
lm (1+ f) — et
n

n——+oo

puntualmente. Esto implica que

E |e—i€n w5, , IO
n—oo
El teorema de representacién de Lévy implica que e(®)” es la transformada de
Fourier de una variable aleatoria estable. Entonces, existe una variable aleatoria

Z estable tal que E [e7%%] = (i9)",

En consecuencia, el teorema de continuidad de Lévy implica que una caminata
aleatoria con saltos de cola pesada converge en distribucién a la variable aleatoria
estable Z, es decir,

1 :771—’_772—’_.—’_7771

n- oS, Ny

ni
Observacion 5.2.3. Notemos que de cierta forma, la tltima expresién es muy si-
milar al Teorema del Limite Central, por lo que, grosso modo, puede considerarse
como una extensiéon del Teorema del Limite Central para variables aleatorias con
varianza infinita.

Ahora, consideremos la caminata aleatoria con saltos de ley de potencias reesca-
1 . . .
lada ¢ S[y. La transformada de Fourier (5.24) implica que

E [%P{—ifciés[ct]}] = <1 + (G +0 (cﬁ)) “ —— 07

C c—00

donde el limite

0" = g [eﬂfz’f] =p(,t) = / e %%p(z, t)dx
R
es la transformada de Fourier de una funcién de densidad estable. En consecuen-
cia, el Teorema 4.3.1 implica que la familia de variables aleatorias {Z;}, constituye
un proceso de Lévy.

Claramente, la transformada de Fourier p(&,t) = et resuelve la ecuacién dife-
rencial
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9p(&, t)

o = (€)' = (i) p(&, b). (5.25)
La Proposicién 2.1.3 implica que el lado derecho de (5.25) se invierte en
9p(&: 1) 1 9°p(x,t)
et e = — —. 5.26
/R ot 3 2r Oz~ ( )

Ahora, utilizaremos un argumento similar al caso normal para mostrar que

/ 1516}3(5 t)d§ /eifmﬁ(g,t)df,
R R

donde p(€,t) = (07,

— et|§|o‘cos(%)7 pues

Observacién 5.2.4. Nétese que |e"(i)"
(@)* = (i-sgn(§)E)"
= [feos (5) 500 (5) eomcrl]
= [¢|eapfi- sgn() 5}
= el [cos (son©) o

7) +1i-sen <5gn(§)7>}
= |¢° [cos (O; ) +1i-sgn(&)sen (%)} .

Notar que
e D+ h) — P&t
9 / ix A(g t)dé. _ 111’11 6z§a:p(£a + ) p(f? )dg
ot R h
Ademas, la Observacién 5.2.4 implica lo siguiente
pEt+h)—pEt)| e(E+h) ()™ _ ot(i)*
h B h
el |1 = PO ‘
— 1(1€) - . 5 «
e - i
w169
_ gh(i®)®
— tlelveos( ) ’16’ e
h(ig)"

Por otro lado, para t > 0 fijo y |h| < —§cos (%), una expansién de series de
Taylor muestra que
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e

n(i€)®
i, Mg
' n(i€)®

L ()
S G

elnGe| _q

|h(i€)*|
eIl el _q

] - [€]*

‘1 _ ehlie)® ‘
h(i&)"

Ademds, para |h| < *COS ( 5 ) el Teorema del valor medio implica que

elRIIE™ 1 < |p| - |g|ocemFeos () kI (5.27)

La expresién (5.27) implica que

H(&E,t+h) —p(&,t (gl ra t
p(f» + ) p(f? ) S |£|ae%|§| cos(T) v ‘h| < —Zcos (E) (528)
h 2 2
Observacion 5.2.5. Notar que el término f%cos (%) es estrictamente positivo,
pues
l<a<?2

T
< =<
2 2

2.0 > cos (%) > —1.

Definimos Cf+ = —%cos (%) ‘cos( | > 0, y notemos que la integral
respecto a £ del término a la derecha de (5. 28) se reduce a

/ €[ €1 cos (%) g = 2/ g Cott” ge.
R 0
Realizamos el cambio de variable u = Cy +£* y vemos que

e ra 2 e
/ |€|a6§|§| COS(T)dE _ — / u1+éflefudu
R aC = Jo

a,t
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2 1
aC (67

1
a,t
ma

Entonces, |é~|ae%\§\°‘cos( ) es integrable respecto a &, para todo ¢ > 0. Luego, por
el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que

o [, o h) —p
i Leatenie = g [ oo POIESIE g o)
/R eiﬁmiap(ai’t) de. (5.31)

Entonces, (5.26) y (5.31) implican que p(z,t) resuelve la ecuacién de reaccién-

dl‘ uSi’ CC. i a ( ) ( )
f Or a p x7 t p :L'7
f (0) 1 a 1 r;. 2

La ecuacién (5.32) modela la super-difusidn. Por otro lado, notemos que Z. y
Ca Z,; tienen la misma distribucion, pues

Ee 7] = p(& ct)
_ et

ptlica )
~ ichen - g [oeta]

Esta propiedad es conocida como autosimilitud. Lo cual implica que la solucién
de (5.32) satisface la relacién de escala

p(z,t) = c_%p (c_ix’t) VreR Vt>0,
pues

Fu[p(, )] (€)=

3>

(e

e e T p(a, &) dar

eﬂfzc*%p(cfé z,t)dz

—
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= Flewpe s (),0)].

En particular, la velocidad de propagaciéon es t«, la cual es méas rapida que la
. ! . e g (s 2
velocidad de propagacion t2 en la ecuacion de difusion cléasica % = %, ya que

l<a<2
A continuacién, anadimos una escala D= y una tendencia vt al proceso estable Z;

para definir el proceso de Lévy con tendencia vt + DiZt7 cuya transformada de
Fourier estda dada por

P&, t) = B [eap{—i€(vt + D= Z)}| = ewp{—ivt + Dt(i€)"},
la cual resuelve la ecuacion diferencial

9p(&,t)
ot

= (=ifv + D(i&)*)p(&, 1)- (5.33)

Analogamente al caso normal y utilizando (5.32), la ecuacién diferencial (5.33) se
invierte en la ecuacion de reaccién-difusién fraccionaria con tendencia

o op 0

ot~ oz T oxe (5:34)

En hidrologia de aguas subterréneas, la ecuacién (5.34) es también llamada ecua-
cién de dispersion-adveccion fraccionaria (FADE). La adveccién es el desplaza-
miento de las particulas suspendidas en agua en movimiento, y la dispersiéon es la
propagacion de las particulas que siguen diferentes trayectorias de flujo a través
de un medio poroso.

La densidad de particulas que resuelve (5.34), tiene un centro de masa mévil x = vt
y se propaga a una velocidad té, debido a la autosimilitud.

5.3. Un modelo de difusién anémala mas general

Una ecuacién de difusién fraccionaria mas general se asocia a una caminata
aleatoria con saltos que siguen una distribucién de Pareto bilateral. Sea X una
variable aleatoria de Pareto con coeficiente 1 < a < 2, entonces su funcién de
densidad esta dada por
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pCax1 st z>Cx
fx(@)=4¢ 0 si —Ca <z <Cw
Calz| " si r< —Ca

donde C' > 0 y p, g son dos reales positivos tal que p + ¢ = 1. Entonces,

mk:E[Xk] = /R:ckfx(x)dx

1
Ca —o0

+o00 7C%
= pCa/ xkfo‘fldx—FqC'a/ 2 (—z)" lde

= pC% @ + qCa JrOO(—l)kyk_o“_ldy
a_k C%

(p+ (1)) O% —.

para 0 < k < a. Cuando n > «, el k-ésimo momento no existe.

La transformada de Fourier de X se puede calcular inmediatamente utilizando la
Proposicion 5.2.2 como se muestra a continuacion:

Ee®X] = /e_igxfn(x)dm
R

Q=

0o -C
= p/ ) eifzm_o‘_ldx—i—q/ e Ca(—x)" 1da

Ca e
+oo
= p[l—iém+ D(i&)* +0(¢?)] + q/ 1 Y Oy~ dy
Ca

= p[l—iém+ D(i&)*O0(*)] + q [1 +i&m + D(—i&)™ + O(&?)]
= 1—(p—q)iém+ pD(i&)* + ¢D(—i&)* + O(£?),

o 1 o o T'(2—a)
donde m =Co 25y D=C—"=".
Ahora, consideremos la caminata aleatoria S,, = n1+n2+- - -+, donde 11,12, .. ., Ny

son v.a.i.i.d con la variable aleatoria Y = X — m;.
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Puesto que m; = (p— ¢)m = E [X], se sigue que la variable aleatoria Y = —m;
tiene transformada de Fourier

B [efigy] - E [eﬂ'gx] eigma
[1—i&my + pD(i&)* + ¢D(—i&)* + 0(¢%)] - [L + i&m1 + O(€)]
= 14 pD(i&)™ + qD(—i&)* + O(£?).

. . . s, .
En consecuencia, la caminata aleatoria reescalada 241 tiene transformada de Fou-
a

rier

1 fe\a e\ [et]
E[eiﬁc‘*sw} = (1+pD((;§) +qD(OZ£) +O(Ci)>

RN RN [ct]

_ (1 | pDig) +OqD<—z£) +O(C_;)> |

B [e—iscisw} , otpD(i) +aD(—i€)"]

c——+o0o

La transformada de Fourier p(£,t) = etlPD(i8)* +aD(=i8)"] pegyelve la ecuacién di-
ferencial

9p(&, )
ot

= [pD(i§)* + qD(—i§)*] p(&, 1). (5.35)

La linealidad de la transformada de Fourier y la Proposicién 2.1.3 implican que
(5.35) se invierte en la ecuacién de difusién andémala

op(z,t) pD3 p(z,t) +qD3 p(x,t)

. 5.36

ot Ox™ d(—x)e (5-36)

Gracias al teorema de representacion de Lévy, la transformada de Fourier
pEt) = et lPD(E€)* +qD(—i€)]

pertenece a una funcién de densidad estable y, en consecuencia, gracias al Teorema

de continuidad de Lévy, para cada t > 0, existe una variable aleatoria Z; tal que

C_iS[ct] i> Zy.
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Ademas, gracias al Teorema 4.3.6, podemos afirmar que {Z;}, es un proceso de
Lévy. En consecuencia, los procesos de Lévy emergen como el limite hidrodinamico
de caminatas aleatorias con saltos de Pareto y a pesar de no tener una expresién
analitica para sus funciones de densidad, gracias al Teorema de representacion de
Lévy podemos afirmar que estas son funciones de densidad estables, las cuales
resuelven ecuaciones de difusién anémala del tipo (5.32), (5.34) y (5.36).

Observacion 5.3.1. Debemos observar que a lo largo del Capitulo 5 hemos tra-
bajado con caminatas aleatorias que poseen saltos de Pareto, donde el indice de
estabilidad « toma valores en el intervalo abierto (1, 2), esto se debe a que cuando
0 < a < 1, el primer momento de este tipo de saltos diverge [4], por ello no es
posible usar una expansién en series de Taylor para seguir este procedimiento.
Sin embargo, para este caso, el Teorema 4.3.6 nos da una forma explicita para
la transformada de Fourier de la funcién de densidad de las variables estables Z;
cuando 0 < « < 1. Entonces, realizando el mismo procedimiendo a partir (5.25)
llegamos a la misma conclusién del caso 1 < a < 2.



Capitulo 6

Simulaciones

En este capitulo definiremos un paseo aleatorio S, que sigue una ley de po-
tencias con el fin de realizar experimentos computacionales que permitan observar
que, con una escala adecuada, la caminata aleatoria eventualmente se comportara
como un proceso de Lévy. En este sentido, los resultados que esperamos obtener
son trayectorias continuas con saltos (discontinuidades) ocasionales. Ademads, se
simulard las soluciones de la ecuacién de difusiéon anémala. Para ello debemos dis-
cretizar primero la variable espacial de una ecuacién diferencial del tipo (5.36), lo
cual dara como resultado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias respec-
to a la variable temporal. Este sistema de ecuaciones tiene un esquema continuo,
por lo que la variable temporal también debe ser discretizada. Para discretizar la
variable espacial utilizaremos la derivada de Grinwald-Letnikov y en el caso de la
derivada temporal utilizaremos esquemas semi-implicitos de Euler.

6.1. Aproximando el proceso de Lévy

Sean C' >0y p,q > 0 tal que p+ g =1 y consideremos la siguiente funcién:

1/
- (%) si x€(0,q)
H(z) =
1/«
C .
(%) si oz € (q,1),
donde 0 < o < 2. Ahora, sean ui,us...,u, variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas uniformes ¢/(0,1). Entonces, para n € N definimos

la variable aleatoria X,, = H(u, ). Las variables aleatorias X1, Xs,...,X,, siguen
una ley de potencias. En efecto, para x € R se tiene que:

106
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Siz < —C=

P(X,<z) = P ((i)w > —a:)

= P (qc > (x)“)

Por otro lado, si # > C'&

P(X, <z) = P<<1]iin>1/a <x>

1—u,

= P (pr_a <1-— un)
= F,, (1-pCz™?)
= 1—pCz™“.

De este modo, podemos observar que P(X, < x) = fx, (z) ~ 2717 En con-
secuencia, las variables aleatorias X, siguen una ley de potencias. Sin embargo,

notemos que estas variables no estdn definida para valores y € [—Ci,C’i], lo

cual ciertamente no representa un problema, pues podemos tomar fx, (y) = 0.
Por lo tanto,

qC(—x)~* st r< —Ca
P(X,<z)=4 0 st x € [—C’?Cﬂ
1—pCx™® si z>Cx.
Definir variables aleatorias en términos de variables aleatorias uniformes resulta
muy util para realizar experimentos computacionales, debido a que este tipo de
variables aleatorias se las puede simular facilmente o existen funciones predeter-

minadas en distintos programas computacionales que permiten la simulacién de
las mismas.
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Si 0 < a < 1, definimos la caminata aleatoria
S, =X1+Xo+---+X,.

Por otro lado, si 1 < a < 2, realizamos un centrado en la caminata aleatoria de la
siguiente manera,

Sp= (X1 —mi) + (Xo—ma) + -+ (X, —ma),

a
a—1"

donde m; = (p — q)C=

Para simular las trayectorias de esta caminata aleatoria definida, se utilizé el
lenguaje de programaciéon R para generar el siguiente algoritmo:

Caminata<-function(a,q,n)

{

t<-0.4

C<-1

p<-1-q
mi<-(p-q@)*(C~(1/a))*(a/(a-1))
#m1=0 #Cuando 0<a<1

y<-0

for (i in 2:n) {
u<-runif (1)

if (u<q) {
y[il<-y[i-11-(((g*C) /u)~(1/a) - ml)
} else {
if(u>q) {
y[il<-y[i-1]1+(((p*C)/(1-u))~(1/a) - ml)
}
}

3

plot(y, main=’Trayectorias de un paseo aleatorio con ley
de potencias’, xlab=’’,ylab=’’, type="overplotted",
col="cornflowerblue",pch=16,panel.first=grid())

b

Se empez6 considerando el caso en que los pesos p y g son iguales. Una de las
trayectorias obtenidas se muestra a continuacion:
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Trayectorias de un paseo aleatorio con ley de potencias

5 0 5 10
1

-15

Figura 6.1: Simulacion de un paseo aleatorio, « =1.5 y q=p =0.5

Podemos observar que los saltos tienden a oscilar alrededor de 0. Esto tiene sen-
tido, pues la media m; en este caso es exactamente igual a 0.

Ahora, vamos a considerar el caso en que g < p.

Trayectorias de un paseo aleatorio con ley de potencias

10 20 30 40

-10 0

Figura 6.2: Simulacion de un paseo aleatorio, o =1.5 y q =0.1

Notemos que a causa de que el peso p (asociado a los saltos positivos) es mayor al
peso q, los saltos abruptos tienden a ser positivos, lo que ocasiona que la caminata
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aleatoria cada vez tome valores positivos mas grandes.

Trayectorias de un paseo aleatorio con ley de potencias

20 0

-60 40
|

-80
|

Figura 6.3: Simulacion de un paseo aleatorio, o =1.5 y q =0.7

Finalmente, el caso en que g > p, sucede lo contrario que en la Figura 6.2. Pode-
mos observar que la caminata aleatoria tiende a tomar valores negativos cada vez
mas grandes.

Ahora, realizamos un reescalado de la caminata aleatoria S, con 1 < a < 2 de la
siguiente manera:

niéS[m].

En el Teorema 4.3.6 vimos que cuando n tiende a infinito, la caminata aleatoria
converge en distribucién a un proceso de Lévy. Entonces, si N es un entero positivo
suficientemente grande, se tiene que para todo t > 0

N™& (X1 4+ Xo + -+ Xyg — [Nt]my) = Z,
donde Z; tiene funcién caracteristica (4.17).

Para simular las trayectorias del proceso estocéstico limite, vamos a considerar un
algoritmo desarrollado en RStudio, el cual toma como dato la variable N y el
usuario puede empezar a dar valores cada vez méas grandes a esta variable, para
observar el comportamiento limite de la caminata aleatoria.
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P_Levy<-function(a,q,N){
t<-0.1

C<-1

p<-1-q
mi<-(p-q)*(C~(1/a))*(a/(a-1))
#m1=0 #Cuando O<a<1

y<-0

for (i in 2:floor(N*t)) {
u<-runif (1)

if (u<q) {
y[il<-y[i-1]1-((1/n) " (1/a))*(((g*C)/u) " (1/a) - ml)
} else {
if (u>q) {
y[il<-y[i-11+((1/n)~(1/a))*(((p*C)/(1-u))~(1/a) - ml)
}
}

X
plot(y,xlab="t>0’, ylab=’’,type="1",main="Trayectorias de un
proceso estable de Lévy",col="cornflowerblue",
panel.first=grid())

b

Las trayectorias obtenidas por el algoritmo se muestran a continuacién, para dis-
tintos casos:

Trayectorias de un proceso estable de Lévy

o |

o™

=

[en]

2
T T T T T
0 50 100 150 200

t=0

Figura 6.4: Proceso de Lévy con coeficiente de estabilidad o =1.5y q=p =0.5
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Trayectorias de un proceso estable de Lévy

I'D_

o |

|

o

o |

o

v

< T T T T T
0 50 100 150 200

t=0

Figura 6.5: Proceso de Lévy con coeficiente de estabilidad o =1.5 y ¢ =0.1

Trayectorias de un proceso estable de Lévy

-2
|

o -
o
(=]

100 150 200

t=0

Figura 6.6: Proceso de Lévy con coeficiente de estabilidad o =1.5 y ¢ =0.7

Para la simulacién de las trayectorias de un proceso de Lévy, se ha tomado N =
2000. Esto nos permite visualizar que el proceso limite tiene trayectorias continuas
con eventuales discontinuidades o saltos abruptos, lo cual es una caracteristica
fundamental de las trayectorias de un proceso de Lévy. En hidrologia de aguas
subterraneas, si seguimos la trayectoria de una particula, esta serd continua con
un comportamiento aleatorio. Sin embargo, debido a que la particula es arrastrada
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rio abajo, ocasionalmente dara saltos abruptos, los cuales estdn representados en
las discontinuidades de un proceso de Lévy.

6.2. Solucién numeérica de la ecuacion de difusion
anomala

Recordemos que la derivada fraccionaria estd dada por el limite del operador
de retardos fraccionario

af(p = e
df@) 12(1)Z(z_>f(xih). (6.1)

dze 70 e ;
=0
Esta definicién resulta no ser muy préctica para realizar experimentos numéricos,
por lo que es necesario introducir una definicién equivalente con una nocién de
limite inferior a y limite superior b. Entonces, para n — +o00 y z < b podemos
escribir la serie (6.1) de la siguiente manera:

d*f(z) . 1 ¢ if & .
e = hlflo hfa;(*l) <i)f(g:m). (6.2)
nh=x—a

Notar que la serie (6.2) se toma sobre un intervalo [a, x|, es decir, se da la nocién de
un limite inferior. Entonces, para h suficientemente pequeno realizamos la discre-
tizacion con nodos igualmente espaciados a = xg,x1 = h,...,z; =th,...,xxy = b
para ver que

o flay) = @) ii(q)i ey —ih) k=0,1,...,N
x k dzo hai:O i k s Ly ey
1 & o
= MZ(l)’L(Z fk*l k:(),]-v ,N
=0
Si denotamos w§ = (—1)*(%), vemos que

a2 f (o) W0 0 0 - 07/ flao)
d% f(z1) w§ o w§ 0 0o - 0 f(z1)
dg f(x2) ~ | WY wy' wo 0o - 0 f(x2) (6.3)

dg f(zn) Wy W1 Wz o Wi flzn)
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Si p = 1 y denotamos a la matriz en (6.3) como B, € RNTIXN+1 15 ecuacién
fraccionaria (5.36) se puede aproximar de la siguiente manera
@) — DB.p(t) t>0
(6.4)
p(0) = p°,

donde p(t) = [p(zo,t), p(x1,1), ..., plxn,t)]"

Notese que este procedimiento es para 1 < a < 2. Para el caso 0 < a < 1, el
procedimiento es exactamente igual, pero con la diferencia de que hay un signo
negativo junto a la matriz B, en (6.4).

Los esquemas mds utilizados para resolver (6.4) son los esquemas de Euler semi-
implicitos. Para ello, denotemos como p* al valor de p en el instante t*, donde
tF = kAt, para At > 0 tendiendo a 0. De esta manera, el esquema semi-implicito
con parametro 6 es el siguiente:

k+1 k

P A;P :h%Ba (9pk+1—|—(1—9)pk) k=0,1,2...

p(0) = p°,

o de manera equivalente

(6.5)

At At
Inyi— haDGBa} P’Frl = [IN+1 + hT,D(l - 9)3a pk7
donde Iy;1 es la matriz identidad en RVT1XN+1 Gi ) = 0 se tiene el método de
Euler explicito, si § = 1 se tiene el método de Euler implicito, el cual es incon-
dicionalmente estable. De manera general, el método de Euler semi-implicito es
incondicionalmente estable si % < 0 <1y condicionalmente estable si 0 < § < %

Si el peso p < 1, entonces la ecuacién diferencial (5.36) incluye una derivada
fraccionaria negativa, la cual estd asociada a los saltos negativos. Para discretizar
esta derivada usaremos su forma en diferencias finitas, dada por el operador de
avance:

o f (o T (o
PI@) g 12(1)Z(i>f(z+ih). (6.6)

=0

En este caso, es necesario introducir una nocién equivalente con un limite superior
b. Entonces, para a < z y n — +00, se tiene que
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@) _ im S . () fla—i
nh=b—x

Para h suficientemente pequeno, y considerando los nodos igualmente espacia-
dos que utilizamos para la derivada fraccionaria (6.2), se tiene que la derivada

fraccionaria negativa se aproxima como

N—k

dfmf(xk)(m ~ hia (l)i((;>f(ark+ih) k=0,1,...,N

)

| Nk e

= ha (1)Z(i>fk+¢ k=0,1,...,N.
i=0

De este modo, nétese que se tiene el siguiente sistema que aproxima la derivada

fraccionaria negativa,

d2, f(zo) wy Wi wy wg oo Wy f(zo)
d%, f(z1) 0 wy wi wy -+ Wy, f(z1)
Efm) || 00 wf wf o W || S | )
d* . f(zn) 0 0 0 0 w§ flzn)

Notar que la matriz asociada a (6.8) es la transpuesta de B,. De esta manera, el
esquema que aproxima la ecuacién diferencial (5.36) es el siguiente

@) — D H.p(t) t>0 69)

p(0) = p°,

donde H, = pB, + ¢BZL. De esta manera, utilizando el esquema (6.5) se tiene que

At At
IN+1 — hOéDHHa:| pk+1 = |:IN+1 + hiaD(l — Q)Ha pk,

con condicién inicial p(0) = p°.

Por otro lado, notar que



116 CAPITULO 6. SIMULACIONES

ala—1)--(a—i+1)
I(i+1)

al'(i — )

G+ —a)

Wi = (-1

Entonces, si 0 < o < 1 se tiene que

o[ si i=0 6.10)
w; = al'(i—« . .
_F(i+1)F(1za) st 1>0.

Sil< a <2, vemos que —1 < 1 — a < 0. Entonces, para obtener coeficientes
positivos como argumento de la funcién Gamma, realizamos lo siguiente:

(1-a)T(1-a)

I
=
[N}
|
£

I'l-a) T—a)

De esta manera vemos que en el caso 1 < a < 2 se tiene que

1 st 1=0
wd = - ‘ st 1=1 (6.11)
peUmd s i1
Las expresiones (6.10) y (6.11) serdn de gran ayuda para la implementacién de la
matriz H,.

Recordemos que en general las funciones de densidad estables carecen de una
expresion matematica explicita, por lo que las soluciones a la ecuacién diferencial
(5.36) se hallardn mediante simulaciones numéricas. En este sentido, se empezé
implementando la matriz H, mediante el siguiente algoritmo:

matriz <- function(alpha,N)
{
if (alpha<1){
w <- as.data.frame(c(1))
for (i in 1:N)
{
w_aux <- -(alpha*gamma(i-alpha))/(gamma(i+1)*gamma(1-alpha))
w <- rbindlist(list(w,as.data.frame(w_aux)),
use.names=FALSE)
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rm(w_aux)

}

matriz <- setDT(matrix(w))

for (j in 1:N)

{
matriz_aux <- rbindlist(list(as.data.frame(rep(0,j)),
w[l: (N+1-3)]1), use.names=FALSE)
matriz <- cbind(matriz,setDT(matriz_aux))
rm(matriz_aux)

}

return(matriz)

}
else {

if (alpha>1){
w <- as.data.frame(c(1l,-alpha/gamma(2)))
for (i in 2:N)
{
w_aux<-(alpha*(alpha-1)/gamma(2-alpha) ) *
(gamma (i-alpha)/gamma(i+1))
w <- rbindlist(list(w,as.data.frame(w_aux)),
use.names=FALSE)
rm(w_aux)
}
matriz <- setDT(matrix(w))
for (j in 1:N)

{
matriz_aux <- rbindlist(list(as.data.frame(rep(0,j)),
wlil: (N+1-3)]1), use.names=FALSE)
matriz <- cbind(matriz,setDT(matriz_aux))
rm(matriz_aux)

}

return(matriz)

}

}
X

matriz2 <- function(alpha,N)

{
A<-matrix(0,N-1,N-1)
W=as.matrix(matriz(alpha,N))
for (i in 1:N-1) {
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for (j in 1:N-1) {
Ali,jl1=wli+1,3]
}
}
A<-A

Ahora, debemos establecer una condicién inical para el problema (6.9). Para esto,
recordemos que esperamos que para cada t > 0, la solucién de la ecuacién (5.36)
sea la funcién de densidad de una variable Z; proveniente de un proceso de Lévy.
En este sentido, sabemos que p(z,0) =1 si x = 0y p(x,0) = 0 para x # 0, por
ello tomamos p° como el vector cuyas componentes son igual a 0 a excepcién de
cuando z; = 0. Ademds, dado que la solucién del problema (5.36) estd definida
sobre todo R, la idea es hacer que a y b tomen valores grandes, aunque no es
necesario hacer que tiendan al infinito, ya que las soluciones que esperamos obtener
del problema (5.36), a partir de cierto limite tienden a tomar valores casi nulos.
Entonces, tomando en consideraciéon lo dicho en este parrafo, se implementé la
siguiente funcién que depende del peso p y el coeficiente de estabilidad «:

simulacion_numerica <- function(alpha,pl){
#Parametros
n=160
pO<-rep(0,n-1)
for (i in 1:(@-1)) {
if (i==(n+2)/2){
pO[il=1
} else {
pO[il=0
}
}

p<-p0

s=rep(0,1)
if (alpha<i1){
s=-1
} elseq{
if (alpha>1){
s=1
}
}
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Ba<-s*as.matrix(matriz2(alpha,n))

ql<-1-p1

t<-1

m<-100

dt<-t/m

b<-14.5

a<--14.5

h<-(b-a)/n

theta<-0

C<-1

D<-C*gamma (2-alpha)/(alpha-1)

Ha<-p1*Ba +ql*t(Ba)

Bdf=(dt*D/(h~ (alpha)))*Ha

#Solucién

M<-matrix(0,n-1,m+1)

M[,1]1=p0

for (i in 1:m)

{

p<-(solve(diag(n-1)-theta*Bdf))%*%((diag(n-1)+(1-theta)*Bdf)%*%p)

M[,i+1]=p

}

x<-rep(0,n-1)

x[1]=-10

for (i in 2:(n-1)) {
x[1]=x[i-1]+h

}
soluciones <- data.frame(Ejex = x,
ml = M[,20],
m2 = M[,40],
m3 = M[,60],
m4 = M[,80],
m5 = M[,m])
#,
#m5 = abs(M[,501),
#m6 = abs(M[,511))

#Grafico

g <- ggplot(data = soluciones, aes(x = Ejex, y = Solucion)) +
geom_line(aes(x = Ejex, y = M[,20]), colour = "dodgerblue4") +
geom_line(aes(x = Ejex, y = M[,40]), colour = "firebricki") +
geom_line(aes(x = Ejex, y = M[,60]), colour = "darkorange") +
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geom_line(aes(x = Ejex, y = M[,80]), colour = "darkorchid4")+

geom_line(aes(x = Ejex, y = M[,m]), colour = "deeppink2")
g
}
Los resultados que se mostraran corresponden a tiempos t; = 0,2, to = 04,

t3 :0,67 t4=0,8yt5 =1.

Primero se consideré que p = ¢ = % En la Figura 6.7 podemos apreciar que a
causa que p = ¢, la solucién del problema (5.36) tiene su eje de simetria alrededor
de z = 0, por ello podriamos considerar que el proceso de Lévy asociado a las
funciones de densidad representadas en la Figura 6.7 proviene de un paseo aleatorio
con cola pesada simétrico. Ademas, podemos observar que a medida que el tiempo
avanza, la forma de campana caracteristica de esta solucién va achatandose.

0.08-

Solucion
=
=
g

0.02-

0.00-
Ejex

Figura 6.7: Solucion de la ecuacion (5.36), a =1.5yp=gq

Los resultados en el caso p > ¢ se aprecian en la Figura 6.8. Podemos observar que
a medida que la solucién evoluciona, esta va achatdndose, pero con la diferencia
que se presenta una asimeria hacia el eje positivo x y ademas la cola derecha de la
solucion tiende a concentrarse a hacia la derecha a causa de que el peso p, asociado
a los saltos positivos, ocasiona que estos ocurran con mas frecuencia.
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0.08-

0.06-

0.04-

Solucion

0.02-

0.00-
Ejex

Figura 6.8: Solucidn de la ecuacidn (5.36), a =1.5yp > q

Los resultados para el caso p < ¢ se aprecian el la Figura 6.9. Observamos nue-
vamente que la solucién del problema (5.36) va achatdndose a medida que esta
evoluciona. Sin embargo, a causa de que el peso ¢ es mayor a p, observamos que
la cola izquierda de estas funciones de densidad tiende a concentrase hacia el eje
negativo x.

0.08-

0.06 -

0.04-

Solucion

0.02-

0.00 -
Ejex

Figura 6.9: Solucidn de la ecuacion (5.36), a =1.5 yp < gq
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En cada uno de los casos, podemos observar que la forma de la solucién de la ecua-
cién de difusiéon fraccionaria bilateral tiene la forma caracteristica de las funciones
de densidad estables, las cuales como habiamos mencionado con anterioridad, en
general carecen de una expresién matemdtica que las caracterice. Sin embargo,
gracias a los métodos numéricos podemos hallar aproximaciones a estas solucio-
nes, lo cual nos permite describir o entender su comportamiento.



Capitulo 7

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo consisti6 en estudiar el limite hidrodinami-
co de una caminata aleatoria con saltos de ley de potencias (distribucién de Pareto)
y como este se relaciona con la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales frac-
cionarias. En este sentido, el Teorema de representacién de Lévy, el Teorema de
continuidad de Lévy y el Teorema de inversién para la transfomada de Fourier
jugaron un papel importante a lo largo de este trabajo. Las conclusiones de este
trabajo se derivan de resultados tedricos, asi como computacionales.

El resultado del Teorema 4.3.4 nos proporciond la forma de la funcién carac-
teristica de una variable aleatoria limite asociada a una caminata aleatoria con
ley de potencias. La expresiéon matemética de esta funcién caracteristica y el Teo-
rema de representacion de Lévy nos indicaron que eventualmente, una caminata
aleatoria con saltos de ley de potencias se comporta como una variable aleatoria
estable. Este resultado puede ser considerado como una extension del clasico Teo-
rema del Limite Central para variables aleatorias con varianza infinita. Ademas,
podria considerarse como una extensién del Teorema del Limite Central para va-
riables aleatorias con media infinita, ya que en el caso que el indice de estabilidad
0 < a < 1, la media de una variable aleatoria con saltos de ley de potencias
no existe y es por ello que no se requiere anadir un coeficiente de centrado para
garantizar la convergencia en distribucién de una caminata con saltos de ley de
potencias a una variable aleatoria estable.

La Proposicién 4.3.6 es un resultado casi inmediato del Teorema 4.3.4, cuyo re-
sultado nos proporcioné una coleccion de variables aleatorias a tiempo continuo,
a partir de un proceso estocastico a tiempo discreto y espacio de estados discreto.
Para esto, el proceso discreto considerado fue una caminata aleatoria con saltos
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de ley de potencias reescalada y mediante la expresién de la transformada de Fou-
rier del proceso limite, apreciamos que este proceso estocdstico es una familia de
variables aleatorias estables, lo cual en un principio nos dio indicios que se trataba
de un proceso de Lévy. En este sentido, mas adelante se mostré que esta familia
de variables aleatorias posee incrementos estacionarios e independientes, lo cual
permitié confirmar que los procesos de Lévy emergen como el limite en distribu-
cién de caminatas aleatorias con saltos de ley de potencias. Ademads, con el fin
de visualizar este resultado, en el Capitulo 6 se definié una coleccién de variables
aleatorias con saltos de ley de potencias bilateral y a partir de estas variables alea-
torias definimos una caminata aleatoria, de la cual se simulé varias trayectorias.
De estas simulaciones, se pudo apreciar que la presencia de una varianza infinita
ocasiona que la caminata aleatoria presente saltos ocasionales abruptos. Por otro
lado, cuando se reescald esta caminata aleatoria, se pudo observar que las trayec-
torias del proceso limite asociado corresponde a las trayectorias de un proceso de
Lévy.

Por otro lado, si derivamos la transformada de Fourier asociada a la funcién carac-
teristica proporcionada por la Proposicion 4.3.4 respecto a la variable temporal
o siguiendo el procedimiento para el caso 1 < a < 2 del Capitulo 5, se puede
apreciar que la transformada de Fourier de un proceso de Lévy resuelve un tipo
de ecuacion diferencial parcial, la cual a priori no puede ser invertida directamen-
te como en el modelo de difusién clasico. Sin embargo, si recurrimos al calculo
fraccionario, la proposicién 2.1.3 nos permite invertir la ecuacién diferencial aso-
ciada a la transformada de Fourier de un proceso de Lévy. Esto permitioé ver que
las funciones de densidad de un proceso de Lévy resuelven un tipo particular de
ecuaciones diferenciales conocidas como ecuaciones de difusion anémala.

Algo que debemos tener en cuenta es que las funciones de densidad estables en
general carecen de una expresién matematica explicita que las caracterice. Debido
a este hecho, a pesar que sabemos que las funciones de densidad de un proceso de
Lévy resuelven la ecuacién de difusiéon anémala, no es posible hallar una solucién
de manera directa. Sin embargo, los métodos numéricos nos permitieron simular
las soluciones de la ecuacién de difusién anémala (5.36), lo cual nos permiti6 apre-
ciar que en efecto, las funciones de densidad de un proceso de Lévy resuelven este
tipo de ecuaciones diferenciales.

Por otro lado, los semigrupos asociados a procesos de Lévy (mediante una con-
volucién entre una funcién f y las funciones de densidad de un proceso de Lévy)
resuelven el problema (3.20) a través del generador infinitesimal del semigrupo,
el cual coincide con la forma de generador de la derivada de Caputo. Esto nos
permite apreciar que si f es una funcién de densidad, la expresién (3.20) corres-
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ponde a un problema de valor inicial que involucra derivadas fraccionarias y su
solucion es la funcién de densidad de un proceso de Lévy con una localizacién
inicial aleatoria.
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