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RESUMEN

El presente estudio analiza el Equilibrio de Nash para dos empresas que buscan maximizar
sus beneficios con respecto a su decision en precios y ubicacién, en un mercado de bienes
homogéneos para una ciudad lineal, utilizando como base el modelo de competencia
espacial de Hotelling de dos etapas. Particularmente, en este modelo se asume que la
distribucion de los consumidores sigue una funcion de Kumaraswamy, a diferencia del
modelo original donde esta distribucion es uniforme. Es importante sefalar que, para
determinar la solucién analitica del modelo, en este estudio se emplea la teoria de juegos
dindmicos y las propiedades que tiene la funcion de Kumaraswamy. Por otro lado, para
contrastar la solucion analitica se realizan simulaciones numéricas para la determinacion
del Equilibrio de Nash. Los resultados analiticos obtenidos sugieren que, cuando la funcion
de Kumaraswamy es una funcién lineal monétona creciente o decreciente, se cumple el
principio de maxima diferenciacién entre empresas. Por otro lado, los resultados numéricos
obtenidos sugieren que inicialmente se cumple el principio de maxima diferenciacién, pero
a medida que los consumidores se conglomeran en un solo lado de la ciudad, existe
asimetria en las posiciones de equilibrio de las empresas. Es decir, una de las empresas
prefiere mantener su posicion en el extremo de la ciudad y fijar precios bajos; mientras que
la otra empresa decide posicionarse mas cerca de la conglomeracion de consumidores y

fijar un precio mas alto, y asi liderar el mercado.

PALABRAS CLAVE: Modelo de Hotelling, Funcion de Kumaraswamy, Competencia
espacial, Teoria de juegos, Equilibrio de Nash, Ciudad lineal.
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ABSTRACT

The present study analyses the Nash Equilibrium for two firms seeking to maximize their
profits with respect to their price and location decision, within a market for homogeneous
goods in a linear city. It uses Hotelling's two-stage spatial competition model as a basis.
Particularly, in this model it is assumed that the distribution of consumers follows a
Kumaraswamy function, unlike the original model where this distribution is uniform. It is
important to point out that, to determine the analytical solution of the model uses dynamic
game theory and the properties of the Kumaraswamy function. On the other hand, in order
to contrast the analytical solution, numerical simulations are carried out to determine the
Nash Equilibrium. The analytical results obtained suggest that, when the Kumaraswamy
function is an increasing or decreasing monotonic linear function, the principle of maximum
differentiation between firms is satisfied. On the other hand, the numerical results obtained
suggest that initially the principle of maximum differentiation is satisfied, but as consumers
conglomerate on one side of the city, there is asymmetry in the equilibrium positions of the
firms. That is, one of the firms prefers to maintain its position at the edge of the city and set
low prices; while the other firm decides to position itself closer to the conglomeration of

consumers and set a higher price, thus leading the market.

KEYWORDS: Hotelling’s Model, Kumaraswamy Function, Spatial Competition, Game
Theory, Nash Equilibrium, Linear City.
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1 DESCRIPCION DEL COMPONENTE DESARROLLADO

A lo largo de los afios, en el campo de la economia industrial, se ha desarrollado teoria
econdmica centrada en la competencia espacial entre empresas dentro de un mercado, la
cual ha tenido como objetivo comprender y predecir como las empresas pueden ubicarse
dentro de un espacio geografico de manera eficiente. En este espacio, las empresas
buscan maximizar sus beneficios (ganancias), teniendo en cuenta factores como: los
beneficios de su competencia, la distribucién de los consumidores dentro del mercado, los
costos de produccion y/o transporte, entre otros factores externos que pueden afectar a las

empresas (Biscaia & Mota, 2013).

Segun Smith (1981), el primer trabajo que suministro las bases de la competencia espacial
en el campo de la economia fue el estudio de Fetter (1924), el cual presento la existencia
de la interdependencia de las empresas dentro de un mercado, a través de la ley de areas
de mercado. Esta ley ayuda a explicar como las empresas toman decisiones sobre la
ubicacién de sus establecimientos, la distribucién de sus productos y la asignacion de
recursos dentro de un mercado. En este contexto, los consumidores de manera racional
comparan los precios de cada uno de los bienes y su costo de transporte con relacion a su

ubicacién, para obtener la decisién que maximice su utilidad.

Estas ideas dieron paso a muchos desarrollos tedricos acerca de la competencia espacial,
que a lo largo de los afios han sido considerados trabajos pioneros en la economia
industrial, especificamente en la teoria de organizacion industrial y en la teoria de juegos.
Entre estos trabajos se encuentra el modelo de Hotelling (1929). Este modelo fue
desarrollado inicialmente como un modelo de competencia de dos etapas para un duopolio,
el cual tiene como objetivo demostrar la existencia de un equilibrio estable para las
empresas con respecto a sus posiciones y sus precios, evidenciando la diferenciacion entre
productos homogéneos para dos empresas dentro de una ciudad lineal. De este modo, el
modelo de Hotelling intenta resolver la paradoja de Bertrand (1883), al mostrar que, ante
cambios pequefios en el precio, las empresas solo pueden capturar adicionalmente una

pequeia parte de la demanda ya existente dentro del mercado.

Hotelling obtuvo como resultado que las empresas alcanzan el equilibrio cuando estas se
ubican simultaneamente en el centro de la ciudad y fijan precios iguales, a lo que Boulding
(1966) denomina el principio de diferenciacion minima entre empresas. Sin embargo, unos
afos después, d’Aspremont et al. (1979) refutan este principio, demostrando que cuando
se tienen costos de transporte lineales en el modelo base de Hotelling, ho siempre existe

un equilibrio para las empresas con respecto a sus precios. A partir de este resultado, el



mismo autor realiza una extension del modelo original, en el cual los costos de transporte
son cuadraticos con respecto a la distancia de las empresas. Esta extension mostré la
existencia de equilibrios para los precios de las empresas, dada cualquier ubicacién dentro
de la ciudad. Ademas, demostré que, para que las empresas logren alcanzar el equilibrio,
estas deben ubicarse en los extremos de la ciudad de tal forma que se verifique el principio

de maxima diferenciacion.

Con el paso del tiempo, se fueron desarrollando modelos de competencia espacial en los
cuales se fueron eliminando ciertos supuestos y afiadiendo otros mas realistas,
dependiendo de cada uno de los contextos. Por ejemplo, en el trabajo de Anderson et al.
(1997) se decidio plantear la extension del modelo base de Hotelling, pero con una funcion
simétrica log-concava para la distribucion de los consumidores. En este estudio se
concluyé que, si la forma funcional en la que los consumidores estan distribuidos es muy
cbéncava, entonces el equilibrio es muy asimétrico con respecto a la posicién de cada una
de las empresas. Por otro lado, los trabajos de Eaton & Lipsey (1975) y Salop (1979)
cambiaron a gran escala la estructura del modelo de Hotelling original, porque en estos
casos se asume que los consumidores estaran ubicados en un circulo alrededor de la
ciudad lineal, lo que implicaria un mercado circular. En la actualidad, el campo de la
competencia espacial se ha ido diversificando con varios trabajos dentro de la rama de la
economia industrial (Chen & Lai, 2008; Degryse et al., 2006; Lai & Tsai, 2004; Matsumura
& Matsushima, 2004; Wang & Chen, 2008)

En este contexto, el presente trabajo de integracion curricular se centra en determinar el
Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos para la extension del modelo de Hotelling con
posiciones endégenas, el cual involucra a dos empresas que compiten dentro de una
ciudad lineal. Las particularidades de esta extension son: i) la distribucion de los
consumidores viene dada a partir de una funcién de Kumaraswamy (1980), ii) se asume
como supuesto que las empresas no pueden invadir el territorio de su rival, iii) se asume
como supuesto que los costos de produccion para las empresas son nulos, y iv) el costo
de transporte para los consumidores es unitario. De manera especifica, el desarrollo
analitico de este trabajo se centrara en hallar el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos

para casos especificos lineales de la funciébn Kumaraswamy.

Paralelamente, en este trabajo se desarrolla un algoritmo para determinar los equilibrios
en casos lineales y no lineales, con el objetivo de contrastar los resultados analiticos con
los resultados numéricos obtenidos de las simulaciones. Por Ultimo, se presenta un analisis
econdmico con respecto al comportamiento de cada una de las empresas en el mercado y

las limitaciones que tiene este trabajo.



1.1 Objetivo general
Determinar y analizar el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos para el modelo de
Hotelling con posiciones enddgenas, cuando los consumidores estan distribuidos a partir

de una funcién de Kumaraswamy.

1.2 Objetivos especificos
1. Realizar una revision bibliogréfica sobre los trabajos que dieron solucién al modelo
de Hotelling y a los modelos de competencia espacial que se presentaron
posteriormente a ese trabajo pionero. Ademas, elaborar una revision bibliografica

de las diferentes extensiones del modelo de Hotelling.

2. Analizar el modelo base de Hotelling con posiciones enddgenas para dos empresas

en una ciudad lineal.

3. Desarrollar la extension del modelo base de Hotelling, para los casos lineales en

los que la funcién de Kumaraswamy es monétona creciente y decreciente.

4. Examinar los resultados analiticos de la extension del modelo base de Hotelling

para los casos desarrollados y presentar proposiciones o teoremas

5. Disefiar un algoritmo que permita determinar el Equilibrio de Nash Perfecto en
Subjuegos para los casos en los que la funcién de Kumaraswamy es estrictamente
monaotona creciente y decreciente; y generar simulaciones cuando los parametros

de forma de la distribucion varian respectivamente.

6. Analizar los resultados numéricos obtenidos y compararlos con los resultados

analiticos de la extension del modelo base.

1.3 Alcance
e Fase de revision

o Se realizara una revision de la literatura sobre teoria de juegos. En esta
parte, se mencionara los tipos de juegos, los elementos que tienen los
juegos dinamicos con informacion incompleta, los conceptos de equilibrio,
el Equilibrio de Nash, el Método de induccién hacia atras y el Equilibrio de
Nash Perfecto en Subjuegos.

o Se haréa unarevision de la literatura de los diversos modelos de competencia
espacial, con énfasis en el modelo base de Hotelling con posiciones
enddgenas para dos empresas, cuando los consumidores se distribuyen

uniformemente en una ciudad lineal.



O

Se realizara la revision de la literatura acerca de las diversas extensiones

del modelo base de Hotelling.

Fase de disefo

O

Se realizara la revision y el andlisis de la funcién de distribucion de
Kumaraswamy.

Se determinar4d de manera analitica el Equilibrio de Nash Perfecto en
Subjuegos para el modelo base de Hotelling.

Se planteara la extension del modelo de Hotelling en una ciudad lineal,
cuando los consumidores estan distribuidos a razon de una funcién de
Kumaraswamy.

Se determinar4d de manera analitica el Equilibrio de Nash Perfecto en
Subjuegos para los casos lineales en los que la funcion de Kumaraswamy
sea monotona creciente y decreciente, con respecto a la extension del

modelo de Hotelling.

Fase de implementacion

@)

Se desarrollard un codigo Python que determine numéricamente cada uno
de los Equilibrios de Nash para el modelo base.

Se presentard un Pseudo Codigo que determine el Equilibrio de Nash
Perfecto en Subjuegos para la extensién del modelo de Hotelling, teniendo
en cuenta los supuestos establecidos en el capitulo de metodologia.

Se desarrollard un cédigo Python con relacion al Pseudo codigo, para asi,
determinar numéricamente cada uno de los Equilibrios de Nash para la

extension del modelo mediante simulaciones.

Fase de analisis

O

Se realizara un andlisis estructural de los precios, posiciones, cantidades y
beneficios de equilibrio para las dos empresas dentro de la ciudad lineal,
cuando los pardmetros de forma de la distribucién de Kumaraswamy varian
para cada uno de los casos no lineales.

Se realizara un analisis econémico comparativo con respecto a los precios,
posiciones, cantidades y beneficios de equilibrio, con el objetivo de justificar
el comportamiento racional de cada una de las empresas, para cada uno de

los casos del modelo que fueron especificados previamente.



1.4 Marco tedrico

Modelo Base: Hotelling dindmico con posiciones enddgenas
En este apartado se plantea y desarrolla el modelo de Hotelling con posiciones enddgenas,
haciendo uso de la teoria de juegos. Este modelo es usado como modelo base para la

extension en el capitulo de metodologia del presente trabajo.

Planteamiento
El modelo de Hotelling (1929) es la abstraccion de un problema de la economia industrial,

el cual involucra 2 empresas que ofrecen bienes homogéneos dentro de un mercado en
una ciudad lineal. Estas empresas buscan determinar los precios y posiciones que
maximizan sus beneficios de manera simultanea, teniendo en cuenta que los consumidores
estan distribuidos uniformemente dentro de la ciudad lineal. Este problema se encuentra
planteado mediante un juego dinAmico de dos etapas, en el cual las posiciones son
enddégenas. Este juego dindmico serd resuelto con teoria de juegos, asumiendo los

siguientes supuestos:

o Ambas empresas deciden su posicion y precios de oferta con base a un proceso de
2 etapas:
o Primera etapa: Las empresas deciden la posicibn que maximiza
simultdneamente sus beneficios.
o Segunda etapa: Una vez resueltas las posiciones, las empresas deciden los
precios de oferta que maximiza simultaneamente sus beneficios.
¢ Ambas empresas tienen un costo por unidad c, distinto de cero (¢ # 0).
e Los consumidores se encuentran ubicados en la posicién x, la cual sigue una
distribucion uniforme.
e Cada consumidor dentro de la ciudad debe adquirir un solo bien.
e Los hienes proporcionados por las empresas son homogéneos.
e Las empresas A, B se encuentran localizadas a lo largo de un intervalo [0,1], con
posiciones ay (1 — b), respectivamente, donde a,b € [0,1], asi como se lo muestra

en la figura 1:



Empresa A Empresa B
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Figura 1. Posicién de las empresas en la ciudad lineal.

Nota: En esta figura se muestra el esquema general de la ciudad lineal
del modelo original de Hotelling donde a es la posicion de la empresa A
medida desde el origen, b es la posicion de la empresa B, la cual se
encuentra medida desde el extremo derecho de la ciudad, yx es la
posicién de un consumidor en la ciudad lineal.
Sean Uy, Uy las funciones de utilidad del consumidor con respecto al producto de cada

empresa:
Uy=S— Py—t(x — a)? Up=S— Py—t((1—-b)—x)° (1.1)
donde:

e S es la cantidad monetaria que esta dispuesto a pagar el consumidor por el
producto.

e P,,Pgson los precios del producto de la empresa A, B respectivamente.

e t es el costo de transporte.

e x es la posicion del consumidor en la ciudad lineal.

e a es ladistancia entre el origen y la empresa A.

e 1 — b esladistancia entre el origen y la empresa B.
Sea x la posicion en la cual el consumidor es indiferente entre demandar los bienes de la
empresa A o de la empresa B. Para hallar este punto de indiferencia se debe igualar las

funciones de utilidad del consumidor (1.1), es decir:
Uy = Up
lo cual implica:

2t(1—a—Db) 2

(1.2)

x|
Il



Ahora bien, como x — U[0,1] entonces las cantidades de demanda de cada empresa se

determinan utilizando la funcion de distribucién acumulada (CDF). Formalmente:

% Pe—Py  (1—b+a)
qA(PA'PB'a'b)_fO ldz =0 —a—n' 2
1
~ _ P-P;  (1+b-a)
QB(PA'PB'a'b)_leZ “2-a-b ' 2

Con ello, las funciones de beneficio de cada empresa son:

M4 (P4, Pg,a,b) = (P4 — ¢) qa(Ps, Pg,a,b)

M,(P,, Pg,a,b) = (P, — ) ( Pz — P, (1-b+ a)> (1.3)

2t(1—b —a) 2
HB(PAIPBIa)b) = (PB _C) qB(PAIPBIa!b)

Py —P 14+p—
Mg(Ps, Ps,a,b) = (Pg — C) <2t(13_ bja)+( +2 “)) (1.4)

Desarrollo
Para resolver este juego, se emplea la técnica generalizada de induccién hacia atras para

hallar el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos y asi eliminar aquellas amenazas no
creibles. Con base en esta técnica empezamos por la segunda etapa. En esta etapa, las
empresas maximizan su beneficio Iy, [1z para determinar sus precios P,, Pz de manera

simultanea, dadas sus posiciones ay 1 — b. Formalmente:
P/)lk(a' b) = argMaxPA HA(PA' PéWR(PA! a, b): a, b )
PE(aJ b) = argMaxPB HB(P[{WR(PBﬁaﬁb)ﬁPBﬁ a,b )

Para resolver estos problemas, se utilizan las funciones de beneficio establecidas en (1.3)
y (1.4). De esta manera, la condicién de primer orden para la empresa A con respecto a su

precio, de acuerdo con la ecuacion (1.3), es:

oa _
0Py
t C Py
__ P2 _2y___B_
P, 2((1 b)* —a*) 57 0

Con lo cual, la funcién de mejor respuesta de la empresa A con respecto a su precio, (P}F)

es:

t c P
PMR(P,, a, b) =2 (- b)? — a?) + >+ 73 (1.5)



Asimismo, la condicion de primer orden para la empresa B con respecto a su precio, de

acuerdo con la ecuacion (1.4) ,es:

o5 _
0Py
t cC P
_ - N2 _p2y_ A _
Pg 2((1 a) b*) 273 0

Por lo que la funcion de mejor respuesta para la empresa B con respecto a su precio, (P'%)
es:

t cC P
PMR(P,,a,b) =2 (1~ a)? — b2) + -+ 7“ (1.6)

Resolviendo el sistema de ecuaciones que esta conformado por (1.5) y (1.6) se obtiene el
Equilibrio de Nash para la segunda etapa, compuesto por los siguientes precios de

equilibrio:
a—>b
P;(a,b) =t(1—b—a)<1 +T>+c 1.7)

Pz(a,b) =t(1—b —a) (1 + b;_a) +c (1.8)

Una vez obtenido los precios de equilibrio para cada una de las empresas que maximizan
sus beneficios, finaliza la segunda etapa y se procede con la primera etapa. En esta etapa,
las empresas maximizan su beneficio Iy, [15 para determinar sus posiciones a*y 1 — b* de
manera simultanea, dados los precios P;(a,b) y Pg(a,b), respectivamente, los cuales

fueron obtenidos en la segunda etapa. Formalmente:

a* = arg max,ll, (Pj (a,bMR(a)), P3(a, bR (a)), a, bMR (a))

b* = arg max,g(P; (a™R(b),b), P;( a™R(b),b),aR(b),b)

Para este fin, se utilizan las funciones de beneficio definidas en (1.3) y (1.4). De esta forma,
el beneficio marginal de la empresa A con respecto a su posicién, de acuerdo con la

ecuacion (1.3), es:

olly _ t(3+ b)(1+ 3a + b) (1.9)
op, 18- "¢ . :

Por otro lado, el beneficio marginal de la empresa B con respecto a su posicion, de acuerdo

con la ecuacion (1.4), es:

ol

t
— =B+ +a+3D) (1.10)
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Analizando los beneficios marginales (1.9) y (1.10), se concluye gue estos son negativos,

dado que:
3+a—-b>0 11, Al
0<a,b<1=> 1+3a+b>0$F<O,W<0
1+a+3b>0 4

Con ello, la posicion de la empresa A que maximiza su beneficio, dado su beneficio
marginal negativo, es a* = 0; y la posicion de la empresa B que maximiza su beneficio,
dado su beneficio marginal negativo, es b* = 0. Dicho de otra forma, la mejor respuesta de
cada empresa para la primera etapa es optar por ubicarse en cada extremo de la ciudad
lineal. Si remplazamaos este resultado en las funciones de mejor respuesta de las empresas
con respecto a sus precios, obtenemos que el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos

es.
ENPS{(P;(a",b), P3(a’,b"),a",b*)} = {(t + ¢, t +¢,0,0)}

Con base en los resultados de este equilibrio, se concluye que los beneficios de las
empresas Ay B son:

t
My(Pi(a*,b*),Pg(a*,b*),a*,b*) = Ng(Ps(a",b), Pg(a*,b*),a*,b") = 5

Una vez desarrollado el modelo base a partir del Equilibrio de Nash perfecto en Subjuegos,
a continuacion, se presenta una revision de la literatura relacionada con el modelo dinamico
de Hotelling con posiciones endbégenas. Esta revision esta conformada por las diversas
extensiones del modelo que han sido presentadas a lo largo de los afios y por la teoria de
juegos para modelos dindmicos que estan relacionados a la economia industrial, haciendo

énfasis en la competencia espacial.

Revision de literatura

El campo de la economia industrial nos ofrece un marco teérico sélido, con relacion a la
estructura del mercado, la conducta de las empresas y su desempefio econémico dentro
de la competencia. Este marco tiene como objetivo comprender, analizar e identificar como
se estructuran los diferentes mercados, la conducta de cada empresa con relacion a sus
decisiones y como estas afectan el desempefio del mercado. A partir de esto, el paradigma
de la estructura con relacion a la conducta de las empresas y el desempefio de un mercado
ha sido la piedra angular del andlisis industrial. Bain (1951) en su trabajo menciona que la
estructura del mercado es determinada directamente por la conducta de las empresas, lo
que a su vez afecta el desempefio del mercado, enunciando asi la existencia de una

interdependencia entre estos elementos.



Por lo tanto, si centramos el presente analisis en la conducta de las empresas, se puede
mencionar que la conducta cumple un papel fundamental en la competencia de las
empresas. Esta caracteristica ha sido estudiada ampliamente en la teoria microeconémica
y posteriormente profundizada con el andlisis de teoria de juegos. Por ejemplo, modelos
como los de Cournot (1838) y Bertrand (1883), fueron la base para el andlisis de la
competencia via precios y cantidades, respectivamente. Gracias al desarrollo de estos
modelos surgieron muchas interrogantes y teorias con respecto al comportamiento racional
de las empresas dentro de la econdémica. Con el pasar del tiempo, estos modelos se
extendieron con el objetivo de incluir nuevos factores econémicos que determinen el

comportamiento de las empresas y la estructura del mercado.

Varias de las extensiones de estos modelos fueron denominados modelos de competencia
espacial, porque estos incluyeron el factor de la ubicacién geogréfica o espacial de las
empresas dentro del mercado, de tal manera que las firmas no solo compitan via precios
o cantidades sino también compitan por tener la ubicacion que maximice sus beneficios.
Segun Lancaster (1979), la relevancia de los modelos de competencia espacial dentro de
la teoria econdmica e industrial se debe en gran medida a la diferenciacién espacial del
producto, de tal manera que se logre tener una combinacion de atributos que se ajusten a
las preferencias de algun segmento de consumidores dentro del mercado. Es asi como el
factor de ubicacién influye en la conducta tanto de las empresas como la de los

consumidores y en la estructura de mercado.

De acuerdo con Ansari et al. (1994), los problemas relacionados con competencia espacial
entre empresas comenzaron a ser estudiados con mayor profundidad desde el trabajo
pionero de la ciudad lineal de Hotelling (1929). Este trabajo tuvo como resultado principal
del modelo, el principio de diferenciacion minima entre empresas, el cual indica que las
empresas se ubican estratégicamente una cerca de la otra en el centro de la ciudad lineal
para maximizar sus beneficios, teniendo en cuenta que los bienes son homogéneos y los

costos de transporte son lineales con respecto a las distancias.

Sin embargo, afios después, d’Aspremont et al. (1979) refutaron el principio de
diferenciacién minima, demostrando que, cuando se tienen costos de transporte lineales
en el modelo, no siempre existe un Equilibrio de Nash con respecto a los precios. A partir
de este resultado, d’Aspremont et al. (1979) realizaron una extension del modelo original
con costos de transporte cuadraticos con respecto a la distancia, en el cual, a diferencia
del modelo original, si existe el Equilibrio de Nash en precios para las diversas ubicaciones

que podrian tomar cada una de las empresas. El principal resultado de este modelo es el

10



principio de maxima diferenciacion entre las empresas, el cual establece que las empresas

deben ubicarse en los extremos de la ciudad lineal para maximizar sus ganancias.

En el modelo de Hotelling y en varias de sus extensiones, inicialmente se asume por
simplicidad una funcién de distribucion uniforme para la distribucion de los consumidores
dentro de la ciudad lineal. Pero, con el paso del tiempo, varios autores han realizado
estudios con extensiones particulares del modelo, relajando este y otros supuestos para
alinear mejor el modelo con la realidad. Por ejemplo, en el estudio de Neven (1986) se
define una funcién de distribucién concava continua, dos veces diferenciable, en la cual los
consumidores se ubican alrededor del centro de la ciudad, teniendo como resultado que,
mientras mas se concentren los consumidores en el centro de la ciudad, las empresas
tenderan a alejarse de los extremos de la ciudad. Por otra parte, autores como Tabuchi &
Thisse (1995) demuestran que los Equilibrios de Nash para las posiciones de las empresas
no son simétricos cuando la funcion de densidad es triangular simétrica. Similarmente,
Zhou & Che (2021) desarrollaron un modelo con una funcién de densidad triangular no
simétrica para un caso aplicado a la agricultura. Por otro lado, Montes-Rojas (2015) plantea
un modelo de Hotelling con libre entrada de n-empresas y una distribucién no uniforme
generalizada que cumple ciertas caracteristicas en torno a la centralidad y dispersién de
los consumidores®. Su principal resultado muestra que las empresas se posicionan de
manera desigual, de tal manera que exista una mayor cantidad de empresas que fijan

precios bajos en zonas con mayor densidad de consumidores.

Otra de las modificaciones al modelo de Hotelling, es aquella que aborda el equilibrio
eficiente en el sentido de Pareto. Por ejemplo, el estudio de Shuai (2017) determina los
Equilibrios de Nash en modelo de duopolio mixto, en el que la distribucién de los
consumidores es una distribucién no uniforme generalizada que cumple con la p-
concavidad de Caplin & Nalebuff (1991). Con base en estos supuestos, Shuai encuentra
dos condiciones particulares que garantizan un equilibrio optimo social para las empresas

con respecto a sus posiciones dentro del mercado.

Finalmente, el estudio de Ansari etal. (1994) se asume una generalizacion de la
distribucion Beta como funcion de distribucion de los consumidores en una ciudad
bidimensional con casos de dos, tres y cuatro empresas. En ese estudio, se concluye para

el caso de dos empresas que, una de las empresas tiende posicionarse mas cerca de la

1 Para ser precisos Montes-Rojas (2015), asumen una funcion de densidad de probabilidad que tiene un maximo en x = 0, es simétrica
con respecto al eje vertical, es no negativa y tiene derivadas positivas para x < 0, negativas para x > 0
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concentracion de los consumidores cuando la distribucién de los consumidores no es

simétrica. Este estudio es el que mas se relaciona con la presente investigacion.

En conclusion, en el campo de la competencia espacial se pueden observar distintas
extensiones del modelo de Hotelling, sobresaliendo mas aquellos estudios en los cuales
se asumen distribuciones de probabilidad no uniforme. En el presente estudio, se utiliza la
funcion de Kumaraswamy (1980) para la distribucion de los consumidores, la cual es una
aproximacion de la funcion Beta, con el objetivo de determinar el Equilibrio de Nash

Perfecto en Subjuegos para el modelo de Hotelling con posiciones enddgenas.

Existen varias razones por las cuales nos puede interesar usar la funcibn Kumaraswamy
en el presente trabajo, entre ellas se encuentra la determinacion analitica del Equilibrio de
Nash y sus propiedades, dado que la integral de esta funcién tiene primitiva, a diferencia
de la funcion Beta. Ademas, con los parametros de la funcion Kumaraswamy se puede
generar una amplia variedad de distribuciones, lo cual permite considerar diferentes

escenarios para el modelo.

El presente estudio se divide de la siguiente manera. En el capitulo 2, se muestra los
fundamentos de los juegos dinamicos, se describe la funcién de probabilidad de
Kumaraswamy, se analizan algunas de sus propiedades, y se detalla el desarrollo
matematico (analitico) y numérico (Pseudo cddigo) de la extension del modelo tanto para
casos lineales como no lineales de la funcién de Kumaraswamy. En el Capitulo 3, se
presentan los resultados obtenidos de las simulaciones de la extensién del modelo para
precios, cantidades y ubicaciones de dos empresas, considerando funciones de
Kumaraswamy estrictamente crecientes y decrecientes. Asimismo, en ese Capitulo se

detallan las conclusiones y recomendaciones obtenidas del estudio.
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2 METODOLOGIA

2.1 Fundamentos: Juegos dinamicos

Introduccién

A lo largo del tiempo, la teoria de juegos se ha caracterizado por ser un &rea de las
matematicas que estudia el comportamiento estratégico de los agentes racionales en
situaciones en las que estos agentes interactlan entre si de manera competitiva, con el
objetivo de hallar ya sea un beneficio individual (juegos no cooperativos) o en algunos

casos un beneficio colectivo (juegos cooperativos).

Gracias a Von Neumann & Morgenstern (1944), se establecié una base sélida de la teoria
de juegos con su trabajo pionero denominado: “Teoria de Juegos y comportamiento
econdmico”, el cual estuvo basado en los trabajos previos de varios economistas y
matematicos como Cournot (1838), Zermelo (1912), Borel (1953), Schneider & Edgeworth
(1935), entre otros autores. 50 afios después, la teoria de juegos tuvo una revolucion
debido al trabajo de los economistas Harsanyi, Selten y el mateméatico Nash, en el andlisis
pionero de la solucién de juegos no cooperativos a través de los denominados “equilibrios”,
por el cual fueron merecedores del premio nobel en ciencias Econémicas en el afio de
1994. En este sentido, la teoria de juegos comenzé a ser reconocida como una herramienta
fundamental del analisis econdmico moderno. Hasta la actualidad, la teoria de juegos sigue

siendo desarrollada de manera tedrica y aplicada en diversos campos de estudio.

En primera instancia podemos pensar que la teoria de juegos esta relacionada con la
economia, dado que la economia esta alineada con el estudio del comportamiento de los
agentes econdmicos. Sin embargo, la teoria de juegos también puede ser usada en otras

ciencias como: la biologia, la sociologia, las ciencias politicas, entre otras.

Segun Pérez & Navarro (2013), la teoria de juegos estudia situaciones especificas en las
que existe conflicto y cooperacion entre los agentes (personas, empresas, equipos, etc.),
los cuales estan sometidos a ciertas reglas. Estas situaciones son denominadas juegos,
en los que interacttan individuos racionales, con el objetivo de conseguir el mejor resultado
posible a partir de la maximizacion de su utilidad, teniendo en cuenta que los resultados
obtenidos dependen de sus acciones, de las acciones de los otros jugadores y del conjunto

de reglas del juego.

En los siguientes apartados de este capitulo se realizara una breve revision de teoremas y
definiciones fundamentales de la teoria de juegos, obtenidas de los textos de Kreps (1990),
Fudenberg & Tirole (1991), Watson (2002), Pérez et al. (2003), Osborne (2004), Rasmusen
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(2006), Dixit et al. (2009), Sanchez-Cuenca (2009), Binmore, (2011), Myerson (1991),
Pérez & Navarro (2013) y Tadelis (2013). Los trabajos de estos autores nos brindan
perspectivas importantes, tanto tedricas como aplicadas sobre la teoria de juegos, en los
diversos contextos econdmicos y sociales. Ademas, en estos textos podemos encontrar
informacién con respecto a la toma de decisiones estratégicas, la negociacion de los
agentes y el disefio de mecanismos de interaccion estratégica dentro de un juego. Toda
esta informacion sera de gran utilidad para lograr una mejor comprensién del presente

trabajo.

Tipos de Juego

La distincion basica de los tipos de juego dentro de la teoria de juegos surge de la
existencia de la “cooperacién” entre los jugadores. A partir de esto, existen juegos
denominados no cooperativos, en los cuales los jugadores persiguen su objetivo de manera

individual y egoista para maximizar su beneficio, sin ningan tipo de interés colectivo.

Por otro lado, si dentro de un juego mas de un jugador persigue un objetivo comun, el cual
logre maximizar el beneficio de manera colectiva se tratar4 de un juego cooperativo. En
este tipo de juego, los jugadores llegan a un acuerdo sobre las decisiones que van a tomar
cada uno de ellos dentro del juego. Se debe tener en cuenta que dentro de los juegos no
cooperativos existen: los juegos dindmicos y los juegos estéticos. A continuacién,

explicaremos cada uno de ellos.

Dentro de los juegos dinamicos, los jugadores toman sus decisiones de manera secuencial,
lo que posiblemente provocaria que cada jugador sepa la decisién que tomé su rival,
generando asi, una posible ventaja frente a su rival dentro del juego. En cambio, en los
juegos estaticos los jugadores toman sus decisiones de manera simultanea e
independiente, de tal manera que cada jugador toma una decision sin saber qué decisiéon

tomaran sus rivales en ese momento.

Ademas, segun Tadelis (2013), estos tipos de juegos no cooperativos, tanto estaticos como
dinamicos, pueden ser juegos de informacion completa o incompleta. En los juegos de

informacién completa todos los jugadores conocen:

e Su conjunto de estrategias y el de los demés jugadores.

e Las preferencias de cada uno de los jugadores.

e Todos los posibles resultados que conllevan estas estrategias.
e Los pagos que conllevan estos posibles resultados.

¢ Como cada una de las decisiones pueden afectar sus resultados.
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Es decir, dentro de este tipo de juegos se asume el supuesto de eleccion racional y el

criterio de conocimiento comun.

Por otro lado, en los juegos de informacion incompleta, al menos un jugador desconoce
algun tipo de informacién dentro del juego, ya sean las estrategias, resultados o las
preferencias; lo que provocaria que no exista conocimiento comudn y este jugador tenga

cierta desventaja en comparacion a los demas jugadores.

Elementos de un Juego
Asumiendo el supuesto de que los jugadores son racionales, inteligentes y que estos eligen
sus estrategias simultdneamente, entonces definimos de manera general un juego de la

siguiente forma:
Definicion. Juego en forma normal

Un juego G se representa de manera normal como una "n-tupla” de tres componentes, tal

que:

G =(N,{Si}i=q, {u; (D}

donde:

e N ={1,2,3,...,n} es el conjunto de jugadores.

e S; es el perfil de estrategias del jugador i coni € N.

o {5}, es el conjunto de todos los conjuntos de perfiles de estrategias de los
jugadores.

e u; son las funciones de pago de cada jugador i.

o {u;(\)}L, es el conjunto de las todas las funciones de pago o utilidad de los perfiles

de estrategias de todos los jugadores.

Una vez definido un juego G, podemos concluir que basicamente los elementos de un juego
son: el conjunto de jugadores, el conjunto de todos los conjuntos de perfiles de estrategias
de los jugadores y el conjunto de las todas las funciones de utilidad de los perfiles de

estrategias de todos los jugadores.

Elementos de un Juego Dinamico con Informacion Completa
El tipo de juego G que esta representado en el apartado anterior, se considera un juego de
forma normal (representacion normal), el cual se caracteriza por la simultaneidad en las

estrategias que toman los jugadores. Sin embargo, si se asume que todo juego es
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simultaneo, se genera una limitacion importante, dado que varios juegos pueden
desarrollarse de manera no simultanea, con base en una secuencia de turnos, tal que los

jugadores van tomando sus decisiones al ritmo que avanza el juego.

Para este tipo de situaciones en el que el juego no es simultaneo, se procede a
representarlo de forma extensiva. Este juego pueda modelizarse con respecto a la
secuencia de jugadas y a la informacion que disponen los jugadores en cada momento y
en cada jugada (Sanchez-Cuenca, 2009). Aqui, cada jugador puede tomar su decision con

base en la seleccidén que ya jug6 su rival, a diferencia del juego simultaneo.

Con base en el texto de Pérez & Navarro (2013), la representacién de un juego dinamico
finito de forma extensiva finita se puede establecer mediante un “arbol de decisién”. Estos
juegos pueden tener informacion completa, la cual puede ser perfecta o imperfecta. Los
juegos dinamicos con informacion completa pero imperfecta tienen la caracteristica de
tener uno o varios conjuntos de informacion dentro del juego, asi como se lo muestra mas

adelante en la figura 2.
Definicién. Arbol de Decision

Un &rbol de decision T = (X, E) es un grafo dirigido, compuesto por un conjunto X de nodos
y un conjunto E c X X X de aristas. El conjunto de aristas representa las acciones de los
jugadores y esta conformado por pares ordenados de nodos que cumplan con una relacion
de precedencia >, tal que: x > x' © (x,x") € E. Esta relacién cumple con los siguientes

axiomas:

e Transitividad: x > x' ,x' > x" = x > x"

e Asimetria: x > x' =2~ (x' > x)

e Incompletitud: no todos los nodos x,z’ € X tienen una relacion de precedencia
definida entre ellos, tal que (x,z') ¢ Eo(z',x) ¢ E .

Por otro lado, el conjunto de nodos X esta compuesto por:

e Nodo raiz (nodo inicial). x, € X: x5 > x,Vx € X
e Nodos predecesores. Q ={x € X:3x' € X, x >x'}conQ c X

e Nodosterminales. Z ={x e X:Ax' e X,x >x'}conZ c X
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Sobre la base de este arbol de decision, se puede definir un juego dindmico de la siguiente

manera.

Xo

Nodo raiz

Conjunto de
informacion

Aristas

Nodo seguidor |

. /
N4
N

‘ Nodos terminales

Figura 2. Representacion extensiva de un juego

Nota: Esta figura muestra la estructura de un juego en su forma
extensiva. Los nodos representan a los jugadores, mientras que
las aristas representan las acciones que tiene cada jugador en
cada fase del juego. Por otro lado, las elipses representan nodos
de informacion (conjuntos de informacién) en los que los
jugadores poseen asimetria de informacién.

Definicion. Juego Dindmico

Sea N ={1,2,3,...,n} el conjunto de jugadoresy T = (X, E) el arbol de decisién, entonces

un juego dinamico comprende los siguientes cinco elementos:

1) El orden de los movimientos P = {X;, X5, ...

2)

3)

conjunto de nodos X, tal que:

X, cX\Z, VieN

donde X; es el conjunto de nodos en los que toma la decision el jugador i € N.

El conjunto de acciones A4;(x), el cual representa las decisiones de los jugadores en
cada momento del juego, con x € X;,i € N.
El conjunto de informacion H; = {hllhl2 hf‘} el cual representa una particion del

conjunto X; € P,i € N, tal que:

Wecx, Vvi<j<k

Won' =9, vi<jj <k,jzj
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e R/ es lainformacion que tiene el jugador i en su movimiento j.

e k; =|X;| son las veces que el jugador i tiene que elegir dentro del juego.

Cada elemento h; cumple con las siguientes propiedades:
e Six € h;, |h;| = 1, entonces el jugador i que se encuentra en el nodo x , reconoce
que esta en x.
e Six,x" € h;,x # x', entonces el jugador i que se encuentra en el nodo x no tiene
la certeza de si se encuentra en x 0 x'.
o Six,x'€h,x+x" = A,(x)=A4,x").
4) La funcién de estrategia s;, la cual se define como:
sitH; = A;
h; - s;(h;)
donde A; = U pen; Uxen; 4i(x). A partir de esta funcion, se define al conjunto de
estrategias como:
Si ={si(h)): h; € H; }
5) La funcion de utilidad u; , la cual se define como:
ui:Z->R
z - u(2)

Esta formalizacion permite visualizar todos los desarrollos posibles de un juego dinamico
mediante un arbol de decision que contemple la secuencia de jugadas, las estrategias
posibles de los jugadores, la informacion que disponen en cada movimiento, y los pagos

que reciben cada uno de los jugadores al finalizar el juego.

Conceptos de Equilibrio

Tadelis (2013) define el término “equilibrio” como una solucién para un juego, la cual
contiene el conjunto de estrategias con mayor probabilidad de ser razonables y que
cumplen con los supuestos racionalidad, inteligencia y conocimiento comun. De manera
similar, el término “equilibrio” puede entenderse como el conjunto de estrategias que

dominan a otras en términos de su utilidad o pago (Gibbons, 1992).

Con base en todo esto, a continuacion, definiremos los conceptos necesarios para
entender con mayor profundidad la solucion de un juego a partir del Equilibrio de Nash.
Para ello, primero se introducird un concepto fundamental de teoria de juegos: las

estrategias de mejor respuesta.
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Definicion 1. Estrategias de Mejor Respuesta

Sea G un juego. La estrategia s; € S; constituye la mejor respuesta del jugador i para las

estrategias de sus oponentes s_; € S_; si y solo si:
ui(si,s—) = ui(s;,s_) Vs €S;
[ ]

En otras palabras, la mejor respuesta del jugador i, es el conjunto de estrategias que
dominan en sentido débil y/o estricto (ver Anexo 1). Intuitivamente, las estrategias de mejor
respuesta son aquellas estrategias que siempre prevalecen sobre otras por su mayor pago,
y debido a la racionalidad que tienen los jugadores, estas serian las estrategias de eleccién

optima.
Definicion 2. Funcién de Mejor Respuesta (MR)

Sea G un juego. La funcion de Mejor Respuesta MR; del jugador i se define como el
conjunto de perfiles de estrategias de mejor respuesta s;*, dados los conjuntos de perfiles

de estrategias s_; € S_; de los demas jugadores. Formalmente:
MR;(S_;) = {s;" € Sizw;(s{,5-) = wi(s;,5_;) Vs; € S;,87 # 5;}
]

Por lo tanto, la funcion MR;(S_;) es el conjunto que contiene todas las estrategias s;* € S;
que son mejor respuesta para el jugador i, dado las estrategias que tomen los demas

jugadores dentro del juego.
Definicion 3: Equilibrio de Nash.

Un perfil de estrategias puras s* = (s7,s3, ..., S5,) € S es un Equilibrio de Nash si y solo si la

estrategia s; es la mejor respuesta para los perfiles s* ;. Formalmente:
u;(s;, s = ui(sy, s-;) Vs, €ES,VieEN
O de forma similar

. .
s; = argmaxu;(s;,s-;) ViIi€EN
S;ES;
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Refinamiento por Induccién hacia atras

Segun Sanchez-Cuenca (2009) en los juegos de informacion perfecta con representacion
extensiva debe existir en estrategias puras un Equilibrio de Nash que cumpla con el
principio de racionalidad secuencial, siempre y cuando las funciones de pago entre los
jugadores sean diferentes, esto se demuestra con el teorema de Zermelo-Kuhn.

Es por ello que, para calcular este equilibrio se debe aplicar el refinamiento por induccién
hacia atrds. Este procedimiento comienza por los nodos terminales y retrocede
sucesivamente por los nodos intermedios, descartando aquellas acciones de menor pago,
hasta llegar al origen del juego. Se debe tener en cuenta que, si al comenzar por un nodo
terminal y después de haber realizado el proceso no se llega hasta la primera jugada,

entonces hay gue repetir el proceso por otro nodo terminal, hasta llegar a la primera jugada.

Este procedimiento nos permite configurar una ruta de equilibrio para el juego, descartando
rutas gue no sean creibles (factibles) por su menor pago para hallar el equilibrio. Ademas
de contar con la ruta de equilibrio, este procedimiento toma en cuenta todas las mejores

respuestas de cada jugador en cada posible jugada de su rival.
Teorema 1:

En un juego extensivo con informacion perfecta, todo equilibrio determinado por induccién
hacia atras es un Equilibrio de Nash, pero no todo Equilibrio de Nash se puede determinar

por induccion hacia atras.

Equilibrio Perfecto en Subjuegos

La limitacién del refinamiento por induccién hacia atras es que sélo funciona para juegos
con informacion perfecta. Por lo tanto, para poder resolver este problema, Harsanyi &
Selten (1988) propusieron el Equilibrio Perfecto en Subjuegos, el cual simplemente es una
generalizacion del algoritmo de induccion hacia atras. Para entender este proceso, se debe

definir en primer lugar un Subjuego Propio.
Definicion 4: Subjuego Propio.

Sea G un juego con representacion extensiva. Un Subjuego Propio R se define como un
arbol de decision méas pequefio conformado por un nodo inicial (nodo raiz) y varios nodos

sucesores que cumplan con la relacion de precedencia, tal que:

x€ER,x"€h(x)>x"ER
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A partir de esta definicion se puede definir el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos.
Definicion 5: Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos.

Sea G un juego con representacion extensiva. Sea o* = (gy,05,...,0,) un perfil de

estrategias. ¢ es un Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos si y solo si " es un

Equilibrio de Nash para todo Subjuego Propio R del juego G.2
|

Al ser este tipo de equilibrio un Equilibrio de Nash para todos los Subjuegos Propios del
juego G se garantiza que las estrategias que tomaran los jugadores a lo largo del juego
seran Optimas en cada etapa del juego, proporcionando asi, una solucién mas realista para
los diferentes tipos de juegos dinamicos que necesitemos resolver. Ademas, este equilibrio
es igual a aquel que es determinado por induccion hacia atras en juegos de informacion

perfecta, tal como se lo enuncia en el siguiente teorema.
Teorema 2:

En juegos con informacion perfecta, el Equilibrio de Nash refinado por induccién hacia atras

equivale al Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos.®
|

Debido a que el modelo de Hotelling es un juego de informacién perfecta con dos etapas,
entonces este tipo de equilibrio es el que sera utilizado en el presente trabajo como
concepto de solucién para el modelo base y su respectiva extensién. Una vez examinadas
las nociones fundamentales para la compresion del presente documento, a continuacion,
se procedera con la presentacion de los insumos analiticos y la extensiéon del modelo

tedrico en el que se fundamenta la presente investigacion.

2.2 Insumos analiticos: Funcion de densidad de probabilidad de
Kumaraswamy (KW)

En los dltimos afios, la distribucion de Kumaraswamy ha sido reconocida como una variante

de la distribucién Beta, debido a que estas distribuciones son notablemente similares en

su forma. Sin embargo, la distribucion de Kumaraswamy se distingue por su practicidad en

2 “Un Equilibrio de Nash es Perfecto en Subjuegos si las estrategias de los jugadores constituyen un Equilibrio de Nash en
cada Subjuego” (Selten, 1965)

3 “Pueden existir multiples Equilibrios de Nash en un juego dinamico con informacion completa, pero el tnico Equilibrio de
Nash Perfecto en Subjuegos es el equilibrio asociado con el resultado obtenido por induccién hacia atras” (Gibbons, 2022)
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diversas aplicaciones. Esta distincion radica en su funcion de distribucion acumulada (CDF)
y su funcién de densidad de probabilidad (PDF), las cuales se pueden expresar de manera
cerrada, (permitiendo que cada funcion pueda ser expresada de manera algebraica y
explicita) a diferencia de la distribucién Beta, la cual no siempre cumple esta caracteristica
(Michalowicz et al., 2013). Esto convierte a la distribucion de Kumaraswamy en una opcion
mas manejable en comparacion a la distribucion Beta, especialmente en actividades

intensivas de computacién y en la estimacion de modelos con un enfoque de simulacion.

La funcion de probabilidad de Kumaraswamy (KW) de parametros de forma («, ) fue
introducida por Kumaraswamy (1980). Esta funcion es utilizada especialmente en estudios
de simulacién, en los cuales las funciones de densidad de probabilidad, distribucion
acumulada y cuantiles pueden expresarse de manera explicita, sin necesidad de la ayuda

de métodos numéricos o aproximaciones.

Kumaraswamy (1980) y Ponnambalam et al.(2001) observaron que, dependiendo de la
eleccién de los pardmetros de forma, la distribucién de KW puede capturar la forma de
algunas distribuciones conocidas como: la distribucién uniforme, la distribucién triangular o
casi cualquier tipo de distribucién unimodal. En los ultimos afios se han desarrollado
investigaciones tedricas sobre esta distribucion, entre estas investigaciones se encuentran
los estudios de Garg (2008), Jones (2009a), Mitnik (2013a) y Nadarajah (2008)

Definicion. Funcién de densidad de probabilidad KW

La funcién de densidad de probabilidad de KW de parametros de forma (a, 8) se define

como:
f(za,B)=afz (1—-2z%81, ze(0,1) 2.1
donde:

e  es un parametro real positivo (a > 0)
e B esun parametro real positivo (§ > 0)

e z esuna variable aleatoria continuatalque 0 <z <1
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A continuacion, en la figura 3 se muestran 9 posibles formas que puede tomar la funcion

de probabilidad de KW, dependiendo del valor numérico que tomen los parametros de

4.
forma a, 8 *:
Distribucion de Kumaraswamy
Caso 1 Caso 2 Caso 3
B<1 g=1 g>1
3.0 3.0 3.0
25 25 25
2.0 2.0 2.0
- - -
v 1.5 v 15 v 1.5
S 1.0} ¥ 1.0} % 10
05 0.5 05
0.0 0.0 0.0
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
Caso 4 Caso 5 Caso 6
B<1 B=1 Bg>1
3.0 3.0 3.0
25 2.5} 25;
2.0 2.0 20
- - -
n 1.5 n 1.5 n 15
® 10 ¥ 10 ® 10
0.5 0.5 0.5
0.0 - L £ = 0.0~ x L : = 0.0~ - 2 =
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
Caso7 Caso 8 Caso 9
B<1 B=1 B>1
3.0 3.0 3.0
25 25 25
20 2.0 . 2.0
- - : -
A 15 A 15 ; A 15
%10 ¥ 10 o ® 10
0.5 0.5 s 0.5
0.0 L 0.0 = 0.0 .
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Figura 3. Distribucion de Kumaraswamy — Elaboracién Propia

Nota: Esta figura muestra 9 diferentes casos de la funcién de Kumaraswamy. Por

filas, el pardmetro de forma a toma valores en tres situaciones: @ < 1,a = 1,a > 1.

Por Columnas, el pardmetro de forma 8 toma valores en tres situaciones: 8 < 1,8 =

1L,B>1.
A continuacion, se muestran las propiedades que cumple la funcion de densidad de
probabilidad de KW para cada caso, se debe tener en cuenta que cada uno de los gréaficos
presentados en la figura 3 fueron realizados con valores de «, 8 especificos, entonces si
se cambian estos valores, los gréaficos pueden variar para los diferentes casos. Por lo tanto,
para no obtener una pérdida de generalidad en nuestro analisis, analizaremos el

comportamiento de cada uno de los casos de la siguiente manera:

4 Nota: los casos 2 y 4 de la figura 3 se exhibe una relacién de simetria, denominada casos “espejo”, la cual se manifiesta
debido a la simetria que existe entre los casos con respecto al eje de las ordenadas. De manera analoga, se observa una

simetria entre los casos 6y 8.

23



Casol:ax<1,8<1
lim f(z;a,B) = +
z-0
lim f(z;a,B) = +
z—-1

f"(z;a,B) >0 Vz € (0,1)
Para este caso especifico, Mitnik (2013) menciona que la distribucion de KW tiende

a ser una distribucién con una “anti-modal’ 5, refiriéndose de este modo a que la
distribucion tiene un punto en el que la densidad de probabilidad es minima en lugar

de ser maxima.

Caso2:a<1,=1

lim f(z;a,1) =
z-0
limf(z;a,1) =«
z-1
f'(z;a,1) <0 vz € (0,1)
En este caso, la distribucion KW es una funcidon no lineal monétona decreciente.

Caso3:a<1,6>1
lim f(z;a,B) = +
z—-0

lim f(z;a,f) =0
z-1
f'(z;a,B) <0 Vz € (0,1)
En este caso, la distribucion KW es una funcién no lineal monétona decreciente.

Casod:ax=1,<1
limf(z 1,B) =B
z-0
lim f(z;1,B) = +o0
z—1

f'(z;1,B) >0 vze (0,1)

En este caso, la distribucion KW es una funciéon no lineal monétona creciente.

Caso5: a=1,=1

5 Anti-modal: es lo contrario a unimodal, de modo que la distribucion tiene un punto en el que la densidad de probabilidad es
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limf(z;1,1) =1
z—0
limf(z;1,1) =1
z-1

f'(z;1,1) =0 vz € (0,1)
En este caso la distribucion KW equivale a la distribucion uniforme en el intervalo
(0,1).

Caso6:a=1,>1
lim f(z;1,B) =B
z-0
lim f(z;1,8) =0
z-1

f'(z,1,B) <0 vz € (0,1)

En este caso, la distribucion KW es una funcion lineal monétona decreciente.

Caso7.a>1,<1
lim f(z;a,B) =0
z-0
lim f(z;a,B) = +
z-1
f'(za,p) >0 Vvze (1)

En este caso, la distribucion KW es una funciéon no lineal monétona creciente.

Caso 8 a>1,=1
lim f(z;a,1) =0
z-0

limf(z;a,1) =«
z-1
f'(z;a,1) >0 Vz € (0,1)
En este caso, la distribucion KW es una funcién lineal monétona creciente.

Caso9:a>1,>1
lim f(z;a,B) = 0
z-0
lim f(z;a,B) =0
z-1
f"(za,B) <0 Vz € (0,1)
Segun Mitnik (2013) para este caso la distribucién KW es unimodal, refiriéndose de

este modo a que la distribucién tiene un Unico punto, en el que la densidad de

probabilidad es méaxima.

En resumen, la forma funcional, monotonia y concavidad de la distribucion KW depende

plenamente de los valores que tomen los parametros de forma a y . Estas caracteristicas

analiticas guardan similitud con las propiedades béasicas de la distribucién Beta.
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Sin embargo, una de las caracteristicas que diferencia a estos dos tipos de distribucién es
la simetria. La distribucion de KW no tiene casos que sean especialmente simétricos (sin
contar el caso de la distribucion uniforme); de hecho, muchos de los casos tienden a ser
simétricos cuando los valores de los pardmetros a y B tienden a no ser tan grandes. En
cambio, la distribucion Beta si tiene casos simétricos (Jones, 2009a). Por otro lado, si se
analiza la curtosis de la distribucién KW con base a Jones (2009b), se tiene que la curtosis
aumenta cuando ambos pardmetros a, § aumentan ; o cuando solo uno de los parametros

a 0 B disminuye.

Basado en estos hallazgos, a continuacion, se empleard la funcién de probabilidad KW
como funcion de distribucion de los consumidores, en el contexto de la ciudad lineal del
modelo de Hotelling. Para ello, plantearemos la extension del modelo de manera particular

para los casos ocho y seis mostrados en la figura 3.

2.3 Extension: Modelo de Hotelling- Aplicaciéon de la funcion de
Kumaraswamy

En este apartado se desarrolla la extension del modelo de Hotelling para dos empresas en
una ciudad lineal, cuando los consumidores estén distribuidos de acuerdo con la funcion
de Kumaraswamy; asumiendo como supuesto que los costos de produccion para las
empresas son nulos (c = 0). A lo largo de este apartado, se definen otros supuestos

esenciales para el desarrollo teérico de este modelo.

Con base en el modelo clasico de Hotelling, comenzaremos definiendo las funciones de
demanda q4,qp para las empresas A y B, respectivamente, a partir de la funcién de

densidad KW (2.1) y la posicion de indiferencia (1.2).

4a(Pa,Pg,a,b, 0, f) = f f(zap)dz,
0

1
qB(PA'PB'a'b'a'B)=f_f(Z;a!ﬂ) dZ (22)

donde:

e X eslaposicion de indiferencia entre demandar los bienes de la empresa A o de la

empresa B.
e f(z;a,p) eslafuncion de densidad de KW.

Para poder determinar las cantidades de cada empresa, necesitamos determinar la funcién

de distribucion acumulada (CDF) de la funcion KW, a partir de la funcién de densidad (2.1):
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F(z;a,B) = f f(z;a,B) dz=1—(1—2z%F (2.3)

Con relacién en las ecuaciones (2.2) y (2.3), se tienen las cantidades de las empresas Ay

B de la siguiente forma:

qa(Py,Pg,a,b,a,f) =1— (1 —x *)F (2.4)
qs(P4,Pg,a,b,a,) =(1—x %) P (2.5)

Si se remplaza la posicion de indiferencia x de la ecuacion (1.2) en la ecuacion (2.4) y (2.5),

se obtiene:
) Pz — P, +(1—b+a)aﬁ
qA(PA,PB,a,b,a,ﬁ,t)—l— Zt(l_a_b) 2 (26)
a\ B
. Po=Ps  (-b+a)
qB(PA,PB,a,b,a,ﬁ,t) - Zt(l—a—b) 2 (27)

Ahora bien, al igual que en el marco teérico, la extension del modelo de Hotelling de dos
etapas se resolvera mediante la técnica generalizada de inducciéon hacia atras, con el
objetivo de hallar el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos. Para ello, se analizara

particularmente los siguientes dos casos.

Caso 8: Funcién de densidad lineal monétona crecientea =2, g =1

Las cantidades de cada empresa con relacion a las ecuaciones (2,6) y (2,7) dado que a =
2, =1, son:

Py — P, (1—b+a)>2

qA(PA’PB’t)=<2t(1—b—a) 2

Pz — P, (1—b+a))2

qB(PAlPBlt)=1_<2t(1_b_a) 2

Con ello, si remplazamos las cantidades de cada empresa en las funciones de beneficio

(2.3) y (1.4), dado que los costos de produccion son nulos, se tiene:

14 (Py, Pg,t) = Py qa(Ps, Pg)

Ps—P,  (1—b+ a))2 (2:8)

r[“(PA'PB"“L)=PA<21:(1—b—a)+ 2
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N5 (Py, P, t) = Pg qg(Pa, Pg)

Po—Py  (1-b+ a)>2> (29)

Mo (P P, €)= Py <1_<2t(1—b—a) 2

Con relacion al refinamiento de equilibrio por induccién hacia atrds, comenzaremos
resolviendo la segunda etapa del modelo, esto permite, determinar los precios que

maximizan los beneficios (2.8) y (2.9) dadas las posiciones de las empresas.

Seqgunda etapa

Primero, determinaremos la condicién de primer orden que maximiza el beneficio de la

empresa A (2.8) con respecto a su precio:

oM, _
oP,
Py —P, +(1—b+a)2 P, Po—Pa ,(-b+a))_.
2t(1—b—a) 2 t(l—b—a)\2t (1 —b —a) 2 B

Py — P, (1-b+a)\ P, Py — P, (I-b+a)\_,
<2t(1—b—a)+ 2 >_t(1—b—a)<2t(1—b—a)+ 2 )‘

Como se puede observar, el primer factor de la izquierda coincide con la posicion de
indiferencia de los consumidores (1.1). Por simplicidad, se supondra que la posicion de
indiferencia no alcanza ninguno de los extremos de la ciudad lineal (0 < ¥ < 1). Con ello,

se tiene:

Py — P, (1-b+a)
<2t(1—b—a)+ 2 >¢0

Por lo tanto, el Gnico factor que puede ser nulo en la condicién de primer orden es:

Ps — Py (1-b+a) Py 0
<2t(1—b—a) 2 _t(l—b—a)>_

Asi, obtenemos lo siguiente:

Pg—P 1-b+ P
B fa N ( a) _ A (2.10)
2t(1—b—a) 2 t(l1—-b—a)
con lo cual, la funcion de mejor respuesta de la empresa A es:
PMR(Py a,b,t) = 2+ L(1— b 1-b
A ( B Q, ,t) _?+§( - _a)( - +a) (211)
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De la misma manera, obtenemos la condicién de primer orden que maximiza el beneficio

de la empresa B con respecto su precio:

oMy
0Py

Py —P, (1-b+a)\ Py Py —P, (1-b+a)
(1_<2t(1—b—a)+ 2 >)_t(1—b—a)<2t(1—b—a)+ 2 )‘0

Py —P, (1-b+a) Py — P, (1-b+a) Py 4
<2t(1—b—a) 2 ><2t(1—b—a) 2 +t(1—b—a)>_

0

Para simplificar, remplazaremos el resultado obtenido en la ecuacion (2.10) en la anterior

ecuacion, con lo que se obtiene:

oo tass—atasima) =
tA-b—-a))\t(1-=b—a) tl-b—a)

Para que esta expresion este correctamente definida, se debe cumplir que 1 —b —a # 0.
Asi, la funcion de mejor respuesta de la empresa B, P}'® es:

t2 (1—b — a)?

PgIR(PA'a'b't) =
Py

— P, (2.12)

Una vez hallada las funciones de mejor respuesta (2.11) y (2.12), se procede a resolver el
sistema de ecuaciones conformado por estas ecuaciones; con el objetivo de hallar los
precios de equilibrio P;, Pg que determinan el Equilibrio de Nash para la segunda etapa.

Para ello, reescribimos la ecuacion (2.11) de la siguiente forma:
Pp=3P,—t(l—-b—a)(1-b+a)
Igualando la anterior ecuacion con la ecuacion (2.12) se obtiene:

t2 (1 —b — a)?

3P,—t(l1—b—a)(1—b+a)= P
A

Py

Reescribiendo la ecuacién anterior, se obtiene:
4P> —Pit(1—b—a)(1—b+a) =t> (1 —b — a)?

Dado que a,b,t son constantes (porque estamos en la segunda etapa), entonces esta

expresion representa una ecuaciéon de segundo grado en P,, con soluciones:

tl-b—a)1—b+a)+t2(1—b—a)2(1 — b +a)? + 16t2 (1 — b — a)?
8

Pi(a,b,t) =
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A partir de aqui, se asume que los precios de las empresas deben ser estrictamente
positivos. Por ende, para que P, > 0, solo se toma la solucién positiva. Consecuentemente

el precio que maximiza el beneficio de la empresa A en la segunda etapa es:

A-b—-a)t

Pi(abt) = 3

((1—b+a)+\/17+(a—b)(2+a—b)> (2.13)
Siremplazamos la ecuacion (2.13) en la ecuacién (2.12), se obtiene el precio que maximiza
el beneficio de la empresa B en la segunda etapa:

1-b—-a)t
8

Pi(ab,t) = (—5(1—b+a)+3\/17+(a—b)(2+a—b)) (2.14)

Por lo tanto, el Equilibrio de Nash para la segunda etapa se encuentra determinado por los
precios (2.13) y (2.14). Es facil observar en estas expresiones que el segundo término del
lado derecho es positivo para todo a,b € [0.1], por lo que los precios de cada empresa

seran positivos, si se cumple:
a+b<1 (2.15)

Esta restriccion (2.15), se la puede interpretar como un supuesto en el que las empresas

podran maximizar sus beneficios siempre que estas no invaden el territorio de su rival®.

Los beneficios de equilibrio de la segunda etapa se obtienen reemplazando los precios

(2.13) y (2.14) en las ecuaciones (2.8) y (2.9), con lo cual:

(P}, Py t) = #((1 bt +YTT (@D ta— b))3 (2.16)
(1-b—-a)t

Mg (Pa, Ps,t) = (-5 -b+a)+3{17+ (@-b)2+a—-Db))

8

1 2 (2.17)
><<1—§((1—b+a)+J17+(a—b)(2+a—b)) )

Una vez definidas las funciones de beneficio de cada empresa, se procede con la primera

etapa.

Primera etapa

El beneficio marginal de la empresa A con respecto a su posicién, considerando la funcién
de beneficio (2.16) es:

® Para poder interpretar de mejor manera esta restriccion, se recomienda revisar nuevamente la figura 1.
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oI,

B 0
aTl, t ’
W=—§((1—b+a>+J17+<a—b><2+a—b>)

X<\/17+(a—b)(2+a—b)+(1+a—b)>
J17+(a—-b)(2+a—b)

M, @(A-b—aj)
da 83

((1—b+a)+\/17+(a—b)(2+a—b)>3

><<—1+ 3 >
J17+(@—b)(2+a—b)

aaFLA _ (1—1;3— a)t<(1_b+a)+\/17+ (a—b)(2+a—b))3

x(—\/17+(a—b)(2+a—b)+3) (2.18)
J17+(a—b)(2 +a — b)

Es facil observar en la ecuacion (2.18), que el factor de la izquierda es positivo para todo
a,b € [0,1] tal que a + b < 1. Por otro lado, el factor de la derecha es negativo para todo
a,b € [0,1]. En este sentido, se concluye que el beneficio marginal de la empresa A con
respecto a la posicion de la empresa A es negativo para toda posicion de la empresa Ay
empresa B:

ar[“<0 va, b € [0,1
aa ) aP [']

En relacion con esto, el valor de a que maxima el beneficio de la empresa A, es el menor

valor que puede tomar en su dominio [0,1], es decir :
a*=0 (2.19)

De manera analoga, el beneficio marginal de la empresa B con respecto a su posicion, de
acuerdo con la funcién de beneficio (2.17) es:

oIl
—Z =0
db
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9
% = —%(—5(1 —b)+3J17+ (=b)(2 - b))

2
x <1—i((1—b+)+J17+(—b)(2—b)) )

82
+(1—b)t(5+ 3(=1+b) )
8 J17 + (=b)(2 — b)

2
X (1 —é(m )+ 17+ (D)2 - b)) )
(1-b)t

+ (—5(1—b)+3J17+ (—b)(2+—b))

x (—%) ((1 D)+ 1T7 T D)2+ —b))

< —1+b )
x|-1+
J17 + (=b)(2 — b)

Si se asume que a = 0 por la ecuacion (2.19), entonces esta expresion se puede reescribir

de la siguiente manera:

oMl (=((7 —2b +b*)(25—2b + b?)) + ((—=1+ b)(—41 — 2b + b*)V17 — 2b + b?)t
ob 32\/17 + (=2 + b)b

Es facil observar que el denominador de la anterior expresién es positivo para todo b €

[0,1]y t > 0. Por otro lado, si analizamos los dos sumandos del numerador, se tiene:

—((7-2b+b*)(25-2b+b%)) <0, Vbe[01]

(=14 b)(—41 —2b+ b2) /17 — 2b + b2 < 0,Vb € [0,1]

Asi, el numerador es negativo para todo b € [0,1]. En este sentido, se concluye que el
beneficio marginal de la empresa B con respecto a su posicion es negativo para toda

posicion de la empresa B:

ol
W<0,Vb€ [0,1],(1:0,1‘_'20

Por ende, el valor de b que maximiza el beneficio de la empresa B es el menor valor que

puede tomar en su dominio [0,1], es decir:
b*=0 (2.20)

Con relacion a este andlisis, se concluye que la posicion de la empresa A que maximiza su
beneficio, dado su beneficio marginal negativo, es a* = 0; y la posicion de la empresa B

gue maximiza su beneficio, dado su beneficio marginal negativo, es b* = 0.
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Consecuentemente, el Equilibrio de Nash para la primera etapa es a*=b"=0. Si
remplazamos estos valores en las ecuaciones (2.17) y (2.18) se obtienen los precios de

equilibrio:
t+V17t
Pi(a*, b*t) = ——
8
—5t + 3V17t
Pz(a*,b*,t) = S e—

los cuales muestran que

Pg(a*,b*,t) > Ps(a*,b",t), vt>0
Pg(a*, b*,t) = Py(a*, b*,t), t=0

Por lo tanto, el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos es:

ENPS{(P;(a*,b*,t),P5(a*,b*, t),a*,b*)} = {(t * \éﬁt , ot +83\/ﬁt ,0, 0>} (2.21)
En conclusién, para el caso 8, la empresa B fijara un precio mas alto en comparacién al
precio que fija la empresa A, siempre que el costo de transporte sea mayor a cero y se
cumpla la restriccion (2.19). Este equilibrio muestra paradojicamente que la empresa A se
ubicard en el extremo izquierdo de la ciudad lineal, donde se concentran menos
consumidores, no obstante, esta empresa fijara un precio mas bajo para tratar de atraer

mas clientes y conseguir beneficios.

Por otro lado, como la empresa B se ubicara en el extremo derecho de la ciudad, entonces
fijara precios mas altos en comparacion a la empresa A, debido a que, en su ubicacion se

concentraran mas consumidores que demandaran su producto.

Caso 6: Funcién de densidad lineal monétona decrecientea = 1,8 = 2
A continuacién, se realiza un desarrollo analogo al del caso 8 que se presentd previamente,
tomando en cuenta los mismos supuestos. Por lo tanto, las cantidades de cada empresa

con relacion a las ecuaciones (2,6) y (2,7) dado que a = 1, g = 2, son:

Py — P, (—1—b+a)>2

qA(PA'PB't):1_<2t(1—b—a)+ 2

Py — Py (—1—b+a))2

qB(PAIPBIt)=<2t(1_b_a)+ 2

Con ello, las funciones de beneficio de cada empresa son:
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M4 (Py, Pg,t) = P4 q4(Py, Pg)

~ Ps—Py  (-1—b+a)\’ (2.22)
HA(PA!PB!t)_PA <1_<2t(1_b_a)+ 2
Mg (Py, Pg,t) = Pg qg(Py, Pg)
2.23)
~ Py —P, (-1-b+a)\’ (
nB(PA’PB’t)_PB<2t(1—b—a)+ 2

Si analizamos y comparamos las funciones de beneficio (2.8) y (2.9) con las funciones de
beneficio (2.22) y (2.23) se tiene que la funcidn de beneficio de la empresa A del caso 6 es
la misma que la de la empresa B del caso 8. Asimismo, la funcion de beneficio de la
empresa B del caso 6 es la misma funcion de beneficio de la empresa A del caso 8. En
este sentido, podemaos concluir gue tendremos la misma estructura de juego para el modelo
de Hotelling para ambos casos. Esto se debe a la forma de la funcién de Kumaraswamy y

a la simetria existente entre estos casos, como se presenta en la figura 3.

Consecuentemente, podemos determinar directamente el Equilibrio de Nash Perfecto en
Subjuegos, con respecto al resultado analitico hallado para el caso 8, debido a que el
desarrollo seria el mismo, pero con las empresas intercambiadas. De esta manera, se tiene

formalmente para el caso 6 que el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos es:

—5t+3V17t t+ V17t
. — ,0,0)}(2.24)

ENPS{(P;(a",b",t), Pg(a”,b",t),a",b")} = {(

Los equilibrios (2.21) y (2.24) permiten concluir que, si la distribucién de los consumidores
dentro de la ciudad lineal es una funcién lineal monétona creciente o decreciente, entonces
se cumple el principio de maxima diferenciaciébn entre empresas, debido a que las
empresas optan por ubicarse en los extremos de la ciudad para diferenciar espacialmente

sus productos y competir netamente via precios.
Teorema:

Sea el modelo de Hotelling para dos empresas A y B, con produccion de bienes
homogéneos en una ciudad lineal donde las empresas A y B compiten via precios P,, Pg Yy
posiciones a, b € [0,1], con costos de transporte unitarios (t = 1) y costos de produccion
nulos (c =0). Si los consumidores se distribuyen conforme a la distribucion de
Kumaraswamy f(z;a,8) = a B z% (1 —z%)A~1 con parametros de forma a, 8; entonces
los precios y posiciones de equilibrio que maximizan los benéficos de las empresas de

manera simultdnea son:
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1++v17 -5+ 3v17
P;: ) B— o a*=0, b*=0
8 8
b) a=1,=2
-5+ 3v17 1++v17
P, :T’ P§=T, a*=0, b* =0

2.4 Pseudo Codigo

El Pseudo Cddigo presentado en esta seccion para la extension del modelo de Hotelling
en una ciudad lineal, es la base para el desarrollo del cdigo en lenguaje Python empleado
para las simulaciones. Este codigo se presenta en el Anexo VIII.

Pseudo codigo para la simulacion de la extension del modelo de Hotelling

1. Segunda Etapa
1.1 Definir las variables de precios de cada empresa P, y Pg.
1.2 Determinar la posicién de indiferencia x del consumidor a partir de las variables P,, Py
y las posiciones a, b € [0,1] y el costo de transporte t > 0, tal que:

Py — P, (1-b+a)
2t(1—a—b) 2

.f(PA,PB,a,b,t) =

bajo la restriccion: 0 < x < 1.

1.3 Definir las funciones de cantidad de cada empresa q, y qp a partir de x, « , B tal que:

x
qA(PA'PB'a'b't'a'B) =f f(Z)dZ
0

1
qB(PA’PB’anItJ a;ﬁ) = J‘_ f(Z)dZ
X

donde:
f(z;a,B)=af z (1 —z%Fcon z€ (0,1)
1.4 Definir las funciones de beneficio de cada empresa m,y mz con Py, Pg, g4, q5.
4(Py, Pg,a,b,t,a,8,¢c) = (Py—c) qu(Py, Pg,a,b, t,a, )
Mg(Py, Pg,a,b,t,a,B,¢c) = (Pg —c) qg(Py, Pg,a,b, t,a, B)
1.5 Definir las funciones de mejor reaccion P}® y PYR para las empresas.

PYMR(Pg,a,b,t,a,f3,c) = arg max 74(Ps, Pg,a,b,t,a,f3,c)
A
PMR(P,,a,b,t,a,B,c) = arg max (P4, Pg,a,b,t,a,f,c)
B
1.6 Definir un sistema de ecuaciones P}'%, P}'R; con variables a determinar P,, Py
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1.7 Resolver el sistema de ecuaciones en 1.6 para determinar los precios de equilibrio P,
y Pg, de forma que:
Py =Ps(a,b,t,a,pB,c)
P; = Pg(a,b,t,a,B,c)
1.8 Fin de la Segunda etapa.
2. Primera etapa
2.1 Determinar las funciones de mejor reaccion a™R y bMR para las empresas A y B,
respectivamente, utilizando los precios de equilibrio en 1.7.
aR(b,t,a,B,c) = arg max (P;(a,b,t,a,B),Pi(a,b,t,a,B),a,b,a,p,c,t)

bMR(a,t,a,f,c) = arg max g (P;(a,b,t,a,B),Pi(a,b,t,a,B),a,b,a,p,c,t)

bajo la restriccion: a + b < 1.
2.2 Definir un sistema de ecuaciones a™®, bMR; con variables a determinar a, b.
2.3 Resolver el sistema de ecuaciones en 2.2 para determinar las posiciones de equilibrio
a*y b*, de forma que:
a*=a"(a,pB,tc)
b*=b*(a,pB,t,c)
2.4 Fin de la Primera etapa.
3. Hallar el Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos.
3.1 Establecer una serie de valores del parametro « € [1,15],con ¢c=0, =t =1
3.2 Para cada valor «a.
3.2.1 Suministrar un valor inicial P?, P2 para los Precios de cada Empresa, a°, b° para
las Posiciones de cada empresa para la resolucion numérica de los puntos 1y
2.
3.2.2 Guardar las Posiciones de equilibrio a*,b* y calcular los Precios de equilibrio
P;, P; en 1.7 tal que:
Pi(a*, b t,a, )
Pz(a*,b* t,a, B)
3.2.3 Calcular Cantidades g}, g5 en 1.3 y los Beneficios de equilibrio ©;, w5 en 1.4 tal
que:
qa = qa(Pa, Pg,a’,b% t,a, B)
qp = qp(Pa, Pz ,a",b*, t,a, B)
Mu(Py, Pg,a*,b* t,a,B,c) = (P; —c)qa(P;,Pg,a*,b*, t,a,f)
Mg(Py, Pg,a*,b* t,a,B,c) = (Pg —c)qg(Ps, Pg,a",b*, t,a, B)
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Una vez presentados los fundamentos de teoria de juegos, el desarrollo analitico de la
extension del modelo y el Pseudo cédigo (el cual sera la base para el cédigo que se usara
en Python para las simulaciones); se procedera a presentar en el siguiente capitulo: los
resultados, conclusiones y limitaciones de la extensién de este modelo para cada uno de

los casos de interés que fueron desarrollados en este capitulo.

3 RESULTADOS, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
3.1 Resultados

En este apartado se presentan los resultados de las simulaciones de la extension del
modelo de Hotelling con posiciones endbégenas en una ciudad lineal, especificamente para
los casos 8 y 6 de la funcion de KW, los cuales fueron propuestos previamente en el
capitulo de metodologia. Adicionalmente, en este apartado se realiza la interpretacion

econdmica del comportamiento de las empresas con relacion a los resultados obtenidos.

Para comenzar, analicemos el comportamiento de la distribucion de los consumidores. La
figura 4 es una representacién grafica de la distribucion KW para 4 casos particulares a =
2,a=5a=10,a =15,conp = 1.

Caso 8: Funciones lineales y no lineales moné6tonas crecientesa > 1, =1

p=1
T T T L g T
- Valores de a E
2.0+ - =2 -
| mmg=5 ]
=g =10
1.5 = =15
1.0
S
0.5
0.0
-0.5 1
C_L L S S R L NI S S | B S 4 i |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4. Caso 8- funcion de Kumaraswamy

Nota: Esta figura muestra 4 diferentes formas que puede
tomar la funcién de densidad de KW para el caso 8 (a > 1,
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B = 1). Para cada una de las formas, el parametro de forma

a toma valores en cuatro situaciones: a =2, =5,a =

10, = 15.
Como se puede apreciar en la figura 4, a medida que aumenta el valor de a, la distribucion
de KW tiene cambios tanto en su forma como en su pendiente. Por ejemplo, cuando a =
2y B =1, la distribucion tiene una forma lineal con pendiente positiva, este es
precisamente es uno de los casos desarrollados en el capitulo de metodologia. Sin
embargo, si el valor de ¢ aumenta, la pendiente de la funcién varia en cada punto y su
comportamiento se vuelve de caracter asintético, con una concentracion cada vez mayor

en la parte derecha de la distribucion.

A continuacion, revisaremos los resultados de las simulaciones con relacion a posiciones,
precios, cantidades y beneficios del equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos, que toman

las empresas A y B cuando varia exclusivamente el parametro a en el intervalo [1,15].

Para ello, se asume que =1, c =0, t =1.7. Cabe subrayar que estos equilibrios son
los resultados Optimos de cada empresa, descartando aquellas amenazas que puedan
existir por parte de los rivales al querer acaparar el mercado con precios bajos que no
maximicen su beneficio. Ademas, dado los supuestos planteados en la extension del

modelo, estas variables se encuentran restringidas en el intervalo [0,1].

Posiciones de Equilibrio

Para que las empresas puedan maximizar su beneficio dentro del modelo, deberan primero
decidir la posicion en la cual se ubicaran dentro de la ciudad lineal. Para ello, las empresas
deben tener en cuenta que, dentro de este esquema de competencia, podran fijar precios
positivos si y solo si, el costo de transporte es positivo (en este caso se asumet =1)ylas
empresas no invaden el territorio de su rival; es decir, sus posiciones deben cumplir con la

restriccion a + b < 1.

Ademds, para que cada empresa pueda determinar la ubicacion que maximice
simultaneamente su beneficio, deberd tener en cuenta, cual es la distribucién de los
consumidores dentro de la ciudad y suponer la decisién de su rival, dado que su decision

seré simultdnea a la de su rival.

En la figura 5 se presenta la eleccion de cada empresa con respecto a sus posiciones,

acorde a los diferentes valores de . Como se puede observar, cuando los valores de «

" Se debe tener en cuenta que al escoger el caso particularde ¢ =0, t =1y 0 < ¥ < 1 entonces los precios, las cantidades

y beneficios estaran dentro del rango de cero a uno. (P, Py, q4, 45, T4, 5 € [0,1])

38



aumentan, la empresa A decide mantener su ubicacion en el extremo izquierdo de la ciudad
lineal (a* = 0). Simultaneamente, la empresa B decide mantenerse en el extremo derecho
de la ciudad lineal (b* = 0) para valores de a < 2.5. Sin embargo, cuando a > 2.5, la
empresa B decide alejarse un poco del extremo derecho, ubicaAndose cerca de la posicién

0.90 de la ciudad lineal.

Figura 5.1. Empresa A Figura 5.2. Empresa B
1.000 4 1.000 A
0.909 4 0.909 -
0.818 4 0.818 A
0.727 4 0.727 A
0.636 4 0.636 A
5 5
20.545 1 2 0.545 -
& &
0.455 4 0.455 -
0.364 4 0.364 -
0.273 4 0.273 A
0.182 4 0.182
0.091 4 0.091 -
0.000 T T :

0.000 L S S S B S S S S L L — T — T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 01 2 3 45 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16
a

=

Figura 5. Posiciones de Equilibrio de las empresas con respecto Alfa

Nota: Las figuras 5.1 y 5.2 muestran como varian las posiciones de equilibrio de la

empresa A y B respectivamente, cuando el pardmetro de forma a varia (a € [1,15]) y

el parametro de forma 8 = 1.
Este comportamiento de la empresa B puede ser explicado por la alta concentracion de
consumidores al lado derecho de la ciudad lineal cuando a > 2, tal como se lo muestra en
la figura 4. Dadas estas circunstancias, la empresa B podria estar ubicandose
estratégicamente alrededor de una mayor proporcién de consumidores, para que asi,
posiblemente logre aumentar la demanda de sus productos con un mayor grupo objetivo

de consumidores.

Por otro lado, la empresa A se encuentra limitada con respecto a la eleccioén de su posicion,
debido a las siguientes razones: 1) la empresa no puede invadir el territorio de la empresa

rival porque si lo hace, tendran que fijar un precio negativo y 2) El beneficio marginal de la
empresa A es negativo (%4 < 0), (asi como se lo presento en el capitulo de metodologia),

por lo que mientras mas se aleje del extremo izquierdo, menor seré su beneficio. Por ende,
a esta empresa no le conviene abandonar el extremo de la ciudad. Estos resultados fueron
similares a los que se obtuvieron en el estudio de Anderson (1997), el cual concluyo que,

si la funcion de densidad de la distribucion de los consumidores es demasiado convexa,

39



entonces los resultados del equilibrio para la primera etapa son asimétricos. Es decir, las
ubicaciones de mejor respuesta de las empresas tienden a polarizarse de manera

diferente, tal y como se lo muestra en la figura 5.

En conclusién, cuando los valores de @ aumentan, la empresa A tiende a mantener su
posicién de equilibrio en el extremo izquierdo de la ciudad lineal, mientras que la empresa
B tiende a alejarse de manera estratégica un poco del extremo derecho de la ciudad lineal,

para asi poder rodearse de una mayor proporcién de consumidores.

Precios de Equilibrio

Una vez determinada de manera simultanea las posiciones de equilibrio de cada una de
las empresas, se procede a fijar los precios de equilibrio que maximicen el beneficio de
cada una de ellas. En la figura 6 se muestra como varian los precios de equilibrio de cada

empresa cuando los valores de @ cambian.

Silos valores de a aumentan, los consumidores tienden a concentrarse en mayor magnitud
en el territorio de la empresa B, asi como se lo presenta en la figura 4. Entonces, con base
en la figura 6, la empresa A tienden a disminuir los precios hasta acercarse a cero® (P; -
0). Esto sucede porque la empresa A, al ser un agente racional, buscard maximizar su
beneficio, tratando de captar la atencion de los consumidores con precios bajos. En este
sentido, la empresa A tratara de hacer mas atractivo su producto a través de un tipo de

diferenciacion monetaria con respecto al producto de la empresa B.

8 Las empresas podran fijar precios cercanos a cero y no tener perdidas. Esto se debe a que se asumio que el costo de
produccion para este caso tedrico es cero (¢ = 0)
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Figura 6.1. Empresa A Figura 6.2. Empresa B

1.000 1.000 4

0.909 0.909

0.818 0.818 4

0.727 4 0.727

0.636 0.636

2 o

@ 0.545 @ 0.545 -

& £

0.455 0.455

0.364 0.364

0.273 4 0.273

0.182 4 0.182

0.091 4 0.091

0.000 —————F——F—F+——F——F—F—7—7— 11— .00 ——m—¥————r—F——F——F——7—F—7—"—1—7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
(¢4 a

Figura 6. Precios de Equilibrio de las empresas con respecto Alfa

Nota: Las figuras 6.1 y 6.2 muestran como varian los precios de equilibrio de la

empresa A y B respectivamente, cuando el parametro de forma « varia (a € [1,15])

y el parametro de forma 8 = 1.
Por otro lado, la empresa B tendra una mayor flexibilidad al momento de fijar un precio,
debido a la ventaja que le otorga su ubicacién con respecto a la distribucion de los
consumidores, como se presentd en la figura 5. Inicialmente, cuando los valores de «
comienzan a aumentar hasta las 5 unidades, la empresa B decide disminuir gradualmente
sus precios por motivos de competencia, debido a que aln existe una considerable
proporcion de consumidores en el territorio de la empresa A que pueden demandar su
producto por los precios bajos. Sin embargo, para valores de « mayores a las 5 unidades,

la empresa B tiende a estabilizar sus precios e incluso aumentarlos.

Se debe tener en cuenta que, aungue los precios de la empresa A tiendan a disminuir,
estos pueden no volverse mas atractivos para los consumidores, debido a la larga distancia
que estos tengan que recorrer para adquirir el producto. Es asi como la distancia entre el
consumidor y la empresa podria desmotivar al consumidor de su compra, a tal punto que,

el consumidor prefiera los productos de la empresa rival.

La posicion de indiferencia que se presenta en la figura 7 demuestra que un consumidor
indiferente debe ubicarse cada vez mas cerca del extremo derecho de la ciudad lineal a
medida que aumenta el valor de a. Este fenébmeno sucede porque al consumidor le dara
igual recorrer una mayor distancia hacia la empresa A y pagar un bajo precio, o recorrer

una menor distancia hacia la empresa B y pagar un precio mas alto.
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1.0

0.8 -

0.6 1

0.4 1

Posicion de Indiferencia

0.2 1

0.0

Figura 7. Posicion de indiferencia de los consumidores con respecto Alfa

Nota: Esta figura muestra como varia la posicion de indiferencia de los consumidores

dentro de la ciudad lineal cuando, el parametro de forma a varia (a € [1,15]) y el

parametro de forma g = 1.
En conclusién, después de fijar sus posiciones, las empresas compiten con respecto a sus
precios de tal forma que, la empresa A tratarAd de ser mas competitiva disminuyendo
progresivamente sus precios hacia cero, a medida que aumente el valor de a. Por otro
lado, la empresa B, al tener una ventaja por su posicion, fijara un precio mas alto en

comparacion al precio de su rival, logrando asi liderar el mercado dentro de la ciudad lineal.

Cantidades de Equilibrio

Asi como los precios, las cantidades producidas de una empresa juegan un papel
fundamental dentro de un mercado, por la ley de oferta y demanda. Después de que las
empresas deciden su posicion y precio de equilibrio respectivamente, deben decidir la
cantidad de equilibrio que produciran para ofertar dentro del mercado, teniendo en cuenta

la distribucién de los consumidores dentro de la ciudad lineal.

A continuacion, en la figura 8 se presenta los niveles de produccion de cada empresa con

respecto a cada valor de a.

42



Figura 8.1. Empresa A Figura 8.2. Empresa B

1.000 1.000

0.909 1 0.909 -

0.818 0.818 -

0.727 0.727 -

0.636 1 0.636

o o

o o

o o

= 0.545 E 0.545 -

] ]

Q ]

0.455 1 0.455 -

0.364 1 0.364 -

0.273 1 0.273

0.182 1 0.182

0.091 0,091 -

0000 +—F——F+—F—FF—+—— 0,000 +—F——F—FF—+——F+——+—+—F+—+—+——+—

12 3 4 56 7 8 910111213 141516 01 2 345 6 7 8 910111213 14 15 16
a a

Figura 8. Cantidades de Equilibrio de las empresas con respecto Alfa
Nota: Las figuras 8.1 y 8.2 muestran como varian las cantidades de equilibrio de la

empresa A y B respectivamente, cuando el parametro de forma «a varia (a € [1,15]) y
el parametro de forma 8 = 1.

Como se observa en lafigura 8, cuando a = 1y B = 1 las empresas de manera simultanea
fijan los mismos niveles de produccidon; debido a que nos encontramos en el caso clasico
del modelo de Hotelling con posiciones enddgenas, el cual fue presentado en el capitulo
de marco tedrico y constituye el caso 5 de la funcion de KW.

Sin embargo, a medida que aumenta los valores de «, la empresa A comienza a producir
cada vez menos unidades, porque los consumidores tienden a concentrarse mas lejos de
la posicién de esta empresa. Por ende, la demanda de sus productos disminuye dentro del
mercado, a pesar de que sus precios sean relativamente competitivos con respecto a los
de la empresa B. Paralelamente, la empresa B, al tener la ventaja gracias a su posicion,
estara mas cerca del cimulo de consumidores dentro de la ciudad, por ende, decidira
producir mas unidades. En consecuencia, la empresa B no solo decide fijar precios altos

en comparacion a la empresa rival, también decide producir cada vez mas.

Cabe subrayar que estos resultados dependen plenamente del costo de transporte, los
precios y las posiciones de las empresas. En este sentido, el comportamiento de estas
variables afecta directamente en la cantidad que ofertar4 cada empresa en cada una de
las diferentes situaciones dentro del mercado de la ciudad lineal. Ademas, los resultados
presentados en este apartado son consistentes con los resultados analiticos obtenidos

para los casos seis y ocho de la funcion de Kumaraswamy del capitulo de metodologia.
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Beneficios de Equilibrio

Como paso final de este modelo de competencia, se analiza el beneficio 6ptimo que
alcanza cada empresa, con relacion a los precios, cantidades y posiciones de equilibrio
determinados en las secciones anteriores. En la figura 9 se muestra como varian los

beneficios de equilibrio de cada una de las empresas cuando el parametro @ aumenta.

Figura 9.1. Empresa A Figura 9.2. Empresa B
1.000 1.000 4
0.909 0.909
0.818 4 0.818 A
0.727 4 0.727 A
0.636 0.636 A
2 L]
= 9
@ 0.545 4 T 0.545 A
[ = c
) Ly
o o
0.455 0.455
0.364 0.364
0.273 4 0.273
0.182 4 0.182
0.091 4 0.091 A
0.000 — 0.000 —
0 01 2 3 4 5 6 7

1 2 é 4'1- é é ‘;‘ é é 1‘0 1‘1 1I2 ll3 1r4 1I5 16 é é lIO 1‘1 lé 1'3 l|4 1r5 16
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Figura 9. Beneficios de Equilibrio de las empresas con respecto Alfa

Nota: Las figuras 9.1 y 9.2 muestran como varian los beneficios de equilibrio de la

empresa A y B respectivamente, cuando el parametro de forma «a varia (a € [1,15]) y

el parametro de forma g = 1.
Los resultados de esta figura 9 son evidentes. Por un lado, la empresa A conseguira cada
vez menos beneficios cuando a aumente, hasta ser cercanos a cero, Como consecuencia
de la perdida de consumidores y los bajos precios que fija para su producto. Por otro lado,
la empresa B tendra mayores beneficios, debido a que, al tener ventaja competitiva y lograr
cubrir una gran proporcién de la demanda, esta empresa tendré altos niveles de produccién
y precios. Por ende, a medida que aumenta los valores de a, los beneficios de la empresa

B aumentaran con un comportamiento similar al de rendimientos decrecientes de escala.

Una vez analizados los equilibrios de Nash Perfectos en Subjuegos para el caso 8,
podemos concluir por el Teorema presentando en el apartado 2.3 del capitulo de
metodologia que, los resultados para el modelo de Hotelling con posiciones enddgenas
para el caso 6 son los mismos, pero con la particularidad que las empresas intercambian
su comportamiento, debido a que en este caso los consumidores se concentraran en la
parte izquierda de la ciudad lineal. En otras palabras, en el caso 6 la empresa A se

comporta como la empresa B del caso 8 y, andlogamente, la empresa B se comporta como

44



la empresa A. El lector podra encontrar los resultados de las simulaciones del equilibrio

Perfecto en Subjuegos para el caso 6 en el apartado de Anexos del presente documento.

3.2 Conclusiones

En retrospectiva, el modelo de Hotelling inicialmente tiene como objetivo resolver la
paradoja de Bertrand cuando los consumidores estan distribuidos uniformemente dentro
de una ciudad lineal, pero con el pasar del tiempo este modelo ha sido modificado con
supuestos que estén mas acordes con la realidad, generando asi diversas extensiones
dentro del campo. Gracias a todos estos desarrollos, se ha incentivado el interés y
desarrollo de la competencia espacial en el campo de la economia industrial. De tal modo,
gue la humanidad ha tenido acceso a un medio simple y exitoso para introducir una

componente espacial en la modelizacion del comportamiento de los agentes econémicos.

Este trabajo tiene como objetivo determinar el equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos
para el modelo de Hotelling con posiciones enddgenas, cuando los consumidores estan
distribuidos a partir de una funcion de Kumaraswamy, con el fin de analizar el
comportamiento dinAmico de las empresas con respectos a sus precios, posiciones,

cantidades y beneficios dentro del mercado de la ciudad lineal.

En resumen, los resultados de la extensibn modelo de competencia espacial que son
presentados en este documento, muestran como las empresas compiten via de precios y
posiciones dentro de la ciudad lineal. En este contexto, el comportamiento y la competencia
de las empresas se basara simplemente en la forma y el tipo de distribucién que tienen los

consumidores dentro de la ciudad.

Por consiguiente, si la distribucion de los consumidores tiende a ser una funcion
estrictamente monétona creciente, entonces la empresa que este mas cerca del extremo
derecho de la ciudad lineal, tendra una ventaja competitiva con respecto a su rival, siempre
y cuando se cumpla que a+ b < 1. En este sentido, esta empresa tendr& mayores
beneficios, debido a su posicion estratégica dentro de la ciudad y, a sus altos niveles de
produccion y precios. Por otro lado, la empresa rival estara limitada a competir
estratégicamente via precios para tratar de mantenerse en el mercado, y a medida que la
distribucion de los consumidores tienda a ser una funcién monétona creciente no lineal, su

produccion disminuird al igual que sus beneficios.

Analogamente, por el Teorema que fue presentado en el apartado 2.3 del Capitulo de
metodologia, se tiene que, si la distribucion de los consumidores tiende a ser una funcion
estrictamente mondétona decreciente, entonces la empresa que este mas cerca del extremo

izquierdo de la ciudad, tendra una ventaja competitiva con respecto a su rival, siempre y
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cuando se cumpla que a+b < 1. En este sentido, esta empresa tendr& mayores
beneficios, debido a su posicidn estratégica dentro de la ciudad y, a sus altos niveles de
produccion y precios. Por otro lado, la empresa rival estara limitada a competir
estratégicamente via precios para tratar de mantenerse en el mercado, y a medida que la
distribucion de los consumidores tienda a ser una funcion monétona decreciente no lineal,

su produccién disminuird al igual que sus beneficios.

Por consiguiente, se puede concluir para estos casos de andlisis que, inicialmente se
cumple el principio de maxima diferenciacion entre las empresas competidoras. Sin
embargo, a medida que la distribucion de los consumidores va cambiando de forma, la
empresa que tiene una ventaja competitiva podra alejarse del extremo de la ciudad lineal
para desplazarse mas cerca de la conglomeracion de los consumidores, y asi poder fijar
precios mas altos en comparacion a los de su rival debido a su diferenciacion espacial;
mientras que la empresa rival optara por mantener su posicion en el otro extremo de la
ciudad para competir absolutamente via precios. Estos resultados de precios, posiciones y
beneficios de equilibrio son similares a los obtenidos por Ansari et al. (1994) en su modelo
de Hotelling para dos empresas con una distribucién Beta (en el caso asimétrico) en un
espacio bidimensional. Ademas, estos resultados son acordes al comportamiento racional
que suelen tener las empresas, ya que, segun Biscaia & Mota (2013), las empresas
intuitivamente desean diferenciar mas sus productos para poder flexibilizar la competencia
con respecto a los precios, con el objetivo de obtener mayores ganancias dentro del

mercado.

Los hallazgos de este trabajo proporcionan una interpretacion de los Equilibrios de Nash
en el modelo de competencia espacial cuando, los consumidores se aglomeran en un solo
lado de la ciudad lineal. Sin embargo, este trabajo tiene varias limitaciones y supuestos
que se pueden mejorar. Por ende, en el siguiente apartado se presentan varias

recomendaciones, las cuales pueden ser abordadas para futuras investigaciones.

3.3 Recomendaciones

A lo largo de este trabajo, se han establecido diferentes supuestos que, de cierto modo,
han permitido modelar algunos casos particulares de la competencia espacial con el
modelo Hotelling. Sin embargo, al tomar varios de estos supuestos, se ha limitado directa
e indirectamente el desarrollo de este modelo tedrico. Con ello, a continuacién, se enuncian
las diferentes limitaciones que tiene este trabajo y como estas podrian evitarse para el

desarrollo de futuros estudios.
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Una de las limitaciones principales de este trabajo es que solo se analizan los casos 5, 6 y
8 de la funcién de Kumaraswamy para la distribucion de los consumidores en el modelo de
Hotelling. Por ello, trabajos futuros podrian centrarse en el desarrollo analitico y numérico
del equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos para casos generales de esta distribucion,
aungue ello podria demandar el empleo de herramientas cuantitativas mas complejas y

exigentes.

Por otro lado, los supuestos planteados en este estudio constituyen una fuerte limitante en
la representacion de la competencia espacial a través del modelo. Por ejemplo, los
supuestos de los costos de produccién nulos (¢ = 0) y los costes de transporte unitarios
(t = 1) son poco realistas y provocan gue el dominio de las variables de interés (precios
cantidades y beneficios) se restrinja al intervalo [0,1]. Por esa raz6n, se recomienda que
en trabajos futuros se pueda considerar una estructura de costos mas fehaciente, que
posiblemente incluya no linealidades. Ademas, es importante subrayar que, para casos
especificos, se puede relajar el supuesto en el que las empresas no puedan invadir el

territorio de su rival.

De la misma manera, se recomienda realizar la misma extension de este modelo, pero, en
lugar de encontrar los equilibrios en estrategias puras, se determinen estos equilibrios en
estrategias mixtas. Asi mismo, se podria modificar la estructura del modelo a tal punto que

la ciudad no sea necesariamente lineal sino una algun tipo de ciudad bidimensional.

Finalmente, como recomendacién adicional, se podria modificar la segunda etapa del
modelo, de tal manera que las empresas compitan via cantidades en lugar de precios. Con
ello, se podria contrastar los resultados de equilibrio de este modelo de competencia
espacial via precios, con un modelo de Hotelling de competencia espacial via a cantidades

al estilo de la competencia de Cournot.
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5 ANEXOS
ANEXO I. Definiciones

Definicion 5: Estrategia Dominante

Segun Pérez & Navarro (2013), partiendo de un razonamiento intuitivo se dice que una
estrategia de un jugador es dominante en el sentido débil o no estricto cuando esta es igual
de buena o mas que cualquier otra estrategia del juego. Teniendo en cuenta que esta

estrategia es respuesta a cualquier perfil de estrategias que elijan los demas jugadores.

Por lo tanto, sea un juego G = (N, {S;}}=1, {u;()}i=,) coni € N ={1,2,3,..,n} yseans;s; €
S; dos estrategias del jugador i. Se dice que la estrategia s; esta dominada por la estrategia

s; siy solo si:
u;(sf,s-) = u;(sy, s-;) VS_;ES_jVs] #s;
Donde:
s_; es el perfil de estrategias de los jugadores sin contar la estrategia del jugador i.

S_; es el conjunto de perfiles de estrategias de los jugadores sin contar la estrategia del

jugador i.

Equivalentemente se tiene que la estrategia s;” domina en el sentido débil o no estricto a la

estrategia s;.
Definicion 6: Estrategia Estrictamente Dominante

Sanchez-Cuenca (2009) menciona que una estrategia de un jugador es dominante en el
sentido fuerte o estricto cuando esta estrategia es mas beneficiosa en el pago que cualquier
otra estrategia, la cual es respuesta a cualquier perfil de estrategias que elijan los demas

jugadores.

Por lo tanto, sea un juego G = (N, {S;}}=1, {u;(")}j=,) coni € N ={1,2,3,..,n} yseans;s; €
S; dos estrategias del jugador i. Se dice que la estrategia s; esta estrictamente dominada

por la estrategia s; siy solo si:
ui(si*,s_i) > ui(si,s_i) Vs_; € S_i,v S? * S
Donde:

s_; es el perfil de estrategias de los jugadores sin contar la estrategia del jugador i.
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S_; es el conjunto de perfiles de estrategias de los jugadores sin contar la estrategia del

jugador i.

Con relacion a esta definicion, una de las soluciones del juego es todos los perfiles de
estrategias en los cuales cada jugador usa una estrategia estrictamente dominante.
Ademas, equivalentemente se tiene que la estrategia s;” domina de manera fuerte o estricta

a la estrategia s;.
Proposicion 1.

Sea un juego G. Para todo jugador i con i € N, se tiene que su perfil de estrategias s; € S;
no es un perfil de estrategias de mejor respuesta, si s; estd dominada por cualquier otra

estrategia s; € S;.
Proposicion 2:

Si s es una estrategia estrictamente dominante para el jugador i, entonces esta debe ser

la mejor respuesta para el jugador i, Vs_; € S_;.

En otras palabras, la estrategia s; es la mejor respuesta del jugador i, porque esta
estrategia domina estrictamente a cualquiera estrategia s; € S del jugador i, para todo s; #
s;. Por lo tanto, toda estrategia estrictamente dominante es una estrategia de mejor
respuesta, pero no toda estrategia de mejor respuesta es una estrategia estrictamente

dominante.
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ANEXO Il. Funciones lineales y no lineales mondtonas
decrecientes.

o =1

Valores de g
-ﬁ=2
mmp=5
=g =10

mmg=15

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 10. Caso 6 - Funcién de Kumaraswamy

Nota: Esta figura muestra 4 diferentes formas que puede tomar
la funcién de densidad de KW para el caso 6 (a =1, § > 1).
Para cada una de las formas, el parametro de forma a toma
valores en cuatro situaciones: § =2, =5, f=10,8=15.

54



Posicion

ANEXO Ill. Posiciones de Equilibrio

Figura 11.1. Empresa A Figura 11.2. Empresa B
1.000 4 1.000 A
0.909 4 0.909 -
0.818 - 0.818 A
0.727 4 0.727 A
0.636 0.636 A
c
S
0.545 4 £ 0.545 4
o
o
0.455 0.455 -
0.364 0.364 -
0.273 4 0.273 A
0.182 - 0.182
0.091 4 0.091 A
0.000 /_ 0.000 +— '

01 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16 01 2 3 45 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16

8 8
p B
Figura 11. Posiciones de Equilibrio de las empresas con respecto a Beta

Nota: Las figuras 11.1 y 11.2 muestran como varian las posiciones de equilibrio de la
empresa Ay B respectivamente, cuando el parametro de forma g varia (8 € [1,15]) y el
parametro de forma a = 1.
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Precio

ANEXO IV. Precios de Equilibrio

Figura 12.1. Empresa A

Figura 12.2. Empresa B

1.000 A 1.000 4
0.909 4 0.909
0.818 4 0.818
0.727 4 0.727
0.636 1 0.636
o
0.545 o @ 0.545 -
£
0.455 4 0.455
0.364 1 0.364
0.273 1 0.273
0.182 4 0.182
0.091 4 0.091 1
0.000 0.000 T T

01234567

8
B

9 10 11 12 13 14 15 16

01234567

8
B

9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 12. Precios de Equilibrio de las empresas con respecto a Beta

Nota: Las figuras 12.1 y 12.2 muestran como varian los precios de equilibrio de la
empresa A y B respectivamente, cuando el parametro de forma g varia (8 € [1,15]) ¥

el parametro de forma a = 1.
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Posiciéon de Indiferencia

ANEXO V. Posicion de Indiferencia

1.0

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 1

0.0

16

Figura 13. Posicion de Indiferencia con respecto a Beta

Nota: Esta figura muestra como varia la posicion de indiferencia de los
consumidores dentro de la ciudad lineal cuando, el parametro de forma
B varia (B € [1,15]) y el parametro de forma a = 1.
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Cantidad

1.000 4

0.909 -

0.818 A

0.727

0.636 1

0.545 ~

0.455 -

0.364 -

0.273 A

0.182 -

0.091 -

0.000

ANEXO VI. Cantidades de Equilibrio

Figura 14.1. Empresa A

Figura 14.2. Empresa B

Cantidad

1.000 A

0.909 A1

0.818 1

0.727 |

0.636 1

0.545 1

0.455 A

0.364 1

0.273 1

0.182 -

0.091 4

0.000

012 3 456 7 8 9101112 13 14 15 16

B

01 2 3456 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
B

Figura 14. Cantidades de Equilibrio de las empresas con respecto a Beta

Nota: Las figuras 14.1 y 14.2 muestran como varian las cantidades de equilibrio de la
empresa Ay B respectivamente, cuando el parametro de forma g varia (8 € [1,15]) y el

parametro de forma a = 1.
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Beneficio

1.000 4
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0.818 A

0.727

0.636 1
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0.273 A

0.182 -

0.091 -

0.000

ANEXO VII. Beneficios de Equilibrio

Figura 15.1. Empresa A

Figura 15.2. Empresa B

Beneficio

1.000 A

0.909 A1

0.818 1

0.727 |

0.636 1

0.545 1

0.455 A

0.364 1

0.273 1

0.182 -

0.091 4

012 3 456 7 8 9101112 13 14 15 16

B

0.000

01 2 3456 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
B

Figura 15. Beneficios de Equilibrio de las empresas con respecto a Beta

Nota: Las figuras 15.1 y 15.2 muestran como varian los beneficios de equilibrio de la
empresa Ay B respectivamente, cuando el parametro de forma g varia (8 € [1,15]) y el

parametro de forma a = 1.
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ANEXO VIII. Cédigo de Python de la extension del modelo de
Hotelling.

1 oA A A A R R R R R
2 #%% 0) Librerias

IR SR R R R i
4

5 import numpy as np

6 import warnings

7 import matplotlib.pyplot as plt

8 import numpy as np

9 from scipy.optimize import minimize scalar

10 from scipy.optimize import fsolve

11 import random as rd

12 import statistics

13 from scipy import stats

14 import sympy as sp

15 from mpl_ toolkits.mplot3d import Axes3D

16
17 # 4 4dd 444444444ttt S
18 #%% 1) Definicién de la posicién de indiferencia (x_value) y las

19 cantidades de cada empresa gA,gB:

20 ###HHHHHH AR A AR A AR A AR A AR A AR F AR A AR H AR A AR A A AR AR H AR H AR F AR AR A
21

22 def x_value(PA, PB, a, b, t):

23 return ((PB - PA) / (2 *t * (1 - b -a))) + (1 /2) * (1 - b + a)
24

25 def gA(PA, PB, a, b, t,alpha,beta):

26 x=x value(PA, PB, a, b, t)

27 return 1-(1l-x**alpha) **beta

28

29 def gB(PA, PB, a, b, t,alpha,beta):

30 x=x value(PA, PB, a, b, t)

31 return (l-x**alpha) **beta

32

33 #HHH AR A AR A A A A A
34 #%% 2) %% Funciones de beneficio de cada empresa piA, piB:

35 # Definicidén de la funcién de beneficio de la empresa A:

36 #HHHHHHHHHH A AR A A HEHHAHH A AR F AR A AR F AR F AR F AR A AR H AR F AR H AR F AR H AR H AR H S
37

38 def piA(PA, PB, a, b, c, t,alpha,beta):

39 return PA * gA(PA, PB, a, b, t,alpha,beta) - ¢ * gA(PA, PB, a, b,
40 t,alpha,beta)

41

VA SR i i i i i i kA
43 #%% 3) Definicidén de la funcidén de beneficio de la empresa B:

44 #HH#HHHHHHHHHE AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR A AR AR H AR H SRS
45

46 def piB(PA, PB, a, b, c, t,alpha,beta):

477 return PB * gB(PA, PB, a, b, t,alpha,beta) - ¢ * gB(PA, PB, a, b,
48 t,alpha,beta)

40 #H##HHHHHHHHH A A A A A AR A AR A AR A AR A AR H AR H AR H AR H A H AR F AR H AR F AR H AR HHH
50 #%% 4) Segunda Etapa

51 #Definicidén de las funciones de mejor reaccidén de cada empresa

52 (#beneficio marginal de cada empresa con respecto a su precio)
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53

54 # Funcidén de mejor reaccidén de la empresa A con respecto a su

55 precio (prAl) :

56 #####HHHSH A HFH AR HHHHHFHFHFEHS A A A AR A HHHHH A A S H S AR H
57

58 def prAl (PB, a, b, c, t,alpha,beta):

59 res = minimize scalar (lambda PA: -piA(PA, PB, a, b, c,

60 t,alpha,beta),bounds= (PB+t* (-1+2*a-(a** (2))+b**(2)),

61 PB+t* (1-2*b+b** (2)-(a**(2)))), method='bounded')

62 return res.x

63

G4 HHHfH A AR AR AR H A A A A H A H S S
65 #%% 5) Funcidén de mejor reaccidén de la empresa B con respecto a su

66 precio (prBl):

67 H#ir#HHHHAHAFFFFFFFFFFFHAAAAA A S S S S 44444
68

69 def prBl(PA, a, b, c, t,alpha,beta):

70 res = minimize scalar (lambda PB: -piB(PA, PB, a, b, c,

71 t,alpha,beta) ,bounds= (PA+t* (a** (2) -1+2*b- (b** (2))),

72

73 PA+t* (1-2*a+(a**(2))-(b**(2)))), method='bounded"')

74 return res.x

75

To ###HHHHHHHH A A A E A A H A S
77 #%% 6) Sistema de ecuaciones (conformado por las funciones de mejor

78 reaccidn de las empresas con respecto a sus precios) para resolver de
79 1la segunda etapa:

BO H#HH#fHHfHHFH A A A A AR H A A A A A AR H AR H AR S
81

82 def sistemal (P, a, b, ¢, t,alpha,beta):

83 PA, PB = P

84 return [PA - prAl(PB, a, b, ¢, t,alpha,beta), PB - prBl(PA, a, b,
85 c, t,alpha,beta)]

86

BT #H# A H A H AR H AR H A AR H AR H A A H AR H AR H AR
88 #%% 7) Definicidén de los precios de equilibrio de la segunda etapa

89 (PA*, PB¥*):

O0 #HtHHHHHHHHHHHHHH S HHH A A A HHH S AR HH S 4
91

92 def P_starl (PO,a,b,c,t,alpha,beta):

93 PA, PB = PO

94 PA starl,PB starl=fsolve(sistemal, [PA,

95 PB],args=(a,b,c,t,alpha,beta))

96 return PA starl,PB starl

97

ERE TSI EEE AT LTS EEEEEEEEEEEEEEEEEEE
99 #%% 8) Primera Etapa

100 # Definicidén de las funciones de mejor reaccidén de cada empresa para
101 #1a primera etapa (beneficio marginal del beneficio con respecto a la
102 #posicidn para cada empresa)

103
104 # Funcidén de mejor reaccidédn de la empresa A con respecto a su posiciédn
105 (prA2):

IR ssssdsssassddssssssddsssasdddssssssdddsssssdsdssasdddsssaasddisssassididi
107
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108 def prA2 (PO, b, c, t, alpha, beta):

109 upper bound a = 1 - b - le-10 # Restamos una pequefla cantidad

110 res = minimize scalar (lambda a: -piA(P_starl (PO, a, b, c, t,

111 alpha, beta) [0], P _starl (PO, a, b, c, t, alpha, beta)l[l], a, b, ¢, t,
112 alpha, beta), bounds=(0, 1-b), method='bounded')

113 return res.x

114

115 # #4444 44444444444 E 44 H A4 A4 S
116 # Funcidén de mejor reaccidn de la empresa B con respecto a su posiciodn
117 (prB2) :

118 #ft#ddfhHA At A A A A A H AR H AR H A A S
119 def prB2 (PO, a, c, t, alpha, beta):

120 upper bound b =1 - a - le-10

121 res = minimize scalar (lambda b: -piB(P_starl (PO, a, b, c, t,

122 alpha, beta) [0], P _starl (PO, a, b, c, t, alpha, beta)[l], a, b, c, t,
123 alpha, beta), bounds=(0, 1l-a), method='bounded')

124 return res.x

125

NI S 0 i i
127 #%% 9) Definicidén del sistema de ecuaciones (conformado con las

128 funciones de mejor reaccidén de cada empresa con respecto a su

129 posicién) para resolver de la primera etapa:

130 #HHHffHHfHAf A A AR A A A A A A AR AR
131

132 def sistema2(d,P0, c, t, alpha, beta):

133 a, b =4d

134 return [a - prA2(PO, b, ¢, t, alpha, beta), b - prB2(P0, a, c, t,
135 alpha, beta)]

136

ANCUWIE R iE
138 #%% 10) Definimos las posiciones de equilibrio de la primera

139 etapa (a*,b*)

140 ##H A fHAFH AR H AR AR H AR AR A A A AR H AR H A
141

142 def d_star(d, PO, c, t, alpha, beta):

143 a, b =4d

144 a starl, b starl = fsolve(sistema2, [a, b], args=(P0, c¢, t, alpha,
145 beta))

146 return a starl, b starl

147

148 ##tfH#fHftfH A A A AR A A A AR A AR AR H A
149 #%% 11) Definicidén de un vector inicial de los precios para generar un
150 punto de partida a cada simulacién.

151 ###H##dHd4H4H444HHHHHHHHHHHHHHHHHHHEHHHSHSHHHRHRFRHHH S EHEH SRS
152

153 def generar vector PO (t, a, b):

154 # Generar PO[1l] en el rango [0, 1]

155 PO 1 = np.random.uniform(0, 1)

156

157 # Calcular los limites para PO[0] seguin las restricciones dadas
158 PO 0 min = max(PO_ 1 + £t * (1 - b - a) * (-1 - b + a), 0)

159 PO Omax = PO 1+t * (L -b-a) * (1L -Db+ a)

160

161 # Generar PO[0] dentro de los limites calculados

162 PO 0 = np.random.uniform(PO0_0 min, PO 0 max)
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163

164 # Calcular los limites para PO[1l] seguin las restricciones dadas
165 PO 1 min = max(PO_ O - £t * (1 - b - a) * (1 - b + a), 0)

166 PO 1 max = POO - £t * (-1 - b + a) * (1L - b - a)

167

168 # Generar PO[1l] dentro de los limites calculados

169 PO 1 = np.random.uniform(PO0_ 1 min, PO 1 max)

170

171 # He de asegurar que las componentes del vector de precios sean
172 mayores o iguales a cero

173 PO 0 = max(PO_0, 0)

174 PO 1 = max(PO_1, 0)

175

176 return np.array ([P0 _0, PO _11])

177

178 #ft Attt A At A A A A A A A A A
179 #%% 12 )Definicidén de una funcidén que nos genere vector inicial de las
180 posiciones de las empresas(d) para dar un punto de partida a la

181 simulaciodn.

ARV i
183

184 def generar vector_d():

185 # Generar d[0] en el rango (0, 1)

186 d 0 = np.random.uniform(0, 1)

187

188 # Generar d[1l] en el rango (0, 1)

189 d 1 = np.random.uniform(0, 1)

190

191 # Ajustar los valores para cumplir con las restricciones
192 d 0 = min(max(d 0, 0), 1 - d 1)

193 d 1l = min(max(d 1, 0), 1 - d 0)

194

195 # Asegurar que la suma de d[0] y d[l] sea menor que 1
196 if d0+d1 > 1:

197 # Ajustar d[0] y d[1l] si la suma es mayor o igual a 1
198 ratio = np.random.uniform(0, 1)

199 d 0 *= ratio

200 d 1 *= (1 - ratio)

201

202 return np.array([d 0, d 17])

203

VAR SR R i i ki
205 #%% 13) Simulacidén para el caso 8.

206 # listas vacias de resultados con respecto a cada empresa:

VAVNEE S B iR L i E i i ik i i i i i i i kR Rk
208

209 Precios Al=[]

210 Precios Bl=[]

211 Posiciones Al=
212 Posiciones Bl=
213 Cantidades Al=
214 Cantidades Bl=
215 Beneficio Al=[]
216 Beneficio Bl=[]
217 Posicion x1=[]
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218

219 #H## 444 S H A A A A S S
220 #%% 14) Evaluacidn con Alfa=2 Beta=1

221 # Parametros:

222 #H#HHHHH A A AR E A AR A AR A A
223

224 ¢,t=0,1

225 alpha=2

226 beta=1

227 print ("Alfa", alpha)

228 print ("Beta", beta)

229 d = generar vector d()

230 print ("Vector inicial d generado:", d)

231 # Generar vector PO

232 PO = generar vector PO(t, d[0], d[1l])

233 print ("Vector inicial PO generado:", PO)

234 # Generar vector d

235 a value=d star (PO, d, c, t,alpha,beta) [0]

236 b _value=d star (PO, d, c, t,alpha,beta)[1]

237 PA value=P starl(P0O,a value,b value,c,t,alpha,beta) [0]

238 PB_value=P starl (P0O,a value,b value,c,t,alpha,beta) [1]

239 P1=[PA value,PB value]

240 al=[a_value,b value]

241 a_value=d star(P1l, al, c, t,alpha,beta) [0]

242 b _value=d star(P1l, al, c, t,alpha,beta)[1]

243

244 HAHHHHHH S HA A A A A A A A AR A A A
245 #%% 15) Imprimir resultados del modelo, para la primera simulacién.
246 HA#HHHHH S A A A A A A A A EA AR EH A A A A SRS E S AR H S
247

248 print ("Precio de la empresa A",PA value)
249 print ("Precio de la empresa B",PB value)
250 print ("Posicién de la empresa A",a value)
251 print ("Posicién de la empresa B",1-b value)

252 print ("Beneficio de la empresa A",piA(PA value, PB value, a value,

253 b _value, c, t,alpha,beta))

254 print ("Beneficio de la empresa B",piB(PA value, PB value, a value,

255 b value, c, t,alpha,beta))

256 print ("Cantidad de la empresa A", gA(PA value, PB value, a value,

257 b _value, t,alpha,beta))

258 print ("Cantidad de la empresa B", gB(PA value, PB value, a value,

259 b value, t,alpha,beta))

260 print ("Posicidén de indiferencia", x value (PA value, PB value, a value,
261 b _value, t))

262 del PA value, PB value, Pl, a value, b value

263

204 HAHHHEH A A A A AR A A A S
265 #%% 16) Simulacidén con Alfa>=1 Beta=1

266 #H##HHAHHH A AR A A A AR A A A AR A A A A A AR A A S A S AR
267

268 for i in np.arange(l, 15.200, 0.200):

269 # Parametros
270 c,t=0,1

271 alpha=i

272 beta=1
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273 while True:

274
275
276
2717
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299 a value,
300
301 a_value,
302

try:
print ("Alfa", alpha)
print ("Beta", beta)
# Generar vector d
d = generar vector d()
print ("Vector inicial d generado:", d)
# Generar vector PO
PO = generar vector PO(t, d[0], d[1l])
print ("Vector inicial PO generado:", PO)
# evaluacién del modelo con los diversos parametros
a value=d star(p0, d, c, t,alpha,beta) [0]
b value=d star (PO, d, c, t,alpha,beta) [1]
PA_value=P_starl(PO,a_value,b_value,c,t,alpha,beta)[0]
PB value=P_starl (PO,a value,b value,c,t,alpha,beta) [1]
P1=[PA value,PB value]
al=[a value,b value]
a value=d star(Pl, al, c, t,alpha,beta) [0]
b value=d star(P1l, al, c, t,alpha,beta)[1]

# Imprimir resultados del modelo

print ("Precio de la empresa A",PA value)

print ("Precio de la empresa B",PB value)

print ("Posicién de la empresa A",a value)

print ("Posicién de la empresa B",l—b_value)

print ("Beneficio de la empresa A",piA(PA value, PB value,
b value, c, t,alpha,beta))

print ("Beneficio de la empresa B",piB(PA value, PB value,
b value, c, t,alpha,beta))

print("posicién de indiferencia", x value (PA value,

303 PB_value, a value, b value, t))

304

305

306

307

308
309 b _value,
310
311 b value,
312
313 b value,
314
315 b value,
316

317 b_value,
318

319

320

321

322

323

324

325 error
326

327

Precios Al.append(PA value)

Precios Bl.append(PB value)

Posiciones Al.append(a_value)

Posiciones Bl.append(l-b value)

Cantidades Al.append(gA(PA value, PB value, a value,
t,alpha,beta))

Cantidades Bl.append(gB(PA value, PB value, a value,
t,alpha,beta))

Beneficio Al.append(piA(PA value, PB value, a value,
c, t,alpha,beta))

Beneficio Bl.append(piB(PA value, PB value, a value,
c, t,alpha,beta))

Posicion x1l.append(x value (PA value, PB value, a value,
t))

del PA value,PB value,Pl,al,a value,b value

# Si no se produce ningun error, salimos del bucle while
break

except ValueError as e:
# Si se produce un ValueError, mostramos el mensaje de

print ("Se produjo un ValueError:", e)
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328 # Vuelve a compilar todo el cédigo
329 Continue
330
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