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RESUMEN

Este trabajo presenta la simulación de la cadena cuántica de Ising uti-

lizando las librerías Cirq y OpenFermion. Se investigaron cadenas con

condiciones de borde abiertas, periódicas y antiperiódicas, tanto en las

fases ferromagnética como de desorden magnético. Se calcularon la mag-

netización en la dirección del campo magnético transverso, las energías,

y la correlación interespínica de los estados base, así como las brechas de

energía entre los estados excitados y la entropía de entrelazamiento. Los

resultados se validaron mediante predicciones teóricas y cálculos numé-

ricos disponibles en la literatura. La simulación demostró la transición

de fase cuántica y la ruptura de simetría de paridad en el punto crítico

h = J bajo condiciones de borde periódicas. Además, se exportaron los

hamiltonianos y estados base de cadenas de cuatro espines con condi-

ciones de borde periódicas a un programa en Julia. Utilizando la librería

QSWalk.jl, se analizó la evolución temporal del sistema acoplado a entor-

nos modelados con operadores de Lindblad siguiendo la ecuación GKSL.

Se emplearon distintas configuraciones de operadores escalera σ± y de

transición. Los resultados mostraron que el sistema evoluciona hacia es-

tados estacionarios a diferentes tasas, con una magnetización que oscila

al usar operadores escalera. El uso del operador σ+ en todos los espines

sugiere la existencia del fenómeno de superradiancia.

Palabras clave: simulación, Cirq, OpenFermion, cadena, Ising, QSWalk,

evolución, temporal, Lindblad, entorno.
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ABSTRACT

This study presents the simulation of the quantum Ising chain using the

Cirq and OpenFermion libraries. Chains with open, periodic, and anti-

periodic boundary conditions were investigated in both the ferromagne-

tic and disordered magnetic phases. The transverse field magnetization,

energies, and interspin correlation of the ground states were simulated,

along with the numerical calculation of the energy gaps between exci-

ted states and the entanglement entropy. The results were validated th-

rough theoretical predictions and numerical calculations available in the

literature. The simulation demonstrated the quantum phase transition

and parity symmetry breaking at the critical point h = J under periodic

boundary conditions. Additionally, the hamiltonians and ground states

of four-spin chains with periodic boundary conditions were exported to a

program in Julia. Utilizing the QSWalk.jl library, the time evolution of the

system coupled to environments modeled with Lindblad operators follo-

wing the GKSL equation was analyzed. Various configurations of ladder

operators σ± and transition operators were employed. The results sho-

wed that the system evolves towards steady states at different rates, with

magnetization oscillating when using ladder operators. The use of the σ+

operator on all spins suggests the existence of the superradiance pheno-

menon.

Keywords: simulation, Cirq, OpenFermion, Ising, chain, QSWalk, time,

evolution, Lindblad, environment.
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Capítulo 1

Descripción del componente desarrollado

La descripción de sistemas cuánticos abiertos es un tema de estudio

actual y significativo en las áreas de óptica, información y computación

cuánticas. Para estudiar las interacciones de los sistemas cuánticos con

su entorno, se generaliza la ecuación de von Neumann para incluir diná-

micas sistema-entorno e interacciones locales adicionales. En este con-

texto destaca la ecuación de Gorini–Kossakowski–Sudarshan–Lindblad

(GKSL) que describe la evolución temporal de un sistema que interaccio-

na con un entorno modelado con procesos markovianos que aseguran la

positividad del operador densidad y conservan su traza.

El interés por estudiar la dinámica de los sistemas cuánticos abiertos

proviene de su capacidad para modelar efectos físicos de origen externo,

como la termalización, disipación y fluctuaciones. El objetivo de este tra-

bajo de integración curricular es estudiar la cadena cuántica de Ising y

sus interacciones con la luz y materia mediante los resultados de aplicar

algunos operadores básicos de Lindblad. Se programó la simulación de la

cadena cuántica de Ising en Cirq, de la cual se extraen datos que permi-

ten hacer un análisis cuantitativo de las propiedades físicas del modelo.

Además, se usó la librería QSWALK.JL para la simulación de la ecuación

GKSL y donde se implementaron los operadores de Lindblad.
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1.1. Objetivo general

Simular la cadena cuántica de Ising y sus interacciones luz-materia

a través del acoplamiento del sistema a un entorno mediante operadores

básicos de Lindblad.

1.2. Objetivos específicos

1. Estudiar la cadena cuántica de Ising y modelar sus propiedades fí-

sicas.

2. Producir códigos en Python y Julia con las librerías Cirq, OpenFer-

mion y QSWalk.jl que simulen los resultados de un sistema cuánti-

co gobernado por la ecuación GKSL y el hamiltoniano de la cadena

cuántica de Ising.

3. Determinar un conjunto de operadores básicos de Lindblad que si-

mulen efectos de entorno sobre la dinámica del sistema.

1.3. Alcance

En la parte teórica de esta componente, el estudio de la ecuación GKSL

y de la cadena cuántica de Ising se desarrollará hasta el nivel necesario

en que se comprenden los fenómenos físicos relacionados con la inter-

acción luz-materia y se reconoce cuál es el efecto de la temperatura en

ambos modelos. El estudio teórico de la cadena cuántica de Ising se de-

sarrollará hasta que se alcance la comprensión necesaria para la correcta

implementación del programa en Python, con el fin de reconocer qué re-

sultados debería producir la simulación y en qué condiciones.

Una vez se disponga de la simulación de la cadena cuántica Ising, se

implementarán los operadores de Lindblad cuya programación sea fac-

tible dentro del tiempo del trabajo de integración curricular. Se espera

una comparación de resultados entre la simulación con operadores de

Lindblad y sin los operadores. Esta comparativa se basará en el compor-

tamiento teórico del sistema bajo efectos de entorno. Se espera que los
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resultados informen sobre los procesos fundamentales de interacción de

fotones en sistemas microscópicos y de menor escala.

1.4. Marco teórico

1.4.1. Sistemas cuánticos abiertos

La mecánica cuántica es un área fundamental de la física. Describe la

dinámica de sistemas microscópicos, de escala nanométrica y atómica,

donde la mecánica clásica encuentra limitaciones. De la teoría cuántica

se generan ideas que han demostrado ser útiles en diversas áreas como

la física del estado sólido, la física atómica y nuclear, la óptica, la quí-

mica y, recientemente, la computación e información. Como mencionan

Browne [1] y Schleich [2], el conocimiento de los fenómenos cuánticos ha

permitido fabricar tecnologías revolucionarias como los satélites, láseres,

relojes atómicos y dispositivos basados en semiconductores; las tecnolo-

gías ulteriores y los esfuerzos actuales se direccionan en la construcción

de computadoras y procesadores cuánticos, trampas iónicas, dispositivos

basados en optomecánica, óptica cuántica, circuitos fotónicos y sensores

cuánticos. Estas tecnologías son esenciales para la implementación expe-

rimental y uso industrial de conceptos como criptología, comunicación,

internet y machine learning cuánticos [3, 4].

Un problema actual de las tecnologías cuánticas es la estabilidad de

los sistemas subyacentes. Un claro ejemplo es el ruido en computado-

ras cuánticas. Según Dasgupta [5], las fluctuaciones de ruido alteran los

resultados y son un obstáculo en contra de su reproducibilidad; en este

contexto se han desarrollado los algoritmos cuánticos ruidosos de escala

intermedia [6], NISQ por su nombre en inglés, con el objetivo de medir

e incluso demostrar la utilidad y ventajas que suponen las tecnologías y

teoría cuánticas sobre las clásicas. El ruido en computadoras cuánticas

se debe a que los sistemas físicos que sirven de unidades de informa-

ción cuánticas, llamadas qubits, son sensibles a efectos de entorno, tales

como la temperatura [7], fluctuaciones electromagnéticas e interacciones

entre qubits cercanos [8]. El resultado de estos efectos es la pérdida del

estado cuántico de los qubits por decoherencia.
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Para minimizar el ruido en computadoras cuánticas [9], o incluso

usarlo a favor [10], es necesario entender la dinámica de los sistemas

cuánticos interactuantes con el entorno, o sistemas cuánticos abiertos.

El estado de un sistema cuántico está descrito por un operador densidad

ρ [8], que satisface las siguientes condiciones:

1. Tr (ρ) = 1.

2. Pertenece al espacio de los operadores semidefinidos positivos, i.e.

ρ ∈ Pos (X ), con X un espacio complejo euclídeo. Esto es equivalente

a que ρ sea hermítico y sus autovalores sean iguales o mayores a

cero.

Desde la teoría de información cuántica [11], se denomina D (X ) al

conjunto de operadores densidad. Se distinguen tres tipos de estados, lo

que resulta en la siguiente clasificación de los operadores densidad:

Estados puros, aquellos formados por el producto externo de vecto-

res de estado |ψ⟩ ∈ X , tal que ρ = |ψ⟩ ⟨ψ|. Es simple demostrar que

son idempotentes, ρ2 = ρ y su pureza, Tr (ρ2), es 1.

Estados mixtos. Son la suma convexa de elementos de D (X ), tal que

ρ =
∑

k akηk, con
∑

k ak = 1 y ρ, ηk ∈ D (X ).

Estados correlados, también llamados entrelazados. Son aquellos

que no se pueden representar como la suma convexa de estados.

Por otro lado, según Greiner [12], la evolución temporal del sistema

aislado está descrita por la ecuación (1.1). En las unidades naturales,

la constante de Planck es 1 en (1.1). De esta manera, la ecuación (1.2),

llamada de von Neumann, describe la evolución temporal del operador

densidad ρ de un sistema cuya dinámica está regida por el hamiltoniano

H [8]; L es llamado un superoperador Liouvilliano. En este caso, se con-

sidera que el operador densidad no depende explícitamente del tiempo,

que es la aproximación que se usa en este trabajo.

iℏ
∂ρ

∂t
= − [ρ,H] (1.1)
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d

dt
ρ = −i [H, ρ] ≡ d

dt
ρ = L [ρ] (1.2)

El caso en que un superoperador V es un mapa lineal V : D (X ) →
D (X ), se lo denomina canal cuántico. Con la representación de Krauss, V
es un canal cuántico si:

V [ρ] =
∑

k V
†
k ρVk, y∑

k V
†
k Vk = IX

Los Vk son denominados operadores de Krauss y son aplicaciones li-

neales. Esta caracterización asegura que los canales cuánticos preser-

van la traza y son completamente positivos. Así, se garantiza el mapeo

V : D (X ) → D (X ). Manzano [13] presenta una demostración sobre la

forma más general de describir cambios entre operadores densidad me-

diante procesos markovianos; esta es la ecuación (1.3), llamada ecuación

maestra de Lindblad.

d

dt
ρ = −i [H, ρ] +

∑
k

Γk

(
LkρL

†
k −

1

2

{
LkL

†
k, ρ
})
≡ L [ρ] (1.3)

Esta ecuación se ha utilizado con éxito para generalizar las caminatas

cuánticas que siguen un proceso estocástico, dando lugar a las camina-

tas estocásticas cuánticas descritas en la referencia [14]; el término con

el hamiltoniano describe una evolución coherente del operador densidad

mientras el término con el sumatorio describe una evolución estocástica.

Los elementos del conjunto {Lk} se denominan operadores salto, u opera-

dores de Lindblad. Su definición y formalismo han sido estudiados en las

referencias [15, 16], donde se introduce el término grupos semidinámi-

cos y el superoperador L en (1.3) es llamado el generador del semigrupo.

Además, {Γk : Γk ≥ 0} es un conjunto cuyos elementos se denominan

coeficientes de amortiguación.

La ecuación (1.3) también se puede derivar a partir de consideraciones

físicas a escala microscópicas [17, 13]. Se considera un hamiltoniano H

conformado por los hamiltonianos del sistema, HS, el de un reservorio R,

HR, y uno de interacción HI, véase (1.4).
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H = HS +HR +HI (1.4)

Las asunciones sobre las que se basa la demostración son:

1. El acoplamiento entre el sistema y el reservorio es débil, entonces

el estado ρT del sistema general es separable, i.e. ρT (t) ≈ ρ (t) ⊗ ρR.

Se obtiene el operador densidad del sistema trazando parcialmente

sobre los grados de libertad del reservorio. Entonces, TrR (ρT (t)) =

ρ (t).

2. La aproximación markoviana, que suprime la dependencia de la evo-

lución temporal respecto del estado inicial del sistema. Esta aproxi-

mación es válida si el sistema cambia lentamente en comparación

con el tiempo que tardan en desaparecer las correlaciones con el

entorno.

3. La aproximación de la onda rotatoria. Se promedia sobre los térmi-

nos que oscilan rápidamente respecto a la escala típica de evolución

del sistema de forma que solo los términos resonantes contribuyen

a la dinámica. Esto asegura que el operador densidad es positivo

durante su evolución temporal.

La demostración de Manzano [13] termina con la ecuación de Gorini –

Kossakowski – Sudarshan – Lindblad (1.5), donde HLs es el hamiltoniano

de desplazamiento de Lamb y su función es renormalizar los niveles de

energía del sistema. Cuando solo hay una frecuencia significativa se re-

cupera la ecuación (1.3) manteniendo el HLs.

d

dt
ρ (t) = −i [H +HLs, ρ (t)]

+
∑
k,ω

(
Lk (ω) ρ (t)L

†
i (ω)−

1

2

{
L†
kLk (ω) , ρ (t)

})
(1.5)

Ecuaciones del tipo (1.5) son ampliamente utilizadas para describir

sistemas de espines acoplados a baños bosónicos [18], sistemas cuánti-

cos fuera del equilibrio [19], cavidades ópticas y resonadores plasmónicos

[20].
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1.4.2. Simulación de sistemas cuánticos

La simulación de sistemas cuánticos es una de las aplicaciones más

prometedoras de la computación cuántica con aplicación en física del es-

tado sólido, química, bioquímica y farmacéutica [21, 22]. Esto se debe a

la incorporación inherente de los fenómenos cuánticos, como la superpo-

sición y el entrelazamiento, en el procesamiento de la información. Esto

supone nuevas formas de abordar problemas de optimización, búsqueda

y clasificación.

Simular sistemas cuánticos con computadoras cuánticas ofrece una

ventaja significativa sobre la computación clásica para sistemas con po-

cos elementos. En computadoras clásicas, almacenar un estado cuántico

es desafiante debido al crecimiento exponencial del espacio de Hilbert

con el número de elementos [23]. Incluso las supercomputadoras son in-

eficientes para simular la dinámica de sistemas con varias decenas de

espines (por ejemplo, 40 espines es inmanejable). En cambio, sistemas

cuánticos como los qubits superconductores o los basados en trampas

iónicas manejan naturalmente la información cuántica.

Uno de los principales objetivos al simular un sistema cuántico es

encontrar el estado base y su energía. Una forma de lograrlo es utili-

zando algoritmos QAOA (Quantum Approximate Optimization Algorithm)

[24]. Estos algoritmos son híbridos. Utilizan un circuito cuántico para-

metrizado como ansatz que se ejecuta para obtener un valor esperado.

Luego, algoritmos clásicos de optimización actualizan los parámetros del

circuito para minimizar o maximizar una función. Este proceso se repite

hasta cumplir una condición determinada [25]. También se puede mode-

lar la dinámica del sistema mediante canales cuánticos, esto es hallar un

conjunto de compuertas cuánticas que simulen los observables y trans-

formaciones aplicadas sobre el operador densidad. Este proceso no es

trivial, pero es favorable pues no depende de parámetros lo que resulta

en una simulación exacta del sistema.
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1.4.3. Librerías Cirq, OpenFermion y QSWalk.jl

La forma de abordar problemas en computación cuántica requiere de-

sarrollar herramientas específicas que faciliten la comunicación con la

computadora cuántica y el manejo adecuado de la información cuánti-

ca. Estas herramientas incluyen lenguajes de programación o librerías,

algoritmos optimizados para qubits y protocolos para la corrección de

errores, todos esenciales para maximizar el rendimiento y la precisión de

las operaciones. Cirq [26] es una librería de Python [27] que permite la

manipulación y optimización de circuitos cuánticos, así como la ejecución

en los procesadores y simuladores cuánticos proporcionados por Google

Quantum AI [28], la división de Google destinada a la investigación y

desarrollo de tecnologías cuánticas.

Con el objetivo de proporcionar herramientas avanzadas para la simu-

lación de sistemas cuánticos, se desarrolló OpenFermion [29], una libre-

ría de código abierto implementada en Python [27] y adjunta a Cirq [26].

Esta biblioteca cuenta con una amplia variedad de estructuras de datos y

funciones diseñadas específicamente para la simulación de sistemas fer-

miónicos y bosónicos, así como para la modelación de estructuras elec-

trónicas y moleculares. Además, OpenFermion facilita la traducción de

estos sistemas a circuitos cuánticos, optimizando su ejecución en hard-

ware cuántico. Gracias a sus capacidades, OpenFermion se posiciona

como una herramienta eficaz en el campo de la química cuántica, poten-

ciando la investigación y el desarrollo en esta disciplina. Por ejemplo, se

utilizó OpenFermion para estudiar cadenas de hidrógeno, su energía de

enlace y su mecanismo de reacción química a través de su simulación

mediante un algoritmo tipo VQE (Variational Quantum Eigensolver) y su

ejecución el procesador cuántico Google Sycamore [30].

Por otro lado, la librería QSWalk.jl [31], desarrollada en el lenguaje

de programación Julia [32], se ha creado específicamente para el estudio

de las caminatas estocásticas cuánticas. Esta librería simula la ecua-

ción (1.3) y ofrece diversas funciones para analizar tanto las interaccio-

nes locales, globales y no moralizantes en estos modelos de caminatas

cuánticas con procesos markovianos de decoherencia. QSWalk.jl permi-

te examinar el impacto del término de evolución estocástica en compa-
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ración con la evolución coherente, lo que es equivalente a estudiar el

proceso de transición del régimen cuántico al clásico en la dinámica del

sistema [31, 14]. Este estudio es significante en la comprensión de cómo

los sistemas cuánticos interactúan con su entorno y evolucionan hacia

comportamientos clásicos mediante decoherencia. Una de las principales

ventajas de QSWalk.jl es la implementación de un método de manipu-

lación de matrices dispersas, lo cual reduce significativamente el costo

computacional y el tiempo de ejecución de las simulaciones.
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Capítulo 2

Metodología

Este trabajo presenta un enfoque mixto, combinando elementos des-

criptivos y explicativos en la formulación del proceso de simulación de la

cadena cuántica de Ising en Cirq, así como un carácter exploratorio en la

formulación de los operadores de Lindblad, los cuales fueron simulados

utilizando QSWalk.jl.

2.1. Cadena cuántica de Ising

Los modelos unidimensionales de Heisenberg son modelos prototípi-

cos usados para estudiar el magnetismo, puntos críticos y cambios de

fase, desde las teorías estadística y cuántica. Se tratan cadenas de espi-

nes con interacciones entre los vecinos más cercanos sobre los cuales se

aplican campos magnéticos externos. Varios de estos modelos son reso-

lubles analíticamente, como el hamiltoniano anisotrópico de Heisenberg

(2.1) bajo varias condiciones para las constantes de acoplamiento Jx, Jy,

Jz y H [33, 34]. Los σi
k, i ∈ {x, y, z} son las matrices de Pauli de espín

1/2 (2.2) y actúan como operadores sobre el estado del espin k-ésimo, es

decir, · · · ⊗ Ik−1 ⊗ σi
k ⊗ Ik+1 ⊗ · · · .

H = −
∑
k

(
Jxσ

x
kσ

x
k+1 + Jyσ

y
kσ

y
k+1 + Jzσ

z
kσ

z
k+1

)
−H

∑
k

σz
k (2.1)
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σx =

(
0 1

1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0

0 −1

)
(2.2)

En la ecuación (2.1), con Jy = Jz = 0, Jx = J y H = h se obtiene el

hamiltoniano del modelo de la cadena cuántica de Ising (2.3), donde J

y h son constantes de acoplamiento que miden la intensidad de interac-

ción entre vecinos más cercanos y la intensidad del campo magnético,

respectivamente. A este modelo también se lo conoce como el modelo de

campo transverso de Ising. Este modelo requiere un análisis desde la

teoría cuántica por la no conmutabilidad de las matrices de Pauli. Al sa-

tisfacerse la relación de conmutación [σn, σm] = 2iεnmlσ
l, n,m, l ∈ {x, y, z},

se concluye que, para un estado cuántico de la cadena, no se pueden

determinar las alineaciones de los espines en las direcciones X y Z si-

multáneamente [35], pues estos observables no conmutan.

H = −J
∑
k

σx
kσ

x
k+1 − h

∑
k

σz
k (2.3)

Para describir los estados de lo espines se utilizará la notación de las

bases de la esfera de Bloch. De esta manera, un espín alineado al sentido

positivo de la dirección X se escribe |+⟩ ≡ |→⟩, mientras que al sentido

negativo se escribe |−⟩ ≡ |←⟩. Así, los espines alineados en la dirección

Z son descritos con los vectores de la base computacional, |0⟩ ≡ |↑⟩ y

|1⟩ ≡ |↓⟩. El conjunto de ecuaciones (2.4) muestra las relaciones entre las

alineaciones de espines y el efecto de los operadores σ.

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) σx |+⟩ = +1 |+⟩ σz |+⟩ = |−⟩

|−⟩ = 1√
2
(|0⟩ − |1⟩) σx |−⟩ = −1 |−⟩ σz |−⟩ = |+⟩

|0⟩ = 1√
2
(|+⟩+ |−⟩) σx |0⟩ = |1⟩ σz |0⟩ = +1 |0⟩

|1⟩ = 1√
2
(|+⟩ − |−⟩) σx |1⟩ = |0⟩ σz |1⟩ = −1 |1⟩

(2.4)

En la ecuación (2.3), el caso h = 0 recupera el comportamiento de una

cadena clásica de Ising, que tiene dos estados base degenerados y ferro-

magnéticamente ordenados, es decir, todos los espines en estado |+⟩ o

|−⟩. Por las relaciones (2.4), es evidente la degeneración de los estados

base al aplicar el operador Spin-flip (2.5) [36], pues σz |±⟩ ̸= |±⟩, respecti-

vamente. En el caso h → ∞, las fluctuaciones cuánticas fuertes destru-
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yen la ferromagnetización, i.e. la alineación de los espines en dirección

X. Entonces existe un solo estado base no degenerado, donde el estado

de los espines es |0⟩ o |1⟩. Se observa la no degeneración del estado base

por la ecuación (2.4), específicamente, σz |0⟩ = |0⟩ y σz |1⟩ = − |1⟩. En el

límite termodinámico, cuando el número de espines conformantes tien-

de a infinito, el estado base del hamiltoniano (2.3) exhibe una transición

cuántica de fase de segundo orden en el punto crítico h/J = 1. Esta se

observa como una discontinuidad en la magnetización esperada en direc-

ción Z: ⟨ψ|σz|ψ⟩, con |ψ⟩ el estado base. La brecha de la discontinuidad

decrece exponencialmente en función del número de espines [37]. Ade-

más, el punto crítico h/J = 1 establece el criterio para la degeneración del

estado base: los casos h/|J | < 1 y h/|J | ≥ 1 son análogos a los casos h = 0

y h→∞, respectivamente.

Spin− flip operator ≡
⊗
k

σz
k (2.5)

2.1.1. Transformación de Jordan-Wigner y modelo fer-

miónico equivalente

Según Nielsen [38], la transformación de Jordan-Wigner es una herra-

mienta que permite mapear un sistema de fermiones interactuantes a un

sistema de espines interactuantes, y viceversa. Es una aplicación particu-

lar de las relaciones canónicas de conmutación para fermiones. Se tiene

un conjunto de operadores {ak : ak ∈ W}, con W un espacio de Hilbert.

Estos operadores satisfacen las ecuaciones (2.6), llamadas relaciones ca-

nónicas de conmutación para fermiones, donde {A,B} = AB + BA es el

anticonmutador.

{ai, a†j} = δijI {ai, aj} = 0 (2.6)

A partir de estas relaciones, se derivan varias propiedades de los ope-

radores {ak : ak ∈ W}. Las que son pertinentes para este trabajo son:

a†jaj es un operador definido positivo y hermítico con autovalores 0

y 1.
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Para un autovector de a†jaj, aj y a†j actúan como operadores escalera.

Específicamente, aj transforma el autovector con autovalor 1 en el

autovector con autovalor 0, mientras que a†j transforma el autovec-

tor con autovalor 0 en el autovector con autovalor 1. Estas son las

únicas transiciones admitidas, en casos contrarios, el resultado es

cero.

Para un autovector de a†jaj, a través de las operaciones a†j y aj se

puede construir un conjunto de estados ortonormales que son si-

multáneamente autoestados de a†jaj.

Para un conjunto de n espines, el espacio de Hilbert asociado es X =

C2n. Entonces, se define el conjunto de operadores {ak : ak ∈ X} que sa-

tisfacen las ecuaciones (2.6). Se define un vector |η⟩ en la representación

de números de ocupación, de manera que |η⟩ = |η1, · · · , ηn⟩. Si ηj = 0,

aj |η⟩ = 0. En cambio, si ηj = 1, aj |η⟩ = (−1)
∑

l<k ηl |· · · , ηk−1, 0, ηk+1, · · ·⟩. Aho-

ra, se identifica el estado |η⟩ con un estado de la base computacional del

espacio X . Así, la forma de los operadores {ak : ak ∈ X} es (2.7). Esto

permite expresar las matrices de Pauli en función del operador ak y de su

adjunto, y viceversa, dando lugar a la transformación de Jordan-Wigner

(2.8), un mapeo de espines a fermiones [39].

ak =

(
k−1⊗
l=1

σz
l

)
⊗ |0⟩ ⟨1| =

(
k−1⊗
l=1

σz
l

)
⊗
[
σx
k + iσy

k

2

]
(2.7)



σz
k = aka

†
k − a

†
kak = I− 2a†kak

σx
k =

(⊗k−1
l=1

[
I− 2a†lal

])
⊗
(
a†k + ak

)
σy
k = i

(⊗k−1
l=1

[
I− 2a†lal

])
⊗
(
a†k − ak

)
(2.8)

Con la expresión para σx
k de las ecuaciones (2.8) se escribe σx

kσ
x
k+1 de la

forma (2.9), donde A es el adjunto de la suma inmediata anterior. Junto

a la expresión para σz
k, se reescribe el hamiltoniano (2.3) en función del

operador ak y su adjunto, lo que resulta en el hamiltoniano equivalente

(2.10).
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σx
kσ

x
k+1 =

(
a†k − ak

)(
a†k+1 + ak+1

)
= a†ka

†
k+1 + a†kak+1 + A (2.9)

H = −J
∑
k

(
a†ka

†
k+1 + a†kak+1 + A

)
− h

∑
k

(
I− 2a†kak

)
(2.10)

El hamiltoniano (2.10) es de forma cuadrática y no conserva el nú-

mero de fermiones debido a los la forma que se construyen los términos

individuales correspondientes. El número de fermiones se notará N . Con

este hamiltoniano, se introduce el análisis de las condiciones de borde.

La cadena puede ser abierta o periódica. Con N el número de espines

conformantes, el caso periódico satisface que el espín N + 1 es el espín

1. Considerando (2.7) se obtienen las expresiones (2.11). El término ℘ es

el operador (2.5), que también se llama paridad y depende de N de la si-

guiente forma: ℘ = 1 si N es par, ℘ = 1 si N es impar; entonces ℘ = (−1)N .

A pesar de que no se conserva N , se ha de conservar ℘ debido a que el

término σx
kσ

x
k+1 en (2.3) únicamente voltea pares de espines. Este hecho

se denomina como la simetría de paridad o simetría Z2; se conoce que el

modelo rompe esta simetría al atravesar el punto crítico h/|J | = 1 y en-

trar en la fase ferromagnética [36]. En otras palabras, la paridad de los

estados de la cadena cambia dependiendo si se encuentran en la zona

h/|J | < 0 o h/|J | > 0.

σx
Nσ

x
N+1 ≡ σx

Nσ
x
1 =

(
a1 − a†1

)
⊗

(
N−1⊗
l=2

[
I− 2a†lal

])
⊗
(
a†N + aN

)
≡ σx

Nσ
x
1 = −

(
N⊗
l=1

[
I− 2a†lal

]) [(
a1 + a†1

)
⊗ · · · ⊗

(
a†N − aN

)]
≡ σx

Nσ
x
1 = −

(
N⊗
l=1

σz
l

)[(
a1 + a†1

)
⊗ · · · ⊗

(
a†N − aN

)]
≡ σx

Nσ
x
1 = −℘

(
a1 + a†1

)(
a†N − aN

)
(2.11)
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Hα = −J
N−1∑
k=1

(
a†ka

†
k+1 + a†kak+1 + A

)
− h

N∑
k=1

(
I− 2a†kak

)
+ Jα

(
a†Na

†
1 + a†Na1 + A

)
(2.12)

Se escribe el hamiltoniano (2.10) de una forma más general, incluyen-

do el término periódico, que resulta en (2.12). Así, se tiene la siguiente

clasificación de condiciones de borde de la cadena:

Si α = 0, se tiene una cadena abierta con hamiltoniano HOPC (Open

Boundary Conditions).

Si α ̸= 0, se tiene una cadena cerrada. Ahora α = (−1)p.

• Si p = 0 entonces α = −1, que es equivalente a N par. Este

caso se denomina cadena cerrada con hamiltoniano HABC (Anti-

periodic Boundary Conditions). Esta notación se debe a que α =

−1 también es equivalente a aN+1 = −a1.

• Si p = 1 entonces α = 1, que es equivalente a N impar. Este

caso se denomina cadena cerrada con hamiltoniano HPBC (Pe-

riodic Boundary Conditions). En este caso, α = 1 también es

equivalente a aN+1 = a1.

La forma del hamiltoniano (2.12) resulta ideal pues OpenFermion [29]

tiene una clase llamada FermionOperator que almacena sumas de pro-

ductos de los operadores ak y a†k. Esta se utiliza dentro de una función

local llamada QuantumIsingHamiltonian que depende de los paráme-

tros J, h, periodic y BoundaryConditions, donde los dos últimos son

de tipo booleano y permiten determinar si la cadena tiene OBC, ABC o

PBC. Esta función local devuelve una instancia de FermionOperador que

almacena (2.12) en forma de operador fermiónico y con los parámetros

asignados; además, devuelve una instancia de QuadraticHamiltonian,

otra clase de OpenFermion que almacena hamiltonianos que son cuadrá-

ticos en los operadores fermiónicos ak y a†k.
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2.1.2. Transformación de Bogoliuvob

La transformación de Bogoliuvob es la transformación de base que

diagonaliza el hamiltoniano. En la ecuación (2.13), se forman los opera-

dores b†k al aplicar una matriz unitaria U a los operadores a†k. Es posible

definir una matriz unitaria V tal que se obtiene (2.14), de manera que

b†k es una combinación lineal de los a†k. La unitaria U es la que permite

diagonalizar el hamiltoniano (2.12), lo que resulta en (2.15) [34].

Ua†kU
† = b†k (2.13)

b†k =
∑
l

Vkla†l (2.14)

H =
∑
k

εkb
†
kbk + constante (2.15)

La transformación unitaria V se utiliza para mapear un estado de la

base computacional a uno de los autovectores del hamiltoniano, que son

los autoestados del modelo y que tienen asociada una energía que depen-

de de εk. Mbeng [39] realiza una deducción clara de la expresión para εk,

donde se utilizan los operadores ak en el espacio de momentos (2.16), con

e−iϕ una fase global. Mbeng establece los posibles valores de j, escritos en

forma de conjunto (2.17), considerando las condiciones para ABC y PBC,

aN+1 = −a1 y aN+1 = a1, respectivamente. Tras realizar la transformación

de Bogoliuvob, la expresión para εk es (2.18).

cj =
e−iϕ

√
N

N∑
k=1

e−ijkak (2.16)

JABC =
{
j = ± (2n−1)π

N
: n = 1, · · · , N

2

}
JPBC =

{
j = 2nπ

N
: n = −N

2
+ 1, · · · , 0, · · · , N

2

} (2.17)

εk = 2J

√(
cos k − h

J

)2

+ sin2k (2.18)

EABC
GS = −

JABC∑
k>0

εk EPBC
GS = −2J −

JPBC∑
0<k<π

εk (2.19)
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Existirá un estado base para cada caso de condiciones de borde. Cen-

trando el análisis en las condiciones periódicas, las energías de los esta-

dos base (ground state, del inglés) se describen con las ecuaciones (2.19),

y estos se obtienen tras aplicar una transformación, derivada de la uni-

taria V, al estado |0⟩⊗N que se identifica como el vacío del espacio fer-

miónico. Sin embargo, el estado base del caso ABC demuestra tener una

menor energía que el caso PBC, por lo que se denomina estado base glo-

bal [39, 40]. Esto se debe al término −2J en la ecuación (2.19) que genera

un fermión en el estado base. Este hecho es consistente con lo menciona-

do anteriormente: que el número de fermiones en el caso PBC será impar.

Además, la creación de este fermión en el estado base es lo que permite

al caso PBC mostrar la transición cuántica de fase al alcanzar el punto

crítico h/J = 1 y producirse la ruptura de simetría de paridad, ℘ = −1 a

℘ = 1.

La clase QuadraticHamiltonian implementa un método que diago-

naliza el hamiltoniano y retorna la matriz de transformación de vectores

de la base computacional a los autovectores del hamiltoniano. Esta ma-

triz de transformación se descompone en compuertas unitarias nativas

de la librería Cirq, siguiendo el proceso descrito por Jiang [41]. De esta

manera, para un sistema de N espines, el estado |0⟩⊗N en la base compu-

tacional es mapeado al autoestado base de la cadena cuántica de Ising

en función de los parámetros J, h y condiciones de borde.

2.2. Programación con Cirq y OpenFermion

Se empleará un modelo de cadena cuántica de Ising con cuatro es-

pines para ilustrar el uso de la simulación, detallando los procesos ne-

cesarios a través de diagramas de flujo. Eventualmente, se realizarán

mediciones con más de 4 espines para observar la dependencia del mo-

delo y sus propiedades físicas con el número de espines. Sin embargo, se

alcanzó un límite de 14 espines, impuesto por las capacidades del equi-

po de cómputo utilizado. En lo que sigue, además se proporcionará una

explicación de cada paso del procedimiento, con el fin de garantizar una

comprensión clara de la metodología utilizada para extraer información

de la simulación.
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2.2.1. Generación de autoestados

Se define la función local QuantumIsingHamiltonian. Sus argumen-

tos se describen en el cuadro (A.1) del Anexo A. Esta función retorna una

instancia de FermionOperator en la que almacena una estructura tipo

(2.12) con los parámetros ingresados. Además, retorna una instancia de

la clase

QuadraticHamiltonian que se crea a partir del operador fermiónico y al-

macena su estructura especificando la cuadratura en operadores ak y a†k.

Con num_qubits = 4, J = 1.0, h = 0.5, periodic = True,

BoundaryConditions = 1 y printModel = True, la función imprime lo

siguiente en la consola:

Hamiltonian Function :

(-1+0j) [X0 X1] +

(-1+0j) [Y0 Z1 Z2 Y3] +

(-0.5+0j) [Z0] +

(-1+0j) [X1 X2] +

(-0.5+0j) [Z1] +

(-1+0j) [X2 X3] +

(-0.5+0j) [Z2] +

(-0.5+0j) [Z3]

Number of qubits : 4

Luego, se define la función local SimulateHamiltonian. Sus argu-

mentos se describen en el cuadro (A.2). Con num_qubits = 4 y la ins-

tancia de QuadraticHamiltonian generada anteriormente por la función

QuantumIsingHamiltonian, el circuito cuántico que resulta se muestra

en la figura (2.1). Cada línea representa un qubit y el diagrama acíclico

representa las operaciones que se aplican sobre los qubits con un or-

denamiento de izquierda a derecha. Los qubits en un circuito cuántico

de Cirq se inicializan en el estado |0⟩. La compuerta I.S. son compuer-

tas X o identidad que generan un estado inicial según se indique con

InitialState. Por ejemplo, si InitialState = [0, 2, 3] el estado

inicial es X ⊗ I ⊗ X ⊗ X |0000⟩ = |1, 0, 1, 1⟩. Las últimas compuertas del
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circuito son mediciones, lo que indica que se extraen estados compu-

tacionales clásicos, es decir, 0 o 1. Las compuertas Rz representan una

rotación alrededor del eje Z en la base de Bloch, mientras que la com-

puerta U representa la PhasedISWAP, una compuerta ISWAP fraccional

conjugado por rotaciones Z; su forma matricial es (2.20), con a = cos
(
π·t
2

)
,

b = sin
(
π·t
2

)
y c = e2πi·p.

PhISWAP =
(
Z−p ⊗ Zp

)
ISWAP t

(
Zp ⊗ Z−p

)
=


1 0 0 0

0 a ibc 0

0 ibc∗ a 0

0 0 0 1

 (2.20)

La función SimulateHamiltonian retorna 4 objetos tras haber compi-

lado el circuito cuántico de la figura (2.1): una instancia Density_op::matrix

que almacena el operador densidad como una matriz, una instancia

Final_st_vector::list que almacena el vector estado final como una

lista, dos diccionarios FullHistogram::dict y SortedHistogram::dict

que almacenan las relaciones entre los posibles estados computaciona-

les finales del circuito y su respectiva probabilidad de medición. La di-

ferencia entre ellos radica en que FullHistogram incluye todos los es-

tados y sus probabilidades, incluso las de probabilidad cero, mientras

que SortedHistogram omite los estados con probabilidad cero, conser-

vando solo aquellos con probabilidad distinta de cero. Esto se hace para

optimizar futuras operaciones con estos diccionarios. En la figura (2.2)

se muestra el proceso general para la generación de un autoestado de la

cadena cuántica de Ising.

2.2.2. Magnetización en dirección Z

A partir de la generación de un estado, existen dos formas de hallar

la magnetización en dirección Z: MZ = ⟨ϕ|σz|ϕ⟩ ≡ ⟨σz⟩ϕ. Una estrategia

consiste en programar un operador de Pauli mediante la aplicación de

compuertas Z sobre el estado de cada qubit. Sin embargo, este enfoque

requiere un número considerable de compilaciones del circuito cuántico

junto con el operador de Pauli, del orden de 10,000 repeticiones. Además,
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|0⟩

I.S.

Rz(0,551π) U(0,25)

|0⟩ Rz(−0,872π) U(0,25) U(0,25) Z

|0⟩ Rz(−0,609π) U(0,25) U(0,25) Z U(0,25)

|0⟩ Rz(−0,017π) U(0,25) Z U(0,25)0,255

U(0,25)

U(0,25) U(0,25) U(0,25)0,667

U(0,25)0,692 U(0,25) U(0,25) U(0,25)0,714

Z0,053 U(0,25)0,723 X U(0,25)0,589 X


· · ·

U(0,25)

U(0,25) U(0,25)0,608 U(0,25)

U(0,25)0,522 X U(0,25)0,5


· · ·

Figura 2.1: Circuito cuántico que transforma el estado |0000⟩ al estado
base de una cadena cuántica de Ising conformada por 4 espines, con
PBC e intensidades J = 1 y h = 0,5.

al enviar este circuito a una computadora cuántica, es necesario que esta

descomponga las compuertas del circuito en sus compuertas nativas.

Si las compuertas nativas no incluyen la compuerta Z, estas deben ser

descompuestas, lo que incrementa tanto el costo computacional como el

error asociado al ruido cuántico de aplicación de compuertas.

La otra estrategia consiste en simular el circuito cuántico un número

considerable de veces hasta que se obtenga una buena aproximación de

las probabilidades de medir cada estado posible. Esto se logra aumentan-

do el valor del argumento repetitions en la función SimulateHamiltonian.

Usando las relaciones de σz en el conjunto de ecuaciones (2.4) se conclu-
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Figura 2.2: Diagrama de flujo que ilustra el proceso Generación de au-
toestados. Los argumentos de las funciones QuantumIsingHamiltonian
y SimulateHamiltonian ingresan al proceso. Las funciones generan los
resultados del proceso, representados con las instancias encerradas en
óvalos. Estos resultados ingresan a próximos procesos según se requiera.

ye la ecuación (2.21) para la magnetización en dirección Z. El conjunto

{0, 1}N contiene a las cadenas de longitud N conformadas de ceros y unos.

Los términos n0 (k) y n1 (k) son la cantidad de ceros y unos en la cadena k,

y pk es la probabilidad de que se mida el estado asociado a la cadena k. De

este modo, cada término del sumatorio en la ecuación (2.21) representa la

suma de los espines alineados en la dirección del campo magnético y en la

dirección opuesta, considerando que un espín que apunta en la dirección

del campo magnético se cancela con otro espín que apunta en la dirección

contraria. Así, en este apartado únicamente se define una función local

ExpectedMagnetization de argumentos por defecto num_qubits::int

el número de espines y un diccionario results::dict que relaciona es-

tados y sus probabilidad de medición al final del circuito cuántico. Se

muestra el flujo del proceso en la figura (2.3).

Mz =
1

N

∑
k∈{0,1}N

pk [n0 (k)− n1 (k)] =
1

N

∑
k∈{0,1}N

pk [N − 2 · n1 (k)] (2.21)
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Figura 2.3: Diagrama de flujo que ilustra el proceso Magnetización en Z.
El resultado SortedHistogram del proceso Generación de autoestados
ingresa a la función ExpectedMagnetization que entrega el resultado del
proceso: la magnetización promedio en dirección Z.

2.2.3. Correlación entre espines en direcciones X y Z

Las funciones de correlación son esenciales para el estudio de la mag-

netización y las transiciones de fase en sistemas de espines. Por ello, se

Figura 2.4: Diagrama de flujo que ilustra el proceso Correlación
entre espines en direcciones X y Z. Se ingresan los argumentos
a la función QuantumIsingHamiltonian, que produce la instancia
Quad_Hamiltonian. Éste producto se ingresa a la función Correlation,
que retorna el resultado del proceso: una lista con los valores de los tér-
minos

〈
ϕ
∣∣σj

1σ
j
i

∣∣ϕ〉.
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han desarrollado diversos métodos numéricos para calcular estas funcio-

nes [42]. Sin embargo, al tratar con un sistema de unos cuántos espines,

es óptimo calcular la correlación en direcciones X o Z mediante la gene-

ración de un operador tipo Pauli conformado por los operadores σx o σz

aplicados en los espines de índices 1 e i-ésimo, siguiendo las expresiones

(2.22). Además, se dispone del método para calcular el término MZ. Para

aumentar la exactitud de los resultados se realizaron hasta 300000 repe-

ticiones del circuito cuántico correspondiente, debido a que la correlación

en dirección Z es baja. Se evidencia el alto costo computacional de esta

tarea en caso de compilar en una computadora cuántica real.

Cx
i = ⟨ϕ|σx

1σ
x
i |ϕ⟩ Cz

i = ⟨ϕ|σz
1σ

z
i |ϕ⟩ −MZ (2.22)

Se define la función local Correlation que involucra dos procesos: la

aplicación de la matriz de transformación de Bogoliubov sobre un vector

de la base computacional y la obtención del valor esperado de un ope-

rador tipo Pauli; para el segundo proceso se utiliza la función propia de

Cirq measure_observables. Los argumentos de la función Correlation

se describen en el cuadro (A.3). En la figura (2.4) se muestra el flujo del

proceso para obtener las correlaciones en direcciones X o Z.

2.2.4. Energía del estado base y bandas de energía

Las instancias de QuadraticHamiltonian poseen los métodos

orbital_energies y ground_energy que retornan las brechas de ener-

gía entre los estados del hamiltoniano y la energía del estado base. Estos

valores no son simulados, sino calculados numéricamente por el método

de la diagonalización del hamiltoniano, por lo que únicamente es útil y

óptimo cuando el número de espines de la cadena es relativamente bajo,

específicamente 14 espines o menos.

Se utilizó este método para calcular las brechas de energía y la energía

del estado base del modelo con N = 4. Con este objetivo, se definió una

función local GetEnergies cuyos argumentos se describen en el cua-

dro (A.4). Sin embargo, el hamiltoniano (2.3) se escribe como un opera-

dor tipo Pauli y puede simularse en el entorno local o en un procesador
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cuántico. Entonces, se define la función local SimulateEnergy que ad-

mite los mismos argumentos que la función QuantumIsingHamiltonian

y el argumento repetitions::int de la función SimulateHamiltonian.

En el interior de la función SimulateEnergy se genera una instancia de

QuadraticHamiltonian que se requiere para hallar la transformación

de Bogoliuvob del estado de la base computacional a un autoestado de

la cadena. Luego, se construye el operador tipo Pauli del hamiltoniano

(2.3) y se simula el valor esperado a través de la función propia de Cirq

PauliSumCollector.

En la figura (2.5) se muestra el flujo del proceso para la obtención de

la energía. Se espera una comparación de la energía del estado base con

las variaciones de h y el número de espines N . Mbeng [39] indica que

en las regiones ferromagnética, |h| < J, y no ferromagnética, |h| > J, la

diferencia de la energía de los estados base en los casos PBC y ABC es

una cantidad finita en función de h y J, pero decrece exponencialmente al

incrementar del número de espines. Sin embargo, en el punto crítico h =

J, esta cantidad alcanza el máximo y decrece como una ley de potencias.

2.2.5. Entropía de entrelazamiento

Un estado se describe como entrelazado cuando no es posible especi-

ficar previamente, y en términos de correlaciones clásicas, las correlacio-

nes entre los registros que almacenan el estado general del sistema [11].

En otras palabras, un sistema cuyo estado es entrelazado exhibe propie-

dades generales que no se pueden describir utilizando los estados indivi-

duales de los subsistemas constituyentes. Este comportamiento se refleja

en la separabilidad del estado. Específicamente, en un sistema bipartito

el entrelazamiento entre los dos registros se asocia a la inexistencia de ρA
y ρB tal que el estado general ρ es ρA ⊗ ρB [11].

La entropía de entrelazamiento, que se describe con la ecuación (2.23),

es una medida teórica de cantidad de aleatoriedad o incertidumbre inhe-

rentes al estado ρ y se la considera una generalización de la entropía de

Shannon hacia registros que almacenan estados cuánticos. Se ha estu-

diado en el caso de sistemas cuánticos de muchos cuerpos al describir

el grado de entrelazamiento de los estados y mostrar la existencia de co-
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Figura 2.5: Diagrama de flujo que ilustra el proceso Energía del esta-
do y bandas de energía. Se ingresan los argumentos de las funciones
GetEnergies o SimulateEnergy según se requiera calcular numérica-
mente o simular la energía de un estado. La función GetEnergies retor-
na como resultado del proceso una lista con los valores de las brechas de
energía entre autoestados y el valor de la energía del estado base, mien-
tras que Simulate energy únicamente retorna el valor de energía del
autoestado asociado al estado inicial del circuito cuántico definido por
InitialState.

rrelaciones cuánticas no locales. Además, se la ha relacionado con las

transiciones cuánticas de fase en sistemas cuyo estado base a tempera-

tura cero exhibe naturalmente un estado entrelazado [43, 44], como es el

caso de la cadena cuántica de Ising.

S = Tr (ρ ln (ρ)) (2.23)

En este trabajo se utilizó la entropía de bipartición de cadenas de Ising

con N par. Entonces, se determinan los bloques A y B de la cadena como

la primera y segunda mitad de los espines. Los estados de estos bloques

se hallan trazando sobre los grados de libertad del bloque contrario, lo

que corresponde a las expresiones (2.24), donde ρ el estado de la cadena

completa. La entropía de entrelazamiento de los bloques se halla con la

ecuación (2.23).
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Figura 2.6: Diagrama de flujo que muestra el proceso Entropía de entrela-
zamiento. Se utiliza el proceso Generación de autoestados para obtener un
autoestado Final_st_vector como una lista. Ésta lista ingresa a la fun-
ción de Cirq partial_trace_of_state_vector_as_mixture que pro-
duce una tupla de coeficientes y listas que representan estados reducidos
cuya suma convexa es el estado trazado parcialmente sobre el espacio de
los espines fuera de la lista keep_indices. El estado trazado parcialmen-
te ingresa a la función de Cirq density_matrix_from_state_vector,
ahora con keep_indices una lista vacía para mantener todos los grados
de libertad del estado reducido. El resultado ingresa a la función de Cirq
von_neumann_entropy que produce el resultado del proceso: la entropía
de entrelazamiento del sistema parcialmente reducido.

ρB = Tr1,··· ,N
2
(ρ) ρA = TrN

2
+1,··· ,N (ρ) (2.24)
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Desde el punto de vista computacional, calcular la traza parcial so-

bre un subespacio conociendo solo la matriz es una tarea compleja. Por

ello, se optó por el método descrito en la figura (2.6) para calcular numé-

ricamente la entropía de entrelazamiento. Con el argumento tolerance

se establece una tolerancia de 10−5 para evitar errores numéricos en la

función logaritmo. Ya que no es posible expresar la entropía de entrela-

zamiento como un operador tipo Pauli, no se puede simular esta magni-

tud en una computadora cuántica utilizando métodos descritos en este

trabajo. El cálculo numérico se utilizará para verificar la validez de la

simulación dentro del límite de 14 espines o menos. Sin embargo, es po-

sible estimar la entropía de entrelazamiento utilizando una combinación

de redes neuronales clásicas y circuitos cuánticos variacionales, que es

un método conocido como QNEE (Quantum Network Entropy Estimator)

[45].

2.3. Características esperadas en la simulación

La simulación deberá mostrar las siguientes características:

Con h = 0, los estados base de los casos ABC y PBC son degenerados

y de paridad contraria. La magnetización en Z es cero en ambos

casos.

La magnetización en Z será continua en los casos OBC y ABC,

mientras que PBC mostrará una discontinuidad en el punto críti-

co h/J = 1.

Fuera de la fase ferromagnética, h > J, el estado base de todos los

casos tiende a |0⟩⊗N .

La magnetización del estado base es constante en el tiempo cuando

el modelo no interactúa con el entorno, pues se trata de un estado

en equilibrio a temperatura cero.

En el caso ABC, la paridad del estado base se mantiene al variar h,

mientras que en el caso PBC, la paridad del estado base cambia al

alcanzar el punto crítico h = J.
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Los espines cercanos estarán correlacionados y esta cantidad decre-

ce al considerar espines lejanos.

La energía del estado base del caso ABC es menor que la del estado

base de PBC. Su diferencia es finita y alcanza un máximo en el punto

crítico. Además, decrece exponencialmente al aumentar el número

de espines, excepto en el punto crítico, donde el decrecimiento es

lento respecto al exponencial.

En el caso PBC, la energía de transición del estado base al primer

estado excitado es cero en el punto crítico.

El estado base es un estado entrelazado y el grado de entrelazamien-

to decrece al aumentar h.

2.4. Evolución temporal con QSWalk.jl

Se considerará el caso PBC de cuatro espines con J = 1 y h variable.

Para cada valor de h, se exportan los hamiltonianos y operadores den-

sidad del estado base como matrices dispersas y se importan dentro del

cuaderno de Julia. Junto con la simulación de la evolución temporal del

estado base, se simula la evolución de los estados |0000⟩ y |1111⟩ al ser

los estados que determinan las cotas de magnetización y energía. La si-

mulación requiere la definición de un vector con elementos no negativos

que representan los instantes de tiempo en los que se calcula el operador

densidad siguiendo la ecuación (1.3). Las unidades dependerán de las

unidades del hamiltoniano, asegurando la coherencia. Por esta razón, el

eje temporal en los gráficos no muestra unidades.

Las magnitudes que se calcularán numéricamente serán: la energía,

la magnetización y las poblaciones del operador densidad, específicamen-

te las proyecciones sobre |0000⟩ ⟨0000| y |1111⟩ ⟨1111|. La energía se obtiene

con la ecuación (2.25) [12], mientras que la magnetización sigue una va-

riación del proceso Magnetización en Z, que ahora utiliza los valores de la

diagonal del operador densidad, que son las probabilidades de medición

de los estados computacionales. Las poblaciones son extraídas directa-

mente del operador densidad.
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E = ⟨H⟩ρ = Tr (ρH) (2.25)

Las funciones evolve_generator y evolve de QSWalk.jl simulan la

evolución temporal. Se ingresan el hamiltoniano y un vector que contiene

los operadores de Lindblad a la función evolve_generator, que retorna

un generador. La función evolve toma el generador y un vector para

situar el estado inicial de la evolución temporal y los instantes de tiempo

en los que se calcula los operadores densidad.

2.4.1. Operadores de Lindblad implementados

Operadores escalera en el primer espín. Estos operadores se defi-

nen con las matrices de Pauli según se muestra en las expresiones

(2.26). El efecto de σ− sobre los vectores de la base computacional

es que llevan el estado |0⟩ al estado |1⟩ pero al aplicarlo sobre |1⟩ el

resultado es cero; mientras que el efecto de σ+ es llevar el estado |1⟩
al |0⟩ y resulta en cero cuando se aplica en |1⟩. Además, satisfacen

(σ−)
†
= σ+ y viceversa. Este tipo de operadores se utilizan para si-

mular un entorno donde un sistema de dos estados está acoplado

a una cavidad óptica [17], y el sistema puede absorber o emitir un

fotón.

σ− =
σx − iσy

2
σ+ =

σx + iσy

2
(2.26)

Para definir estos operadores con OpenFermion se utiliza la fun-

ción QubitOperator, que aplica los operadores (2.2) sobre los es-

pines que se especifiquen. Por lo tanto, se generan instancias de

QubitOperator que almacenen estructuras con las expresiones (2.26).

Estas estructuras se exportan como matrices dispersas.

Operadores escalera en todos los espines. Se consideran las ex-

presiones (2.27) como operadores, donde cada término aplica un

operador escalera en el espín i-ésimo y operadores identidad en los

demás espines.

L̂1 =
4∑

i=1

σ−
i L̂2 =

4∑
i=1

σ+
i (2.27)

Además, se considera el caso donde se ingresan los operadores L̂1 y
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L̂2 como operadores de Lindblad con coeficientes de amortiguación

1 y γ, respectivamente, con γ variable.

Transiciones entre estados computacionales. En el contexto de

caminatas cuánticas, el hamiltoniano del sistema es una matriz que

indica la conexión de nodos y, por lo tanto, determina las posibles

transiciones del caminante. El hamiltoniano puede ser escrito en la

forma de la ecuación (2.28), donde |i⟩ y |j⟩ son estados de la base

computacional y hij es un coeficiente. Cuando hij ̸= 0 se tiene que el

caminante puede pasar del estado |j⟩ al estado |i⟩. Entonces, cada

matriz de transición hij |i⟩ ⟨j| se considera un operador de Lindblad.

H =
∑
ij

hij |i⟩ ⟨j| (2.28)

QSWalk.jl proporciona la función local_lind que a partir del ha-

miltoniano genera un vector de matrices dispersas donde cada ele-

mento es una matriz de transición. Así, se obtiene el conjunto de

operadores de Lindblad.

Transiciones entre autoestados del hamiltoniano. De manera si-

milar al punto anterior, se generan matrices de transición. En este

caso, los estados |i⟩ y |j⟩ son autoestados del hamiltoniano. Estos se

calculan numéricamente utilizando la función eigen de la librería

LinearAlgebra.jl [32] y se agrupan en un conjunto cuyos elementos

son de la forma |i⟩ ⟨j|.

Además, se realizó un caso donde los coeficientes que se asocian a

cada matriz de transición dependen de las autoenergías de los es-

tados inicial y final, y de un parámetro β. Estas serían transiciones

ponderadas. Así, el conjunto de los operadores de Lindblad para este

caso es la expresión (2.29), donde εi y εj son las autoenergías aso-

ciadas a los estados |i⟩ y |j⟩. Z está descrito por la ecuación (2.30).

{
Lij =

e−β(εi−εj)

Z
|i⟩ ⟨j| : |i⟩ , |j⟩ son autoestados

}
(2.29)

Z =
∑
i,j

e−β(εi−εj) (2.30)
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Transiciones ponderadas entre autoestados del hamiltoniano y

operadores escalera en cada espín. En este caso se considera un

conjunto de operadores de Lindblad formado por las expresiones

(2.29) y (2.27), con coeficientes 1 y γ para los sumatorios con σ−
i y

σ+
i , respectivamente.
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Capítulo 3

Resultados, conclusiones y recomendaciones

Las figuras presentadas en esta sección están en inglés para facilitar

la comparación con los resultados de la literatura y la asimilación de los

conceptos tratados.

3.1. Resultados sobra la simulación de la cade-

na cuántica de Ising

Los resultados presentados a continuación provienen de un simula-

dor de procesador cuántico nativo de Cirq; es decir, no son producto de

la ejecución en un computador cuántico real. Al compilar un circuito

cuántico, como se muestra en la figura (2.1), los resultados adquieren

la forma general representada en la figura (B.1), presente en el Anexo

B. Esta figura es una representación gráfica de los datos almacenados

en FullHistogram al concluir el proceso de generación de autoestados,

ilustrado en la figura (2.2). Se utilizará la abreviatura GS para referirse

al estado base.

En la figura (3.1) se observan los estados computacionales que con-

forman el GS de los casos ABC y PBC, junto con su probabilidad de

medición. En ambos casos, a mayor h el GS tiende a |0000⟩, pues a mayor

intensidad de campo magnético transversal la alineación de los espines

tiende a la dirección del campo. Con todos los valores de h, el GS de ABC
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Figura 3.1: Probabilidades de medición de los estados computacionales
que forman el GS de los casos ABC y PBC en distintos valores de h.
En todas las mediciones se definió J = 1. El eje vertical representa la
probabilidad de medición.

es una combinación de estados con un número par de estados |0⟩ y |1⟩.
Por lo tanto, la paridad del GS de ABC es ℘ = +1. Por otro lado, cuando

se satisface h < J = 1, el GS de PBC esta conformado por estados con un

número impar de estados |0⟩ y |1⟩, lo que implica ℘ = −1; mientras que,

si h > J = 1 el GS de PBC está conformado únicamente por los estados

|0000⟩, |0011⟩, |0110⟩, |1001⟩ y |1100⟩, que implica ℘ = +1. Así, se evidencia

la ruptura de la simetría de paridad del GS de PBC al atravesar el punto

crítico h = J.

Además, cuando h = 0 los GS de ABC y PBC son estados degenerados,

pues el resultado de la aplicación del operador Spin-flip (2.5) al GS de

ABC difiere del GS de PBC. Esta degeneración se manifiesta también en

la ortogonalidad de los estados, cuya combinación forma la base canónica

del espacio de Hilbert del sistema de 4 espines.

En la figura (3.2) se observa que las mediciones de magnetización de

los casos OBC y ABC se ajustan a funciones continuas. El caso PBC

muestra la transición cuántica de fase, de ferromagnética a desordenada

magnéticamente en dirección X, al atravesar el punto crítico. Estas me-

diciones se ajustan a la solución exacta proporcionada por Pfeuty [46] y

concuerdan con los resultados de Cervera-Lierta [47]. En las figuras (3.3)

y (B.2) se observa que la brecha de la discontinuidad se acorta al aumen-
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Figura 3.2: Magnetización en dirección Z al variar la intensidad del campo
magnético transverso h. Se definió J = 1 y 1000 repeticiones.

tar el número de espines. Además, las magnetizaciones de los casos ABC

y PBC tienden a funciones continuas. Este hecho se justifica al afirmar

que el aporte de dos espines a la magnetización es insignificante cuando

el número de espines que conforman la cadena es mucho mayor a dos.

En la figura (3.4) se presentan las medidas de correlación en dirección

X a diferentes valores de h. El GS de ABC muestra una correlación de-

creciente a medida que aumenta el número de espines y se aproxima al

espín N/2. Posteriormente, la correlación vuelve a aumentar y exhibe un

comportamiento simétrico debido a la topología de cadena cerrada. En la

fase ferromagnética, la correlación tiende a una constante cercana a 1

conforme h decrece. Este comportamiento es similar en el caso PBC. Se

esperaba este resultado por tratarse de la fase ferromagnética, donde es

muy probable que los espines tiendan a alinearse en la misma dirección.

Cuando h > J = 1 en el caso ABC, la correlación decrece rápidamente

respecto al caso h = J = 1. La diferencia es que la correlación en h = J

tiende a una constante, mientras que en h > J decrece hacia cero. Pfeuty

[46] calcula una expresión que describe la correlación en el punto crítico

como una ley de potencias. Sin embargo, esta expresión se ajusta bien a

los resultados hasta el cuarto espín. Las mediciones con h > J se ajustan

a una función que decrece exponencialmente.
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Figura 3.3: Magnetización en dirección Z al variar el número de espines
y la intensidad de campo magnético transverso h. Se define J = 1 y 3000
repeticiones.

El comportamiento de la correlación del GS de PBC en los casos h = J

y h > J es interesante y novedoso. Además, no ha sido reportado en la

literatura. La transición de correlaciones positivas a negativas al alcan-

zar el espín N/2 indica que la mitad de la cadena se alinea en dirección

del campo magnético, mientras que la otra mitad se alinea en dirección

opuesta. Esto se evidencia también en los estados de la base computacio-

nal que conforman el GS de PBC en los casos h = J y h > J: |0000⟩, |0011⟩,
|0110⟩, |1001⟩ y |1100⟩; véase la figura (3.1). Excepto por el estado |0000⟩,
estos estados tienen la característica de que su primera mitad es igual

a es igual a los espines invertidos de su segunda mitad. Además, que la

correlación entre los espines 1 y 2 sea de signo contrario a correlación

de los espines 1 y N indica que cada espín tiende a tener un vecino ali-

neado en su misma dirección mientras que el otro se alinea en dirección

contraria.
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Figura 3.4: Correlación entre espines en dirección X del estado base de
una cadena con 14 espines. Se definió J = 1 y 30000 repeticiones.

Figura 3.5: Correlación entre espines en dirección Z del estado base de
una cadena con 14 espines. Se definió J = 1 y 300000 repeticiones.
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Figura 3.6: Energía de los estados base al variar la intensidad de campo
magnético transverso h. Se definió J = 1 y 1000 repeticiones. Las líneas
continuas son resultados de la función GetEnergies, mientras que los
puntos son resultados de la función SimulateEnergy.

La figura (3.5) muestra que la correlación entre espines en la dirección

Z es menor en comparación con la correlación en la dirección X, y tiende

rápidamente a cero para todo h. Además, los GS con ABC y PBC presen-

tan correlaciones similares, salvo por una ligera diferencia en los espines

adyacentes al espín 1. Se utilizó la expresión teórica de Pfeuty [46] para

comparar con las mediciones, observándose un ajuste exacto.

En la figura (3.6) se observa la energía de los estados base. Las medi-

ciones del caso PBC concuerdan con los resultados que presenta Pfeuty

[46]. En h = 0, la energía de los GS de ABC y PBC son iguales, mientras

que el GS de OBC los supera por J = 1. La simulación muestra que el GS

de ABC es el estado base global de la cadena cuántica de Ising, pues su

energía es menor a los casos PBC y OBC para todos los valores de h. Ade-

más, al aproximarse a h = J se observa una diferencia entre las energías

de los GS de ABC y PBC. En la figura (3.7) se muestra que esta diferencia

alcanza un máximo en el punto crítico y decrece tanto en la región ferro-

magnética como en la desordenada magnéticamente. Además, en la figu-

ra (3.8) se observa que la diferencia disminuye rápidamente al aumentar

el número de espines. Al cambiar la escala del eje vertical a logarítmica,

37



Figura 3.7: Diferencia entre las energías de los estados base de PBC y
ABC al variar la intensidad de campo magnético transverso h. Se definió
J = 1. Estos son resultados de la función GetEnergies.

Figura 3.8: Diferencia entre las energías de los estados base de PBC y
ABC al aumentar el número de espines a distintos valores de h. Se definió
J = 1. Estos son resultados de la función GetEnergies.

véase la figura (B.3), el comportamiento lineal de la diferencia en función

del número de espines sugiere que el decrecimiento es exponencial. Este
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Figura 3.9: Brechas de energía entre los autoestados de los casos PBC,
ABC y OBC al variar la intensidad de campo magnético transverso h. Se
definió J = 1. Estos son resultados de la función GetEnergies.

decrecimiento es más lento en el punto crítico en comparación con otros

valores de h.

En este trabajo, los elementos εk de la ecuación (2.15) se denominarán

brechas de energía, ya que representan los valores cuya suma a la energía

base resulta en las autoenergías de un estado excitado. En la Figura (3.9),

una brecha ∆Ei indica la separación de energía entre el estado base y el

estado excitado que resulta de generar un fermión en el i-ésimo estado
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del vacío de Bogoliubov. Los fermiones deben generarse en pares para

conservar la paridad de los estados. Por lo tanto, la suma de un número

par de ∆Ei’s diferentes a la energía del estado base es lo que genera una

autoenergía de algún estado excitado de la cadena cuántica de Ising.

En el caso h = 0, los casos periódicos muestran que sus brechas de

energía tienen el mismo valor: 2J. Por otro lado, el caso con OBC exhibe

los valores 2J y 0, en concordancia con lo mencionado por Mbeng [39].

El caso con ABC muestra que sus brechas de energía adquieren dos va-

lores, por lo que tendrá más autoestados con la misma energía. El caso

con PBC muestra tres valores de brechas de energía, con una de ellas,

∆E1, igual a 0 en el punto crítico. Esto indica que al atravesar el punto

crítico, la creación de un fermión en el estado que aporta la menor brecha

de energía no altera la energía total del estado resultante; esto es equiva-

lente a que el espín que se voltea súbitamente, generando la ruptura de

simetría, no suma energía al estado base de la cadena.

En la figura (3.10) se observa que las entropías de entrelazamiento son

distintas de cero y son iguales en ambas mitades de la bipartición de la

cadena. Esto indica que los estados base de las cadenas están, en cier-

ta medida, entrelazados. El grado de entrelazamiento en los 3 casos de

condiciones de borde decrece al aumentar la intensidad de campo mag-

nético transverso, pues las cadenas tienden al estado |0⟩⊗N , que es un

estado separable. Además, los casos con condiciones de borde periódicas

muestran que la entropía de entrelazamiento tiende a un máximo, cuya

curva se agudiza al aproximarse al punto crítico; este comportamiento

concuerda con lo establecido por Iglói [44] utilizando otros métodos nu-

méricos. Es importante recalcar que la entropía de entrelazamiento en el

caso N = 2 no es cero como se muestra en la figura (3.10), y su magneti-

zación en Z no es 1 para todo valor de h en la figura (3.3). Esto se debe

a la forma en que se obtuvieron los datos. En el caso N = 2 se tiene, de

manera particular, que los estados base son estados de Bell. Este caso

interesante se discute en el Anexo C.

En la figura (3.11) se observa que la entropía de entrelazamiento en

el punto crítico muestra un comportamiento distinto respecto a las fases

ferromagnética y de desorden magnético, donde la entropía de entrelaza-

miento tiende a una constante al aumentar el número de espines con-
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Figura 3.10: Entropía de entrelazamiento al variar la intensidad de campo
magnético transverso h. Se definió J = 1. La columna izquierda muestra la
entropía de Von Neumann del estado correspondiente a la primera mitad
de espines de la cadena, mientras la columna derecha corresponde al
estado de la segunda mitad de espines.

formantes. Sin embargo, en el punto crítico se observa que la entropía

crece en función de los espines. Varios investigadores, como Latorre [43],

Vidal [48] e Iglói [44], han demostrado que la entropía de entrelazamien-

to diverge con el número de espines siguiendo una ley de escalamiento

logarítmico, similar a los resultados de este trabajo, que se discuten a
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continuación.

En la figura (B.4) se realizó un ajuste a una función logarítmica en

base 2. En general, se muestra un ajuste exacto a los datos de la simu-

lación; los valores de los parámetros y varianza se muestran en (B.1).

Esto sugiere que la entropía de entrelazamiento de los estados base en

el punto crítico, entregados por la simulación, muestran el escalamiento

logarítmico predicho. Se destaca el valor del parámetro a en el caso ABC,

a = 0,1605718, que se tiene un error de 3,657% relativo al valor teórico de

1/6 [44].

3.2. Resultados sobre la evolución temporal con

la ecuación GKSL

Los resultados de las figuras (D.1, D.4, D.7, D.10, D.13, D.16), presen-

tes en el Anexo D, corresponden a distintos operadores de Lindblad que

involucran operadores escalera; véase el apartado Operadores de Lind-

blad Implementados en la Metodología. Se observa que las poblaciones

del estado base correspondientes a las proyecciones sobre |0000⟩ y |1111⟩
convergen hacia las poblaciones de los estados |0⟩⊗4 y |1⟩⊗4 proyectadas

sobre los mismos estados. El comportamiento general muestra que las

poblaciones decrecen y oscilan alrededor de una media al aumentar la

intensidad del campo magnético transverso. Se alcanzan valores de satu-

ración a h grandes.

Sin embargo, el decrecimiento de la población en las figuras (D.19,

D.22) es más rápido comparado con los resultados de los demás operado-

res de Lindblad. Además, al permitir transiciones entre estados compu-

tacionales o autoestados del hamiltoniano, las poblaciones se saturan

a un valor constante. Se observa un cambio de comportamiento de las

poblaciones del estado base en las zonas ferromagnética y desordenada,

principalmente, en la población de los espines orientados en dirección al

campo magnético: ⟨↑↑↑↑|ρGS|↑↑↑↑⟩. Esta variación se relaciona directamen-

te con el cambio súbito de la magnetización, producto de la transición de

fase. Esto sugiere que la transición cuántica de fase no se pierde al aco-

plar la cadena a los distintos entornos simulados: cavidades ópticas y
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Figura 3.11: Entropía de entrelazamiento al variar el número de espines
conformantes N y para distintos valores de h. La entropía del caso PBC
con N = 6 y h = 1 es un valor atípico, provocado por un error computacio-
nal relacionado a la precisión de los valores de punto flotante.

baños tipo térmicos.

Los resultados de la figura (D.2) sugieren que el comportamiento natu-

ral de la magnetización en la cadena cuántica de Ising, sin interacciones

con un entorno, es oscilar en el tiempo a una frecuencia que depende

de la intensidad del campo magnético transverso. Sin embargo, el estado

base, al ser un estado de equilibrio térmico, no cambia con el tiempo.

Por lo tanto, su magnetización permanece constante. En la figura (D.3)
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se muestra que la energía para todos los estados se mantiene constante.

Esto es previsible, ya que el sistema no dispone de ningún mecanismo de

absorción o disipación de energía.

En la figura (D.5) se observa el efecto de usar el operador σ− en un

solo espín sobre la magnetización. Los tres estados tienden a una mag-

netización constante de −0,5 en la zona ferromagnética; mientras que en

la zona desordenada, el estado |↓⟩⊗4 tiende a una magnetización distinta

en comparación con los estados base y |↑⟩⊗4, alcanzando el valor −1 cuan-

do la intensidad de campo magnético es suficientemente mayor al valor

de J. La figura (D.6) muestra que, cuando h = 10, el estado |↓⟩⊗4 mantiene

su energía en el tiempo, mientras que los estados base y |↑⟩⊗4 tienden a

un estado excitado que, por su magnetización, se puede afirmar que no

es un autoestado del hamiltoniano.

A partir del anterior análisis se concluye que tras un tiempo τ , en el

que los estados base y |↑⟩⊗4 han alcanzado valores constantes de magne-

tización y energía, el efecto del operador σ− en un espín es voltearlo en

dirección contraria al campo magnético, es decir, mantenerlo en el esta-

do |↓⟩. Voltear el espín en dirección contraria a h requiere que el sistema

gane energía. Este argumento explica porque en la figura (D.6) la energía

de los estados base y |↑⟩⊗4 aumenta rápidamente mientras que la energía

del estado |↓⟩⊗4 disminuye en cierta cantidad, pero tiende a ser constante

al aumentar h, pues su primer espín ya se encuentra en el estado |↓⟩.
La disminución de energía del estado |↓⟩⊗4 se explica con la figura (D.4):

la población de la proyección sobre |1111⟩ muestra, en general, una ten-

dencia decreciente pero aproximándose a 1 al aumentar h. Por lo tanto,

la evolución del estado |↓⟩⊗4 es un estado superpuesto, donde existirán

tanto espines |↑⟩ y |↓⟩ que afectarán en la energía total del estado.

El análisis de los resultados con σ+ en un espín es análogo al análisis

previamente realizado para σ−. La diferencia más relevante es que los

estados base y |↑⟩⊗4 tienden a mantener su energía constante al aumentar

h, mientras que el estado |↓⟩⊗4 libera energía hasta alcanzar un estado

de equilibrio; véase la figura (D.9). Los operadores de Lindblad σ− y σ+

sobre el primer espín se relaciona a sistemas acoplados con un campo

de radiaciones con infinitos modos [13] o a campos bosónicos disipativos

con un conjunto finito de autoenergías y tasas de intercambio de energía
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con un baño térmico externo [18].

Se extrapolan las conclusiones de los casos σ± en un espín al caso

de σ± en todos los espines. Con la notación de las expresiones (2.27),

el efecto del operador L̂1 es que satura la magnetización de la cadena al

orientar todos los espines en dirección contraría al campo magnético. En

h = 10, la magnetización de los tres estados tiende rápidamente a −1 y su

energía alcanza el valor máximo correspondiente a la energía del estado

|↓⟩⊗4; véase las figuras (D.11, D.12). Por otro lado, el operador L̂2 tiende a

alinear los espines en dirección al campo magnético y, con h = 0, alcanza

la magnetización 1. Además, el sistema libera energía hasta alcanzar la

mínima, correspondiente al estado |↑⟩⊗4; véase las figuras (D.14, D.15).

La diferencia substancial entre los resultados de los operadores esca-

lera en un espín y en todos los espines es el tiempo en el que la magne-

tización y la energía alcanzan los valores constantes; es decir, el tiempo

τ definido anteriormente. Este tiempo es menor cuando se aplican ope-

radores escalera en todos los espines respecto a aplicarlos en un espín,

pues se permite que todos los espines de la cadena tengan un mecanis-

mo de absorción o disipación de energía en forma de fotones. Así, en la

figura (D.15), cuando h = 10, la energía es liberada rápidamente porque

la alineación de los espines en dirección del campo magnético provoca

la emisión de fotones desde los 4 sitios de la cadena. Este fenómeno se

conoce como superradiancia, que es similar al fenómeno de emisión es-

timulada en los láseres, y se estudia en el modelo de Dicke. Este modelo

supone un ensamble de N ′ sistemas de dos niveles acoplados a una ca-

vidad cuantizada con un solo modo de vibración. Además, exhibe una

transición a fase superradiante cuando N ′ → ∞ [49]. La superradiancia

en el modelo de Ising ya ha sido estudiada mediante el acople de los ha-

miltonianos de Ising y de Dicke [50], y en sistemas de dos niveles sin

interacciones entre elementos [51], [52].

Cuando se utilizan ambos operadores escalera en todos los espines,

multiplicados por un mismo coeficiente, se obtienen los resultados de las

figuras (D.17, D.18). En este caso, el tiempo τ es el menor de todos los

casos en los que se utilizan operadores escalera, y las oscilaciones de

la magnetización se amortiguan rápidamente. La energía de los estados

tiende a cero, lo que indica que el sistema alcanza un estado de equilibrio
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Figura 3.12: Evolución temporal de la magnetización y energía del estado
base de una cadena cuántica de Ising con N = 4, J = 1 y PBC, utilizando
L̂1 y L̂2 como operadores de Lindblad. El coeficiente que multiplica a L̂1

es 1, y se varía el coeficiente γ que se multiplica al operador L̂2.

en el que absorbe y libera energía a la misma tasa. En la figura (3.12), se

observa que el estado alcanza valores de saturación al aumentar el pará-

metro γ, que modula el coeficiente de L̂2, y también con el transcurso del

tiempo. Sin embargo, el comportamiento significativo que emerge es que

el sistema tiende a absorber energía pero mantiene los espines alineados

con el campo magnético. Este comportamiento es contrario al observado

en los casos en que se aplican L̂1 y L̂2.

En las figuras (D.20, D.21, D.23, D.24), los resultados de los casos en

que los operadores de Lindblad son de transición entre estados compu-

tacionales y autoestados, muestran que la magnetización y la energía

tienden rápidamente a cero, sin oscilaciones, y a tasas independientes de

h. Sin embargo, la tasa de tendencia a cero de las transiciones entre au-

toestados es mayor a las transiciones entre estados computacionales. Al

considerar las transiciones ponderadas con los operadores de la ecuación

(2.29), se obtienen los resultados de la figura (D.25). Las magnetización

y energía del estado base son constantes en el tiempo para todo valor

de β excepto cero; no existe un comportamiento distintivo que resulte de

únicamente aplicar de estos operadores.
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Figura 3.13: Evolución temporal de la magnetización y energía del estado
base de una cadena cuántica de Ising con N = 4, J = 1 y PBC. Se utiliza-
ron los siguientes operadores de Lindblad: transiciones ponderadas entre
autoestados y los operadores 1,0 · L̂1 y γL̂2, con γ = 0,5.

En las figuras (3.13, 3.14) se analiza el comportamiento de una cade-

na de Ising en un entorno que permite la emisión y absorción de energía,

así como la transición ponderada entre autoestados, lo cual sugiere la

termalización de la cadena. Se observa que el sistema alcanza estados de

equilibrio que dependen principalmente de la intensidad del campo mag-

nético transversal h y, en menor medida, del parámetro β. En particular,

en la figura (3.13), donde se ha definido γ = 0,5, se evidencia un mayor

efecto del parámetro β en el caso de h = 1,5, mostrando una disminución

de la energía del estado base al incrementar β. Este resultado concuer-

da con un ligero aumento en la magnetización en dirección del campo

magnético.

Debido a la naturaleza general del análisis realizado, resulta difícil de-

finir con precisión un diseño experimental que permita probar la validez

de los resultados obtenidos. No obstante, los hallazgos de Morales [53]

sobre la formación de cadenas de nanopartículas de magnetita bajo la

aplicación de un campo magnético proporcionan una base relevante. En

su estudio, se reporta la variación temporal de la magnetización máxima

de una cadena de nanopartículas de 34 nm. Cualitativamente, la curva
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Figura 3.14: Evolución temporal de la magnetización y energía del estado
base de una cadena cuántica de Ising con N = 4, J = 1 y PBC. Se utiliza-
ron los siguientes operadores de Lindblad: transiciones ponderadas entre
autoestados y los operadores 1,0 · L̂1 y γL̂2, con γ = 2,0.

de magnetización observada se asemeja al perfil correspondiente al caso

h = 0,5 en la figura (3.14), mostrando un ligero aumento de la magnetiza-

ción que se atenúa rápidamente.

3.3. Conclusiones y recomendaciones

La simulación de la cadena de Ising ha sido robustamente validada

con resultados teóricos y prácticos mencionados en la bibliografía. Ahora

se dispone de un método novedoso para estudiar el modelo unidimensio-

nal de Ising, el cual utiliza nuevas herramientas de programación y ofrece

la posibilidad de ejecución en un procesador cuántico real.

Se han presentado resultados que, hasta el momento de finalización

de este trabajo, no han sido reportados en la literatura, como el com-

portamiento antisimétrico de la correlación entre espines en el caso PBC,

mostrado en la figura (3.4), o las brechas de energía en los casos con

condiciones de borde periódicas de la figura (3.9).

El análisis de la evolución temporal de una cadena cuántica de 4 es-
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pines, utilizando la ecuación GKSL y condiciones de contorno periódicas

(PBC), revela que los operadores escalera inducen la saturación de la

magnetización y la energía del sistema. La magnetización presenta osci-

laciones cuya frecuencia depende de la magnitud del campo transverso.

Además, los resultados indican que, al utilizar el operador L̂2, la cadena

exhibe el fenómeno de superradiancia.

Por otro lado, el uso de transiciones entre estados computacionales y

autoestados resulta en una rápida disminución de la magnetización y la

energía. Sin embargo, la inclusión de operadores escalera permite que el

sistema tienda a estados de equilibrio, los cuales pueden interpretarse

como estados de equilibrio térmico.

La simulación de la cadena cuántica de Ising estará disponible en un

repositorio en línea 1, siguiendo una filosofía open source para fomentar

la colaboración abierta. A continuación, se mencionan algunas ideas que

surgieron durante la realización de este trabajo y que podrían ser objeto

de investigaciones futuras utilizando esta simulación.

Recomendaciones

El comportamiento antisimétrico de la correlación entre espines de

la cadena con PBC puede ser utilizado para estudiar una cadena

cuántica de Ising con condiciones PBC como unidad de transmisión

de información. Dado que su estado base corresponde a una super-

posición de cadenas con mitades mayormente orientadas en direc-

ción del campo magnético o en la dirección contraria, estas mitades

podrían servir como bits lógicos compuestos por varios bits físicos.

Esta idea se postularía como un enfoque para abordar el problema

del ruido en las computadoras cuánticas, donde una de las pro-

puestas es generar estados lógicos compuestos por varios qubits de

manera que, aunque algunos qubits sean afectados por el ruido, el

estado general del sistema, que representa el estado lógico, perma-

nezca inalterado.

En el contexto de información y computación cuánticas, es común

generar estados entrelazados para la transmisión segura de infor-

1https://github.com/JJNaranjo512/Quantum-Ising-Chain-with-Cirq-and-OpenFermion
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mación o como estados iniciales en la ejecución de protocolos cuán-

ticos. Esta simulación supone un punto de partida para estudiar el

uso de cadenas de espines, o de estados tipo Ising, para la codifi-

cación y transmisión de estados con un grado de entrelazamiento

ajustable. Se puede encontrar información adicional sobre la trans-

misión de estados cuánticos utilizando cadenas de espines en la

referencia [54].

En el análisis de la evolución temporal con la ecuación GKSL, se

recomienda calcular numéricamente el tiempo de saturación τ y de-

sarrollar un método para minimizar la distancia traza entre el ope-

rador densidad del estado saturado y un estado térmico. Este estado

térmico dependería del parámetro β y estaría compuesto por los au-

tovalores y autovectores del hamiltoniano. Dado que en un estado

térmico el parámetro β es el inverso de la temperatura, este enfoque

permitiría predecir la temperatura final de un sistema que ha evolu-

cionado hasta alcanzar un estado estacionario cuando está acoplado

a un entorno.
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Capítulo A

Anexo A: argumentos de las funciones locales

En este anexo se describen los argumentos de las funciones locales

definidas para la simulación en Cirq y OpenFermion. De manera gene-

ral, existen argumentos por defecto, a los que necesariamente hay que

asignar un valor, y argumentos opcionales, que no necesitan un valor de

asignación. Los argumentos opcionales ya tienen un valor predetermina-

do, pero se puede asignar un valor arbitrario.

Nombre Tipo Descripción P.d. O V.p.
num_qubits int Número de espines ✓

J float
Intensidad de interacción
entre espines

✓

h float
Intensidad del campo mag-
nético transverso

✓

periodic bool
Determina si la cadena es
cerrada o abierta

✓ True

Boundary
Conditions

bool
Determina si la cadena es
ABC o PBC con 0 o 1, res-
pectivamente

✓ 0

printModel bool
Imprimir o no el hamilto-
niano en la consola

✓ False

Cuadro A.1: Argumentos de la función local QuantumIsingHamiltonian.
Los argumentos se clasifican en por defecto (P.d.) y opcionales (O). Se
muestra el valor predeterminado (V.p.) de los argumentos opcionales.
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Nombre Tipo Descripción P.d. O V.p.
num_qubits int Número de espines ✓

Quad_
Hamiltonian

Quadratic
Hamiltonian

Estructura que al-
macena un hamilto-
niano cuadrático en
los operadores ak y
a†k.

✓

InitialState list
Lista que determi-
na el estado compu-
tacional inicial.

✓ []

repetitions int
Número de veces
que se compila el
circuito cuántico.

✓ 10000

print
InitialModes

bool

Imprime o no las
compuertas inicia-
les que se aplican
con InitialState.

✓ False

print
FullCircuit

bool
Imprime o no el cir-
cuito cuántico.

✓ False

Cuadro A.2: Argumentos de la función local SimulateHamiltonian. Los
argumentos se clasifican en por defecto (P.d.) y opcionales (O). Se muestra
el valor predeterminado (V.p.) de los argumentos opcionales.
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Nombre Tipo Descripción P.d. O V.p.
num_qubits int Número de espines ✓

Quad_
Hamiltonian

Quadratic
Hamiltonian

Estructura que al-
macena un hamilto-
niano cuadrático en
los operadores ak y
a†k.

✓

qi string

Determina el tipo de
operador de Pauli
que se aplicará al
espín 1. Se ingresa
"X" o "Z".

✓

qj string

Determina el tipo de
operador de Pauli
que se aplicará al
espín i-ésimo. Se in-
gresa "X" o "Z".

✓

repetitions int
Número de veces
que se compila el
circuito cuántico.

✓

InitialState list
Lista que determi-
na el estado compu-
tacional inicial.

✓ []

Cuadro A.3: Argumentos de la función local Correlation. Los argumen-
tos se clasifican en por defecto (P.d.) y opcionales (O). Se muestra el valor
predeterminado (V.p.) de los argumentos opcionales.
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Nombre Tipo Descripción P.d. O V.p.

Quad_
Hamiltonian

Quadratic
Hamiltonian

Estructura que al-
macena un hamilto-
niano cuadrático en
los operadores ak y
a†k.

✓

Initial_
st_vector

list
Lista que almacena
el estado inicial del
circuito cuántico.

✓

Final_
st_vector

list
Lista que almacena
el estado final del
circuito cuántico.

✓

print
Energies

bool

Imprime o no los va-
lores de la energía
de los estados inicial
y final.

✓ False

Cuadro A.4: Argumentos de la función local GetEnergies. Los argumen-
tos se clasifican en por defecto (P.d.) y opcionales (O). Se muestra el valor
predeterminado (V.p.) de los argumentos opcionales.
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Capítulo B

Anexo B: sobre la simulación en Cirq y

OpenFermion

En este anexo se muestran resultados adicionales a los mostrados

en el apartado Resultados sobra la simulación de la cadena cuántica de

Ising, que clarifican la discusión realizada en Resultados, conclusiones y

recomendaciones.

55



Figura B.1: Resultados de la compilación de un circuito cuántico que
representa una cadena cuántica de Ising de 4 espines con J = 1 y h = 0,5
en el caso PBC. El circuito se compiló 10000 veces.

Caso ABC PBC OBC
Parámetro a b a b a b

Valor 0,16057 0,43597 0,2798 −0,08343 0,10487 0,1979
Varianza (·10−6) 1,9902 16,793 104,79 1076,9 2,7087 22,856

Cuadro B.1: Valores y varianza de los parámetros óptimos de los ajustes
de la figura B.4.
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Figura B.2: Magnetización en dirección Z al variar el número de espines
y la intensidad de interacción entre espines j. Se definió h = 1 y 3000
repeticiones.

Figura B.3: Gráfico en escala logarítmica de la diferencia entre las ener-
gías de los estados base de PBC y ABC al aumentar el número de espines
a distintos valores de h. Se definió J = 1. Estos son resultados de la fun-
ción GetEnergies.
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Figura B.4: Entropía de entrelazamiento en el punto crítico al variar el
número de espines. Se definió J = 1. Se muestran los ajustes a una
función logarítmica, los parámetros óptimos son los de la tabla (B.1). En
el caso PBC, se excluyeron los valores de entropía para N = 2 y N = 6,
pues son valores atípicos provocados por la forma de extracción de datos
de la simulación y errores numéricos de computación.

58



Capítulo C

Anexo D: sobre el modelo de dos espines

Los resultados sobre el caso N = 2 con condiciones ABC y OBC con-

cuerdan con lo esperado de la simulación. Sin embargo, el caso PBC

muestra incoherencias: su magnetización en dirección Z es constante,

véase la figura (3.3), y su entropía de entrelazamiento es constante y cero,

véase la figura (3.10). En el conjunto de ecuaciones (C.2) se muestran los

estados finales que la simulación retorna con J=1, h=0 e InitialState

= [], en todos los casos de condiciones de borde. Los estados de los

casos ABC y OBC son el estado de Bell |β00⟩ [8], con un desfase global ei
π
4 .

ABC : (0,5 + 0,5i) [|00⟩+ |11⟩] ≡ ei
π
4

√
2
[|00⟩+ |11⟩]

OBC : (0,5 + 0,5i) [|00⟩+ |11⟩] ≡ ei
π
4

√
2
[|00⟩+ |11⟩] (C.1)

PBC : i |00⟩ ≡ ei
π
2 |00⟩

El estado del caso PBC no muestra una paridad ℘ = −1. Esto indica

que el circuito cuántico que ejecuta SimulateHamiltonian no genera el

espín volteado en la zona ferromagnética. Este argumento se refuerza al

utilizar la función GetEnergies y observar que, en efecto, el estado i |00⟩
no es el estado de menor energía en la zona ferromagnética, pero si lo

es en la zona de desorden magnético. Este problema se soluciona con el

argumento InitialState, cambiando su valor a [0] cuando h < J y a
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[] cuando h ≥ J. Así, en la zona ferromagnética, el estado base resulta

ser el estado de Bell |β01⟩ con un desfase global de e−iπ
2 , ecuación (C.2),

que muestra tener la menor energía. Esto indica que la magnetización

en dirección Z es 0 en la zona ferromagnética y cambia súbitamente a

1 al atravesar el punto crítico. Además, los estados de Bell son estados

entrelazados, por lo que su entropía de entrelazamiento será distinta de

cero.

PBC : −0,71i [|01⟩+ |10⟩] ≡ e−
π
2

√
2
[|01⟩+ |10⟩] (C.2)
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Capítulo D

Anexo C: sobre la simulación en QSWalk.jl

En este anexo se muestran resultados adicionales a los mostrados en

el apartado Resultados sobre la evolución temporal con la ecuación GKSL,

que clarifican la discusión realizada en Resultados, conclusiones y reco-

mendaciones.
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Figura D.1: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC, sin interacciones con un entorno. Es decir, el sistema es cerrado.
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Figura D.2: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC, sin interacciones con un entorno. Es decir, el sistema es cerrado.
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Figura D.3: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N y
base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC,
sin interacciones con un entorno. Es decir, el sistema es cerrado.
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Figura D.4: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es σ− en el espín 0.
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Figura D.5: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es σ− en el espín 0.
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Figura D.6: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N y
base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC. El
operador de Lindblad es σ− en el espín 0.
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Figura D.7: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es σ+ en el espín 0.
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Figura D.8: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es σ+ en el espín 0.
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Figura D.9: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N y
base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC. El
operador de Lindblad es σ+ en el espín 0.
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Figura D.10: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es

∑3
i=0 σ

−
i .
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Figura D.11: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es

∑3
i=0 σ

−
i .
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Figura D.12: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N

y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC.
El operador de Lindblad es

∑3
i=0 σ

−
i .
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Figura D.13: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es

∑3
i=0 σ

+
i .
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Figura D.14: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. El operador de Lindblad es

∑3
i=0 σ

+
i .
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Figura D.15: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N

y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC.
El operador de Lindblad es

∑3
i=0 σ

+
i .
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Figura D.16: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. Los operadores de Lindblad son

∑3
i=0 σ

−
i y

∑3
i=0 σ

+
i .
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Figura D.17: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. Los operadores de Lindblad son

∑3
i=0 σ

−
i y

∑3
i=0 σ

+
i .
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Figura D.18: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N

y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC.
Los operadores de Lindblad son

∑3
i=0 σ

−
i y

∑3
i=0 σ

+
i .
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Figura D.19: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1
y PBC. Los operadores de Lindblad son las transiciones hij |i⟩ ⟨j| entre los
estados computacionales.
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Figura D.20: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1
y PBC. Los operadores de Lindblad son las transiciones hij |i⟩ ⟨j| entre los
estados computacionales.
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Figura D.21: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N

y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC.
Los operadores de Lindblad son las transiciones hij |i⟩ ⟨j| entre los estados
computacionales.
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Figura D.22: Evolución temporal de las poblaciones de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. Los operadores de Lindblad son las transiciones entre los autoesta-
dos del hamiltoniano.
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Figura D.23: Evolución temporal de la magnetización de los estados |0⟩⊗N ,
|1⟩⊗N y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y
PBC. Los operadores de Lindblad son las transiciones entre los autoesta-
dos del hamiltoniano.
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Figura D.24: Evolución temporal de la energía de los estados |0⟩⊗N , |1⟩⊗N

y base de una cadena cuántica de Ising definida con N = 4, J = 1 y PBC.
Los operadores de Lindblad son las transiciones entre los autoestados del
hamiltoniano.
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Figura D.25: Evolución temporal de la magnetización y energía del estado
base de una cadena cuántica de Ising con N = 4, J = 1 y PBC, utilizando
transiciones ponderadas entre autoestados como operadores de Lindblad.
La forma de estos operadores es la ecuación (2.29). La aparición de picos
y bajadas súbitas de las magnitudes al aumentar β se deben al limite de
cálculo computacional de valores muy pequeños o muy altos de Julia.
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