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RESUMEN

En el presente trabajo se analizó el comportamiento de una estrella en la

secuencia principal con rotación mediante la resolución de sus ecuacio-

nes de estructura estelar a través de integración numérica, utilizando el

método de Runge-Kutta de cuarto orden. Se estudiaron dos casos espe-

cíficos: los polos y la línea ecuatorial de la estrella. Se compararon los re-

sultados obtenidos para la masa, presión y densidad en estos dos casos.

Además, se examinaron los efectos de diferentes velocidades angulares

y se utilizaron dos formalismos distintos: el formalismo newtoniano y el

post-newtoniano. Se descubrió que la rotación influye en los perfiles de

masa y presión, variando en función de la velocidad angular de la estrella

y del formalismo físico aplicado.

Palabras clave: Runge-Kutta, Sol, rotación, integración numérica, apro-

ximación post-newtoniana, formalismo newtoniano.



ABSTRACT

In this work, the behavior of a rotating star on the main sequence was

analyzed by solving its stellar structure equations through numerical in-

tegration, using the fourth-order Runge-Kutta method. Two specific ca-

ses were studied: the poles and the equatorial line of the star. The mass,

pressure, and density results were compared in these two cases. Additio-

nally, the effects of different angular velocities were examined, and two

distinct formalisms were used: the Newtonian and the post-Newtonian

formalisms. It was found that rotation affects the mass and pressure pro-

files, varying with the star’s angular velocity and the physical formalism

employed.

Keywords: Runge-Kutta, Sun, rotation, numerical integration, post-Newtonian

approximation .
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Capítulo 1

Descripción del componente desarrollado

El Sol junto con el sistema solar fueron formados aproximadamente

hace 4,5 miles de millones de años en nubes moleculares constituidas de

gas y partículas de polvo [1, 2].

En estas nubes, las estrellas empiezan su formación cuando los nú-

cleos densos de las nubes colapsan debido a su propia gravedad. Durante

este proceso, una parte del material remanente de la nube se acumula

en el núcleo mientras que otra parte se esparce, formando un disco pro-

toestelar que mantiene el momento angular de la nube. El proceso se

mantiene hasta la presecuencia principal, donde se forma el disco proto-

planetario que se dispersa cuando la estrella entra a la secuencia princi-

pal, etapa en la cual pasa la mayor parte de su tiempo [2].

La rotación de las estrellas puede ser considerada desde su formación

en las nubes moleculares. En la presecuencia principal, las estrellas se

contraen y aumentan su rotación hasta la secuencia principal, donde las

estrellas disminuyen su rotación debido al viento magnetizado [3].

Observaciones en la actividad magnética del Sol y sobre manchas so-

lares han demostrado que el Sol presenta una rotación diferencial que

depende de los polos, siendo mayor en ecuador y menor en los polos

[4, 5, 6]. Se cree que la convección en el interior de las estrellas es lo que

mantiene la rotación diferencial y varias simulaciones numéricas se han

realizado sobre el tema [7].
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La rotación de una estrella está ligada a diversos procesos físicos como

el campo magnético o la masa [3, 6, 8], de ahí la importancia de sus

estudio.

Por tal motivo, en este trabajo se resolverá numéricamente las ecua-

ciones de estructura de una estrella con rotación en su secuencia prin-

cipal considerando dos formalismos, el formalismo newtoniano y el post-

newtoniano. Las ecuaciones serán resueltas por medio de un código pro-

gramado en Python utilizando el entorno Jupyter.

1.1. Objetivo general

Desarrollar la integración numérica de un modelo teórico que describa

una estrella simple con rotación en su secuencia principal, similar al Sol,

bajo el formalismo newtoniano y post-newtoniano.

1.2. Objetivos específicos

1. Investigar los efectos de la rotación sobre la estructura y evolución

de las estrellas.

2. Establecer una ecuación de estado apropiada para el modelo.

3. Resolver numéricamente las ecuaciones de estructura del modelo,

bajo el formalismo newtoniano.

4. Resolver numéricamente las ecuaciones de estructura del modelo,

bajo el formalismo post-newtoniano.

5. Validar el modelo

1.3. Alcance

Se realizará la integración numérica de las ecuaciones de estructura

para una estrella con rotación bajo el formalismo newtoniano y post-

newtoniano considerando parámetros del Sol.



El enfoque principal del trabajo es proponer y resolver las ecuaciones

de estructura de un modelo sencillo, que no pierda validez ni rigurosidad

y que sea comparable con otros modelos y con observaciones experimen-

tales. Para ello, se comparan los resultados del modelo con rotación con

modelos sin rotación, resaltando las diferencias entre los mismos.

El modelo será planteado dentro del formalismo newtoniano y los re-

sultados serán extrapolados al formalismo post-newtoniano. Además, se

cuantificará la diferencia entre los resultados de ambos modelos.

Para la integración numérica de las ecuaciones de estructura, se utili-

zará el método de Runge-Kutta de orden 4. El código será programado en

Python utilizando el entorno Jupyter y se obtendrá las curvas de masa-

radio, presión-radio, masa-presión y densidad-radio para diferentes velo-

cidades angulares de la estrella.

1.4. Marco teórico

Las estrellas son las unidades fundamentales de materia luminosa en

el universo y son usadas como herramientas para entender la estructura

y evolución del universo [9]. Sin ir muy lejos, nuestro sistema solar con-

tiene en su centro al Sol, una estrella enana en la secuencia principal del

tipo G2V que emite la mayor parte de su radiación en el espectro visible

y que está compuesta en un 70 % de hidrógeno, 28 % de helio y un 2 %

de elementos pesados [1].

Las estrellas se crean en nubes moleculares interestelares que debido

al colapso gravitatorio se concentran en un núcleo denso, formando una

protoestrella. Durante esta fase, la protoestrella acumula masa alrededor

de su núcleo, formando un disco de gas debido al momento angular de la

nube. Este proceso continúa hasta que la estrella pasa a la presecuencia

principal, denominándola estrella T-Tauri. Antes de llegar a la secuencia

principal, la estrella pierde masa y se la denomina post T-Tauri. En la

secuencia principal, la estrella se mantiene en constante producción de

energía por la fusión de hidrógeno en su núcleo [1, 2, 10].

La rotación de las estrellas en su secuencia principal ha sido compro-

bada experimentalmente por medio de observaciones en heliosismología,



astrosismología o espectropolarimetría [11, 12].

Considerar una rotación sobre las estrellas implica considerar nuevas

ecuaciones de estructura, distorsiones sobre la superficie, aumento de la

pérdida de masa, entre otros efectos [8].

1.4.1. Modelo estelar

Un modelo estelar o estructura estelar describe cuantitativamente el

estado estacionario de una estrella, especificando las magnitudes físicas

fundamentales que lo configuran y siendo consistente con las observa-

ciones realizadas. Estas magnitudes físicas pueden ser: la presión, la

densidad, la temperatura o la composición química [13, 14].

Los modelos estelares permiten deducir magnitudes físicas de las ob-

servaciones, profundizando el conocimiento sobre estos cuerpos. En con-

secuencia, mejores observaciones conlleva mejores modelos estelares [12].

1.4.2. Revisión histórica de los modelos estelares

En 1926 se publicó el primer trabajo en materia de estructura estelar:

“Internal Constitution of the Stars” por Stanley Eddington. A partir de este

trabajo se han desarrollado otros modelos estelares que consideran dife-

rentes ecuaciones de estado, zonas dentro de la estrella, composiciones

químicas u nuevos fenómenos físicos como la rotación [15].

Algunos modelos que se derivaron del trabajo de Eddigton son: el mo-

delo de J.H Jeans y H.N Russell que considera una proporción constante

entre la luminosidad y la masa de la estrella. Los modelos “Point-Source”

que consideran una opacidad constante o una presión de radiación des-

preciable y que fueron desarrollados por J.von Neumann y T.G. Cowling

respectivamente [14].

En 1978 un modelo estelar que consideraba la rotación estelar fue de-

sarrollado por Endal y Sofía [16, 17], donde se abarcó el comportamiento

del momento angular así como también su transferencia. En 1991 Mc.

Gregor y Brenner [18] desarrollaron un modelo que explicaba el compor-

tamiento de las estrellas de tipo-G en la secuencia principal, incorporan-

do un término de redistribución del momento angular entre el núcleo y la



zona convectiva [16]. El año siguiente Zhan contempló la circulación me-

ridional para explicar la pérdida de momento angular en el núcleo [19],

lo que permitió el entendimiento del flujo de masa desde el núcleo hasta

la zona convectiva.

Estos modelos que incluyen la rotación a la estructura estelar consi-

deran: la rotación de la estrella como la de un cuerpo rígido, el frenado

por disco, el viento durante la etapa T-Tauri y el cambio de la tasa de

acreción [16].

1.4.3. Estructura estelar de una estrella sin rotación

Dentro del formalismo newtoniano, la descripción más sencilla para

un modelo estelar es dada por la ecuación de equilibrio hidrostático [20]:

dP

dr
= −G

mrρ

r2
(1.1)

donde mr es la masa encerrada en una esfera de radio r y ρ es la

densidad de la estrella. La ecuación (1.1) representa el equilibrio entre

la fuerza de gravedad y la presión dentro de una estrella sin movimiento

[13, 21].

Una segunda ecuación se deriva de la conservación de la masa, la cual

para una estrella con simetría esférica es:

dmr

dr
= 4πr2ρ (1.2)

donde dmr es la masa de un casquete esférico de grosor dr a una dis-

tancia r del centro de la estrella.

Para poder resolver el sistema de ecuaciones formado por (1.1) y (1.2)

es necesario establecer una ecuación de estado. Generalmente, esta ecua-

ción relaciona la presión P con la densidad ρ y caracteriza a la estrella

estudiada [20].

Se asume que existe una relación simple entre P y ρ de la forma P =

Kρν donde K y ν son constantes. La relación anterior se la conoce como



ecuación politrópica y para un gas ideal es [13, 21]:

P = Kρ4/3 con K =

(
3R4

aµ4

)1/3(
1− β

β4

)1/3

ρ4/3 (1.3)

donde R es la constante de los gases ideales, a = σ/c relaciona la

constante de Stefan-Boltzmann σ con la velocidad de la luz c, µ es la masa

molar del gas y β = Pgas/P es una relación entre presiones. La deducción

de (1.3) considera la presión de un gas ideal Pgas y la presión de radiación

dentro de la estrella Prad tal que P = Pgas + Prad [21, 22].

Finalmente, considerando (1.3) en (1.1) y (1.2) se obtiene el sistema de

ecuaciones: 
dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3/4

dP

dr
= − G

K3/4

mP 3/4

r2

(1.4)

1.4.4. Formalismo Post-Newtoniano

Las ecuaciones anteriores son deducidas dentro del formalismo new-

toniano, sin embargo, es posible deducir una ecuación análoga a la del

equilibrio hidrostático considerando la relatividad general. Al estar traba-

jando sobre cuerpos masivos como las estrellas, esta consideración no es

trivial.

La ecuación para el equilibrio hidrostático en la Relatividad General

es la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [21]:

dP

dr
= −Gm

r2
ρ

(
1 +

P

ρc2

)(
1 +

4πr3P

mc2

)(
1− 2Gm

rc2

)−1

(1.5)

que en el límite c2 → ∞ toma la forma de la ecuación (1.1).

Sin embargo, uno de los problemas de la Relatividad General es que

las ecuaciones de Einstein son no lineales. Por ende, resulta casi impo-

sible encontrar una solución exacta a estas ecuaciones. Por esta razón,

se han desarrollados esquemas de aproximación que permitan resolver

estas ecuaciones, siendo uno de estos esquemas el de la aproximación

post-Newtoniana [23].



La aproximación post-Newtoniana surge de considerar campos débi-

les y movimientos lentos. De esta forma, al realizar una expansión so-

bre aquellos parámetros que describen el espacio se obtiene: un espacio-

tiempo vacío y plano en la expansión de orden cero, el formalismo Newto-

niano en la expansión de primer orden y las correcciones post-Newtonianas

en la expansión de segundo orden. Al formalismo que incluye el tra-

tamiento Newtoniano y las correcciones post-Newtonianas se lo conoce

como aproximación post-newtoniana [24].

Para campos gravitacionales pequeños, se puede expandir (1.5) y man-

tener solo los términos con 1/c2. Esto genera la aproximación post-Newtoniana

de las ecuaciones de TOV [21]:

dP

dr
= −Gm

r2
ρ

(
1 +

P

ρc2
+

4πr3P

mc2
+

2Gm

rc2

)
(1.6)

1.4.5. Estructura estelar de una estrella con rotación

La deducción de las ecuaciones de estructura para una estrella con

rotación se derivan de la ecuación de movimiento de un fluido perfecto, al

considerar que sobre cada elemento de fluido se genera una aceleración

centrípeta necesaria para describir un movimiento de rotación [25, 26,

27].

Cada elemento de fluido dentro de la estrella rota alrededor del eje ẑ

con una velocidad angular ω(θ) que depende de la latitud, debido a la

rotación diferencial del Sol [11].

Esta velocidad angular en coordendas esféricas se la puede escribir

como:

ω(θ) = γ + Ωcos2(θ) + ζ cos4(θ) (1.7)

donde γ = 2,97 × 10−6rad/s es la velocidad angular en el ecuador y

Ω = −4,84 × 10−7rad/s y ζ = −3,60 × 10−7rad/s son parámetros de ajuste

[11].

De esta forma, sobre cada elemento de masa del Sol se ejercerá una

aceleración centrípeta, que en coordenadas esféricas estará expresada

como:

a⃗c = −ac

(
sin (θ)r̂ + cos (θ)θ̂

)
con ac = rω(θ)2 sin (θ)



Por lo tanto, la ecuación de movimiento de un fluido perfecto estará

escrita como [27]:

a⃗c = −1

ρ
∇P + F⃗g (1.8)

donde P es la presión, ρ la densidad del Sol y F⃗g es la fuerza de grave-

dad. De esta expresión se deduce el sistema de ecuaciones:
∂P

∂r
= rρ [ω(θ) sin(θ)]2 − Gm

r2
ρ

∂P

∂θ
= ρ sin (θ) cos (θ) [rω(θ)]2

(1.9)

Manteniendo la suposición realizada para las ecuaciones de estruc-

tura estelar de una estrella sin rotación, se considera a la estrella como

una estrella gaseosa que cumple la ecuación de estado de un gas ideal.

Por este motivo, se puede mantener la ecuación politrópica (1.3) para este

caso.

Sin embargo, la ecuación (1.3) sugiere que la presión y la densidad

dependen de r y de θ de acuerdo a (1.9). Esto limita que se pueda utilizar

la ecuación (1.2), ya que la masa dependerá de r y θ también.

Para resolver las ecuaciones de estructura presentadas en esta sec-

ción, se estudiarán casos específicos sobre las ecuaciones (1.9). De esta

forma, se encontrará ecuaciones similares a (1.4), lo que también per-

mitirá encontrar las ecuaciones de estructura en el formalismo post-

newtoniano.

1.4.6. Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un método práctico que solo necesita

un punto para empezar o para mejorar el algoritmo, a diferencia de otros

métodos como el de Euler o el de Picard. Este método se deriva de dos

expansiones de Taylor sobre sus variables dinámicas y sus derivadas [28].

Sea l el número total de variables dinámicas y t el tiempo, entonces, el

vector con las variables dinámicas,

y = (y1, y2, . . . , yl) (1.10)



y el vector generalizado de velocidad o vector de derivadas,

g(y, t) = [g1(y, t), g2(y, t), . . . , gt(y, t)] (1.11)

describen la dinámica del sistema de acuerdo a las ecuaciones diferen-

ciales de primer orden:
dy

dt
= g(y, t) (1.12)

Por otro lado, se puede expandir cada una de las variables de (1.10) en la

forma de yi(t+ τ) en términos de t con una expansión de Taylor:

yi(t+ τ) = yi + τ
dyi
dt

+
τ 2

2

d2yi
dt2

+
τ 3

3!

d3yi
dt3

+ · · · (1.13)

Además, derivando (1.12) con respecto al tiempo se tiene

d

dt

(
dyi
dt

)
=

d2yi
dt2

=
∂gi
∂t

+
n∑

k=1

∂gi
∂yk

dyk
dt

=
∂gi
∂t

+
n∑

k=1

∂gi
∂yk

gk (1.14)

De donde se define a los términos de (1.14) como:

gi,t =
∂gi
∂t

ggi,y =
n∑

k=1

∂gi
∂yk

gk = (∂kgi)gk

Para facilitar la nomenclatura, la misma que se mantendrá para deri-

vadas de orden superior, se considerará que yi = y y gi = g son compo-

nentes cualquiera de (1.10) y (1.11) respectivamente.

De esta forma, se puede escribir (1.13) como:

y(t+τ) = y+τg+
τ 2

2
(gt + ggy)+

τ 3

3!

(
gtt + 2ggty + g2gyy + gg2y + gtgy

)
+ . . . (1.15)

Por otro lado, también se puede escribir yi(t+ τ) como:

yi(t+ τ) = yi+α1ci1+α2ci2+ · · ·+αmcim → y(t+ τ) = y+α1c1+α2c2+ · · ·+αmcm

(1.16)



donde:

c1 = τg(y, t),

c2 = τg(y + ν21c1, t+ ν21τ),

c3 = τg(y + ν31c1 + ν32c2, t+ ν31τ + ν32τ),

...

cm = τg

(
y +

m−1∑
i=1

νmici, t+ τ

m−1∑
i=1

νmi

)

donde αi con i = 1, 2, . . . ,m y νij con i = 2, 3, . . . ,m y i < j son parámetros

que se determinan comparando (1.15) y (1.16).

El método más conocido es aquel en el cual se trunca la expansión

hasta obtener un error del orden de τ 4, es decir, hasta O(τ 4). Este es el

método de Runge-Kutta de cuarto orden o Runge-Kutta 4, el cual está

dado por [28]:

y(t+ τ) = y +
1

6
(c1 + 2c2 + 2c3 + c4)

donde

c1 = τg(y, t),

c2 = τg
(
y +

c1
2
, t+

τ

2

)
,

c3 = τg
(
y +

c2
2
, t+

τ

2

)
,

c4 = τg (y + c3, t+ τ)

Si bien el método explicado en esta sección considera funciones que

dependen del tiempo t, en realidad, se puede considerar funciones que

dependan de cualquier otra variable, mientras se mantenga la forma del

vector de derivadas.



Capítulo 2

Metodología

2.1. Ecuaciones de estructura

2.1.1. Formalismo Newtoniano

Se mencionó anteriormente que para encontrar las ecuaciones de es-

tructura estelar de una estrella con rotación se analizarían casos especí-

ficos sobre las ecuaciones (1.9).

Estos casos estudian el comportamiento de las ecuaciones (1.9) sobre

los polos y sobre la linea ecuatorial de la estrella, permitiendo eliminar la

dependencia de θ de estas ecuaciones y por consiguiente, encontrar un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias sobre el cual trabajar.

Además, los mismos representan casos límites de las ecuaciones (1.9)

puesto que, en los polos, la contribución de la aceleración centrípeta es

nula, obteniéndose el mismo sistema de ecuaciones que para una estrella

sin rotación (1.4), mientras que en la línea ecuatorial la contribución de

la fuerza centrípeta es máxima, obteniéndose un sistema de ecuaciones

que describa el comportamiento de una estrella con rotación.

Por otro lado, en estos dos casos de estudio, se puede considerar la

ecuación (1.2) ya que la presión y la densidad solo dependen de r.

Estos dos casos los expresamos como:

11



Los polos: θ = 0◦ y 180◦

El ecuador: θ = 90◦

De esta forma, el sistema de ecuaciones que se tiene, utilizando 1.3,

es:

Para los polos: 
dP

dr
= − G

K4/3

mP 3/4

r2

dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3/4

(2.1)

Para el ecuador: 
dP

dr
=

ω2

K3/4
rP 3/4 − G

K4/3

mP 3/4

r2

dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3/4

(2.2)

Es importante remarcar que la velocidad angular ω en (2.2) es la ve-

locidad angular de la estrella en la línea ecuatorial. Para una deducción

más detallada de las ecuaciones de estructura para una estrella con ro-

tación considerando la segunda ley de Newton y realizando un análisis

de fuerzas refiérase al anexo A.

2.1.2. Formalismo Post-Newtoniano

Como se mencionó en el marco teórico, el formalismo post-newtoniano

es un método que se ha desarrollado para encontrar esquemas de apro-

ximación sobre las ecuaciones de Einstein y de esta manera poder resol-

verlas [23].

De esta forma, si se considera la ecuación (2.2) se observa que la fuer-

za centrípeta añade un término de rotación a las ecuaciones de estructu-

ra de la estrella sin rotación. Por tanto, este termino puede considerarse

como un término de corrección a las ecuaciones de estructura para una

estrella sin rotación.

Si se considera que las ecuaciones derivadas del formalismo post-

newtoniano para una estrella sin rotación tienden en el límite newtoniano



a las ecuaciones del formalismo newtoniano, entonces, es factible añadir

el termino de rotación a estas ecuaciones.

De esta forma, manteniendo las mismas hipótesis que para una es-

trella sin rotación, las ecuaciones de estructura para una estrella con

rotación bajo el formalismo post-newtoniano son:

En los polos:
dP

dr
= − G

K3/4

mP 3/4

r2

(
1 +

K3/4

c2
P 1/4 +

4π

c2
r3P

m
+

2G

c2
m

r

)
dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3

(2.3)

En el ecuador:
dP

dr
=

ω2

K3/4
rP 3/4 − G

K3/4

mP 3/4

r2

(
1 +

K3/4

c2
P 1/4 +

4π

c2
r3P

m
+

2G

c2
m

r

)
dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3

(2.4)

2.2. Método numérico

Para resolver las ecuaciones de estructura anteriormente deducidas,se

utiliza el método de Runge-Kutta 4. Para ello, es necesario establecer

condiciones iniciales.

En el centro de la esfera, se puede considerar que m(r = 0) = 0. Es

decir, no existe masa encerrada en un radio r = 0. De esta forma, la masa

m(r) crece hasta abarcar el radio del Sol.

Por otro lado, la presión p(r) en el centro de la estrella (r = 0) es

diferente de 0 [22], por tanto, se puede escribir P (r = 0) = P⊙0, donde P⊙0

es la presión del Sol en su centro.

De esta forma, las condiciones iniciales para resolver las ecuaciones

de estructura son:

m(r = 0) = 0, P (r = 0) = P⊙0

Estas condiciones se mantienen tanto para el caso newtoniano como para

el caso post-newtoniano.



Además, con el fin de evitar la propagación de errores, es necesario

normalizar las ecuaciones, utilizando parámetros relacionados con el Sol

[22]:

ρ⊙0 ≈ 8× 104
kg

m3
, P⊙0 ≈ 1,3× 1016Pa, M⊙ ≈ 2× 1030kg, R⊙ ≈ 7× 105km

Se escribe las nuevas variables adimensionales como:

r̂ =
r

R⊙
, m̂ =

m

M⊙
, ρ̂ =

ρ

ρ⊙0

, P̂ =
P

P⊙0

(2.5)

Donde r⊙, M⊙, ρ⊙ y P⊙ corresponden al radio, masa, densidad y presión

del Sol respectivamente.

Esto también modifica las condiciones iniciales a:

m̂(r̂ = 0) = 0, P̂ (r̂ = 0) = 1 (2.6)

Además, para la resolución de estas ecuaciones es necesario determi-

nar el valor de K. De la ecuación (1.3), para condiciones iniciales, en r = 0

se tiene:

P (r = 0) = Kρ(r = 0)4/3 → K =
P⊙0

ρ
4/3

⊙0

Para el formalismo newtoniano, de acuerdo a las relaciones (2.5) las

ecuaciones (2.1) y (2.2) se reescriben para su resolución por medio de

métodos numéricos como:
dm̂

dr̂
= Ar̂2P̂ 3/4

dP̂

dr̂
= −B

m̂P̂ 3/4

r̂2
+ Cr̂P̂ 3/4δ

(2.7)

donde

A =
4πR3

⊙P
3/4

⊙
M⊙K3/4

, B =
GM⊙

R⊙P
1/4

⊙ K3/4
, C =

ω2R2
⊙

P
1/4

⊙ K3/4

Por otro lado, para el formalismo post-newtoniano y análogo al forma-

lismo newtoniano, usando (2.5) se reescriben las ecuaciones (2.4) y (2.3)



para su resolución por medio de métodos numéricos como:
dm̂

dr̂
= AP̂ 3/4r̂2

dP̂

dr̂
= −B

m̂P̂ 3/4

r̂2

(
1 +DP̂ 1/4 + E

r̂3P̂

m̂
+ F

m̂

r̂

)
+ Cr̂P̂ 3/4δ

(2.8)

donde

A =
4πR3

⊙P
3/4

⊙
M⊙K3/4

, B =
GM⊙

K3/4P
1/4

⊙ R⊙
, C =

ω2R2
⊙

P
1/4

⊙ K3/4

D =
K3/4P

1/4

⊙
c2

, E =
4πR3

⊙P⊙
c2M⊙

, F =
2GM⊙
c2R⊙

En ambos formalismos, se utiliza una función δ definida como:

δ =

{
0 Para los polos

1 Para el ecuador
(2.9)

Nótese que las constantes A, B y C son las mismas para ambos for-

malismos. Además, puesto que se está analizando casos particulares de

θ, la masa tendrá como límite un diferencial de masa dM⊙. Sin embargo,

se prefiere utilizar M⊙ para comparar las curvas obtenidas de los casos

con y sin rotación y también para minimizar la propagación de errores.

2.2.1. Simulación

Las ecuaciones de estructura de una estrella con rotación bajo el for-

malismo newtoniano y post-newtoniano son un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden con condiciones iniciales, por lo

tanto, es factible resolver los sistemas de ecuaciones mediante el método

de Runge-Kutta de orden 4. La ejecución de este método fue realizado por

medio de un código escrito en Python en el entorno Jupyter.

La estructura del código se presenta a continuación.



Descripción de las ecuaciones y valores utilizados

En esta sección se describe el problema a resolver. Esto incluye una

descripción de las ecuaciones adimensionales utilizadas, tanto para el

formalismo newtoniano como para el post-newtoniano. Además, se deta-

lla las constantes utilizadas en las ecuaciones de estructura en función

de los parámetros del Sol. Los valores de estos parámetros son detallados

junto con los valores de otras constantes físicas en esta sección.

Librerías

En esta sección se detallan las librerías utilizadas, las cuales fueron:

NumPy: Se utiliza para constantes matemáticas y funciones mate-

máticas.

matplotlib.pyplot: Se utiliza para la creación de cálculos.

astropy: Se utiliza para las constantes físicas: M⊙ , R⊙, G y c. Las

constantes físicas P⊙ y ρ⊙ fueron recopiladas de [22]. La constante

física ω fue recopilada de [11].

Además, se incluye el comando plt.rcParams[’text.usetex’]=True para

la ejecución de texto en formato LaTex.

Definición de parámetros

En esta sección se detallan las variables utilizadas en el código. Esta

sección se subdivide en: condiciones iniciales, constantes físicas, cons-

tantes de las ecuaciones de estructura bajo el formalismo newtoniano y

post-newtoniano y parámetros del intervalo de integración.

En condiciones iniciales se especifica los valores tomados como con-

diciones iniciales para el formalismo newtoniano. Estas condiciones son:

m̂new(∆r̂) = 0, P̂new(∆r̂) = 1

donde se toma como punto de partida el tamaño del paso ∆r̂.



Esto debido a que en r̂ = 0 el sistema de ecuaciones (2.7) no tiene

solución, es decir, es singular en este punto.

Cabe mencionar que en esta sección no se consideran las condiciones

iniciales del formalismo post-newtoniano. Para ello, primero se resuelven

las ecuaciones de estructura para el formalismo newtoniano. Esto debi-

do a que se utiliza como condición inicial para la masa el primer valor

diferente de cero calculado para la masa en los polos en el formalismo

newtoniano. Esto se realiza debido a que el sistema de ecuaciones (2.8)

en el formalismo post-newtoniano es singular en m̂ = 0 y r̂ = 0. De esta

forma, las condiciones iniciales para el formalismo post-newtoniano son:

m̂post(∆r̂) = m̂new−polo(2∆r̂), P̂post(∆r̂) = 1

Nótese que se utiliza la masa calculada en polos, sin embargo, se pue-

de utilizar tanto la masa calculada en los polos como en el ecuador. Se de-

mostrará en la sección de resultados que los primeros valores calculados

de la masa se mantienen iguales independientemente del caso estudiado.

Después, se escriben las variables correspondientes a las constantes

físicas y parámetros del Sol utilizados en las ecuaciones de estado.

Con respecto a las constantes de las ecuaciones de estructura, estas

son calculadas usando las variables antes mencionadas. Es importante

mencionar que las constantes A,B Y C son los términos correspondien-

tes a la formulación newtoniana siendo C la constante correspondiente

al término de rotación. Estas constantes son las mismas para ambas for-

mulaciones. Por otro lado D,E y F son los términos correspondientes a

la formulación post-newtoniana.

Finalmente, esta sección incluye los parámetros del intervalo de inte-

gración, intervalo tomado sobre la variable adimensional r̂. De esta forma,

el intervalo está definido entre 0 < r̂ ≤ 1 dividido en n = 5000 pasos y cuyo

tamaño de paso es ∆r̂ = 0,0002.

Funciones

En esta sección se definen las funciones que resuelven las ecuaciones

de estructuras. Estas funciones son:



dm (r, p): Representa la derivada de la masa con respecto al radio y

es la misma para los dos formalismos (2.7) y (2.8). Toma la forma:

dm̂

dr̂

∣∣∣∣
i

=
dm̂

dr̂

(
r̂i, P̂i

)

donde r̂i,P̂i son el radio y la presión evaluadas en el i-ésimo paso

respectivamente. Los argumentos que esta función toma son “r” y

“p” que representan a r̂i y P̂i respectivamente.

dpn (r, p, m, d, ptjw): Representa la derivada de la presión con res-

pecto al radio en el formalismo newtoniano (2.7). Toma la forma:

dP̂

dr̂

∣∣∣∣
i

=
dP̂

dr̂

(
r̂i, P̂i, m̂i

)
donde r̂i,P̂i y m̂i son el radio, la presión y la masa evaluadas en el

i-ésimo paso. Esta función toma como argumentos “r”, “p” y “m” que

representan a r̂i, P̂i y m̂i respectivamente. Además, también toma co-

mo argumentos d que representa la expresión (2.9) y toma un valor

de 0 cuando se estudia los polos o 1 cuando se estudia el ecuador.

Finalmente, también se considera el argumento “ptjw” que represen-

ta el porcentaje tomado de la velocidad angular ω , siendo 1 cuando

se considera la totalidad de ω. Este argumento puede tener un valor

mayor a 1.

dpp (r, p, m, d, ptjw): Representa la derivada de la presión con res-

pecto al radio en el formalismo post-newtoniano (2.8). Igual que para

dpn, toma la forma:

dP̂

dr̂

∣∣∣∣
i

=
dP̂

dr̂

(
r̂i, P̂i, m̂i

)
Esta función considera los mismos argumentos que se utilizan en

dpn.

rk4 (r, p, m, d, ptjw, dp): Esta función contiene el método de Runge-

Kutta de orden 4. Los argumentos de la función: “r”, “p”, “m”, “d”

y “ptjw” son los mismos argumentos utilizados en dpn y dpp. El

argumento “dp” representa la derivada de la presión del formalismo



newtoniano o post-newtoniano según convenga. Es decir, “dp” recibe

como entrada una función: dpn o dpp.

Resolución de ecuaciones

La resolución de las ecuaciones de estructura usando el método de

Runge-Kutta 4 sigue el siguiente orden.

En primer lugar, se resuelven las ecuaciones de estructura en el for-

malismo newtoniano. Para ello, se considera dos casos, los polos y el

ecuador, sin alterar el valor de la velocidad angular. En cada uno de es-

tos casos se calcula la masa, la presión y la densidad con respecto al

radio. Asimismo, se resuelven las ecuaciones de estructura en el ecuador

considerando las velocidades angulares: w = ω, 2ω, 3ω y 4ω.

Finalmente, considerando como condición inicial para la masa el pri-

mer valor calculado de esta en el ecuador en el formalismo newtoniano, se

resuelven las ecuaciones de estructura en el formalismo post-newtoniano,

siguiendo el mismo procedimiento que para el caso newtoniano.

Curvas

En esta sección se realiza la creación de gráficos de las ecuaciones de

estructura resueltas en la sección anterior.

Esta sección se subdivide en tres secciones: el formalismo newtoniano,

el formalismo post-newtoniano y la comparación entre ambos formalis-

mos.

En la primera sección, se crean los gráficos de las curvas de masa,

presión y densidad con respecto al radio manteniendo el valor de la ve-

locidad angular. Además, se agrega la curva de presión con respecto al

radio. En cada gráfico se representan los dos casos, el de los polos y el del

ecuador. Debido a que las diferencias entre las curvas de los dos casos

son imperceptibles gráficamente, se crean gráficas de la diferencia entre

las curvas de masa, presión y densidad con respecto al radio.

Después, en el mismo formalismo newtoniano, se crean los gráficos de

las curvas de masa, presión y densidad con respecto al radio en el ecua-

dor para las diferentes velocidades angulares consideradas en la sección



anterior. Asimismo, se calcula la diferencia de estas curvas con respecto

a la curva con velocidad angular w = ω.

En la segunda sección, se repite el mismo procedimiento realizado en

la primera sección pero considerando el formalismo post-newtoniano.

Finalmente, en la tercera sección se comparan las curvas obtenidas en

los dos formalismos. Para ello, la sección se subdivide en dos secciones:

los polos y el ecuador.

En la primera sección, se comparan las curvas de masa, presión y

densidad con respecto al radio calculadas en el polo de los dos forma-

lismos. Análogamente a las secciones anteriores, se calcula la diferencia

entre las curvas obtenidas del formalismo newtoniano con respecto a las

del formalismo post-newtoniano.

En la segunda sección, se realiza el mismo procedimiento realizado

anteriormente, pero considerando las curvas calculadas en el ecuador.

La parte del código que resuelve las ecuaciones de estructura está en

el anexo C.



Capítulo 3

Resultados, conclusiones y recomendaciones

3.1. Resultados

La ecuaciones de estructura estelar para una estrella con rotación

tanto en el límite newtoniano como post-newtoniano analizadas en los

dos casos de estudio (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) contienen al modelo para una

estrella simple sin rotación. Esto es fácilmente observable comparando

las ecuaciones (2.1) y (2.3) con las ecuaciones (1.4) y (1.6). Por lo tanto,

en esta sección se considerará el caso del polo como el de una estrella

sin rotación mientras que el caso del ecuador como el de una estrella con

rotación. Esto se lo realizar para observar las diferencias entre los dos

modelos y visualizar el efecto que genera la rotación en las ecuaciones de

estructura de una estrella sin rotación.

La resolución de las ecuaciones de estructura en ambos formalismos,

el newtoniano y el post-newtoniano, generan las mismas curvas con lige-

ras diferencias. Tanto las curvas de masa-radio, presión-radio, densidad-

radio y masa-presión mantienen la misma forma, por lo que se puede

generalizar los resultados de un formalismo al otro sin pérdida de rigu-

rosidad.

De igual forma se hará con las curvas obtenidas de masa, presión

y densidad considerando diferentes velocidades angulares, ya que, con

las velocidades angulares consideradas en la sección de metodología, la

21



forma general de la masa y la presión no se altera de forma que puedan

ser vistas fácilmente en los gráficos. Por tal motivo también se puede

generalizar la descripción y análisis de las curvas de presión, masa y

densidad para diferentes velocidades angulares.

Sin embargo, si bien la forma que tienen estas curvas es la misma

para los diferentes formalismos y casos estudiados, existen diferencias

entre las mismas.

Se empezará describiendo los resultados obtenidos de la resolución

numérica de las ecuaciones de estructura estelar. Todos estos resultados

obtenidos de la simulación están referidos en el anexo B.

Tanto del formalismo newtoniano como del post-newtoniano se obtu-

vieron las curvas de masa, presión y densidad con respecto al radio, sin

alterar el valor de la velocidad angular. Estas curvas son comparadas en

los dos casos de estudios, los polos y el ecuador, tanto gráficamente como

cuantitativamente. Para lo último, se creó el graficó de la diferencia entre

ambas curvas. Adicionalmente, también se obtuvo los gráficos de presión

con respecto a masa, comparando las curvas entre los polos y el ecuador.

(a) Comportamiento de la masa con res-
pecto al radio

(b) Diferencia entre la masa calculada
en el ecuador con la masa calculada en
el polo

Figura 3.1: Curvas de masa calculadas en el formalismo newtoniano sin
alterar la velocidad angular

Por otro lado, considerando los valores de velocidad angular: ω, 2ω,

3ω y 4ω, se obtuvo los gráficos de masa y presión con respecto al radio.

Análogamente al caso anterior, se obtuvo los gráficos de las diferencia

entre las curvas con velocidad angular w = 2ω, w = 3ω y w = 4ω con



respecto a la curva con w = ω.

Finalmente, se obtuvo las gráficas de masa, presión y densidad con

respecto al radio, comparando las curvas obtenidas de los dos formalis-

mos. Esto se separó por casos, considerando los polos y el ecuador.

Figura 3.2: Comportamiento de la masa con respecto al radio dentro del
formalismo newtoniano. Las curvas corresponden a mediciones realiza-
das sobre el polo y el ecuador del Sol sin alterar la velocidad angular. Las
mediciones realizadas sobre el polo son iguales a las realizadas sobre una
estrella sin rotación

Las gráficas de masa con respecto al radio sugieren que la masa conte-

nida en una esfera de radio r aumenta con este 3.1a. Sin embargo, para

valores mayores a 0,8R⊙, la masa permanece constante. Además, para

r̂ ≈ 0 los valores son prácticamente los mismos 3.1b.

La diferencia entre la masa de los polos con respecto a la del ecuador,

para ambos formalismos, aumenta con r̂ y alcanza una diferencia máxi-

ma de ∆mmax ≈ 2,55 × 10−6 cuando r = R⊙ 3.1b. Esta diferencia de masa

en la superficie de la estrella es de aproximadamente 5,08 × 1024[kg], la

cual es despreciable comparándola con la masa del Sol.

Esta diferencia está representada en la figura 3.2 donde se observa

que en el ecuador se acumula mayor masa sobre la superficie de la estre-

lla. Este efecto se debe a la rotación de la estrella, específicamente, por

considerar la aceleración centrípeta en la ecuación de movimiento de un

fluido perfecto (1.8).



Por otro lado, de acuerdo con el modelo planteado por las ecuaciones

(2.7) y (2.8), se tiene que m(r = R⊙) = 1,0294M⊙ con una diferencia de

±2,55× 10−6 dependiendo del caso de estudio. Sin embargo, se espera que

la masa sea igual a la masa del Sol cuando el radio considerado sea el del

Sol, por lo tanto, las ecuaciones de estructura planteadas, tanto para el

formalismo newtoniano como para el post-newtoniano, resueltas con el

método de Runge-Kutta 4, presenta un error de ϵ ≈ 2,94%.

Esto se debe a que se consideró un sistema de ecuaciones diferenciales

con condiciones iniciales. Se puede eliminar este error considerando al

sistema como uno con condiciones de frontera, sin embargo, se prefirió

usar un problema de condiciones iniciales para observar la diferencia de

la masa en la superficie de la estrella debido a los efectos de la rotación

de la estrella.

(a) Comportamiento de la presión con
respecto al radio

(b) Diferencia entre la presión calcula-
da en el ecuador con la calculada en el
polo

Figura 3.3: Curvas de presión calculadas en el formalismo newtoniano
sin alterar la velocidad angular

De las gráficas de presión con respecto al radio se observa que la

presión dentro de la estrella decrece con el radio siendo cero cuando r ≥
R⊙, es decir, fuera de la estrella 3.3a. Esto concuerda con la formulación

considerada, pues la ecuación de movimiento de un líquido perfecto está

definida dentro de la estrella.

Por otro lado, observando la diferencia entre las curvas de presión de

los polos con el ecuador se observa una diferencia máxima de ∆Pmax ≈
1,77 × 10−7 3.3b, por lo que si bien, es una diferencia considerablemen-



te baja tomando como parámetro la presión del Sol en su centro, es-

ta correspondería a una diferencia de aproximadamente 2,3 × 109[Pa] o

22805,27[atm].

La diferencia de presión tiene forma de campana de Gauss 3.3b, don-

de su pico se encuentra en r ≈ 0,21R⊙. Es decir, alrededor del núcleo de

la estrella, la presión en los polos y en el ecuador encuentran su diferen-

cia máxima. Por otro lado, la diferencia es mínima en su centro y en la

superficie del Sol.

Figura 3.4: Comportamiento de la presión con respecto al radio dentro
del formalismo newtoniano. Se considera un intervalo infinitesimal en r̂
alrededor de 0,21 para observar apropiadamente la diferencia entre las
curvas de presión sin alterar la velocidad angular. Las mediciones son
realizadas sobre el polo y el ecuador del Sol

Esta diferencia está representada gráficamente en la figura 3.4 don-

de se observa que la presión en el ecuador es mayor que en los polos,

alrededor de r ≈ 0,21R⊙.

Por otro lado, estudiando la densidad dentro de la estrella, se observa

que esta disminuye con el radio de la estrella, y tiene una forma similar

a la de la presión 3.5a. Esto se debe a la ecuación de estado considerada

(1.3) en las ecuaciones de estructura.

Por las gráficas y también por las ecuaciones de estructura, la densi-

dad es inversamente proporcional a la masa y directamente proporcional

a la presión. Entonces, la densidad de la estrella es mayor en su núcleo



(a) Comportamiento de la densidad con
respecto al radio

(b) Diferencia entre la densidad calcu-
lada en el ecuador con la calculada en
el polo

Figura 3.5: Curvas de densidad calculadas en el formalismo newtoniano
sin alterar la velocidad angular

que en su corteza.

Físicamente, se interpreta que la densidad es mayor en el núcleo de-

bido a la presión. Esto se puede entender observando las gráficas de la

masa con respecto al radio 3.1a, donde se observa que alrededor del nú-

cleo la masa no varía. Por (1.2) se sabe que la presión depende de la

variación de la masa, por tanto, la única dependencia de la densidad en

el núcleo es debido a su presión, y esta es diferente de 0 en el núcleo.

Análogamente, en la corteza, la densidad depende mayormente de la pre-

sión, sin embargo, en la corteza, la presión disminuye. De esta forma, la

densidad es mayor en el núcleo que en la corteza.

Por otro lado, la diferencia de densidad calculada entre el polo y el

ecuador se mantiene en un mayor rango que en la presión 3.5b. Esto se

explica principalmente por la dependencia de la densidad con la variación

de la masa. Además, la densidad calculada en el ecuador es mayor que la

calculada en los polos 3.6, con una diferencia máxima de ∆ρmax ≈ 1,95 ×
10−7 lo que equivale a una diferencia de ≈ 15,63× 10−3[kg/m3] alrededor de

r ≈ 0,27R⊙. Esta, a diferencia de la masa y la presión, es una diferencia

considerablemente baja, tanto en parámetros del Sol como en unidades

convencionales de densidad.

La magnitud de la diferencia entre un caso y el otro es el mismo inde-

pendientemente del formalismo considerado. Por tanto, la rotación influ-



Figura 3.6: Curvas de densidad calculadas en un rango de r̂ ≈ 0,3 dentro
del formalismo newtoniano y manteniendo la velocidad angular del Sol

Figura 3.7: Comportamiento de la masa respecto a la presión consideran-
do el formalismo newtoniano manteniendo la velocidad angular

ye en la densidad del interior de la estrella, específicamente, aumentando

la densidad de la estrella.

Finalmente, para terminar la descripción del comportamiento de la

presión, la masa y la densidad se estudió la relación entre la masa y la

presión 3.7, las cuales son inversamente proporcionales, comprobando

el análisis realizado en la densidad.



Las diferencias máximas entre los valores calculados de masa, presión

y densidad, considerando dos casos, los polos y el ecuador de la estrella,

independientemente del formalismo considerado, son resumidos en la

tabla 3.1.

Magnitud Parámetros del Sol SI
∆mmax ≈ 2,55× 10−6M⊙ 5,08× 1024[kg]
∆Pmax ≈ 1,77× 10−7P⊙ 2,3× 109[Pa]
∆ρmax ≈ 1,95× 10−7ρ⊙ 1,56× 10−2[kg/m3]

Cuadro 3.1: Diferencias máximas de masa, presión y densidad entre los
valores calculados en los polos y los valores calculados en el ecuador

Figura 3.8: Comportamiento de la masa con respecto al radio conside-
rando el formalismo post-newtoniano y diferentes velocidades angulares

Al analizar el comportamiento de la masa con respecto al radio cuan-

do se considera diferentes velocidades angulares se observa que el com-

portamiento general de la masa no varía del descrito anteriormente (fig.

B.5a y fig.B.11a). Además, tampoco depende del formulismo que se este

considerando. Sin embargo, la masa en la superficie del Sol cambiará al

considerar diferentes velocidades angulares.

En particular, esta variación es proporcional a la velocidad angular,

por lo que a mayores velocidades angulares se tiene mayor masa en la

superficie de la estrella (fig.3.8 y 3.9).

En la tabla 3.2 se pueden observar las diferencias entre las curvas



Figura 3.9: Diferencia entre las curvas de masa calculadas considerando
2ω, 3ω y 4ω respecto de la curva de masa calculada con velocidad ω. Estas
curvas fueron calculadas en el formalismo post-newtoniano

Velocidad angular [×10−6M⊙] [×1025kg]
2ω 7,67 1,52
3ω 20,46 4,06
4ω 38,37 7,62

Cuadro 3.2: Diferencias máximas de las curvas de masa para las veloci-
dades angulares 2ω, 3ω y 4ω con respecto a la curva de masa para la velo-
cidad ω. Las curvas fueron calculadas en el formalismo post-newtoniano

de masa al considerar diferentes velocidades angulares, como se puede

visualizar en la figura 3.9.

Por tanto, la velocidad angular de la estrella determina la variación de

la curvas de masa, siendo mayor la variación al considerar velocidades

angulares altas.

El mismo comportamiento se mantiene para la presión (fig. 3.10 y

3.11). A mayores velocidades angulares le corresponden mayores presio-

nes dentro de la estrella. Exceptuando este efecto sobre la presión, el

comportamiento general de la presión es el mismo que fue descrito an-

teriormente. Además, la variación de la presión aumenta para mayores

velocidades. Esto puede ser observado de la fig. 3.11 y de la tabla 3.3.

Finalmente, comparando las curvas de masa y presión entre los dos



Velocidad angular [×10−7P⊙] [×109Pa]
2ω 5,33 6,93
3ω 14,21 18,48
4ω 26,66 34,66

Cuadro 3.3: Diferencias máximas de las curvas de presión para las ve-
locidades angulares 2ω, 3ω y 4ω con respecto a la curva de presión pa-
ra la velocidad ω. Las curvas fueron calculadas en el formalismo post-
newtoniano

Figura 3.10: Comportamiento de la presión con respecto al radio conside-
rando el formalismo post-newtoniano y diferentes velocidades angulares

formalismos, se observa que las curvas presentan ligeras desviaciones

entre si, al igual que los casos anteriormente mencionados (fig. 3.12a y

3.12b).

De hecho, de la tabla 3.4 se observa que estas desviaciones no de-

penden del caso de estudio, es decir, no depende de si se considera un

estrella con rotación o en reposo.

Sin embargo, estas diferencias son mucho mayores a las calculadas

considerando los casos de estudio o diferentes velocidades angulares. Por

lo tanto, si bien las diferencias para la masa y la presión al comparar los

formalismo newtoniano y post-newtoniano son despreciables comparán-

dolas con los parámetros del Sol, estas son mucho más significativas que

las diferencias entre casos de estudio o velocidad angular.



Figura 3.11: Diferencia de las curvas de presión para las velocidades an-
gulares 2ω, 3ω y 4ω con respecto a la curva de presión para la velocidad
ω. Las curvas fueron calculadas en el formalismo post-newtoniano

(a) Diferencia entre la curva de ma-
sa del formalismo newtoniano y la
curva de masa del formalismo post-
newtoniano

(b) Diferencia entre la curva de pre-
sión del formalismo newtoniano y la
curva de presi+on del formalismo post-
newtoniano

Caso Masa [×10−5M⊙] Presión [×10−5P⊙]
Ecuador 1.517583 2.31311812

Polos 1.517585 2.31311813

Cuadro 3.4: Desviaciones máximas al comparar las curvas de masa y
presión con respecto al radio para los dos formalismos, el newtoniano
y post-newtoniano. La tabla considera también los casos de estudio, los
polos y el ecuador



3.2. Conclusiones y recomendaciones

3.2.1. Conclusiones

La deducción de las ecuaciones de estructura estelar para una estre-

lla con rotación, en la secuencia principal, se basó principalmente en la

ecuación de estado politrópica ec.(1.3) y en la ecuación de movimiento pa-

ra un fluido perfecto ec.(1.8), considerando que el fluido sale de su equili-

brio debido a la fuerza centrípeta que actúa sobre un elemento de fluido,

fuerza necesaria para que la misma describa una trayectoria circular y

por tanto, un movimiento de rotación. Más detalles sobre la deducción de

las ecuaciones de estructura pueden ser revisadas en la otra componente

de este proyecto.

Para resolver las ecuaciones de estructura estelar de una estrella con

rotación ec.(1.9), se contempló dos casos de estudio: el comportamiento

en el polo de la estrella y en su linea ecuatorial.

Estas consideraciones permitieron simplificar las ecuaciones de es-

tructura a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con con-

diciones iniciales. Asimismo, esta simplificación permitió extrapolar los

efectos de la rotación sobre las ecuaciones de estructura en el formalis-

mo newtoniano a la aproximación post-newtoniana. Esto debido a que la

rotación adiciona un término extra sobre las ecuaciones de estructura de

una estrella sin rotación.

Resolver el sistema de ecuaciones de estructura como un sistema de

ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales por medio del método

de Runge-Kutta de orden 4, generó un error del ϵ ≈ 2,35%.

Sin embargo, al abordar las ecuaciones de estructura estelar como

un problema de condiciones iniciales, se logró observar y cuantificar las

diferencias entre los modelos que describen una estrella sin rotación y

aquellos que consideran la rotación. Además, esta metodología permitió

comparar las variaciones entre un modelo de estrella rotante en el marco

del formalismo newtoniano y uno en el formalismo post-newtoniano.

El término de rotación derivado de las ecuaciones de estructura in-

crementa la masa de la corteza solar en la región ecuatorial. Además,



también provoca un aumento significativo en la presión estelar cerca del

núcleo, a una distancia aproximada de r ≈ 0,21R⊙. Este aumento en la

presión y la masa está directamente relacionado con la velocidad angular

de la estrella, incrementándose a medida que lo hace la velocidad angu-

lar. Por lo tanto, la velocidad angular desempeña un papel crucial en las

ecuaciones de estructura estelar para una estrella en rotación.

Finalmente, las ecuaciones de estructura en ambos formalismos mues-

tran el mismo comportamiento general para la masa y la presión. Sin em-

bargo, existe una diferencia notable entre las curvas de masa y presión

obtenidas por cada formalismo. Esta diferencia es más significativa que

las variaciones observadas al comparar distintas velocidades angulares

o diferentes casos de estudio. A pesar de esto, ambos formalismos cap-

turan el comportamiento esencial de una estrella en rotación de manera

consistente.

3.2.2. Recomendaciones

Es fundamental considerar las singularidades de las ecuaciones de

estructura al resolverlas mediante métodos numéricos. Estas singulari-

dades pueden ser abordadas al examinar valores cercanos a ellas para

garantizar la estabilidad del cálculo.

Además, es imprescindible resolver las ecuaciones de estructura en

unidades adimensionales. Esto no solo facilita una mejor visualización

de las curvas obtenidas, sino que también ayuda a reducir los errores en

los resultados numéricos.



Capítulo A

Deducción de las ecuaciones de estructura

La aceleración centrípeta del diferencial de masa tendrá dirección ra-

dial R̂ en coordenadas cilíndricas. Pasando a coordenadas esféricas, se

tiene:

a⃗c = −acR̂ = −ac

(
sin (θ)r̂ + cos (θ)θ̂

)
= a⃗cr̂ + a⃗cθ̂

Donde ac es el módulo de la aceleración centrípeta y R̂ = sin(θ)r̂+cos (θ)θ̂

Se observa por tanto que a⃗c en coordenadas esféricas posee dos com-

ponentes, en r̂ y θ̂.

Las fuerzas consideradas en el diferencial de masa son:

F⃗P1 = P (r, θ)∆A1r̂

F⃗P2 = −P (r +∆r, θ)∆A1r̂

F⃗P3 = P (r, θ)∆A2θ̂

F⃗P4 = −P (r, θ +∆θ)∆A2θ̂

F⃗g = −Gm(r)∆m

r2
r̂

Con

∆A1 = r2 sin (θ)∆θ∆ϕ y ∆A2 = r sin (θ)∆r∆ϕ

Que cumplen:

∆V = ∆A1∆r = r∆θ∆A2

34



Por tanto, el análisis de fuerzas sobre r̂ es:∑
F⃗r̂ = ∆ma⃗cr̂

F⃗P1 + F⃗P2 + F⃗g = ∆ma⃗cr̂

−P (r +∆r, θ)− P (r, θ)

∆r
− Gm(r)

r2
ρ(r) = −ac sin (θ)ρ(r)

Se ha dividido la última ecuación para el diferencial de volumen, ob-

teniéndose una expresión con ρ que es la densidad de la estrella.

Haciendo ∆r → 0, se deduce:

∂P (r, θ)

∂r
= ac sin (θ)ρ(r)−

Gm(r)

r2
ρ(r) (A.1)

Por otro lado, el análisis de fuerzas sobre θ es:∑
F⃗θ̂ = ∆ma⃗cθ̂

F⃗P3 + F⃗P4 = ∆ma⃗cθ̂

P (r, θ)∆A2 − P (r, θ +∆θ)∆A2 = −∆mac cos (θ)

∆A2

∆V
(P (r, θ)− P (r, θ +∆θ)) = −∆m

∆V
ac cos (θ)

P (r, θ +∆θ)− P (r, θ)

r∆θ
= ρ(r)ac cos (θ)

Haciendo ∆θ → 0, se deduce:

1

r

∂P (r, θ)

∂θ
= ac cos (θ)ρ(r) (A.2)

De esta forma, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales para

la presión: 
∂P

∂r
= ac sin (θ)ρ(r)−

Gm(r)

r2
ρ(r)

1

r

∂P

∂θ
= ac cos (θ)ρ(r)

El movimiento del diferencial de masa será similar al de una partícu-

la describiendo una trayectoria circular sobre un plano. Por lo tanto, el



módulo de la aceleración centrípeta será:

ac =
v2

R
= Rω(θ)2

Donde ω(θ) es la velocidad angular de la estrella y R es la distancia

perpendicular desde el eje de rotación hasta el diferencial de masa.

De acuerdo a nuestro sistema de referencia, R = r sin (θ) y se tiene:

ac = r sin (θ)ω(θ)2 (A.3)

Y el sistema de ecuaciones para la presión es:
∂P

∂r
= rρ(r) [ω(θ) sin(θ)]2 − Gm(r)

r2
ρ(r)

∂P

∂θ
= sin (θ) cos (θ)ρ(r) [rω(θ)]2

Por otro lado, considerando cascarones esféricos de espesor dr a una

distancia r del centro de la esfera y de masa ∆m, la densidad de la estrella

en un volumen ∆V es:

ρ(r) =
∆m

∆V

El volumen del cascaron esférico se expresa como: ∆V = 4πr2∆r por

tanto:

ρ(r) =
∆m

∆V
=

∆m

4πr2∆r
→ ∆m

∆r
= 4πr2ρ(r)

De esta forma, se tiene:

dm

dr
= 4πr2ρ(r) (A.4)

Esta expresión considera que la densidad de la estrella solo depende

de su radio.



El sistema de ecuaciones que se tiene es:

∂P

∂r
= rρ(r) [ω(θ) sin(θ)]2 − Gm(r)

r2
ρ(r)

∂P

∂θ
= ρ(r) sin (θ) cos (θ) [rω(θ)]2

dm

dr
= 4πr2ρ(r)

(A.5)

Para resolver este sistema de ecuaciones, es necesario encontrar una

ecuación para la densidad, la cual puede ser deducida del gas ideal.

Para facilitar los cálculos, se considera al diferencial de masa en tres

casos, cuando se encuentra en los polos θ = 0◦, 180◦ y en el ecuador θ = 90◦

En los polos, no existe contribución de la aceleración centrípeta de

acuerdo a (A.3), ya que esta se anula en 0◦ y 90◦

Por tanto, el sistema de ecuaciones se reduce a:
dP

dr
= −Gm(r)

r2
ρ(r)

dm

dr
= 4πr2ρ(r)

(A.6)

Por otro lado, en el ecuador, la aceleración centrífuga solo tiene una

componente en r̂, por tanto, el sistema de ecuaciones se reduce a:
dP

dr
= r [ω(θ = 90◦)]2 ρ(r)− Gm(r)

r2
ρ(r)

dm

dr
= 4πr2ρ(r)

(A.7)

En ambos casos,
∂P

∂θ
= 0, es decir, la presión solo depende de r. Ade-

más, se considerará ω(θ = 90◦) = ω como la velocidad angular de la estrella

en la línea ecuatorial.

Las ecuaciones (A.6) son las mismas ecuaciones que para las de una

estrella sin rotación, mientras que las ecuaciones (A.7) son las ecuaciones

para una estrella con rotación en el ecuador.



Como se considera a la estrella formada por un gas ideal, la presión

será [22]:

Pgas =
R

µ
ρT (A.8)

donde R es la constante de los gases ideales, µ es la masa molar y T es la

temperatura del gas.

Para eliminar la dependencia de la presión con T se considera la pre-

sión de radiación [22]:

Prad =
4σ

3c
ρT (A.9)

donde σ es la constante de Stefan-Boltzmann y c es la velocidad de la luz

en el vacío.

La presión en un punto dentro de la estrella será:

P = Pgas + Prad

Considerando que la proporción de Pgas y Prad es constante dentro de

la estrella, Se puede escribir la constancia de las proporciones de Pgas y

Prad en la estrella como:

β =
Pgas

P
(A.10)

De (A.8), (A.9) y (A.10) se deduce:

P =

(
1− β

β4

)1/3(
3cR4

4σµ4

)1/3

ρ4/3

Que se puede reescribir como:

P (r) = Kρ(r)4/3 con K =

(
1− β

β4

)1/3(
3cR4

4σµ4

)1/3

(A.11)

La ecuación (A.11) es una ecuación politrópica de exponente 4/3[22]

cuya constante K será determinada por las condiciones de la estrella. De

esta forma, se reecriben las ecuaciones (A.6) y (A.7) como:



Para los polos: 

dP

dr
= − G

K4/3

mP 3/4

r2

dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3/4

(A.12)

Para el ecuador: 

dP

dr
=

ω2

K3/4
rP 3/4 − G

K4/3

mP 3/4

r2

dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3/4

(A.13)

De las ecuaciones (2.2) se observa que en el ecuador se añade un

término correspondiente a la rotación de la estrella a las ecuaciones para

una estrella sin rotación. Por tal motivo, este término se lo considerará

como un factor de corrección.

De esta forma, las ecuaciones de estructura en el formalismo post-

newtoniano, en el ecuador, se lo puede escribir como:
dP

dr
= ω2rρ(r)− Gm(r)

r2
ρ(r)

(
1 +

P (r)

ρ(r)c2
+

4πr3P (r)

m(r)c2
+

2Gm(r)

rc2

)
dm

dr
= 4πρ(r)r2

(A.14)

Como se tiene un gas ideal, se usa (A.11) para reescribir las ecuaciones

(A.14) como:
dP

dr
=

ω2

K3/4
rP 3/4 − G

K3/4

mP 3/4

r2

(
1 +

K3/4

c2
P 1/4 +

4π

c2
r3P

m
+

2G

c2
m

r

)
dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3

(A.15)

En los polos, la ecuación es la misma que para una estrella sin rota-

ción. Entonces, considerando (A.11), las ecuaciones de estructura en los



polos para el formalismo post-newtoniano son:
dP

dr
= − G

K3/4

mP 3/4

r2

(
1 +

K3/4

c2
P 1/4 +

4π

c2
r3P

m
+

2G

c2
m

r

)
dm

dr
=

4π

K3/4
r2P 3

(A.16)



Capítulo B

Resultados completos

B.0.1. Formalismo Newtoniano

(a) Masa vs radio (b) Diferencia entre curvas de masa
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(a) Presión vs radio (b) Diferencia entre curvas de presión

(a) Densidad vs radio (b) Diferencia entre curvas de densidad

Figura B.4: Masa vs Presión



Diferentes velocidades

(a) Masa vs radio (b) Diferencia entre curvas de masa

(a) Presión vs radio (b) Diferencia entre curvas de presión



B.0.2. Formalismo Post-newtoniano

(a) Masa vs radio (b) Diferencia entre curvas de masa

(a) Presión vs radio (b) Diferencia entre curvas de presión

(a) Densidad vs radio (b) Diferencia entre curvas de densidad



Figura B.10: Masa vs Presión

Diferentes velocidades

(a) Masa vs radio (b) Diferencia entre curvas de masa

(a) Presión vs radio (b) Diferencia entre curvas de presión



B.0.3. Comparación entre los dos formalismos

Polo

(a) Masa vs radio (b) Diferencia entre curvas de masa

(a) Presión vs radio (b) Diferencia entre curvas de presión

(a) Densidad vs radio (b) Diferencia entre curvas de densidad



Ecuador

(a) Masa vs radio (b) Diferencia entre curvas de masa

(a) Presión vs radio (b) Diferencia entre curvas de presión

(a) Densidad vs radio (b) Diferencia entre curvas de densidad



Capítulo C

Código

1 #--- Librerias ---

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from astropy import constants as const

5 plt.rcParams[’text.usetex’ ] = True

6

7

8 #--- Condiciones y parametros ---

9 ## Condiciones iniciales

10 mo = 0 # m(r=dr) = 0

11 po = 1 # p(r=dr) = 1

12

13 ## Constantes Fisicas

14 ps = 1.3e16

15 ms = const.M_sun.value #2e30

16 rs = const.R_sun.value #7e8

17 G = const.G.value #6.674e-1

18 rhos = 8e4

19 ks = ps/pow(rhos,1.33)

20 c = const.c.value #3e8

21 w = 2.97e-6

22

23 ## Constantes de las ecuaciones de estructura - Newtoniano

24 A = (4*np.pi*rs**3*pow(ps,0.75))/(ms*pow(ks,0.75))

25 B = (G*ms)/(rs*pow(ps,0.25)*pow(ks,0.75))

26 C = (w*rs)**2/(pow(ps,0.25)*pow(ks,0.75))

27
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28 ## Constantes de las ecuaciones de estructura - Postnewtoniano

29 D = pow(ps,0.25)*pow(ks,0.75)/c**2

30 E = (4*np.pi*ps*rs**3)/(ms*c**2)

31 F = (2*G*ms)/(rs*c**2)

32

33 ##Parametros de la grilla

34 n = 5000

35 dr = 1/n

36

37

38 #---Funciones---

39 ## Derivada de la Masa en el formalismo Newtoniano

40 def dm(r,p):

41 return A*r**2*pow(p,0.75)

42

43 ## Derivada la de Presion en el formalismo Newtoniano

44 def dpn(r,p,m,d,ptjw):

45 ### d: 0 (polo), 1 (ecuador) ###

46 ### ptjw es el porcentaje de la velocidad angular ###

47 f = -(B*m*pow(p,0.75))/r**2 + C*r*pow(p,0.75)*d*pow(ptjw,2)

48 return f

49

50 ## Derivada de la Presion en el formalismo Post-newtoniano

51 def dpp(r,p,m,d,ptjw):

52 ### d: 0 (polo), 1 (ecuador) ###

53 ### ptjw: Porcentaje de la velocidad angular w ###

54 f = (-B*m*pow(p,0.75)/(r**2)*

55 (1 + D*pow(p,0.25) + E*r**3*p/m + F*m/r) +

56 C*r*pow(p,0.75)*d*ptjw**2)

57 return f

58

59 ## Metodo Runge-Kutta 4

60 def rk4(r,p,m,d,ptjw,dp):

61 ### d: 0 - polo, 1 - ecuador ###

62 ### pw: porcentaje de la velocidad angular ###

63 ### dpr: funcion - derivada de la presion ###

64

65 k1m = dr*dm(r,p)

66 k1p = dr*dp(r,p,m,d,ptjw)

67

68 k2m = dr*dm(r+dr*0.5,p+0.5*k1p)

69 k2p = dr*dp(r+dr*0.5,p+0.5*k1p,m+0.5*k1m,d,ptjw)

70



71 k3m = dr*dm(r+dr*0.5,p+0.5*k2p)

72 k3p = dr*dp(r+0.5*dr,p+0.5*k2p,m+0.5*k2m,d,ptjw)

73

74 k4m = dr*dm(r+dr,p+k3p)

75 k4p = dr*dp(r+dr,p+k3p,m+k3m,d,ptjw)

76

77 mrk = m + (k1m + 2*k2m + 2*k3m + k4m)/6

78 prk = p + (k1p + 2*k2p + 2*k3p + k4p)/6

79

80 if type(mrk) == complex:

81 mrk = mrk.real

82 if type(prk) == complex:

83 prk = prk.real

84

85 return mrk,prk

86

87

88 #--- Integracion numerica ---

89 ## Formalismo Newtoniano

90 mn = [] ### Masa ###

91 pn = [] ### Presion ###

92 dn = [] ### Densidad ###

93 for j in range(0, 2):

94 masa = [mo]

95 presion = [po]

96 densidad = [pow(po,0.75)]

97 radio = [dr]

98 p = po

99 m = mo

100 for i in range(2,n+1):

101 ri = i*dr

102 m, p = rk4(ri,p,m,j,1,dpn)

103 masa.append(m), presion.append(p),

104 radio.append(ri), densidad.append(pow(p,0.75).real)

105 mn.append(masa), pn.append(presion), dn.append(densidad)

106

107 ## Integracion para diferentes velocidades angulares

108 mnw = [] ### Masa ###

109 pnw = [] ### Presion ###

110 for j in range(1, 5):

111 masa = [mo]

112 presion = [po]

113 radio = [dr]



114 p = po

115 m = mo

116 for i in range(2,n+1):

117 ri = i*dr

118 m, p = rk4(ri,p,m,1,j,dpn)

119 masa.append(m), presion.append(p), radio.append(ri)

120 mnw.append(masa), pnw.append(presion)

121

122 ## Formalismo Post-newtoniano

123 mopn=mn[0][1] ### Condicion inicial - Post-newtoniano ###

124

125 mpn = [] ### Masa ###

126 ppn = [] ### Presion ###

127 dnpn = [] ### Densidad ###

128

129 for j in range(0,2):

130 m = mopn

131 p = po

132 r = [dr]

133 masa = [mopn]

134 presion = [po]

135 densidad = [pow(po,0.75)]

136 for i in range(2,n+1):

137 ri = i*dr

138 m,p = rk4(ri,p,m,j,1,dpp)

139 masa.append(m), presion.append(p),

140 r.append(ri), densidad.append(pow(p,0.75).real)

141 mpn.append(masa), ppn.append(presion), dnpn.append(densidad)

142

143 ## Integracion para diferentes velocidades angulares

144 mpnw = [] ### Masa ###

145 ppnw = [] ### Presion ###

146

147 for j in range(1, 5):

148 m = mopn

149 p = po

150 r = [dr]

151 masa = [mopn]

152 presion = [po]

153 for i in range(2,n+1):

154 ri = i*dr

155 m, p = rk4(ri,p,m,1,j,dpp)

156 masa.append(m), presion.append(p), r.append(ri)



157 mpnw.append(masa), ppnw.append(presion)
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