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PROLOGO

La lectura de algunas obras de literatura cientifica
me llevd al convencimiento . de que no era posible lograr u
na comprensidén satisfactoria de la misma sin ur conoci -
-miento, al menos general, de las nociones bésicas del and
lisis matemético._gon el afan de familiarizarme con las
mismas decidi frecuentar la Escuela Politécnica Nacional,
una institucidén reconocida por el elevado nivel académico
de sus estudios. | ‘

Ahora que he concluido mi carrera veo gue mis eSpe:~
ranzas no han sido defraudadas. rRindo, pues, el tributo
de wmi gratitud mas sincsra a esta benemérita institmcidn,
gue tanto ha hecho por el progreso de la Patria.

La culminacidn de este trabajo de indole tedrica, pe-
ro de inagotébles proyecciones précticas, aumenta los mo-—
tivos de mi gratitud. Coémo vasar por alto la sacriricada
-direcoién del Ing. Herbert P. Jacobson, sismpre disvaesto
a orientar en la mejor forma el trabajo de investigacidn.
Gracias a é1 he podido obtener la adecuada informacidéa bi
bligrafica acerca de mi tesis. Igualmente me sgiento en el
deber de expresar mi gratitud a1 Ing. Daniel Rodriguez 7y
2l Sr, José Ortega, qQuienes en la forma mis nohle y desin
teresada me prestaron su ayuda en la:elaboracién de. pro-

grama. M1 reconocimiento igualmente 21 personal de la Di-
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Sucede no raras veces en la historia del pensamiento
gue ciertas contribuciones cientificas que parecen meras
elucubraciones del espiritu, se revelan posteriormente fe
cundas en aplicaciones practicas. Tal el caso de las se-
ries de Fourier o 2l de la transformada de Laplace. Algo
semejante ocurre en el caso de la transformada discreta
'@generalizad@,;de_LamcualWla,transﬁo:madaﬂieALHada@ard no
‘es sino un caso particular. Si bien la teoria de lz misma
es en rezlidad una extensidn de la transformada de Fou-
rier al caso de magnitudes discretas, su aplicabilidad de
pende directvamente de un artificio matemético: lé posibi-
;idad de factorar una matriz de gran redundancia (maﬁriz
con muchos eiementos repetidos) en varias matrices de -~
gran dispersiéﬁ (matrices con un elevado nimeroc de elemsn
tos.iguales a cero). Aun después de introducido el uso de
1as computaddras la obtencidn de la transformada discreta
resultaba antiecondmica por el elevado tiempo de computa-
cidn regquerido. Es la introduccidn del algoritﬁo rapido ,-
basado en el factoreo de matrices, el gue hace posible u-
na obtencidn econdmica ae la transformada discreta.

Conscientes de la novedad de la materia tratada he-
mos procurado dar en ‘el primer capitulo una exposicidn de
tenida de la transformada discreta generalizada, para si
tuar mejor dentro de su contexto el concepto de la trans-

formada de Hadamard. Las bases requeridas para la compren
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sién del caﬁitulo i son algunas nociones generales del al
gebra de matrices, con ur enfogue especial respectc de -
las matrices ortogenales y unitarias. Este capitulo noes
permite ubicar la transformada de Hgdamard dentro de una
gran familia de transformezdas, y caracterizarla comoc la -
de mayor simplicidad y como la mds apta para obtenerse en
.computadoras pequedas y d¢ limitadas posihilidades. El ca
pitulo 1l,asunque aparentemente complejo, pusde sintetizar-
se en una idea bésica: la de que la transformada discreta
es un caso particular de transformacidn de vectores. Un -
vector determinado, que puede ser una senal mueshreada,se
transforma con el concursoc de una matriz., Ya en el domi -
nio de la transformada el vector posee caracteristicas -
nuevas que pueden aprovecharse para determinados fines. g
na vez explotadas estas'caracteristicas, el vector origi-
nal puede'récuperarse con el concurso de la transformada
inversa. Gran parte del capitulo 1 se dedica al estudio -
de las matrices de transformacidn: su método de obteneiéﬁ,
diversas clases, propiedades, etc. Bs digno de observarse
qﬁe todas las matrices de transformacidn estén constitui-
das por elementos que son las ralces N-ésimas de 1.

Se hace posteriomente una explicaciodn somera del -
procedimiento de factorizacidn de matbrices, gue es la ba-
se del algoritmo répido utilizado en la computacidn de la
transformada. Se visualiza este por medioc de diagramas de

flujo. Se termina el capitulo 1 con la exposicidn de la -
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- transformada discreta modificada, que se carecteriza por

una matriz de mayor dispersidn.

El capitulo 2 estéa dedicado'a la exnosicién de 1la
transformada de Hadamard propiamente dichs. Dada la estre
cha relacidn existente entre las funciones de Walsh y la
_transformada de Hadamard, .se comienza este cspitulo con —
un estudio detallado de las mismas. Se escudian las -fun-
ciones de Walsh en orden diiddico 7y en orden secuencial. -
Se determinan las equivalencias existentes enbre las fun-
ciones de Walsh y las funciones Sal y Cal, estudio este -
gue nos servirad para determinar la estrucitura secuencial
de las matrides de Hadamard. Las funciones Sal y Cal,asi-—
milables por su paridad e imparidad a las funciones seno

¥y coseno, nos permiten establecer una relacidn directa -

entre los parametros de frecuencia y secuenciz; la se

cuencia representa para las funciones Sal y Cal lo que
la frecuencia para las funclones seno y coseno,

Se establece luego el concepto de matriz de Hada -
mafd, de donde la transformada toma su nombre, y se exa-
minan algunas de sus propiedades. A continuacidn se estu
dia la relacidn existente entre las matrices de Hadamard
v las funciones de Walsh, lo gque permite fijar la distri
bucidén de estas Gltimas en aguellas. Una ohservaciodon de-
tenida de estas mabtrices nts permite determinar el wvalor

de desplazamiento temporal necesario para obbtener una -



funcidén Cal de una déterminada secueﬁcia 2 partir de una -
funcidn Sal de la misma secuencia o viceversa.

Por un camino ligeramente diferente se estudia nueva
mente el algoritmo réapido. La observacidén del diagrama de
flujo correspondiente nos permite evaluar la notable ven -
taja de la transforﬁada de Hadamard sobre las dem&s trans-
formadas, desde el punto de vista de la rapidez de su com-
putacidn. Bfectivamente mientras la computacidn de la -
transformada de Hadamard, prescindiendo de los factores -—
constantes, implica Unicamente una secuencia deterﬁinada -
de sumas y restas de dos pantidades, la obtencidn de las -
restantes transformadas presupone ademds la multiplicacidn
ae esas canfidades por factecres exponenciales de creciente
cémglejidad,

Se aborda luego el tema de la transformada de Walsh
o transformada de Hadamard en omden secuencial. La trans -
formada de Walsh, al entregarnos los coeficientes de trans
formacidn en orden creciente de secuencia, nos permite de-
terminar la variacidén de la magnitud de los coeficientes -
de acuerdo a su mayer O menor secuencia.

HEl estudio del espectro de pdténoia, como Su nombre
Lo indicé, determina la.pofenpia'promedio consumida en -
cualquiera de los proéesos. Puesto que esta potencia es -
la misma en cualguiera de los dominios, el espectro de po-
tencia representa un invariante en los dominiocs del vectorm

original y de 1a transformada; igualmente se coamprueba gue
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. 1la potencia es invariante respecto de cualguier 'desplaza—
miento ciclico del véotor muestra. El estudio del espectro
de potencia nos permite ademas determinar los grupos de
funciones de Walsh qﬁe constituyen los invariantes del es-
pectro. Este estudic se complementa con un snalisis del es
-pectro de fase. Iguél gue en el caso del_espectr& de fase
de la transiormada discreta de Foufier, el espectro de fa-
se de la transformada de Hadamard varia en forma ciclica
con el desplazamiento. Sin embargo en el caso de la trans-
formada de Hadamard la variacidén de este espectrce c¢iene ca
racteristicas especiales,.ya que cada punbo espectral va -
ria en forma diferente. En conclusién tanto el 2spectro de
bbteneia como el_de fase, dado el limitado nimero de pun -
:tés«especﬁralesg pnesentan..la prapiedad .de compresion de
datos, lo cual puede considerarse una ventaja desde el pun
to de vista de la simplificacidén de resultados, pero una -
desventaja desde el punto de vista de la recuperacidn de
datos. El élgoritmo utilizado para el c&lculo de los espec
tros de potencia y de fase se deriva del diagrama basico u
tilizado para el célculo de la transformada de Hadamard.
Como elementos complementarios se estudian la tTrans-

formada de Hadamard modificada y la transformada de Hada -

mard multidimensional.

El capitulo 3 trata de las relaciones existentes en-

tre la transformada de Walsh y la de Haar, que¢ tiene carac
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teristicas semejantes. La transformada de Haar se opera -
con el concurso de una matriz de mayor dispersidn ( muchos
elementos iguales a cero), pero la obtencidn de la misma -
no presenta las mismas facilidades gque la obtencidn de 1la

matriz de Hadsmard.

Fuesto que la transformada de Hadamard esta limitada
al procesamiento de datos reales, en el capitulo 4 se hace
una exposicidn suscinta de la transformada BIFORE compleja
gque permite el procesamiento de datos complejos. Al estbu -
diar el espectro de potencia se podra observar un aumento
del ntmero de puntos espectrales, lo cual debe relacionsr—
se con el aumento del nimero de raices de 1 empleadas en -

la matriz de transformacibdn.

Por fin en el capitulo 5 se da una breve jdea de -
tres de las posibles aplicaciones pricticas de la transfor
mada de Hadamard: analisis espectral de sefiales, procesa -

miento de la palabra hablada y codificacidn de imégenes.

La parte practica, capitulo 6, realizada con el con-
curso de una computadora, es el estudio de algunos electro
cardiogramas genbtiliente cedidos por el eminente cardidlo-
go Dr. René Bustamente Riofrio. Este estudio coﬁprende la
recuperacidén de la curva original a partir de un nimero 1i

"mitado de coeficientes de la transformada v el calculo de
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K - Capitulc 1
LA TRANSFORMADA DLSCRETA GENERALILZADA

Para llegar al concepto de transformada discreta po-
demos-seguir dos caminos: 1) Partir del concepto de trans-
formada de Fourier ¥y de sus férmulas generales y luego a-
daptarlas a un conjunto discretu de N muestras de la sefial
que se quiere transformar. 2) Aplicar a la transformacidn
de sefiales la teoria clasice de transformacidn de vectores.

1.1 La transior..da discreta de Fourier como un ejemplo de

transformacibén discreta.

Aungue la transformada discreta de Fourier es sdélo —
un caso particular de la transformada discreta generaliza-
da, .su estudio remisté especial internés por dos razones:
1) Ta transformada discreta de Fourier es histdricamente -
la primera en ser usada amplilawmente gracias al algorit-
mo descubierto por Cooley y Tukey (7] (Transformada ra-
pida de Fourier) que reduce notablemente el tiempo re -~
_querido para la computacidn de la misma.

2);Es la transformada, gue por relacionarse directamente -
con la transformada de Fourier, permite ver mejor el pa
so de la transformada, que podriamos llamar continua, a
la transformada discreta.

Ta transformada de Fourier es un caso limite de las
‘series de Tourier. S8i la funcion gue deseamos expresar co-~

mo un sumatorio de funciones exponenciales no es periddica,
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N

" ‘obtenemos un-espectro continuo de frecuencia, lo que trans
forma el sumatorio en un integral. Por este camino se ha -
. 1llegedo a las formulas:

’ a2

X(t) = l/Eﬁ)/SGU)ejwtdw (1-1) (Transformada inversa de Fou

-0
risr)

g{w) =J/;1t)e—j“mdt (lf2)(Transformada directa de Fourier)
Puesto_zuequ_aﬂf , (1-1) y(1-2) pueden expresarse bam:~ién
en la-forma: '

X(t) = J[E(2Wf)e32Wftdf

ya que-;ﬂ‘es una constante podemos poner

s(emt) = 8(f)

o . =
() = st(f)e32“1tdf (1-3)
Zo - .
s(2) = [ %(6)e” %M ey (1-4) |
8i X(t) es una sefial de -ancho de banda limitado,X(t) y S(£)

se representaridn graficamente por el par de transformadas

irdicado en la fig. 1-1.[1] pp. 105-111.
}E(E) S(1)

f\Jr\\%L\ . | g

Fig. 1-1 . Par de transformadas.

En virtud del teorema de muestreo y wutilizando el te
orema de convolucidn es posible demostrar que la informa -
cién contenida en X(t) se conserva integra en sus muestras
tomadgs a una ffecuencia igual o mayor que 2 veces la fre =~

cuencia maxima contenida en X(t). La funcibdn muestreada es
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_.equivalente al producto X(t) por.un tren de impulsos sepa-
rados por un intervalo = T . O sea |

-Xs(t) = X(t)gT(t) (1-5) T = periodo de mueétreo

Siendo su transformada:

8,) = L/TZ800-nw) (1-6)  w,= 20/1

La representacidn de Ks(t).y de su transformada se da en -

la fig. 1-2. [1] pp. 437-441,

) : ' - ’ A} .
X, (6) | Sg(w)
NN
— % - W Wen ‘ ™
— T l“"‘ . m _w.:lﬂ/l’

Fig., 1-2. Seflal muestreada y su transformada. T<il/2fm

PBn -todos los casos anteriores ﬁenemos«sumatorios o =
integrales en el ambito -w a-+ e,10 gque hace imposible la ~
manipulacién'de las formulas -indicadas con la ayuwda de com
putadoras. Para que éstas puedan sernos de utilidad es ne-
cesario renunciar ‘a un calculo exacho de las transformadas
v contentarnos con un numero limitado de muestras tanto de
la funcidén X(%) como de su espectro en el dominio de fre -
cuencia.

Para esto debemos hacer los cambios pertinentes en -
las fédrmulas de transformacidn anteriormen?e obtenidas.l.os
pares de transformadas dadas por (1-3) y (1-4) se transfor

man ern:-
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X6, :nggé(fn)ejgnfntkaf (1-7)
K o= O, 1, vuuen. ¥-1
S(fn} - E:X(tk)e“jaﬂfntkat (1-8)
n =0, 1, ..... JEN/2

Tas muestras de X(tk) se hen tomado de O a N-T.
"Puesto que ahora sdlo tomamos valores discretos,dt y df se

transforman en 4ty Af respectivamente. Igualrente t, ¥y fn

representan valores discretos.
Hagamos

tk = KA

f = naf

n

x(ty) = X(k)
S(fn) 8(n)

8i el intervalo muestreado es = T,entonces

I

At = T/N

Se tiene ademas

Af = 1/T
Introduciendo estos valores en (1-7) v (1-8) obtenemos
X(k) = Af{%@(n)ejewcnk)/N (1-9) ‘
' K= 0, 1, covusun, N-1
s(n) = &t g:X(k)e“32”<Hk>/N (1-10)
Do 0y Lyeunnnn .., N-1

Hemos adoptado también para n el rango de variacidén de O a
N-1 en vez de O a £ N/2. Esta sustitucidn no altera la ex —

presidn) pero simplifica el proceso de computacion.
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. Bn efecto para n iN/E + 1 se tiene
ejEWk(N/E + 1)/N _ ejﬂk(N+2)/N

]

sumando y restando al expowente j2M(N-2)/N v tomando en -~

cuenta gue, pare k¥ = 0, 1, ......,N,—-l)"ej2ﬂk = 1 se llega
'a la férmula:

ST (N . o 5 _
o32mk(N/2 + p)/F _ _-jemk(N/2 - p)/N (1~11)

La férmula (1-10) se la puede expresar mejor en forma ma -
tricial como |
[s(m)] = (W] [x(x)] (1-12)
Fr donde por razones de claridad se ha eliminado At que re
presenta una constante.
Eﬁ (1-12) [s()] v [X()] sdﬁ;matrices columna Nxl ¥y [Wnk]
una matriz cuadrética HxN.
Siendo W = e 92N
En conclusiotn el asumir gque las N muestras se trans-
forman en N valores transformados ha hecho posible obtener
la transformada de Fourier con la intervenciodon de matrices
cuadraticas, lo cuzal representa una enorme ventaja desde -
el punto de vista de la computacidn, sobre todo habida -
cuenta de los algoritmos répidos actualmente en uso. [8]
Como‘se verd en ei capitulo 2 se puede liegar a la
transformada de Hadamard o transformada discreta de Walsh
a partir de la transformada ( que podria decirse continua)
de Walsh.En este caso,en #ez de funciones exponenciales
‘se utilizan las funciones de Walsh gue forman también un

conjunto completo de funciones ortogonales. La matriz cua-
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& .
. draticz obtenida consta sdlo de +1 y -1.
Este método de aproximacidn, aunque no sea el mas ele
gante, ticne el mérito de haber sido el camino rezlmente se

guide para llegar a la transformada discreta de Fourier.

1.2 La transformada discreta generalizada como un caso Qe

transformacidn de vectores

.31 ‘debiéramos hacer un :gréfico -de la transformacién
que acabamos de estudiar, tendria la forma indicada en la -
fig. 1-3

f ¥ik) : . - 18(n)

. I ‘
0 N-1 N/2 -0 N/2

Fig. 1-%. Hipotética representacidn de X(k) v 8(n)

Vemos gue en realidad se tratd de la transformacién de uha
serie ordenada de valores en otra serie ordenada de wvalores.
El hecho de gue tanto las muestras originales como sus trans
formadas formen un sistema ordenado de valoreé, n0Ss permite
asimilar las dos secuencias a sendos vectores. Hecha esta a
Siﬁilacién podemos aplicer a la transformada discreta gene-—
ralizada los principios validos para la transformacidn de
vectores.

Las transformaciones de vectores que vamos a tratar -
se denominan lineales porgue tienen las dos propledades si-
gulentes:

1) TLa trausformada de la suma de vectores esvigual a la -

suma de las transformadas de los vectores.
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. 2) TLa transformadétdel producto de  escalar por el vec-—.
tor A es igual a d.ﬁor la transformada de A.

De uwcuerdoc a lo estabiecido el nlmero de muestras de
la funcidn a transformar corrésponde al nimero de dimensio
nes del vector original. Puesto que el nimero de dimensio-—
nes del vector transformado es idéntico al del vector ori-
ginal, podemos tratar éste como un caso de transformacidn
de bases en el espacio N-dimensional, que denominaremos VN?
Sea Bl €o weeaenn y By = E una base de esbe espacioc ¥

Cl~ Coy wanvees , Cy = C la base transformada

Tratemos de determinar las relaciones existentes en-
tre las bases © y T ambas del espacio V.

Oualquier vectq; del espacio VN es susceptible de. -
ser expresado como la combinacidén de los vectores de la ba
se B; como los vectores.de la base C pertbenecen también al
espacio Vj, cada uno de ellos podréd expresarse univocamen-—
te modiante la base B. -

Se tbencré

+ byl

o)
P
||

tllel + t12e2 et e s eeone

02 = t2lel + taaeg -+ st e s w0 st tZNeN

o en forma matricial

C
2:t Bam e R v e
21 22 2N 2 (1-13)




- Sea s

= [T]

------------

w1 Twe - g
En forma sbreviada
el = [2][x]

La matriz [T] cuyas filas representan las coordenadas de
los vectores c; en la base E se denomina matriz de cembio
de la base E por la base C. A su vez cualguier vector ey -
de la base F se expresara en forma univoca como la combing
cibn lineal de los vectores de la base C, y\siguiendo un -
proceso analogo al aﬁterior se llega a la ecuacibdn:

'm] = [T ][c] o (1-14)

En donde [T'] designa la matriz de cambioc de la base C por
la base E.

Sustituyendo (1-13) en (1-14) y (1-14) en (1-13) obtenemos
respectivamente:

[®] = [7'](2]["] (1-15)

(el = [T]lT7]lc] (1-16)

Puesto gue las dos bases son linealmente independientes -

]

[E] v [C] son las mismas a la derecha y a la izgquierda de
(1-15) v (1-16). Bntonces
(' ](w] = (][] =[IN] (Matriz identidad de orden N)

de donde
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I

{01 = (217" (1)

O sea que la matriz de cambio de uns base por otra -
es siempre una matriz no dégenerada, puesto gque tiene in -
" versa. [2] pp. 192-201.

Un répidc analisis nos demostraria que la transforma
cidn gue acabamos de estudiar es una transformacidn lineal.

Acabamos de indicar gue las transformaciones de ba -
ses se operan con el concurso de una matriz no degenerada;
por consiguiente resulta una correspondencia biunivoca en-
tre las transformaciones lineales en el espacio Vg ¥ las -
matrices cuadradas de orden N no degeneradas. En otras pa-
lebras las caracteristicas de una transformacidén son idén—
ticas a las de la matriz con cuyo concurso se realiza.

De ordinario la transformada de una sefial sélo tiene
un interés transitorio,-ya que lo gue interesa es la sefial
original, gue debe recuperarse a partir de la transformada.
Puesto que pard recuperar la senal necesitamos la matriz -~
inversa, desde el punto de vista de la transformacidn de -
seflales, resultarin aventajadas aquellas matrices cuya in-
versa sea mas facil de obbener. Este es precisamente el ca
so de las matrices de transformacidn discreta, pues como -
veremnocs inmediatamente, la inversa es igual a_la (conjuga-

da) transpuesta de la original.

1.% Matrices unitarias

Sea [E]T la conjugada transpuesta de la matriz [A] -
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-(compleja).
Por definicidén una matriz [U] se llama unitaria si |
v sblo si, tiene la propiedad de que [ﬁ]T[U] :l[IN], o sea,
[U] es unitaria si, ¥ séio,si, su.oonjugada transpuesta -~
[ﬁ]T es igual a su inverss. Puesto gue [ﬁ]T = [U]_l se tie
ne también [U][ﬁ]T'=_[IN]

A partir de esta definicién se demuestrn que las fi-
las (o columnas) de la matriz [U] son ortosonales entre si.
Puesto que esta matriz es compleja, partamos de la defini-
cibn de 6rtogonalidad para un vector compl.ejo:

Dos vectores X y Y son ortogonales entre <i si, y sb6lo si,

— N

= Xy = 0 (1-18)

El escalar [K]T[Y] recibe el nombre de productc inbterno-de
X vy T en ese orden. Si X y ¥ son reales el producto snter—
no coincide con el producto escalar [X]T[Y]"
(Sh realizémdé el producto de ¥ y X se tiene:

1T+ . L= 71T
[Y]Tfﬁ] =X §ix, = F}Xﬁyi = [X]7[¥]
i=q =1 -

de donde si
[%170¥]
también

(717x] = [%)%[¥] = 0

0

0 sea que no importael orden en gque se multiplican los vec
tores para probar su ortogonalidad.

5i denominamos

gt

5 AN 5

-

. m .
a las filas de [U] v [i1] respectivamente tendrewos
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-
Uy
= T
Vs
[U] [U] = * [Ul’ UE, Tty UN] = [Ui Uj]N = [éiJ]N=
N |
. O para i # J
siendo Sij = 1 para i = j
'hqwseaﬁpara.todqhgrod:cto en que .1 # i .se hendra ﬁiTUj = 0

que es la definicidén de ortogonalidad.
De donde se deduce el teorema: una mabriz cuadratica
[U] es unitaria si, y sblo si, sus filas { -0 columnas) son
mutuamente ortogonales.
Por otra parte puestu gue para dos matrices (4] v =
[B] de orden N se tiene
det [4][B] = det[a]det[B]
pera [ﬁ]T[U] se tendra:
det [T120U] = det [U1%aet{U]
pero
det [T17 = det[T] = detlU]
de donde

det[T1T[U] = detlUldet[U] = ‘det[U]‘ = det[I) = 1 (1-20)

de donde se obtiene el teorema: si [U] es unitaria, el va-
los absoluto de det[U] es 1
Si det[U] es 1, se dice que la matriz es unimodular.

De acuerdo a la teoria expuesba anteriormente, si so

bre un vector X del espvacio Vﬁ<actua una matriz univaria
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. ~5e habra realizado en el mismo una btransformacidn unitaris.

Una transformacidén unitaria se expresara por la ecuacidn:
[Y] = [UJ[X] (1-21)

1.4 Propiedades de una transformacidn unitaria

En el espacio'VN una ‘transformacidén lineal [Y] =
AT[X] deje invariante la longitud de todos los vectores -
si, v sblo si es una transformacidn unitaria.

Puesto que nos encontramos en el plano complejo la -
longitud de un vector vendré dada por la ralz cuadrada

del producto del vector por su conjugado transpuesto
/2 7 :
=17 - .
L = ((%] [x]) =(Jxfy= 1x| - (1-22)
En consecuencia para demostrar el teorema antes enunciado
nos basbara probar la invariabilidad del producto [X]T[X]
bajuv cualquier transformacidn unitaria.

Sea la transformacidn:

[yl = [A]lx] siendo [A] una matriz unitaria
"entonces ,

(11" = [allad® 5 [zt

de donde

— — — —_— —
(9170 = [RITA1Falx) = (XIMo,)0x] = [X)%0x] (1-23)
Te dnnde se concluye que la longitud de X permanece inva-

riable bajo la transformacidn unitaria.

Ky e vey Xy las coordenadas de X ¥

Ty Too seremess Ty las coordenadas de Y
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3,
entonces (1-23%) pﬁede expresarse también en la forma:

2, 2 2 2 2 2 V
NATREED O R ] .+ 32 ot Xy (1-24)

Esta propiedad reviste extraordinaria importancia, pues ya
en el campo de la trensformacidn dg sahales, ‘a invarian -
cia de la suma de los cuadrados en (1-24) se bransforma en
la invariancia de la energia de la sefial y de su transfor-
mada (Teorema .de Parseval).

i [A] ¥ [B] son unitarias y del mismo orden, su pro
ducto [A][B] es también unitario. O sea dos transformacio-
ﬁes unitarias operadas con el concurso de las matrices [B]
v'[A] en ese orden equivalen a una transformacidn unitaria .
operada con el concursc de la matriz [C] = [A][B]
"Bnefecto se tiene gue
[R]7[4] = (1]

[817[B] = [I]

[a101" = [(B17(R)°

de donde

[41(B]T[A[B] = [BIT[R)T[AI[B] = [B1%(B] = [I]

Bl producto interno de dos vectores permanece inva -

1

riante bajo una transformacidn unitaria.

Sean X y Y los vectores y [U] la matriz unitaria

entonces
[z] = [U][X]
(w] = [Ull¥Y]

[21%w) = (ulix1™ully) = (X101 Trulry] = (X1%0y)
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1.5 Matrices ortogonales

i la matriz [U] es unitaria v real entonces la igual

r

H

ded [U17[U] = [Iy]) se reduce a [U]T[U] = [T De donde se

wl o
. T -k - o
concluye que [ul® = [U] . O sea que podemos definir una -
matriz ortogonal como una matriz real cuya transpuesta es
igual a sn inversa. .
1T

Puesto gue [U]"[Ul).= [INJ“sevgasprende,.lgual que -en
el caso de las matrices unitarias, que los vectores forma -~
dos por las columnas o filas de una matriz ortogonal son -

ortogonales entre si. 8i designamos estos vectores como:

T
U™ Us

cp I
, ""UN v

i)

U .
N respectivamente, tendremos gque

U

l, 2, « s 4w

'UfTU. ='O'parafiw¢-j
1] 1 para 1 = J

Por otra pairte se tiene Que
aet[U]1F(U] = des[v]1Taet[U] = {det[uj)z = det[Iy] = 1
de donde -
det[U] = =1
De donde se sigue el teorema: si una matriz es ortogo

nal el valor &bsoluto de su determinante es igual a 1

1.6 Transformaciones ortogonales

mransformaciones ortogonales son aquellas que se ope-
ran con el concurso de una matriz ortogonal.
Puesto gue una matriz ortogonal es una matriz unita-

ria que carece de elementos complejos, las transformacio -
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"‘nes ortogonales tendran las mismas propiedades que las -
transforaaciones unitarias.

Una transformacidn ortogonal deja invariante el cua-
drado de cada vegtor, o en-otras palabras, una transforma-
cidén ortcgonal deja invariante el éuadrado de la longitud
del -vector transformado. En el ca80 de seflales esto se a -
plica a lsa invariancie de la energla

Sea la transformscidn ortogonal

[v] = [ul[x] - -

Entonces , . ,

[v1%Y) = [v72= (QullxDTullx] = [)TulTollx) = [(x)00x]
= [x)°

o también | |

ylg + yée + ...,+y§2 = xig + X22 S P XN2

si [A) y [B] con matrices ortogonales su producto es tam —
bién ortogonal.

En efecto _

: 1+ T -1 Tr, Tr

([al(BDT[A)IB] = [B17[A)7[4a][B]) = [BI7(B] = [Iy]

Toda trausformacidn ortogonal mantiene invariable el pro -
ducto escalar de dos vectores.

Sean X y Z dos véctores sometidos a la misma transforma -
¢idn orvogonal

(W] = [al[%]

[R] = [4](z]

w17(R] = ([£10xDTalz] = [x17(a17[a)2] = [x)7(2]

(3] pp. 297-300
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1.7 Obtencidn de las matrices de transfermacidn

Hemos destacado anteriormente la relacidn biunivoca
existente entre las matrices y las transformaciones linea-
les. Hemos afirmado luego cue la transformada discréta ge-—
neralizada se opera con e. concurso de matrices unitarias
u ortogonales. El problema es ahora encontrer métodos para
.obtener .esta -clase de mauvrices.

Para que el trabajo de computacidn se facilite ulte-
riormente, las matrices de transformacién deben ser facto;
rables en matrices de gran dispersidén. entenaiéndose por -
tales las_que contienen un elévado numero da ceros. ILgual-
mente si la matriz utilizada pﬁede ser eixpresada como el -
producto de Kronecker de un conjunto de matrices, la trénﬁ
formacidn puede‘realizarse con un reducidc ntunero de opera
ciones aritméticas.

Consideremos, pues, las matrices formadas a base de
productos de Kronecker [4].

Sea una matriz cuadrada de orden p y elementos de la forma

m. . enﬁdonde i i varian de O a p-1.
r,i,3 Yy J P
mr,0,0 mr,O,l e res mr,O,p—l
mr,l,O R R EI e
R (1-25)
mr,p—-l,O e e et e e et e s mr,p—l,p—l

o
e
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[M(0) ] es una matrmiz de orden 1

D]

[H(2)] = [M(1)]e[M(0O)] = [M(L)Je[H(1)] serd de una matriz

de orden 02.

<

[H(3)] = [M(2)]elEH(2)] = [M(2)]e[#(1)]s[M(0)] sers una ma.
N ,

triz de orden p
En_general
[H(n)] = [¥(n-1)]e[H(n-1)] (1-26)

serd una matriz de orden p-.

En donde ® Tepresenta el producto de Kronecker.

Bl primer productce de ¥ronecker puede expresarse COmo:

‘m. H(L) ivennnns P H(1
| M1,0,0 (1) ‘ m 0,p-15(D)
m H(L) viiiiieeninaes . my o JH(L)
[H(2)] — lalao . lv—-ap"
-mljpﬂivéﬁ(l).,.,.",m.»,.a.”ml,p_lap_lH(l%

Vemés que cada elemento de [M(1)] multiplica & toda la ma -
triz [M(0)]; de ahi que para cada producto de Krcnecker (de
- matrices del:mismo orden) el orden de la matriz producto se
eleva en una potencia de p.

En general cada elemento de la matriz [M(n-1)] multiplica a
toda la matriz [H(n-1)].

0O sea

[B(n) ] = [M(n-1) Je[H(n-1) ] | /. )

]
T
o]
D
—
v
N



mn—l,O,OH(n_l> """’”""""mn—l,O?p-lH(n—l)
mnml,l,OH(n—l) """'"'“""mn—l,l,p—lH(n_l>

e e (1-27)
mn—l,p;1,0H<n*l) """"‘""'mn—l,pnl,p—lﬂ(n"l)J

La ubicacidén de un elemento en una matriz se hace por
medio de dos subindices, el primero de los cuales indica la
fila y €l segurido la<célunrma ‘de la natris; el término gene-
ral +tiene ?ues la forma aij' Bs posible, en tratéandose de -
matrices que son el resultado de productos de Kronecker de
submatrices de orden ﬁ , expresawv la ubicacidn de un elemen
to por medio de un sistema de numeracidn de base p. Cada -
subindice consta de un nfmero de digitos igual al orden de
productos de Kronecker de la matriz y el rango de variaéién
de aquellos es de O a p-1. En obtras palabras en una matriz
[H(n)] en la que el nficleo basico es de osden p, cada sub-
indice se expresa con n digifos los cuales varian de O a -
p-1.
4si la matriz [H(2)] conp = 3
serad de orden 32 = 9
Podemos expresar la variacidn de los subindices por medio -
de dos variables:x para el indice que varia en sentido ver-
tical (filas) y u pafa el indice gue varila en sentido hori-
zontal (columnas).

2
h]

Si represenbamos [H(E)], de orden p por medio del siste-

ma decimal tendremos:



<

OO~ FWwWD O

Tjos ntmaros al margen -
de la matriz indican la

> & B »
-

[H(2)X u] = | . e oe e .| variacidén de los subin-
’ s+ ¢ 2 s+ o« o« o dices, los elementos se
e « « « +« « .| s0Obreeantiienden.
C e e e e e (1-28)

8i utilizamos el sistema de base = 3 cada subindice debera
tener dos digitos y estos aéberédn variar de 0 a 2.
Se tendra pues

Ml ———

00 01 02 10 11 12 20 21 22

oop R e ]
X0Ll. .« o« . . 0T 0.

02| . . . . . . i

: 10/ . v . . .. ...

(g(2)] =" 11]. . .+ . .+ .+ . . (1-29)
i2 . .o
20| . e .
72 T
22{. .« . . o000

Hemos expresado x y u en la forma

U= U, g0 o5 eess.. Uy uiE{O,l5‘T:,p—i}
' (1-30)

X =

}

>
7
=
]
N

X, 5 enene - XX xie{o,l, ..,p—l}

Usando esta notacidn los elementos de una matriz [H(1L)] de

orden p pueden expresarse por medio de la ecuacidn:

P-1 P-4 (¢ i ,
o —~1) § (0o =) 21
B(Ly =TT mgy 4 (1-31)
Bn donde & (a-b) es la funcidn delta de KXronecker que toma -

el valor 1 si a = b , ¥ es cero en cualiquiei otro caso.
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- Asi por ejemplo:

_ 2 2
B0,0 = [T 10,5 5
Zdr=z0 '
Puesto que cero decimal = cero en el sistema ternario

8 (x0-1)50,-3)

X = u_ = 00
Q a2

de donde

S(o-o)é(o-o)m é(o—o)g(o-l)m §(0-0)3¢0-2)
0,0,1 0,0,2

,O’i 707
lé(o-l)é(o-l)m

B{1), o = Mo.0.0

_é(O:l)é(O—O)m S§(0-13¢ (0=2)
0 2

Ho, 1, 0,1, 0,1,
$(0-2)4(0-0 0-2) (0-1 -2)d (0~
o5, (0-2)0( >mo,2’l ( ‘>.<. >mo12’2é(o 2)$ (0-2)
= 05.0,0

O sea que cada elemento de [H(1)] es igual al producto de -
todos sus elementos elevados todos, menos uno, al exponente

cero.
En general los elementos de la matriz [H{n)] pueden expre -

sarse por la escuacidn:

ron ng f7 P (SCIr*’i)fg(ur"j>
H(n)x?u :TT' TTH&yi,j (1-3%2)
T=0 (=0 Jzv

Si las matrices son idénticas el sublindice r serd el mismo
para todos los casos de O a n-1 y se tendrd la misma base a
fectada ror diversos exponentes que se podran expresar ¢omo
un sumatorio.

0 sea para matrices idénticas

e, ESCe-DdCu-D (1-3%)

H\n)x’ i,3°°°

=0 J=-o

en donde el subindice r se ha suprimido.

Para que la matriz [H(n) ] sea ortogonal es necesa-

~
Xy
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aaaaaaa

.10 que los elementos {mr,0,0 mr,p_l’p_i}satisfagan
los reguisitos de ortogonalidad pavra cualquier valor 4e r.
Todas las matrices que se utilizan para la tranéfor -
mada discreta generalizada se originan de un nicleo béasico
para el gue p = 2 , ¥y son de orden N = 2%,
Consideremos con mayor atencidn esta clase de matri -

CeSs.

Sea la matriz micleo

[H(1)] = {Ao Bo
1% o
(H(n)] se podrd representar en la forma

A, [H(n-1)] B, ,[H(n-1)]

[E(n)] = ) ;
- Cpq[E(n-2)] D ,[H(E@-1)]|

Asi la matriz. [H(3)] serid de la forma:

[(2(3)] = |

(408 AoA By ABihy ASBiBy BobiAg By By BoBiAg BoBiB]
14580 Ap81Dg AoB1C0 AB Dy Bof Cp Boh Dy BB Gy BBy D,
4,01 Ay A 0By A DyAj A.D Bo BGiAy B,CiBy BD A, B0 B,
8,00y A,0/D) A4DCy ADDo BuCiCy BCi Dy BoDiOy BoDiDy

(€2t CohBo CPiRo CoBiBo Pohifo DoMiBo DoBrtg DoBiBg
Ooh1% 92%P0 9P1% 9PiPo A% PatiTo P2Pa%o V2PiPo
CLrto 2018y CPrdo CoPiFo Polifo PliBo PoPifo P2Pao
%%% %2%% M1% %P P%% P%Pe PPt P2Mif%

De lé estructura

valencias:

de los nlicleos se saca las siguientes esaqui
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’ AO = l'ﬂo,o’o Al ml’o’o ----- L) An = mn’O,O
Bo =My 0,1 Br =Py 01 eereees By=0y 00
CO = mo’l’o Cl= ml’l’o -------- Cn = mn,l’o
DO e mO,l,l Dl = ml,l’l P LI Dn = mn,l’l

Vemos que Ar slempre se asocia con los
entendidos) 0,0

B_ con O,1.

C_, con 1,0

D_. con 1,1

sublndices (sobre-

La férmula general (1-32) aplicada a nuestro caso da:

An), _T—A § (¢, -1)0 @, J)B (5 - 1)561
i ?o(’ré (x,.-l)fg(ur J>DrS<X""l)é®

Puesto que 4 se asocia siempre con lo

exponente de A serd = 1 cuando X, = U

]

Bl exponente de B, serd = 1 cuando x,

El exponente de C_ sera = 1 cuando X .

1 cuando XL

Bl exponente de Dr sera
Si lacemos un cuadro tendremos

exp. de Ar exp. de B

r T

L
b

w
O
1
0

H P O O

0
1
O
0

o o o

1

Por simple inspeccidn vemos que estas

r=J)
r‘J)

s subindices 0,0, el

= 0

=0y u, = 1
=1y u., = 0
= U, = 1

H O O O

funciones correspon-



‘den a las funciones booleanas:

___i s

X X, xX_u T ctivan
plpy Xl XMy XU, aspe vamente

En otras palabras los exponentves de AL, B etc. pueden ex

I-’

presarse como las funciones indicadas.

Intonces
KXo U ., U X, ey U
H - O e L. AL n- n LA n=l =na
(D, 4= 4 An-l By * Bh1
X, 1, Ko Ty y g W Ky U ries
Co ceeeaiCpo g R P I
. % U XU X.0 X.1
H(n - A _TTErg Arhr rer r-r -
( )x,u ‘IL T T Cr D (1-34)
Si las matrices son idénticas
AO = Al = e ee = An = A
E(n), | = &%% .. ... a5 UegSete B Un-)
=3
oFol, o%n- Ty pXo U DEr Wnes
Y i, %1 EYU ixu
H(n)“c o = AsTTITB g S 8 r (1-%5)

Para gue la matriz resultante sea ortogonal ( o unitaria)

Se requliere qgue:
2 2

A+B ::]_
¢+ p8 -1 (1-36)
AC + BD = O

Bs conveniente que la matriz resultante sea ademéas simétri
ca, de tal manefa que la transformaciodn aplicada dos veces
nos restituya el vector original. Para que la matriz sea -
simétrica se requiere gue:

B = C -

de donde
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A = =D

o también

B=C-=0

Con B = O se obtiene una matriz diagonal.
Para B=C y A= ~D "

se tiene

B=C= (1-29172

Sustituyendo estos valores en (1-35)

Nl n-{

H(n) _ Az: hrur(l AL2)1/2'Z‘_J<:,_h,,(l A2 l/2é£x ur( A)E%xru
' n-f -1 n-/ _— . v:/—i
H(n)x,u _ ArjoxrurAééxrur(l_A2)l/2éa(xpur+ xrur)(_l)%bxpur

pero Xu, - x U, = X6 u

I

H(n) _ A?;,( POt XU >(l A2>'l/2 ra(xr@ u )( l)é; Xy Uy

k]
Multiplicaendo y dividiendo el miembro de la derecha por:

2=t ' . n-/
JE G v B G wa)
"=/ _ _ _ _
H(n) = % (X"ur'*' KpUp+ XU+ Xrur)
x,u Z;
Z:T U
[(1-4% )/Ad]l/2 (xtr vy ) (L)
pero i}ﬁf+ XpUpt XUt XUy = (ur+ u ) + X, (u + u )
= 4_\:.-,—.‘*‘ XI' = 1

Luego el sumatorio exponente de A es tno para todos los va

lores de lo que equivale a elevar A a la enésima poten
? o - L L

cia

B, = A" (- Ag)/Agll/g* (xro Lr)( 1) %ax"“" (1-37)
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ﬁas matrices%ﬁe Kronecker descritas por la ecuacion
(1-37) son una familia de'matrices simétricas y ortogona -
les. Elementos validos paré lé formacidén de tales matrices
pueden ser los pares:{sen 8, cos 98}, {1, 0},{3/4, 4/5},
{1/V3, 1/V2]}, etc. ”

Reviste especilal interés la matriz formada por el -
par sen @, cos 9, cuyo nucleo es

cos © sen O

[E(L)] =

sen 6 -cos O

H(n)x,u estad dado por

. 7n- n-/

S udx Z_ x.u
H(n)x,u - cos™ e(sen 8/cos ) ™ T F(-p)Te T (1-38)

. Q -4 . x£ . .
Al variar © de O a 45 [H(1)] varia de una matriz diagonal
a una matriz en que la energia en cada fila o columna es-
t4 uniformemente distribuilda para cada elemento. Bn este -

tltimo caso H(n)x u

se transforma en la matriz ortogonal -
, :

de Hadamard.

Para © = 45 sen 6 = cos © = 1/V2

Entonces -1 n-j
= uPx > u_Xx
H(n), [ = (VO™ T R T
2,1
hald]
Tzo x u

H(ﬂ)x u - (l/g)n/g("l) ol (1“59)

?
Pl nGcleo de la matriz ortogonal de Hadamard es de la for-—
ma:

RCPM I -40) (g
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Desde el ﬁunto de vista de la tTanstormada discfeta
generalizada tienen especial importancia las matrices que
se forman a partir de las raices N--ésimas de 1 (N = 2%)
las cuales pueden considerarse cobtenidas en base a produc-

tos de Kronecker del nlicleo birico

1w
1 —wWh
W oo o Si2TH

~n—-1
H]:_O, l, s e esrend -1

Las matrices gue se originan de este nucleo cumplen
con la condicidén de ortogonalidad pero no con la de sime -

tria, excepto para m = O , en gue ¢l nlcleo basico toma la

forma:
1 1
1 -1

que es el nucleo basico de la matriz de Hadamard.

Consecuencia de 1lo quc.acabamos de decir es que, de -
todas las matrices que vamos a estudiar a continuacidn, sd
lo la de Hadamard sea una matriz simétrica.

Respecto de la ortogonalidad se debe hacer la siguien
te observacidn: si bien las filas o columnas de la trans -
formada discreta generalizada son mutuamente ortogonales
el producto de un vector fila por su conjugado transpuesto
no es igual a 1 sino a N; conseclLantemente el producto de
una matriz de transformacién4por su conjugada transpuesta

es igual a N[I.] v nc a [I simplemente; por esta razbdn -
Iy! v no a L1y I ; |
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dencminaremos a estas matrices N-unitarias o N-ortogonales.

También es posible formar las mabtrices de la trans -
formada discreta generalizada combinando las ralces N-ési-
mas de 1 en orden vrogresivo de aparicidn en la forma que
g~ indica a contiruaciodn. |

Las raices N-ésimas de 1 se definen como

J _ kTN

W1 = cos 2k7/N - i sen 2km/N (1-41)

k

O, 1, vouu...N-1

oe elige el exponente negativo por ser este el signo
del exponente de V', pero esto no altera los resultados;

Tas raices N-ésimes de 1. se distribuyen simétrica -
mente en la circunferencié de radio unidad en el pland com
piejaeﬂLa ubicacidén de las raices para N.= 2 , N=4 y N =

8 se puede ver en las siguientes figuras

Im _
ah
=T T - e
Fig. 1-4. Raices \\\\",///
de 61 .  §Im
///&F“\\\\ -

.

R

Fig. 1-5. Raices




Im
A . /
. ’—’r‘—\ -t I‘/ﬂ g
e~uo-rr/,5 7 ¢
_- T -+ Re
-iew/3 - (2T
e 16 \ i
\‘___
I

Fig. 1-6. Raices de %i

En general para ubicar las ralces de %i"trazamos la
‘circunferencia de radio unidad y la dividimos en N partes
igualec,tomando como origen el eje real. Las coordenadaé -
de estos punto= nos dan las N .raices.

Para el fin gue perseguimos es conveniente numerar -
las raices de 0 a N-l, a partir del eje real y girando  en

2l zentido de las agujas del reloj.

Asi para N = 8 tendremos
,fm

5

W e

i

-~
O
~N— |

N

Tig. 1-7. Distribucidn de las B raices de %I

o]

Resulta interessante comprobar que el exponente de W
coincide con el valor de numeracidn de la fig. 1-7.
p O : .
Asl para W~ = 1 tenemos ia ralz 1 numerada con un cero

2 "‘.L;‘ﬂ - . g n
para W™ = e * /8 = -1 *te2nemos 1la railz numerada con 2, etc.

A partir de N/2 las raices se repiten con signo cambiado
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_5’7_.

para m = N/2
Az o

para m = (N/2) +1 '
e—(i2ﬂ/N)[(N/2) + 1] . emiﬁe-i2ﬂ7w _

N/2) + & __y

-~

k (1-42)

En general W<
: . .. N - m .
In -consecuencd.a ‘si “fFenemos €l -par : W‘;~~wm:1a varia

cidn maxima exigida al subindice m para obtener las N rai-

2nrl

ces es igual a (N/2) - 1 = -1

3i se hubiera elegido para W el wvalor eiQW/N1 la nu-
meracidén de las raices deberia hacerse girando en senvido
opuesto al de las agujas del reloj.

31 se forman véctores.compuestos por las N raices‘de
N ,
V1 , ordenédndolas de acuerdo a2 su distribucién en los vér
Tices de todos los poliéonos regulares de N lados que se -
forman uniendo las N raides,f de los estrellados inscritos

a los mismos, se obtienen vectores ortogonales enbtre si.

Asil para N = 8
’ Im

4 0 Re

2 ‘£;;77 -
Fig. 1-8. Octdgono regular formcdo uniendo las 8 ralces

3
de V1.
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[

fIm

*Re

pili

Fig. 1-9. Poligono estrellado de 8 vértices

se obtienen 4 vectores ortogonales entre si, pues aunque -
se tiene solamente un octdgono regular y un poligono estre
llado: figs. 1-8 y 1-9 , al recorrerlos en-sentidos opues—
tos se obtienen dos vectores mutuamente ortogonales por ca
da poligono.

Para la obtencidén de las matrices podemos proceder —

como sigue:

Sea [E(O)] = [1] (1-43)

entonces ~
[5(0) ][ H(O) ] 11 1 wo

[B(1D] = = = o (1-44)
[ R . 1x2 ] 1 -1 1l -W

En donde [Rreclx2] es la matriz rectangular 1x2 obtenida -
2
con las raices de V1
8i elegimos cero como el Gnico posible exponente pa-
ra W, la matriz resultante, de cualquier orden que sea,ten
. 2
drd come Gnicos elementos las dos ralces deV1l , o sea los

elementos *1

Se tendra, pues, la matriz N-ortogonal de Hadamard -
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" la cual puede constituirse por repetidos productos de Kro-

necker del nlclzo basico:

101
[H(l)]=[ K
1

-1
Asi
[a(1) ][ H(L . -E(1) hy H(1
[H(2>] _ L )][ ( )] _ 11 ( ) 12 ( )
(E(IED) ] by H() b H(L)
Byq = Byp = hy; =1
hop = -1

También es posible construir la matriz de Hadamard con la
siguiente férmula:
Sea por ejemplo [5(2)]

(2(1) 1(E)]

V- Lo

(2(2)] =

en donde [Mvech4[ es una matriz rectangular 2x4 que se ob
tiene realizando el producto de Bronecker de la mitad infe

rior de [H(1)] por [H(1)]

O sea _

(M 2x4] = [B(1)] - [H(1)]

En general
[E(n-1)1[E(n-1)]

[E(n)] = N (1-45)
M 2% 2?7

en donde [M

poo2¥1x2%] = [mitad inferior de [H(n-1)Ie[H(1)]]
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Se ve que la matriz de Hadamard es un caso de trans-
formada discrata generalizada para la gue el exponente de
W sb6lo puede Gomar el valor cero.

La matriz de Hadamard se donoce también con el nom —
bre de "BIFOREY de luas tres primer#s silébas de su denomi—
nacidén en inglés:"Binary Fourier Representation.!

Si quercmon formar matrices con las ralces de %i y &
saber.*1, ti ; tendremos las matrices denominadas BIFORE -
complejas por la presencia del elemento 1 = V-1. La minima
raiz que podremos formar sera de 4 elementos por fila y -

tendrd la forua:

B:(eoRR: (€53
[BC(2)] = (1-46)
(R x4 ]

Tec

en donde [Rrechqj es la matriz rectangular 2x4 que se for
4-——’ 7

ma con las 4 raices dz: V1, ordenédndolas de acuerdo a su -

distribucidn en el cuadrado de la Fig. 1-10 ( recorriéndo-

lo en los dos sentidos)

N
Y%

‘ g
Fig. 1-10. Las 4 raices de VI

Se tiene pues.-.

[30(3)]- =
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o g .
81 queremos glevar el orden de la matriz, puesto gue
no tenemos mas elementos, deberemos repetir los ya existen

tes. Bn efecto [BC(3)] es de la forma:

[Bc(z)][Bccz)ﬂ
[BC(3)] = ” - (1-47)

[ M. u4x8
Tec

en donde [M_  4x8] es el producto de Kronecker de la mitead

rec
‘inferior de [BC(2)] por [H(L)]

O sea
[Mrec4x8] = [ms*=ad inferior de[BC(2) Je[H(1)]]
Entonces '
11111113
1-1 1-1 1-1 1--1
1-1i-1 4 1-i-1 4
1l i-1-i"1 i-i-i
(Be(®)] = |11 12523375 15
1-1-i i-1 1 i~i
11 i i-l-l-i-i
1-1 i-i-1 1-i i

En general

[BC(n-1) ][BC(n-1) | .
= 1-48
[BC(n) ] [ Mreczn“lx-an ]

1

en donde [M__ 2% "x 2] es el producto

rec

[mitad inferior de [BC(n-1)]@lH(1)]]

. . b
Si queremos formar matrices con las 8 raices de V1 ,

procederemos como sigue:

(16(3) ) = |00 IR0 (1-49)

R U8 ]
Tec
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i
en donde TG indica transformada generalizada. 8R indica -
que la ma*triz ésté constituida en base a las 8 raices de
T [Rrec4x8] es una mafriz rectangsular 4x8 constituida
por los cuatro vectores ortogcnales que se pueden formar -
con las 8 rmices de‘@i de la siguiénte manera:
Primera fila: las 8 ralces dispuestas en los vértices del

octbgono regular de la fig. 1-11, recorriéndolo en el sen-

tido de las agujas del reloj.
Im
6\

5 N

\§\\ Re
7 )

Fig. 1-11.
Poligono para la obtencidn de la primerg fila de [Rrec4x8]

Segunda fila: las 3 raices dispuesvas en los vértices del
poligono estrellado de la fig. 1-1Z, que se forma uniendo
las ralrces separadas por tres intervalos y girendo en sen-

tido opuesto él de las agujgﬁf%el relo].

Fig. 1-12. Poligono para la obtencidén de la segunda fila

lir
o 8]

de [Rre



- 4% -

Tercera fila: las 8 raices dispuestas en el poligono estre
llado de la fig. 1-.13, que se forma uniendo las raices se-
paradas por tres intvervulos y girando en sentido de las a-

JLm
gujas del reloj.
o ,» e )

&
e

Fig. 1-13. Polignno para la obtencidn de la tercera fila

de | 1?1.004}{8]

Cuarta fila: las 8 raices dispuestas en los vértices del -
octbgono regular de la fig. 1-14, girando en sentido opues

a las agujas del reloj .

Yy

A

= Re j

Fig. 1-14. Poligono para la obbtencibn de la cuarta fila de

[Rrec4x8]

Ta matriz [Rrec4x8] quedard en la forma



IV

r I'_ o |
1wt w2yl wd W w?
(x,, w8] = |L w? Wl w’ Wt wl Wl w?
ec 1 w2 wh wl wFy? w2 e
1wl WS we wtwd el
L .- 127/8
Imtonces
1 01 01 1 1 1 1 1]
1 -1 1-1 1-1 1 -1
L omf o<l i flewdie~1 4
1 i -1-i 1 i -1 -1
[TG(3) op ]
ER 1wl eyl oyt wd b 7
1 w2 Wl Wt wl w3
1wl we Wl wH w’ oyl w5
]

[

W7 w® w2 Wt wd we oyt

Se puede restringir la variacidén del exponente de W de

% tomado en cuenta que w4 = ~1

0 sea [TG(B)SR] puede expresar también en la forma:

1011 11 1 1 1]

1
L -1 1-1 1 -1 1 -1
1 -i-1 i 1 -1 -1 1
1

1 i -1 -i i -1 -1

[26(3)gg] =

\,\l

1 W WS WAL W -l
1 W 2nwz 1w -we w2
We W 1 —WP We_w

4
1 wi-Wlaw —1 w2 Wl y |

L W

S8i deseamos obtener [TG(#)aé] tendremos

[15(3) gy TG (3D gg ]

[ Moo B8x16 ]

[T6(4) gp] (1-50)

1
4

2
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" ‘en donde [TG(B)BR]' indica la matriz [TG(5)8R] con los ex—
ponentes de W multiplicados por 2, ¥ [Mr808xl6] es la ma -
triz rectangular 8x16 que se obtiene realizando el produc—

' to de Kronecker de la mitad inferior de [TG(B)SR] por [H(1)]
En general |
[TG(nul)SR]'[TG(n—l)BR]'

[ mrec Qn—lx 2" ].

[76(n)gp] = (1~51)

en donde [TG(n—l)BR]' es la matriz [TG(n—l)BR] con los ex

bonentes de W = 12N (I = 2n);multiplicados por dos, y

[Mr

alizando el producto de Kronecker de la mitad inferior de

n-1 n . .
0ol X 2 ] es la matriz rectangular que se obtiene re-
[TG(n-1)gp] por [H(1)]

8R
Podemos concebir una matriz gue utilice en todos los
casos un mmero de ralces igual al orden de la matriz, se
tendrd entonces la Transformada Discreta de Fourier. Para
valores pequenos de N la transformada discreta de Fouriex
se identifica con algunas de las matrices ya estudiadas.

Asl por ejemplo

(rprp(1)] = [H(L)]
[Tp¥(2)] = [BC(2)]
[P0P(2)] = [TG(3)gR]

[TDF(4)] la obtendremos a parbtir de la férmula:

[TDF(3) ] [TDE(3) ]!

[ R, O8xL6 ]

[TDF(4)] (1-52)

~en donde {[TDE(3)]' es la matriz [TDF(3)] cecn los exponen -



- tes de W multiplicados por 2, ¥ [R
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rec

8x16] es la matriz . -

rectangular 8x16 que se forma ordenand- las 16 ralces de

16

i

V1 en la forma que se indica a continuacidn:

Se forman los 8 poligonos de las figuras 1-15 a 1-22

JLI sl

I 3

Re

Nt

,Fige l-"-l-]-gv5 K]

Poligono para

la fila 1

Poligono para

la fila 2

Poligono para

la fila 3




Fig.

Fig.

1-18. Poligono

‘para la fila &

1-19. Poligono

para la fila ©

1-20. Poligomno

para la fila 6

. 1-21. Poligono

para la fila 7



- 48 -

1" - 13

/ ﬁ : Fig. 1-22. Poligonoc
=

para la fila 8

y se los recorre en la direccidén que indicen las flechas ;
los numeros en los vértices de cada poligono nos dan los —
exponentes de W en cada una de las filas de [dre08xl6]

Asi pues [TDF(4)] serd de la forma: [TDF(4)]

1

1 1 1
-1 1 -1

-1 -1 1

'_J
o

i-1-i 1 i1 -1-i 1 1i -1 -1
2

o A £
WEOW W W W
wfo " 4.8 1
Wweow't oy
Wy
woow

2

WOW W W Wt o wtye
WO Wt wtws wws e
4 <
W ww ey w" W
,y 5 { 4 g g /0 H H J /5]

wowtwwt w oy W "y
Wl wtoww Wl oww oW w“’w w2ws Wyt
Wow Wt w? Wt wiwt wt wtw
whwly? w" w’ 4""1“ WS Wit W wtwTw w’
W

ST w T w it Wt W ww W W Wy
5

vl
W Wy

Sl WP W WP W W W Tw Wt Wty
WS Wl WS Wt W W owtow?
we W Wt Wy ¢

T Wt g w WS w iyt

ki

13

5
/

e e I = =T = = T = I = Ry Sy AV

En general : ( n ]
, ' TDF(n-1) ] ' [TDF(n-1) ]"' 1 e
[TDF(H)] = [R n_lx 2n ] | (— 55)

rec 2
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"en donde [TDF(n~1)]' es la mabtriz [TDF(n-1)] con los eypo-

nentes de W multiplicados por 2, 5 [RreCEn_lXEF] es una

. n-1_.~n ..
matriz rectangular 2 x2  formada de la siguiente manersa:

se ubican en la circunferencia de :adio unidad las VW rai -
ces de{yi , se forma el poligonc regular de N lados, se
inscriben en €&l todos los poligonos estrellados posibles
(de N puntas). (Si N = E?Jel namerc de poligonos estrslla-
dos posibles es igual a la cantidad de numeros imparcs com
prendidos entre 3 y (N/2 - 1) inclusive). 8i recorrenios ca
da uno de estos poligonos en los dos sentidos positles, a
partir del punto cero y de acuerdo al orden: +1, ~(§/2-1),
+(N/2-3) ymeeevany 5, =3, +3, =5, + ......=(N/2-3), -
+(N/2-1), -1, en donde el signo + indica rotacidn en el
sentido de las agujas del T&lej y el nfwero indica la caon-
tidad de intervalos due separan las ralces, obtendremos u-
na matriz 2n_1x 2" formada por elementos W elevados a la
pobtencia indicada por los numeros en los vértices de los
poligonos recorridos.

Se puede formar directamente la matriz [TDF(n)] 4e -
cualgquier orden de la siguiente manera: |
Sea la matriz de orden N. N = 20
Tas filas de la matriz se obtienen de la siguiente manera:
Primera fila: la raiz 1 repefida N veces.

Segunda fila: las raices +l -1 repetidas N/2 veces en ese

orden..
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‘Tercera fila: las raices 1 -i -1 i repetidas N /4 veces -
en ese orden
Cuarta fila: las railces 1 1 -1 -i repetidas N/4'veces‘ en
ese orden. -
Quinta,sexfa, séptima y octava filas: las 8 raices de‘@jiv
repetidas N/8 veces y ordenadas de la siguiente manera:
La quinta sumando cada vez 1 al exponente de W a partir
de WO =1
La séptima sumando cada vez % al exponente de W. In éste
caso cada vez que se sup>ra ¢l valor N, se lo resta y se
reinicia la suma.
Las filas sexta y octava invirtiendo el orden de los ele
mentos de las filas séptima y quinta respectivamente, ex
ceptuado el uno inicial. Finalmente los exponentes obte-
nidos con este método deben multiplicarse por N/8.
. 1
Para las filas 9 a 16 se ubtilizan las raices de ¥V 1 . Se
obtiene una matriz 8x1l6 uvilizandv, con los cambios verti-
nentes, la regla dada a continuacidn. Se multiplican los -
exponentes por N/16° y se repite la matriz asi obtenida -
N/16 veces en sentido horizonteal.
Asi se continfia hasta llegar a la fila N/2.
Filas /2 + 1, «v.vev...Mise forma una matriz —%—XN. Se an
tepone a cada fila el nUmero correspondiente a la secuen -
cia:+l,-(N/2 = 1), cvvuuey 5, =3, +3, =5, ..i.., -

+(N/2 - 1), ~1. Se llenan ias filas precedidas de un name-

ro con signo positivo, sumando cada vez al exponente de W
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el nimero que ante¢ede a la fila. El primer atmero de cada
fila sera simpre igual a 1 I_WO, Cada Qez que Se supera -
el valor N, se lo resta ¥y ée reinicia la suma. Luego se -
llenan las filas precedidas de un nOmero con signo negati-
vo, invirtiendo las filas correspoﬁdientes de signo positi
vo, exceptuade el uno inicial

La matriz N/2xN quedarid en la forma:

2101 whe. U, Lol
G D LA S S Ll
N R R YL e
[ / ] —- l ll'JP —-é lllll 4 C - . e l“’ﬁ ( )
R __N/2xN|= - 1-54
rec +3001 W w2
"“5 1 ‘.]Nd:-?o‘o'. ©-C & b'3'd '3 4 G & a‘l‘}‘B
c(/o-1) |1 w2l el
T B R L W |

Como se dijo anteriormente las matrices que acabambs
de estudiar son N-ortogonales o N-unitarias, puesto que al
mﬁltiplicarlas por su conjugada transpuesta nos dan la na
triz [NIN]5 o sea la matriz identidad de orden N multipli-
cada por el escalar N = o, si gueremos gue estas matrices
sean unitsrias u ortogonales, deberemos anteponer a cada -

matriz el escalar 1/VTN.

Para anular el factor N en la férmula generalizada -
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o
-‘.

. 2 N F4 .
de transformacion ge antepondira el factor 1/N a la wabtrisz

de transformacibn.

1.8 Factorizacidn de la matriz de transformacidn

Debido a su gran redundancia (repeticibdn de los mis-
moé elementos) las matrices [TG(n)] vueden factorarse en -
.0 = log.N matrices de gran dispersidn.

‘Para ejenplificar esto- vanos 'a factorar ia matriz
[TDF(3)] . Para esto escribimos la matriz asignando a m el
rango de variacidonm de O a 3

11 1 1 1 1 1
1.1 1-1 121 1-1
1 -3 -1 i 1-i-1 1

1 4 -1-1 1 i~1-i

T PRV I T I
1oy WewSo1 W ~we wd
1

WO W oml WD WEy

L WoWlaW -1 WP Wl

—

Utilizando particidén de matrices,[5] pp. %%-35, podemos ob

tener la siguiente equivalencia:

[TDF(3)] =
"L 1 1190 0 0 0o]ft o001 0 0 O]
1-1 1-1 0 0 0 O|l0O L 0 O O 1 O O
1-1i-1 i O O 0 0 O 0o ¥ o o O 1 O
1 41-1-i 0 0 0 0/|0 00O L 0 O O 1
O 0 0.0 1 w w wll|t © 0 0-1 0 0 O
o 0 0 0 1-y w-yll0C 1 0 0 0-1 0 O
O ¢ o O 1 W3 —wz W O 0 1 0 O 0-1 O
0 0 0 0 1-yW-y-y,; 0 0 0 1 0 00 -1 |
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Factorando una vegz-rmas .a primera

[TDF(3)] =

1 1
1-1
1-i
14
1-W
1 W
1-4]

F
O
OO0 OCOOH

Los blogues faltantes son igusles

matriz obtenemos:

a

OOHOOOHO
CHOOOF OO

/

!

OCOHOOOHO

CHOOOHOO

1

OO OOOH
OO0 OoOHOO0O

I—'OO?E——’OOO

cero

(1-55)

Como veremos al tratar del algoritmo rapido de la -

transformada generalizadc, estas matrices reducen en forma

considerable el tiempo de compute~106n. Desde este punto de
vista tiene mayor interss obtener una férmula que nos dé -
directamente las matrices factoradas.
Procediendo\pgf,particién de matrices y haciendo va-
riar m (el exponente de W) convenientemente, se ha llegado

a la siguiente féormula general gque exponemos a continua -

~

cion.

1.9 Fbérmula general para la obtencidn de ias matrices de

transformacidn

Dada una secuencia N-periddica 3de datos (vector de N
dimensiones) y representando por Er(k) el coeficiente k—é-

simo del vector transformado la transformada r-ésima gene-

ralizada se define como sigue:
(1-56)

[(B.(n)] = 1/8(76, (n)1[X(n)]

ooooo



en forma ampliada :

[B_(0) ] [ x(0) ]
B, (1) ] x

= 1/N TG, (n) S
| BL(F-1) | _X(N—l)ll

en donde

,[Br(n)]T,= Br(O) Br(l) ,,Jmﬂ;nJBr(Nfl)‘representa el vec -
tor transformado.

[X(n)]T = X(0) (1) v X(N-1) es el vector origi -
nal.

Tdenota la transpuesta de la matriz

n = logEN

[TGr(n)] es la matriz(de orden N = 2™ de transformaciédn
que puede expresarse como el producto dé'n matrices disper
sas.

Esto es

[16_(n)] =T"[[Di<n>] (1 - 57)

J=f
Las matrices [D%(n)] pueden obtenerse utilizando la rela -

cidn recursiva:

. n-j
(03(n)]) = DiaglAD(3) A%(3) v-.-- A2 D]
oY 1
N
- LAT(J} Lo
- T (1-58)
)




.jzl,g, s e ea 11

Las submatrices diagonales son de la forma:

_l »\,<m> I‘
Ly m= 0,1, y2 -1
[42(1)] = - - (1-59)
] m= 25, 2%, .., 2™ dl
1 -1
m, . m . _
La ()] = [a (D] [T,5-1] (1-60)
En donde
W = e-iEﬂ/N

[Iej—l] es la matriz identidad de orden 29771
El simbolo® denota producto dé Kronecker

<m> es el nimero decimal que resulta de la inversién de -
los "bits" de la representacidn binaria , con n-1 "bits" ,

de m. Esto es si

n-2 1 0
m = mn_22 t i +ml2 + mOE : )
1-61
n-2 1 0
dm> = my2 .+ ......... +mn_32 oy 52
Ejemplo:

Sea n =3
Ilmtonces <m> serad un numero binario expresado con (n-1) =
2 hits.

Se tendra el siguiente cuadro de eguivalencias

Myec Mhin Myin.inv. <
0 00 00 0
1 01 10 2
2 10 o1 1
3 11 11 3
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- vemos que la inversidn indicada no cambia el rango de va -
- . - / . a1, . .

riacion, sino Unicamente ‘el orden.

El tipo de transformada varia con el subindice r, estas va

riaciones se indican en el siguiente cuadro

r | Tipo de Transf. Variac. de m Elementns

0 Hademerd | O | 1

1 B. C. 0,1 1, i

2 sin nombre 0,1,2,% las raices dééi
n-1 TDR 0,1,...(2% 1 1) | 1as reices dewi

Tabla 1-1. Tipos de transforméda
Se debe anotar que la formula indicada nos da la transfor—
mada de Fourier en un orden con inversidn de bits.
O sea .
B, (k) = ¢ (Kk?)
en donde ¢k>se ovtlene en la forma indicada anteriormente.
La transformada discreta de Flurier ordenada en forma nor-
mal se obtiene a partir de la formula:
o(k) = 1/Néiixcm)e"i2ﬂkm/N
k=0, 1, .......N-1

El rango de variacidén méximo para el exponente cdec W
se tiene para la [TDF] y es de O a (2n"l;l).
Para esclarecer la foérmula (1-56) vamos a obtener algunas
matrices a partir de la misma .
Sea n = 3

N=20o22_38
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. !

De acuerdo a!

tres posibilidade.s
1) para r = O
2) para r = 1

?) para r = n-1 = 2

1) =0 FATRIZ DE HADAMARD
Tres(35] <7 [pi(3 RS [P D
631 =TT 0T = DENILERNTER)]
=) ) |
[D5(3)] = Dieg[AQ(L) A5(1) A5(1) A2(1)]

[D2(5,] = Diegla3(2) a5(2)]
[D3(2)] = DiaglAQ(®)]

m exponente de A varia de 0 a 3

para m = 0 |, 0 (- 1
N '
[A5(1)] =
© R T G |
Para m = 1, 2, 3 = 22, 2% 1, 2% »2
1 2 3 Lo
[40(1)] = [40)] = [ap()] = 1.1
Entonces
. r
1 1
1 -1
1 1
1 - 1 -1
D =
[D5(3) ] 1
1 =1
1 1
1 -1

i1as variaciones posibles de r tenemos -



. ; .
e 0 . 0
[85(2)] = [ ]efI,1] = [a5(1)]e
T 0 1 0
{1 1] [1 o] |o 1 0 1
-t lo 2T |1 o-1 o0
0 1 0-1]

[87(2)] = [AF(LIWLT] = [AFD)]

o H OV

-

O - O

 H

1
1 1} 10 0
= ® g
1 -1 lo ol 1
0
1 0 1 © '
o 1 0 1
1 0-1 O
[pE(z)]= [0 1 91
1.0
0 1
1 0
o 1
0 0
[03(3)] = [45(3)] = [ap(L) Jel1,2]
1
) 11 o, o
= 1 -1 0
0

o O +H O

o +H O O

= O O O




© 00 00O
OO0 A0 00O
|
© 40 00 oo
-~ OO0 O A OOC O
_
O 0O 0O O
©O O 000+ O
O 40 OO0 A~ O O
-~ OO O+ 0 0 O
I
-
N
h
A —
KO
)
| W

[H(3)] =

7
OCCO0OH000OH

OOlOOOlﬂ_u
OlOOOln_uO
lOOO_I_n_uOO
OOOln_uOOl

0O0HOOOHO
0OH000HOO
—HO00O0OHO OO,

)

OO
HO O
OmdH
—HOHO

OO~ .

OO

OO

HOHO

,

—
e
—
-
—
A
—
o

Realizado el producto de las 3 matrices.se obtiene:

101 1 1 1 1

-1
-1

"1
-1
-1
-1

-1 1 -1

-1 1

1

-1 1 1

1 1-1

-1
-1

1 -1-1 1 1
1 1 1 1

1

-1

-1 1-1 1

-1
~1

-1
-1

-1 1

-1 1 1

1 1-1

-1 1-1 1 1 -1f

-1

1

(B (3)] =

. WATRTZ BIFORE COMPLEJA

=1

25r

(3]

(1)82(1)43(1) 1010g[40(2)81 (2) ]

3
1

1
(D

(76, (3))

(3)1[05(3) 1D

1
(l)Al

0
1

Tiag[A

Diag[£9(3) ]

-



- 'SBabemos que <1> = 2

; R W poa
(A = WO 1
. i o WPl L wel
[Al(l)] = 1 _wd}_hl ~W
Wl _ o-i2 x2/8 _
1
1 _
[Al(l)] = L i]
1
2 _ 3 -
[Al(l)] = [A7(1] = || _1J
1 1
1 -1
1 i
1 i

[D1(3] =

[49(2)7] = [47(1) Je(1,1]

1 0 1
o1 o0
N 1 0 -1
o 1 0-
[a3(2)] = [47(1) Jel1,1]
1 0.1 O]
_ 0 1 0 -1
h 1 0 i 0
o 1 0 i

= o = O
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O_ﬂOl
.ﬂ_o.lo
o 4 O A
A O 4 O
O_I.O__I_*
_I_O.In_o
O A O ~
~H O A O
11
—
~
N
~r
A~
A
—

Diag[A§(5)]®[Iz2]

I

(D7 (3)]

1 0 0 0 1 0 O O

O 1 6 0 o 1 0 0

o ¢ 1 0 0 0 1 ©
O 0 0 1 0 O 0 1

0 0 0

o 1 ¢ 0o ¢ 1 0 0O

1 0 o 0 1

O 01 0 0 0 1 O

c 0 0 1

Q

-0

‘[chm

Entonces

= [TG:LCB)] =

[BC (3)]

‘cooH0O0OMH
0COHOOO O
0H00OHGO
1OOO_I:U_OO
000 HGOO0
COHOOOHO
01000 HOO

.I_OOO_I_OOO“

4

Ay
oA O

SO
ﬁ_u_l_o_l_
—O~O0O
OO~
~O~O
O
OO
/ .
iy
—
o
oA
A
—~ —
—

Realizado el producto de las tres matrices se obtlene:
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1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1
-i -1 i 1 -i -1 i
[BD(3)] = [0, (3)}= |7 * ~t -+ b 2=t
-1 i 1i
-1 ~i i -1 1 1 -1

1 i i-~1 =1 —-i -i
~1 i «i <=1 1 -i 1

~

PR R R e e
H
!
H
l
}_’
|
E_J

que coincide .con .la matriz [BC(3)] obtenida anbenigrmente

3) = 2 MATRIZ Dk LA TDF

[16,(3)] = [TDR()] = [D5(3)1[05(3)11DE(5)]

riag[A2(1)45(1) A5(1)a3(1)] DiaglA(2)a3(2)]

1

piaglA3(3)]
Tenemos las equivalencias
Z0> = O
<l> = 2
<22 =1
{3 = 3

m varia de O a 3

Puesto que 3 = 22

T .
-1 =21 no existen valores de m = 2%
¥ superiores.

R
[A2<1)]— 1 —WO

1 P_ w<l1 o nowe
(a5 )= |yl 1w

]
——
[
b2,



[45(1)]
[43(1)]

de donde

[D5(3)]

[D5(3)]
0
(49(2)]

[45(2)]

<27
W<’
1 w3
nimwv

1
1

03 -

=

-W

W
e

B
W2
W

1l -

Diag[A3(2)45(2)]

|

A
1
o
1
0

A JlelI

OH O R O
P—’Ol—’OI\J

1
0
1
0
1

1]

[45(1))e[T,1]

s

o

W
|£w;




500000
0CMOOO MO
OJOOO&&D
HOODAHCOO
COOHOOOH
0OHOOOHO
OHOGCOHOO

—AO0OQOCO A0 00O

We

0 W® o
1 0 -W% 0
O 1 O W 2

O 1 O
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(1) lel1,2]

O
2

= [A
O 0 0-~1 0 O
0 0 1 0 0 0-1

0 00 1 0 0 0

1-.0-1 0

0O 1 0 -1

O 1L 0 0 0O 1 0 0
0O 0 1 0 0 0

6 001 0 0 0 1
1 0 0 0-1 0 0 O©
O 0 0 1 0 0 0 -1

1

¢

'ﬁ 0 1 C
0
[a5(3)]

Oz O
e Ol O
O
AOCAO
OO
OO
oS
—~ OO
b
—~
=z
—
=z
A
—
o

[D3(5)]
Entonces
[TDF(3) ]

"'de donde
[D5(3)] =

Realizado el producto de las tres matrices se Jbtiene:
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41 01 1 01 1 1 1
1-1 1-1 1 -1 1-1

1 well -we 1 we.1 _we
1 -Wwe.l we 1 .wé.l we
[TFD(3)] = 1 W We Wil oy —wloy3
1w wlwi.1 oy Wl w3
WOwewOo1 w3 we o
1 —wiw? Wiy w3 ey

I_l

81 se tiene en cusnta que:

W' o= -1
W = -1

se verd gue la matriz obbtenida coincide con la [TDF(5)] ce

la pagina 52.

1. 10 Propiedades de la transformada discweta generalizada

1.10 a) Tinealidad

si [B,(n)] = /N [76_(n) J[X(n)]

vy (6] = /N [76 (n) ] [T(n)]

entonces

1/W [16_(0) ][« X(n) +p¥(m)]

a /N6 _(0)1[X(m)] +
g/nlre_(2)1[¥ ()]

«[B ()] + ple ()] (2-62)

1.10 b) Ortogonalidad

mo es faci robar tres ejemplos ',
Como es T 1l comprob en los tres ejemplos dados
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las matrices dej%ransformacién estén constituidas por fi-
las o c¢cnlumnas gque son mutuamente ortogonales entre si.Por
lo mismo el producto de la matriz de transformacidn por su
conjugada transpuesta nos dara una matriz cuyos elementos,
exceptuados los de la diagonal principal, seran todos igua
les a cerc,

.Como ya Ge enunciékanteriormente

[7¢_(n)][T6 (1T N[ I]

1.10 ¢) Teorema de Parseval

Este tecrema es una consecuencia de la ortogonalidad
de las matrices de transformacidén y se puede expresar de - .

la siguiente forma:

N/
;gf |X(d)‘ N‘éﬁ

B <1>' (1-63)

Demostracidn
Partimos de la formula general

[B_(n)] = 1/N[76 () I{%(n)]

si premultiplicamos por la matriz [@ér(n)]T ambos miembros
(76, (n) 1718 ()] = L/N[Te () ) [Te () 1[X(@)] = [x(@)]

s1 [X(m)] = [T6,(n) 1 (B, ()]

entonces . .,

[xX(n) 1% = [BL(w) 1716, ()]

de donde ,

(%) 1703 (n) 1 =(B, () 1716, () JLTE (2) 1 [B,.(m) ]
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. N P
Z (3 = F B IL)BEw]
Ny N-1 '
X(3) = N B_(1)
Tzo L-o r

Esta propiedad se deriva directamente de la propie -
dad de ortogenalidad, yalqﬁe hemos definido una transfor -
macidn ortomonal o unitaria como aguella que deja inva -
riante el cuadrado del médulo del vector original y del -
transformado. In el caso ds sefiales esto "se -aplica a la in

variancia de la energia de la senal y de su transformada.

1.10 &) Teorema de desplazamiento

o A

Sea [Xi(n)] la secusncia obtenida desplazando cicli

camente hacia la izquierda en [ luzgares la secuencia N-pe-—
riddica dada [X(xw)]

Asi pues si

()] = x0) x(1) ..... .. X(FE-13
entonces

)
ffcn)]T = XCLY X(f+1)  eeien.. E(I-1)
en donde =1, 2, ..... R |

S ) (L)
[Xg(n)] puede comsiderarse como el producto de [M (n)] -

L) .
por [X{(n)], en donde [ﬁ (n)]l es la matrisz [IN] cuyas co —
lumnas se hau desplazado ciclicamente a la derecha en_ﬂ.lg
gares.

Asi por ejemnlo
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F 1l O ¢©

O 1 O

) _

[1'1 (2)]" o 0 0 1|
1 O 0 0J

(f)
S8i queremos obtener le transformada de [X (n)] tendremos

(B2 | = 3/ [0 (m) 10x An)]

|

1/8 (76 (n) 10 (a) 1 X(w) )

L/ (76, (2) 0 40a) 136 (n) 1P1/8 26 () 1[X(n) ]

Hemos introducido el factor

[igr(n)]Tl/N[TGr(nW] - [INJ gue no altera -la ecuacibdn

de donde
f

(8560 = /00 (26, () 100 ) D[, () 178, () )

Si hacemos

)
(e, ()1 1T, ()17 = Tsitn) ]
tendremos
(f) (L)
[B.(n)] = 1/W [8_ () }[B_ (r)] (1-64)

en donde (1-~64) representa la formulacidn general del teo-
(g :
rema de desplazamiento. Siendc [Br(n)] la transformada ge-
(L) :
neralizada de [X (n)l].
. (4) /) i

Ta matrisz [Sr(n)] = [TGr(n)][M (n)][TGr(n)] se deno
mina matriz de desplavemiento y tiene caracteristicas espe
clales.:

Por ser el producto-de matrices unitarias y ortogo-

nalies representa una transformacidn unitaria u ortogonal.
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Ademés posee estrugtura diagonal en bloques y cada uno de
éstos es una matriz unitaria (o N)unitaria). Esto +trae con

sigo la invariancia de los espectros de potencia bajo des-

plazamientos ciclicos de 16s datos de entrana.
1.10 e) Ispectro de poteicia

Desarrollando en detalle la ecuacidén {1-64) y elevan
do :al -.cuadrado los dos miembros :de -la miowa, .ce llega a .la
determinacion de los espectros de potencia invariantes a -
desplazamientos ciclicos de los datos de entrada. (El de. -~
sarrollo completo de estas foérmulas sz daré posteriormente
al tratar de la transformada de Hadamard).

Se tienen los siguientes especitros de potencia pafa
las diversas clases de transformadas: -

1) » = 0 ZEspectro de potencia de la transformada de Hada-

mard
Py(0) = \BO(O)]
Ly (1-65)
L-1,2, ..., n
25 T - n-1 Espectro de pobencia de la ''DF
P (o) = [B,_ (<57 (1-66)

S:O, l-’, nnnnn llhnl-\?—l

en donde <s> tiene el significado ya conccido

Z) T =1, 2, veie-es N2 Eépectro de potecncia de las res

tantes transformadas



3
P (D) = B(Df
L= 0, 1y covuern, 250

{ﬂ+/ %)=/
P_(2°% ¥) = }B (mj

(1-67)

Para 8 = I 4+ 2, T + 3, (eass04 N

v k=25, 2% 1, .i...., 25

ent donde

% 3 27 5~
1\.35 = %‘o kI"i‘l‘—JE

I _ r+7

1r'-!.l-s = Zkl SHJ

siendo Egy kfs,ﬂz 0, 1, ¢oveeesy T+l, los coeficientes
(0o l)- de la representacidén binaria con r+2 bits de -

J . | . a .
(k)decimal v (k >decimal respectivamente

Be puede comprdbar que., para .datos reales, el nﬁmero
de puntos espectrales sueltos, formados por el cuadrado de
un solo coeficiente, es igual al nimero de raices de 1 que
forman la matriz de transformacién. Los reshantes puntos -
espectrales estan formedos por el sumatorio de 2, &4, 8,..,

-1 . .
2? coeficientes elevados al cuadrado.

1.10 f) Composicibén de frecuencia
| 4] observar los blogues de invariancia del espectro
que se obtienen utilizando la ecuacidn (1-64) se llega a
las siguientes conclusionesi .
Para la TDF el espectro de potencia representa com-

ponentes de frecuencia individual y permanece invariable
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bajo_desplazamient%s ciclicos de los datos muéstreados.Los
coeficientes de la TDF de estos datos desplazados sufren —
un cambio en la fase; pero'su‘magnitud permanece invaria -
ble. Esto no se aplica a las demés transformadas. Los es -
pectros de potencia de todas las transformadas disbtintas ~

de la TDF representan grupos de frecuencias.
1.10 g) Valor medio de los datos nmestreados

Se tiene que

-/
B,(0) = 1/N = %(3)
N7 (1-68)
x(0)y = = B.(D
£=0

I‘:O, l, e 0 2 268 Il'-'l

0O sea Br(O) es el valor medio de %odons los datos muestrea-

dos y X(0) el valor medio de los valores trensformados.

1.10 h) Periodicidad

X(J) v Br([) son secuencias periddicas con periodo W
0 sea
XY = X(G+kN)

) (1-69)
Br(f) = Br(f'i'kN)

1,10 i) Multidimensicnalidad
La transformada generalizada [TGr(n)].puede extendexr

se a cualquier nlmero de dimensiones.

1.11 Aleroritmos rapidos

Si utiliz=undo particién de wmabrices multiplicamos -

.columnas de submatrices de la matriz prefactor por las fi-
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It
\]'

las de submatrices de la matriz poctfactor, el orden de

Se tendra pues

las matrices eu (1-57) puede invertirse.

[H(3)]

il

7 )
—
—
—
-
—
-
—
-

— —
oOAGC
101&
O A A
OO

OO _
HO O
OO
~HOHO

‘CCcCoOoOHOOGCH

0O 1000~
0HOOOHOO
HO0O0AHG0O
Coordoo
COHOOOHO
OHO0OAHOO
AO0coHoOOO

[BC(3)]

- 2

7 nﬁWﬂbef
— — i
I —A -
— o
— et
1 ~ —
— ~ 4o
==
s t
1 —~
—~ —
—
—~ ]
1 —
—~
[N — jp S
D O = Sz
! ot o l
.1__0.10 .LOW_O
OHOCH D—HO A
—AOC~HO —HOHO
OlOJ 0104
lOJ_O lO_..ﬂ.O
OO C—HOH
AOCHO

_Iwo.lo

7

‘Coo0RCOO0OH
OOlOOOl&
OlOOOl&O
lOOOl&OO
OOOl&OOl
OO0HOOOHO
OHOOOHOO

—HO00HOO0O,

R
0COHO0O0 HO
OCHOOOHdO
lOOOlmOO
OOOl&OOl
COAHOOOAHO
OHOOCHOO

HOOOHO QO

[TDF(3) ]

llevra directamente al algorit

7

IIsta factorizacidn nos

En efecto si disponemos la

-

Oll.

£

do de transformaci

mo Tapi

macidn en la forma:

transfor
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-
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O0OHOOOHO
Or oK
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o

€1
€1

=

‘www@mmmﬁ

tendremos una dispoéicién de las matrices que coincide con
el diagrama de flujo de la fig. 1-23, que represeﬁta gré -
ficamente la secuencia de operaciones gue constituye el al
goritmo rapido.

In (1-70) la multiplicacidn se lleva a cabo multipli-
cando columnes por filas.

Los valores de los factores a,, a,, etc. se dan en -

la tabla adjunta

Bacter | IH = TG, TBC. T¢; .| TDF.= TG 4
a4 -1 i i
as 1 -1i ~1
ay 1 1 Wt
8y ~1 ~1 W5
ac 1 1 wi
ag -1 -1 W/

Tabla 1-2. Descripcidn de los factores usados er (1-70) v
en la fig. 1-23. A
Si examinamos. (1-70) vemos que para cada matriz debemos
ejecutar N operaciones aritméticas; puesto que se lienen -
n = 1og2N matrices, para realizar la transformacidn se re—'

quilaren alrededor de NlogEN operaciones, lo cual rerresen—

(1-70)
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ta una significatisa veutieja frente a las N2 operaciones e
xigidas por las matrices sin factorigar.
El diagrama de flujo para estas transformaciones se

da en la fig. 1-23.

Datos ue entrada ' Datos transformados
x(O) T X(0)x Xl(O) XSCO) —178_Br(o)
- \ T TR s
X(1) A1 =) ‘{51)'__1}? By (1)
X(2) £ X(2) T 178 Bp(2
x(3) 5, %(3) TT1/8 " B_(3)
X (1) X(4) B (4)
SE
X(5) e X(5) g B,(5)
X(e) x(e) _ -, B..(6
} 1/8 = (&)
s

(7)) — Bp(7)
. , - a, 3 1/8 o
Fig. 1-23. Diggrama de flujo gue ilustra la computacidn de
la transformnada generalizada [T6_(3)]. ¥ = 8
Vemos que es idéntico para las tres transformadas -

con s6lo elegir los facbtores para cada transformada de a-

cuerdo a la tabla 1-2. [10] [11].

1.12 La transformada discreta generalizada modificada

1.32 a) Definicidn
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Para teiminah nuestra exposicidn sobre la transforma
da generalizada oueremos exponer un método para realizar -
la transformacidén con una matriz de mayor dispersidn que -
denominaremcs [Mf(n)]

La versidn modificada de la transformada generaliza-

da se definen respactivamente como

[F_ ()7 = 1/ i (n) [ X(n) ]

y (1-71)
(x@] = @ 1TE ()]

n = loggN

T =0, 1, «cevas, -2

en donde

(7 (@)% = F (0} ¥,(0) ......B (N-1) es el vector transfor
mado modificado y

[(%(m)]T = X(0) X(1) +..v.....Z(¥-1) es el vector de datos.

[Mr(n)] es la matriz NxN modificada de tramsformacidn gue

¢g N-unitaria o N-ortogonal. T denota transpuesta.
Siguiendo un proceso analogo al seguido anteriormen-
te para la [1G], la matriz [Mr(n)] puede factorarse en n

matrices de gran dispersidn como sigue:
YL -

(M (n)] = Til2d(m] o (1 - 72)
T=1 :

en donde

[E% (n)] = Diag[eg (i) e% SO ..eégn_g)]
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. - , nej_ _
(23 ()] = Diegled(s) eX(d) ....... L2 ()3
,j=2, 5, neey I
Las submatrices diagonales son
‘ r
(1 Wt ' o
1w = 0,025
Fooss N1 o1 . -
lel(1)]= | ] =2t 2" c1 (1-73)

21/2[1-211_'1] )g _ 211—2

red(1 = e (IslT,5-1]
W o= e~i2ﬂ7N |

¢ f >tlene el significado 7ya conocido

[Im] es la matriz identidad mzm
La [Mr(n)] introduce sbélo una ligera variacidn respecto de
la formula géeneral de la transformada generalizada. Para -

gsclarecer esto vamos a desarrollar algunas matrices.
1) r» = 0O MATRIZ MODIFICADA DE HADAMARD
3. , ] 5 i3
[1,(3)] =TT[8E (3)] = [B5(3) 1[B5(3) 1[Bz(3) ]
J=1 .
[B}(3)] = DiagleQ(1)el(1)e5(1)]
1 ﬂ

[‘98(:]-)] = {1 -1

1 1
leg1= [1 _1}
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SEESIISIY
S o O
QW o O

Do O o

Entonces

1 1
1 -1

1
-1

(2)e5(2)]

0
0

P

1
[E5(3)

Diagle

)
[Eq(2)]

h. 0O 1 O

0O 1 0 1

0 1 0 -1

1

1L O

. Diegled(3)]

[(B2(3)]

0

1L 0 0 ¢ 1 0 0

O

¢ 1 0 0 0 1
6 0 1 0 0 ©

6 0 0601 0 0 O

L 0 0 0.1 0 0 0O

6 O
¢ 0 1 0 O 0_1 0O

01 0 0 0.1
o o o 1 0 0 0.1




[Mo(5>] =
11
1-1
11
1-1 _
V2
V2

Reaiizudo el

L

1
1
1
V2
0
2

[Ma(3)]

=

2)1‘:1

-

producto de las

111 1 1 1 1
-1 1°-1 11 1-1
1212 1 1-1-1
-1-1 1 1-1-1 1

0 V2 0-Vv2 0-V¥2 0O
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¥
v

M 010 [10
0101 o1

1 0-1 0 00
01 0-1 00
101010

0101 o1

N 1 0-1 0 |00
V2§ | 0O10-1 |00

3 matrices

0O V2 0-V2 02 0
V2 0 V2 0-V2 0-V2
0-V2 0-V2 0 V2 ©
V2

o

1 e T
(1, ()] = [BE{(3)IEZ(H 1B ()]

Haciendo un desarrollo andlogo al anterior

lro _'
[El(/>] -

OOHOOOHO

OHOOOF QOO

OHOOOHOO
HOOOHOOO

l
COOHOOOH

se obtiene

TRANSFORFADA BIFORE COMPLEJA MODIFICADA

HOOOHOOO

L



~ ng _

O H o =
H O ~H O
Q H

l

o H

! )
TH O = O

[BE(3)] =

C H O H
H O H O

.

1

O O O+ O O C H

[27(3)]=

C o+ C O O rH O

O OO0 O0OHOO

o o H+H O o O -
C o C O o+ O
o+ O 000 H O C
H o O O O O O
H OO OoOH O O O

Realizado el producto de las ‘% matrices se obtiene

~

111 11 1 11
1-1 1-1 1-1 1-1
1 -i -1 1-i-1 i
1 i-1-i 1 i-1-1
(M, (3)]= V2 0-iV2 0 Y2 0 V2 0
0 V2 0-V2 0 -v20 V2
V2 0 W2 0 -V2 0-iV2 0

0 V20 V20 -V2 0-iV2

(S5

1.12 b) Diagrama de flujo
Bl diagrama de flujo se lo obbtiene a partir de (1--72)
invirtiendo el orden de las matrices factores, como se bLi-

zo para la [TGI(H)] .
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Fl diagrana ae flujo se da en la fig. 1-24

Datos de entrada Datos transformados

— X ) -
go)<<::f— x(0) 278 F.(0)
1 Ai X(1) o T ()

(1 X(1) X(1) ) 78
X(E)\\ (27 (2) 175 F.(2)
X(3) %(3) = %(3) " F.(3)

/

X(5) 4 >\ WA (s, A
AN YO

x<6>'[—/ A x(6) %(6)—=—— F.(6)

&7 Yoys
X(7) —1X1(7) : af{(?)T—é;S—” Fr(7>

Fig. 1-24, Diagrama de flujo gue ilustra la computacidn de
(M (3 )],

Lios factores se indican en la tabla adjunta

Factor [M5(3)] (M (3)]
a, -1 | i
a, 1 -1

Tabia 1-3. Factores para la [MrCB)]

Si comparamos el diagrama de la fig., 1-24 con el -
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diagrama de flujo de la fig. 1-23 se.comprueba que se ne -
cesita un menor numero de operaciones aritméticas para ob-
tener la transformada generalizada modificada. Del examen
dgl diagrama de fluJo se concluye gque la disminucidn de 0
peraciones 2s igual a N/2, y por l¢ mismo el ntmero total
de operaciones requeridas es igual a NloggN - N/2.

Pues*o que la variacién réxima de [ en la expresidn

< £ n-2 L . ‘

W es de O a 2 - 1 , la veriacion para el subindice T -
es de O a n~2. #n otras palabras la Unica transformada dis
creta que no tiene versidn medificada es la TDF. EBn efecto,
si comparamos los dos diagramas ds flujo vemos que en dia-

grama de la transformada generalizada modificada ha desapa .

recido la parte en que constan Los factores a5, &y 5 a5, g

: wh w22l I '

iguales a W ,W W~ ,W', respectivamente , ¥ gque son las 4 -
8 ~ _

raices adicionales de Y1 gue convierten a la [BCG(3)] en -

la [TDF(3)]

1.12 ¢) Matrices de desplazamiento y espectro de potencia

La matriz de desplagamiento gque relaciona la trans-
formada generalisada modificada de una secuencia despla -
zada cilclicamente y de la secuencia original tiene estruc-
tura diégonal en bloques unitarios como en el caso de la -
[TGr(n)] . Como se veréd mads adelante, al tratar de la -
transformada de Hadamard modifirada, esta estructura en -
blogues diagonales de las matrices de desplazamiento de la

[TGr(n)] v [Mr(n)] conduce a esvectros de potencia para
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la transformada generalizada modificéda, gque son idénticos
a aguelles de la transformada generalizada sin modificar ;
esto es, los espectros de potencia invariantes al desplaza
miento de la [TGr(n)] v [Mr(n)] son los mismos. Asi pues -
los espectros de potencia de la [TGr(n)] pueden ser evalua

dos usando la [Mr(n)] [121.
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Capitulo 2

Li TRANSFORFADA D® HADAMARD O BTFORE

2.1 Concepto general

Como dijimos en el capitulo 1 es posible llegar a la
transformada discresta de Hadamard a partir de la transfor-
mada .continns=.

51 désignamos con 1 el orden de la funcidn de Walsh
v tenemos en cuenta su ortogonalidad, podremos expresar la

funcidn ¥(t) como un integral. [19]

x(6) = /B (E,Da (e
éiendo
B(i) = / ((H)W(i,t)at (2-2)

en donde Y(i,t) representa la funcidn de Walsh de orden i.
(2-1) v (2-2) ce podrian designar como transformada
inverga y éirecta de Hadamard respectivamente.
3i del casc continuo pasamos al discreto y tomamos -
sb6lo un numero limitado de muestras, gque por conveunlencia
asumiremos igual a N’:En, tendremos que (2-1) y (2-2) se -

transforman en

X('Uk> = :’;- (l )b‘(i’kol )Al (2"‘5)
et
B(i ) = z‘cu;k) (4, )0t - (2-4)

K=

Es conveniente para el desarrollo ulterior normalil -
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zar el tiempo. 81 T es el intervalc (ventana) de muestreo,

entonces

8 = tk/T = tiempo normalizado (con variacidn de O a 1)

(2~3) v (2-4 gquedaran en la forma

/\j-l
X(8) = T BILW(8,,1)A1 (2-5)
B(i) = 5 X(8)W(i .8 )he
lm = e Oy 1m7 k> (2"6>

Los valores que asuman las variables en (2-5) v (2-6) se-
rén todos discretos. Puesto que Ai ¥ A6  representan cons

tantes, podemos eliminarlas para mayor claridad.

81 hacemos

lm = 1
tendremos

N/
X(k) = = B(m)w(kam)

Mo i
ko= Oyl eevenn., -1
N/
B{m) = Z_ X{(k)W(m,k)
Fze M= 0,1 5eveionnn . N-1

Estas ecuaciounes se expresan mejor en forma matricial

(x] = 1/8 [H][B] , (2-7)

(mlx) (2-8)

—
s+
it

en donde [H] representa la matriz que resulta de las N pri

meras funciones de Walsh .
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1/N sirve para destruir el factor N que se origina el pro-
duc o [H][H].

[H] 1la matriz de transformacidn esti constituida por
elementos iguales a ¥l ., Como acabamos de indicar, cada u-
ng Ze las filas o columnas de estalmatriz, denominada de -
Hademard, representa una funcidén de Walsh. Resulta por lo

misms conveniente hacer un estudio detallado de las mismas.

2.2 Punciones de Walsh

Lias funciones denominadas de Walsh fueron descubier—
tes por J.L. Walsh en 1923 [14]. Sin embargo, es sdélo en -
105 tltimes afios gue se ha propuesto un numero de posibles
éplicaciones; procesamiento de imAgenes, filtros, etc.[15]

La desigﬁacién y el proceso de obbtencion de estas -
funciones varia de un autor a otro, como podréd verse en la
exposicidn que sigue.

2.1 a) Obtencibn de las funciones de Walsh

Pcr creerla m&s sencilla exponemos a continuacidn la
obkencidn de las funciones de Walsh a partir de las de Ra-

demacher. Lies funciones de Rademacher forman un conjunto -

|

incompleto de funciones ortogonales {son un subcon;junto

de las funciones de Walsh), Graficamenbe se representan
por ondas cuadradas cuyo valor oscila entre +1 y -1.
Definicibdn

Para K = 1,2, ccvcacarocesaeses y 0<0<1 definimos la -
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- k—ésima funcidn de Rademacher como

R (A) = (-1)% (2-9)

en donde 8, es el k-ésimo digito bimario de 8.

© representa el tiempo normalizado: 8 = +/T

" Puesto que 9 wvaria - entre O y 1 , la representacién bina-

. ria de O tendrd la forma:

RN

6 = (0. 918 k)E

25-250“
Asi por ejemploﬁ

c’ -
C.Zdec = O9lpin

bin ]

#l variar © de O a 1, ek toma alternativamente los -
valores cero ¥y 1 , ¥ cha) alterna entre +1 y ~1. Al auﬁeg
tar 21 valior de k, Sk alterna con mayor rapidez, ¥y se hace
mas corto el periodo de la onda cuadrada.[16]

Para esclarecer esta definicidn vamos a obtener algu.
nas funcionés de Rademacher.

Bscribimes en primer lugar la representacién.binaria de ©

para algunos valores entre O y 1 ., mgbla 2-1.

Apiicando (2-9)

Ro(®) = (-1)%0

puesto que €4 (piimer digito entero) = O
R(e) = (-7 =1

La rTepresentacidn graficea de-RO(G) ge da en la fig. 2-1.
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9dec ) elbin
| O 9195838,

0 0.0 000
1/16 0. 0001
1/8 0. 0010
3/16 0. 0011
1/4 0. 0100
5/16 0. 010
3/8 0..0.11.0
7/16 0. 0111
1/2 0. 12000
9/16 0. 1001
5/8 0. 1010
11/16 0.1011
3/4 0. L1000
13/16 0. 1101
7/8 _ 0. 1110
15/16 0. 1111
1 1. 0000

Tabla 2-1. Representacidén binaria de & para algunos valo -

res entre O y 1
b Ry (9) '

0 1
Iig. 2-1. Representacidén grafica de RO(G)

e
R (8) = (-1)71 |
De la tabla 2—lhvemos que

©, = 0 para 0<0<1/2

9, =1 para 1/2<€8<1

.de donde
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. Rl(e) =1 para 0<£6 <1/2

Rl(e) = -1 para 1/2<8<1

La representacidn gréfica se da en la fig. 2-2.
(R, (8)
1

0 ) ~ 9

B T T
A e T e

Fig. 2-2. Representacidn grafica de Rl(O)

Para R2(9) tendremos

(-1)9 = 1 para O<ge<1/4

i

R,(8)
R, (0)
Rg(e) = (—-l)O = 1 para 1/2<6€ <3/4
Rg(e) - (—l)1 = -1 para 3/4<£6<£1

(-1)% = -1 para 1/4<0<1/2

La representacidn grafica se da en la fig. 2-3.

R,(8)

Fig. 2-3. Representacidn grafica de Rz(e}

En la misma forma se pueden obtener las restantes funcic -
nes de Rademacher
A partir de las funciones de Rademacher podemos dc-

finir las funciones de Yalsh como
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 Pal(1,6) = TIbR (&) (2-10) [17]

én donde Pal(i,8) significa la funcidén de Walsh de orden i
de acuerdo a la ordenacidbn de Paley [18].

e o JER o b

P "(bk = 0,1) es la representacibn

1
binaria de i, en donde por conveniencia el primer digito -
de la derecha lo designamos con bl en vez de bO

De (2-10) se concluye que si bk = L1 entonces Rk(e)

es un factor de Pal(i,&). De donde si i conbiene r unos, en
tonces Pal(i,8) es el producto de r funciones de Radema -
cher.

Para clarificar ests definicidn vamos a obtener algu .
ﬁas funciones de Walsh.
Péra Pal(0,8) asumimos
Pal(0,8) = Ry(8)
La representacidén grafica de Pal(0,8) es idéntica a la de

la fig. 2-1:
Pal (1,8)

laec = Tbin

Ge donde

by = 1

luego

Pal(1l,8) = Ry(8)

TLa representacién grafica de Pal(l,8) es idéntica a la de

la fig. 2-2f
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. Igualmente
Pal(2,0) = R,(8)
La representacidén grafica de Pal(2,0) es idéntica a la de

la fig. 2-3.

Pal(3,0)
5dec = Ily.p
0O sgea

Luego
Pal(3,8) = 31(9)32(9)

Para realizar la multiplicacidén de las funciones de Radema
éher procedemds como sigue:

Representamos los valores de las funciones por un signo +
cuando la funcidn vale l_, ¥ por un signo - cuandn vale -
-1, luego.reélizamos el producto de estos signos vertical-
mente de acuerdo a las reglas conocidas del algebra; los -
signos de la fila inferior resultante nos dan los valores

de Pal(i,o) [17].

Para Pal(3,8) tenemos

0 1/2 1
R, (©) + 4+ 4+ = = - -
Rz(e) Tt P VU
Pal(3,9) A e - e -y

La représentacién gréficalde Pal(3,9) se da en la fig. 2-4
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?al(3,9)

9] ’ T —=&
T

]

Fig. 2-4. Representacidém grafica de Pal(3,9)

Igualmente _
Pal(4,8) = 35(6)

4

I
’ L'LWL___"].'.

Tig. 2-~5. Representacibdn grafica de Pal(4,3)

Pal(5,0) = By (8)Ry(0)

o —
]

Tig. 2-6. Representacidén grafica de Pal(5,8)

Pal(6,8) = R2(9)R5(e)
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Pal(6.8)
1 F—_—
e
0 1
Fig. 2-7. Representacidn grafica de Pal(6,6)
Pal(7,0) = B (9)R,(0)R5(8)
Pal(?ae)
1
e
0 1

Fig. 2-8. Representacidn grafica de Pal{7,e)

Se puede comprobar gue se obtiene Zas funciones de -

Walsh en el mismo orden a partir de la formala:

= bke
Pal(i,0) = |](-1)°K°K (2-11)
K=1
en donde
© = 0. 9,0,....... ek representacidn binaria de 8 (entre O
v 1)
i = (bmbm-l' ,,bl) representacién binaria de i [16].
E igualmente de la férmula
Z
Pal (1i,9) = (-1) (2-12)
en donde .
T+Ek=-1 J k -
siendo
i=% 129 2120 ..., +i 2™ (2-14)
2 k -1 - iy
6= % 6,25 =862 iiii... +6_ 2 (2-15)
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6, = i = 0,1 [19].

Zl orden -de las funciomnes de Walsh que acabamos de -
exponer fue establecido por Paley [18] y se conoce también
con el nombre de orden diadico.

El orden establecido por Walsh se conoce con el mnom-
bre d= orden secuencial, y organiza las funciones de acuer
Ao ai nimero de cambios de signo de la funcidbén en el inter
vato 0,1 .

Asi Wal(0,8) no tieme ningln cambio de signo y coin-
cidoe con Ry(8) y Pal(0,8). Fig. 2-1.

Wal(l,©) tiene un cambio de signo 7 coincide con Ry (®) v
3a1(1,e). Fig. 2-2.

Se pﬁede obtener las funciones de Walsh en orden se-—
cuencial en baée a productos de funciones de Rademacher -
con el siguiente método.

FPera formar la funcidbdn de Walsh Wal(i,&) primero ob-
tenemos la representacidn binaria de i, luego formamos la
versidn en cbddigo Gray de i, finalmente multiplicamos las
funcionegs de Rademacher correspondientes a los bits igua -
les a 1 de la expresidn en cbédigo Gray de i

Si la =xepresentacidn en cddigo Gray de i es de la forma:

i= BB f'“gl-

envonces
TN

Wal(i,e) = TTgkRk(e) (2-186)
r=i -

"en donde i = numero de cambios de signo de la funcidn en -
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‘el intervalo O,1.

Paras la obtencidén de los nlmeros en cddigo Gray, cor
respondientes a un nlmero binario cualquiera, se procede -
como sigue:

Si

i=Db_.D R o (representacidén binaria de i)

m “m-1 1

entonces 1 en cddigo Gray sera de la forma

i= B Byl cccrrereeeBy
en donde

i+l
® 1indica la funcidn Booleana "O" exclusivo (o también adi
cién médulo 2). Siendo Do = O [17].

O sea para obtener i antepouesmos un cero a 1i

gray bin ¥ TE2

lizamos la suma mdédulc 2 de cads par de digitos consecubi-

VOS.
Ejemplos
idec Tpin lgray
” 0111 100
11 01 0.11 1110
8 0100 11 C0
R S e,

Asi pues, para obtener las funciones de Walsh en orden se-
cuencial, obbtenemos en primer lugar los numeros Gray cor -

respondientes a los binarics.

idec . Toin 1gray
o 000 0 00
1 00 1L .00 1

Tabla 2~2.



Tdec Toin igray
2 01090 011
3 011 010
4 160 1.1 0
5 101 111
6 110 101
Vi 111 100

Tabla 2-~2. Nimeros decimales, binariocs y Gray de O a 7.
Ademés de las equivaloncias ya vistas se tendri entonces:

Wal(2,8) = Rl(@)R2(9> = Pal(3,8) . La representacidén gri-

fica de Yal(2,0) seri la misma de la fig. 2-4

Wal(3,8) = R2(e) = P21(2,8) ., Lo representacidn grafica se

T4 la misma de la fig., 2-3

Wall(4,0) = RE(B)RBCS) = Pal(6,0) . La representecidn grafi

ca de Wal(Avé) serd -la misma de la fig. 2-7

Wal(5,8) = Rl(e)Rg(e)RBCG) - Pal(?7,8) . La representacidn

grafica de Wal(5,8) serd lsa misma de la fig. 2-8.

Wal(6,8) = R,(8)R,(9) = Par(5,8) . La representacidn gra -
1 B

fica de Wal(6,0) serad la misma de la fig..2-6.

Wal(7,8) = R5(8) = Pal(4,8). Bl grafico de Wal(7,8) serd |
el mismo de la fig. 2-5.

Si observamos en los graficos respectivos el nimero
de cambivs de signo (cruces con el eje ©) de las funciones
anteriormente descritas, veremos gue este numero coincide

corn la i de Wal(i,8), o sea hemos obtenido las funciones —
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"de Walsh en orden secuenzial.
Igualmente es posible obtener las funciones de Walsh

en orden secuencial a partir de la formula:

Wal(i,8) = (1) Fr,T3(Pu®Sws) . (2-18)
en donde
. . m, . S0
- 1m2 : ........+102
___ : _/
- - [19]
-/

De lo anteriormenbe dicho podemos extraer reglas pa
ra establecer la equivelencia entre funciones diédicas y -
secuenciales. .

Para obtener el orden de una funcidn diadica equiva-
lente a una seéuencial de orden i , se escribe 1 en cddigo
Gray, ¥ se lee como un numero binario; el numero asl obte-
nido nos da el orden buscado de la funcibn diadica.

IShi querémos saber, por ejemplo, a qué funcidn diddi-
ca corresponde la funcida Wal{5,8)
escribimos 5 en cdédigo Gray
S3ec = lllgray
leemos este nimero como si fuera nUmerc binario

lllbin = 7dec

entonces
Wal(5,0) = Pal(7,8)
Para obtener el orden de una funcidn secuencial equi

valente a una diadica de orden i, se escribe i en co6digo -
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‘binario , y se lee en cdédigo Gray ; el numero asi obtenido
nos da el orden buscado de la funcidn secuencial.
Si gueremos saber a que funcidn secuencial correspon
de Pal(6,9) |
escribimos 6 en cdodigo binario
8dec = 11Cpin

leemos este numerc er codigo Gray

entonces
Pz1(6,0) = Wal(s,8)
In base a estn podemos construir la siguiente tabla

de equivalencias para las 16 primeras funciones de Walsh.

lsec ldiad

30 B HC
AN N VN I

o o
=W MO0 @

o b e
No T sl e IR =RV, BECHEE V)

15 8
Pabla 2-3.Equivalencias entre funciones Wal(i,8) y Pal(i,8)
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2.3 Funciones de Walsh pares e impares

Si desplazamos el origen del eje & hacia la derecha en
una distancia igual a 1/2, se podri observar gue dlgunas -
funciones tienen simetria par y otras simetria impar.

Asi por ejemplo Wal(lo,e),'fig, £~9, tilene simetria par.
En cambio Wal(9,0), fig. 2-10, tiene simetria impar.

4 wal(10,8)

¢
i
1 ! : I
| _ e ©
O 17 T
Fig. 2-9. Representacidn grafica de Wal(l0,®)
4
1
© 4 Wal(9,8) |
i |
1. '
e o
O L/ i T

1

Fig. 2-10. Representacidn grafica de Wal(9,0)

O sea que las funcilones de Walsh pueden catalogarse
en dos grandes grupos: funciones de Walsh pares y funcio -
nes de Walsh ilmpares.

Por su similitud con las funciones seno y coseno se
ha convenido en llamar funciomnes Gal(i,é) a- las funciones
pares y funciones Sal(i,e) a las impares. Para que esta a-
similacidn sea més compleba se ha buscado un parimetro que

corresponda al parametro frecuencia de las.funcione= seno
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- ¥ coseno. Puesto qué para un intervaio dade T el parametro
f de sen 2Wft es igual a la mitad de cruces con el eje t -
por unidad de tiempo, se ha elegido como parametro de las

funciones de Walsh la mitad del nlmero de cruces con el e-
je © en el invervalo O,1. Este pardmetro se designa con -

el nombre de secuencia. Se tiene pues

Secuencia i = 1/2 (cruces con el eje.® por unidal de tiem-—

po) (2-19) [20].

Para contar el numero de cruces tomaremos en cuanta
solamente el intervalo O<\9£é;/2 que esta a la izguierda
del eje desplazado. (Debe tenerse en cuenta que en las fun
ciones de Walsh, a diferencia ae las funciones seno y cose '
no; los cruces no son‘equidistantes). |
Asi por ejemploc la funcidn Wal(lO,8), fig. 2-9,es equiva -
lente a Cal(5,9) puesto que tiene simetria par y 5 cruces
en el intervalo 0<8<1/2.

La funcibn Wal(9,8), fig. 2-10, es igual a Sal(5,8) puesto
que tiene simetria impar y 5 cruces en el intervalo -
o<egl/2.

Por este camino se ha llegadc ha establecer la si -
guiente correspondencia entre las funciones Wal(i,8) y las

funciones Cal(i,8) y Sal(i,9)

Wal(2i,8) = Cal(i,8)
. _ (2-20) [17] .
Wal(2i-1,0) = Sal(i,®)
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Se vera posteriormente que la secuencia de las fun -
ciones de Walsh se relaciona con la composizién de los pun
tos del espectro de potencia de la transformada de Hada -

maxrd..

2.4 Matrices de Hadamard

Como se dijo anteriormente, una matriz de Hadamard -
es una matriz cuyos elementos son +1 'y -1 ¥ cuyos vzactores
columnas (o filas) son mubtuamente ortogonales. Se dan a -

continuacidn ejemplos de matrices de Hadamard.

1 1
[E(D] = 11
1 1 1 1
1 -1 1 -1
[H(2)] = 1 1 -1 -1
1 -1-~1 1
17 1 1 1 1 1 1 1]
1.-1 1-1 1.1 1-1
1 1-1-1 1 1-1-1
1 -1-1 1 1-1-%L 1
[B(3)]= |1 1 1 121 -1-1-1
1 -1 1-1-1 1-1 1
1 1-1-1-1-1 1 1
1-1-1 1-1 1 1-1



|
pt
©
=
I

(1 1 1 1 1 1 1 1

1-1 1 1-1 1~1-1

1 1 1 -1 1 -1 ~1-1

1 1-1 1-1-1-1 1

[(B] = 11 1111 1 1
‘ 1 1-1-1-1 1 1=
1-1-1 -1 1 11 1

1 -1-1 1 1 -1 1 -1]

Se desprende de la Fefin¥cionde ‘estas matrices que -
es posible:
1) intercambiar las filas,
2) intercambiar las columnas,

%) cambiar los signos de todos los elementos de una fila,
4) cambiar los signos de todos los elementos de una colum-
na, |
sin que se pilerda la ortogonalidad de los vectores compo-
nentes. Usando estas operaciones es posible establecer u-~
na forma normal para las matrices de Hadamard en la que la
primera filé v la primera columna contengan sélo +1. Si es
gque dos matrices pueden ser transformadas la una en la o-
tra por ﬁna serie de operaclones como las indicadas arriba,
se denominan equivalentes. Por ejemplo las natrices [E(3)]
N [H(%) ]} son equivalentes. LEste eJemplo demuestra gque la

forma normal no es ﬁﬁica para un caso de egqulivalencia.
TLa existencia de matrices de Hadamard de ﬁodas las -
dimensiones es un problema no resueltoc en matematicas. -

mientras se han dado métodos para la- construccidén de un nd
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mero indefinido de matrices, existe todaria un nlmero ili-
mitado de casos sin solucidn.
Bl procesn mas simple de construccién se tiene para

n .
» Siendo n un entero. En es-

matrices cuyo orden es N = 2
te caso si [H(n)] es ina matriz de Hadamard de orden N, la

matriz

(2-21)"

[ [Atn) ] [HCn)]
[H(n+1) ]

[E(n) ]-[H(n)]

es una matriz de orden 2N.

La matriz de Hadamard tal como se ra obtiene a par -
tir de (2-21) es una matriz simétricc y N-ortogonal. Deno—
minaremos a esta forma de i1a matriz de Hadamard: forma ca-~
nénica. Bs la que utilizaremos en forma casi exelusiva a lo
largo de nuestro estudio. [6] pp. 53-55.

También puede obtenerse la matriz de Hadamard en su
forma canbnica para cualquier orden N = 21 por repetidos -

productos de Kronecker del nlucleo basico

1 1
[H(l)] = 1 -1 -
' Si aplicamos a estas malrices la desigualdad de Hada
mérd
2 N W o
] < TS p 5 ) (2-22) [#] pp.l41-142
(=1 7

tendremos el siguiente resultado

det[HI[H]T = det[H][H] = det[H]Z = |B]Z
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" Pero al realizar é: Droduoto [H][ ]T [H][H] obtenemos u-

1

na matriz diagcnal cuyoc determinante :[H‘g-es igual al -
miembro derecho de la desigualdad (2-22) desarrollado.

Se tiene pues

|2 - (1,2 & n 2 2 2 2 2
2 2 2
S (hnl Fhos b e hnn)
A ,,
= TTCZn5 =8 (2225
izt J=/ 1d

0 sea que para la matriz de Hadamard la desigualdad
del mismo nombre se transforma en igualdad, ya que el -
miembro de la izquierda alcanza sv velor maximo.

Para N = 4 se tendra:

-

|#(2)| 2 = det|

HHHH

1
~1
1-
-1-

MHHH
HHHH

2.5 Matrices de Hadamard v funciones de Walsh

Una vez gue hemos delimitado el concepto de 1aé fun-
ciones de Walsh y el de las matrices de Hadamard, tratemos
de poner en evidencia la relacidn existente entre las mis-
nas.

Hemos dicho que cada vector de la matriz de Hadamard

puede considerarse formado por una funcidn distinta de -

Walsh en el intervalp O,1. Una matriz de Hadamard de orden

N estara constitwida por N funciones de Valsh.
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Examinemos l% disposicidn de estas funciones en una
matriz éanénica de Hadamard de orden N. Para este estudio
utilizaremos Gnicamente laé funciones: Wal, Cal y Sal.

Veamos algunos ejemﬁlos:

Bn la representa~idén de las matrices utilizaremos los sig-
nos de cada elemento. Asi pues, péndremos + donde tengamos
+1 ¥ - donde tergamos -1.

Sea la matriz [H(2)]

+ +
+ -

-+

[H(2)] =

+ + + +
b+ b+

Contando el nlUmero de cambios de signo y vtilizando las e-
cuaciones (2-20) concluimos que las filas de [H(2)] tienen
la siguiente correspondencia:

primera fila = Wal(0,8). = Cal(0,8)

It

segunda fila = Wal(3,0)

Sal(2,8)

tercera fila = Wal(l,8) = Sal(1,8)

|

cuarta fila Wal(2,68) = Cal(l,6)

i

in esta forma se puede ener L igulente abla
I} sta forma s ie obt T las sigulentes tablas

que disponemos a la derecha de la matriz correspondiente.

+ 4+ + + Wal(0,6) = Cal(0,e)
P Wal(3,8) = Sal(2,8)
[(e(2>]= |, . _ . Wal(1,6) = Sal(1,e)
EJM.“ + " . War(2,0) = Cal(l,e)

Tabla 2-4. Funciones de Walsh
para [H(2)]
En [H(2)] v [H(3)] los escalones indican el desplazamiento
temporal mecesario para obtener una funcidon Sal a partir
de una funcidm Cal de la misma sccuencia y viceversa.
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De la matriz [H(4)] que omitimos por razones de espacio se
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 obtiene la siguiente tabla:

Tabla

- las correspondilentes matrices

Wal(0,8e)
Wal(s,9)
Wal(»,8)
Wal(s,e)
Wal(3,6)
Wal(2,8)
wal(y,e)
Wal(/,e)

i

H

cal(0,e)
Sa1{2,0)
8a1(7,9)
Ual(¥,8)
Sul(2,0)
Cal(é,e)
cal(z,8)
S3al(é,9)

Wal(0,6)
Wal(7,8)

Wal(3,6)

Wal(4,8)
Wal(1l,8)
Wal(6,0)
wal(z,8)
Wal(5,€)

Tabla 2-5.

Wal(1l,8)=
Wal(¥,8)=
Wal(s,8)=
wal(9,9)=
Wal(2 ,6)=
Wal(/3,8)=
Wal(s,8)=
wWal(o,8)=

¢al(0,0)
sal(4,6)
Sal(2,e)
cal(2,6)
Sal(1,8)
Cal(3,e)
Cal(l,0)
521(%,9)

Funciones de
Walsh para [H(3)]

Sal(l,e)
Cal(y,e)
Cal(3,8)
8a1(5,8)
cal(/,0)
Sal(¥%,e)
Sal(s,e)
Cal(s5,8)

2-6., Tunciones de Walsh para [H(4)]

Relacionando

siguientes conclusiones:

se pueden formular las

ilas tablas de funciones de Walsh con

La primera fila de [H(n)] corresponde siempre a Cal(0,0)

Ta segunda fila de [H(n)] coresponde a Sal(lN/2,8)

Las dos filas siguientes corresponden a Sal(WN/4,0) y

Cal(N/4,8)

Las cuatro filas a continuacidn corresponden a dos pa -
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7

res de funciones Sél Y Cal de secuencias N/8 v 3N/8.

Esta forma de agruramiento en blogues de una fundamental -
y de sus armonicas impares.chtinﬁa hasta llegar a la mi-
tad inferior de [H(n)], cuyas filas corresponden a N/4 pa-
res de funciones £al y Cal de secuéncias Ly Dy e,
(/2 - 1).

Una observacibdn detenida de las matrices [H(n)] y de
las correspondientes funciones Sal ¥ Cal nos permite obte-
ner reglas muy sencillas para determinar el desplazamiento
temporal necesaric¢ parda obtener una funcién Sal a partir -
de una Cal de la misma secuencia y viceversa. Se puede com
probar facilmente que si a las funciones ubicadas en la mi
tad superior de cada grupo de secuencias se las desplaza -
ciclicamente hacla la izquierda en un intervalo igual al -
indicado por los trezos en forma de escaldn, se obbtiene u-
una funcion Sal a partir de una Cal o viceversa. A partir
de esta comprobacidén pcdemos establecer las siguientes £or
mulas de desplazamiento:

cal(i,0) = 8al(i,6 + 9)

© ' = 1/4 para i = nOmero impar )
° _ . (224

90 = 1/8 para i = 2 o maltiplo impar de 2

e, = 1/16 para i = 4 o mGltiplo impar de &

etc.

Lia determinacidén del simbclo de eo se hace en base a la u-

bicacidn del par de funciones en cuestidn dentro de la ma-
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~ triz de Hadameard correspondiente.

Puesto gque en base a las reglas que se daran poste -
riormente es posible determinar la distribucidn de las fun
ciones de Walsh dentro de una matriz de cualquier orden -
sin necesidad de construir la mismé, la regla anterior no
presenta mayores dificultades.

FPoderos asignar al ordemn en que se disponen las fun-—
ciones de Walsh en una matriz de Hadamard un nombre especi
fico, y establecer la relacidn existente entre este orden
v el orden secuencilal.

Denominemos orden o:#ogdnal Ortn(i,a) (n = logaN) -
al orden de las funciones de Walsh en una matriz de Hada - .
ﬁard de orden N.

Para las matrices [H{(2)] v [H(3)] el orden de las -
funciones de Walsh ortogonales sera el indicado a la dere-

cha de las matrices

+ o+ + Ortg(O,e)

b o - ort,(1,8)

(B(2)] = |, , _ _ ort,(2,e)
= -+ Ol"t2<579>

+ b+t o+ ] Ort3(0,8)

¥ b om - 4 = Ortz(1,6)

b o 4‘— - Ort5(2,8)

\ + - = F 4+ = - 4 Ort5(5,9)
[H(B)]z S S L I N Ort5<479>
e e = o~ Ort(5,8)

4 o = - - - . Ort5(6,9)

L+ - -+ -+ + - OI“bB(?,@)
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Un examen detenido de las funciones ortogonales y de
las equivalenves secuenciales, vara diferentes valores de
1, nos permite formular la siguisnte regla para ovbtener -
las funciones Wal(i,8) egquivalentes a las funciones -
Ortn(i,e).

Se parte de la funcidn [H(1)] que estid ordenada se -
cuencialmente, o sea esté formada por las funciones -
¥al(0,8) y Wal(1l,8).

11 Ort. (0,8) = Wal(0,e
(1) ] = rl( _ al(0,e)

1 -1 Ortl(l,e) = wWal(l,9)

Tomando como baée esta ordenacidn fundamental ¥y apli
cando en forma recursiva el procedimiento que se indica a
continuacibdn, se puede obtener la ubicacidén de las funcio-
nes de Walsh en cualquier matriz canbdnica de Hadamard de -
orden N .

Como se indica en la tabla 2-7, si se conoce la dis-
posicidn de las funciones de Walsh en una matriz [H(n)],es
posible determinar la distribucidén de las mismas en una ma
triz [H(n+1l)]. Para esto se escriben encolumnados a dable
espacio los valores de secuencia de las funcionss de Walsh
en la mabtriz [H(n)], los 2% lugares restantes se llenan de
tal manera que la suma de 2 nUmeros consecutivos,a partir
del primero, sea igual a 2n+l_ 1, como se indica en la co-
lumna de la extrema derecha. La columna de numeros asli ob-

tenida nos da la distribucibén d= las Tunciones de Walsh en

la watriz [(H(n+l)] .
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-:Ort_(1,8) Wal(i,8) n=1 wal(i,8) n=2 Wal(i,8) n=3 Wal(i,®) n=4

) 0 —— 0 ————0~ _,

\\\\\\\ta 7 157
_l. 3 7~ 4

-1

O 0~ 0OOWW FunN e OB

[

l_l

n v

N ¥
Il
no
|
E_l

S
2 &4
5 11
1
14
10 6
11 L9
12 2
13 15
14 5
15 10

Tabla 2-%7. Equivalencias entre las funciones Ortn(i,G) ¥

wal(i,e)

2.6 Definicidn de la transfornacda de Hadamard

TLa transformada de -Hadamarda o BIFORE des una secuen -

cia N-periddica {X(m)} = X(0) X(1) ..... ..X(F-1) se defi-
e Ccomo

(B(n)] = /% [H(ns [[X(n)] (2-25)

en donde ‘

[X(n)]T = X(0) X(1) ..... X(N-1) es la repfesentacién vec—

torial de la secuencia iK(nﬂ

[B(n)]T - B(O) 5{1) ........ B(N-1) es el vector transfor-
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‘mado . Los elementos B(k) , k = 0,2,......,.. ¥~1, se deno-
minan coeficientes de la transformada de Hadsamaznd.

Dadas las caracteristicas de simetria y crtogonali -
dad de la matriz de Hadamard, la sezrial puede recuperarse -
en forma Gnica eplicando una vez més la matriz [E(n)] a la
transformada directa. O sea la transformada inversa se de-

fine como

x)] = [E@I[B(0) ] (2-26)

2.7 La transformadu ripida de Hadamard

La computacidn de la transformads de Hadamard por mé

s . : 2 , . -
todos ordinarios requiere N~ operaciones, siendo cada ope-
racidén una adicidn o una substraccibn. La aplicacidn del -

e

algoritmo rapido, de que se -ha hablado anteriormente, per-
mite obtener la transformada de Hadamanrc con Nlogeﬂ opera-—
ciones, exceptuado el factor 1/N. Este algoritmo se comoce
con el nombre de transformada rapida de Hadamerd. La reduc
cidn en el trabajo de la. computadora se obtiene gracias al
almacenaje de los resultados intermedios.

Fuesto que la computacidn de la traﬁsformada de Hada
mard exige solamente adiciones y substracciones reales, =~
mientras que la computacidn de la trarsformada de Fourier
v de las restantes transformadas incluye adiciones, subs-
tracciones y multiplicaciones complejas, la transformada -
de Hadamard resulta la mas aventajada desde el punto de -

vista de su computacidn. Se han programado ‘transformadas
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- ‘de Fourler y de Hadamard- para un computador digital TRW -
530. Para una escena de 256¥256 puntos la transformada de
Fourier puede computarse en 2U miautos y la transformada -
de Hadamard en 3 minutos [217.

Hemos visto en el primer caplvulo como se obtenila
el algoritmo rapido utilizando factorizacidén de matrices ,
In este punto queremos liegar al misrmo resultado utilizan-
do un.método ligeramente diferente.

Consideremos el caso de una transformada para n = 3.

De la definicidbn de la tran<formada tendremos

B(0)] 111 1'1 1 1 1 X(0)]
B(1) L-1 1 -1, 1-1 1 1] [%X(1)
B(2) T 1-1-1,1 1-1-1 X2
BG)| g [Fooi -1l L G)
B(4) 111 1'-1-1-1-1 x(y)
B(5) 1-1 1-1;-1 1 -1 1 |x(5)
B(6) 1 1 -1 -1,-1 -1 1 1] |X(&)
B(7) 1 -1 -1 1'-1 1 1 -1f [X(7)

Utilizando particidn de matrices para las submatrices Iindi

cadas con lineas de segmentos

B A A X AX, AX

1 2 1/8 1l 1/8{ 12
B, A=A | XS AX, -AX,
de donde

By = 1/8 A(Xl + X5)

Tscribiendo en forma desarrollada las dos ultimas ecuacio-

nes matviciales
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B(0) 1 11 1] Tx(0) = x(a)
B(1) 1-1.1-1| [X() + x(5)
B(2)|= V8 |1 1.1 1] |x(2) + x(8
B(3) 1-1-1 1) [X(3) + %(?)
11 1 1] (%00
1-1 1-1| |%(1)
=1/8 |1 1 .11 X, (2)
1-1-1 1 Xl(5)J
) . (2-27)
B(4) (11 1 1] [x(e) -z
BSY|_ 1sg [1-1 11| |2(1) - %(5)
B(6) 1 1 -1 -1 X(2) - X(&)
B(7) 1-1-1 1) (X3 - (D
11 1 o1] [ay (]
1 -1 1--1 Z,(5)
=81y 11 |x 8
1 -1-1 1] %D

Con esto se ha completado la iteracidn 1 del diagrama de -

flujo de la fig. 2-11

Repitiendo el proceso anteriormente indicado se tienc

B(0) 1 1] [x0 + x(@)] 1] [x, ]

3(1))= Y8 1| [0+ X3 Y8 -1 [
| ] 12 1 - )L !

B(2) 11 'xgo) - X(2) 1 1] [x,(2))

sy l= 18 1 1] K - gy = M8 Ll [xaexy | (2-28)
. JUrET ~ Chgs

B(4) 1 1] Kx§4) + 256)‘ 11 rX2(4)}

B(5)|= M8 11 ] [5(5) + (D)= V8 [x(5)
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' [B(o)

-“
X (8) - %,(8) 1 i‘xg(e)
B(7) J

1 1
= 1/8 E ~1] £ (5) - . L(@|= 8 —1{X2<7;}(2‘28)

Iteracidn 2

v finalmente

B(0) = 1/8 [x,(0) + X,(1) | =1/8 XB(O)

B(1) = 1/8 [X,(0) - X,(1) ] = 1/8 X5(1)

B(2) = 1/8 [X,(2) + X,(3) ] = 1/3 Xgﬁe)

B(3) = 1/8 [X,(2) - X,(3) ] = 1/8 X;(3)

B(4) = 1/8 [X,(4) + X,(5) ] = 1/8 X5(4) (2—29)
B(5) = 1/8 [X,(4) - X,(5) ] = 1/8 X5(5]

B(6) = 1/8 [X5(8) + X,(7) ] = 1/8 X5(6)

B(?7) = 1/8 [X,(6) - X,(7) ] = 1/8 X5(7)

Tercera iteracidn : _ L22]

El diagrama de flujo para el algoritmo indicado se -
-muestra en la Tig. 2-11.

En la misma forma se puede obtener la bransformada -
de Hadamard para valores de n superiores a 7 . Lz estructu
ra del diagrama de flujo serd similar a la indicada en la
fig. 2-11.

A propdsito del algoritmo esbudiado se pueden hacer
las sigulientes observaciones.

1) El nimero total de iteraciones esté& dado por n = log, N
O sea si r representa el indice de iteracion, eﬁtonces

2) La r-ésima iteracidn contiene 2r—l grupos con N/Er-l -
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4)

X(0)
X(1)
X(2)
x(3)

x(4) =y () me X~ 7E B
| ‘ %(5) X(5)—75 B(5)

X(35)

CX(8)

x(7)
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miembros en cadg gruno . Lz mitad de los miembros de ca
da grupo se asoclia con uvna operacion de adicidn y la mi
tad resvante con una opéraéién de substraccidu.

Z1 nGmero Hctal de operaciones aritméticas para compu -
tar todos los coeficientes de la transformada es aproxi

madamente izual a Nloz. M. En el caso indicado se ve que
. (=] 0 "

es de 8x% =
Bl mismo algoritmo puede usarse para compubtar la trans-

forwada inversa omitiendo UGnicamente el Ffactor 1/W.

Iteracidn 1 Iteracidn 2 Iteracidn 3

x(0) X(0) j;axgo)—~—77g—— B(0)
X(1) X(1 ] K(l ]/g“‘ B(1)"
X(2) i =7 %(2 X(2) 17 B(2)
1(3) _ Z(3) f§5)“‘*”“" B(3)

2(6) — X(6) £(6)~————— B(6&)
Z 1/8
~ X(7) ()= B

Fig. 2-11. Diagrama de flujo que ilustra la computacidn de

la transformada de Hadamard para n = 3
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- 2.8 La transformada rapida de Hadenmard en orden nrosmresivo

de secuencia: transformada répida de Walsh

Una'de las desventajas del algoritmo r&pido que aca—
bamos de estudiar es gue no estéd en la medida de darnos a
la salida los coeficientes de la transformada en orden se-
cuencial progresivo. De acuerdo a lo establecido anterior-
mente .el orden.secuencial .esta dado por el nlmero de cam -

bios de signo de la funcidn de Walsh (correspondiente a -

!

un vector fila de la mabriz de Hadamard) en el intervalo
0,1. Fara visualizar 1.0 que queremos decir, graficamos a -
continuacidn la variacidn de éignos en una matriz candnica
de Hadamard y en otra estructurada en orden secuencial. -

Figs. 2-12 y 2-13. n = 3

0 1 0 1

N U e I
R [
[ N S T

I

=
L niininlinl

Fig. 2-12. Funciones de Fig. 2-13. Tunciones de Walsh

Walsh para [H(3)]. para uns matriz [H(3)] secuenc.
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2.9 Algoritmo ripido para obtener la transformada de Wals

h

Modificando apropiadamente la transformada répida de
Hadamard se puede obtener la denominada transformada rapi-
da de “alsh, llamcda asi pdrque los coeficientes estdn en
orden de secuencia. Esta modificacidén la ejemplificamos pa
.ra el caso en ue n = 3

A 3iferencia de.la TRY que da losg coeficientes en -
oompléto desorden respecto a la secuencia, la tranéformada
rapida debe entregarlos en orden sscuencial creciente. Fa-
ra obtenzr esto se deben hacer transformaciones tanto en -
el orden de lcs datos de entrada como en el diagréma de -
flujo. Fara precisar lcs modificeciones que deben hacerse
primero debemos definir lo que es una inversidn. Fara esto
presentamos el diagrama de flujo para la transformada ra-
pida de Hadarmard zn la forma indicada en la fig. 2-14.

Una inversidn implica el intercambio de la accidn re
presentada vor las lineas: s6lida y de segmentos, que se 9
riginan de los nodos de la fig. 2~-14. La linea sdlida indi
ca el traspas> de lLa cantidad desde el nodo en gue se ori-
gina la linea hacia el nodo en el cual termina y la multi-
plicacidn de esta cantidad por +1. La linea de segmentos -
representa un traspaso similar, pero el factor en este ca-
so es -1. La fig. 2-15 ilustra lo gue es una inversidn. -
Los papeles de le linea s6lida y de la de segmentos se in-

tercambian: la linze sbélida se transforma en linea de seg-

o e e
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Entrada ‘Balida
X(0) ——— B(0)
3 1/8
— B(1)
1/8
T 1/8 B(2)
B
T8 (3)
X4y B(®
1/8 :

—375 B(S)

B(6)
1/8

1/8
Fig. 2-14. Diagrama de flujo para la transformada répida -
de Hadamard. Los factores +1 ¥ -1 se indican -

por lineas sbdlidas y de segmentos respectiva
mente. Las lineas de trazo grueso sirven para -

gseparar los blogques

Xs<p) /...__,_ X.S<p)4/ - \

Fig. 2-15 Ilustraciodn de lo que significa una inversidn en
el diagrama de flujo.

mentos y viceversa. Una inversidn puede tener lugar sola -

mente en aquellos nodos gue dan origen a una linea sb6lida
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¥y otra de segmentos.

Bl siguiente paso es determinar los nodos que deben
cambiarse y los nodos gue deben permanecer inalverados. Pa
ra esto se procede como sigue

En el diagrama de flujo se conoce con el nombre de —
bioque agquel grupo de calculos, representado por lineas —
de flujo , aue estén desconectadas de las contiguas de ar
riba y de abajo. En la fig. 2-14 los blogues estan separa-
dos por lineas de trazo grueso. Utilizando este criterio -
se puede comprobar que el nUmero de bloques en el diagrama
de flujo crece de izquierda a derecha. El ntmero de blo -
gues es igual a 28, siendo s el subindice de Xs(p) que apa .
fece a la izquierda de cada columna de blogues. De este mo
d5 la variacidn del ntmero de bloques seré de 1L a N/2.

Regla Onica para la inversidén.- Si se numera de arri

ba hacia abajo cada columna de bloques, tendran inversidn
todos los blogues que tengan numeracidn par . En la fig. -
2-16 se indica tanto el nhmero de bloques que existen por

columna como los que tienen inversidn.

X £

X 1

0

A\

Salida ordenada

7ZZ

LT ]

7 secuencialmente
— _

ZIntrada con inver
sidén del orden de

los bits. I

AN\

Fig. 2-16. Posicidén de los blooues en el diagrama de flu -
jo. "I" indica que el bloque correspondientve tiene inver -

sidn.
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T

Crpanizacion We lus datos de entrada.- Ademas para -

obtener los coeficientes B(k) en ordeu secuencial crecisn-
te, los datos de entrada deben disponerse de la siguiente
manera:

Se escribe la represcntacion binarié Ce los nlmerocs de O a
N-1 , se hace una inversion del orden de los bité* Los nt-
meros decimales corr:spondientes a 1los binariog invertidos
nos dan el orden de sucesiodon de los dztos de entrada.

Para N = 8 tendremos

Kiec Kpin <Xyspn > Orden de los.datos de entr.
0 000 000 0
1 001 10¢C 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
S 110 011 %
7 111 111 7

Tabla 2-8. Orden de los datos de entrada pera la computa -
cidn de la transformada de Walsh.

La fig. 2-1%7 indica el diagrama de flujo final, para
¥ = 8 , de la transformada de Walsh. [23].

Los coeficientes tal como nos da la transformada de
Walsh son:
B(O) = 1/8[X(0)+X(1)+X(2)+X(3)+X(4)+X(5)+7(6) +X(7) ]
B(1) = 1/8[X(0)+X(L)+X(2)+X(3)~X(4)-K(5)=-X(86)-X(7)]

Il
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T B(2) = 1/8[X(0)+x(1)-X(2)-X(3)~X(4)~K(5)+X(6)+X(7) ]

B(3) = 1/8[X(0)+X(1)-X(2)-X(3)+X(4)+X(5)-X(6)-X(7)]

etc.

Si se exanina el nGmero de .cambios de signo dé los coefi -
cienﬁes_, se puede comprobar que estan ordenados secuen -
cialmente. |

Entrad ) ' Salida
7 A 1‘.3(0)—"3-—/"8_"‘ B (O)

K£l>f‘i7§”“~ B(1)

X§2) B(2)

1/8

X(3)"175  B(3)

354) 1/8  B(®)

X5 B(5)

X(6) B(5)
3 1/8

K775 — B(D)

Fig., 2-17. Diagrama de flujo para la transformada de Walsh
gue nos da los coeficientes en orden de secuencia.
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2.10 TEspectro de potencia de la transformada de Hadamard

2.10 a) Teorema de Parseval

De acuerdo a lo gue se dijo en el capitula 1 la -
transformada de Hadamard se caracteriza por mauntener inva-
riante la suma de los cuadrados de los datos v de los coe-
ficientes de la trensformada. Es esto lo gue expresa el te
orema de Parseval.

Para nuestro caso el teorema de Parseval se demues -
tra en la forma siguiente:

Sea

[B()]T = 1/ [x(m) 1T (Em) 17

entonces

(8(n) 1B ] = /8% . [x(0) 170HC) 1 (ER) 1(X(n) ]
pero [H(n)]T[H(n)] = N[IN] luego i

(B(n)1%[B(n)] = 1/8 [¥x(@) 17 [x(n)]

0O sesa
1/8 2 %x°(1) = - B°(41) (2-30) Teorema de Parseval
izo (o

Asl pues si la secuencia {X(n)] representa los valo-
res de muestreo del voltaje o corriente de la sefial X(%) ,
¥ se asume una carga puramenbe resistiva de un ohmio, En -
tonces el miembro de la izguierda de (2-30) represerta la
potencia promedib disipada. El sumabtorio a la derecha .de
(2-30) implica gue la potencia de la seiflal se conserva en

el dominio de la transformada. El conjunto {Be(n)} , sin -
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" embargo, no representa los puntos individuales del espec -
tro, ya que no es invariante al desplazamiento de los da -

tos muestreados.
2.10 b) Desarrollo del espectro

Bl desarrollo del espectro se ilustra considerando -
(4) : .
el caso cuando N = & . Hagamos que [X (n)]T denoce LX(n)]T

desplazado a la'iquierda‘ﬂg"posiciones . EIgto es

21T < k(D xda1) XU ]

-1, 2, ..o... , 7
con f = 1 se tiene
(1) 1) .
(X(3)] = [8 (3)]Lx(]
en donde
0 1 0 0 0 0 0 O
O 0 1 0 0 0 0O O
O 0 01 0 0 0 0
(4) cC 0 0 0 1 0 0 O
(53] = 16 0000100 (2-31)
O 0 0 0 0 0 1 0
O 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0O O
La transformada de Hadamard de [XMkB)] es

[B“QB)]'= 1/8 [H(B)][évCBDJEX(B)ﬁ

o también ‘

[B“Q5>] = 1/8 [H(B)][Sm%B)][H(E)}l/BEH(B)][X(B)]
ya que 178 [H(3)I[H(3)] = [Ig]
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Usy1 = 1/8 [H(3)1s"(5) 1[H(3) 1 [B(3)]
Hagamos
1/8 (23 13159 ] = [a(3)]

entonces

(2737 = [4(3)1[B(3)]

(B

‘La evaluacidn de [4(3)] nos da

(2 0
0 -2
0 -2
2 0
(a(3)] = 1/2 121 -1 -1
1-1 1 1
i1 1 -1

-1 -1 1 -1

$i J = 2 tendremos
(251 = 18023 1083y 102%%) ]

= 1/8lEG) IS 3y 18" () 11x(3) ]

(2-32)

(2-33)

Jtilizando un procedimiento igual al anterior obtenemos

(B7(5)] = (A 12B()]

La repeticion del mismo proceso da

Uzy1 - (a3 1303)]

L=1, 2, ..... s 7

(B

0O sea

(2-34)
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3 (0)] 2 ' 3(0))
B (1) ~2 B(1)
B (2} -2 B(2)
B (3)| _ 10t 2 B(3)
B (4) ‘121 1 | B
B (5) 1 -1 1 1][B(3)
B (8)] a ‘11 1 | [B(6)
B (7)] S -1 -1 1 ) [B(D)

[A(3)] esté constituida por matrices de orden creciente a
1o lergo de la diagonal principal. De la estructura diago-
nal en blogques de [a(3)] v de (2-34) se obviene el sigvien

te conjunto de ecuaciones.

B (0) = B(0O) |
1) - <1 B)
3“)(2) [,o -_11‘? B(2)
s = (1 o] B®
N | ) (2-35)
(f(4) 1 -1 -1 -1/ B(&)
Baj(sw) i1 -1 1 1B
ey 2 1 1 1 L1l |Bee)
B4(7) L1211 -1 [B(D)
S5i hacemos .
0 -1]
1 o = W]
101 1 1
101 1 1
1 1L 1 1

las 2 4ltirmas ecuacicones guedarédn en la forma
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T (e} 1

B37(2) Ci(B(2)
575 = [2(1)] [3(5)]
sy B ()
§2<5> L ) B(5)
B (6) = /2 [D<2)J B(6)
()] B(7)

[D(1)] v [D(2)] son ortogonales

Si elevamos al cuadrado el grugo de ecuaciones (2-%5) ten—
dremos

57200y - 52(0)

B72(1) = B2(1)

872(2) + 8"2(3) - 3%(2) + B2(3)
£72(1)+3"2(5)4872(6)+872(7) = 82(4)+32(5)+82(6)+82(7)

C en forma abreviada

572010 = B2(x) ik = 0,1
3
;3;113“?}2(1;) = L B2 (2-26)
r (L) y
S B (k) = 53}32(1{)
kzy k=i
f=1,2, ccoun. 0

Puesto que la potencia ‘toval es un invariante respec
to del desplazamiento de las muestras, el conjunto de inva
riantes definido por las ecuaciones (2-3%6) revresente el -
espectro de potencia. In general este espectro se express

~cormo sigue:



0 = B (2-37)
5_ -
s = {'27 Be(k) 27
k=251

2.10 ¢) Algoritmo rapido para el cllculo del espectro de

potenciea

Modificando apropiademente la TRH se puede computar
&£l espectro de potencia sin necesidcd de computar todcs -
los coeficientes B(k). Esta modificacibn se ilustra pora -
N =8
De las ecuaciones (2-27),(2-28) v (2-2%9) se obtiene

B(O) = 1/8 xé(O)

B(1) = 1/8 Xﬁ(l)

B(2)] X,(2)]
B(B)‘_—- 1/8 [H(l)] XQCZ))
E ) X, ()
B(5) - xq(5)
B(7) \31(7);

A partir de estas ecuaciones y tomando en cuenta la ortogo
nalidad de las matrices [H(n)] tenemos

P. = B2(0) = 1/8° XBE(O)

P, = B2(1) = 1/8° x,5(1)
- 7 . (2-38)
P, = 89(2) + 3°(3) = 2/8%[x,7(2) + X,7(3)]
P, = & 82w - 2/827_3‘_2{22.011)
Mz m= 2
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‘enn la misma forma

z z
P, - Y. Bo(m) = 4/8° > x,2(m) (2-38)
> ™=y

mz

-~

Las formzulas generales para el cdmputo del espectro de po-

tencia son de la forma

P, = X, 2(0)/‘1\12

I

0

P
.8

n i\/‘[“ﬁ

nkl— (m)
S = 1, 2, ...,10

El diazrama de flujo se indica en la fig. 2-18

Iter. 1

, Iter.2 Tter. 3. 2
X(0 X(0) X(0). Z(0) —dan 1. X(0) P
2T ET 0

/ 2 o
™~
x(1) X(1) Zx}(l) —@41:(1;78_ i

X(2
Po
X(3
X4
X(5
X({6)}
= CUADRADO

Fig. 2-18. Diagrama de flujo para la compubtacitén del espec

tro de potencia de la TH.
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©2.10 d) Sentido fisico del espectro de potencia de la

transformads de Hadamard

Como acabamos de ver cada punto espectral representa
el contenido de potencia de un gTrupo de frecuerzcias (se -
cuencias) antes gue el de unea sola frecuencia.

_Ademés los puntos Ps representan las potsencias prome
dio contenidas .en.un conjunto e .(n+l) .subsecuencias mutua
mente'ortogonales, en gque se descompone la secueucia'{X(kﬂ
siguiendo el proceso gue -se indica a continuacidn.

La secuencia N-periddica [X(k }puede deséomponerse -
en una secuencia N/2-periddica lFl(ij ¥ una secusncia -
N/2-antiperibddica {Gl(k)} [una secuencia {X k)} se dice -
que es M-antiperiddics si X(m) =-X(M+m). BEn donde M y m se

refieren al orden em la secuencia] como sigue

o} ={F 0} + e, () (2-40)
en donde
P} = 1/2{x() + X(k+1/2)}

: (2-41)
{Gl (1{>} 1/2 (X( k) -~ X(k+IJ/2)}

{‘Fl(kj}puede descomponerse ulteriormente en una secuencia

N/4~peribddica y una secuencia N/4-antiperioddica, {Fg(ki} v
{;Gz(k)} respectivamente

{Fl(k)} - {\Fg(k‘)} + iGz(k)} (2-u2)

en donde
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(6,00} = 172 (7@ - P, (lerii/4) ) (2-4%)

Continuando este proceso se puede establecer que una
secuencia li-periddica puéde descomponerse en (n+l) subse -
cuencias.
gn efecto se tTiene
(100} = {700} + {5, (0]

= {Fg(k'}} +{G2(k):} + {Gl(k)}

y asl sucesivamente hasta llegar a

(x0 =m0} B,00)+ (G300 ¢ s (05000 + oy )
(2-44)

en donde

{Fn(k)} es una secuencia l-peribddica

{Gn(k)} - es.una secuencia l-antiperiddica

{Gn_l(kﬁ- eSS una secuencia 2—aﬁtiperi6dica
{Gn_z(kj} 2s una secuencia 4-antiperiddica
etc. Finalmente

{Gl(k)} es una seéuenoia N/2-antiperiddica
En general

{Qn_r(k)} r=0, % ..... , (n-1)

. I . .
es una secuencia 2 -—antiveriddica

Para N = 8 , aplicando (2-44), se tisue

(X0} = {7500} + (6500) + (6,0} + {6q ()

Utilizando en forma rccursiva las ecuaciones (2-40) v

t
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(2-41) se obtiene
(600} = 1/2 (r(e) - x(kes))

(6,00) = 1/4EE) + X(er) - X(k+2) - X(k+6))

{6500} = 1/8{x(x )+x(k+4)+X(k+2)+x(k+6)—£(k+1)-x(k+5)'
_ ~X (4 3) X (k)]

-{FB(R)} = 1/8{X(k)+x(k++)+{(k+9)*X(g+6)+X(k+l)+X(kT5)-

+X(kT5)fz(k+7ﬂ |
(2-45)

Desarrcllando {Gl(k)}, v tomando en cuenta que X(MN+m)

-t

X(m) obtenemos
{ 61030} = 1/2[x(0)-%(®) ,X(1)-X(5) ,7(2)-7(6) , X(3)-X(7) ,
X(4)-X(0),X(5)-X(1) ,X(6)-X(2) , X(7)-X(3)}

si hacemos

1/2[X(0)-X(4)] = (&)
1/2[x(1)-X(5)] = v(5)
1/2[x(2)-X(6) ] = b(6)
1/2[X(3)-X(7)] = v{7)

{&,(3)} = {p#) v(5) B(6) B(?) -b(4) -0 (5) -b(8) -b(7)]

de donde resulta gue {Gl(B)} es L—antiperiddica.’
Utilizando un procedimiento semejante se puede llegar a es
tablecer el siguiecnte conjunto de ecuaciones '

{613} ={p(®) p(5) v(6) v(7) -b(4) -b(5) -b(E) -b(7)}
(6,(3)) ={p(2) B(x -b(2) -b(3) v(2) v(3) -v(2) -d(3)}
(6503} = (1) -b(1) B(1) -p(1) (L) ~B(1) (1) -b (1))
(75(2)} = [0(0) B2 () () B(D) (O) B(0) (D)}  (2-46)

[RGB, ORI
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siendo
b(0) = 1/8[X(O)+X(l)+K(2)+X(3)+XC4)+X(5)+K(6)+X(7)]
- b(L) = 1/8[X(0)-X(1)+X(2)-X(3)+X(4)-X(5)+X(6)~X(7)]

b(2) = l/#[K(O) -X(2) - +X (4) ~-X(&) ]-
v(2) = 140 X)) =X(3)  «X(5)  -x(7)]
b(#) = 1/2[%(0) () (=47
v(5) =.1/20 . x(1) ~X(5) ]
v(6) = 1/2[ X(2) - -x(8) ]
v(7) = 1/2[ %3 XD

Se puede comprovar de (2-46) que{Gl(Bﬁ es 4—antiperiodica,
&}ECBﬂ es.E—antiperiédica,{Ga(Bﬁ' ¢s l--antiperibddica y | -
{FBCBﬂ l-peribdica, como se habia estébleoido.

A partir de (2-47) podemos obtener el diagrama de flujo pa
ra el cdlculo de los elementos de las subsecuencies.lig. —
2-19.

{X(B)} podra entonces expresarse en la forma

b(0)] | b(D) B ()
LI IR IO IO}

i v(2) |
|
!
ORI RIO!]
NN I N
T e
EORRNCH RO
| .
(o) by B! Bs)
|
rb(O): o (1)l RG]

l |
(O 1=b(L) 1-B(x) b7

(2-48)

Se puede comprobar que
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Iter. 1 . Iter. 2 . JIter. 3

X(0) 1/2 b(0)

elem. de F3(3)

-1 1/2 |
elem. de GB(B)

" elem. de G2(3)

Fig. 2-19. Diagrama de flujo para la obtencidn de 1los ele-

mentos b (k) de las (n+1) subsecuencias.

X(0) = b(oj+£(1)+b(2)+b(4)
X(1) = b(Q)-b(l)+b(3)+b(5)
ete,

0O sea la suma de los valores de una misma fila de lés sub-—
secuencias nos da el valor correspondiente de la secusncia
O o :

Se puede verificar por simple inspeccidn gue los vec
tores que forman las 4 subsecusncias son mutuamente O0rtogo

nales entre si, de donde se sigue gue
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} 2 2 2 ERE 2
G = B3+ (3 + ‘Gaxs)i + 6 (3] (2-49)
en donde [.I‘representa el producto de un vector por su -
transpuesto.
0 sea : b(0)
. o
|F5(3)’2 = [B(O) e 5(0) ~ 8 b(0)
| b(0)
. 5 )
65(®| = 8.7
- 3 (2-50)
6,(3)]% = 4 ZpE)
2
|Gl(3)|2 - 2 Tv3(k)
K=y

De las ecuaciones (2-49) y (2-50) se desprende gue la po —

tencia promedioc =s

2 o 2 208 - 3 2 Z 2
1S = 1/83- % (m) = b°(0)+b“(1)+1/2Z b (k) +1/4%_b (k)
oT moe k=2 A=t ,
(2-51)

Si utilizamos las subsecuencias en la formula (2-25) ten -

dremos ‘ :

(B(0)] 11111111 v b2 b))
B(1) 1-1 1-1 1-1 1-1] {0y =b(1) b3} b(5)
B(2) 1 1-1-1.1 1-1-1! |p(a) b(l) -b(2) b6
B(3) 1-1-1 1 1-1-1 1| |[b(0) , -b(1) , -b(3) , b(7)
ey = /8|1 1 1 1-1-1-1-1 |b(054_ b(l)+ b(2)4m—b(4)
B(5) 1-1 1-1-1 1-1 1| b(0) -b(1) 1b(3) -b(5)
B(6) 1 1-1-1-1-1 1 1} [p(0) b(1l) -b(2) -b(6)
[BL7)) 41-1-1 1-1 1 l~lj P(O) -b(1) -b(3) —b(7)/

Multiplicande cada fila de [H(3)] por todas las columnas
de las subsecuencias se obtiene:

B(O) = (0} -
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B(1) = b(l)

B(2) = 1/2[b(2) + b(3)]
B(3) = 1/2[b(2) - b(3)]

Expresando en forma matricial las dos Gltimas ecuaciones -

tenemos
" [B(2) ) b(2)
{3(35 = /2 LHD ]y (3)

Para los 4 coeficientes restantes se obtienen 4 ecuaciones
més, las cuales se pueden reducir a una ecuacidén matricial

de la forma

B(#)| b(w)]
B(5) , b(5)
B(6)| = 1/% [H(2)] b(6)
B(7) : b(7)

Puesto que las matrices [H(l)] v [H(2)] son N-ortogonales

se tiene que

B2(2) + B2(3) = 1/2 [b%(2) + v3(3)]

B2(4) + B2(5) + BE(E) + BA(?) = 1/4 [b7() + b°(5) + b(6)
= + b7(7)]

Si igualamos los cuadrados de las ecuaciones anteriores se

tendra

B2(0) = b=(0)

{

BE(1) = (1)

X 5 (2-52)
2 2
22%;3 (k) = gjjb (k)
N 2 5 2
42 BY(k) = 2_ (k)

K=y : K=y .
2 Y + 7
Sustituyends en Pbr los valores de b“(k) en funcidn de -
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Be(k) tenemos
o P 2 o, = 0
P = BY(0) + B(1) + E:iB (k) + > B (k) (2-53)
=2 =

T pp
P =P 1+ Py Py (2-54)

or o+ P

Entonces PO representa la potencia promedioc contenida en -

P P

12 =2 =3
representan las potencias contenidas en las subsscuencias

{GB(B)},%QE(Bi}y{Gl(B{}respectivamente, siendo%EB(Eﬂ l-an-—
tiperiédica,{@e(ai}2-antiperiédioa y{@l(zj}4-antiperiédi _

la secuencia l—periédica{FB(Bﬂ‘, mientras que P

ca. En general P (r =1, 2, ...., n) Tepresenta la po -
tencia promedio contenida en la subsecuencxa{Gn+j_r(kﬂ, N
esta es la interpretacidn fisica del espectra.

Una interpretacidn adicional del espectro de moten -
cia se obtiene-a partir.de.las lablas.2=9, 2-10, 2-11 gue
dan los valores de freduencia—secueneia de los coeficlen-=
tes de la transformada de Hadeamard, a partir de la defini-
cidn de secuencia dada por Harmuth. Hstas tablags se obtie-'

nen de las %tablas 2-4, 2-5, 2-6.

boeficiente frec-secuencia N = 4
B(Q) 0
B(1) -2
B(2) 1
B(3) 1

Tabla 2-9. Contenido de frecuencia de la TH para N = &4
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.Coeficiente frec-secuencia N =38
B(0O) - 0
B(1) 4
B(2) 2
B(3) 2
B(4) 1
B(5) 3
B(6) 1
LB(7) ' 3

Tabla 2-10. Contenido. de frecuencia de la TH para N = 8

Coeficiente frec—secuencia N = 16

B(0)
B(1)
B(2)
B(3)
B(4)
B(5)
B(6)
B(7)
: B(8)
- B(9)
B(r0)
B>
B(iz)
B(13)
B(r4)
B(ﬁ) ‘ - .5

o

W NN HFWMW OO R D

Tabla 2-11. Contenido de frecuencia de la TH para N = 16

Denotando la frecuencia contenida en un punto espec-

tral P_ por F(Ps),para cuando ¥ = 8 , tabla 2-10, se tiene
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PPy =0
F(P5) =1, 3
F(P,) = 2
F(Py) =1

A partir de la estructura en bloqués diagonales de -

"la matriz de desplazamiento y tomando en cuenta las tablas
”,ama,naﬁlQ v 2-11l, .se puede .establecer en general la .si -
guiente tabla de composicidn de frecuéncia de los (n+l) -

puntos espectrales. Tig, 2-20.

T : - F(Py)=0
L__T_-1|
L — F(P)=N/2
L———Ej;——f—a F(P,) =N/l
i L |
5 4 5 F(Py)=1(N/8),3(1/8)
S .

1 !

! 1

[} i )

, . N/2 b F(P_)=1,3,5,...,0/2-1

!
i
I
1

Fig. 2-20. Esvructura diagonal en bloques de la matriz de
desplazamiento con las frecuencias correspondientes a la —
derecha. Fl ntmero dentro del cuadrado indica el orden del

blogue diagonal correspondiente.

De la observacidbn del cuadro anterior y de las ta -

blas .2-4, 2-5 y Z-6 se pueden extraer las siguientes con -
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clusiocnes:

S6lo PU ¥y P- corresponden a frecuencias individuales,

P, contiene dos veces las frecuencia N/4 [para Sal(W/4,0)
v Cal(N/4,0)]. |

A Los resvantes grupos contienen una fundamental y una
serie de arménicos impares relativos a esta fundamental .Bn
cada frecuerncia.se tiene una funcidn Sal y .otra Cal. El.al

timo grupo Pn contiene la frecuencia 1 y todos sus armdéni-

cos impares hasta (/2 -1) [24].

2.1l Espectro ae fase de la TH

" Por su mayor simplicidad comencemos definiendo lo -
gue es el espectro de fase de la transformada discreta de
Fourier de una secuencia N-periddica. El espectro de fase

-

de la TDF para una secuencia N-periotdica se define como

W (K) = tan™ (T(k)/R(K)) (2-55)
_ k=0, 1, .....,N-1
en donde R(k) e I(k) son'respectivamente las partes real e
imaginaria de los coeficientes C(k) de la TDF. CGeométrica-
mentelp(k) representa la orientacidn de la amplitud del -
punto espectral fC(kﬂ con respecto al eje real que se asu—

me como refereucia. Fig. 2-21.



Im Ic (k)|
ey
; Re

3

(k)
R{(k)

Fig. 2-21. Interpretacidén geométrica del espectro de fase
d= la TDF.

Il espectro de fese esté‘dadO'también'pdr

W) = cos MR /1CD]) T k= 0,1,....,(N=1) (2-56)

¥y tiene las sigvrientes caracteristicas:

1)\#(k) representa la crientacidbén del pﬁnto espectral C(k)
éon respecto -al eje real Qué es el eje de referencia.
2)1y(k) caracteriza el desplazamiento ciclico de la.secueg

cia N-periddica de datos.
3)1y(k) es invariante respecto de la amplificacidén o ate-
nuaciodn de la secuencia de davos.

Nos proponemos desarrollar aqui un espectro de fase
de la TH que tenge caracteristicas andlogas al descrito -
de la TDE. |
| Para esto uwtilizaremos la técnica de descomposicidn
en subsecuencias anteriormente descrita. Ademéas necesita -
mos una expresidn para la potencia promedio de dos secﬁen—

cias N-peribddicas.
2.11. a) Potencia promedio de dcs secuencias N-periddicas

Sean las secuencias N-peribddicas {xl(n)} v izé(nﬂ. -
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" gque representan los valores de musstreo del voltaje y cor-
riente de la senal respectivamente.
Entonces la potencia promedio correspondiente se define co
mo
A=

P = U/ DG @@ = 10 2 X (D%G) (2-57)
en donde [Xl(n)]T[Xg(n)] es el producto internc (=scalar)
de los vechores [Xiﬁﬁ)]~y [Xéﬁm)].

De 1oé principios generales del analisis vectorial -
sabemos gue el producto escalar de dos vectores N-dimensio

nales se define como 4
— — - T -
X X, = [ (17X = ‘X1@| X,(0)| cos € =
Aed
2; LG (2-58)
en donde|. |indica la norma (magnitud) del vector.

Entonces Ppr quedari en la forma

P = /N[ @)[Ey(n)cos & = 1/m X (). m  (2-59
de donde .
cos 8 = (% (n).Xy(m) /1%y ()] [X5(n)  (2+60)

8 = cos_l[(iz(n).E;(n))/|Xl(n)

6 es el angulo entre los dos vectores N-dimensionales
[Xl ] ¥ [Xg(n) ] ‘.

Como se ha hecho para las anteriores demostracicnes, .
en el desarrollo del espectro de fase elegiremos en caso -

L=

cuando N = SJM
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Hemos visto gque una secuencia X(n) puede descompo -
nerse en 4 subsecuencias éomo se indica a continuaciorp.
(x(3) = {753} +{e5(3)} + {6,03)] + {61 (3)

Consideremos dos secuencias B-peribdicas cada una de las -
cuales se ha descompuesto en las 4 subsecuencias indicadas.
'Si deseamos obtener la potencia promedio de estas dos se -
~ceuencias vendremos o

Py = 1/8 (LI x,(5)] = 1/8 2% (DTp(3)
Utilizando las subsecuencias ‘

1) -
- 1/8 [{F N {G e KGa(E)} +LC{T (3) 3
[ (s ’”{"’5(5)} e + (&) ]

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de las subsecuencias —

pr

les finicos productes gue no se anulan'son los indicados en
(2-582) . _ _

' @)y @) }{ )H}
- 1/8 {F <3>}{ “(5)) + {GB@){J (30} + {G ()G (3] +

N1 (o6

pr

Expandiendo las subsecuencias se obtlene :

P = ¥0¥0) + ¥0EhD) + 1/2§E i)+
T =2

1/4Zb (LR - (2-63)
en donde los fﬂctores b)(k) ()(k) son los elementos de -

las subsecuencias de {Xl(g) y{X2(5ﬂ respectivamente.

Para {Xl(B)] = {K2(5W} Y(jj} (2-63) se transforma en .
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P, = %o)+b%1>+1ﬂxib%x>+1ﬂnzb%k>
K=y :

Te (2-37) 3 (2-52) se sigue gue

P, = b°(0) = BZ(0)
P, = (1) = B(L)
o-64
P, = 1/2 5 2(x) = 25132(k> (2-6%)
k;z fg,
-ﬂ@5u=ﬂﬁ4§:h2@@‘= 5B
. K=y K=y

2,11 b) Obtencidén del espectro de fase de la TH

Para obtener el espectro de fase es necesario defi -
nir un vector de referencia apropiado. Sea {X2(5)} el'veg
tor de referencia. Ta potencia promedio de {X(Bj}yaxg(%ﬂ
es

{2)
P or = (0D (0} + b)) + 1/2§7_b(k)b (k) +
1/4Z:fb( vy . (2-65)

Para mayor simplicidad escogemos como vector de referencia
{XE(Bﬂ aguel en gue los valores b (k), kX = 1,2, ..., 7 ,
se definen como sigue _ -

0y = B = B2 = ¥ -2

57(5) = 8(5) = 37(6) = 3D

Como consecuencia de la asuncidn hecha Ppr gqueda en la -

it

0

1t
It

forma
F o= b(0) + b(1) + 1/2 b(2) + 1/4 b(4) . (2-66)
pr )
Si usamos (2-44) v (2-58) la expresidn para la potencia -

promedio de {X(})] y‘{Xg(Bﬂ queda en la forma
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. (1) ] (2)
Ppr - 1/8 [|Eé(5)‘E?(5)[cos eo+|G5(5)HG5(5)|COS 6+
[62(3)[65(3)| cos 8, +[6y ()[[67(3)] cos €]

(2-67)
igualando componentes en (2-66) y (2-67) +tenemos

b(0) = 1/8 [lFBCB)HF;(B)I cos Og]

(1) = 1/8 [ [o5(3)|[e5(3)| cos 6]

A/2 0(2) o= 1/8 [ |65(5)| 165(3)| cos 8,5] (2-68)
1/4 b(4) = 1/8 [|e1(3)][6](3)] cos 8]
de donde |
cos 85 = [8 b(O)]/‘FB(B)HF;)@)I
cos &) = (8 0(1)]/]6,(M65(3)]
' (2-69)

cos 8, = [4 5(21/]6,(3)|[65(3)]
cos 8, = [2 B(#)1/ |6, (3)|le, (3))

Anteriormente hemos obteﬁido los valores
2 2
7,3 =8 (0

65 (3)° = 8 (1)

c2(3)° = & ki_bg(k)’
2y 2 2
e, (30 = ek%b (k)

siguiendo el mismo procedimiento se obtiene

()

F5(33° = 8

(2)

G 2 _
'UB(B)I = 8

(1)
|G2(3)I2- = 4
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Sustituyendo estoc valores .en -(2-69) obtenemos

cos 90 = EﬁEZL
h (0]
cos 91 = bil)
o (1) ( )
2-70
.05 B4, = 4-3_(_?2__ i
= Sy
k=2
b(4)
cos O - ~
5 = NNV,
(k:rfb(k))

- Con refercncia a las Gltimas formulas se pueden hacer las

siguientes obssrvaciones:

1) - Los wvalores cde cos 89 ¥ cos 8, son iguales a t1 . Los -
valores de |cos Sj‘(j - 2,3) son menores gue 1

2) Los valores de 8. son los valores de los éangulos entre
{F3<5¥’{Gj<53 , J = i, 2, 3, y vn conjunto de vectores
de referencia{?@k})},{G%k}j}respectivamente.

%) Bl valor de cos ei és un invariante ch respecto a cual
quier posible amplificacidn de {X(Bﬁ»por un numero reél.

i O sea los aloxes de cos ei no cambian si la secuencia

de datos es amplificada ¢ atenuada.

4) Puesto que tenemos un punto espectral para cada una de
las subsecuencias, se sigue de lo anteriormente dicho -
que Gi en (2~70) representa la orientacidn del punto es

pectral Pi con respecto a los vectores de rTeferencia.

O sea 80 representa la orisntacidn de PO con respecto a
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1) - )
[F%(B)]T ~f1 11111 1 1]
8, 1la orientacidn de P, con respecto a -
[G?(B)]T ~[1-1 1-1 1-1 1-1]

8, la orientaciodn de P, con respecto a

12)

[65(31T =1 0-1 0 1 0-1 0]
95 la orientacion de Py con respecto a
[¢5(31T =1 0 0 0-1 0 0 0]

De lo dicho se desprende que ei representa.una cantidad
analoga aly(k) en (2-55) v por lo mismo se justifica -
su denominacién'de'esbectro e faze de la TH.
Es mis ventajoso expresar ellespectro de fase en fun
cidén de los coeficientes B(k) -y de los puntos espectrales .

éi . Tomando en cuenta (2-64) y (2-7C) obtenemos

B (;@') ’
cos B = —-%—
(9] ]
P
0
CcCCS 61 = i;i?
1
a ' .
F(aq ' b(2)
B(5> = 1/2 [H(l)] b(B)

premultiblicando ambos miembros por [H(1)] se obtiene

F(zw {B(E)
b(B) = [H(l)] B(B)
de donde

b(2) = B(2) + B(3)

Tgualmente se demuestra que



()

b(4)

b(5) B(5)
by = DIz

b(7) B(7)
de donde

b(4) = B(4) + B(5) + B(6) + B(?)
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(2-71)

Estas formulas pueden generalizarse para obtener

entonces
3
PPI10:9)
cos O = A
c (2 P2)1/2
o
e
cos B, = =R
37 G pnl/?
' 3
en resumen
| B(0)
cos 68 -
° 1/2
Po
B(1)
cos 6. =
1 Pll/2
3
e 2, B(x).
cos _
c 2 P2)1/2
p
cOos -
' ? (4 PY+/2
3
3(0) |
cos O, = ‘
0 1/2
o
2%y
g B ()
cos O .
s (2_,\ 1PS)1/2

(2-72)
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En sintesis se pueden hacer las siguientes observaciones -

generales:

'l_)

2)

3)

El concepto de fase se define para un grupo de frecuen-—
cias cuya composicidén es la misma gue la del espectro —
de rotencia. Esto contrasta con él espectro de fase de

la TDRF que se define para frecuencias individuales.

Los valores de cos es_an (2-72) son invariantes respec-—
to a cualquier amplificacidn o atenuacidn de la secuen-
cia N-peribddica. En esto la TH y la TDF coinciden.

Bl espectro de fase de 1a TDF caracteriza el desplaza -
miento en una secuencia N~ﬁeri6dica . Bn forma similar

los valoras cos 98 an (2--72) caracterizan el desplaza -
miento en una sacuencia R-periddica. Exceptuado el va —
lor de cos 66 que es l-periddico, los valores de cos es
son ES_l—antiperiédicos respecto a desplarmamientos ci .-
clicos de la secuencia, como se demuestra a conbtinua -
cibn. R .

Como se ha hecho para las demostraciones anterio-
res se elegirad el caso cuando N = 8 . Para la demostra-
cidn se utilizara un prccedimiento grafico.

Sea la curva de la fig. 2-22 con sus 8 muestras.

De acuerdo al concepto de désplazamiehto ciclico, un -
desplazamiento ciclico unitario consistirad en despla
zar todo el conjunto de muestras un lugar hacia la dere

cha (o hacia la izguierda), pasando la muestra del ex -
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x(t)

1 X(O)X(ljx(z‘X(B\K(LPX(EIX(G,JX(?: Muestras

2 x e [ ko
3+'—+—+—+—k_lcosei
* +%_/+%/"%k2c'oseg
5 |+ ¢g§ZL2§§/j:2 . ///1E225:24f ., con o,

Fig. 2~-22. Gréfico utilizado para ilustrar la variacidn -
de cos es con el desplazamiento
tremo derecho (o izquierdo) a ocupar el recuzdro vacio
dejado por la muestra.del extremo izquierdc (o dere -~

cho), como se indica en las figs. 2-23%, 2-24,

X(?)X(OﬂX<1JX<2>X<3,X<4 X(5JX(6J

Fig. 2-23. Desplazamiento ciclico unitarin nacia la dere-

cha.,

J

x (s (s x (e x (7] o]

Fig. 2-24. Desplazamiento ciclico unitario hacia la iz -~

quierda.
Suponemos gue las muestras se desplazaas en csta forma,

permaneciendo siempre dentro de los recuadros de la -
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fig. 2-22. '
Si examinamos las fdérmulas (2-73) (ver mds adelante) 7
el diagrama de flujo de la fig. 2-11 comprobaremos gue
el valor de cos OO es igual al sumatorio de las & mues
tras multiplicaiq por una constaﬁte. El valor de cos 61
es igual al sumatorio de las 8 muestras afectadas al -
ternativamente pox signo positivo y negativo, y multi -
plicado por una constante. El valor de cos 62 es igual
al sumatorio de las muestras de los recuadros primero ,
tercero, quinio y séptimo afectadas alternativamente -
por signos + y o,y mul%iplicadow por una constante. i~
nalmente el valor de cos 95'es igual a la diferencia de
las muestras de los recuadros primero y gquinto, en ese
orden, multipiicadas 'por una constante.

Esto se insinfia en la fig. 2-22: el valor de k_ cos S
es igual al sumatorio de las muestras de la fila supe -
rior afectadas por el signo de los recuadros de la fila
a la izquierda Gel valor del coseno correspondiente.las
muestras ubicadas sobre recuadros sin signo no intervie
nen en el sumatorio.

Como consecuenciade lo expuesto se tendran los sigulen-
tes resultados:.

Cos 90 es l—yeriédico, 0 sea es idéntico para cualguier
valor de desplazamiento. Ademis es proporcional a la -

componente continua de la onda muestreada. El signo de
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cos GO es idéntico al de la componente cortinua de la -
onda.

Cos 91 es l-antiperiddico pues al producirse un despla-
zamiento unitario las muestras que estaban en recuadros
con signo + pasarén a ocupar 1los recuadnros con Signo -
y viceversa , y se tendrd un cambio de signo en el va -
lor .de cos 61 .

Cos 8, es 2-antiperibdico pues deberén vroducirse 2 des
plazamientos en uh mismo sentido para gne las muestras
gue originalmente ocupaban recuadros con signo + pasen
a ocupar recuadros con signo - y viceversa. El valof -
de cos 62 se repefiré con signo cambiado cada 2 despla-
zamientos.

Por Gltimo cos 95 es 4—antiperiddice pues se necesita —~
Tén 4 desplazamientos en un mismo sentido para que haya
un intercambio en los sighos de las muestras cuya dife—
rencia multiplicada por una constante es igual a cos 95.
Bste valor se repetiréd con signo cambiado cada cuatro -
desplazamientos.‘

Para dar una idea mas clara de lo que és la periodici -
da y antiperiodicidad damos a continuacidén una represen
tacibén grafica de la ¥variacidn (hipotética) del valor -
de estos puntos espectrales en funcidn del desplazamien
to. Figs. 2-25 a 2-28. ”

4) Un punbto del espectro 22 fase de la TDF representa la o
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Desplazamiento

o i 2z 3 ¥ . 5 $ r F
Fig. 2-25. l-périocdicidad de cos 90

cO0S 61

3 * 3 x

e e — S L Desrlazamient
P Z 3 7 - - 5 ; ~Desplazamiento
: 4 .

Fig. 2-26. l-antiperiodicidad de cos 6,

cCS 92

r : T : ‘ : — Decplazamiento

Mg. 2-27. 2-antiperiodicidad de cos 62
cOoS 65

- p — Despliazamiento

Fig. 2~28. 4—antiperiocdicidad de cos 85

rientacidn des punto espectral de potencia correspon -
diente con respecto al ejie real en un espacio de 2 di -
mensiones. Igualmente los valores es en {2-72) represen

tan el angulo entre la .epresentacidn vectorial de la -
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secuencia [Gn_rf(n)] 2" -antiperiddica en un espacio N-

dimensional y un vector de referencia [Gn r(n)].Siendo
~ T . :

(6, (@]} =[10....0-10....0] . Bn donde -1 es 1a

r s 3 '

componente (2 +1)~ésima.

Los wvalores obtenidos son relativos al vector &2 refe ~

rencia elegido, y,por lo mismo, son hasta cierto punto

arbitrarios. Si nuestra elecciodon hubiera sido Aistinta,

cambiarian los valores, pero los principios de deduc -

cidn serian los mismos.

2,11 ¢) Computacibdn del espectro de fase

Si

~Hemos obtenido anteriormente el siguiente conjanto -

» ecuaciones.
- 1/8° x,5(0) = B%(0)
- 1/8° Xf(l) - B3(D)
3 3
- 2/8° Zx,2(x) = 5B
K=2. ' k=2
¢_
- 4/8° 11,200 = 2 BP0
kzy K=y
premultiplicamos los dos miembros de la segunda ecua -

cibn (2-28) v de la segunda ecuacidén (2-27) por [H(1)] ¥

[H(2)] respectivamente, obtenemos

2/8

J

X,(2) ] [B(g)
w3 = D ges)
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X1(4)1 B(s)
X, () B(6)
X, (7) B(?)}
de donde
3 .
B(2) + B(3) = >_B(k) = 2/8 X,(2)

k=2
igualmente

2
> Blk) = 4/8 X, (4)
£y 1
Sustituyendo estos valores y los dados por la ecuacién -~
(2-38) en (2-71) se tiene
0
X5(0)

1/2
0

COS 90 -
8P

Xz(1)

8 P11/2
- (2-73)
VZ x,(2)

1/2
2

cos 81 =

cOsS 62 -
8P
2 X (4

1/2
8 Py

A partir de estas Ultimas ecuaciones obtenemos el diagrama -

cos 95 =

de flujo para la compubtacidn del espectro de fase. Fig. -

2-29.

De este diagrama se concluye Que se Treguieren aproxl
madamente NlogEN operaciones para obtener los 2(log2N+l) -

puntos espectrales de potencia y de fase,



%(0)

x(1)

x(7)

Fig.

2 _ pif %8 cos ©
T X(1) - 10 - Y M 1
~ 595 7T T lmoor )

2/8

cos 8

3

N
Notacion

ii:libr_h_ A/B

2-29, Diagrama de flujo para la computacidﬁ del espectro de fase (y de potencia)
de la TH. N =8 ’

= ST -
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T,a expresidn general para (2-77) es

X, (0)
cos B, = 5 /3
] N P01/2
(s-1)/2 s—1 (2=7)
e ) Xn¢l—s(25— )
cCOS 98 = - ’
N’Psl/g
s =1, 2, ! [25]
2.12 .La transformada de Hadaward moodificada

Hemos visto en el na@itulo 1 la férmula pera la ob
tencibén de la transformeda generalizada modificada. La he-
mos utilizado para la obtencidon de la TH modificada para ~A
N=8.5n esté punto Unicamente afiadiremos algunas consi-
deracionss sobre el especiro de petencia ¥ la matriz de -~
desplazamiento de la TH modificada.

Paré N = 8 la matriz de transformacidén de la TH modi

ficada tiene la forma

1 1 1 1 1 1 1 1

1 -1 1-1 1 -1 1 -1

1 1 -1-1 1 1 -1 -1

1-1-1 1 1-1-1 1
[ME(%)] =

V2 o V2 0 -V2 0 -V2 O

0O V2O V3O —V3 0 -V3
V2 0 V2 0 -V2 0 V2 O
0 V20 V20 V2o VZ

de flujo se da en la fig. 1-24.

X(2-0)}

El diagrama

Sea {XQ%5)] = (X)) x(n
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la secuencia {X(Bﬂi'desplazada a la izquierdaﬂ‘posiciones.
si £ = 1 )
(1) o, o
[X (3] = [s (3)][x(3)] (2-75)
, 1) s
la definicionde [87(3)] se da en (2-31)

)
La transformada modificada de [XH(B)] es

(BN (3)] = 1/8 [m1(3)]1[8™(3)1[%(3)]

aNS;guiendo,un,pEQcaso.anél)gqﬂalquﬁilizado\auteriprmenterg

tenemos

Bu(3)] = [4M(3)][BM(3) ] . (2-76)

en donde

()] = 1/8 [m() 1873 I[M(B)]  (2-77) (matriz de

desplazamiento)

La evaluacidn de [AM(3)] nos da

" |
-1
0 -1
1 0
[AM(3)] = O 1 0 0
0 0-1 O
0 0 0 1
1 0 0 O

Para un nﬁevo desplazamiento de {X(Bﬁ hacie la izquierda -
tendremos : |

[17(3)] = [21(3)]12[BM(3) ] - (2-78)

¥ en general

[Bﬁlka)] = [AM(B)]IEBM(B)] (2-79)



" Desarrollando (2-79)

obtenemos
BH0) = BM(O)
(1) [}
BM (1) = (-1)"BM(1)
(Bﬁwk2)J , ([BM(2)]
Bl 1) BN (4)]
_BMMQB) , 7IBM(5)
BkaG) = [DM(2)] B (6)
3M“k7). BH(7)
en donde ’
0 -1
[(pM(1) ] = 1 o
(o 1 0 O©
0 0-1 O
(2] = |5 o 0 1
1 0 0 O
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(2-80)

Puesto que tanto [DM(1)] como [DM(2)] son ortogonales, de

(2-80) se obtienen las siguientes eguivelencias

(£)
BM 2(0) .=
)
BM (1) =
(£}
ST e 2 ()
k=2

. z
p 1203

BMS(0) = Pyo
2
BM(1) = Py
3 5
- 2; ( ) = Pro
- 2
= %; (k) = P

(2-81)

0O sea se tiene el mismo namero de puntos espectrales para

ia TH y para la TH modificada, lo cual debe atribuirse a -

la analogia de la estructura diagomnal en bloques de las ma

trices de desplazamiento [A(3)] v [AM(3) ] .
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Del diagrama de flujo obtenemos
BM(0) = 1/8 XECO)
BM(1) = 1/8 }%(1)'

BM(2) X,(2) |
X, (3)

Br(3)|= 1/8 LE(1)] (2-82)

BM(4) 1 0 1 O (s
BM(5) O L0 AR ()
BM(s)| = /811 o0 -1 o %, (6)
[BM(7) [O 1 0 -1, (7)
Je las ecuaciones (2-82) ¥ tomando en cuenta (2-81) obtene
mos ) |
L I
Pro = BMZ(0) = 1/8 132(0) - 2,
Py = BM2(1) = 1/8° Xf(l) - Py
3 9] . 2 3 2 (2"85>
i TV LT c
Pyp = (}EBM (x) = 2/8 EXE (x) = Py
P, = ‘fBMg(k) - /82 3 X201 = P
M3 7 iy ' B k:z/l T3

O sea los espectros de potencia de la TH y de la TH modifi
cada son idénticos. De (2-83) se desprende gque el diagrama
de flujo para la obtencidn del espectro de potencia de 1la

TH modificada es idéntico al de la TH. Fig. 2-18.

2.1% La transformada de Hadamard multidimensional

2.13 a) Definicidn
Igual que la TDF la TH puede extenderse a cualquier

nameroc de dimensiones. La transformada r-dimensiomnal se de



fine como Y

[

r
N~-7 Nr_' 1 . Z<Xj auj>
B(ul, .....,ur) = Z:ﬂ,____i%f(xl, ....,xr)(—l)TJ
=0 Xrzo
(2-84)

en donde B(ul,....,ur) representa los coeficientes de la -
transformada

f(xﬁ,,dﬂf.wzi) Son los datos .le entrada

Ae-7 '
X 05> = gxi(m) uy (m) (2-85)
U.i, Xiz O, l, .....9Ni—l

i:l, 2, v er ey 1
K. = logil.
i 8oM4
los términos ui(m) ¥ xi(m) son las representaciones bina-—
rias de u; ¥ X5 regpectivamente., o .Sea

u

i dec = [ui(ki—l) uiCKi—2>"'°“‘ui(l) ui(ODJbinario

Al tratar de la aplicacidn de la TH a la codificacidn de i

mégenes, veremos como se explicita esta foérmula para el ca

So en que T = 2 .

2.1% b) Transformada inversa

f(xl, ..... ’Xi) puede recuperarse en forma Unica con ayuda
de la transformada inversa, esto &s -
Ml gt S ey x>
Ty yeeu, ) = 1/82 .. .2 Blug,..,u) (=177
1 T V=g Ur=o 1 x
(2-88)

en donde
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W= TN, (2-87)
i=1
2.1% ¢) Espectro de potencia

La extensibdn del espectro de potencia unidimensional

de la TH al caso multidimensional conduce a la siguiecte -

formula
Z .
£l 2?5/2
(g 'QP.(‘ZI § e ey ,.zr> ‘i 2-er_f l.",{'Z.LB'-I\:Q.U.I"' € &ty ,'U.II ) - (‘2".‘88’\
Ul" . Ur:2 r

en donde
Zi=O7 l, .;‘.',ki
Puesto que para cada dimensidn se tienen (ki+l) nuntos pa-—

ra T dimensiones se tendran
Tr

7T =+ k;) puntos
t=1

2:1% d) Composicidn de frecguencia
Lz composicidn de frecuencia del espectro de poten —.

cla céﬁsta de todas las comﬁinaciones posinles de grupos -

de frecuencizs basadas en la estructura de armbdnicos impa-

res en cadé dimensidn. |

| ‘ Para lé dimensidn i-ésima la agrupacidn es de la for

ma: |

0

Ni/2

Ni/4

1(N,/8), 3(N,/8)
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Como un ejemplo para una transformacidn tridimensio-

nal se tienen los siguientes grupos en cada dimensidn

N, = 16 N, = 32 N; = 64

0 0 0

8 15 ' 32

4 8 16

2,6 4,12 . 8,24
AP 55 P8/ AR PRI OP R v 512,520,028

1,5,5,7,9,11,13,15 2,6,10314,18,22,26,50
{1,3;5,7,9,11,15,15,17,19,
21,2%,25,27.29,31

Bl nimero total de puntrs espectrales seri

2
TT@ 45 )
L=

siendo
Akl %44
k2 =5
k3 = 6

" Wamero total de puntos espectrales:
5x6x 7 = 210
El espectro de potencia‘definido en (2-88) es inva-
.riante respecto a desplazamientos ciclicos de los datos -

en-cualguiera de las dimensiones.
2.1% e) Teorema de Parseval

Bl teorema de Parseval tiene vigencia también para -

la TH multidimensional ¥y se expresa en la forma
M=/ AN~/ > N~/ Nr=! 5
1/N> > £(xy e eyx)) =2 L 2 B0y, eeu) (2-89)

X;zo Xr=0 U;so ur:a

[ea] p. 233 y [26] .
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Capitulo 3
RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA DB WALSH Y LA DE HAAR
3.1 Definicién

Igual que la transformada de Hadamard la transforma-
da de Haar se define como
[am] = 2/m [5 () J[X(0) ]
~-en-donde
[X(n)]m = [X(0) (1) «.....XW-1)] es.la‘representécién -
vectorial de la secuencia {X(n)] |
[ALn)]T = [40) 401) ......A(-1)] es el vector transforma
Ge. Tos elementos A(k), kX = O, 1, ....,N-1 , se denominan
-coeficientes de la transformada de Haar.

[Ha(n)] es la matriz de transformacidn. En la fig.3-1 se
tlene una matriz de BHaar de orden 8.

Como se‘veré en la exposicidn que sigue, existe nota
ble similitud entre la transformada de Walsh y'la Haar.Por
otra parte como se desprendera de la factorizacidn de -
[Ha{n)] v del diagrama de flujo correspondiente, la trans—
formeda de Haar exigé menos operaciones aritméticas para -~
su computacibébn. Por estas razones oreemos.oportuno anali -
zar las relaciones existentes entre estas aos clases de -
transformadas. Tanto la transformada de Walsh como la de -
Haar se operan con el concurso de matrices ortogonales y -
cuadrdticas [Hﬁ(n}] ¥ [Ha(n)] de orden 2% cuyas filas son,

funciones de Walsh v de Haar respectivamente.
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De las. funciones de Walsh hemos hablado en el capitu
le 2. Para las funciones de Haar se puede consultar . A -
lexits,"Convergence Problems of Orthogonal series”, New -
York, Pergamon, 1961, pp. 46-62.

Vamos a demostrar que existeﬁ relaciones simples en-
~tre las submatrices de Haar y de Walsh. Estas submatrices
sz obtienen Dor particidn de matrices de las matrices -
[Ha(n)] v [Hg(n)],respectivamente, en (n+l) matrices rec-
tangulares [MHa(n)k] v [MHw(n)k] de dimensiopnes 25 Tx 2B _
(k = 1,....,n). Las matrices y submatrices, para n = 3, se

muestran en la fig. %-1

ll'}—’

1 [vE, (3),]
-1} [MH (9) ]

|
SRl

(1.
1
V2

funciones de

1

OOO[\)O&I—’}—'
OO[\)OO&J—’I—’

1
-1
0
V2

0
0
0
2

OF\JOO('O

0
2
Haar : . 0
O
0

LI
O O O O

0
O .
0 [MHa(EDB]
-2

~

1
-1
@)
/2 V2
0
0
-2
0
Matriz de Haar de orden 8
1
-1
-1
1
-1
1
1
-1

1 1 1 1 1 11} [(ME (3),]
1 1 1 1-1 -1 1j} [NH (3) ]
101 -L -1 -1 1
1 o1-1-1 1 1-1-1) [ME,()]
funciones de <l -1 -1 1 1 11
Walsh 1 -1-1 1-1 1 -1
1 -1 1.1 -1 1-1 1 ME (3]
1 -1 1-1 1 1 -1

~—

Matriz de Walsh de orden &

Tig. 3-1. Matrices de Haar y de Welsh y su particién en -
submatrices.
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3.2 Relaciones basicas

La relacidn que existe entre las submatrices -

[MHa(n)k] ¥y [MHw(n)k] e la siguiente:

LV 8 (- 3) 1TE, (1) T ME () ] (3-1)

[Mﬂw(n)k]

en dond> [Hw(k—l)] es la matriz de Walsh de orden 25 < ¥y

[8(ke=1)] es la-siguieute mobtriz de- permubaciénede rorden -

2k—1

[S.(k—l) ] = . (5_,2)'

=2
O

1

La relacidn inversa se obtieneza:pantmr‘devla Lormu—~
la (3-1) teniendo en cuenta que tanto [S(k-1)] como -
[Hﬁ(k-l)] son simétricas y ortogonales.

En efecto si premulliplicamos ambos miembros de (3-1) por
[Hﬁ(k—l)][S(k—l)] obtenemos

21:-1/ Bk“l[ T(k-1) ] [MHa(k—l)k]

[H&(k—l)][S(k—l)][MHﬁ(k—l)k] =
de'donde

tMHa(k-l)k] = l/V2k_l[Hw(k—l)][S(k—l)][MHﬁ(k—l)k] (3-3)

3.3 Definiciones recursivas de las submatrices de Haar ¥y

de Vialsh

f . I
Tefinimos en primer lugar los operadores. H, W, W que



eplicados a una mabriz 'M] de orden mxp generan las si -

-

gulentes matrices de orden 2mx2p.

Uperador H

T (3-4)

[a({MD ] = ) [O]]

(o] [H]
Operadores™W y”WI

vt Cha CrargiiFa K Ve s ».....‘,/.;;f&ﬁ)':-f&:e-;. b Ml-wscameenplaza cecon .2 ~Filas
; {

L | |
, para W N para W
L L
en donde
L = (al,...,am, signo de (alxam)x(al,a.‘..,am)) (3-5)

L= (al,...,am, signo de (malxam)x(al,.‘..,am)) (3-6)

Usando sstos operadores es posible demostrar gue

(M, (2),] = V2 [H((ME, (s-1), ;1)) (3-7)
k=1,2,,..,n

(MH (n), ] = DW([ME (u-1)y ;3] (3-8)
o= 1,2,..., n

Y globalmente para las matrices de Walsh se tiene

[Ey (0] = BW([Ey(a-1)])] _ (39
Estas férmulas se clarifican con los siguientes*ejémploé
Sean dadas las matrices
1 1 1 1 }[MHE(2)]
_ 1 -1 -1 | HMHz(2)1]
1= |z 0 o It

- ME
0 0 VZ-V3)| lha(e).gj

VWM, LRt e, e T -
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S 100 (THD T = TrC8(a-1) 1[0 (3-11) s

Ejemplo
Sea
0 0 O 1}
' 0 0 1 G
.
[U(m)] = O l O O
1 0 0 ¢
1 1
M] = 11
o 0 o 1]
O 0 1 O 1 1 , o 1 (1 1
Wy _op = ( )
0 1 0 O 1 _1ﬂ}'- L A1 ol |1 -1
1 0 o o '
(o 0 0 1] f1 1 1 1
0O 0 1 0o |1 1 -1 -1 1 -1
O 1 0 0 |1-1-1 1 = ' (1 1)
1 0o 0o o [1-1 1 -1

de donde se obtiene la identidad
(1 -1 1 -1] (1-1 -1

1'-1 -1 1] [1-1-1 1
101 -1-1%1 1-1-1
11 1 1 (101 1 1

Sea [M] ={mij} una matriz (mxp), [(N] una matriz (pxa), ¥
[P] = [M][N] ={Pij} una matriz (mxq)
Se dice que la mutriz @roducto [B] es signo~-invarian

te (signo-contravariante) sirﬁéra todo 1 el producto -
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(pilx piq) tiene el mismo (opuesto) signo que (milx mip).
intonces

si [P] es signo-invariante

W(MDIBE(ND] = WPD] (3-12)
si [P] es signo-contravariante _
P (M) JLECND) T = FW((R])] (313
Sea

1 q
[I-'I] = l "'lJ
5

2 -2 0 O
[Nq = lc o 2 *2(
entonces

2 -2 2 -2

[(p] = [(M](w] = [2 5 .2 >

vara [M] vy [P] se tiene que ’miIX'mig'ﬁiene'signD opuesto
& Py3X Pyo (i = 1,2).
Luego [P] = [Hw(l)][MHa(2)2] . es signo contravariante
Entonces debe tenerse también que
(B, (D ITE(ME,(3) D] = [0 (ED]) = B ([E, ()]

| [ME, (3) 5])]
lo cual es facil comprobar. |

Con estos elementos podemés proceder a }a demostra -

cidn de (3-1),

Asumiendo que (3-") es verdadero para el orden (n-1) tene-

moes

[ME, (0-1),.) = 1/V257 (8 (e-2) J[E, (k-1) J[ME, (n-1), ] (3-1%)
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k = 1,2, ..»u.(l’l"‘l) g
Aplicamos el operador W a ambos miembros de (3-14)

(w([ME (n-1),1)] = 1/\/21“‘1[“\'!([8(1{—1)][E{Sk—l)][MHa(n—Dk])]

Utilizando (3-8) para el miembro de la izquierda y (3-11)

para el miembro de la derecha se tiene

o o -1
[I‘Ew(n)k-Fl] = [S(k>]ﬁ"]'([Hw(k"‘ID][NHa(n"'l)k])](l/ 2 )
Se ha comprobado anteriocrmente que el producto:
[Hﬁ(kul}][MHa(n)k] es signo-contravariante. Entonces utili
zando (3-13)

- -1 N
(M, (m), 1] = 1/V25 708 () JW (LR, (e-1) 1) ] [HCLME, (n-1), 1) ]

Tomandn en cuenta (3-7) ¥ (3;9) tenemos

(M, (1)) = V258G IE () IME (), ] (3-1)

Asi se ha obtenido (3-1) para kx = 2,3, ...,n. Puesto que -
. (3-1) es obvic para k =i (ILas dos primeras filas de las 2
métrices son iguales), se tiene la prueba coﬁpleta de (3-1)
v en counsecuencia de (3~§)

Ljemplo:

Vefificar que ‘

[, (2) 5] = 1/V2 [8(1) 1[5, (1) ] [ME,(2) ;]

0 1}[1 1][V§—V§ 0O 0
1/V§(1 ol1 -1)lo o vz-Z

1 -1-1 1
1-1 1-1

aque es efcctivamente el valor de [MH@(2)2]

i

U

)
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3.4 Aplicacidén a los elementos transformados

.Las relaciones matricialés (3=-1) v (3-3) implican a
su vez reluciones entre los vectores transformados [A(n) ]
v [B(n)]. on donde [A(n)] es =21 vecbor transformado en el
dominio de Haar.

Para un vecthtor [X(3)] se tiene

B(O) 1 1 2 1 1 1 1 1][x(0)
B(1) ‘1 1 1. 1 -1 -1 -1 -1 [X(1)
B(2) |1 1-1-1-1-1 1 1] |X(2
B(®)| LI 1-1-1 1 1 -1-1]|X(3)
B(4) <11 -1 -1 1 1 ~1-1 1] X
B(5)| |2 -1-1 1 -1 1 1 =1 |%(5)
B(&) 1 -1 1-1-1 1 -1 1 |xX(6)
B(7)] 1 -1 1 -1 1-1 1 -1 X
A0)] f1 1 1 1 1 1 1 1 7[xC0)
ALY 101 1 1 -1 -1 -1-1 ||X(D
A(2) V2 V2y2N2 0 0 0 0 ||X(2)
A(Z) |6 0 O 0 V2 VZVe-v2||x(3)
AP =2 =2 0 0 0 0 0 0O ||X(&)
A(S) lo 0 2-2 0 0 0 0O ||X(5)
4(6) |0 0 0 0 2-2 0 0 ||X(6)
A7) lo 0 0 0 0 0 2-2J|X(7

De donde por simple inspeccidn
B(0O) = 4(0)
Si aplicamos a los elementos correspondientes de [X(n)] -

las matrices de bransformacién contenidas en (3-1) obbtene-

mos:
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" B(1) = A(1) teaiendo en cuenta que [S(o)]=[ggo)] =1

B(2)] ' ) 4(2)

B3| = 1/V§'[S(1)J[Hw(l)][A(5J

B(4)] | A(H)

B(5) A(S)

B(G) = 1/2 [S(E)JEHW(2)] .53.(6)

B(7) A7)

generalizando

B(g#'l) A(2k~l)
: = NV e IE, ()] | (3-15)

B(2K-1) _ lageF-1)

k=1,2, «e.yn

-que nos da la relacidn entre los coeficientes de las dos
transformadas a partir de B(1l) y A(l).

Tia relacibdn inversa sera

A(0) = B(O)
v para los coeficientes restantes
IXCLa I B(2 1)
Lo = VY (8, e 1801 ]| (3-16)
A(2¥-1) [B(2k~l)
K = 1,2, -..,n

81 l1llamamos wona al conjunbo de coeficientes de la —
transformacidn que apérécen en estas relaciones, entonces
se ve gue una zona en una transformacidn determina la cor-
respondiente zona de la otra transformacidn. Esta propie -

dad muestra que ». aproximamos [X(n)] con el mismo conjun—
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" to de subzonas de los coeficientes de transformacidn B(n)
v A(n) o, en especial, si truncamos estos coeficientes ha
cia el fin de una zona obtenemos el mismo vector aproxima-
do después dé las transformaciones inversas.

Vemos que las zonas cormespondientes de (3-15) estén
relacionadas por medio de una transformacidn ortogonal. En

efecto,.sl elevamos .al cuadrado los, dos miembrgs de .(3=15)

obtenemos

zf/ 2 sz )

2B = 2 AT (3-17)
j___ZK'/ j: zk"-' . .

O sea que la energla conrhtenida en zonas correspondientes -

del vector trensformado es 1la wisma (Teorema de Parseval).

3,5 Algoritmo rapido

Dada su estructura sencilla la matriz de Haar es Tfa-

cilmente factorizable. Bn un primer paso tenemos.

(5,(3)] =
1 1 111100001
1-1 O0001112
V2 1 1-1-2 0000
Je - 000 0.1 1-1-1
V2 V22 0 0 0 0.0 G
V2 0 0v2y2 0 0 00
V2 |lo 00 0y2 00
| Y20 0:0 0 0 OV2v2 ]

7’

Si factorizamus una vez mas la segunda matriz btenemos

(E,(2)] =



[9]
A pertir de este factoreoc de matrices y siguiendo el mismo

procedimiento irdicado en &l capitulo 1 se obtiene el dia-

grama de flujo para la computacidn dea la transformada de
Haar ,(Algoritmo répido), Fig. 3-2.

Entrada Salida
X(0) %(O) /////§(O) ,/;%(D)___I7éﬁ—g ACO)
x(1) X(1) x(1) Xg(}) WE A(L)
x(2) %(2) -1 352) NI - A(2)
X(3) X/@)ﬁl,("l (3 N ING)
X(:L*) ) X}(L{-) l74 A(H)
X(5) X(5) T " A(5)
X(6) x}(e) '1/4 — ' A(G)'
X(7) = x(7) T A4(7)

Fig., %-2.
transformads de Haar. N = 8

Diagrama de flujo peara la cowpubacidn de la
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Aplicando 1a§felacién (3-1) podemos obtener el dia -
grama de flujo de la transformada de Vaish a partir del -
diagrama de la fig. 3-2. '

Para los dos primeros coeficientes de l1a transformada de
Walsh el diagrama es idéntico. “

Para B(2) v B(3) tenemos

ME_(3),] = 1/VZ [8()10H, (1) ][HE, (3) ]

o 1 V2 V2 VD 3
= 1/V2 ‘ * lj ° 0 (3-18)

2 0 0 0
1 0Ol |1 -111l0 O U 0 V2 V22 2

Para los restantes coeficientes

Q00111 112-2C 00000

0010l 11-1lco2-20000
(ME (3) 1 =1/2 |51 00ll1-1-1 Uloooco 2200  (5-19

100 0{1-1 1-1/i10 0 C 00 0 2-2

81 se multiplican columnas por filas el orden de las matri
ces en (3-18) v (3-19) deberd invertirse, y es asi como a-
parecerd la secuencia de operaciones en el diagrama de flu
Jo..

Introduciendo en el diagrama de flujo de la fig. 3-2

el conjunto de operaciones representado por (3-18) y -

(3-19) se obtiene el diagrama de flujo de la transformada

de Walsh. Fig. %-3.



Entrada ] Reordenacion. Salida
A R(O)
1/8

X(1) B

2 1 2
%(2) B
s N xes = xR N R

r—--—-»-—--—-'—--——-.--- - -y -—-----—--‘n-—--—-——--l

J-X(U~)| X(Ll-}
i ) 9

x(a)

X(5) -1 X}B)' g(s) ' /8 B(5)
x(&)

X(7) B(7)

Fig. %-3. Diagrama de flujo para la obtencidn de la trans-
formada de Walsh a partir de la de Haar. Los recuadros en
lineas de segmentos indican las mabtrices [Hﬁ(k—l)] segui .~
das por las reordenaciones inftroducidas por las matrices -

[Sﬁk—l)].

Este serla otro métode para obtener los coeficientes .
de la transformada de Hadamard en orden secuencial.

De la observacidén del diagrama de flujo se concluye
que la computacidn de la transfrrmada de Haar ¥y la de -
Walsh de un vector de 2" dimensiones Tequiere 2(2n—l) v

n2- operaciones elementales respectivamente. Asi pues cuan
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dc son aplicables las relaciones (3-1) y (3-3) la transfer

mada de Haar se revela més rapida gque la de Walsh. Para -

N = 28 = 256 tenemos '
2(2841) = 2(255) = 510 operaciones para la trans. de Haar
8x28 = 8x256 = 204¥ operaciones pafé la trans. de Walsh

[27]
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Capitulo 4

LA TRANSFORMADA BIFORE COMPLEJA

- La transformada de Hadamard que estudiamos en el ca-
titule 2 a pesar de tener un vasto bampo de aplicaciones |,
~est& limitade al procesamiento de datos de entrada reales.
Pera el procesemiento de datos complejos se utiliza la -
transformada BIFORE complejé cuyas propiedades vamos a es
tudiar someramente.

4,1 Definicidn

La transformada BIFORE compleja de una secuencia N-
pariddica se define como
[F(n)] = 1/N [Be(n) 1[X(n)] (4-1)
en donde
[X(n)]T . [X(0) X(1) ......%X(W-1)] es la representacién -
vectorial de la secuencia de datos.
[F(n)]T - [F(0) F(1) .....F(-1)] es el vector transforma~
do.
Ta matriz de transférmacién [(BC(n)] es una matriz compleja
cuya obtencidén a partir de la formula general se ha dado -

en el capitulo 1. A continuacidn se indica la matriz -

[BG(3) ]



111 1 1 1 1 1
1-1 1-1 1-1 1-1
l-i-1 i 1 -i <1 i
1 i -1 -i 1 i =1 -3
(B¢ = 11 1 5 01121 1 1
1 -1 -i 1i-1 1 4 -if
1 1 i 4 -1 <1 i ~i
1 -1 4 -1i~1 1 -i i

4,2 Inversidn

La recuperacidén de la forma original se obtiene apli

cando al vector transformado la matriz [ﬁé(n)]T

O sea
— T N
[X(n)] = [BC(n) ] [F(n)] : (4-2)
en donde BC y T indican conjugada y transpuesta resprectiva

mante.

4,% Algoritme rapido

El algoritmo rapido para la transformadza RIFORE com-
pleja es idéntico al de la transformada discreta genzrali-
zada, con sblo elegir los factores apropiados. El la fig.

4-1 se da el diagrama de flujo correspondiente.

4,4 ZEspectro de potencia

El desarrollo del espectro de potencia se ilustra me
jor considerando un caso determinado: N = 8
{
Sea la secuencia {XﬂkB)} la secuencia {X(B)} desplazada a

la izquierda [ posiciones.
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Entrada : : Salida
Iter. 1 Iter. 2 Iter. 3

X(0) x(0) xg(o)"l—/g_" 7(0)
x(1) x51):::>f§§ixgl>l/§‘ P(1)
X(2) X(z)XX(z)TEs— 7(2)
: p) 53

5 (3) - 4-}?16:5) : -«-;i-..._-;%(:-a) TIT--AF(B)
X4 X(4) XX&) V- RRAS?
X(5) ‘XQ(S) I Ka(S)*T/g—* 7(5)
X(6) Xﬂ(6)XX3(6)W F(6)
() PXNE— KD o — B

Fig. #4-1. Diagrama de flujo para la computacidén de la trans
formada BIFORE compleja. N = 8

(317 = [x() XD .ol X(pD)]

si /=1
3] = 1873 1% ]

: )
en donde [SH(B)] tiene la forma indicada en (2-31)

( ,
Bntonces la transformada de [X1k5)] serTa

1)

[(F2) 1 = 1/8 [Be(3)10s™(3) 1[X(3)]

puesto qﬁe
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C[BC(3)1T[BC(%)] = 8 [1(3)]
[77(3)] = 1/8 [Be(3) 1s™(5)1[B6(3) 1M1/8 [B(3)1[%(3) ]

= 1/8 [B6(3)1[8"(5)1[BC(3) 1T [F(3) ]

si hacemos

[A(3)] = 1/8 [BC(3) 1[s7(3) 1(BC(3) 1T (4=3)
[F(3)] = [A(3)][F(3)] - (444
La evaluacién de [A(3)] nos da '
1
-1
i
-3 .
[A(Z)] = L+i ~143 (4-5)
2 2
1-1 -1-i
2 2
' 1-1 -1-1

2 2

l+i 13

2 2
Igualmente
(F5) ] = (A IFAE] = [2(3)1°[F(3)]
etec.
En general ' »
FUn] - A E) (4-6)

De (4-5) se ve que [A(3)] est& constituida por matrices cu

yo orden aumenta a lo large de la diagonal. La elevacidn a
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una potencia - f no cambia la estructura de estos bloques ~
diagonales.

En base a esto se pueden obtener las siguientes identida -
des:

7o) = 7o)

) - ' r)

72 = it r(2)

3y - —itez)

o

l+i —-1+13 .
7o) S S| [F® (4=7)
TON e
F (5 > o | F®
I R Rt
F(6) 5 o | |F(&
() = |1+1 -1+
7 (7) 5 o) lE®

Cada uno de Tos bloques diagonales de la matriz de desple-
zamiento [A(3)] estid constituido por una matriz unitaria .

de donde se tiene que

#0)12 - |F0)|? .

1y 12 2 w2

212 = Ir(2) |2 o
)2 = Iw(5)] @ -

Fy |2+ 155 12 2 3w |2+ IR(5)| @
ey 12 + 5% 12 2 15e)| 2 + [R(7)] @

TLos valores obtenidos representan la magnitud del espec —
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v
tro de potencia de )la transformada. Puesto que la magnitud

del espectro cs invariante respecto de cualquier desplaza-
miento de la secuencia de eﬁtradal se concluye que cada -
conjunto de invariantes contenidos en (4-8) representa un
punto del espeziro. T sea que para ﬁna secuencia {X(Bﬂ se
tienen 6 puntos para el espectro de potencia. En general -
se puede dgmostrar que la transformada BIFORE compleja de

una secuencia {X(nﬁ tiene 2n puntos espectrales de poten-—

W, g W

cia.
En conrecuencia el espectro de potencia se define co
mo|sigue§
2
Pq = [F(0)
1 = IR 2
, = B2 ©
5 (4-9)
3 = IF(3)I
5
p = SO @
= F(k) <
5= 3IFCO)
En general
- 2

Py = hiqe)]

P = [T 2 |
1= . (4-10)
: 3.2—7/ 5

P(25+2) = g%;?mk”

Lol 2

Plasez) = o )
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“ 4.5 Interpretacidn fisica del espectrc de potencia

Igual que.en el caso de la TH pars 1a TBC podemos -
llegar a definir una serie de subsecuencias que correspon-
den & cada punto del espectro. Puesto gque estos puntos su-
man en total m = 2log,N = 2n , el numero de subsecuencias
debe ser también igual a 2n.

8i N = 8 la secuencia de daios déberd descomponerse en la

forma:
5
3} = 2.0
J=o

(Go(3) + (6, (3 + {6, +{o53) {6, (33} + o ()]

I

(4-11)

Como se hizo para la TH las subsecuencias se. organi-
zaran de tal manera que cada secuencia conste de 8 elemen—
tos. Si delineamos un diagrama de flujo pexra la obtenciodn
de estas subsecuencias, los elementos que las constituyen
deben estar en la misma linea horizoutal gue los coeficien
tes de la TBC que entran en la composiciln de ese punto es
pectral. De la matriz de desplazamientn se Gesprende que -
los 4 primeros puntos espectrales estan constituidos por -
el cuadrado de un solo coeficiente, ¥y los dos Ultimos poxr
la suma de los cuadradps de 2 coeficientes. Entonces para
las 4 primeras sﬁbsecuenoias elegiremos los zlementos que
se encuentran después de la btercera iteracion: X5(k>’ ¥ pa

) 7 . ° ’
ra las dos Ultimas los slementos gque se encuentra despues
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- de la segunda iteracidn (fig. 4-1). Se tendra el factor -
1/2 para cada iteraciédn.
La obtencién de los elementos de las subsecuencias —

se indica en la fig. 4-2.

Iter. 1_ Iter., 2. Iter.

, 2 ‘
X O 12 ) O - -
X(0) m,( ) 7 ’ OV % - X(0) elem de (90(3)}
4/4

R T elen der{e(3))

i

=7 }21(2) T }“(;(2) T " elem de {62(5)}

_i/z

G % _
x(3) Y, ¥(3) o X(3)7 T elen de{G5(3)]
X(4) XA~

Ly . elem de {(}4(5)}
x(5) X5

“iy T

Wi
x(6) X6~

» T elem de {G5(5)]
%(7) %) 7 el

Fig. 4-2. Diagrama de flujo para la obtencién de las subse

cuencias 1Gj(n)} . N =8

Una vez obtenidos los elementos de cada subsecuencia
los debemos ordenar en secuencias periddicas y antiperid—
dicas como siguef
FO(B)] l-peribddica

{Gl(B)} l-aniviperiddica
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'ﬁ32(5ﬂ 2-antiperiédica-
{GE(Bﬁ 2-antiperiédica
{G4(5ﬂ Y4—antiperiddica
{Gs(Eﬂ Y4—antiperiddica

Para{Go(Bﬂ repetimos ﬁé(o) 8 veces con el mismo signo y te
‘nemos una secuencia l-peribddica

mParatGl(Eﬂ nepetimosJiB(l) 8 nveces.-alternando 2l signo. ca-
da vez: secuencia l-antiperiddica |
Para{GECB}}repetimos el elemento §3(2) multiplicandolo pri
mero por 1 y luego por i y cambiando el signo cada dos ele
mentos: secuencia 2-antiperiddica ‘
Para{GB(Bﬁ utilizeamos fB(B) afectado por . los factores -
1 -i (en ese orden) y cambiando el signo cada dos elemen—
tos: secuencia 2-antiperiddica _

Para{G4(5)} los eleméntos §2(4) ¥ EE(S) afectados por los
factores 1 1 i i ( en ese orden) y cambiando de signo -

cada 4 elementos: secuencia 4—antviperiddica

Para{GE(B)] los elementos.i2(6) v §2(7) afectados por los

factores 1 ‘1 -i -i ( en ese orden) cambiando de signo ca-—

da 4 elementos: secuencia 4-—antiperiddica.

Las subsecuencias guedan en la forma:



IX(O) | X(1) | XK@ | x(;)l; X v X(s)!
I I O I O O
lx<o>'1'“<1ﬂ -k | SR Ak, iX(e)
“{X(Eﬁﬁz IX(O)!I ((l)”f iv(2)|| 1X<5>h: i%(5h%i—i?<7>l(4_lg)
XC0) ) Ty f<2>,l X)X -X(e)
|x<o>]| L aX(2) e ) L) —xc7m
Koy LA x<2>|; -X(3), 1-1%@) 1 ik(e),
200 KL i F(2 ) 1K) 1-1E(5) | E (0!

" 8e puede comdricbar *faciluenveque estas ‘subsecusncias son
mutuamente ortogonales.,

Se desprende de lo expuesto anteriormente que la pre-—
sencia del factor L nos permite aumentar en numero de sub-
secuencias en que se descompone la Secuencia {X(nﬂ-.

A partir del diagrama de flujo de la fig. 4-2 obtene »

nos
'fca(o) = 1/8[XC0)+X(1)+X(2) +X(3)+X() +X(5) +X(8) +X(7) ]

¥;(1) = 1/8[X(0)-X(1)+X(2)-H(3) +X(4) ~X(5)+X(6)-%(7) ]

X5(2) = 1/8[X(0)-1X(1)-X(2)+iX(3)+X(4)~iX(5)-X(6)+1iX(7)]
%,(3) = 1/B[X(0)+3X(1)-X(2)~1X(3)+X(4) i X(5)-X(6) =1 X(7) ]
$,(4) = 1/4[x%(0) ~1iX(2) ~X(4) . +iX(8) ]
%,(5) = 1/4] XL -ix(3) X(5)  +AX(P)]
X,(6) = 1/4{x(0) +1X(2) -X(4) -ix(8) ]
X,(7) = i/4( x(1) +1X(3) ~X(5) -ix(7)]

(4-13%)
Se puede comprobar guz sumando los elementos de la -
misma fila de cada subsccuencila se obtiene el elemento cor

respondiente de la secuencic {X(n)}.
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por ejemplo:

X(0) = i3<o;+i3(1)+%5<2)+§3;5>+i2<4)+i2<6>._

x(1

) = %5(0)-%; (1) +i%; (2)-1%5(3)+1,(5)+ X5 (7)

etc.

tes

Q) -

2)

%)

&)

De lo expuesto anbteriormente se obtienen las siguien
reglas para la obtencidn de las 2 1og2N subsecuencias,
La 'gecuencia {XCni}’puedé“aescomponerseﬂen72 10géN 3U0-—
secuencias mutuamente ortogonales. O sea
n-1
@)} = e, (n)
J=0 J
[6o(n)) es una secuencia l-peribdica
{Gl(nﬂ es una secuencia l-antiperiddica

{G25+2(nﬂ y {Ggs+a(nﬂ'son 2S+l—antiperiédicas

Los elementos de [&,(n)} son X (0) = X (0)/2"%
Los de (&, (n)} son X (1) = X (1)/2"

Tos de (&,(n)] son X_(2) = % (2)/2"

Los de {65(n)} son %,(3) = %, (3)/2"

OIS SOV -

Los de{Gq(n)}son X
’ n-1
% X (5)/2

y X, 105
etc.
Las subsecuencias{ng_a(n)] ¥ {ng_l(nﬁ (Gltima y penil
tima) estan constituidas por 2n—2 elementos de la forma
iz(k). K = N/2,0uunnn ,N-1.
El factor asociado con una secuencia l-periddica y l-an

tiperidodica es 1.
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Tios factores asociados con una secuencia 2-~antiperiddi-
ca son:1l 1y 1 -i.

Los factores asociados con una secuencia 4—anbiperiddi-
cason:l 1 ii y 1 1 -1 -i.

Los factores asociados con una secuencia 8-antiperiodi-

o

casgon: 11 114iidii y21l111l-1~1i -1 -1 . Ete.
Peru n = 3  los elementos de las subsecuencias son afec

tados por los factores 1 e i en la forma indicada en la

fig. 4-3
XB(O) ] elementé de {GO(BJ}; l-periddica
ia(l) s elemento de {G1(3)}; l-antiperiddica
XB(E}\\\\i__ } elemento de {Qe(Bﬂ-; 2~antiperiddica
1
ij(B)\ T } elemento de {G5ﬁ5ﬂr; 2¥antiperi6dica
3 '

' ‘ 1 _elementos de {G4(5ﬂ ; 4—antiperiédiga
X5(5) i,
T .

elementos de &GSCBH ; 4—antiperiddica

Fig. 43. Factores de las subseoueneias{Gj(B)}

Puesto que las subsecuencias son mutuamente ortogona
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les ce tiene
(e, (N e (M =¢ pxa
Siendo & el periodo de la secuencia , la potencia promedio
de cada subsecuéncia sera
Poe de [6,(5)] = 1/806,(3) 1 (6, ()]

3= 1,254..,5

d~ donde

Pop e [65(3)] = 1K,(0)]°

Pop de [6(3)] = 1X,(1)] 7

P de [6,(00] = %y (2)]° 1
P de [65()] = )12 -

P de LG, (3] = 1/2] (% (0T, (1) 4%, (5)%(5) 1= 1/2UX2<4N WL (5)]

Py de [65(3)] = 1/2[ X, (6) X, (6)+%, (7)%,(7)]= 1/2DX2(6N2HK2(7N ]

Si comparamos los valores desarrollados de F(k) (k = 1,2,.

., N-1) con los valores de las ecuaciones (3-1%3) ocbtenemos

Nl'

(O) = F(0)
2 (1) = (L)
i (2) = F(2)
?3(5) = F(3) (4-15)

F,(4) = B + B(5)
L(5) = F(#) - F(5)
(6) = F(&) + F(7)
(7)) = T(6) = B(D)
Entonces tomando en cuenta (4-14), (4-15) y (4-9) tenemos

PAY B4 by
n
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N

[B(0)| < =

bW W W

oG8 [6(3] = [X5(0)] % - Pq

op e (6 (D] = IKDI% = 2 % = Py

- de [62(5)] = i5(2)!2 - [F(z)lc = F,

pr 8o [65(0]) = 532 = FG) 2 = 2y (- -18)
Py Ge [6,(3)] = 1720 [, %+ 1%,(5)] 2)=l[r(wl24m(5)°] = ®,,
P de [65(3)] = 1720 1%,(6)] 2 1Tp (7] 21=lB(e)e () = P

"0 -gga la comparacidn eatre la pot@ﬁ@ia“pfdmeﬁio ‘@de "las -
subsecuencias {Gj(Bﬂ v el espectro de potencia de la TBC -
conduce a las siguienfes observaciones:

1) El punto PO del espectro e potencia representa la po -
tencia promedio contenida en la secuencia l-periddica -
16o(n))-

2) El punto Pl del espectro de potencia representa la po -
tencia promedioc contenida en la secuencia l-antiperid -
dica {G,(m)}.

%) Los punto§ P25+2 v P2s+5 del espectro de potencia repre

sentan las potencias promedio contenidas en las secuen-

cias 25+1—antiperiédicas{G25+2(n)} ¥ {st+3(n)]respecti
vamenté.

En donde

n = loggN

5 = 0,1,.eciieee.(n=2) (28], [29]

4.6 Algoritmo rapido para el calculo del espectro de

potencia
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De los diasgramas de flujo de las figs. 41 y 4—2 ob—

tTenemos

X5(0) = 1/8 %;(0) ig(u) = 1/% Xo(4)

£5(1) = 1/8 X5 (1) X,(5) = 1/4 %,(5)

~ ~ (4-17)
x5(2) = 1/8 x5(2) X,(6) = /4 xgce)
Ry(3) = 1/8.%,(5)  Hpl?.= /4 Xp(7)

A partir de estas ecuaciones y tomando en cuenta (4-16) te

nemos

Py = %5031 2 = 1/8% [%5(0)] @

~ o 2 o
Py :lx5(1)|. - 1/8 ;xg(l)l
P, =|%5(2)| % = 1/8% [x,(2)| 2

= 2 e pan] 2 (4-18)

P, = 1/20%,()] %+ 1%,(5) | %) = 2/8%(x, ()] 5+ 1xy(5)] &

P

It

5 = /2088 % X717 = 2/87[x,(6) | =+ x,(7)] <]

Tomando como base estas ecuvuaciones se obtiene el diagrama

de flujo de la fig. 4-4.



- 192 -~

Entrada : Salida

X(0) xgoy—{[jg}—17gr—-Po

. _{ 2 k_7777_
Xgl) l.] 1/8 Pl
2
- o LB

x(1)

x(2) 2

(%) }g@):m /85 B,
X(4)
2/8% Ty
%(5)

X(6)
/55 Ts
x(7)

L‘g = Cuadrado del médulo

Tig. 4-4. Diagrama de flujo para la obtencidn del espectro

de potencia de la TBC. N = &
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¥
§  Capitulo 5

ATGUNAS APLICACIONES

Son numerosas las aplicaciones practicas de la traﬁ§
rormada de Hadamard: representacidn y clasificacidbén de se-
fdales, codificacibén de imbgenes, analisis espectfal de sis
temas digitales, procesamiento de la palabra hablada, ani-
lisis.secuencial y .sintesis de la woz,.etc. [24]. No estan
do en la posibilidad de examinarlas todas en detalle,vamos
a dar un rapido esbozo de las que enumeramos a continua -
cion:

1) An&lisis espectral de sefiales
2) Procesamiento de la palabra hablada

3) Codificacidn de imagenes

5.1 Analisis esvpectral de senales

En el capitulo 2 examinamos la composicidn de fre -—
cuencia-secuencia del espectro de potencia. Relacionando -
la matriz de Hadamard con las funciones de Walsh pares . .e
- - - » . + L4
impares llegamos a determinar la siguiente composicidon de
frecuencia de los (n+l) puntos espectrales de la transfor-

mada:

0
N/2
N/4
1(x%/8), 3(N/8)
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Cada punto espectral representa el contenido de un -

grupo de frecuencias. El agrupamiento de frecuencias, si

embargo,no es arbitrario. De la distribucidn citada ante

riormente se observe que cada grupo, a partiv de PB’ con

tiene una fundamental y un conjunto de armdnicas impares

n

relativos a esta fundamental. Bsvo coresponde a la estruc-

tura de simetria de media onda. La interpretarnibn de este

agrupamiento puede darse descomponiendo la funcidn X(t),pe

ribddica con periodo T [X(t) = X(T+t)], en la siguiente for

ma:
X(6) = X (6) + gy (%) (5-1)
con la condicidn de que

g, (£) = -8y (t + 1/2) (5-2)
(condicibn de simetria de media .onda)
Utilizando (5-1) v (5-2) obtenemos

g, (t) = x(t) - X (8) = -X(t + 1/2) + X (¢ + T/2)
s1 hacemos

X (6) = X, (6 + 1/2)

entonces _

¥, (6) = 1/2 [X(£) + X(t + 7/2)]

sustituyendo este valor en (5-%) obtenemos

g (t) = 1/2 [X(%) - X(t + 1/2)]

(5-3)

(5-4)

(5-5)

(5-4) y (5-5) cumplen con (5-1) y.(5-2) con lo cual hemos

logrado descomponer X(t) en la suma de 2 funci.nes: Xl(t)

¥ 81(t) ; de las cusles la Gltima tienme simetria impar, o
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sea contiene las armdnicas impares de X(t)

Xl(t) puede descomgponerse en forma similar

X, (8) = Xy(8) + g,(t) | (5~6)
en donde

Xo(8) = /2% () + X (5 + /0] (5-7)
Bo(t) = 1/2[X () ~ X (v + T/4)] (5-8)

La descomposicidn completa nos da _

X(t) = g1 () + g,(%) + .ok g (B) + X (B) (5-9)

en donde '

gl(t) = ~gl(t + T/2) contiene las armdnicas impares de -
X(t) peribdica con periodo T.

ge(t) = —gg(t + T/4) contiene las arménicas impares de -~
Xl(t) periddica con periodo T/2.

ga(t) = —g3(t + T/8) contiene las armbnicas impares del -
Xg(t) periddica con periodo T/4.

En general

gj(t) = —gj(t + T/EJ) contiene las armdbnicas impares de -
Xj—l(t) periddica con periodo T/23—l.

‘ En sintesis Pn representa la potencia de la senal -
gltt), P, la potencia de la sefal gg(t),.eto. ; P la po
tencia de la sefial gn(t) N PO la potencia de la senal -~
x, () [30].

Si en lugar de t utilizamos el tiempo normalizado

/D ¥, en vez de la onda continua, las N muestras de cada

funcidn, tendremos que g;(t) se relaciona con la subsecuen
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cia{Gl(nﬂ , gg(t) aon la subsecuencia{Gg(n)], etc. gn(t)
con la subsecuencia{Gn(nﬂ v f;nalmente Xn(t} con la subse
cuencia {Fn(nﬂ.

Podemos utilizar este andlisis espectral para estu -
diar el espectro de una senal. Se éiige una ventana apro -
piada de muestreo, se cuantiza las muestras, luego aplican
do el algoritmo ya indicado se obtendrad la estructura es -
pectral de la senal muestreada.

Cabe observar, sin embargo, que dada la agrupacidn -
de frecuencias del espectro de potencia de la TH, la infor
macién obtenida no nos dard un conocimiento individualiza
do del aporte de cada una dé las frecuencias dentrn del ég
pectro de potencia. Paré lienar este vacilo, este anadlisis
espectral deberd complementarse con la obtencidén del eépeg
tro de potencia de la TDF, Esto (ltimo, sin embargo, exige
el disponer de computadoras capaces de operar con cantida-

‘des complejas.

5.2 Procesamiento de la palabra hablada

Diversas clases de sistemas orftogonales se han utili
zado en el procesamiento de sefiales digitizadas de audio .
Se ha establecido una comparacidn entre las transformadas
de Fourier y de Hadamard en_lo gue respecta a la reduccidn
de la velocidad de bits requeridé para le transmisidon de -

la palabra hablada. Tomando como. punto de comnaracidn el -
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ir

sistema PCM, la reiﬁccién de bits necesaria para obtener -
el mismo error de cuantizacidn es de 10 y 7.5 Xkbits/s pa-
ra las transformedas de Foufier vy Hadamard respectivamente
Esta reduccidn se la toma a partir de los 56 kbits/s reque
widos por el sistema PCM. [31]

Iistos resultados indican que la transformada de Fou-
rier ofrece mayor eficiencia, en cuanto a compresidr de
datos, que la transformada de Hadamard. Sin embargo esta -
0ltima , que implica solamente adiciones y substracciones
reales, posee notables ventajas en lo que se refiere a su
obtencidén por medio de computadoras digitales, varticular-
mente cuando se dispone de ﬁna computadora con canacideades
limitadas. .

Hechas estas observaciones pretliminares veamos en -
qué consiste y como se opera el procesamiento de la pala -
bra hablada utilizaendo la TH,.

Puesto que la transformada de Hadamard es una Srans—
formada discreta, lo primerc que se impone es el muestrec
de- 1la senal. Al tratar de determinar las condiciones de -
muéstreo ge debe atender en primer lugar a la velocidad de
muestreo (ntmero de muestras por sesgundo), que se la deter
minara de acuerdo a la anchura de banda que se desee pre -
servar. Cuando la transformada a aplicarse es la de Hada -

mard (o cualquier otra transformada discreta generalizada

como las estudiadas en el capitulo 1) tiene especial impor
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tancia el tamario dé la ventana de muestreo. Debido a que -
las matrices de transformac'éq son de orden 2" , la venta-
na de muestreo deberd elegirse de tal manera que el nimero
totél de muestras por ventana sea igual a 2%, Una vez ob-
tenidas estas muestran,deben cuantizarse. Las muestras di-
gitizadas serén transformadas aplicandc a cada ventana una
matriz de transformacidn del tamafio corcespondiente. Obte-
nidos los coeficientes de la TH, se ponderén los que tie -
nen mayor significado para la transmisidn de la sefial y se
descartan los demés. En esta forma se puede obtener una no
table reduccidn del ancho de banda requerido para la transg
misidn de la palabra hablada. Una vez en el lugar de su u-
tilizacidn la sefial sera recuperada aplicando un proceso -
inverso al gue acabamos de describir. |

Como ejemplo vamos a mencionar los resultados obteni
dos por un grupo de cientificos patrocinados por la Natio-
nal Research Council of Canada.

En el ejemplo en mencidn una sefial de audio fue mues
treada a una velocidad de 8 kHz. Se eligid un valor de 64
igﬁal a 26_para la ventana de muestreo. Ta computadora ubi
lizada fué una CDC~1700., La fig. 5-1 muestra un diagrama -
de blogues del sistema de compubacidn y de los aparatos u-
tilizados en esta investigaqién.

La confisuracidn del sistema es val que el "bus" en-

trada/salida (E/S) pvede realizar a un tiemno sbdlo conver-—
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‘ Disco
1.5 millones &2 palabras de 16 bits
13.8 psec/palabra  vclocidad de transferencia

{

Control del Disco

Computadora CDC-17/00
Jacleo 12 K

5 ‘ ( $

4/D 7' D/A

| 14 bits ¥10 ¥V
— ]
Filtro pasabajos

Fuente ‘ [ Resultado final
L Cinta # 2

PFig. 5-1. Diliagrama de blecques del sistema utilizado para -
el procesamiento de pelabra hablada con syuda de una compu
tadora CDC-17/00.

sibn analégica—digifal (4/D) o digital analdgica (D/A), pe
ro noe las dos a la vez. La seilal de entrada muestreada =z

8 kHz recibid un formato de palabras de 14 bits en el con-
vertidor A/D. Las muestras digitales fueron almacenadas en
un disco capaz de contener 1.5 millones de palabras. Qada
grupo de 64 palabras se traasformd en 64 coeficientes en -

el dominio de Hadamard. Teniendo en cuenta la veldcidad de
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muestreo cada grupo de 64 palabras corresponde a 8 milise-
gundos de locucidn. Los 8 o 4 coeficientes' dominantes (en

el sentido de mayor valor absoluto) fueron seleccionados -
con el correspondiente algoritmo. Este algoritmo es la bus
gueda, comparaciodn y_retencién de las magnitudes de los co
‘eficientes mayores y de su namero correspondiente. La re -
construccidn de la locucidn (speech'synthesis) se hizo uti
lizando los coeficientes dominantes, su nGmero correspon -
diente y la transformada inversa. Los resultados se almace
naron en el disco destruyendo los datos originales.

Se pudo obtener una reproduccidn inteligible de la -
locucidn con los 4 u 8 coeficiénteé:predominantes de un -~
éampo de 64,41 disminuir el numero -de coeficientes reteni-
‘dos, aumentod el ntmero de fonemas sujetos a notable ‘defor—
macidbn . [32] .

De lo dicho anteriormente seconcluye que la utiliza
cidn de la transformada de Hadamard en el procesamiento de

1a palabra hablada tiene amplias perspectivas.

5.% Codificacidn de imégenes

5.3 a) La transformada de Fourier de imagenes

La utilizacidén de la transformada de Hadamard para -
la codificacidn de imagenes es poéteriox 7, en cierto sen-
tido, derivada de la aplicacién de la transformada de Fou-

rier para el mismo propdsito. Si f(x,y) representa 12 am -
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i
plitud de las muestras de la imagen sobre un arrsglo cua -

dratico de N2 puntos, entonces la transforuada tidimensio-~

nal de Fourier se define como:
N-{ N-/
Plu,v) = Z:j%;:f(x,y)exp[————(ux + vy) ] (5-10)
= o =
La transformada de Fourier es cuantificada, codifica
da y transmitida sobre un canal .. Luego en &} lugar de re-

cepcidn se toma la transformada inversa de Fourier de -

F(a,v)

N/ N-!
£(x,7) = 3— ZF(u v)expl ——(xu + yv) ] (5-11)

para reconstruir en la forma mas aproximada la jnmagen ori-
ginal.

La transformada de Fourier garantiza una buena cali-
dad de transmisién; ademé&s la transmisidn de la transforma
da de Fourier,antes gque de la imagen misma, ofrece cierta
inmunidad a errores de canal y la posibilidad de ohtener u-
na reduccidn del ancho de banda. Lia tolerancia a errores -
de canal se debe al proceso de promediacidn de la transfor
madé de Fourier gue se deduce de la inspeccidn de.las for-
mulas (5-10) y (5-11). Cada punto en una imagen reconstruil
da es la suma ponderada de tcdos los puntes er el dominio
de frecuencia espacial. La reduccibtn del ancho de banda es
" posible porque la energia de la imégen, que gensralmente -
esta distribuida uniformemente en el dominio espacial,tien

de a concentrarse cerca del origen en el dominio de Fourier.
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Mﬁghas de las ‘corponentes altas de frecuencia espacial tie
nen una magnitud despreciable y no necesitan ser transmiti
das.

Las ventajes ofrecidas por la transformada de Fou -
rier condujeron a la busqueda de otios métodos de transfor
macidn. Para la codificacién de imagenes todo lo que se re
-queria-.era un .operador bidimensional gue tuviera su inver-
so, poéeyese la propiedad de promediar; ¥ que redistribuye
se la enérgia de la imagen apropiadamente. Desde el punto
de vista Ae la computacibdn es importante que exista un al-
goritmo rapido de computacidén y que el operador sea su pro
pio inverso. Todos estos reguisitos son llenados por la ma
triz simétrica de Hadamard. En realidad la transformada de

Hadamard es més ventajosa gque la de Fourier para la codifi

cacidén de imagenes en muchos respectos.
5.3 b) ©Da transformada de Hadamard de imégenes

Sea un arreglo f(x,j) gue representa las muestras de
intensidad de una imagen sobre un arreglo de N2 puntos. In
tonces la transformada bidimensional de Hadamard,B(u,v) ,de
£(x,y) esth dala por el producto matricial
[(B(u,v)] = [H(n) J[£(x,y) J[H(n)] (5-12)
en donde [H(n)] representa la matriz de Hadamard de orden
N.

La pre- .y post-multiplicacidn de[B(u,vﬂ por la matrigz de

Hadamard da
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[2£(2) 108Cu, ) 1M = v £(x,5) ]
0 sea

[£(x,3)] = 1/8° [H(n) I1[B(u,v)]J[E(n)] (5-1%)

(transformada inversa)
As1 pues, dejando aperte el factor.i/HE, los arreglos -
[£(x,7) ] v [B(u,v)] constituyen un par de transformadas bi
dimensionales.
Toos elementos del arreglo [B(u,v)] (coeficientes de la -

‘transformada) pueden obtenerse también a partir de la for-

mula
s ( )
Bu,v) = 2_ 2_ £(x,y) (-1)P Y, (5-14)
K=9 7’::0 .
en donde
mn-f
p(x,y,u,v) = 2 (uyxg + viy,) (5-15)

{=o
“con Lo cual “(5-14) resulta ser una particularizacidn de -

(2-84) con %y = x , X527 § Ny =N, =N

U;y, Vi, X35 4 SOR las representaciones binarias de u, Vo
X, ¥ respectivamente. O sea U3 ee =(un;1un~2“ulu0)bin , en
donde wu: €{0,1]

Bn' (5-15) la suma es una suma mbédulo 2

Pa%a hacer més comprensibles estas fdérmulas vamos =z obte -
ner algunos elementos de [B(u,v)] a partir de (5-12) 3 -
(5-14). Sea N = 4

El arreglo cuadrédtico [f(x,y)] serd fe la forma



foo foo 30
[2(9)] i01 jl“ §21 i};
o2 T1o fop I3p
toz f13 foz Ix3
Entonces
101011 [foy £ faq izdl 101 1 1
1 -1 1 -1 |fy £17 foq faq] |1 -1 1 -1
[Bw, w1 = 117 5 o5 T1o Ton fgg’ 101 -1 -1
R RS T le“fza*EEBJLl 21-1 1
Boo o1 Poz ®oz
~Bo1 Bia By Ba
~ [Bo2 P12 Bop B
B.. B-. B

- - Bas B
O3 713 723 733

Teniendo en cuenta los desarrollos completos se tiene
Boo = fogtfortfootfoztfiot Tt Tipt gt lont o1 oot T3
§ SRS T
oot szt I3 (5-16)

Bo1 = Toofortfoofoztfio 11t om 15+ f o0~ To1 oo 505

L R AR F R LI (5-17)

ete.
A partir de la formula (5-14).

) N-1 N-/ ( v)
B(u,v) =2_ 2 £(x,y) (-1)PVF T
para u = V =5

3 3

B - chx’y) (ql)P(xx’ysOa()) .

00 Y=o yz=? .

[ ,

p(x,5,0,0) = %;;(uixi + viyi) * (médulo 2)

Puesto que Uy = v; = U para todos los casos
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4 .
- p(x,5,0,0) = 2_ (Ox; + Oyy) = O

3 tzo
BOO = Z if(XJyD

Yoo 7’.—:0 ) .
= fOO+f01+f02+fO5+IlO+fll+ll2+115+f20+f21+f22+f25
+f5o+f51+f52+f55
(ue coincide con .(5-18)
3 3
x 0,1
Bop =2 )_2(xy) (-1)PLET 50, 1)
p(x%;57,0,1) = Z::Oxi VY4 - siendo vy'= 1
{zo

Siendo u = O,x carece de importancia y sdlo deberemos to —

mar en cuenta y .

para yao = ¢ — 73 =0

PaTa Yg.. = 1= yOEO — ¥ = 1

Para ¥a.. = 2 = y121 — ¥ = 1

para Ygo, = 5 = 7,20 + 7620 — Jp =TFo =1

de donde

p(x,7,0,1) = 0 + vo¥o =1  para y =1 y para y = 3
p(x,v,0,1) = O para v = O y para v = 2
Entonces

Bo1 = foofortfoofoztfro fint i1zt foo for oo 123

+f50—f51+f52--f55
que coincide con (5-17)
fn la misma forma se puede obtener el valor de cualquier g

lemento del arreglo [B(u,v)].

Para la transformada inversa , por el mismo procedi-

miento, tendriamos por ejemplo:
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2 .
= 1/N<[B +B.._+B +Bll+Bl2+313+320+321+322+B25

T 05810

00 00™B01*B02

'_-4~B50+]§’>51-i-]332+B255 (5-18)

Lo cual comprueba nuestra afirmacidén de que cada punto de
la imagen reconstruida es la suma ponderada de todos los -
puntos en el dominio de frecuencia espacial.

La transformada bidimensional de Hadamard puede ser
calculada por la aplicacidn réiterada del algoritmo répido
ya estudiado anteriormente. Se han hecho experimentos para
determinar la naturaleza de la transformada bidimcr.sional
de Hadazmard de una imagen. La fotocopia 5—1 contiene la re
presentacidn de la imagen obtenida en la pantalla de un os
ciloscopio de la magnitud del logaritmo de la transformada
de Hadamard de una -escena del Surveyor. Bn assta fotografia
el origen (seéuencia cero) aparece en la esguina inferior
izguierda. Al aumentar la seéuencia la magnitud de los co-
eficientes tiende a disminuir. Esto permite concluir gue -
hay relativamente pocas transiciones de brillo de alta am-
plitud entre los elementos de la escena original. La foto-
copia 5-2 muestra la transformada inversa de esta escena -
(imagen reconstruida). La fotocopia 5-3% muestra la fotogré
fia original de la escena. No hay una degradacidn percepti

ble entre el original y la transformada doble de Hadamard.

5.% ¢) Computacidén de la transformada de una imagen

Como lo insinua la férmula (5-14) la courutacidn de
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i

la transformada deFHadamard de una imagen se realiza en -
dos pasos. Primero s= obtigne‘la transformada unidimensio-
nal de Hadamard a lo largo de cada fila del arreglo -
[f(x,y)]. Luego se opera una segunda transformada unidimen
sional de Hadamard a o largo de cads calumna de [B(u,y)]
obteniéndose el resultado deseado. Para cada uno de estos

prsos se empleard el algoritmo .ranido ya estudiado [21] .
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Capitulo €

PARTE PRACTICA: PROCESAMIENTO DE ALGUNOS ELECTROCARDIOGRA-
MAS

6.1 Objetivos

Inicialmente se pensd aplicar la transformada de Ha-
damard a una seflal de audio, para procesarla y luego exami
nar la celidad de la zefial reconstituida a vartir de un ng
mero limitado de cceficientes de la transformada. Sin em -
bargo, la imposibilicad de disponer del eqguipo necesario —
para este objeto, nos impulud a buscar un campo de aplica-
cidn més acorde con el equipo existente. Teniendo en cuen-
‘ta la relativa lentitud de las computadoras disponibles, a
si bomo la limitcda memoria de las mismas, decidimos hacexr
un estudio de las curvas de algunos electrocardiogramas.

El an&dlisis a realizaf comprende en primer lugar el
calculo de los.espectros de potencia y de fase, que nos su
ministran una informacién en blecque acerca de la composi -
cidn de la éurva. A continuacidn se obtiene la transforma-
da directa. Luego se trata de reconstituir la onda origi -
nal, reteniendo sbélo urna parte de los coeficilientes de la -~
transformada: los de mayor wvalor absoluto. Si asimilamos -
la curva del electrocardiograma a una sefial de audio, po -~
dremos controlar graficamente cOmec se reconstituye la se -

fial a partir de un nimeroc limitado de coeficientes.



6.2 Programa utiliiédo

De acuerdo a estos objetivos el programa .(en FORTRAN
JIV) se elabord con 4 subrutinas y un progrema principal.

La subrutina ESPEC obtiene di:ectamente, a partir de
las muestras, los espectros de potencia y de fase. La sub-
rutina TRH realiza las transformadas directa e inversa. La
#SUbrubing -SELEC selecciona Jdos M coeficientes de mayor va-
lor abscluto, a partir de los cuales se reconstituye la sg
fial. La subrutina PLOT nos entrega el grafico simultaneo -
de 1z curva original y de dos curvas reconstituidas a par-
tir de M y de M/2 coeficientes. El programa principal es-
cribe la mayor parbte de los encabezamientos y llama a tra-
bajar a las diversas subrutinas.
Bl listado del programa es como sigue:

SUBROUTINE ESPEC (A)
DIMENSION P(8), F4S(8), B(1.28), A(128)
SOMMON TLE, TES N
To=1 ‘
X = N/2
DO 27I=1,N
2 B(I) = 4(D)
¢ CALCULO DE LUOG
MAX = 1
LOG = O
5 IF (MAX#*2-N) 10,10,20
10 LOG = LOG + 1 :
MAX = MAXx2
GO TO 5
C COMIENZO DE TAS ITERACIONES



20

21

22
23

30

4.0

50
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MO = LOG + 1
IT - TOG + 2

IF (IT-8) 21,21,23
DO 22 I = LT,8
P(I) = 0.0

Fas(I) = 0.0

DO 40 NM = 1,L0G

I =0

P(MO) = 0.0

DO 30 FK = 13K
I =T+ 1

Jd =1 +X

B(I).= B(I) + B(I)

B(J) = B(I) - B(I) - B(I)

CUA = B(I)#B(I)* 2%#(L0OG-L) / (1#N)

P(MO) = P(MO) + CUA

M= J/2

FAS(MO) = 1.41421356%%(LOG-I)*B(M+1)/(SQRT(P(M0O))#N)
MO = MO ~1

L =1L + 1

K = K/2

P(1) = B(L)=*B(1)/(N=N)

FAS(1) = B(1)/(SQRT(P(1))*I)

WRITE (IES,50) P

FORMAT ('O BOXJ'ESPEOTRO DE POTENCIA'//'0' 8F1L5.6/)
WRITE (IES,560) FAS ,

FORMAT ('0' 52X, 'ESPECTRO DE FASE'//'0O' 8F15.6/)

60

RETURN
END

SUBROUTINE TRH (A,B,IND)
DIMENSION 4(128),B(128)
COMMON ILE,IES,N



T =1
K = N/2
DO 2 I = 1,N

2 B(I) = a4(I)
¢ Cal.CULO DE LCG

10

MAX = 1
LOG = O

IF (MAX#2-N) 10,10.20
LOG = LOG + 1

HAX = MAX#D

GO TO 5

C COMIENZO DE LAS ITFRACIONES

20

25

%0

40

50

60

DO 60 NM = 1,LCC

I =0
DO 50 NI = 1,L
DO 40 ¥K = 1,K
I = I+1

J = I+K = -

BMAS = B(I)+B(J)
BMEN = B(I)-B(J)
GO TO (25,%0), IKD
B(I) = BMAS»0.5
B(J) = BMEN*0.5
GO TO 40

B(I) = BMAS

B(J) — BMEN
CONTINUE

I=J

L = Lix2

X = K/2

RETURN

END
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SUBROUTINE SELEC (B,A,M)
DIMENSION 4(128),B(128),ISUB(128)
COMMON IL®,IES IV

C INICTALIZACIONES

NA = N-1
DO 10 I = 1,%
ISUB(I) = I

10 A(T) = B(I)
C ORDENANTENTO DE TOS COEFICIENTES
DO 20 K = 1,NA
T = K+l
DO 20 T = I,N
IF (4BS(A(X))-£BS(A(T))) 15,20,20
15 AUX = &(K)
AK) = A
A(T) = AUX
LUL = ISUB(K)
ISUB(X) .= .IBUB(J)
ISUB(J) = LUX
20 CONTINUE .
¢ SUPRESION DE LOS CORFICIENTES PEQUENOS
MA = Ml
DO 25 I = 1,N
25 A(I) = B(D
IF. (M-N) 26,35,35
26 DO 30 I = MA,N
K = ISUB(I)
30 A(K) = 0.0
%5 RETURN
END

SUBROUTINE PLOT (X,A,B)
DIMENSION LIRE(101),X(128) ,A(lEB) ,B(128) ,NUM(5)
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COMMON ILE,IES,N
DATA NUM/'l','E',’}','.',' |/

C IMPRESION DE UNA LINEA DE PUNTOS PARA EL BJE VERTICAL

DO 10 T = 1,101

!

10 LINE(J) = NUM(4) : -

WRITE {IES,100) (LINB(K), X = 1,101)

100 FORMAT (1HO,101Al)
C PONER BLANCOS EN EL RENGLON

20

DO 20 J = 1,101
LINE(T) = NUM(5)

C PONER UN PUNTO EN LINE(51) PARA EBL EJE HORIZONTAL

200

%0

DO 20 I = 1,N
LINB(51) = NUM(4)
T = X(I)+51.5
LINE(T) = NUM(1)
L = A(I)+51.5
LINB(L) = NUM(2)
M = B(I)+51.5

LINE(M) = NUM(3)

WRITE (IES,200) (LINE(X), K = 1,101)
FORMAT (1H ,10141)

LINE(T) = NUM(5)

TINE(L) = NUM(5)

LINE(M) = NUM(5)

RETURN

END

C HADAM PROGRAMA PRINCIPAL PARA LA TRANSFORMADA DE HADA-

MARD Y GRAFICOS
DIMENSTON ¥(128),B(128),BA(128),X%A(128),BB(128),XB(128)
COMMON ILE,IES,N : | N
ILE = 2
IES = 3
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READ (ILE,140) N,M
100 FORMAT (2T3)
C LECTURA DE LAS MUESTRAS _
READ (ILE,110) (X(I), I = 1,N)
11.0 FORMAT (8F10,0)
¢ TITULARES
WRITE (IBS,120)
120 FORMAT ('1' ////' ' 42X, 'TRANSFORMADA DE HADAMARD ¥
GRAFICOS'//
C CALCULO DE LOS ESPECTROS DE POTENCIA Y DE FaSE
CALL ESPEC (X)
C CALCULO DE LAS TRANSFORMADAS
CALL TRE (X,B,1)
CALL SELEC (B,BA,M)
CATL TRH (BA,XA,2)
CALI, SELEC (B,BB,M/2)
CALL TRH (BB,XB,2)
MITAD = M/2
C IMPRESION DE LOS RESULTADOS
WRITE (IES,130) M,MITAD
130 FORMAT (//'O' Tl14,'MUESTRAS' T28, 'TRANS. DIRECTA'
‘ T4% T%,' COBF. R
1ETENIDOS' T68,'TRANS, INVERSA' T83,13,' COEF. RETE
| NIDOS' T108,'TRA '
2NS . INVERSA'/)
WRITE (IES,140) (X(I),B(I),BA(I),XA(I),BB(I),XB(I),
I = 1,10
140 FORMAT (' ' G6F20.4)
C TITULC PARA EL GRAFICO
WRITE (IBS,150) M,MITAD
150 FORMAT ('1' ///'0' 15X, 'GRAFICOS'/'0O' 15X,'l CURVA
ORIGINAL'/ ' ! _
115X, '2 CURVA RECONSTITUIDA 4 PARTIR DE 'I3,' COEBFI
CIENYES' /' ' 15X
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2,'3 CURVA RECONSTITUIDA A PARDTIR DE ' I3,' COEPRI
CIENTES'//)

CALL PLOT (X,XA4,XB)

CALL BXIT

END

La .subrutiaa ESPEC con argumento (A)nlleva a2 ejecu -
cidn con insignificantes variaciones el diagrama de flujo
de la fig. .2-~29 para.la obbtencidn . de los espectros de po -
tencia y de fase. La proposicidn DIMENSION esteblede los -
arreglos P(I), espectro de potencia, FAS(I), espectro de —
fase, y los arreglos B(I),A(I), estus dos (ltimos de 128 e
lementos. La proposicidn COMMON esgbtablece como elementos -
comunes a la subrutina y al programa principal la unidad -
de lectura, la unidad de escritura y &l nimero N de mues -
tras. Las dos proposiciones siguientes establecen valores
iniciales para L y X. La proposicidn DO 2 con su recorrido
copia el arreglo A(I) en el arreglo B(I). Las seis proposi
ciones siguientes (los comentarios no se cuenbtan) obtienen
el logaritmo de base 2 de N. El valor MO de la proposicibdn
20 nos da el mayor subindice de log arreglos P(I) y FAS(I).
Puesto gque en caso de que N sea menor qgue 128, no se copa-
ran todos los lugares de estos arreglos, las 5 proposicio-
nes siguientes sirven para anular tcdos los valores de ios
mencionados arreglos, gque no seran sustituidos por nuevos
valores. A conbtinuacidn, y siguiendo el diagrama de la -

fig. 2-29, la proposicidén DO 40 fija el ntGmero de iteracio
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N . .
nes en el sentido horizontal del diagrama de flujo. Tuzgo
de las dnicializaciones pertinentes el DO 30 con su respec
tivo recorrido realiza las sumas y restas contenidas en ca
da uno de los blogues verticales. Leos resultados obtenidos

en la mitaed inferior de cada blogue se elevan al cuadrado,

multiplican por una constante y se suman para cousti -

n
®

cbuir los diversas puntos espectrales.Salidos del reccryido
del DO 30, las dos proposiciones siguientes sirven para la
obtencidn del espectro de fase. Se disminuye en 1 el valor
del subindice de P(I) y FAS(I), y se cambian luegu los 11
mites de variacién de los indices L y K, para comenzar o -
tra iteracién del DO 40. Una vez terminadas las iberacio -
nes del DO 40 se obtienen los valores de P(1l) y PAS(1l) que
caen fuera de los recorridos de los DO énteriores, Las pro

posiciones siguientes escriben los resultados.

La subrutina TRH de argumentos (4,B,IND) es la sub

rutina medular del programa, pues realiza tanto la trans.

formada directa como la inversa. La hemos tomado de [32]

si;bien adaptandola al diagrama de flujo de la fig. 2-11 --

que sigue un proceso inverso al seguido por los autores
del articulo en mencidn.
A la proposicidén SUBROUTINE sigue la proposicicn DI

MENSION que establece dos arreglos de 128 elementos. La -

]
[

proposicidn COMMON es la misma gque se ha visto anterior

mente, Las dos proposiciones sigulentes establecen valo -
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res iniciales. El DO 2 que sigue copia el arreglo A(I) en
el arreglo B(I). Las seis proposiciones siguientes obtie -
nel el logaritmo de base 2 de N. La proposicidén DO 60 esta
hlece el indice de variacidn para las iteraciones en el -
sentido horizontal del diagrama de flujo de 1¢ fig. 2-11 .
La siguiente proposicidn inicializa el valor de I. La pro-
posicidr DO 50 egstablece el numero .de iteraciines corres -
pondientes al nlmero de bloques en el sentido verical .Puesg
to gue el bloque de la extrema izquierda es tnico, el indi
ce I vale 1 para la primera iteracidn. Ia proposicibébn. DO
40 establece el indice de variacién para el numero de su -
mas y restas contenidas en cada bloque. Las dos proposicio
nes siguientes establecen el valor inicial de T y de J. Se
definen luego las variables BMAS v BMEN. Un GO T0O calcula-
do nos lleva a la ejecucidn de la transformada directa si
IND = 1 , o a la transformada inversa si 1IND = 2. Como se
ve el proceso matemdtico para la obtencidén de las dos ~
transformadas sb6lo difiere en un factor constante. La pro-
posicidn CONTINUE indica la terminacién de una iteracidn -
dentfo del recorrido del DO 40, Iias proposiciones siguien-
tes ajustan los valores de I, I § K para las nuevas itera-

ciones de los DO respectivos. Con esto termina la subruti-

na TRH.

La subrutina SELEC con los argumentos (B,A,M) esta -

blece en una proposicidn DIMENSION. 3 arrepglos de 128 ele -
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T,
mentos. La proposidién COMMON es idéntica a la de la subru

tine ESPEC. EL DO 10 con su recorrido copia todos los sub-
indices en el arreglo ISUB(i) & todos los elementos del ar
reglo B(I) en el arreglo A(I). Se procede luego al ordena-
miento de los coeficientes y de los subindices respectivos
de acuerdo al mayor valor absoluto de los primeros,con dos
proposiciones DO 20 de las cuales la segunde *tiene un re -
corrido interior al de la primera. Se establece luego la -
variable MA gue fija el limite infefior de variacidén del -
indice de la proposicidn DO 30 que anula los coeficientes
de menor valor absoluto. La proposicibdn DC 25 dispone el -
arreglo A(I) en el mismo orden que el arreglo B(I). Este -
paso es importante por cuanto los coeficientes retenidos -
‘del arreglo A(I) deben ocupar el mismo lugar que ocupan en
el arreglo B(I), para que sea bosible recuperar la onda a
proximada a partir de un nimero limitado de coeficientes
FElL IF afitmético gue sigue nos permite ceconstruir la on-
da a partir de todos los coeficientes: gi es este el caso
el control de la subrutina iréd a la proposicidén RETURN. Si
M,tnﬁmero de coeficientes retenidos, menor gue N, nlimero -
de muestras, las proposiciones comprendidas entre la 26 ¥
la 30 inclusive, anularan todos los coeficientes cuyo sub-

indice (ordenado) es mayor o igual que MA,

La subrutina PLOT tiene los argumentos (¥X,A,B). La -

proposicidn DIMENSION,que =igue, establece el arreglo -
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LINE(I) para cada linea de impresidén con 10l elementos. -
Los arreglos X(I),A(I) y B(I) representon los arreglos a —
graficar. El arreglo NUM(I)‘coﬁtiene las 5 coustantes alfgi
numericas que sirven para el grafico. Después de la propo-
sicidn COMMON se introducen las 5 constantes 2lfanuméricas
con una proposiciém DATA., Las 4 proposiciones siguientes —
sirven para poner una linea de puntos gue representa el e-—
je vertical. La proposicidn DO 20 con su respectivo recor-
rido borra todos los puntos del arreglo LINE(I). La propo-
sicidn DO 30 con su recorrido grafiza linea por linea -
las curvas correspondientes a los aireglos X(I),A(I) ¥ -
B(I). La proposicidn LINE(515l= NUM(4) pone un punto en -
LINE(51) para formar el eje horizontal. Ta ubicacidn de .-
los.puntos de cada curva se establece en las -& proposicio-
mnes sigulentes. Una vez impresos estos valores, las tres -
'_propésiciones anteriores a RETURN borran eshos valores an-
: tes de proceder a la impresidn de otre linea. Una vez que
. se ha terminado esta grafizacidn se produce el retorno al

- programa principal.

- F1 programa principéi.establece_G arreglos de 128 e-
lementos. La p;ppqsicién'ﬁOFMON es seguida por dos proposi
ciones gue establecen como comunes las unidades de entrada
¥y de salida. Luego se introducen los valores N v M e inme-
diatamente después se rezliza la lectura de las muestras ,

que se grabarédn en el arreglo X(I). Se pone l1luego el titu-
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lo general "TRANSFQRMADA DE HADAMARD Y GRAFICOS". Poste -
riormente se llama a operar a la subrutiﬁa ESPEC la cual -
escribe por si misma los reéultados obtenidos . La proposi
cidén CATL TRH (X,B,1) llama a la subrubtina TRH gue realiza
la transformada directa del vector‘i(T). T:a proposicidn -
CALL SELEC (B,BA,M) llama a la subrutina SELEC, la cual se
lecciona del arreglo B(I), formado por los N coeficientes

de la transformada, los M valores de wayor valor absoluto,
y anula-los restantes,para contituir el arreglo BA(I). ILa
proposic¢ién CALL TRH (BA,XA,2) llama nuevamente a la suﬁrg
tina TRH, la cual ejecuta la tr;nsformada inversa a partir
de los M coeficientes retenidos. La sefial recuperada en es
ta forma constituye el arreglo ¥A(I). Un naevo llamado a -
'la“subrutina*SELEGwatiene=querestafseléecicne'los M/2 co-
eficientes de mayor valor abscluto, anulanio los restantes;
se obtiene asi el arreglo BB(I). La proposicidén CALL TRH -
(BB,XB,2) llama nuevamenfe a operar a la subrutina TRH, la
cual recupera la sefial a partir de los M/2 coeficientes re
tenidos. La sefial asi recuperada constituye el arreglo -
XB(I). Terminadas estas operaciones se imprimen los resul-
tados con sus respectivos encabezamientos en 6 columnas -
gue corresponden a los arreglos X(I),B(1),BA(I),XA(I), -
BB(I) v XB(I). Las proposiciones WRITE v 150 imprimen el -
titulo para el grafico. Luego la.proposiclén CALL PLOT 1la
ma a actuar a la subrutina PLOT, la cual traza el grafico.

Terminado éste, el control regresa al programa principal —
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para su terminacidn.

6.% Evaluacion de los resultados obtenidos

Para la evaluacidn de los resultados obtenidos vamos
a seguir el mismo corden en que éstos aparecen al salir de
la computadora

- Jlenemas en-primer lugar.el .espectro de potencia. Se
puede comprobar que el nimerc de puntos espectraleé es -
siempre igual a n+l éiendo n = loggN. Para comprobar la
invarianria de este espectrc respecto de cualquier despla-
gzamiento ciclico, se invirtid el orden de las tarjetas .de
datos colocando al final las que estaban al comienzo; los
valores asi obtenidos fueron siempre los mismos para cual-
quier valor ds desplazamiento. Ver curvas 6—296—3,6-4. Se
puede observar que la informacidn dada por este espectro a
parece muy condensada, pues el Gltimo valor representa la
suma de los cuadrados de 32 coeficientes, cuande N = 64, ¥
de 64 coeficientes cuando N = 128.

El espectro de fase tiene el mismo ntmero de puntos
que el espectro de potencia. Bl valor de los mismos nunca-
supera el valor de +1, lo cual es correcto ya gue en rea-
lidad se trata del coseno de un angulo. Los despiazamien -
tos ciclicos realirados para comprobar la invariancia del
espectro de potencia sirven también para demostrar la va -

riabilidad del espectro de fase respecto de estos desplaza
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mientos. De acuerdo a lo establecido anteriormente, "se com
pruzva, comparando el espectro de fase de las curvas 6-2 v
6-3%, que el valor de cos 6 es 8~-antiperiddico, y el de -
las cuvrvas 6-2 y 6-4 , que .el valor de cos 95 es lé-antipe
Tibdico. "

A continuacidn la computadora nos entrega los resul-
tados de la trgnsformada directa e inversa, a partir de un
nimero de coeficientes que puede variar de 1/16 a la tota-
liuad de los mismos. La impresidn de los resultados en co-
luznas permite una inspeccidén fécil v rapida de log mismos
Puesto gue los coeficientes tal como se obtienen no estén
crdenados secuencialmente, para poder apreciar la relaciodn
secuencia-magnitud de los mismos; se los ordena secuencial
mento como se indica en las tablas 6:1l, 6-2 y 6-3. No se -
da la ordenacidén secuencial para la curva 6-6.

Se puede apreciar de estas tablas que si bien la dis
tribucidén de los coeficientes de mayor magnitud es arbitra
ria, los de mayor magnitud tienden a acumularse en la re =
gién de baja secuencia. Exbepcionalmente, sin embargo, es
posible tener alguno Que otro coeficiente-muy significati-
vo en la regidn de alta secuencia. Teniendo en cuenta esta
distribucidn se puede pensar.qué'la mejor forma de preser-—
va.r una senal, desechando un numero determinado de coefi -
clientes, es buscar un umbral de magnitud antes que de se -

cuencia.



Sec. Curva 6~2 Sec. Curva 6-1 Curva 6-2
0 ~2.545% -2.1609 %2 0.0796 © 1.8609
1 -0.3515 1.7953 %% -0.2203% 0 0984
2 . -3.8765 ~3 . 9046 L1 ~0.1828 1.8609
% ~2.245% -2.0296 35 ~0.%328 0.4171
4 ~1.0359 _2.6671 26 -0.3796 2. 4609
5 ~0.1546 ~1.7296 %7 -0.4546 G. 1506
6 -3.6421 ~0.7359 28 0.0703% 1.2609
7 -%.3984 ~3%.6046 29 0.070% 0.17%4
8 ~2.3671 LL0.4P65 40 '70.2578 1.4765
9 0.2015 0.2109 41 0.4078 ~0.1821

10 ~% ., 5484 ~0.83%90 42 ~0.0421 0.5578
11 ~0.9046 0.7546 03 0..20% ~0.7546
12 -2.9578 1.1296 44 0.1734 0.9890
13 ~0.7640 1.8234 45 0.1359 ~C. 4734
1.4 ~2.2265 ~0.295% 46 0.02%4 0,9%28
15 0.4921 2.2546 4 0.0984 -0.3884.
16 ~0.8484 0.6515 48 ~0.4921 0.6796
17 0.145% 1..6265 49 0.4078 0.5107
18 0.7265 53,2578 50 0,1265 1.4671
19 1.4203 %.9515 51 0.83%90 1.542]1
20 ~-0,68390 2.0578 52 ~0.5%90 1.3%921
21 -0.0328 2.1890 © 53 0.2109 0.829
22 -0.2%90 1.2890 54 ~0.%328 0.6796
2% 1.2421 3.,0140 55 0.9046 1.1109

24, ~1.1%390 1, 2421 56 ~0.4828 0.3015

25 ~0.5203% ~1.1765 57 0.1171 -0, 2084

26 ~0.9140 0.7546 58 ~0.7265 0.%70%

27 ~0.1078 -0.3%28 59 -0.0515 ~0.3%234

28 ~0. 4921 %.02%34 60  -0,4171 0.8%90

29 ~0.1734 0.8109 61 ~0.0796 ~0.0796

30 ~1.2046 O.2484 62 ~0,5859 0.745%

%1, ~0.5484 -0.1828 63 -0.0234 0.2578

Curva &6-1
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Tabla 6~1. Coeficientes de las curvas 6-1 y 6-2 ordenados

secuencialmente.
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- Sec. Curve 6-3 Curva 6-4 3Bec., Curva b6-3 Curva 6-4
0 ~-2.1609 ~-2.1609 32 1.8608 1.8609
1 4,0828 %,9046 33  -1.5890 ~1.8609
2 -0.5578 1.7953 - 34 1.5328 0.0984
3 2.6671 2.0296 35 -2, 4609 ~0.4171
4 ~-2,0295 2.6671 36 0.4171 ~-2.4609
5 -1.6171 -0.7359 37 0.1734 - 1.2609
6 -1.5515 1.7296 38 0.4265 ~0.1546
7 %.6046 -3,6046 39 ~0.17%4 0.1734
8 0.4265 ~0.4265 40 ~1.4765 1.4765
9 0.2390 0.8390 i 0.6046 -0.5578

10 1.37%4 .0.2109 42 -0.8859 -0.1921
11 1.1296 -0.7546 4% 0.9890 0.7546
12 -0.7546 -1.1296 e 0.7546 ~0.9890
13 1.2890 -0,2953 45 ~0.1453 0.9%28
14 00,7453 -1.8234 46 - 0.5203 O. 4724
15 2.2546 2.2546 47 ~0.3984 ~-0.3984
16 0.6515 0.6515 48 0.6796 0.6796
17 -2.5546 -3,2778 49 ~1.2328 ~1.4671
18 1.9921 1.6265 50 0.9140 0.5109
19 ~2.0578 -%,0515 51 ~1.3921 ~1.5421
20 %3,9515 -2.0578 52 1.5421 -1.3%3921
21 -0.9234 1.2890 5% ~0.2765 0.6796
22 2.8921 -2.1890 54 1.0640 -0.8295
23 -%.0140 © %,0140 55 ~-1.1109 1.1109
24 ~1.2421 1.2421 56 -0.8015 0.8015
25 1.4953 ~0.7546 57 0.6421 -0.3703
26 0.4921 -1.1765 58 -0, 4734 -0.2484
27 %, 0234 0.3328 59 0.83%90 0.%234
28 0,%%28 ~-3.023%4 60 0. %25 -0.8390
29 -0.4359 0.2484 6l 0.02%4 0.7453
20 ~0.070% -0,8109 62 0.3515 0.0796
51 -~0.1828 -0.1828 65 0.2578 0.2578

Tabla 6-2. Coeficientes de las curvas 6-~3% ¥y 6-4 orienados

" secuencialmente.
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0
1
2
3
4
5
6
7
&
9

10
il
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
2L
25
26
27
28
29
30
31

Coef.
1.1023
~5.7132
0.6710
~-5.2164
1.2179
2.9710
-1.3%3035%
-5.,0914

—Ll- a 6504

1.3059
-0.1950
0. 3664
0., P664
1.,0445
0.7154.
-2,0210
-0.4225
0.1179
1.47793
0.9429
1.3117
-0.6Q07
1.6117
1.9773
0.5351
1.0801
1.0039
1.1632
3,0601
0.,1914
1.0820
1.5039

Sec.

36

38
29

40

41
42
47
v
45
46
iy
48
49
50

-
51

62
63
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Curva 6~5
Coef. Sec.
0.6242 o4
-0.,5007 65
-0,3695 66
2.8085 67
0.7773 68
0.177%2 69
0.5242 70
2.0835 71
1.697¢ 72
0.4789 73
0.0007 74
1.9601 75
0.5195 76
0.613%2 v
~0,2304 78
1.9726 79
0.0%35 80
0.53%04 81
C.4742 82
0.7929 33
0.7585 84
0.0179 85
0.402% 86
. 1.0398 87
-0,2992 88
0.7226 89
0.26%2 90
1.2195 9L
0.7632 92
0.3976 93
0.0601 94
1.1851 95

Coef.
0.,2242
0.,1867

~0,40%9
-0,2820
0.5398

0.3335
~0. 2664

0.0804
0.5007
0.0695
«0.2117

~0.33%35

0.6851
~0,102%
-0.1117
~0,0460

0,3742

0.0835
~Q. 2445
-0,1%20
-0,0%20

0.0710
~0.3039
~-0.4539
~0.1742

0.0226
~0,3148
~0.052%
~0.6179

0.2726
~0,.3929
~0.4679

Sec.
96
97
98
99

100

101

102

103

‘104

105
106
107
108
109
110
111
112
11%
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124

125

126
127

Coef.
0.2804
-0.0289
~0.1976
0.9648
0.4085
0.1367
~0.00%9
1.1398
0. 7445
0.3226
0.0132
0.5382
0.3%664
0.2820
-0, 2054
0.7507
-0.0195
0.1679
0.14G2
0.1023%
0.2492
~0.0507
0.2585
0.1929
-0,0054
0.3%882
~0.1273%
0.1445
0.4132
0.2820
-0.0742
-0.0835

Tabla 6~3. Coeficientes de la curva 6-5 ordenados secuen-—
cialmente. :
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La parte mas instructiva de los resultados, por la -
visualizacidn gré&fica que permite, estéd representads por -
los graficos. Como tesis general se demuestra la posibili-
dad de recuperar con mayor .0 menor fidelidad una seiial a -
partir-de un ntmero limitado de coéficientes. No hace fal-
ta resaltar la enorme ventaja gue esto representa en el -
campo de las tglecdmunicaciones. Como dijimos antes, se¢ ha
probado la reconstitucidn de la curva original a partir de
un ntmeroc de coeficientes gue va de 1/16 a la totalidad de
los coeficientes, La fidelidad de la reconstitucidn de la
curva aumenta con el nimero de coeficientes. La partve de -
los coeficientes requeridos para una reproducdién fidedig-
na de la curva original, varia con el tipo de curva en -
cuestidon. Bn ciertos casos se ‘logra una reproduccidn bas -
tante fiel de la curva con ﬁn nimero de coeficientes infa-
rior a N/2, én otros casos aun con N/2 coeficientes no se
logra una relevante fidelidad. Procediendo a un examen in- -
dividual de cada curva tenemos los siguientes resultados.

Curva 6-1

Se trata de una curva de 64 muestras. l.a recupera -
cidén de la curva se hace utilizando primero 8 y luego 4 co
eficientes. La reproducciodon se haée en los dos casos cdn’~
secuencias de 4 valores repetidos. Sin embargo, la curva -
reconstitulda a partir de 8 coeficientes sigue mis de cer—

ca a la‘curva original. La razdn para este tipo de recons-
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titucidn en fcrma de amplios escalonés, es éue todos los -
coeficientes retenidos son des btaja secuencia, como se pue-
de comprobar en la respectiva ordenacidn secuencial de los
coeficientes: tabla 6-1.

Curva 6-2
Bsta curva de 64 muestras se reconstituye a partir de 32 ¥y
16 coeficicntes. La curva recorstituida a partir de 32 co-
eficientes sigue con mayor fidelidad a la curva original .
Sin embargo, se dan excepcionalmente valores de la curva
reconstituida a partir de 15 cceceficientes que se aproximan
més a la original.

Curva 6-5 -
ée trata de la curva 52 con un desplazamiento ciclico de
8 muestras. Se puede observar;de las teblas de coeficien -
tes ordenados en forma secuencial, gue los valores de los
coeficientes varian con el desplazamiento, lo cual demues-—
tra que los wvalores de las funciomnes componentes se alte -~
ran con el desplazamiento, 5 espectro de potencia permane
ce invariable.

Curva o-i
Se trata de ia curva 6-2 con un desplazamiento ciclico de
16 muestras. Una vez més se observa la variacién de los va
lores de los coeficientes ron el desplazamiento.

Curve 6-5

Esta curva es reconstituida a pértir de o4 y 32 coeficien-
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tes. La curva recoﬁétituida utilizando 64 coeficientes =i~
gue méas de cerca a la original. La curva original se ha ob
tenido muestreando 2 periodﬁs ligeramente diferentes de un
electrocardiograma. Se nota el predominio de los armdnicos
pares sobre los impares, lo cual eé'fécil comprobar en el
gspectro de potencia, pues para P7 = 59.832695,que repre -
senta la suma de los cuadrados de los 64 coeficientes dé
secuencia :1, 3, 5, ..20....,63, se tiene un valor inferior
a P6 = 61.246777,que reune los cuadrados de los %32 coefi -~
cientes de secuencia: 2, 6, 10, ......,62 ¥y a P5, que re -
presenta la suma de los cuadrados de los 16 coeficientes
de eecuencia: 4, 12, 20,...;.,,60. 35= 67.505810.
Curva 6-6

De esta curva sblo se presenta el grifico. Bs la curva 6-1
reconstitulda en todos los casos a partir de 64 coeficien~-
tes. Las 3 curvas coinciden excepto en dos puntos en los
que el redondeo de enteros da lugar a valores diferentes .
La curva aparece trazada con el valer alfantmerico 3 ,pués

este es el Ultimo valor que sustituye a los otres dos.

6.4 Perspectivas de aplicacicnes

Los resultados matemdticos obtenidos estén listos p

lw

IE

ra su aplicacidén. Su aplicabilidad al diagnbstico automat
co dependera en primer lugar del establecimiento de crite-
»ios muy definidos respecto de los indicios caracteristi -

cus de una enfermedad o anormalidad, en segundo lugar de
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la posiblidad de procesar un elevado numero de curvas pa-
ra la exbraccidn de criterios més generales ¥, Dpor ultimo,
de una estrecha colaboracidén entre el tedrico v el cardid-
logo, ya gque solamente asi,el.especto matemético estudiado
por el primero podra ser complemenﬁado con las obgervacio-
nes y valoraciones clinicas del segundo.

Cabe observar que este estudio sobre la transformada
de Hadamerd podria ser aplicado igualmente a la identifica
cidn automatica de huellas dactilawes , ya en un plano bi-
dimensional.

A continuacion siguen las fobtocoplas reducidas de
los resultadcs obtenidos al procesar las 6 curvas arriba
mencionadas. Lé computadora utilizada fue la IEM 1130 de

la -Universidad Central.
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