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Sucede no raras veces en la historia del pensamzento

que ciertas contribuciones científicas que'parecen meras

elucubraciones del espíritu, se revelan posteriormente fe

cundas en aplicaciones prácticas. Tal el caso de las se-

ries de Eourier o el de la transformada de laplace. Algo

semejante ocurre en el caso de la transformada discreta

generalizada,,- ,,de ,;l;a.,.cual ̂la. ̂raBsf.o.̂ irta.da.Ae..., Hadaaard no

'es sino un caso particular. Si bien la teoría de la misma

es en realidad una extensión de la transformada de Eou-

r/ier al caso de magnitudes discretas, su aplicabilidad de

pende directamente de un artificio matemático: la posibi-

lidad de factorar una matriz de gran redundancia (matriz

con muchos elementos repetidos) en varias matrices de -

gran dispersión (matrices con un elevado número de elemen

tos iguales a cero). Aun después de introducido el uso de

las computadoras la obtención de la transformada discreta

resultaba antieconómica por el elevado tiempo de computa-

ción requerido. Es la introducción del algoritmo rápido,-

basado en el factoreo de matrices, el que hace posible ti-

na obtención económica de la transformada discreta.

Conscientes de la novedad de la materia tratada he-

mos procurado dar 'en 'el primer capítulo una exposición d_e

tenida de la transformada discreta generalizada, para si

tuar mejor dentro de su contexto el concepto de la trans-

formada de Hadamard» Las bases requeridas para la compren



sión del capítulo 1 son algunas nociones generales del al

gebra de matrices, con un enfqque especia] respectó de

las matrices ortogonales y unitarias. Este capítulo nos

permite ubicar la transformada de Hadamard dentro de una

gran familia de transformadas, y caracterizarla como la -

de mayor simplicidad 77 como la más apta para obtenerse en

...computadoras pequeñas ,.y dj limitadas posibilidades. El ca

pítulo 1,aunque aparentemente complejo, puede sintetiaar-

se en una idea básica: la de que la transformada discreta

es un caso particular de transformación de vectores. Un -

vector determinado, que puede ser una señal muestreada,se

transforma con el concurso de una matriz. Ya en, el dom'i -

nio de la transformada el vector posee características -

nuevas que pueden aprovecharse para determinados fines. U

na vez explotadas estas características, el vector origi-

nal puede recuperarse con el c.oncurso de la transformada

inversa. Gran parte del capítulo 1 se dedica al estudio -

de las matrices de transformación: su método de obtención,

diversas clases, propiedades, etc. Es digno de observarse

que todas las matrices de transformación están constitui-

das por elementos que son las raíces IT-ésifíias de 1.

Se hace posteriomente una explicación somera del -

procedimiento de factorización de matrices, que es la ba-

se del algoritmo rápido utilizado en la computación de la

transformada. Se visualiza este por medio de diagramas de

flujo. Se termina el capítulo 1 con la exposición de la -



ítransformada discreta modificada, que se caracteriza por

una matriz de mayor dispersión.

El capítulo 2 está dedicado a la exposición de la

transformada de Hadamard propiamente dicha. Dada la estre

cha relación existente entre las funciones de Walsh y la

.transformada .de Hadamard,.,se comienza e.ste capítulo con -

un estudio detallado de las mismas. Se estudian las -fun-

ciones de Walsh en orden diádico y en orden secuencial. -

Se determinan las equivalencias existentes enbre las fun-

ci-ones de Walsh y las funciones Sal y Cal, estudio este -

que nos servirá'para determinar la estructura secuencial

de las matrices de Hadamard. Las funciones Sal y Gal,asi-

milables por su paridad e imparidad a las funciones seno

y coseno, nos permiten establecer una relación directa -

entre los parámetros de frecuencia y secuencia; la se

cuencia representa para las funciones Sal y Cal lo que -

la frecuencia para las funciones seno y coseno -,

Se establece luego el" concepto de matriz- de Hada -

mard, de donde la transformada torna su nombre, y se exa-

minan algunas de sus propiedades, A continuación se estu

dia la relación existente entre las matrices de Hadamard

y las funciones de Walsh,- lo que permite fijar la distri

bución de estas últimas en aquellas. Una observación de-

tenida-de estas matrices'nos permite determinar el valor

dé desplazamiento temporal necesario para obtener una -
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función Cal de una determinada secuencia a partir de una -

función Sal de la misma secuencia o viceversa.

Por un camino ligeramente, diferente se estudia nueva

mente el algoritmo rápido. La observación del diagrama de

flujo correspondiente nos permite evaluar la notable ven -

taja de la transformada de Hadamard sobre las demás trans-

formadas, desde el punto de vista de la rapidez de su com-

putación. Efectivamente mientras la computación de la -

transformada de Hadamard, prescindiendo de los factores •—

constantes, implica únicamente una secuencia determinada -

de sumas y restas de dos cantidades, la obtención de•las -

refutantes transformadas presupone además la multiplicaci ón

de esas cantidades por factores exponenciales de creciente

eomple'j'i'dadc

Se aborda luego el tema de- la transformada de Walsh

o transformada de Hadamard en orden secuencial. La trans -

formada de Walsh, al entregarnos los coeficientes de trans

formación en orden creciente de secuencia, nos permite de-

terminar la variación de la magnitud de los coeficientes -

de acuerdo a su mayor o menor secuencia.

El estudio del espectro de potencia, como su nombre

lo indica, determina la potencia'promedio consumida en -

cualquiera de los procesos. Puesto que esta potencia es -

la misma en cualquiera de los dominios, el espectro de po-

tencia representa un invariante en los dominios del vector

original y de la transformada; igualmente se comprueba que
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la potencia es invariante respecto de cualquier desplaza-

miento cíclico del vector muestra. El estudio del espectro

de potencia nos permite además determinar los grupos de

funciones de Walsh que constituyen los invariantes del es-

pectro. Este estudio se complementa" con un análisis del es

pectro de fase. Igual que en el caso del. espectro de fase

de la transformada discreta de Eourier, el espectro de fa-

se de la transformada de Hadamard varia en forma cíclica

con el desplazamiento, Sin embargo en el caso de la trans-

formada de Eadamard la variación de este espectro cieñe ca

racterísticas especiales, .-ya que cada punto espectral va -

ría en forma diferente, En conclusión tanto el ospectro de

potencia como el de fase, dado el limitado número de pun -

.tos '-e-spac-teal.es,', p&eaent.an-.,1a .propiedad,vde .compresión de

datos, lo cual puede considerarse una ventaja desde el pun

to de vista de la simplificación de resultados, pero una -

desventaja desde el punto de vista de la recuperación de

datos. El algoritmo utilizado para el cálculo de los espec

tros de potencia y de fase se deriva del diagrama básico u

tilizado para el cálculo .de la transformada de Hadamard.

Como elementos complementarios se estudian la trans-

formada de Hadamard modificada y la transformada de Hada -

mard multidimensional.'

El capítulo 3 trata de las relaciones existentes en-

tre la transformada de Walsh y la de Haar, qu¿ tiene carac



terísticas semejantes. La transformada de Haar se opera -

con el concurso de una matriz de mayor dispersión ( muchos

elementos iguales a cero), pero la obtención de la misma -

no presenta las mismas facilidades que la obtención de la

matriz de Hadamard.

Puesto que la transformada de Hadamard está limitada

al procesamiento de datos reales, en el capítulo 4- se hace

una exposición suscinta de la transformada BIKJRE compleja

que permite el procesamiento de datos complejos. Al estu -

diar el espectro de potencia se podrá observar un aumento

del número de puntos espectrales, lo cual debe relacionar-

se con el aumento del número de raices de 1 empleadas en -

Ha matriz de transformación.

Por fin en el capítulo 5 se da una breve idea de

tres de las posibles aplicaciones prácticas de la traiisfor

mada de Hadamard: análisis espectral de señales, procesa -

miento de la palabra hablada y codificación de imágenes»

La parte práctica, capítulo 6S realizada con el con-

curso de una computadora, es el estudio de algunos electro

cardiogramas gentilmente cedidos por el eminente cardiólo-

go Dr* Rene Bustamente Riofrío. Este estudio comprende la

recuperación de la curva original a partir de un número li

mitado de coeficientes de la transformada y el cálculo de
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' Capitule 1

LA TRANSFORMADA DISCRETA GENERALIZADA

Para llegar al concepto de transformada discreta po-

demos seguir dos caminos: 1) Partir del concepto de trans-

formada de Uourier y de sus fórmulas generales y luego a-

daptarlas a un conjunto discreto de lí muestras de la señal

que se quiere transformar. 2) Aplicar a la transformación

de señales la teoría clasicp de transformación de vectores.

1.1 La transformada discreta de ffourier como_un ejemplo de

transformación discreta.

Aunque la transformada' discreta de Fourier es sólo -

un caso particular de la transformada discreta generaliza-

da,, ,s.xi..e,st.u¿U"-p registe especial, .int.ê eŝ por .dos .razones,:

1) La transformada discreta de Eourier es históricamente -

la primera en ser usada ampliamente gracias al algorit-

mo descubierto por Cooley y Tulcey [7] (Transformada rá-

pida de Pourier) que reduce notablemente el tiempo re --

querido para la computación de la misma.

2}: Es la transformada, que por relacionarse directamente -

con la transformada de Fourier. permite ver mejor el pa

so de la transformada, que podríamos llamar continua, a

la transformada discreta.

La transformada de Fourier es un caso límite de las

series de Pourier.'Si la función que deseamos expresar co-

mo un sumatorio de funciones exponenciales no es periódica,
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•'obtenemos un.-espectro continuo-de frecuencia, lo que trario

forma el sumatorio en un integral. Por este camino se ha -

llegado a las fórmulas:
f**

X(t) r̂ l/2ffy S(cO)eüaJ du; (1-1) (Transformada inversa de Fou
" _ CO

r n / rf-

S(w) =yx( t )e J dt (1-2) (Transformada directa de Fourier)

Puesto que IAJ = .2nf , (l-l) ,y:(.l-2) pueden expresarle ta.m>ién

en la'forma:

X(t) = /S(2]Tf)ed2lTftdf
-05

ya que 27T es una constante podemos poner

S(2TT£) s S(f)

X(t) ^ /S(f)eá2Tíftdf (1-3)
¿o ' •

Si X(t) es una señal de-ancho de báñela limitado, X(t) j S(f)

se representarán gráficamente por el par de transformadas

indicado en la fig. 1-1.[l] pp. 105-111.

* t
Eig. 1-1 .Par de transformadas.

En virtud del teorema de niuestreo y utilizando el te

orema de 'convolución es posible demostrar que la informa '-

ción contenida en X(t) se conserva íntegra en sus muestras

tonadas a una frecuencia igual o mayor que 2 veces la fre -

cuencia máxima contenida en X(t). La función muestreada es



*** J—L "™

.equivalente al producto X(t) por un tren de impulsos sepa-

rados por un intervalo - T . O sea

X /'J-'N Ví^4-^í f 4~*\ ~\\ ij} = A^bJOmV^J l-i-—7y
S J.

Siendo su transformada:

S fuO =,

=• período de nmestreo

(1-6) = 2TÍ/T

La representación de X (t) y de su transformada se da en -
o

la fig. 1-2. [1] pp. 4-37-44-1.

T
t

S

•u)

Fig. 1-2. Señal maestreada y su transformada. T <l/2f

•En todos los .c-a-so:s >ant.eri.ox-.es tenemos -sudatorios o -

integrales en el ámbito -<*>• a-* oo;lo que hace imposible la -

manipulación de las fórmulas -indicadas con la ayuda de com

putadoras. Para que éstas puedan .sernos de utilidad es ne-

cesario renunciar'a un cálculo exacto de las transformadas

y contentarnos con un número limitado de muestras tanto de

la función X(t) como de su espectro en el'dominio de fre -

cuencia.

Para esto'debemos'hacer los cambios pertinentes en -

las fórmulas de transformación anteriormente obtenidas.Los

pares de transformadas dadas por (1-3). y (1-4) se transfor

man en:-
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'X(t, ) ^ 2ls(f )eJ^/u-n0kA:f (1-7)k' flsA//^ ir v ^

k = O, l, .N-i.

S(fn) = 2 X(tfe)e";]"2/irintkAt . (1-8)

- -n = O, 1, ,±N/2

Las muestras de X(t, ) se han tomado de O a íT-1..
zv,

Puesto que ahora sólo tomamos valores discretos,dt y df se

transforman en At y df respectivamente. Igualmente t-, y fj£ n

representan valores discretos.

Hagamos

t, = kAt

X(t,) = X(k)
Á.

S(fn) = S(n)

Si el intervalo muestreado es = T,entonces

At == T/N .

Se tiene además

Af = 1/0?

Introduciendo estos valores en (1-7) y (1-8) obtenemos

X(k) = Af£'s(n)e¿2TT(nk)/H (1-9)
n=íJ

k r r O , 1, ,.., N-l

S(n) = At ̂XCtóe-^lTC^/N (1.10)
£s O

n - O, 1, , N-l

Hemos adoptado también para n el rango de variación de O a

N-l en vez, de O a"±N/2.. Esta sustitución no altera la ex -

presión', pero simplifica el proceso de computación.



. En efecto para n = ;Jv2 -f 1 se tiene

j2nk(]V2 + 1)/N jTTk(H+2)/N

siiraando y restando al expoirent'e j2TT(W-2)/N y tomando en -
iPTTVcuenta qnej para k = O, 1, ,ÍT-1 ̂  - eü = 1 se llega

a la fórmula:

eO"2TTk(N/2 + p.)/N ^ e-32TTk(N/2 - p)/N (1-11)

La fórmula (1-10) se la puede expresar mejor en forma ma -

triciál cómo

[S(n)] = [W^HxCk)] (1-12)

Fn donde por razones de claridad se ha eliminado At que re_

presenta una constante. •• " ' . ' " ""

En (1-12) [S(D)-] y [X(k)] son matrices columna Nxl y [Wn"]

una matriz cuadrática ÍTxN.

o- ,= ,1 - J2TTAT.Siendo W - e ü

. En conclusión el asumir que las N muestras se trans-

' forman en N valores transformados ha hecho posible obtener

la transformada de Fourier '.con la intervención de matrices

cuadráticas, lo cual representa una enorme ventaja desde -

el punto de vista de la computación, sobre todo habida -

cuenta de los algoritmos rápidos actualmente en uso. [8]

Gomo se verá en el capítulo 2 se puede llegar a la

transformada de Hadamard o transformada discreta de Walsh

a partir de la transformada ( que podría decirse continua)

de Walsh.En este caso,en vez de funciones exponenciales ,

• se utilizan las funciones de Walsh que forman también un

conjunto completo de fiinciones ortogonales. La matriz cua-
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drática obtenida consta sólo de +1 y -1,

Este método de aproximación, aunque no sea el más ele_

gante, ticsne el mérito de haber sido el camino realmente se

guidc para llegar a la transformada discreta de Fourier.

1 • ̂  La transformada discx'eta generalizada como un caso de

transformación de vectores

Si ;debiér.aoio-s haaer un -gráfico -^de -la transformación

que acabamos de estudiar, tendría la forma indicada en la -

fig. 1-3

N/2
Eig. 1-5- Hipotética representación de X(Ic) y S(n)

Vemos que en realidad se trata de la transformación'de uña

serie ordenada de valores en otra serie ordenada de valores.

El hecho de que tanto las muestras originales como sus trans_

formadas formen un sistema ordenado de valores, nos permite"

asimilar las dos secuencias a sendos vectores. Hecha esta a

similación podemos aplicar a la transformada discreta gene-

ralizada los principios válidos para la transformación de

vectores.

Las transformaciones de vectores que vamos a tratar -

se denominan lineales p.orque tienen las dos propiedades si-

guientes:

1) La transformada de la suma de vectores es igual a la, -

suma de las transformadas de los vectores.
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'j,

2) La transformada del producto de oC. escalar por el vec-

tor A es igual a cL por la transformada de A.

Le acuerdo a lo establecido el número de muestras de

la función a transformar corresponde al número de dimensio

nes del vector'original. Puesto que el número de dimensio-

nes del vector transformado es idéntico al del vector ori-

ginal, podemos tratar éste como un caso de transformación

de bases en el espacio N-dimensional, que denominaremos V,r

Sea e-, , 6p, , e,.-r = E una base de este espacio y

c-, , Cp, . , ..... , ,-,e,-, - C la base transformada

Tratemos de 'determinar las relaciones existentes en-

tre las baseo E y Ü ambas del espacio V-^.

Cualquier vector del espacio V-vr es susceptible de • -JN

ser expresado como la combinación de los vectores de la ba

se B; como los vectores -de la base C pertenecen también al

espacio V-*p cada uno de ellos- podrá expresarse unívocamen-

te mediante la base E.

Se tendrá

C2 " t21el

t!2e2

U f-\ tí r~\.

o en forma matricial

cl
C0

C-KTN

4 - 4 - 4-

°11 12 1JÍ

4 - 4 - 4-
°21 22 2N

J_ 4- 4-

UNI K2 * NK
u J

-
e-.1

e d̂

e*rW

(1-13)
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i
Sea .*

"h.2 " '^IN

21 t22 ' * „
= [O?]

U oí U

En forma abreviada

Trl _ TTIirlíí lL O J = L J- J L -̂ J

La matriz [i], cuyas filas representan las coordenadas de

los vectores c. en la base E se denomina matriz de cambio

de la base E por la base Ü. A su ves cualquier vector e. -

de la base E se expresará en forma unívoca como la combina

ción lineal de los vectores de la base. O, y siguiendo un -

proceso análogo al anterior se llega a la ecuación:

En donde [T1] designa la matriz de cambio de la base C por

la base E. . • . .

Sustituyendo (1-13) en (1-14) y (1-14) en (1-13) obtenemos

respectivamente:

[s] = [T ' ] [T ] [B ] (1-15)
fr,l _ frlf'í1' 1 fnl (i-i^iL^J — L-^JL-1- JL^J V.-L— -Loy

Puesto que las dos bases son línealmeiite independientes -

[E] y [O] son las mismas a la derecha y a la izquierda de

(1-15) y (1-16). Entonces

[T'lCíI] rz-[T][G?(] =[IW] (Matriz identidad de orden N)
IN

de donde
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-[o?1] = [ir1 y (1-17)
O sea que la matriz de cambio de Tina base por otra -

es siempre una matriz no degenerada, puesto que tiene in -

versa. [2] pp. 192-201.

Un rápido análisis nos demostraría- que la transforma

ción que acabamos de estudiar es una transformación lineal

Acabamos de indicar que las transformaciones de ba -

ses se operan con el concurso de una matriz no degenerada;

por consiguiente resxilta una correspondencia biunívoca en-

tre las transformaciones lineales en el espacio Y,, y las -

matrices cuadradas de- orden M" no degeneradas. En otras pa-

labras las características de una transformación son idén-

ticas a las de la matriz .con cuyo concurso se realiza. -

De ordinario la transformada de una señal -sólo tiene

un interés transitorio,-ya que lo que interesa es la señal

original, que debe recuperarse a partir de la transformada.

Puesto que para recuperar la señal necesitamos la matriz -

inversa, desde el punto de vista de la transformación de '-

señales, resultarán aventajadas aquellas matrices cuya in-

versa sea más fácil de obtener. Este es precisamente el ca

so de las matrices de transformación discreta, pues como -

veremos inmediatamente, la inversa es igual a la (conjuga-

da) transpuesta de la original.

-*- • 3 Matrices unitarias

m
Sea [l] la conjugada transpuesta de la matriz [A] -
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•(compleja) . .

Por definición una matriz [U] se llana unitaria si ,

y sólo si, tiene la propiedad de que [Ü] [ü] = [l\], o sea,

[ü] es unitaria si, y sólo .si, su conjugada transpuesta

__ . rp - r— - i T r i — 1
[U] es igual a su inversa. Puesto que [UJ = i\J] se ti_e

_- rp<
•ne también [U][U] =_ [l̂ -]

A partir de esta definición se demuestro, que las fi-

las (o columnas) de la matriz [ü] son ortogonales entre sí.

Puesto que esta matriz,' es compleja, partamos de la defini-

ción de ortogonalidad para un vector comple.jo •

Dos vectores X y Y son ortogonales entre si si, y sólo si,

x.y, = O (1-18)i-¿ j, i

El escalar [X] [Y] recibe el nombre de producto interno -de

X y Y en ese orden. Si X y Y son reales el producto inter-

no coincide con el producto escalar [X] [Y] .,

Si realizamos el producto de Y y X se tiene:

T

de donde si

[X]T[Y] = O

también

o

[Y]T[X] ̂  [X]'T[Y] - O

sea que no importa el orden en que se multiplican los vec-

tores para probar su ortogonalidad.

Si denominamos

ü^ y -U., (i = 1, ......N)

a las filas de [Ü] y. ¡~.7T] respectivamente tendremos
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- rn

V
_ rn

U2

_

u2, , Uw] ='N

(1-19)

siendosienao para . . _ _ . .

,.o,,sea^para ..todo producto en ...que ,i ,.$¿ j ..s.e ..tendrá U- II. = O
x u

que es la definición de ortogonalidad.

De donde se deduce el teorema: una matriz cuadrática

[U] es unitaria si, y sólo si, sus -filas (-o columnas) son

mutuamente ortogonales.

Por otra parte puesto que para dos matrices [A] y -

[B] de orden N se tiene

det [A][B] = det[A]det[B]

para [U] [U] se tendrá:

det [Ü]T[U] = det [lí]Tdet[U] '

pero

det [U]-1 = det[U] = det[ü]

de donde

= det[U]det[U] = det[U] ] ^ 1 (1-20)

de donde se obtiene el teorema: si [ü] es unitaria, el va-

los absoluto de det[ü] esl

Si det[U] es 1, se dice que la matriz es unioiodular.

De acuerdo a la teoría expuesta anteriormente, si so

bre un vector X del espacio V,T actúa una matriz unitaria ,
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-ñe nabrá realizado en el mismo una transformación unitaria

Una transformación unitaria se expresará por la ecuación:

[Y] = [U][X] (1-21)

-*- *^ Propiedades de una transformación unitaria

En el espacio V̂ r una transformación lineal [Y] ̂

|.Aj[X] deja invariante la longitud de todos los vectores -

si, y sólo si es una transformación unitaria.

Puesto que nos encontramos en el plano complejo la -

longitud de un vector vendrá dada por la raíz cuadrada

del producto del vector por su conjugado transpuesto

, m -$¿ ' / ' N7^
T M v ~l-l r Y ~n / Y!¿\v • ^'i OQ^Jj =í LAj LAJ ) = A - LX (±-¿¿;

En consecuencia para demostrar el teorema antes enunciado

nos bastará probar la invariabilidad del producto [x] [x]

bajo cualquier transformación unitaria.

Sea la transformación:

[Y] = [A][X]' siendo [A] una matriz unitaria

' entonces

de donde

[Y]T[Y] = [XlW^UHX] = [X]T[IN][X] = [X]T[X] (1-23)

De donde se concluye que la longitud de X permanece inva

riable bajo la transformación unitaria.

Sean

x-, j Xp, ....... , x^ las 'coordenadas de X y

y- , yp, ..... .. - , y.-r las coordenadas de Y
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entonces (1-23) puede expresarse también en la forma

Esta propiedad reviste extraordinaria importancia, pues ya

en el campo de la transformación de sánales, ?. a invarian -

cía de la suma de los cuadrados en (1-24) se bx-ansforma en

la invariancia de la energía de la señal y de su transfor-

, Piad a ( Teo.rema ,cle , £. arsenal),.

Si [A] y [B] son unitarias y del mismo ora en, su pro

ducto [A][B] es también unitario. O sea dos transformacio-

nes unitarias operadas con el concurso de las matrices [B]

y -[A] en ese orden equivalen a una transformación unitaria

operada con el concurso de la matriz; [c] = [Á][B]

En efecto se tiene que

[Á]T[A] = [IN] .
[Í]T[B] = [I] ' • •

de donde

[T][BlT[A][B] = [B]T[A]T[A][B] = [I]T[B] = [l̂ ] '

El producto interno de dos vectores permanece inva

ríante bajo una transformación unitaria.

Sean X y Y los vectores y [U] la matriz unitaria

entonces

[z]'= [u][x] • .
[W] = [U] [Y]

[Z]T[W] = [Ü]TY]T[U][Y] = [X]T[Ü]
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1.5 Matrices ortogonales

Si la matriz [U] es unitaria y real entonces la igual,

dad [Ü]T[U] = [IN] se reduce a [U]T[U] =. [ 1̂ ] . De donde se

concluye que [U] - [U] ' .' O sea .que podemos definir una -

matriz ortogonal como una matriz real cuya transpuesta es

igual a sn inversa,

, r^Tj-TTl f-r 1 * i.J?u.eato au.e LuJ l&']-&=. 1.1̂ 1 .-se 4e.spx^ende.,xsual que • en
* ' "• J "- -1 *• l\ -* '• «. / ..̂  J..-**

el caso de las matrices unitarias, que los vectores forma .-

dos por las columnas o filas de una matriz ortogonal son -

ortogonales entre si. Si designarnos estos vectores -como:

íji qi <P

~ ~ '
l1 2' ...... N respectivamente 7 tendremos que

i j ~ 1 para i = ¿

Por otra parte se tiene que

dettüj^Cü] = det[U]Tdet[U] = det[ll]| =

de donde

det[ü] = ±1

De donde se sigue el teorema: si una matriz es ortogo

nal el valor absoluto de su determinante es igual a 1

1.6 Transformaciones^ortogonales

transformaciones ortogonales son aquellas que se ope-

ran con el concurso de una matriz ortogonal.

Puesto que una matriz ortogonal es una matriz unita-

ria que carece de elementos complejos, las transíorniacio -
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'nes ortogonales tendrán las mismas propiedades que las . -

transformaciones unitarias.

Una transformación ortogonal deja invariante el cua-

drado de cada vector, o en -otras palabras, una transforma-

ción ortogonal deja invariante el cuadrado de la longitud

del -vector transformado. En el caso de señales esto se a -

plica ,a la .Invar.iancia de la energía

Sea la transformación ortogonal

[Y] = [U][X] • • ' - .

Entonces

[Y]TLY] = [Y]2,. ([U][X])T[U][X] = [X]T[U]T[ü][X] = [X]T[X]

o también

¿ 2 '

Si [A] y ..[B] _cor. matrices ortogonales su producto es tara

bien ortogonal.

En efecto

Í[A][BJ)T[A][B] = [B]T[A]T[A][B] = [B]T[B] = [l]

Toda traiisformación ortogonal mantiene invariable el pro

ducto escalar de dos vectores.

Sean X j Z dos vectores sometidos a la misma transforma

ción ortogonal

[W] = [AJ[I]

[R] = [A][3]

[3] PP- 290*300



• 7 Obtención de las matrices de transformación

Hemos destacado anteriormente la relación biunívoca

existente entre las matrices y las transformaciones linea-

les. Hemos afirmado luego que la transformada discreta ge-

neralizada se opera con e i concurso de matrices unitarias

.u ortogonales. El problema es ahora encontrrr métodos para

..obtener ,.e.s,ta clase de matrices.

Para que el trabajo de computación se facilite ulte-

riormente, las matrices de transformación deben ser factu-

radles en matrices de gran dispersión- entendiéndose por -

tales las que contienen un elevado número de ceros. Igual-

mente si la matriz utilizada puede ser expresada como el -

producto de Kronecker de un conjunto de matrices, la trans_

formación puede realizarse con un reducido número de opera

ciones aritméticas .

Consideremos, pues, las matrices formadas a base de

productos de' Kronecker [4] .

Sea una matriz cuadrada de orden p y elementos de la forma

m - . en' donde i y j varían de O a p-1.r ^ i , t]

[Mr] =

mr,0,0 mr,0,l

ra-

in

mr,p-l,0 m

(1-25)

Si
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[H(l)] = [M(0)] .es una matriz cíe orden p

[H(2)] = [M(1)]«[M(0)] r, [M(1)]@[H(1)] será de una matriz
p

de orden p * . .

[H(5)] = I>(2)]«[H(2)] = [M(2)]»[M(1)]»[M(0)J será una ma

' -5triz de orden p .

En g-eneral •

[H(n)] = [M(n-l)]«[H(n-l)l (1-26)

será una matriz de orden p .

En donde "® representa el producto de Kronecker.

El primer producto de Kronecker puede expresarse como:

m
1,1, ml i p--L , — , JJ _

-ni-, ,H(1)

Vemos que cada elemento de [M(1)J multiplica SL toda la ma -

tris [M(0)]; de allí que para cada producto de Krcnecker (de

matrices del mismo orden) el orden de la matriz producto se

eleva en una potencia de p.

En general cada elemento de la matriz [H(n-l)] multiplica a

toda la matriz [H(n-l)].

O sea ' .

001654
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(1-27)

mn-

La ubicación de un elemento en una matriz se hace por

de dos subíndices, el primero de los cuales indica la

ax"ila y él segundo ̂ a-'cóluiraa 'de la n.atras; -el --término

ral tiene pues la forma a. -. Es posible, en tratándose de -i j

matrices que son el resultado de productos de Kronecker de

submatrices de orden p , expresav la ubicación de un elemen

to por medio de un sistema de numeración de base p. Cada

.subíndice consta de. un número de dígitos igual al orden de

productos de Kronecker de la matriz y el rango de variación

de aquellos es de O a p-1. En otras palabras en una matriz

[H(n)J en la que el núcleo básico es de o^den p, cada sub-

índice se expresa con n dígitos los cuales varían de O a -

p-1.

Así la matriz [H(2)] con p = 3
o

será de orden 3 — 9

Podemos expresar la variación de los subíndices- por medio —

de dos variables: x para el índice que varía en sentido ver-

tical (filas) y u para el índice que varía en sentido hori-

zontal (columnas) .

Si representamos [H(2)], de orden p2, pOx medio del siste-

ma decimal tendremos:



u

[H(2).

0 1 2 3 4 5 6 7 3

Los números al mareen -
de la matriz indican la
variación de los subín-
dices, los elementos se
.sobreentienden.

(1-28)

Si utilizamos el sistema de..base = 3 cada subíndice deberá

tener 'dos dígitos y estos 'deberán variar "de O a 2.

Se tendrá pues
u

00 01 02 10 11 12 20 21 22
00

X01

02

10

U

12

20

21

22

Hemos expresado x y u en la forma

u = u__ n u^ o ....

(1-29)

:uiuo u re (o,!..,- T. ,P-I}
(1-30)

Usando esta notación los elementos de una matriz [H(l)] de

orden p pueden expresarse por medio de la ecuación:

-
T[]T m, l°-¿) (1-3D

'delta de Kronecker .que tomaEn donde o(a-b) es la función

el valor 1 si a = o , j es cero en cualquiei- otro caso.
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Así por ejemplo: )

JL¿ AíV --i VUi --nTTY' i^ - TTTT m OAX0-i;üiUo-¿);
.i_i \- y ^ -̂, — "-'/~\; _;

y O v C IJ M O-, 1,0

Puesto que cero decimal - cero en el sistema ternario

x = u - 00o o

de donde

_ S(o-o) ¿(o-o) 5 (o-o) ¿"(o-i) ¿(o-o) ¿(0-2)
, , mO,0,2

ó(o-i)¿(o-i)m
0,1,0 0,1,1 0,1,2

• ¿(0~2)á(0~0) (0-2) (0-1)
mO,2,0 mO,2,l O,2,2

- mo,o,o
O sea que cada elemento de [-H(l)] es igual al producto de -

todos sus elementos elevados todos, menos uno, al exponente

cero. .

En general los elementos de la matriz [H(n)3 pueden expre —

sarse por la ecuación -*

Si las matrices son idénticas el subíndice r será el mismo

para todos los casos de O a n-1 y se tendrá la misma base a

fe'ctada por diversos exponentes que se podrán expresar como

un sumatorio.

O sea para matrices idénticas

H(n) .ITTTm |

en donde el subíndice r se na suprimido.

Para que la matriz [H(n)̂  ] sea ortogonal es necesa-
-X. d U,
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rio que los elementos ( m • n n m n -A satisfagan
L — j w .j w r j p—J_ 5 p—_LJ

los requisitos de ortogonalidad para cualquier valor de r.

Todas las matrices que se utilizan para la transfor -

mada discreta generalizada se originan de un núcleo básico

uara el que p - 2 , j son de orden N - 2n.

Consideremos con mayor atención esta clase de matri -

ees.

Sea la matriz múcleo

A Tí
Ao Bo
co Do

L

se podrá representar en la forma

Asi la matriz. [H(J)] será .de la forma:

"A2Á1A0 A2A1B A2B1A0 A2B1B0 B2A1A0 B2A1B0 B2B1A0

•A2B1C0
A2B1D0 ^Qjn.-, O ,-, JJ o-A.-i -U,-̂  IJ QÍJ-j Op.

A^AQ A2DlBo B2ClA0 B2ClBo B^AQ

A2C1C0 A2°1D0

C2A1Á0 C2A1B0.

C2A1°0 °2A1D0

C2C1A0 C2C1B0

C2C1C0. C2°1D0

A2D1°0 A2D1D0 B2°1C0

C2B1A0 210 D2A1B0 D2B1A0

C2B1°0 C2B1D0 D2A1°0 D2A1D0 D2B1C0
C2D1A0 C2DlB0 D2ClA0 L^ V¿>¿Q

C2D1°0 C2D1D0 D2C1C0 D2°1D0 D2D1C0

De la estructura de los núcleos s** saca las siguientes

valencias:

"R "Q "D
B2B1B0

B2B1D0

B2D1D0

D2B1B0

L2B1D0

L2D1B0



A0 ^ r nO,0,0 Al - ml,0,0 An = ran,0,0

BG = mO,0,l Bl = ml,0,l . • • • ' Bn = mn,0,l

*-/r\ *fl/~\ r\i — lü-i -i s-\* o ™ r n i s-\ 0,1,0 1 . 1,1,0 n n,l ,0.

Dn ~ m^ -, i Dn = nú -, -, *. D = m n nO O?!?! 1 151>1 - n n,l,l

Vemos que A siempre se asocia con los subíndices (sobre-

entendidos) 0,0

Br con 0,1.

C con 1,0

L_ con 1,1

La fórmula general (1-32) aplicada a nuestro caso da:

YX-1 C (^ _

x,u ~ ' ' "r "r' ^-^ / , ,/'^.
f ( r

r ;- r

Puesto que A se asocia siempre con los subíndices 0,0, el

exponerle de A será - 1 cuando x ™ u - O

SI exfjonente de B será - 1 cuando x - O y u - 1

SI exponeiite de C será = 1 cuando x = 1 y u = O

El expolíente de D será = 1 cuando x_ = LI =. 1^ .. r r r

Si; nacemos un cuadró tendremos

exp. de B̂  exp. de 0̂  exp. de Dr
0

0

1

1

r
O

1

0

1

^ r
].

0

0

0

r

0

1

0

0

r

0

0

1
0

0

0

0

1

Por simple inspección vemos que estas funciones corréspon-
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'den a las funciones bool'eanas

En otras palabras los exponentes de Á ; B „ , etc. pueden ex
-L J_ ~~*

presarse como las funciones indicadas.

Entonces

;RYn^ _ A Xoll,, A .^n-j^n-i-D ^Vo -D ^-n-t^-n-i
ü w xu - A0 ---- ' "V-l ^0 ---- ' n-1

X U 0

¿ ^"^r-D 3CrUPp
Ar Br Cr

Ur

Si las matrices son idénticas

AQ = A1 = . . . . = An . A

HX n) ~ Ar-a "̂  ^ 13 r~ n"""1" r O T-. n r ^ D v- ., f" ^ (1—""SS )o-j. \/ — rt»_ o J^rrc vx^;0 j-* ^__ o A^-^/y
^ , U.

Para q-ue la matriz resultante sea ortogonal ( o unitaria)

se requiere que:

C2 + D2.- 1 . (1-36)

AG + BD = O

Es conveniente que la matriz resxiltante sea además simé bri

ca, de tal manera que la transformación aplicada dos veces

nos restituya el vector original. Para que'la raatria sea -

simétrica se reqxiiere que:

de donde
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'A = -D

o también

B = C.= O

Con B ~ O se obtiene una matriz diagonal

Para B = C y A - -L

se tiene

B = C = (1-A2)1/2

Sustituyendo estos valores en (1-J5)

pero xu + x u = x © u* r r r r r r

-̂' /•— — 5~' "•"'
TT / -,-, *\ ¿— *- •"•!* *-*• r "** -^-v-'-^ry/'T A ^ — / -̂ í- - o v. T ^r//' l"\— V" ^
HV.ÍJ-/ — A r-^ ' ^J-~"-ri- ) ' \ J-J 1"- o

x,u

Multiplicando y dividiendo el miembro de la, derecha por:
•vi-1 . -n-l

pero xrur+ xrur+ xrur+ xrur = xr(up-f up) + xp(ur4- up)

Luego el sumatorio exponente de A es uno para todos los va

lores de r , lo que equivale a elevar A a la enésima poten

cia

n-l v^j
~^s -^ nr f P, , p ^ 1 / p ^ I . ( ' v m i i N ) ^ v ^ - y - nHCn) ' - A f fl-A WA 1 7 r=o ̂"̂  rM~ll ¿r--^rur. (1-̂ 7̂iA ̂  J-i-/ - v i t — • " - L \ - - * i y / - í i J v -1- / r- o \.-*- J ( J

JS. , U.
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Las matrices;¡de K-ronecker descritas por la ecuación

(1-37) son una familia de matrices simétricas y ortogona -

les. Elementos válidos para la formación de tales matrices

pueden ser los pares: [sen 6, eos 0} , [l, 0],¡3/4, 4/5},

{l/V2, 1/V2], etc.

Reviste especial interés la matriz formada por el

par sen 9, eos 0, cuyo núcleo es

feos 6 sen 9

sen 9 -eos 9

H(n).
-n-l

H(n) ~ cosn G(sen G/cos
-JC j U.

x,u está dado por

n r^r ^ / r\\ X" o."/- -t N ' - o -U" J." /• -, _^o^

Al variar 9 de O a 45 [H(l)] varia de una matriz diagonal

a una matriz en que la energía en cada fila o columna es-

tá uniformemente distribuida para cada elemento. En este -

último caso H(n)., se transforma en la matriz ortogonal -x,u

de Hadamard.

Para 9 = 45' sen 6 =. eos 9 = 1/V2

Entonces
u@x JL u x
r r(-D '" P r

H(!0 „ = (l/2)n/2(-l)T- ̂^ (1-39)

El núcleo de la. matriz ortogonal de Hadamard es de la for-

ma:

1 1

1 -1
(1-40) [9]
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Desde el punto de vista de la transformada discreta

generalizada tienen especial importancia las matrices que

se forman a partir de las raíces N--ésimas de 1 (íí = 2 ) ,

las cuales pueden considerarse obtenidas en base a produc-

tos de Kronecker del núcleo básico

Wm

-Wm

W = e -Í21T/N

0 -j f—, 11 ~" -L -i
? 1, o , ..,,*d -1

Las matrices que se originan de este núcleo cumplen

con la condición de ortogonalidad pero no con la de sime -

tría, excepto para m - O ,• en que el núcleo básico toma la

forma:

1 í '

1 -1

que es el núcleo básico de la matriz de Hadamard.

Consecuencia de lo que acabamos de decir es que, de -

todas las matrices que vamos a estudiar a continuación, so

lo la de Hadamard sea una matriz simétrica.

Eespecto de la ortogonalidad se debe hacer la siguien-

te observación: si bien las filas o columnas de la trans -

formada discreta generalizada son mutuamente ortogonales ,

el producto de un vector fila, por su conjugado transpuesto

no es igual a 1 sino a N;- consecuentemente el producto de

una matriz de transformación por su conjugada transpuesta

es igual a Ntlr] y no a [iw] simplemente} por esta rasón -
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denominaremos a estas matrices N-unitarias o N- ortogonal es

También es posible formar las matrices de la trans -

formada discreta generalizada combinando las raíces N-é si-

mas de 1 en orden progresivo de aparición en la forma que

so indica a continuación.

Las raices N-é simas de 1 se definen como

'"VI = eos 2k7T/N - i sen 2kTT/N = ' g~*>

k = O, 1,

Xl-4-1)

oe elige el exponente negativo por ser este el signo

del exponente le V.r, pero esto -no altera los resultados,

Las raíces N-é simas de 1- se distribuyen simétrica -

mente en la circunferencia de radio unidad en el plano coin

,-pltí.jcu ..La. ubicación de las raio&s. .̂ xar-.a JT^ -2 , N -- ̂  y N —

8 se puede ver en las siguientes figuras

Pig* 1-4-.' Raíces
&—de VI .

•Re

Fig. 1-5- Raíces

de $1 .



Pig. 1-6* Raíces de Vi
r1

En general para ubicar las raíces de VT -trazamos la

'circunferencia de radio unidad y la dividimos en N partes

igualen,tomando como origen el eje real. Las coordenadas -

de estos punto«= no-s dan las N .raíces.

. Para el fin que perseguimos es conveniente numerar -

las raíces de O a N~l, a partir del eje real y girando _ en

...el aenti.do de .las agujas d.el reloj..

Así para U = 8 tendremos
.Im •

Pig. 1-7* Distribución de las 3 raíces de VI

Resulta interesante comprobar que el exponente de W

coincide con el v^lor de numeración de la fig. 1-7-

Así para W ~ 1 tenemos la raíz- 1 numerada con un cero

para W~ rr -e~~ - - -i tenérnosla raíz numerada con 2, etc

A partir de N/2 las raíces se repiten con signo cambiado
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En efecto

para m -

e-(L2TT/N)(N/2) = e-ÜT= ̂  ̂ wO

para m - (N/2) +1

-(i2TT/N)[(N/2) + 1] -ÍTT -Í2TT/N _
C — ti ti — W

TÍV. "i i í V. •-1 / £— y * "• i t-tí. / -i i. o \n general W^ y =-w Cl-42)

-En •c'onsecu'encáa si -trememos ̂ 1-̂ par : W1. ,• —-Wm .la varia

ción máxima exigida al subíndice m para obtener lab N raí-

ces es igual a (F/2) - 1 =.2 - 1

Si se hubiera elegido para W el valor e1 ' , la nu-

meración de las raíces debería hacerse girando en sencido

opuesto al de las agujas del reloj.

Si se forman vectores compuestos por las N raíces de

V~I 5 ordenándolas de acuerdo a su distribución en los ver

fices de todos los polígonos regulares de K" lados que se -

.forman uniendo las N raíces,y de los estrellados inscritos

a los mismos, se obtienen vectores ortogonales enere sí.

Así para N = 8
.4 luí

7

Fig. 1-8. Octógono regular fornado uniendo las 8 raices

de VI-



O . "Ee

Pig. 1-9- Polígono estrellado de 8 vértices

se obtienen 4- vectores ortogonales entre sí, pues aunque -

se tiene solamente un octógono regular y un polígono estre

liado: figs. 1-8 y 1-9 3 al recorrerlos en sentidos opues-

•tos se obtienen dos vectores mutuamente ortogonales por ca

d'a polígono.

Para la obtención de las matrices podemos proceder -

como sigue:

Sea [H(0)] rr [l]

entonces

(1-43)

[H(0)][H(0)J 1 1
1 -1

=
|l W°

_1 -W°_

En donde [R 1x2] es la matriz rectangular 1x2 obtenida -
_L o \j

2,

con las raíces de Vi

Si elegimos cero como el único posible exponente pa-

ra W, la matriz resultante, de cualquier orden que sea,ten
V-

drá como únicos elementos las dos raíces de V 1 , o sea los

elementos ±1 .

Se tsn'drá, pues, la matris K-ortogonal de Hadamard -
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la cual puede constituirse por repetidos productos da Kro-

necker del núcleo básico:

Í l"

1 -1

Así

CH(2)] -
hH(l)

= h !2 h2I =

h00 = -1¿¿

También es posible construir la matriz de Hadamard con la

siguiente formula:

Sea por ejemplo [fl(2)j

rec

en donde CM-r,or,2x¿í-[ es una matriz rectangular 2x4 que se o"bx e c ~~~

tiene realizando el producto de Kronecker de la mitad infe

rior de [H(l)]' por [H(l>]

O sea

En e-eneral

CH(n)]
[Mreo

en donde [M 2n 1x2n] = [mitad inferior de [H(n-l) ]©[H(1) ] ]rec



Se ve que la matri'z de Hadamard es un caso de trans-

formada discreta generalizada para la que el exponente de

W sólo puede tomar el valor cero.

La matriz de Hadamard se conoce también con el nom -

bre de "B1FORB" de las tres primeras sílabas de su denomi-

nación en inglés: "Binary Fo'urier Representation."
¿i

Si queremos formar matrices con las raíces de Ví , a

saber-±1, ¿i ; tendremos las matrices denominadas BTFOJRE -

complejas por- la presencia del elemento i r=V^Í. La mínima

raíz que podren»os formar será de 4 elementos por fila y -

tendrá la forma:

[BC(2)]

en donde

rec 2x4 ]
(1-46)

I 2x4] es la matriz rectangular 2x4 que se for

ma con las 4 raíce-s d3 VI, ordenándolas de acuerdo a su

distribución en el cuadrado de la Fig. 1-10 ( recorriéndo-

lo en los dos sentidos)

liai

_. 1-10. Las

Se tiene pues-.

.Re

-i. ,
raices de Vi

[BC(2)]
1 1 1 1
1-1 1-1
1-i-l i



Si queremos .'elevar el orden de la matriz, puesto que

no tenemos más elementos, deberemos repetir los ya existen

tes. En efecto [BC(3)] es de la forma:

[BC(2)][BC(2)1
[BC(3)] -

[ M 4x8
L rec

(1-47)

en donde [M 4x8] es el producto de Kronecker de la mitad
J- c O

inferior de [BC(2)] por [H(l)j

O sea

[M 4x8] = [nr.^ad .inferior de [BC(2) ]®[H(1) ] ]-Leo

Entonces

r.

[BC(3)3 -

En general

[BC(n)]

l i l i l í I I
1-1 1-1 1-1 1-1
1-i-l i l~i-l i
1 i-l-ivl i-l-i
1 1-i-i-l-l j i
J-"*"-L*~"jL j_"^-L J_ J_"~ 1

1 1 i i-1—1-i-i
1-1 i-i-1 1-i i

[BCCn-DltBCCn-l)]

Mrec ]
(1-48)

nen donde [1XL ^2 x 2AXJ es el producto
J_ c o

[mitad inferior de [BC(n-l)]®[H(1)]]

Si queremos formar matrices con las 8 raíces de vT ,

procederemos como sigue:

'[BC(2)][BC(2)]

[ R 4x8
u rec

(1-49)
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en donde TG indica¿transformada generalizada. 8R indica -

que la matriz está constituida en base a las 8 raices de
e • .
V 1 . [H ~¿[-:x:8] es una matris rectangular 4oc8 constituida

-L tJ (_/

por los cuatro vectores ortogonales que se pueden formar -
Q

con las 8 raíces de Vi de la siguiente manera:

Primera fila: las 8 raíces dispuestas en los vértices del

octógono recular de la fig. 1-11, recorriéndolo en el sen-

tido de las agujas del relojr

^ Re

Fig. 1-11.

Polígono para la obtención de la primera fila de

Segunda fila: las 8 raíces dispuestas en los vértices del

polígono estrellado de la fig. 1-12, que se forma uniendo

las raíces separadas por tres intervalos y girando en sen-

tido opuesto al.de las agujas del reloj.

ig. 1-12. Polígono para la obtención de la segunda fila

de [R ¿te8]
L rec
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Tercera fila: las 8 raices dispuestas en el polígono estre_

liado de la fig- l-O.J, que se forma uniendo las raíces se-

paradas por tres intervalos y girando en sentido de las a-
.Im

del reloj.

ig. 1-1J. Polígono para la obtención de la tercera fila

d-e ¡X.,

"Pi•^ -*-

Cuarta fila: las 8 raíces dispuestas en los vértices del -

octógono regular de la fig. 1-14, girando en sentido opue£>

a las agujas del reloj .

5

1-14. Polígono para la obtención de la cuarta fila de

[R 4x8]rec

La matriz [R 4x8] Quedará en la formarec -



ÍR 4x8l =
Lltrec^OJ

1

1

1

1

W = e- Í21T/8

Entonces

f rnr1 f -z\ —ITO-(3)8RJ -

•

'l

1

-1

1

1

1

1

1

w
w
w
w

I
7-1

-i
i

w
w

1
5
3
7

,.

i
5

w
w
w
w

1
1

¿1
-1
w
w

2 v/3 w

2 w7 w1

6 w1 y
6 w5 w'

1 1
-1 1
•"i ¿1
-i 1

2 w? w'
2 v/7 w'

v/5 w6 v/1 w¿

w7 w6 V/5 w¿

* w
+ w
+ -W

+ w

1
— 1

"— » "1

i
*• w

Mv
" W

* w

5
1
7
3

5
1
7
5

v/6 w
w
w
w

1
1

-1
-1
w
w
w
w

6

2

2

6

6

2

2

7

W3
w
w

1
-1
i

-i

W

w
w
w

5
1

-

7
3
5
1

Se puede restringir la variación del exponente de W de 1
IL

3 tomado en cuenta que W = -1

O sea [lG-(3)cm] puede expresar también en la forma:

1 1 1 1 1 1 1 1

1-1 1-1 1-1 1 -1

1 -i -1 i 1 -i -1 i

1 i -1 -i 1 i -1 -i

1 W W2 W5-l -W -W2-W5

1 _w W2-W5-1 W -W2 W5

1 W5-W2 W -1 -W5 W2-W

i -.ví̂ -ŵ -w -i v/5 w2 w

Si deseamos obtener [̂ G(̂ )D-o] tendremos

T M 8x16rec
(1-50)



'en donde [TG-(3)or>]' indica la matriz [TG-(3)or>] con los ex-

ponentes de W multiplicados por 2, y [M 8x16] es la ma -i e c

op

triz rectangular 8x16 que se obtiene realizando el produc-

to de Kronecker de la mitad inferior de [TG(3)̂ P] por [n(l)J

En general

[TG(n--l)8R]'[TG(n-l)QÜ]'
[TG(n)8R] =

8R

(I-5D

en donde [TG(n-l)orJ' es 1a matriz [TG(n-l)o-n] con los ex

ponentes de W = e^2^ , <N = ̂  multiplicados por dos, y

[M 2" ~ x 2 ] es la matriz rectangular que se obtiene re-
X t- O

alizando el producto de Kronecker de la mitad inferior de

[0?G(n-l)8H] por [H(l)J

Podemos concebir una matriz que utilice en todos los

casos un rúmero de raices igual al orden de la matriz, se

tendrá entonces la Transformada Discreta de Fourier. Para

valores pequeños de N la transformada discreta de Pourier

se identifica con algunas de las matrices ya estudiadas.

Así por ejemplo

[TD3K2)] = [BC(2)]

[ÍDDÜK4)] 1a obtendremos a partir de la fórmula:

(1-52)
3x16

en donde [ es la matriz [TDF(3)1 con los exponen -



tes de W multiplicados por 2, j [R 8x16] es la matriz . -
J- tí O

rectangular 8x1.6 que se forma ordenando las 16 raíces de
/¿
V"T en la forma que se indica a continuación:

Se forman los 8 polígonos de las figuras 1-15 a 1-22

Re

.1-TÍ5 ••• .Polígono para

la fila 1

Fig. 1-16. Polígono para

la fila 2

Eig* 1-17- Polígono para

la fila 3



Pig. 1-18. Polígono

para la fila A

Fig. 1-19- Polígono

para la fila c

1-20. Polígono

para la fila 6

]?ig. 1-21. Polígono

para la fila 7



Pig. 1-22- Polígono

para la fila 8

y se los recorre en la dirección que indican las flechas ;

los números en los vértices de cada polígono nos dan los -

exponentes de W en cada una de las filas de [̂  8x16]
_L,CO

Así pues [TDFO)] será de la forma: [TDEÍ»] =

"l
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Sn

;TI

1 1 1
-i i -i
-i -1 i
i -1 -i

W* W v W ¿

w" w v < w"
w' w'* w*
wx/ w* w"
w' w ¿ w 3

w * w w "
w 5 w " w ' s

w ' w / ¿ 7 w ?

w 3 w ' w f

w " w ¿ w '
W 5 1 W / Y W 5

IC /*/ /íw / f f w w'3

general

)3?Cn)] -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

í -1 1-1 1-1 1-1 1-1 1 -1
1 -i -1 i 1 -i «1 i 1 -i -1 i

1 i -1 -i 1 i -1 -i 1 i -1 -i

wf w " w " wTi w* w y w ' w' w^.w" \^y

*w a w x w " w £ i w / p w y w / y w t f w* w a w ¿

w 5 w/ v w v w / < 7 1 w ' w;i v/"1 v/5 w / v w v v/^
w* w ¿ wv w4 i w^ v/" v/^ w g w r v/y w*
w ^ v/5 v/ w w w v/" v/x v / ^ w / 3 w w"1
t r ̂  T I /J i T * l l ' ^ 1 I < 5 > i ^ i i / ^ r i í t i /-¿ i i 3 t i /^/ 1 T>*W W W VJ V/ W W W W w w W

w v w 9 w / v w 3 w * w/3 w2 v/^ w" w x w ¿ w / y
, — ., . -J

w w y w /v w ̂  w * w w w v/ " w 7 w v/
v/ n w /5" v/ í w w w ̂  w /y w y w w w/ t f w
w ^ w w 4 w ' 3 w ^ w3 w;í/ w ^ w y v//5 w / < ? w
w " w 3 w /¿? w ; w s w /s w ¿ w /3 w y v//x w 2 w *
ltifí W / X W ^ W * W f W ? V/ ¿ W 5 W v W 3 - W " ? W'^

[TDE(n-l) ] ' [0?ÍDE(n-l) ] ' 1 ,_ -_,
r n-1 n -i Cl-53;
[R 2n Xx 2n ]

L rec j
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en donde [íTDE(n-l)]f es la matriz [TDI(n-l)] con los

nentes de W multiplicados por 2, j [R 2n" x2n] es una
X "O

matriz rectangular 2n~ x2n formada de la siguiente manera:

se ubican en la circunferencia de radio unidad las N" raí -

oes de Ví , se forma el polígono recular de N lados, se

inscriben en él todos los polígonos estrellados posibles

X&e-N puntas),. .(Si N = 2~5.el numere Ae polígonos estrAlia-

dos posibles es igual a la cantidad de números impares com

prendidos entre 3 y (N/2 - 1) inclusive). Si recorremos ca

da uno de estos polígonos en los dos sentidos posibles,, a

partir del punto cero y de acuerdo al orden: +1, -(íT/2-1) ,

+ CN/2-3) ,-.-...., +5, -3, +3, -5, + -(N/2-3),

+ (N/2-l) , -1-, en donde el signo 4- indica rotación en el"

sentido de las agujas del reloj y el número indica la can-

tidad de intervalos que separan las raíces," obtendremos ti-

na matriz 2n~ x 2n formada por elementos W elevados a la

potencia indicada por los números en los vértices de los

polígonos recorridos.

Se puede formar directamente la matriz [TDF(n)] de -

cualquier orden de la siguiente manera:

Sea la matriz de orden N. W - 2

Las filas de la matriz se obtienen de la siguiente manera:

Primera fila: la raíz 1 repetida N veces.

Segunda fila: las raíces +1 -1 repetidas N/2 veces en ese

orden..
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•Tercera fila.: las raíces 1 -i -1 .i repetidas 1T /4 veces -

en ese orden

Cuarta fila: las raíces 1 i -1 -i repetidas N/4 veces en

ese orden;
Q

Quinta,sexta, séptima y octava filas: las 8 raíces de VI- -

repetidas N/8 veces j ordenadas de la siguiente manera:

La quinta sumando cada vez 1 al exponente de W a partir

de W° = 1

La séptima sumando cada vez 3 al exponente de W. En este

caso cada vez que se supora el valor 5T, se lo resta y se

reinicia la suma.

Las filas sexta y octava invirtiendo el orden de los ele

mentos de las filas séptima y quinta respectivamente, ex

ceptuado el uno inicial. Finalmente los exponentes obte-

nidos con este método deben multiplicarse por N/8*
/6

Para las filas 9 a 16 se utilizan las raíces de V 1 , Se

obtiene una matriz 8x16 utilizando, con los cambios perti-

nentes, la regla dada a continuación. Se multiplican los -

exponentes por N/16* y se repite la matriz así obtenida -

N/16 veces en sentido horizontal*

Así se continúa hasta llegar a la fila IT/2.

Filas N/2 + 1. .', N: se forma una matriz -H- xN. Se an/ ^ _

tepone a cada fila el número correspondiente a la secuen -

cia:+l,-(N/2 - 1), : 4-5i ~3. +3, -5, ,

+ (N/2 - 1), -1. Se llenan las filas precedidas de un núme-

ro con signo positivo, sumando -cada vez al exponente de W



el número que antecede a la fila. El primer número de cad-a

fila será simpre igual a 1 ̂ .W . Cada vez que se supera -

el valor N, se lo resta y se reinicia la suma. Luego se

llenan las filas precedidas de un número con signo negati-

vo, invirtiendo las filas correspondientes de signo positi

vo, exceptuado el uno inicial

La matriz N/2xN quedará en la forma:

+1

-(N/2-1)

[HrecN/2xH]=
+3

1 W

1

1 W

1

1 W5,

rW

(1-54)

Como se dijo anteriormente las matrices que acabamos

de estudiar son N-ortogonales o N-unitarias, puesto que al

multiplicarlas por su conjugada transpuesta nos dan la nía

triz [NÎ ], o sea la matriz identidad de orden N multipli-

cada por el escalar üF = 2n. Si queremos que estas matrices

sean unitarias u ortogonales, deberemos anteponer a cada -

matriz el escalar 1/\TÑ.

Para anular el factor N en la fórmula generalizada -



de transformación 3® antepondrá el factor 1/N a la matriz

de transformación,

1.8 Eactorización_de la matriz de transformación

Debido a su gran redundancia (repetición de los mis-

mos elementos) las matrices [TC-(n)] pueden factorarse en -

n = log^N matrices de gran dispersión,

Tara "ejemplificar esto'vanos *a fa'ctorar la matriz

[TD1K3)] * Para esto escribimos la matriz asignando a m el

rango de variación de O a 3

1 1 1 1 1 1 1 1

TDK 3)] =

1-1 1-1 1-1 1-1

1 i -1 -i 1 i -1 -i

1 W W2 W3-

1 -W

L _W _W2-W5

P 3 9 "*)wd_vp-i w ~\r wp

i v/5~w2 w- -i -w5 w2-w
i _w3~w2_4v -i w3 w2 w

Utilizando partición de matrices,[5] PP» 33-35? podemos ob-

tener la siguiente equivalencia:

'l 1
1 -1
1 ™i

1 i
0 0

0 0

0 0

0 0

1
1

— . "1

-1
0

0

0

0

1
"1

i
-i

• 0

0

0

0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 W

i -w
1 W3

i -w3

0

0

0

0

w*
o

w
-w*
•V

0

0

0

0

.w3

-w3

w
w

1 0

0 . 1
0 0
0 0

1 0

0 1
0 0

0 0

0

0
1
0

0
0

1
0

0 1

0 0
0 0

1 0

0 -1

0 0

0 0
1 0

0

1
0

0

0

-1
0

0

0 0

0- 0
1 0

0 1

0 0

0 0

-1 0

0 -1



Pactorando una vez-más la primera matriz obtenemos:

['XDFC3)] =

"l 1
1-1

1-i
1 i

1 W
1— W

1 W
i-w9

1 0 1 0 - 1
0 1 0 1
1 0-10
010-1 .¿

1 0 W 0^
0 1 0 W

9,

1 0-W 0^
0 1 0-W

J

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
O O 0.1 0 0 0 1
1000-1000
0100 0-1 O O
0 0 1 0 0 0 - 1 0
0 0 0 1 0 0 0-1

(1-55)

Los bloques faltantes son iguales a cero

Como veremos al tratar del algoritmo rápido de la -

transformada generalizada, estas matrices reducen en forma

considerable el tiempo de computación. Desde este punto de

vista tiene mayor interés obtener una fórmula que nos dé -

directamente las matrices facturadas.

Proc.adi.endo .por ; .partición de matráoes y faciendo va-

riar m (el exponente de. W) convenientemente, se ha llegado

a la siguiente fórmula general . que exponemos a continua -

ción*

1*9 Fórmula general para la obtención de las matriceg_ dé

transformación

Dada una secuencia N-periódica de datos (vector de N

dimensiones) y representando por B (k) el coeficiente k-é-

simo del vector transformado la transformada r-ésima gene-

ralizada se define como sigue:

[Br(n)] =

r = O, 1, n-1
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en forma ampliada ;

\(o)
Br(D

,

Br(N-l)

= 1/N TGr(n)

X(0)

2(1)

„

X(Ñ-1)J

en donde

.= Br.(o) ....,..,.., .....B (N-lj .representa el vec -

tor transformado.

[X(n)]'T = X(0) X(l) o s ......... X(N-l) es- el vector origi -

nal . •

'T- denota la transpuesta de la matriz

n = logpN

[TG^(n) ] es la matriz(de orden 1>T - 2 ') de transformación

que puede expresarse corno él producto de n matrices disper

sas*

Esto es

r

Las matrices

cion recursiva:

[í)j(n)] = Diag[A°(d)

(1 - 57)

pueden obtenerse utilizando la reía -

2U~J-1,,
(ó)]

;(d)

I „ ^
i A2 "~1 / .-
!_ Ir ^_?¿

(1-58)
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Las submatricea diagonales son de la forma-

"-, ,.,<m>X » v m 0 1 P-1--'W , _U , . . . , CL —.

"i
1 -1

(1-59)

m = 2r, 2r+l, . . ,

[I2Ó-1] (1-60)

En donde

W = e-i21T/N
r n 1 — 1LIpá~lJ es la matriz identidad de orden 2d

El símbolo® denota producto de Kronecker

<m> es el número decimal que resulta de la inversión de

los "bits" de la representación binaria . con n-1 "bits" ,

de m. Esto es si

m =

n mQ2
n-2 1 ,0 (1-61)

"n-- un~2¿

Ejemplo:

Sea n = -3

líntonces <m> será un número binario expresado con (n-1) -

2 bits.

Se tendrá el siguiente cuadro de equivalencias

mdec m-
Lbin m.bin.inv.<ra>

0
1
2
3

00
01
10
11

00
10
01
11

0
2
1
3
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vemos que la inversión indicada no cambia el rango de va -

riación, sino únicamente el orden.

El tipo de transformada varía 'con el subíndice r, estas va

riaciones se indican en el siguiente cuadro

r

0

1

2

n-1

Tipo de Transí.

Hadamard

B. C.

sin nombre

TLF

Variac . de m

0

0,1

0,1,2,3

«

0,1,.-. (211-1-!)

Elementas

1

1, i
-8

las raíces dê "!

"V-las raices de^l

Tabla 1-1. Tipos de transformada

Se debe anotar que la fórmula indicada nos da la transfor-

mada de Pourier en. un orden con inversión de bits.

O sea

= O

en donde ¿lose obtiene en la forma indicada anteriormente.

La transform'ada discreta.de Plurier ordenada en forma nor-

mal se obtiene a partir de la fórmula;

•000 = l/SíZ:x(m)e-i2raan/»
ryi-0

k = O, 1, ... N-1

El rango de variación máximo para el exponente de W

se tiene para la [TLF] y es de O a (211"1-!) .

Para esclarecer la fórmula (1-56) vamos a obtener algunas

matrices a partir de la misma

Sea n = 3

N = 2n = 2? = 8
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De acuerdo eílas variaciones posibles de r tenemos

tres posibilidades

1) para r = O

2) para r = 1

3) para r = n-1 = 2

1) r = O

TTG(3>] =

Í'ATRIZ DE HAMMAM)

°= DiaS[A(l)L-»Q\J

[p5(3)] = Di&¿[Ag(3)]

m exponente de A varía de O a 3

para m n O 1 W°

1 — W

f

1 1

1 -1

Para m - 1, 2, 3=2°, 2°+ 1, 2°+ 2

= [(1)] -

1 1

1 -1

Entonces

1 1

1 -1

1 1

1 -1

1 1

1 -1

1 1

1 -1



[A°(2)J = [Ag(

1 1
1 -1

[**i - [*

1 1

1 -1
,

•

[D2(5)]=
0

i o
0 1

1 0

0 1

f 5 , ., r 0,.

—

L:

ñ<¿

L:

6y

)]

s9

]

>)
V

€>['!

1
0

.[I
1
o-

0

¿]

0^
n
.L,

o"

!,

.] _ LAO(I).
[i o'

@|o i

1 Ó 1 0̂
0 1 0 1
1 0 - 1 0

0 1 0-1^

-] - CAj(l)] ®

'l 0 1 0

0 1 0 1

1 0 - 1 0

. 0 1 0 - 1

1 0 "

0 1

-1 0

0 -1

5)]

1
1

=

1
-1

[/

1 - 0 1 0

0 1 0 1

1 0 - 1 0

0 1 0 «1

0'

1 0

0 1

'l 0 0 0̂

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
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1
0

0

0

1
0

0

0

lo
1
0

0

0

1
0

0

0

0

1
0

0

0

1
0

0

0

o •
1
0 -

0

0

1

1
0

0

0

-1
0

0

0

0

1
0

0

0

-1

0

0

0

0

1 .
0

0

0

— -i.

0

o'
0

0

1
0

0

'0

— 1

1 1
1-1

1 1
1-1

1 1
1-1

1 1
1-1

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0-1 O
O 1 0-1

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0-1 O
O 1 0-1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
100 0-1 000
0 1 0 0 0-1 O O
0 0 1 0 0 0-1 O
0 0 0 1 0 0 0-1

Realizado el producto de las 3 matrices- se obtiene

[H (3)J =

1 1 1 1 1 1 1 1

1-1 1-1 1 -1 ' 1 -1

1 1-1-1 1 1-1-1

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1

1 1 1.1-1-1-1-1

1-1 1-1-1 1-1 1

-L JL ™"_L ""* -J_ """ _L *•"* J_ _L -L

1 -1 -1 ' 1 -1 1 1 -1

2) r = 1 . MATRIZ BIFORE COMPLEJA

Diag[A°(3)]
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"Sabemos Que

1 W

1 -W

1 W

1 -W

2

O

W2 , e"12 X2/8 = -i

l'-i
1 i

1

-1

1

1

O

1 1
1 -1

1 W

1 -W

i

1 0. 1 O

0 1 0 1

1 0 - 1 0

0 1 0 - 1

1 O _i O

0 1 O -i

1 O i O

O 1 O i

1

1

1

1

1 1

1 -1
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[Di

•j

[D5

[DÍ

•

'(3)] -

i
0

1
0

s

("5 ~) 1 — T)i fi^í\- // J — • J-'-1-CAoL

T

C "Z. "\ ~"

'l
0

0

0

1
0

0

0

0

1
0

1

n

1
0

-1
0

A? (3)

0

1

C

0

0

1

0

0

0

0

1
0

0

0

1
0

0

1
0

-1

Mi

0

0

0

1
0

0

0

J_

1
0

1
C

22]

1
0

0

0

1
0

0

0

0 -i 0

1 0 -i

0 i 0

1 0 i

o o o'
1 0 0

0 1 0
0 0 1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Entonces

[BC (3)] - [ 1(^(3) 1 =

1 1
1-1

1-i
1 'Í

1 1
1-1

1
1

-

1
-1

1
0
1
0

,

0 1
1 0
0-1

0
1
0

-1

1 0-1
1 0-i 0
0 1 0-i
1 0 i 0
0 1 0 ij

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 - 1 0 0 0
0 1 0 0 0-1 O O
0 0 1 0 0 0-1 O
0 0 0 1 0 0 0 - 1

Realizado el producto de las tres matrices se obtiene;
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[BD(5)] =

1

1

1

1

1

1

•1

1

1

•-1

-i

i

1
n

1

-1

1

1

-1

-1

.—i

~i
i

i

1
-1
i

-i
-i
i
i

->i

1
1
1

.1-
-1
-1
-1
-1

1
—1
-i
i

-1
•1

-1
1

1
1

-1
-1
i
i

— i

-i

1
-1
'i

-i

i
-i
-i
i

que .coliiGi.de COTÍ ,1a matriz .[,BC(3) ] obtenida

3) = 2 MATRIZ Di; LA.

[TG(3)1 -

Tenemos las equivalencias

= O

¿1> = 2

<:2> = 1

<3> = 3 • '

m varía de O a 3

Puesto que 3 -

y superiores.

,2

1 W

1 -W

W

I

1 - 2"1"- 1 no existen valores de m - 2J

L>

L">j- * —

í1 1,1 -ij .
1 W2

o
1 -W '
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de donde

f

£L

[Di

5

i
0

1
0

L -

>O;J = L 2^-

1

0

0

0'

1
0

0

0

0

1
0 -

1

>] =
0

1
0

0

0

1
0

0

1 C

0 1

1 0

0 -1

u|
0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

-

0

1
-.0

0

1
0

•a

W 2 0
p

0 W¿

-W2 0
p

'0 ~W¿

(1)MÍ22]

1
0

0

0

— 1

0

0

0

0

1
0

0

0

-1

0

0

o o'
0 0

1 0

o r
0 0

0 0

-1 0

0 -1

Entonces

r rrm TO f -z. \i

11
1-1 t

1 V/
1-W

1 W
1-W

1

1 W,
1-W

1 0
0 1
1 0
0 1

.

1 0
0 1

-1 0
0-1

1
0
1
0

1

a
0 W Ot

1 O . W
0-W 0.
1 0-W"

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 ] 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0--1 0 0 0
0 1 0 0 0-1 O O
0 0 1 0 0 0-1 O
0 0 0 1 0 0 0 - 1

Realizado el producto de las tres matrices se obtiene;
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[TPD(3)1 -

l'v 1 1 1 1 1 1 1

1-1 1-1 1-1 1-1
1 W2-l -W2 1 W2-l -W2

1 _W2-1 W 2 1 -W2-l W2

2 V/3-i -W _W2-Vf5

2 5

W

1 _W W2-W5-1 W

i v/3_w2~w5-i -w
1 -W5-W2 W^-l W

w2 v/5

W2-W5

:Si se tiene en cuenta que:

W - -1

W2 =r -i

se verá que la matriz obtenida coincide con la

la página 52.

Propiedades de la transf ornada áiso^eta eneraliaada

1.10 a) Linealidad

Si [Br(n)] =, 1/N [TGr(n)][X(n)J

y [Gr(n)] =

entonces

Y(n)]

1.10 b) Ortogonalidad

] [X(n) ]

(1-62)

Como es fácil comprobar en los tres ejemplos dados ,



66

las matrices de transformación están constituidas por fi-

las o columnas'que son mutuamente ortogonales entre si.Por

lo mismo el producto de la matriz de transformación por su

conjugada transpuesta nos dará una matriz cuyos elementos,

exceptuados los de la diagonal principal; serán todos igua

les a cero,

Gonvo -ya..se .enunció :anteriormente

1,10 c) Teorema de Parseval

Este teorema es una consecuencia de la ortogonalidad

.de las matrices de transformación y se puede expresar de -

la siguiente forma:

AM , *- Ñ-l z
(1-63)¡•̂ Aj,- — -• £_ —-p

T— -, ' /J-° l-o

Demostración

Partimos de la fórmula general

[Br(n)j = l/N[TCrr(n)][X(n)]

m

si premultiplicamos por la matriz [0?G (n)] ambos miembros

[TG"r(n)]T[Br(n)] ̂  l/N[ÍĜ (n) ]T[TC~r(n) ] [X(n) ] =

J J = L'̂ r̂̂ n;j r

entonces

Si [X(n)] = [TGr(n)]1CB:r(ii)]

de donde

[F(n)]T[X(n) ]=[B;(n)]T[TCTj?(n)][TGr(n)]T[Br(n)]
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"" (n)]= _ „
J- JLt J.

-/ //-/z: x(j) = N E; B (i)

Esta propiedad se deriva directamente de la propie -

dad de ortogonalidad, ya que hemos definido una transfor -

macion ortogonal o unitaria como aquella que deja inva -

riante el cuadrado del módulo del vector original y del

'transformado. En el caso de señales esto "se 'aplica a la in

variancia de la energía de la señal y de su transformada.

1*10 d) Teorema de desplazamiento

{•jM 'r.
Sea [X (n) ] la secuencia obtenida desplazando cícli-

camente hacia la izquierda en / lugares la secuencia N—pe-

riódica dada [X(n)]

Asi pues si

[X(n)]T = X(0) X(l) ....... X(F-l)

entonces

en donde / = 1» 2, .... -" ' IsT-l

[X (n) ] puede considerarse como el producto de [M (n) ]
(•¿J

por [X(n)], en donde [M (n) ] es la matriz [ 1̂ ] cuyas co -

lumnas se hau desplazado cíclicamente a la derecha en / lu

gares.

Así por ejemplo
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!Ó 1 O O

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0 .
Ijj)

Si querernos obtener le transformada de [X (n) ] tendremos

m < V >
[B~(n)J = l/N

= l/N

= l/N

Hemos introducido el factor

[TG (n)] 1/N[TG (n")] - [l̂ j que no altera la ecuación

de donde

r<& ̂

Si tacemos

tendremos

= l/N

en donde (L-64) representa la formulación general del teo-
(£)

rema de desplazamiento. Siendo [B (n) ] la transformada ge-

neralizada de [X (n)].
(t)

][M (n) ] [0?Gr(n) ]x se denoLa matriz

mina matriz de desplazamiento y tiene características espe

cíales;

Por ser el producto -de matrices unitarias y ortogo-

nales representa una transformación unitaria u ortogonal.
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Además posee estructura diagonal en bloques y cada uno de

éstos es una matriz unitaria (o N)unitaria). Esto trae con

sigo la invariancia de los espectros de potencia bajo des-

plazamientos cíclicos de los datos de entrarla.

1.10 e) Espectro de pote.icia

Desarrollando en detalle la ecuación (1-6-4-) y elevan

do ^al cuadrado los dos miembros <d<e -la minina, *se llega .a .la

determinación de los espectros de potencia invariantes a -

desplazamientos cíclicos de los datos de entrada. (El de,--

sarrollo completo de estas fórmulas se dará pooteriormente

aí tratar de la transformada de Hadamard).

Se tienen los siguientes espectros de potencia para

las diversas clases de transformadas:

1) r =• O Espectro de potencia de la transformada de Hada-

mard
í.

P0(0) = B0(0)

(1-65)
B0(m)

• / = 1? 2, n

2) r = n-1 Espectro de potencia de la '£03?

P (s) =: B (¿ s>) (1—66)

s — O 1 . . 0 * N— 1

en donde <s> tiene el significado ya conccddo

3) r = 1, 2, 0, n-2 Espectro de potencia de las res

tantes transformadas.
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P (2 + k) =-

para s = ± r - f - 2 5 r + 3 3 ,-...., n

y k = 2r, 2r-h 1,

en donde

*-S- I0kr+l-ü2*

S 2; A . .k!r+l-á"

siendo kj, y k¿ , ¿^ O, 1, . . * . . .., r+1, los coefici-entes

(Oo 1) de la representación binaria con r-f-2 bits de -

(k)decimal * (k%ecimal respectivamente

Se puede comprobar que., para .datos reales, el número

de puntos espectrales sueltos, formados por el cuadrado de

un solo coeficiente, es igual al número de raíces de 1 que

forman la matriz de transformación» Los restantes puntos -

espectrales están formados por el sumatorio de 2, 4, 8,.*,

2n~ coeficientes elevados al cuadrado.

1.10 f) Composición de frecuencia

Al observar los bloques de invariancia del espectro

que se obtienen utilizando la ecuación (1-64) se llega a

las siguientes conclusiones:

Para la IDE1 el espectro de potencia representa com-

ponentes de frecuencia individual y permanece invariable
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"bajo desplazamientos cíclicos de los datos muestreados.Los*.

coeficientes de la TDF de estos datos desplazados sufren -

un cambio en" la fase, pero su magnitud permanece invaria -

ble. Esto no se aplica a las demás transformadas. Los es -

pectros de potencia de todas las transformadas distintas -

de la TDE representan grupos de frecuencias.

1.10 g) Valor medio de los datos naiestreados

Se tiene que

N-J
Br(0) = 1/lf ZLX(d)

A/-/ J~" Cl-68)
X(0) = N¿ B(£)

tzo
r ~ O, 1 , ...-..«, n-1

O sea B (O) es el valor medio de todos los datos maestrea-

dos y X(0) el valor medio.de los valores transformados .,

1*10 h) Periodicidad

) y B (/) son secuencias periódicas con período N

O sea

X(o) =
(1-69)

1.10 i) jyiultidimensionalidad

La transformada generalizada [TG (n)] .puede extender
JL "~*

se a cualquier número de dimensiones,

1.11 Algoritmos rápidos

Si utilizando partición de matrices multiplicamos -

columnas de submatrices de la matriz pref actor por las íi-



las de submatrices' de la matriz po&tfactor, el orden de .-

las matrices en (1-57) puede invertirse. Se tendrá pues

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 ^ 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 - 1 0 0 0
0 1 0 0 0-1 O O
O 0.1 O O 0-1 O
0 0 0 1 0 0 0 - 1

[BC(3>] -
i o o o i o o o
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 O O 0-1 O O C
01-000-100
0 0 1 0 0 0-1 O
0001000-1

í 1 0 1 0
0 101
1 0-1 0
0 1 0-1

1 0 1 0
. 0 1 0 1

.,1 0-1 0
[ 010-1

11 .
1-1

1 1
1-1

1 1
1-1

-1 1
L 1-1 i

'i 0 1 0
0 1 0 1
10-10
0 1 0-1

' 1 0-1 0
0 1 0-i
1 0 i 0

1 •• o i o i

1 1
1-1

1 i
1 1
1-1

1-1
1-1

1 O O O 1 O O O'
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 - 1 0 0 0
0 1 0 0 0-1 O O
0 0 1 0 0 0-1 O
lo o o i o o o-ij

1 0 1 0
0101
1 0-1 O
O 1 0-1 4

i o \ o,
0 1 0,W
1 0-W G4
O 1 0-W

1-1
1 WA
1-W

1 W
1 — 1*1_L-W

1 W,
i-w

Esta factorización nos lleva directamente al algorit

mo rápido'de transformación» En efecto si disponemos la

transformación en la forma:



x(O
X(¿)
X(3)
x(O
X(s)
x(O

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
O O 1 O O O..1 O
o o o i o o o :
100 0-1 000
O 1 O O 0-1 O O
001000-10
0 0 0 1 0 0 0-1

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0-1 O
O 1 0-1

1 O azO
0 1 O a1

1 O a, (
O 1 O i

1 1
1-1

1 a,
1 a?,

1 a
M

B r ( O

Br (*)
Br (3)
B r C O
Br (5)

Br (O
Br.

tendremos una disposición de las matrices que coincide con

el diagrama de flujo de la fig* 1-23, que representa grá -

ficamente la secuencia de operaciones que constituye el al

goritmo rápido.

En (1-70) la multiplicación se lleva a cabo multipli-

cando columnas por filas.

Los valores de los factoreo aM, a^, etc. se dan en -

la tabla adjunta

.Eac/bor

al

a2

a3
a4

a5
as

.m,.» .TGO

—1

1
1

-1

1 •
-1

.amc.«= TOa ,
i

-i

1
—1

1

-1

íyiTiTi1 n^c^.
j"U~-" ^n-1

i

~ "1

w1

w5

w5 .

w /

Tabla 1-2. Descripción de los factores usados en (1-70) y

en la fig. 1-23 -

Si examinamos, (i-yo) vemos que para cada matris debemos

ejecutar N" operaciones aritméticas; puesto que se tienen -

n = logpN matrices, para realizar la transformación se re-

quieren alrededor de NlogpN operaciones, lo cual represen-



- 74-

p
ta una significativa ventaja frente a las N operaciones e

xigidas por las matrices sin factorizar.

El diagrama de flujo para estas transformaciones se

da en la fig. 1-23»

Datos ue entrada Datos transformados

1/8

1/8

*-̂ X(4) , —-
3 1/8

Br(5)

1/8

X(7) . _̂
3 1/8

X(7)
~1 a<

Pig. 1-23. Diagrama de flujo que ilxxstra la computación dé

la transformada generalizada [TG (3)]. N = 8r

Vemos que es idéntico para las tres transformadas

con sólo elegir los factores para cada transformada de a--

cuerdo a la tabla 1-2 . [10]' [11] .

1.12 La transformada discreta ffeneraliaada modificada

1.12 a) Definición
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Para terminad? nuestra exposición sobre la transforma

da generalizada queremos exponer un método • para realizar -

la transformación con una matriz de mayor 'dispersión que -

denominaremos [lljii)]o.

La versión modificada de la transformada generaliza-

da se definen respectivamente como

[PrCn)] =

(1~7D

[Mr(r.)]T[Fr(n)]

r ~ ̂  3 •'-í * - c * » * ̂  n~í_

en. donde

[F (n)]T = 3* (C) F (1) . .* (N-l) es el vector transforr i x r -~

mado modificado y

[X(n)]T = X(0) X(l) ..X(lí-l) es el vector de datos,

[H (n) ] es la matris NxN modificada de transformación que

es I\-unitaria o IT-ortogonal. T denota transpuesta.

: Siguiendo un proceso análogo al seguido anteriormen-

te para la [á'G-] , la matriz [M (n)] puede facturarse en n

matrices de gran dispersión como sigue:

IX(n)] - TT[S¿(n)] . (1-72)
r j=i x

en donde

[Ej (n)] = DiagfeJ (1) ej;
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(n)] = Diag[e°(¿)

Ó = 2, 3, n

Las submatrices diagonales son

/ - O í P ~1,(,_ w . j _ . * , . ¿ : T- j

(1-73)

C e f ( á ) ] = [er(l)]®[l2j-l] '

W = e~i2T1"/N

J/y>tiene el significado ya conocido

[i ] es la matriz identidad ,mxm

-"̂ a [M (n) ] introduce sólo una ligera variación respecto de

la fórmula general de la transformada generalizada. Para -

esclarecer esto vamos a desarrollar algunas matrices.

1) r rr O MATRIZ MODIFICADA DS HADAMARB

[Mn(5)] = (3) ] '=

1 1

1 -1

1 1

1 -1
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1/2[e0(l)] = 2 [

Entonces"

[E1(3) =

[E§(3)] = Di

1 1

fé 0 0 0
0 \'2 0 0

J 0 0 V2 0
0 0 0 V2

1 -1

L
1
0

1
0

[E5(3)] s Diag[

-

'l
0

0

0

1
0

0

. U

e°o

0

1
0

1

0
eo
0

1
0
0

0

1
0

0

1 1
1 -1

V?

(2)eJ(2)]

1 0

0 1

-1 0

0 -1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 - 1 0

0 1 0 -1^

(3)]

0 0 1 0 0 0~

0 0 - 0 1 0 0

1 - 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

0 0 _1 0 0 0

0 0 0 «1 0 0

1 0 0 0 _l 0

0 1 0 0 0 _1



[M0(3)] =

1 1
1-1

1 1
1-1

V2
V2

V2
V2

1 0 1 0 •
0 1 0 1
1 0-1 0
0 1 0-1

1 0 1 0
0 1 0 1
1 0-1 0
0 1 0-1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0-1 0 0 0
0 1 0 0 0-1 O O
0 0 1 0 0 0-1 O
0 0 0 1 0 0 0 - 1

Realizado el producto de las J matrices se obtiene

[ M n ( 3 ) ] =
J0

1 1 1 1 1

1-1 1' -1 1

1 1-1-1 1

1-1-1 1 1

1 1 1

-1 1 -1

1 -1 -1

-1 -1 1

V2 O V2 O -V2 O -V2 O

O V/2 O V2 O - V2 O _V2

V2 O -V2 O -]/2 0 1 / 2 0

.0 V~2 O -V2 O -ií. O V2

2) r = i O?RÁNSFORÍ-:ADA BIEORE COMPLEJA MODIFICADA

Haciendo un desarrollo análogo al anterior

1 1

1-1

'1 -i
1 i

V2
V2
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[Bf(3)3 =

[E3(3)] =

1

0

1
0

.

i
0
0

0

1
0

0

L°

0

1
0

1

0

1
0

0

0

1
0

0

1
0

—I

0 -

0

0

1
0

0

0

1
0

Realizado el producto de
-

[M1(5)]=

1
1 -
] —

1
V2
0

\/2
0

1
1
i
i
0 -

X/2
0
\T2

1
1 ~.

-1
-1 -

ÍV2

0 -i

¿V2
0 í

0

1
o
1

0

0

0

1
0

0

0

1

'1
0

1
0

1
0

0

0

-1
0

0

0

las

1

1

i

i

0

V2
0

V2

1
1
1
1

-V2
0

-V2
0

0

1
0

1

0

1
0

0

0
_•]

0

0

"~-L

0

i

0

"0

0

1
0

0.

0

J.

0 -

0

-i
0

X

o"
0

0

1
0

0

0

-1
3 matrices se obtiene

1
-1
-i
i
0

-Y2

1 -
1 -

-1
-1 -
1V2
0

' 0 - Í V 2
-V2 0-

1 ^
-1
i

"Í

0

i\fe
0

¿v§

1.12 b) Diagrama de flujo

El diagrama de flujo se lo obtiene a partir de (1-72)

invirtiendo el orden de las matrices factores, como se hi-

zo para la [TG (n)] .
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El diagrama ¡jle flujo se da en la fig. 1-24-

Datos de entrada
X(0) r -7 X,(0)

Datos transformados
X(o) * i- (o)

X(7)' îX,(7)
a?C7) Y2/S

1-24, Diagrama de flujo que ilustra la coraputación de

[M(r

Los factores se indican en la tabla adjunta

Factor

a,

a,

[M0(3)]

— 1

1

CM1(3)]

i

-i

Tabla 1-3- Factores para la [M (3)1

3i comparamos el diagrama de la figo 1-24 con el
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diagrama de flu.jo de la fig. 1-23 se comprueba que se ne -

ceslta un menor número de operaciones aritméticas para ob-

tener la transformada generalizada modificada. Del examen

del diagrama de flujo se concluye que la disminución de o

peraciones *s igual a N/2, y por lo mismo el número total

de operaciones requeridas es igual a NlogpN - N/2.

Puesto que la variación náxima de Ji en la expresión
¿t> - p

W es de O a 2 - 1 , la variación para el subíndice r ~

es de O a n-2. En otras palabras la única transformada dis

creta que no tiene versión modificada es la TLF* En efecto,

si comparamos los do.s diagramas de flujo vemos que en dia-

grama de la transformada generalizada modificada ha desapa .

recido la parte en que constan los factores a^, a¿,5 a^-y afi

1 5 3 7iguales a W ,,W ,W ,Vr , respectivamente , y que son las ¿í- -
o

raíces adicionales de Vi que convierten a la [BC(3)J en -

la [TDF(3)]

1,12 c) Matrices de desplazamiento y espectro de potencia

La matriz de desplazamiento que relaciona la trans-

formada generalizada modificada de una secuencia despla -

zada cíclicamente y de la secuencia original tiene estruc-

tura diagonal en bloqties unitarios como en el caso de la -

[TG (n) ] •• Como.se verá más adelante, al tratar de la

transformada de Hadamard tnodifirada, esta estructura en -

bloques diagonales de las matrices de desplazamiento de la

[TG (n)] y [H (n)] conduce a espectros de potencia" para
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la transformaba generalizada modificada, que son idénticos

a aquellos de la transformada generalizada- sin modificar ;

esto es, los espectros de potencia invariantes al desplaza

miento de la [TG (n)] y [M (n)] son los mismos* Así pues -

los espectros de potencia de la [TG (n)] pueden ser evalúa

dos usando la [M (n)] [12]*
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Capitulo 2

LA TRANSFORMADA DE HADAMARD O BIFORE

2*1 C onc ept o gsneral

Como .dijimos en el capítulo 1 es posible llegar a la

transformada discreta de Hadamard a partir de la transfor-

mada ..continua,

Si designamos con i el orden de la función de Wal'sh

y tenemos en cuenta su ortogonalidad, podremos expresar la

función "*"(t; como un integral, [lj]

"
X(t) ~yB(i)V'(t,i)di , (2-1)

o

siendo
r°°

B(i) =, /X(t)W(i,t)dt (2-2)

^
en donde VJ(i,t;) representa la función de Walsh de orden i.

(2-1) y (2-2) se podrían designar corno transformada

inversa y directa de Hadainard respectivamente.

Si del case continuo pasamos al discreto y tomamos -

sólo un número limitado de muestras, que por conveniencia

asumiremos igual a N =2 , tendremos que (2-1) y (2-2) se -

transforman en

(im) = x(tk)V'(in,tk)At (2-4)
k-d

Es conveniente para el desarrollo ulterior normali -
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zar el tiempo. Si T es el intervalo (ventana) de muestreo,

entonces

9 - "k-fc/̂  = tiempo normalizado (con variación de Q a 1)

(2-3) y (2-4) quedarán en la forma

-i ^A-í fp_s^}-L™>ua-L V¿-~;-V

B(Í ) = j xCe^Mi^e^Ae (2-6)

Los valores que asuman las variables en (2-5) 7 (2-6) se-

rán todos discretos. Puesto que Ai y A0 representan cons

tantas, podemos eliminarlas para mayor claridad.

Si hacemos

"0, = k
K

Í - ffim
tendremos

A/-/
X(k) = ZI B(m)W(k,m)

mro

* JX ™ w . l ^ « « » o » « . s ^ i . l " ~ J _

/̂B(m) - ZlX(k)W(m,k)
**° m = 0,1 ,. . .. ---- , N-l

Estas ecuaciones se expresan mejor en forma matricial

[X] = 1/N [H][B] . (2-7)

[B] = [H][X] '. (2-8)

en donde [H] representa la matriz que resulta de las N pri

meras funciones de Walsn .
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1/N sirve para destruir el factor N que se origina el pro-

ducto [H][H]. .

[H] la matria de transformación está constituida por

elementos iguales a ±1 . Como acabamos de indicar, cada ri-

ña cíe las filas o columnas de esta matriz, denominada de -

Hadamard, representa una función de Walsh. Resulta por lo

.mismo conveniente hacer un estudio detallado de las mismas,

2• 2 Funciones de Walsh

Las funciones denominadas de Walsh fueron descubier-

tas por J,L. Walsh en 1923 [14]* Sin embargo, es sólo en -

los últimos años que se ha propuesto un número de posibles

aplicaciones; procesamiento de imágenes, filtros, etc.[15]

La designación y él proceso de ob-tencrón de estas -

funciones varía de un autor.a otro, como podrá verse en la

exposición que sigue.

2.1 a) Obtención de las funciones de Walsh

Por creerla nías sencilla exponemos a continuación la

obtención de las funciones de Walsh a partir de las de Ra-

demacher. Las funciones de Radeinacher forman un conjunto -

incompleto de funciones ortogonales (son un subcon(junto -

de las funciones de Walsh). Gráficamente se representan -

por "ondas cuadradas cuyo valor oscila entre +1 y -1.

Definición

Para k = 15 2, . * y O< 9 < 1 definimos la -
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k-ésima función de Hademacher cotno

= (-.i)ek . (2-9)

en donde 0,. es el k-ésimo dígito binario de 8.

0 representa el tiempo normalizado: 0 - t/T

'Puesto que 9 varía • entre O y 1 , la representación bina

ria de O tendrá la forma:

0 '= (O * ©-, GQ o . :> c o o . « e 6̂ .) p

Así por ejemplo;

°-'dec - °'

..al variar 8 de O a 1, 0-, toma alternativamente los -
Kl

valores cero y 1 , y R, (B) alterna entre +1 y -1. Al aumen

tar el valor de k, 0̂  alterna con mayor rapidez, y se nace

más corto el período de la onda cuadrada.[16]

Para esclarecer esta definición vamos a obtener algu-

nas funciones de Rademacher.

Escribimos en primer Ixigar la representación binaria de 0'

para algunos valores entre O y 1 , Tabla 2-1.

Aplicando (2-9)

"D f A*\ ( 1 ̂ OKQ^W; - \-^)

puesto que 00 (primer dígito entero) = O

R0(6) = (-1)° =: I "

La representación gráfica de RQ(Q) se da en la fig. 2-1.
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dec . bin

O O.' O O O O

1/16 O. O O O 1

1/8 O. O O l'O

3/16 O. 0 0 1 1

lA o. o i o o
5/16 O. O 1 O I

3/8 ,,0.H .0.1 JL..Q

7/16 O. O 1 1 1

1/2 0. 1 O O O

9/16 O. 1 O O 1

5/8 O. 1 O 1 O
11/16 O. '1 O 1 1

3A o. .1 i o .o
13/16 O. 1 1 O 1

7/8 . O. 1 1 1 O

15/16" -O-, 1 1 1 1
1 1. O O O O

Tabla 2-1. Representación binaria de 9 para algunos valo

res entre O y 1

1

O 1

Fig., 2-1. Representación gráfica de

E1(e) = (-D91
Le la tabla 2-1 vemos que

9-L = O para O 49 < 1/2

0-L = 1 para

.de donde
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= 1 para 0^ 9 <ll/2

= -1 para 1/2^9-^1
o-

La representación gráfica se da en la fig, 2-2,

(9)

1

o 1

Fig. 2-2. Representación gráfica de R-j(0)

Para Rp(9) tendremos

R2(6) = (-1)° = 1 para

•R (6) = (-1)1 - -1 para

E2-(0) = (-1)° ™ 1 para

R2O) = (-D1 = -1 para

La representación gráfica se da en la figo 2-3

1

O 1

Fig. 2-3- Representación gráfica de &2.(®}

En la misma forma se pueden obtener las restantes funcio -

nes de Rademaeher

A partir de las funciones de Rademacher podemos de-

finir las funciones de V/alsb como
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Pai(i,e) = fh\Rk(©) (2-10) [17]

en donde Pal(i,8) significa la función de Walsli de orden i

de acuerdo a la ordenación de Paley [18].

^ = T̂T̂ m i ••*••••• b-, i • (bv =. 0,1) es la representación
líl Ul"~-L J_ .íx

binaria de i, en donde por conveniencia el primer dígito -

de la derecha lo .designamos con b-, en ve-z de bo

De (2-10) se concluye que si "b, = 1 entonces í̂ -O)

es un factor de Pal(i,6)e De donde sx i contiene r unos, en

tonces Pal(i,9) es el producto de r funciones de Radema -

cher.

P-ara clarificar este definición varaos a obtener algu

ñas fxinciones de Walsti.

Para Pal(O,9) asumimos

Pal(0,0) = R0(0)

La representación gráfica de Pal(0,9) es idéntica a la de

la fig. 2-1.-

Pal (1,9)

dec = bin

de donde

b-, = 11

luego

Pal(l,9) = ̂(0)

La representación gráfica de Pal(l,9) es idéntica a la de

la fig. 2-2,
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Igualmente

Pal(2,9) = R2(9)

La representación gráfica de ?al(2,0) e3 idéntica a la de

la fig. 2-3-

Pal(3,0)

7y - 1 1

-'dec ~ ~ bin

O sea

b2 = bl = X
Luego

Pal(3,9) = ̂(9)̂(9) .

Para realizar la multiplicación de las funciones de Radema

cher procedemos como sigue:

Representamos los valores de las funciones pox un signo 4-

cuando la función vale 1 , y por un signo - cuando vale -

-1, luego realizamos el producto de estos signos vertical-

mente de acuerdo a las reglas conocidas del algebra;' los -

signos de la fila inferior resultante nos dan los valores

de Pal (i, 9) [1?]. -

Para Pal(3,8) tenemos

O 1/2 1
R1(0) + -i- + + _ _ . _ _

R0(6) + + -

Pal (3, ©) + • + - - - - + +

La representación gráfica de Pal(3,9) se da en la fig. 2-¿l-
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Pal(3,e)

1

Fig. 2-4-, Representación gráfica de Pal(3,Q)

Igualmente

b
1

Eige 2-5, Representación gráfica de Pal(¿l-,9)

pai(5,e) = R1(e)R3(e)

O

igc 2-6. Representación gráfica de Pal(5re)

Pal(6,9)



l

Pal

0

(6,9)

.

1

2-7* Representación gráfica de Pal(6,6)

Pal(?,e) - R,(9)Rp(e)R,(0)
J. £_. _^

Pal(7,e)

1

O

Fig. 2-8. Representación gráfica de Pal(7,0)

Se puede comprobar que se obtiene las funciones de -

Walsh en el mismo orden a partir de la fórmala:

m --u r\l (i, 9) = TT(-Dbk9k (2-1D

en donde .

6 = O. 9. k
representación binaria de 0 (entre O

. y i)

i - (b b - , . . . . , .b-,) representación binaria de i [-16] ,
^ m m~l • 1 •

E igualmente de la fórmula

Pal (i,9) = (-1)

en donde

(2-12)

T-H---Í
siendo

-i
=

k ~1e = z: ev2 = © 12 + • • • — «-1-6-?
!•- ( ̂  ' "*-̂  . -̂

(2-13)

(2-14)

(2-15)
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ek = ±k = 0,1 [19].
El orden de las funciones de Walsh que acabamos de -

exponer fue establecido por Paley [18] y se conoce también

con el nombre de orden diádico.

El orden establecido por Walsh se conoce con el nom-

bre de orden secuencial, y organiza las funciones de acuer

.d.o al número d.e c.arnbios.de signo de 1.a.función en el Ínter

vaio 0,1 . .

Así V/al(0,0) no tiene ningún cambio de signo y coin-

cido con RQ(e) y Pal(0,6). Fig. 2-1.

Wal(l,0) tiene -un cambio de signo y coincide con R-, (6) y

Pal(l,e) . Pig, 2-2.

Se puede obtener las funciones de Walsh en orden se-

cuencial en base a productos de funciones de Rademacher -

con el siguiente método.

Para formar la función de Walsh Wal(i,6) primero ob-

tenemos la x^epresentación binaria de i, luego formamos la

versión en código Gray de"i, finalmente multiplicamos las

funciones de Rademacher correspondientes a los bits igua -

les a 1 de la expresión en código Gray de i •

Si la representación en código Gray de i es de la forma:

entonces

Wal(i,9) = TTSkRk ê) (2-16)

en donde i - número de cambios de signo de la función en -



'el intervalo 0^1.

Para la obtención de los números en código Gray, cor

respondientes a un número binario cualquiera, se procede -

como sigue: .

Si

i = bm b_ -, bn (representación binaria de i)ni m™ .L x

entonces i en código Gray será de la forma

en donde

© indica la función booleana "O" exclusivo (o también adi

ción módulo 2). Siendo b ., - O [l?].

O sea para obtener i „ antepoijemos un cero a i, - y reagray oin —

lizamos la suma módulo 2 de cada par de dígitos consecuti-

vos.

Ejemplos

dec

7
11

8

bin
0 1 1 1

0 1 0. 1 1

o i^q^o^o

• gray

1 0 0
1110

1 1 '0 0
_— *̂

Asi pues, para obtener las funciones de VJalsn en orden se-

cuencial, obtenemos en primer lagar los números Gray cor -

respondientes a los binarios.

Í;dec

0
1

bin

0 0 0
0 0 1

gray

0 0 0

. 0 0 1

Tabla 2-2.
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'dec

2

3
4

5
6

7

i

0

0

J.

1
1
1

bin

1
1
0

0

1
1

0

1
0

1
0

1

1

0

0

1
1
1
1

gray

1 1

1 0

.1 0

1 1
0 1

.0 0

Tabla .2- 2. Números. decima-Les^ binarios j G-ray de O a 7-

Además de las equivalencias ya vistas se tendrá entonces:

Wal(2,8) =• ̂ 1(0)R2(0) = Pal(3,0) . La representación grá-

fica de Wal(2,0) será la misma de la fig. 2-4

Wal(3,0) =- RpC0) - Pal(2v0) „ La representación gráfica se

rá la misma de la fig. 2->3 *

Wál(479) = R2(9)R̂ (0) = Pal(6,0) , La representación gráfi

ca de W al (4,0) será -la mismcX de la fig. 2-7 .

Wal(5,6) = R1(e)R2(0)R̂ (0) = Pal(7,0) , La representación

gráfica de Wal(5?0) será la misma de la fig, 2-8.

Wal(6,9) - R1(0)R̂ (0) = Pal(5?0) • La representación grá -

fica de Wal(6,9) será la misma de la fig. -2-6.

Wal(7,6) - R5(©) = Pal(4,e). El gráfico de Wal(7,6) será

el mismo de la fig « 2~5 »

Si observamos en los gráficos respectivos el número

de cambios de signo (cruces con el eje 0) de las funciones

anteriormente descritas, veremos que este número coincide

con la i de V/alCi,©), o sea nemos obtenido las funciones -
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de Walsh en orden secuencial.

Igualmente es posible obtener las funciones de Walsh

en orden secuencial a partir de la fórmula:

Wal(i,6) = (-l)̂ ,̂ 9̂̂  .. (2-18)

en donde

^ v^ +v°
e «

Le lo anteriormente dicho podemos extraer reglas pa

ra establecer la equivalencia entre funciones diádicas y -

secuenciales.

Para obtener el orden de una función diádica equiva-

lente a una secuencial de orden i , se escribe i en código

Gray, y se lee como un número binario; el número así obte-

nido nos da el orden buscado de la función diádica.

Si queremos saber, por ejemplo, a qué función diádi-

ca corresponde la función W¿?.1(5*9)

escribimos 5 en código Gray

5 - 111
^dec SraJ

leemos este número como si fuera número binario

9
/dec

entonces

Wal(5,©) = Pal(?,e)

Para obtener el orden de una función secuencial egui

valente a una diádica de orden i, se escribe i en código -
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•binario , y se lee en código G-ray ; el número así obtenido

nos da el orden buscado de la función secuencial.

Si queremos saber a que función secuencial correspon

de Pal(6,9)

escribimos 6 en código binario

6, = 110, .dec bin

leemos este número en código Gray

gráy ~ dec

entonces

Pal(6,0) = WalO,e)

En base a esto podemos construir la siguiente tabla

de equivalenciab para las 16 primeras funciones de Walsh.

xdiad
0 O

1 . 1
' 2 3

3 2
4- 6

5 7
6 5
7 4
8 12
9 13
10 15
11 14
12 10

13 11"

14 . 9

15 8
Tabla 2- 3 «Equivalencias entre funciones Wal(i,9) y Pal(i,9)



2-í Funciones de Walsh pares e impares

Si desplazamos el origen del eje 6 hacia la derecha en

una distancia igual a 1/2, se podrá observar que algunas -

funciones tienen simetría par y otras simetría impar.

Así por ejemplo WalClO^G), fig. 2-9? tiene simetría par.

En cambio Wal(959), fig* 2-10, tiene simetría impar.

1

ü

/ 1
i
1
I
1¡1/2 )

e e
i

Fig. 2-9- Representación gráfica de Wal(10,9)

Wal(9,9)

l'

0 J-/ í
L>

e e
i

Pig. 2-10. Representación gráfica de Wal(9,@)

O sea que las funciones de Walsh pueden catalogarse

en dos grandes grupos: funciones de Walsh pares j funció -

nes de Walsh impares.

Por su similitud con las funciones seno y coseno se

ha convenido en llamar funciones Qal(i,0) a las funciones

pares y funciones Sal(i,9) a las impares. Para que.esta a-

similación sea más completa se ha buscado un parámetro que

corresponda al parámetro frecuencia de las .funcionen seno



- 99 -

y coseno. Puesto que para un intervalo dado T el parámetro

f de sen 2TTft es igual a la mitad de cruce-s con el eje t -

por unidad de tiempo, se ha elegido como parámetro de las

funciones de Walsh la mitad del número de cruces con el e-

je 0 en el intervalo 0,1. Este parámetro se designa con -

el nombre de secuencia- Se tiene pues

.Secuencia i ~.I/2 .(.caucas con .el eje ..6 p.or .unidaJ..de tiem-

po) (2-19) [20].

Para contar el número de cruces tomaremos en cuenta

solamente el intervalo O < 0 ̂ 1/2 que está a la izquierda

del eje desplazado. (Debe tenerse en cuenta que en las fun

cienes de Walsh, a diferencia de las funciones seno y cose

no, los cruces no son equidistantes).

Así por ejemplo la función Wal(lO,9) , fig. 2~9,es equiva -

lente a Cal(5?9) puesto que 'tiene simetría par y 5 cruces

en el intervalo O 0̂ 1/2.

La función Wal( 9, 6) * fig. 2-10, es igual a Sal(5,9) puesto

que tiene simetría impar y 5 cruces en el intervalo -

Por este camino se ha llegado ha establecer la si -

guiente -correspondencia entre las funciones Wal(i,0) y las

funciones Cal(i,9) y Sal(i.,0)

Wal(2i,0) = Gal (i, 9)
(2-20) [1?] -

Wal(2i-l56) =: Sal (i, 9)
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Se verá posteriormente que la secuencia de las fun -

ciones de Walsh se relaciona con la composición de los pun

tos del espectro de potencia de la transformada de Hada

mard.

2•̂  Matrices de Hadamard

Como se dijo anteriormente, una matriz de Hadamard -

es mía matriz cuyos elementos son +1 y -1 y cuyos V3ctores

columnas (o filas) son mutuamente ortogonales. Se dan a -

continuación ejemplos de matrices de Hadamard.

1 1

[¿(2)] -

1 1 1 1

1-1 1-1

1 1-1-1

1-1-1 1

1 1 1

1 -1 1

1 1 - 1
i _i _i_L -L J.

1 1 1

1 - 1 1

1 1 1 1 1

. 1 1 - 1 1 -1

• 1 1 1 - 1

1

"I

X J- J- J-

1 ¿.1 _.l —1 —1_L -1- .1. -í- -L.

'I - 1 1 - 1 1

1 1-1-1-1-1 1 1

_l_ —J_ —J_ J. -L -L X ~"J-
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1 1 1 1 1 1 1 1
1-1 1 1-1 1-1-1
1 ' 1 1-1 1-1-1-1
1 1-1 1-1-1 -1. 1
1 -1 1-1-1-1 1 1
1 1-1-1-1 1 1 _1
1 -1-1 - 1 1 1 - 1 1
1-1-1 1 1-1 1-1

Se 'desprende ¿Le la a'efin'i^ex'Dn^de "estas m-atrices qiíe •—

es posible:

1) intercambiar las Tilas,

2) intercambiar las columnas,

3) cambiar los signos de todos los elementos de una fila,

A-) cambiar, los signos de todos los elementos de una colum-

• na,

sin que se pierda la ortogonalidad de los vectores compo-

nentes . Usando estas operaciones es posible establecer u~

na forma normal para las matrices de Hadamard en la que la

primera fila y la primera columna contengan sólo +1- Si es

que dos matrices pueden ser transformadas la una en la o-

tra por una serie de operaciones corno las indicadas arriba,

se denominan equivalentes. Por ejemplo las matrices [E(3)]

y [H(3)}' son equivalentes. Este ejemplo demuestra que la

forma normal no es única para un caso de equivalencia.

La existencia de matrices de Hadamard de todas las -

dimensiones es un problema no resuelto en matemáticas. -

•mientras se han dado métodos para la-construcción de un nú
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mero indefinido de matrices, existe todavía un número ili-

mitado de casos sin solución.

El proceso más simple de construcción se tiene para

matrices cuyo orden es N - 2 „ Siendo n un entero. En es-

te caso si [H(n)j es ana matriz de Ha.damard de orden N, la

matriz

(2-21)-
' j,

es una matriz de orden 2W.

La matriz de Hadamard tal como se la obtiene a par -

tir de (2-21) es una matriz simétrica y JM~ortogonal. Deno-

minaremos a esta forma de la matriz de Hadamard: forma ca-

nónica. Es la que utilizaremos en forma ca3i exclusiva a lo

largo de nuestro estudio, [6] pp« 53-55-

También puede obtenerse la matriz de Hsdamard en su

forma canónica para cualquier orden N ~ 2' por repetidos »

productos de Kronecker del núcleo básico

1 1

1 -1

Si aplicamos a estas matrices la desigualdad de Hada

mard
2. A/ A/

II <_TT(£] (2-22) [̂ ] pp.141-142

tendremos el siguiente resultado

detCH][H]T = det[H][H] = det[H]2 = H 2
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Pero al realizar é¿ producto [ü][E] = [H][H] obtenemos u

Pna matriz diagonal cuyo determinante = H •es igual al

miembro derecho de la desigualdad (2-22) desarrollado.

Se tiene pues

H h- 2 2

•h2)nn y

J=/
'(2-2:5)

H(2) 2 = det
111-1
.1-1 , 1-1
1 1-1-1
1-1-1 1

1111
1-1 ,1-0
1 1-1-1
1-1-1 1

rrdQt

' 4 0 0 0 '
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

O sea que para la matriz de Hadamard la desigualdad

del mismo nombre se transforma en igualdad, ya que el -

miembro de la izquierda alcanza su valor máximo.

Para N =r 4 se tendrá;

= 256

'̂c5 Matrices de Hadamard y funciones de Walsn

Una vez que hemos delimitado el concepto de las fun-

ciones de Walsh y el de las matrices de Hadamard, tratemos

de poner en evidencia la relación existente entre las mis-

mas .

Hemos dicho que cada vector de la matriz de Eadaraard

puede considerarse formado por una función distinta de -

Walsh en el intervalo 0,1. Una matriz de Hadamard de orden

N" estará constituida por N funciones de V/alsh.



Examinemos 1$. disposición de estas funciones en una

matriz canónica de Hadamard de orden' N. Para este estudio

utilizaremos únicamente las funciones: Wal, Cal y Sal*

Veamos algunos ejemplos:

En la representación de las matrices utilizaremos los sig-

nos de cada elemento. Así pues, pondremos + donde tengamos

+1 y - -donde tengamos -1.

Sea la matriz [H(2)]

-i- - - +J

Contando el número de cambios de signo-y utilizando las e-

cuaciones (2-20) concluimos que las filas de [H(2)3 tienen

la siguiente -corresp.onde,.naia:

primera fila = Wal(O,6). = Cal(O,8)

segunda fila = Wal(3,0) = Sal(2,9)

tercera fila = Wal(l,0) = SalO,9)

cuarta fila » Wal(2,6) - Cal(1,9)

En esta forma se puede obtener las siguientes tablas

que disponemos a la derecha de la matriz correspondiente.

Wal(ü,9) = Cal(0,9)

Wal(3,©) - Sal(2,9)
Wal(l,G) = Sal(l,0)

~ +J ' . Waji(2,9) r-. Cal(l,6)

Tabla 2-4. Punciones de Walsh.

para [H(2)]

En [H(2)] y [H(j)] los escalones indican el desplazamiento

temporal necesario para obtener una función Sal a partir

de una función Cal de la misma secuencia y viceversa.
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-Kf + -t-

-b

Wal(0,6) = Cal(0,9)

Wal(7,0) =, Sal(4,0)

•Wal(3,e) = Sal(2,9)

Wal(4,0) = Cal(2,0)

Wal(l,e)'= Sal(l,8)

Wal(6,0^ = Cal(3,0)

Wal(2,9) =1 Cal(l,©.)

Wal(5,6) - Sal(350)

Tabla 2-5- Funciones de

Walsh para [H(3)l

De la matriz [H(4)] que omitimos por razones de espacio se

obtiene la siguiente tabla:

Wal(0,0) =: Cal(0,0) Wal(lt©)= Sal(l,0)

- Sal(S,0)

Wal(5,0) =,

Wal(3,©) = Sa

,©)- Cal(3 ,0)

,0)- Sal(5,9)

,©)= Gal(/,0)

Wal(/3,©)= Sal(í,0)

6)= Sal (3,0)Wal(y,0) ̂  C

W al (//,©) = Sal(6,0) Wal (/£?,©)= Gal (5̂ 0)

Tabla 2-6. Funciones de Walsh para. [H(4)]

Relacionando las tablas de funciones de Walsh con

: las correspondientes matrices se pueden formular las

siguientes conclusiones:

La primera fila de [H(n)] corresponde siempre a Cal(0,9)

La segunda fila de [H(n)] coresponde a Sal(N/2,8)

Las dos filas siguientes" corresponden a Sal(!T/4-,9) y -

Gal (NA, 9)

Las cuatro filas a continuación corresponden a dos pa -
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res de funciones Sal 7 Cal de secuencias N/8 y 3N/8.

Esta forma de agrup amiento en bloques de una fundamental -

y de sus armónicas impares continúa hasta llegar a la mi-

tad inferior de [H(n)], cuyas filas corresponden a H/4 pa-

ren de funciones Sal y Cal de secuencias 1, 3, ......... ,

(N/2 - 1) .

Una observación detenida de las matrices [ü(n)] y de

las correspondiente? funciones Sal y Cal nos permite obte-

ner reglas muy sencillas para determinar el desplazamiento

temporal necesario para obtener una función Sal a partir -

de una Cal de la pisma secuencia y viceversa. Se puede com

probar fácilmente que si a las funciones ubicadas en la mi

tad superior de cada. grupo de secuencias se las desplaza -

cíclicamente hacia la izqaierda en un intervalo igual al -

indicado por los trazos' en forma de escalón, se obtiene u-

una función Sal a partir de una Cal o viceversa. A partir

de esta comprobación podemos establecer las siguientes fór

muías de desplazamiento:

,6) ̂  Sal(i,0 ± 9 ) '

0 = 1/4 para i = número impar
0 . . (2-24)
0 - 1/8 para i = 2 o múltiplo impar de 2

6 - 1/16 para i = 4 o múltiplo impar de 4

etc.

La determinación del simbclo de 6 se hace en base a la u-

bicación del nar de funciones en cuestión dentro de la ma-
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triz de Hadamard correspondiente.

Puesto que en base a las reglas que se darán poste -

r i orín ente es posible determinar la distribución de las fun

ciones de V/alsh dentro de una matriz de cualquier orden

sin necesidad de construir la misma, la regla anterior no

presenta mayores dificultades.

Poderos asignar al orden en que se disponen las fun-

ciones de Walsh. en. una matriz de líadamard un nombre especí

fieo, y establecer la relación existente entre este orden

y el orden secuencial.

Denominemos orden ortogonal Ort (i,9) (n = log0£T) -.. n d.

al orden de las funciones de Walsa en una matriz de Hada -

mard de orden U.

Para las matrices [H(-2)l -y [H(3)] el orden de las -

funciones de Walsh ortogonales será el indicado a la dere-

cha de las matrices

Ort2(0,9)

Ort2(l,9)

Ort2(2,6)

Ort2(3,9)

Ort3(0,9)

Ort5(l,Q)

Ort5(2,6)

+ -t- H- + -

+ _

Ort5(6,8)

Ort5(7,0)
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Un examen detenido de las funciones ortogonales y de

las equivalentes secuenciales, para diferentes Calores de

n, nos permite formular la siguiente regla para obtener

las funciones Wal(i.6) equivalentes a las funciones

Ortn(i,6).

Se parte de la función [H(l)] que está ordenada se -

cuencialmente, o sea esta formada por las funciones

Wal(0,9) y Wal(1,8).

[H(D] -
1 1

1

Ort (0,0) = Wal(O.e)

Ort (1,6) - Wal(l,9)1
Tomando como base esta ordenación fundamental y apli

cando en forma recursiva el procedimiento que ce indica a

continuación, se puede obtener-la ubicación de las funcio-

nes de Walsh en cualquier raatris canónica de Hadamard de -

orden N .

Gomo se indica en la tabla 2-7, si se conoce la dis-

posición de las funciones de Walsh en una matriz [H(n)],es

posible determinar la distribución de las mismas en una ma

tris [H(n-hl) ]. Para'esto se escriben encolumnados a doble

espacio los valores de secuencia de las funciones de Walsh

en la matriz [H(n)]? los 2 lugares restantes se llenan de

tal manera que la suma de 2 números consecutivos,a partir

del primero, sea igual a 2n" - 1, como se indica en la co-

lumna de la extrema derecha. La columna de números así ob-

tenida nos da la distribución d? las funciones de Walsh en

la matria [H(n-t-l)] .
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•Ortn(i,9) V/ n=l Wal(i,e) n«2 Wal(i,9) n=3 Wal(i,0) n=

o
1
2

3

5
6

7
8 '

9
10

11
12

13
14

15

Tabla 2-7- Equivalencias entre las funciones Ort (i,Q)

- Wal(i,9)

:2*-l

:2̂ 1

:2̂ 1

y

2«6 Definician de la transfor.nada__de.__Had_amar_d

la transformada de-Hadamard o BI3TORE de una secuen -

cia N-periódica (x(n)] = X(0) X(lj . . .X(K-l) se defi-

ne como

[H(n)][X(n)J (2-25)

en donde

[X(n)] = X(0) X(-i) .. * . »X(IT-1) es la representación vec-

torial de la secuencia ÍX(n)J

[B(n)]T ~ B(0) ¿(1) B(N-l) es el vector transfor-
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'mado . Los elementos B(k) , 'k = 0,1,.. ...... F-l , se deno-

minan coeficientes de la transformada de Eadamard.

Dadas las características de simetría y ortogonal! -

dad de la matriz; de Eadamard ̂  la señal puede recuperarse -

en forma única aplicando una vez mas la matriz [H(n)] a la

transformada directa. O sea la transformada inversa se de-

fine como

)] (2-26)

2 • 7 La transformada rápida de Eadamard

La computación de la transformada de Hadamard por me
p

todos ordinarios requiere H operaciones, siendo cada ope-

ración una adición o una substracción. La aplicación del -

algoritmo rápido, de que se -ha hablado anteriormente, per-

mite obtener la transformada de Eadamarc1. con NlogpN opera-

ciones, exceptuado el factor 1/N. Este algoritmo se conoce

con el nombre de transformada rápida de Hadamard. La reduc

ción en el trabado de la. computadora se obtiene gracias al

almacenaje de los resultados intermedios „

Puesto que la computación de la transformada de Hada

mard exige solamente adiciones y substracciones reales, ~

mientras que la computación de la transformada de Fourier

y de las restantes transformadas incluye adiciones, subs-

tracciones y multiplicaciones complejas, la transformada -

de Hadamard resulta la más aventajada desde el punto de

vista de su computación. Se han programado transformadas
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•de Fourier y.r^e Hadamard para un computador digital TRW -

530. Para una escena de 256x256 puntos la transformada de

Fourier puede computarse en 2U minutos y la transformada -

de fíadamard en 3 minutos [21j.

Hemos visto en el primer capítulo como se obtenía

el algoritmo rápido utilizando factorización de matrices ,

En este punto queremos llegar ni mismo resultado utilizan-

do un-método ligeramente dj férente.

Consideremos el caso de una transformada para n = 3-

De la definición de la tran°forreada tendremos

T) ^O A

B(l)

B(2)

B(3)
B(4)~

B(5)
B(6)

B(7),

rr 1/8

1 1 1 1' 1 1 1 I
1

1-1 1 -ll 1 -1 1 -1

1 1 -1 -1¡ 1 1 -1 -1

1 -I -1 1¡ 1 -1 -1 1

~ ~ "~ ~~ ¡ — —

J_ ••* J_ _i_ ~~J_ [ ~~ _L -L "•" J- -L.

11 -1 -1¡-1 " 1 1 1

1-1-1 1¡-1 1 1 "I

'x(o)'
"V* f T ^
•"• \ )

X(2)
X(3)
X(4)
X(5)
X(6)
.x(7).

Utilizando partición de matrices para las submatrices indi

cadas con líneas de segmentos

Bl = 1/8
'A A "

A -A

L + ̂

= 1/
AX2

AX,

de donde

B1 = 1/8

B2 = 1/8 A(XX - X2)

Escribiendo en forma desarrollada las dos últimas ecuacio-

nes mati-iciales
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B(0>"

B(l)

B(2)

B(3)

= 1/8

'l 1 ';! l"

1 -1.1 -1

1 1-1 -1

1 -1 -1 1

'x(o) -"- x(4>"
X(l) + X(5)

.X(2) + X(6)

X(3) + X(7)

= 1/8

1

1

1

1

1

-1

1

-1

1

1

"~" J_

~ JL

l"

-1

— 1

1
••J

'\W
X-, (1)

_L

X-^2)

X-i (3), J.

B(4)

B(5)
B(6)

B(7)

= 1/8

'l 1 1 l'
1 -11 -1

1 1-1-1

1 -1 -1 1

'x(e) - xO)'
X(i) - x(5)
X(2) - X(6)

,X(3) - X(7)

(2-27)

= 1/8

1 1 1 1
1-1 1—1
1 1-1 "1
1 -1 -1 1

Con esto se lia completado la iteración 1 del diagrama de

flujo de la fig, 2-11

Repitiendo el proceso anteriormente indicado se tiene

B ( c\\ )

B-(l)

B(2)

B(3)

= 1/8

^ 1/8

1 1
1 -1

1 1

1 -1

'x(O) + X(2)"

X(l) + X(3)
^ 1 1

'X(O) - X(2)"i a
Yf"] } — YC^A,\_-L i ~ &.\,} )

, ^ ^

^ 1/8
1 1
1 -1

'

= 1/8
1 l'
1 -1

Xp(0) 'e..
x2 i, .

X2(2)'

X2(3)
(2-28)

B(4)'

B(5)_ = 1/8
1 1

1 -1

'x(4) + X(6)'

x"(5) + X(7) r= 1/8

1 1
1 -1

f

v ( ^ ̂
•"•px-^/



'B(G)
sB(7) = 1/8

1 1
1 -1

^(¿0 - X-^G)"

x-^) - ^(7) =, 1/8
1 1
1 -1!X2(7).

(2-28)

Iteración 2

y finalmente

B(0) = 1/8 [Xp(o) + X2(l) J :

B(l) = 1/8 [X2(0) - X 2 ( l ) . ] =

B(2) •= 1/8 [X2(2) + X2(3) • ] • • =

B(3) . 1/8 [X2(2) - X2(5) ] =

B(4) = 1/8 [X2(4) + X2(5) ] ,

B(5) = 1/8 [Xp(¿0 - XP(5) ] =
C-. C.

B(6) = 1/8 [X2(6) + X2(7) ] =

B(7) = 1/8 [X2(6) - X2(7) ] =

Tercera iteración

1/8 X3(0)

1/8 X?(l)

1/3 X̂ (2)

1/8 X3(j)

1/8 X7(4)

1/8 X3(5)

1/8 X3(6)

1/8 X3(7)

(2-29)

El diagrama de flujo para el algoritmo indicado se -

.muestra en la fig« 2-11.

En la misma forma se puede obtener la transformada -

de Hadamard para valores de n superiores a 5 * La estructu

ra del diagrama de flujo será similar a la indicada en la

fig:«. 2-11.

A propósito del algoritmo estudiado se pueden hacer

las siguientes observaciones.

1) El número total de iteraciones está dado por n — logpN.

O sea si r representa el índice de iteración, entonces

r ™ - L ^ d ^ s * * * . n •

2) La r-ésima iteración contiene 2 ~ grupos con N/2 ~
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miembros en cada grupo . La mitad de los miembros de ca

da grupo se asocia con una operación de adición y la mi

tad restante con una operación de substracción.

3) SI número total de operaciones aritméticas para compu -

tar todos los coeficientes de la transformada es aproxi

madainente igual a NlogpN. En el caso' indicado se ve que

es de 8̂ 5 = 24 -

¿O SI mismo algoritmo puede usarse para computar la trans-

formada inversa omitiendo únicamente el factor 1/N.

X(-0)
Iteración 1 Iteración 2 Iteración 3

X(2)

X(3)

X(¿|.)

X(5)

X(6)

B(0)

B(2)

B(6)

1 ""a>''y --i- "V ' y i / P -°w-'

ig. 2-11. Diagrama de flujo que ilustra la computación de

la transformada de fíadamard para n = 3
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2•3 La transformada rápida de Hadaraard en orden .progresivo

de secuencia.j_ transformada rápida de Walsn

Una de las desventajas del algoritmo rápido que aca-

bamos de estudiar ^es que no está en la medida de darnos a

la salida los coeficientes de .la transformada en orden se-

cuencial progresivo. De .acuerdo a lo establecido anterior-

mente -,el .orderuGecueneial ...está .dado p.or el número de cam-

bios de signo de la función de V/alsh (correspondiente a -

un vector fila de la matriz de Hadamard) en el intervalo -

0,1. Para visualizar lo que queremos decir, grafioamos a -

continuación la variación de signos en una matriz canónica

de Hadamard y en otra estructurada en orden secuencial.

Figs. 2-12 y 2-13- n = 3

1 O 1

Eig. 2-12. Funciones de Fig. 2-13- Funciones de Walsh

Walsh para [H(3)] . para una matriz [H(3)] secuenc.
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*2•9 Algoritmo rápido para obtener la transformada de Walsh

Modificando apropiadamente la transformada rápida de

Hadamard se puede obtener la denominada transformada rápi-

da de '.','alsh, llamada así porque los coeficientes están en

orden de secuencia. Esta modificación la ejemplificamos pa-

ra el caso en que n - J

Avai£vrencia de-',1a• TRH -que -da los coeficientes en -

completo desorden respecto a la secuencia, la transformada

rápida debe entregarlos en orden secuencial creciente. Pa-

ra obten3r esto se deben hacer transformaciones tanto en -

el orden de los datos de entrada como en el diagrama de '-

flujo. Para precisar les modificaciones que deben hacerse

primero debernos definir lo que es una inversión. Para esto

presentamos el diagrama de flujo para la transformada rá-

pida de Hadamard en la forma indicada en la fig. 2-14-.

Una inversión implica el intercambio de la acción r_e

presentada por las líneas: sólida y de segmentos, que se o

riginan de los nodos de la fig. 2-14-. La línea sólida indi

ca el traspaso de la cantidad desde el nodo en que se ori-

gina la línea hacia el nodo en el cual termina y la multi-

plicación de esta cantidad por +1. La línea de segmentos -

representa un traspaso similar, pero el factor en este ca-

so es -1. La fig* 2-15 ilustra lo que es uña inversión. -

Los papeles de la línea sólida y de la de segmentos se in-

tercambian: la línsa sólida se transforma en línea de seg-
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Entrada

x(o)
•Salida

B(0)

X(5)

X(6)¿-/--

X(7)

B(2)

B(3)

B(5)

B(6)

X(7)

Pig. 2-14. Diagrama de flujo para la transformada rápida

de Hadamard. Los factores +1 j -1 se indican

p-or líneas sólidas y de segmentos respectiva

mente. Las lineas de trazo grueso sirven para

separar los "bloques

xs(P) ̂
3?ig. 2-15 Ilustración, de lo que significa una inversión en

el diagrama de flujo.

mentos y viceversa. Una inversión puede tener lugar sola -

mente en aquellos nodos que dan origen a una-línea sólida



- 118

y otra de segmentos.

El siguiente paso es determinar los -nodos que deben

cambiarse y los nodos que deben permanecer inalterados. ?a

ra esto se procede como sigue

En el diagrama de. flujo se conoce con el nombre de -

bloque aquel grupo de cálculos, representado por líneas -

de flujo , eme están desconectadas de las contiguas de ar

riba y de abajo. En la fi§. 2-14 los bloques están separa-

dos por líneas de trazo grueso. Utilizando este criterio -

se puede comprobar que el número de bloques en el diagrama

de flujo crece de izquierda a'dereclia. El número de blo -

ques es igual a 2 , siendo s el subíndice de X (p) que apa
O —

rece a la izquierda de cada columna de bloques. -De este mo

do la variación del número de bloques será de i a íT/2.

Regla única para la inversión.- Si se numera de arri

ba hacia abajo cada columna de bloques, tendrán inversión

todos los bloques que tengan numeración par . Sn la fig. -

2-16 se indica tanto el número de bloques que existen por

columna como los que tienen inversión.

'O

Entrada con inver

sión del orden de

los bits.

Salida ordenada

secuencialmente

2-16. Posición de los blooues en el diagrama de flu

I" indica que el- bloque correspondiente tiene inver

sión.
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Grganiaaciórrcle los datos de entraba.- Además para -

obtener los coeficientes B(k) en ordeu secuencial crecien-

te, los datos de entrada deben disponerse de la siguiente

manera;

Se escribe la representación binaria ¿e los números de O a

N-l , se hace una inversión del orden de los bits* Los nú-

meros decinial.es correspondientes a ,lps binarios invertidos

nos dan el orden de sucesión de los datos de entrada.,

Para N = 8 tendremos

Orden de los -datos de entr.

O

4

2

6

1

5

3

7

Tabla 2-8. Orden de los datos de entrada paz^a la computa _~

ción de la transformada de W

kdec

0

1

2

3
4

5
6

7.

kbin

000

001

010

O l í

100

101

110

111

<kbin

000

1 0 C
010

• ': i P
001

101

O l í

1 1 1

: La fig* 2-17 indica el diagrama de flujo final, para

N = 8 j de la transformada de Walsb.. [23]-

Los coeficientes tal como nos da la transformada de

V/alsb. son:

B(0) = l/8[X(0)+X(l)+X(2)+X(3)+XC¿».)+XC5)+̂ C6)-4-X(7)]

B(l) = 1/8[X(0)+X(1)+X(2)+X(5)-X(4)-X(5)-X(6)-X(7)]
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B(2) =, l/8[X(0)-rX(l)-X(2)-X(3)-X(¿i.)-X(5)-i-X(6)+X(7)]

B(3) = 1/8[X(0)+X(1)-X(2)-X(3)+X(4)+X(5)-X(6)-X(7)]

etc,

Si se examina el número de -cambios de signo de los coefi -

cientes , se puede comprobar que están ordenados secuen

cialmente.

Entrada Salida
•B(0)

xdX-—-^ x(i)

* 2-1?. Diagrama-de flujo para la transformada de V'alsh

aue nos da los coeficientes en orden de secuencia.
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2 *!° Espectro de potencia de la transformada de Hadamard

2,10 a) Teorema de Parseval

De acuerdo a lo que se dijo en el capítulo 1 la -

transformada de Hadamard se caracteriza por mantener inva-

riante la suma de los cuadrados de los datos y de los coe-

ficientes de la transformada. Es esto lo que expresa el te

orema de Parseval.

Para nuestro caso el teorema de Parseval se demues -

tra en la forma siguiente:

Sea

[B(n)]T = 1/N [X(n)]T

entonces

[B(n)]T[B(n)] =• 1/N2 ,

pero [H(n)]T[H(n)j = N[IN]. luego

[B(n)]T[B(n)] = 1/N [X(n)]T[X(n)]

O sea
. //-/ o A/-/ p

l/Nl^X (i) = 1H B¿(i) (2-30) Teorema de Parsev&l
¿= o t; v

Así'pues si la secuencia.{x(n)j representa los valo-

res de muestreo del voltaje o corriente de la señal X(t) ,

y se asume una carga puramente resistiva de un ohmio, En -

tonces el miembro de la izquierda de (2-30) representa la

potencia promedio disipada. El sumatorio a la derecha de

(2-30) implica que la potencia de la señal se conserva en

el dominio de la transformada. SI conjunto
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embargo, no representa los puntos individuales del espec -

tro, ya que no .es invariante al desplazamiento de los da -

tos maestreados.

2.10 b) Desarrollo del espectro

SI desarrollo 'del espectro se ilustra considerando -

el caso cuando N = 8 , Hagamos que [X (n)]" denote [X(n)]1

desplazado a la izquierda vo posiciones . Esto es

, 2, , 7

con = 1 se tiene

en donde

M)
[S (3)] =

'o i o o o o o -o"
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
O 'O 0 0 1 0 0 0
• 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0

La transformada de Hadamard de [X (3)1

= 1/8

o también

[B̂ (3)j = 1/8 [H(3)][Ŝ (3)Í[H(3)J1/8[H(3)][X(3)]

ya que 1/8 [H(3)][H(3)] = [I8]
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= 1/8 [H

llagamos

1/8

entonces

- U(3)][B(3)]

La evaluación de [A(3)] nos da

2 0

0 -2

- 1/2

O -2

2 ' O

j. ~ j. ~~ .i. ~~ J-

1 - 1 1 1

1 1 1 - 1

-I -1 1 -1

Si £ = 2 tendremos

=• l/8[H(3)][Ŝ (3)][Xrib)]

(2-32)

(2-33)

Utilizando un. procedimiento igual al anterior obtenemos

[BfiJ(3)3 = [A(3)]2[B(3)] '

La repetición del mismo proceso da

(2-3^)
/ - 1 P/^ ~ -1-? ^ 1 * ' * * * 3

ü sea



B

B

B

B

3

B

B

B

(0)

(1)
(2)

(^

W

(5)

(si
(7)

« 1/2*

-2

2

•1-1-1 -1
1-1 1 " 1
'I 1 1-1
-1 -1 1 -1

B(0)

3(2)

B(3)

B(5)

B(6)

B(7)

[A(3)] está constituida por matrices de orden creciente a

lo largo de la diagonal principal. De la estructura diago-

nal en bloques de [A(3)] J de (2-340 se obtiene el sigrien

te conjunto de ecuaciones.

i (0) = B(0)

ftl) = (-1/B(1)

Btf.(2)

B"J(4)

$6)
Br/J(7)

Í.O -ll ÍB.(2)"

= [l 0 |B(3)

. ~h i

^ 1 - 1 1 1 B(5)
=1/2 1 i 1-1 B(6)

-1 -1 . 1 -1 B(7)

i hacernos

0 -l"
1 0. - [D(l)3

1 . 1 1 1"
1 1 1 1/p — r D ( p^i i/ £- i -] i i — L-u\~Jj
X ± J, J-

l i l i

(2-35)

las 2 últinas ecuaciones quedarán en la forma
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• I
= [D.(l)3

.(2)

B(3)

•1/2* [D(2)]
B(5)
B(6)

B(7)J

[D(l)] y [D(2)l son ortogonales

Si elevamos al cuadrado el grupo de ecuaciones (2-.J5) ten-

dremos

= B2(0)

= B2(l)

= B2(2) + B2(3)

B2(4)+B2(5)+B2(6)+B2(7)

O en forma abreviada
tfh
¿B k = 0,1

B2(k) (2-J6)

Puesto que la potencia total es un invariante respec

to del desplazamiento de las muestras, el conjunto de inva

riantes definido por las ecuaciones (2-36) representa el -

espectro de potencia. En general este espectro se expresa

corno
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po-
P -
S

-2s-7 o
2B(k)

(2-3?)

2.10 c) Algoritmo rápido para el cálculo del espectro de

poteiicia

Modificando apropiadamente la (TRH se puede coraputar

,el e§p.ec.tro de .potencia , sin necesidad de computar todos

los coeficientes B(k) . Esta modificación se ilustra para

!T =- 8

De las ecuaciones (2-2?) , (2-28) y (2-29) se obtiene

B(0) = 1/8 X3(0)

B(l) = 1/8 X,(l)

B(2)

B(3)J
= 1/8 [H(l)j

X2(2)

LX2(3)

B(5)
B(6)

B(7)

= 1/8 [H(2)]

(7)1

A partir de estas ecuaciones y tomando en cuenta la ortogo

nalidad de las matrices [H(n)] tenemos

Pn = B2(0) = 1/82 X,

= B2(l) = 1/82 X52(l)

2 2 2 2

' (2-38)
P0 = B(2) + B(5) = 2/8[X (2) + X

P =
r 3.
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'en la misma forma

P, = H B2(m) = V82 (2-38)

Las fórmulas generales para el cómputo del espectro de po

tencia son de la forma

n2(0)/N2

(2-;

£1

El diagrama de flujo se indica en la fig. 2-18

X(0

X(l)

SQ = CUADRADO

X(?

Pig. 2-1S. Diagrama de flxioo para la computación del espe£

tro de potencia de la TH.
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'2.10 d) Sentido físico del espectro de potencia de la

transformada de Hadamard

Como acabamos de ver cada punto espectral representa

el contenido de potencia dé un grupo de frecuencias (se

cuencias) antes que el de una sola frecuencia.

Además los pxintos P representan las potencias prorae;

dio . contenidas : en , un .conjunto ., de -(n-fl) .subsecuracias mutua

mente ortogonales, en que se descompone la seciiencia • ÍX(k)}

siguiendo el proceso que se indica a continuación.

La secuencia N-periódica fx(k)} puede descomponerse -

en una secuencia N/2~periódica i E. (k) ) y una secuencia -

N/2~antiperiódica ÍG-.(k)j [una secuencia [x(k;] se dice

que es M-antiperiódica si X(m) st-X(M-i-ni) . En donde M 'j m se

refieren al orden en la secuencia] como sigue

(2-̂ 0)

en donde

= 1/2 (X(k) + X(k+N/2)}

(2-4-1)
= 1/2 (X(k) - X(k+N/2)}

( E-, (k)l puede descomponerse ulteriormente en una secuencia
L -L J
N/4— periódica y una secuencia N/4-antiperiódica?

respectivamente

(E1, 00}= (Pp(k)}+ÍG2(k)} (2-42)
l^.L J L J \, £~

en donde
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F?(k)] = 1/2 ÍF-,(k) + ¿.(k
C— • j \ -L

(2-43)
JG2(k)J = 1/2 ̂(k; - F-̂

Continuando este proceso se puede establecer que una

secuencia N-periódica puede descomponerse en (n-t-1) subse -

cuencias.

En eTecto se tiene

= (F2(10} +{&2(k)}

y así sucesivamente hasta llegar a

(X(k) s (Fn(k)} + (Gn(k)} + [Gn-1(k)} + . . . ,+ (&2(k)}

en donde

ÍF (k)"V es una secuencia I-periódica

ÍG (k)j • es .una secuencia 1-antiperiódica

ÍG _-| (k)l es una secuencia 2-antiperiódica

ÍG oCWl es una secuencia L\— antiperiódica^ n™ (— J

etc . Finalmente

(G-, (k)l es una secuencia N/2-antiperiódica

Sn general

(Gn-r(k)) r = °' -' -'••' (n-1}

es una secuencia 2r-antipex-iódica

Para N = 8 , aplicando (2-44) , se tiene

[XOO] = (?3(k)} + (G3(k)} + f-2(k)} + (G1(

Utilizando en forma rccursiva las ecuaciones (2-40) y
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"(2-41) s e obtiene . ' ' . - . • .

= 1/2(X(k) - X(k+4)}

= 1/4 (X(k) + X(k+4) - X(k+2) - X(k+6)}

= 'l/8[x(k)+X(k+.4)+X(k+2)+X(k+6)-X(k+l)-X(k+5) '

-X(k+3)-X(k+7)}

.= l/8{2(k)+X(k+4)+X(k+2)-HX(k+6)+X(k+l)+X(k+5)

+x(k+3)-X(k+7)}

(2-45)

Desarrollando ÍG-, (k)j , y tomando en cuenta que X(lT+m) =

X(m) obtenemos •

{ ̂(3)} = 1/2 [X(0)-X(4) ,X(1)-X(5) ,X(2)-X(6) ,X(3)-X(7) ,

,Z(4)-X(0),X(5)-X(1),X(6)-Z(2),X(7)-X(3)}

si hacemos

1/2[X(0)-X(4)] = b(4)

1/2[X(1)-X(5)1 = b(5)

1/2[X(2)-X(6)] = b(6)

1/2[X(3)-X(7)] = b(7)

{G1(3)}= (b(4) b(5) b(6) b(7) -b(4) -b(5) -b(6) -b(7)}

de donde resulta que ÍG-,(3)} es L\— antiperiódica/

Utilizando un procedimiento semejante se puede llegar a es

tableeer el siguiente conjunto de ecuaciones

[G1(3)}=t'b(¿í-) fe(5) b(6) b(7) -b(4) -b(5) -b(6) -

{G2(3)}=(b(2) b(3) -b(2) -b(3) b(2) b(3) -b(2) -

-b(l) b(l) -b(l) b(l) --b(l) b(l) -

b(0) b(0) b(0) b(0) b(0) b(0) b(0)} (2-46)
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"siendo •

b(0) = l/8[X(0)+S(l)+X(2)+Z(3)+X(¿í-)+X(5)+X(6)+X(7)]

b(2)

b(3)

= 1/4[X(0) -X(2) +X(4) -X(6)

+x(5)

= 1/2[X(0)

,b(5) .=

b(6) =

b(7) = 1/2 [

X(2) -X(6)

Se puede comprobar de (2-46) queÍG-,(3)j es 4-antiperiodica,

{G-p(3)j es .2-antiperiódica, f"G?.(3))' GS l--antiperiódica y

l-periódica, como se había establecido.

A partir de (2-47) podemos obtener el diagrama de flujo pa

ra el cálculo de los elementos de las subsecuencias ,3?ig . -

2-19- -

ÍX(3)j podrá entonces expresarse en la forma

¡b(0)| ¡
I

b(o) -- b(5)¡

lb(0)l b(2),
it

¡-b(6)l
1 I
i -13(7)1

(2-48)

Se puede comprobar que
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Iter. 1 Iter. 2 Iter. 3

elem. de

." elem. de G-p(3)

elem. de

í'ig. 2-19- Diagrama de flujo para la obtención de los ele-

mentos b(k) de las (m-1) subsecuencias.

X(0) = b(

XCl) = b(0)--b(l)+b(3)+b(5) .

etc.

Q sea la suma de los valores de una misnaa fila de las sub—

secuencias ñas da el valor correspondiente de la secuencia

(2(3)} . ' " • ' - ' .

Se puede verificar por simple inspección que los vec

tores que forman las 4 subsecuencias son mutuamente ortogjo

nales entre si, de donde se sigue que
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x(3) '3
2 2 2 2

(2-49)

en donde | . | representa eJ producto de un vector por su

transpuesto.

D sea

G2(3)

2 - [b(0) - . ..b(0)*|

2 ?
,« 8.b2(l)

b(0)

•

b(0)

= 8 b~(0)

2 3 2 '(2-50)

A-¿ •
2 . 2 ¿b2(k)

/<=y . .

Le las ecxiaciones (2-49) J (2-50) se desprende que la pb -.

tencia promedio es

£ p p o 5 p - 2 o
P = 1/8 "ZZ X~(m) = b (0)+bíl"(l)+l/2^Ib (k)+l/4ZIb£l(k)
Pr rTirr A-2 ^V

(2-5D

Si utilizamos las subsecuencias en la xórmula (2-25) ten -

dremos

B(2)

B(3)

B(5)

B(6)

= 1/8

111 1.1 111

1-1 1-1 1-1 1-1

1 1-1-1.1 1-1-1
1-1-1 1 1-1-1 1

1.1 1 1-1-1-1-1
1_1 l_l_l 1-1 1

1 1-1̂ 1-1-1 1 1

1-1-1 l-l 1 1-1

b(0) 1

b(0) -1

b(0) 1

b(0) -1
'~r ,

b(2)

b(3) b(5)
-b(2) b(6)

-b(3) ,
b(2)"t"-b(4)

b(0) -
b(0)

b(0)

b(3) -b(5)
-b(2) -b(6)

-b(3) -b(7)_

Multiplicando cada fila de [H(3)j por todas las columnas

de las subsecuencias se obtiene:

B(0)'= b(0)
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B(2) = l/2[b(2) + b(3)]

B(3) = l/2[b(2) - b(3)]

Expresando en forma matricial las dos últimas ecuaciones -

"tenemos

B(2)

B(3)
= 1/2 L'H(l)]

b(2)

Para los 4 coeficientes restantes se obtienen 4 ecuaciones

más, las cuales se pueden reducir a una ecuación matricial

de la forma • •

fb(4)l

b(5)B(5)
B(6)

B(7)

= 1A LH(2)] b(6)

Puesto que las matrices [H(l) ] y [H(2) ] son IM-ortogonales

se tiene que

B2(2) + B2(3). = 1/2 [b2(2) -f b2(3)]

B2(4) + B2(5) + B2(6) + B2(7) = 1A [b2(4) + b2(5) + b2(6)

. ...... +b2(7)]

Si igualamos los cuadrados de las ecuaciones anteriores se

tendrá

B2(0) = b2(0)

(2-52)

o £L$2do = z: i
Sustituyendo en

2

los valores de b (k) en función de -
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O .;''

B (le) tenemos
o 3 £.

P = B2(0) + B2(l) + ̂ B2(k).+ ZlB2(k) (2-53)
pr ¿-i k=v

Ppr = P0 + Pl + P2 + P3 (2~5̂

Entonces PQ representa la potencia promedio contenida sn -

la secuencia I-periódica UfV(3)r •> mientras que P-, , Pp, P^ -
L — ' J -*- • — __ '

representan las potencias contenidas en las sub secuencias

[G-5(3)j , ̂&2( 3)} y ̂(3)] respectivamente, siendo |G-3(3)J 1-an-

tiperiódica, ÍGp(3)} 2-antiperiódica 7ÍG--, (3)} 4— antiperiódi -
\, t— j ^ J-

ca. En general P (r - 1, 2, . . . . , n) representa la po -

teñe i a promedio contenida en la subsecuencrtaÍG- -, (Ir)), y
L — *-"i~J -L J

esta es la interpretación Tísica del espectro,

Una interpretación adicional del espectro de poten -

--cia -.se o"bti-ene :-a paxvfcir̂ de.iilas hablas. ...2-Q., ,2-].0,, ;2-,ll que

dan los valores de frecuencia-secuencia de los coexicien-r

tes de la transformada • de Hadamard, a partir de la deíini-

ción de secuencia dada por Harmuth. Estas tablas se obtie-

nen de las tablas 2-4, 2-5, 2-6.

Coeficiente frec-secuencia . N = 4

: B(0) O -

B(l) ' "2

B(3) 1
Tabla 2-9- Contenido de freciiencia de la TH para 1T =
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-Coeficiente frec-secuencia - Ef = 8

B(0) ' O

B(2)

- B(3)
B(4)

B(5) '
B(6)

v-BC?)
• Contenido, dé

Coeficiente

.B(0)

B(l).

B(2)

- B(3)
B(4-)
B(5)
B(6)

B(7)
' B(8)

' B(9)
B(/o)

B(n)

B(/i)
B('3) . '

B(/«)

B(/O

2

2

1

3
1
3

frecuencia de 1

•frec-secuencia

_ 0

8

• 4
4

2
6

2

.6
1

7
3
5
1
7
3

- 5

ÍT =. 16

Tabla 2-11. Contenido de frecuencia de la TH para N = 16

Denotando la frecuencia contenida en un punto espec-

tral P por KP_) ,para cuando íF - 8 , tabla 2-10, se ti^ne
O O ' . '
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03?(P) = O '

= 1, 3

= 2 .

A partir de .la estructura en bloques diagonales de -

'la matriz, de desplazamiento y tomando en cuenta las tablas

,2-r-SU ~2--10 y .2-11., ,.s.e p.ue4e,eat.ab,l.e.c,er,._,e,n. general ¿_a ,,,s,i

guiente tabla úe composición de frecuencia de los (n+1)

puntos espectrales. Eig. 2-20.

ir

I 2i

l(P3)=l.(N/8),3(N/8)

i .

r

ir/2.

Pig. 2-20, Estructura diagonal en bloques de la matriz de

desplazamiento con las frecuencias correspondientes a la -

derecha. SI número dentro del. cuadrado indica el orden del

bloque diagonal correspondiente.

De la observación del cuadro anterior y de las ta -

blas .2-4, 2-5 y 2-6 se pueden extraer las siguientes con -
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alusiones:

Sólo P̂  y P- corresponden a frecuencias individuales,

P2 contiene dos veces las frecuencia íf/4- [para Sal(F/¿f,0)

y Cal (NA, 9)], ' .

Los restantes grupos contienen una fundamental y una

serie de armónicos impares relativos a esta fundamental. En

•;c-ada 3̂?ecueEsi-a..,s.e -tiene una .función Sal .y ,,otr,a-.CaL. -El, .úl-

timo gruDO P contiene la frecuencia 1 y todos sus armóni-
0 - n "

eos impares hasta (ltf/2 -1)

2.11 Espectro de _.f ase de la TE

Por su mayor simplicidad comencemos definiendo lo

que es el espectro de fase de la transformada discreta de

IFourier de una secuencia N-periódica. El espectro de fase

de la CODF' par-a una secuencia N-periódica se define como

T//(k) = tan'1 (I(k)/R(k)) (2-55)

k - O, 1, . , . . . ,ÍT-1 .

en donde R(k) e I(k) son respectivamente las partes real e

imaginaria de los coeficientes C(k) de la-TDI1. G-eométrica-

menteÜ/(lc) representa la. orientación de la amplitud del -

punto espectral |C(k)| con respecto al eje real que se asu-

me como referencia. Fig. 2-21.
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ITig. 2-21. Interpretación geométrica del espectro de" fase

de la TDE.

Él espectro de fase e'st a 'dado ' tainb'ién pox-

"1 (2-56)l|/(k) = cos"(R(k)/lG(k)| ) k = -0,1, ---- ,(ff-l)

y tiene las sirvientes características :

1) \j/(k) representa la orientación del punto espectral C(k)
i i

con respecto al eje real oue es el eje de referencia.

2)-"Ü/(k) caracteriza el desplazamiento cíclico de la secuen

cia N-periódica de datos.

3)1̂ 00 es invariante respecto de la amplificación o ate-

nuación de la secuencia de da*cos.

Nos proponemos desarrollar aquí un espectro de fase

de la TH que tenga características análogas al descrito -

de la TLE,

Para esto "o.tilizaremos la técnica de descomposición

en subsecuencias anteriormente descrita. Además necesita -

rnos una expresión para la potencia promedio de dos secuen-

cias N-periódicas.

2.11. a) Potencia promedio de des secuencias K-periódicas

Sean 'las secuencias N-periódicas ÍX-,(n)j y |Xp(n)| -



que representan los valores de imi3Streo del voltaje, y cor-

riente, de la señal respectivamente.

Entonces la potencia promedio correspondiente se define c£

mo

(2-57)

en donde [X̂ (n)] [Xp(n)] es el producto interno (escalar)

;de l-os- vacteres [X-̂ Cn)] -y ['Xpfe)-].

De los principios generales del análisis vectorial -

sabemos que el producto escalar de dos vectores N-dimensio

nales se define como

X̂ ^ = [X1(n)]a?[X2(n)] = X-̂ n)) X2(n)| eos e =

//•/
(2-58)

-Jzo

en donde .indica la norma (magnitud) del vector.

Entonces P quedará en la formapr ^~

P = 1/ET X1(n)||X2(n)| eos 9 = 1/N J^n) .^(TL) (2-59)

de donde

eos 6 = (X1(n).X2(u))/|X1(n)||x2(n)| ' -(2--60)

0 = coŝ CCX̂ Ĉ .X̂ Cn))/ X1(n)||X2(n)|3 (2-61)

6 es el ángulo entre los dos vectores E-diinensionales

[-Vn)] 7 ̂2(n)]-

Como se lia hecho para las anteriores demostraciones,

en el desarrollo del espectro de fase elegiremos en caso -

cuando .N = 8*. \ •"• ' - • " ' .
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Hemos visto que una secuencia X(n) puede descompo -

nerse en 4 subsecuencias como se indica a continuación.

(x(3)} = ̂3(3)j + (&3(3)} + 1&2(3)} + lei(3)]

Consideremos dos secuencias 8-periódicas cada una de las -

cuales se ha descompuesto en las 4 subsecuencias indicadaa

Oi deseamos obtener la potencia promedio de estas dos se -

?pr ='l/8 [X1(3)]a?[X2(3)] = 1/8 ZIx1(g)X2(ó)'
. J=

Utilizando las subsecuencias
-r

Ppr = 1/8

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de las subsecuencias —

les únicos productos que no se anulan son los indicados en

(2-S2). : • '• •

Ppr = 1/8 [{F̂ jV-b)} +ÍGf3(3)}{G32(3)}+{&2(3)){&2b)} +

" ] (2-62)

Expandiendo las subsecuencias se obtiene

P

. (2-63)
^y ^

en donde los factores b1 (k) y b(I)(k) son los elementos de

las subsecuencias de ÍX-, (3)] y{Xp(.3) respectivamente.
v. -L J |_ ̂  J

Para {̂(3)] = ÍX2(3)} ={x(5)] (2-63) se transforma en .
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= b2(0) + 1>2(1) + !/2¿b2(k) -h l/4ZIb2(k)
*=¿ AfrV ' '

De (2-37) 7 (2-52) se sigue que

OPn = b2(0) = B2(0)

P1 = b2(l) .

3 3 . (2-64)

2.11 "b) Obtención del. espectro de fase de la TH

Para obtener el espectro de fase es necesario defi -

nir un vector de referencia apropiado. Sea ÍJ0(3)| el vec
L c__ J — •

tor de referencia» La potencia promedio de ÍX(3)j y

es

=. b(0)bílj(0)

(2-65)

Para mayor simplicidad escogernos como vector de referencia

aquel en que los valores b (le), k = 1,2, -.*, 7 , '-

se definen como sigue

bH)(3) = b'2l(5) = bu\6) = ba)(7) = O

Gomo consecuencia de la asunción hecha P queda en la -

forma • -

P = b(0) + b(l) + 1/2 b(2) + 1/4 b(4) . (2-66)
pr

Si usamos (2-44) y (2-58) la expresión para la potencia -

promedio de ÍX(3)j y l2p(3)j (l"ue¿a en -ñ forma
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eos 92 +

eos GI+

eos e,]

= 1/8 [

|G2(3)|¡G2(3)

(2-67)

igualando componentes en (2-66) y (2-67) tenemos

b(0) = 1/8 [ F3(3)||Ey;3)| eos 0Q]

b(l) = 1/8 [ G (3)||&3b)| eos 61]

--1/2 ̂(.2) •-= .1/8- [ G-2(3-)| G-P.(3)| c:os 9-2]

1/4 b(4) = 1/8 [ G1(3)|lGi(3)|cos 93]

de donde

eos 0,-; -= [8 b(0)]/|513.(3)| |l'̂(3) I

eos Q± = [8 b(l)]/ G3(3)|lG3b)l

eos 62 = [4 b(2)]/|G2(3)| Ĝ b)!

eos 63 - [2 b(4)]/|G1(3)| Ĝ (3)

Anteriormente hemos obtenido los valores
,2 2

E,(3) = 8 b (O)

(2-68)

(2-69)

|G3(3)|2 = 8 b2(l)

2
|G2(3)r =

•, 2=2^^
siguiendo el mismo procedimiento se obtiene

|G3\3)12 = 8
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2 = 2 ^

Sustituyendo estoc valores .en-(2-69) obtenemos

eos 0,
° h(0)i

eos 0..

(2-70)
e --Vo. , \'

Con referencia a las últimas, fórmulas se pueden hacer las

siguientes observaciones:

l)-Los valores de eos 6̂  y eos 0-, son iguales a ±1 . Los -

valores de eos 9; (3 = 253) son menores que 1
u

2) Los valores de 6_. son los valores de los ángulos entre

„ 5 = 1, 2, 3, y un conjunto de vectores
(ii al

de referencia [̂(J)! , ÍG. (3)) respectivamente.
- -̂  j. I *J -̂

3) El valor de eos 6. es un invariante con respecto a cual

quier posible amplificación de J2(3)|por un número real.

O sea los Calores de eos 0- no cambian si la secuencia

de datos es amplificada o atenuada.

4) Puesto que tenemos un punto espectral para cada una de

las s-absecuencias, se sigue de lo anteriormente dicho -

que 0. en (2-?0) representa la orientación del punto es

pectral P. con respecto a los vectores de referencia.

O sea 6n representa la orientación de PQ con respecto a
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6-j la orientación de P-, con respecto a •

[Gj(3)]T = [1 -1 1 -1 1-1 1 -1].

9p la orientación de Pp con respecto a

[G-2̂ 3̂ ^ = [l O -1 _ O 1 O -1 O]

9-, la orientación de P^ con respecto a

[G^(3)]T = D 0 0 0 - 1 0 0 0 ]

De lo dicho se desprende que 9- representa una cantidad

análoga a ̂  (k) en (2-55) y. por lo misino se justifica -

su denominación • de • espectro de fase de la Q?H.

Es más ventajoso expresar el espectro de fase en fun

cióia de los coeficientes B(k) • y de los puntos espectrales

P. . Tomando en cuenta (2-64) y (2-70) obtenemos

eos 6-, =
PO

_L -i-> * /¿
Pl

.e . - ,
B(2)

B(3). = 1/2 [H(l)]
t(2)

b(3).

premultiplicando ambos miembros por [H(l)] se obtiene

b(2)
= CH(l)]

B(2)

B(3)

de donde

b(2) = B(2) + B(3)

Igualmente se demuestra que



- 146 -

b(6)

de donde

B(6) + B(7)

entonces

eos
(2

]pB(k)
eos 6-, - -"-̂ 1/2

en

eos

eos 0-, =

eos 0p =

eos

B(0)

p 1/2
1

(2 P2)1/2

,1/2

(2-7D

Estas fórmulas pueden generalizarse para obtener

3(0) .
eos O

O
1/2

eos 0 —

(2-72)

s =r 1, 2, . . . , n



• En síntesis se pueden hacer- las siguientes observaciones -

generales:

- 1) El concepto de fase se define para un grupo de frecuen-

cias cuya composición es la misma que la del espectro —

de potencia. Esto contrasta con el espectro de fase de

la TD51 que se define para frecuencias individuales.

- 2) Los valores cíe eos 0 .e.n (2-72) son invariantes resx>ec-
O ' ~"

to a cualquier amplificación o atenuación de la secuen-

cia N-p.eriódica. En esto la TH y la TDE coinciden.

3) El espectro de fase de la TDE caracteriza el desplaza -

miento en una secuencia F-periódica . En forma similar

los valoras eos 6 en (2-72) caracterizan el desplaza - -
o

miento en una secuencia Ií-periódica. Exceptuado el va -

lor de eos 6n que es I-periódico, los valores de eos 6u ^ - J s

son 2S~ -antiperiódicos respecto a desplazamientos cí .-

clicos de la secuencia, como se demuestra a continua '.-

ción. > . .

Gomo se ha hecho para las demostraciones anterio-

res se- elegirá el caso cuando ÍT = 8 . Para la demostra-

ción se utilizará un procedimiento gráfico.

Sea la curva de la fig. 2-22 con stis 8 muestras.

De acuerdo al concepto de desplazamiento cíclico, un -

desplazamiento cíclico unitario consistirá en despla

zar todo el conjunto de. muestras un lugar hacia la der_e

cha (o hacia la izquierda), pasando la muestra del ex -
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1

,2

3

4

5 -,
3

3Tig. 2-22. G-ráfico utilizado para ilustrar la variación -

de eos 9 con el desplazamiento
o

tremo derecho (o izquierdo) a ocupar el recuadro vacío

dejado por la muestra del extremo izquierdo (o dere -

cao), corno se indica en las íigs« 2-23? 2-24. .

X(7)X(0̂

. 2-23. Desplazamiento cíclico unitario aacia la dere-

cha.

X(l) X(2) X(3) X(4) X(5! xce^xc?: x(o:
. 2-24, Desplazamiento cíclico unitario hacia la iz

quierda.

Suponemos que las muestras se desplazan en esta forma,

permaneciendo siempre ¿entro de los recuadros de la -
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fig. 2-22.

Si examinamos las fórmulas (2-73) (ver más adelante) y

el diagrama de flujo de la fig* 2-11 comprobaremos que

el valor de c'os 0Q es igual al sumatorio de las 8 mués

tras multiplicado por una constante- El valor de eos 6-,

es igual al sumatorio de las 8 muestras afectadas al-

ternativamente poi signo .positivo y negat,ivo; y muí ti -

plicado por xana constante. El valor de eos Q^ es igual

al sumatorio de las muestras de los recuadros primero ,

tercero, quinto y séptimo afectadas alternativamente -

por signos -f y - y multiplicado., por una constante, fi-

nalmente el valor de eos O-,' es igual a la diferencia de
5

las muestras de los recuadros primero y quinto, en ese

orden, multiplicadas'por una constante.

Esto se insinúa en la fig* 2-22: el valor de k eos 0
o S

es igual al sumatorio de las muestras de la fila supe -

rior afectadas por el signo de los recuadros de la fila

a la izquierda del valor del coseno correspondiente.Las

muestras ubicadas sobre recuadros sin signo no intervie

nen en el sumatorio.

Como consecuencia de lo expuesto .se tendrán los siguien-

tes resultados:.

Cos 6n es l-psriódico, o sea es idéntico para cualquier

valor de desplazamiento. Además es proporcional a la -

componente continua de la onda muestreada. El signo de
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eos OQ es'idéntico al de la componente continua de la -

onda.

Cos Q-, es 1-antiperiódico pues al producirse un despla-

zamiento unitario las muestras que estaban en recuadros

con signo + pasarán a ocupar los recuadros con signo -

y viceversa , .y se tendrá un cambio de s j gno en el va-

lor ,de ,c,os 0-, .

Coa 9p es 2-antiperiódico pues deberán producirse 2 des

plazamientos en un mismo sentido para que las muestras

que originalmente ocupaban recuadros con signo + pasen

a ocupar recuadros con signo - y viceversa. El valor -.

de eos 9p se repetirá con signo cambiado cada 2 despla-

zamientos.'

Por último eos 0̂  es 4—antiperiódico pues -se necesita -

rán 4- desplazamientos en un mismo sentido para que haya

un intercambio .en los signos de las muestras cuya dife-

rencia multiplicada "por una constante es igual a eos Q-,,>j

Este valor se repetirá con signo cambiado cada cuatro -

desplazamientos.

Para dar una idea más clara de lo que es la periodici -

da y antiperiodicidad damos a continuación una represen

tación gráfica de la variación (hipotética) del valor -

de estos puntos espectrales en función del desplazamien

to. Figs. 2-25 a 2-28.

¿O Un plinto del espectro-do' fase de la TDE representa la o
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eos 6Q •

X x y . v i > : y . x x

. ^Desplazamiento
o l i 3 ¿f . $ £ ?

3?ig. 2-25* 1-périodicidad de eos

eos 9-]

' " / 3. 3 « 5 £ - ? < ?
x je * x

3?ig. 2-26. 1-antiperiodicidad de eos 6-,

_ JD e*&p la a ató e n t o

eos

• De cp 1 az arni ent o

Pig. 2-27- 2-antiperiodicidad de eos

eos 9-z
^x X

Desplazamiento

X *

Fig. 2-28» 4-antiperiodicidad de eos 6-,

rientación des pxmto espectral de potencia correspon -

diente con respecto al eje real en un espacio de 2 di -

raensiones. Igualmente los valores 0s en (2-72) represen

tan el ángulo entre, la representación vectorial de la -



: - 152 -

secuencia [G ->'(n)] 2"1"- antiperiódica en un espacio N-

dimensional y un vector de referencia [G- _ (n) ] .Siendo

[¿L ̂ (n)]1 =[10 ---- 0-1 O . ...O] . En donde -1 es la
Li"~ J-

componente (2 +l)-ésima.

5) Los valores obtenidos son relativos al vector ds refe -

rencia elegido, y, por lo mismo, son hasta cierto punto

arbitrarios. Si nuestra elección hubiera sido distinta,

cambiarían los valores, pero los principios de deduc -

ción serían los mismos.

2.11 c) Computación del espectro de fase

Hemos obtenido anteriormente el siguiente conjairbo -

de ecuaciones*

P == 1/82 X2(0) = B2(a) '

P1 = 1/82 X32(l) = B2(l)

P0 = 2/82 ZX 2(k) = ZlB2(k)
¿ /C-i ̂  Ar^

Px = 4/82 ¿X 2(k) = ZZB2(k)
.5 >t=v A'=̂

Si premultiplicamos los dos miembros de la segunda ecua -

cion (2-28) y de la segunda ecuación (2-27) por [H(l) ] y

[H(2) ] respectivamente, obtenemos

[B(25

- [H(1)]ÍB(3)
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de donde

B(2) 4 B(3)

iualmente

B(5)
B(6)

lB(7)J

.
B(k) =: 2/8 X (2)

Sustituyendo estos valores y los dados por la ecuación

(2-38) en (2-71) se tiene

CO-S 0Q - -^~

8 P 1/2
O

eos 6-, =

eos 6p =

eos

8 P 1/2
1

8 1/2

2

8 P 1/2
3

A partir de estas últimas ecuaciones obtenemos el diagrama

de flujo para la computación del espectro de fase. Eig* -

2-29.

Le este diagrama se -concluye que se requieren aproxi

madamente UlogpN operaciones para obtener los 2(logpN+l) -

puntos espectrales de potencia y de fase.



It
e
r.

 
1
 

It
e
r.

 
2

 
.I

te
r,

 
3

X
(0

) 
^ 

-7
 X

.(
0)

 
x 

-y
X

2
(0

)

X
(4

)

x(
5)

X
(6

)

X
(7

)

so
at \f
rO

 
^
. 
P

V
 
' 

Y
/?

1 
0

3
 

'/
O

 
w

á
a

K
O

O
T

n _ 
,/

eo
s 

e

V
5

¿

S
íl

\
^
.

 
/ 
*

(^
\?

 
p

( -
 ) 

• 
r9

:s 
a

R
O

O
T

0
p
 

7
 -

^2

\
/

-2 ̂
 

e
o

s 
6
,

^V
í-2

:/
o

 .

ZJ
S 

eo
s 

6,

N
o

ta
ci

ó
n

B

A
/B

P
ig

. 
2

-2
9

. D
ia

gr
ai

na
 
d

e 
fl

u
jo

 
p
ar

a 
la

 
co

m
pu

ta
ci

ón
 d

el
 

es
p

ec
tr

o
 

d
e 

fa
se

 
(y

 
d

e 
p

o
te

n
c
ia

)

d
e 

la
 

T
 H

. 
N
 -

 8

H vn



- 155 -

La expresión .general para (2-73)

eos

eos 9 =
o

N P 1/2
O

(s-i)/2

P 1/2

(2-74)

s = 1 , 2, n [25]

2.12 La transformada de Hadamard moodificada

Hemos visto en el r. api tul o 1 la'fórmula para la ob

tención de la transformada generalizada modificada. La tie-

rnos utilizado para la obtención de la TE modificada para -

W =s 8 * En este punto únicamente añadiremos algunas consi-

deraciones sobre el espectro de potencia y la matriz de -

desplazamiento de la TH modificada.

Para N = 8 la matriz de transformación de la 0?H modi

ficada tiene la forma

1 1 1 1 1 1 1 1

1-11 -1 1-1 1-1

1 1-1-1 1 1-1-1

1-1-1 1 1-1-1 1

V2 O \Í2 O ~V2 O ~\Í2 O

O V2 O V2 O -V2 O -\f2

V2 O -V2 O -V2 O V2" O

O \Í2 O -V2 O -V2 O V2

[MH(J)] ̂

El. diagrama de flujo se da en la f ig. 1-

Sea



la secuencia [X(3)j; desplazada a la izquierda / posiciones.

si 1 = 1

la definición de [S\3)] se da en (2-31)

La transformada modificada de [X (3)] es

/<>
[BI-3)] = 1/8 O!(3)][S(3)][X(3)]

tenernos

= [AM(3)][BM(3)]

^aiit.eriprmente ob

(2-76)

en donde

= 1/8 [HM(3)][S (3)].[HM(3)] (2-77) (matriz de

desplazamiento)

La evaluación de [AM(3)] da

[AM(3)] =

1

-1

0 -1

1 O
0 1 0 0

0 0 - 1 0

0 O O 1

1 O O OJ

Para un nuevo desplazamiento de [l£(3)} hacia la izquierda

tendremos

[BMU?(3)] = [AM(3)]2[BM(3)] • (2-72)

y en general
íí) í7

[BM (3)] = [AM(3)1 [BH(3)] (2-79)
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Desarrollando (.2-79) obtenemos
(1)

BM (O) = BM(0)
U) 9

BM (1) = (-1) BM(1)

= [DH(D]
BM(2)

BM(3)

i
- [DM(2)]

BM(40

BMX50
BM(6)

[DM(1)] =
0 -1

(2-80)

0 1 0 0 "

0 - 0 - 1 O

O O" O 1

wl O O OJ

Puesto que tanto [DM(l) ] como [DM(2) ] son ortogonales, de

(2-80) se obtienen las siguientes equivalencias

= BM2(0) =

= PMI

x-z
(k) =

(2-81)

O sea se tiene el mismo número de puntos espectrales para

la TH y para la TH modificada, lo cual, debe atribuirse a -

la analogía de la estructura diagonal en bloques de las ma

trices de desplazamiento [A(3)] y [AM(3) ] *
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Del diagrama.ds flujo obtenemos

BM(0) = 1/8 X^(0)
3

BM(1) « 1/8 X^(l)
3

BM(2)

BM(3)

ÍX (2^
„ i/s [E(l) ] r T\

k c: ;

BMC 4-)

BM(5)
BM(6)
BM(7)

= 2/8

1 0 1 0 *

.0 1 . >.0 ,L

1 0 - 1 0

0 1 0 - 1

V4)'
x (5)
Xx(6)

xi C7),

(2-82)

las ecuaciones (2-82) y tomando en cuenta (2-81) obtene

mos

= BM2(0.) •- 1/82 X = P

"MI

?M2

O

1

P

BM2(k) =. 2/82

BM2(-k) = 4,

.(2-83)
» P2

O sea los espectros de potencia de la TH y de la TH modifi

cada son idénticos. De (2-8J) se desprende que el diagrama

de flujo para la obtención del espectro de potencia de la

TH modificada es idéntico al de la TH. ITig. 2-18.

2.13 La transformada de Hadaraard multidimensional

2.13 a) Defi nición

Igual que la TDI1 la TH puede extenderse a cualquier

número de dimensiones. La transformada r-dimensional se de
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fine como

(2-84)

en donde B(~ru , . . . . ,u ) representa los coeficientes de la -

transí orinada

, ,,,̂ . .vr_x ) .son JL.QS Aa^os 0Ae entrada

<x . ,u -> = x, (m)u. (m) (2-85)
J_ X -- -i, J_

xi =

ki =

los términos u., (m) y x. (m) son las representaciones "bina-

-r-ias .de u. y x. respectivameiLt-é., o ..>S;,ea

u- , rr [u.(k.-l) u.(k.-2) . . .. . ..-a.(l) u.(O)]-, .i dec L i ^ x y x v i ^ . \ x ^ y J binario

Al tratar de la aplicación de la TH a la codificación de i

mágenes, veremos como se explícita esta fórmula para el ca

so en que r = 2 .

2.13 b) Transformada inversa

f (x-, , ..... ,x ) pxiede recuperarse en forma única con ayuda

de la transformada inversa, esto es

f (x, , . . . ,x- ) = ..... , , . . ,
J- JL ,,_ // __ -L —u,- o u ? - o

(2-86)

en donde
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± (2-8?)
Í-1

2.13 c) Espectro de potencia

La extensión del espectro de potencia -unidimensional

de la TH al caso multidimensional conduce a la siguiente -

fórmula

- y ...,.% ,11 _

en donde

Puesto que para cada dimensión se tienen (le. +1) puntos pa-

ra r dimensiones se tendrán
r

_ TT(1 + k±) puntos
L-^l

2; 13 d) Composición de frecuencia

La composición de frecuencia del espectro de poten -

cia consta de todas las combinaciones posibles de grupos -

de frecuencias basadas en la estructura de armónicos impa-

res en cada dimensión.

Para la dimensión i-ésima la agrupación es de la for

ma:

O - '

KN./8),

2



Como un ejemplo para una transformación tridimensio

nal se tienen los siguientes grupos en cada dimensión

N1 =16 N0 = 32 y-, = 64j_ . ¿ 3
O O O

8 16 ' 32
4 - 8 16
2,6 4,12 . 8,24

1,3,5,7,9,11,13,15 2,6,10,14,18,22,26,30
[1,3,5,759,11,13,15,17,19,
"Ul, 23,25, 27, 29,31 -

SI número total de puntas espectrales será

freí +k±)
i."-?

siendo

kl = *
"¿2 =' '5
k^ r: 6
3

Número total de puntos espectrales;

5 x 6 x 7 = 210

El espectro de potencia definido en (2-88) es inva-

riante respecto a desplazamientos cíclicos de los datos -

en' cualquiera de las dimensiones. . •

2.13 e) Teorema de Parseval

El teorema de Parseval tiene vigencia también para -

la ÍEH inultidimensional y se -expresa en la forma
///"/ M--/ o M^ //r-/ (2-39),,.., .. . .

Xr=o -1- ^ u,-0 (Ar-o

[24] p. 233 y [26] .
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Capitulo 3

RELACIÓN ENTRE LA TRANSFORMADA DE WALSH T LA DE HAAR

3-1 Definición

Igual que la transformada de Hadamard la transforma

da de Haar se define como

•ren- donde • " •

[X(n)]"T= [x(0) X(l) ...... X(N-l)] es la representación -

vectorial de la secuencia jx(n)j

[AU)]̂  = [A(0) A(l) . . ... J\.(N-1)] es el vector transforma

de. Los elementos A(k) , k = O, 1, ..,.,$-! , se denominan

coeficientes de la transformada de Haar,

[H (n) ] es la matriz de transformación. En la zig, 5—1 sea

una matriz de Haar de orden 8.

Como se verá en la exposición que sigue, existe not_a

ble similitud entre la transformada de Walsh y la Haar. Por

otra parte como se desprenderá de la factorización de —

[H (n) ] y del diagrama -de. flujo correspondiente, la trans-
cl

formada de Haar exige menos operaciones aritméticas para -

su computación. Por estas razones creemos oportuno anali -.

zar las relaciones existentes entre estas dos clases de -

transformadas e Tanto la transformada de Walsn como la de -

Haar se operan con el concurso de matrices -ortogonales y -

cuadráticas [H (n) ] y [H (n)] de orden 2n cuyas filas son.w a •

funciones de Walsh y de Haar respectivamente.
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De las.funciones de Walsh hemos hablado en el capítu

lo 2. Para las funciones de Haar se puede consultar G-. A -

lexits,"Convergence Problems of Orthogonal series", New -

íork, Pergamon, 1961, pp. 46-62.

Vamos a demostrar que existen relaciones simples en-

tre las submatrices de Kaar y de Walsh. Estas submatrices

33 obtienen por partición de matrices de las matrices -

[Ĥ (n)] y [E (n) ],respectivamente, en (n+1) matrices rec-w
Jfc-1t angular es [MH (n)-, ] y [ME (n), ] de dimensiones 2 u x 2n -v/

(v = l,....,n). Las matrices y submatrices, para n = 3, se

muestran en la fig. 3-1-

" l l l l l l l l } [MH0(3)n]

funciones de

Haar

^ o-
1 1 1 l -1 - l - l - l } [MH¡(3)1]
\/2 V2 -V2 -V2 O O O O í

0 0 O O V/2 V2-V2-V2
2 - 2 0 0 0 0 0 0 "

0 0 2 - 2 0 0 0 0 -
0 0 0 0 2 - 2 0 0

0 0 0 0 0 0 2 - 2 ^
Matriz de Haar de orden 8

rl 1 1 1 1 1 1 1 } [MHw(3)0]
1 i i 1-1-1-1-1} [ME (j)1]
i i - i - i - i - i i 11
1. 1-1-1 1 1 -l-l/ [MV3)2]

1-1-1 1 1-1-1 1'

1-1-1 1-1 1 1-1

funciones de

Walsh

JL -1 1 -1 1-1 1-1
Matriz de Walsh de orden 8 .

Fig. 3-1. Matrices de Haar y de Walsh y su partición en

submatrices.
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3.2 Re-iaciones básicas

La relación que existe entre las submatrices

[MHa(n)k] y [>ÍHw(n)k] e? la siguiente:

(3-1)

en donda [H_r(k-l)] es la matriz de Walsh. de orden 2w y

[.-S-(-l?~'-l)-] -es la -siguiente matriz de-permut^acdi'ón^de
í--tC™ JL

[s.(k-D] =

i
o

JL O

1

(3-2)

La relación inversa se obti-ene-ta >p.ap-td>r de la íórinu-

la (3-1) teniendo en cuenta que tanto [S(k-l)] como ' -

[H (k-1)] son simétricas y ortogonales.

En efecto si preraultiplieamos ambos miembros de (3-1) por

[H (k-l)][S(k-l)] obtenemosw

[tf fk-l)][S(k-l)][l 'ffi (k-1). ] =
VV W ,rL

de donde

[MH (k-i), ] =
L a kj w • w (3-3)

3•3 Definiciones recurslvas de las submatrices de Haar

de Walsh

iiefinimos en primer lugar los operadores .11, "W, 'V que
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aplicados a una matriz, [M] de orden lorp generan las si

guientes matrices de orden 2mx2p.

uperador 'H

[M] [O]

[O] [M]
.'(3-4)

Operadores^ y "W

^̂

,, ( P̂ a

en donde

_T ~ fp^ ~ \ C3.-1 ^ • • * i, <

£~ (a-, ,...,.

y ipara
L'

signo de (a-,xa )x(a-, ,

G "í D*T1 /"» r\ í — 3 "V Q 1 "V I Í3signo ae V"S-,̂ .a ;x^an

Usando estos operadores es _posi~ble demostrar que

= 1,2, ... , n

[MHw(n)k] =:

(3-5)

(3-6)

(3-7)

(3-8)

T globalraente para las matrices de Walsh se tiene

[%(n)] = C-WCCBvfCn-l)])] . . (3-9)

Sstas fórmulas se clarifican con los siguientes s ejemplos

Sean dadas las matrices

IX (2)] =a

1 1 1 1
1 1-1-1
V2-V2 O O

O O V2-V2

}[MHa(2)0]
}[í-ma(2>i]

[MHa(2)2]



Ejemplo

Sea

[B(m)J =

0

0

0

1

0

0

1
0

0

1
0

0

1
c
0

0
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(3-11)

[M] =
1 1

1 -1

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

i o o q

o o o i
0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0 .

1i -i

1 1 1 .1
1 1-1-1
1-1-1 1
1-1 1-1

\°
[i o 1 -1

1 -1'
1 1

de donde se obtiene la identidad

'l -1 1 -1

l'-l -1 1

1- 1-1 -1

1 1 1 1

1 - 1 1 ~1

1-1-1 1
1 1 -1 -1
1 1 1 1

Sea [M] =|m. .] una matriz (mxp)., [w] una. matriz (pxq) , y^ -i- j }
[P] - [M][N] -íp. -] una matriz (mxgj\ j j

Se dice que la nr.triz producto [P] es signo-invarian

te (signo-contravariante) si para todo i el producto -
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(p.-oc P¿n) tieiíe el mismo (opuesto) signo que (m.-.x m. )

Entonces

si [P] es signo-invariante

si [P] es signo-contravariante

[rW([M])][fí([F]) ] = [V([P])] (3-13)

Se.a

[M] =

y -

[N] =

entonces

[p] =
para [M] y [P] "se treiie 'qire 'm. -,x -m. p 't'iene -sign'o opuesto

Luego [P] = [H (1)][MH (2)p] . es signo contravariante

Entonces de"be tenerse tapien que

EW([HM(2)])][E([MZf l(3),])] = Ü W ' C C P ] ) ] = tW' (CH w (2) ]

1 1

1 -

2 - 2 0 0

C O 2 -2

2 - 2 2 - 2

2 - 2 - 2 2

v; a

[MHa(3)3])]

lo cual es fácil comprobar.

Con estos elementos podemos proceder a la demostra -

ción de (3-1) •

Asumiendo que (3-"-) ̂ s verdadero para el orden (n-1) tene-

mos

[MEW
, =
is_ YÍ ex
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V — 1 P fn—1^ ••'K. n J_ , d, * .. o « ̂ Il-XJ

Aplicamos el operador 'W a aníbo^s miembros de (3-14-)

[1V([MH (n-1), ])] = l/V2k"1fW( [S (k-1) ] [H(k-l) ] [MH (n-1).w ü. v/ a

Utilizando (3--S) para el miembro de la izquierda y (3-11)

para el miembro de la derecha se tiene

w k+1 ~~ v/ a k - ^

Se h'a c'o'mprobado anteriormente que 'el "producto:

[H (k-1) ][MH (n), ] es signo-contravariante. Entonces utili

zando (3-13)

w

Tomando en cuenta (3-7) J (3-9) tenemos

a

(3-D

Asi se ha obtenido (3-1) para k = 2,3, . . . ,n. Puesto que -

(3-1) es obvio" para k -1 (Las dos primeras filas de las 2

matrices son iguales) , se tiene la prueba completa de (3-1)

y en consecuencia de (3-3)

Ejemplo:

Verificar que

[MH C2)2] = [S(l)][Hw(l)][MH(2)]

rr 1/V2

'o i
1 Q

1 1

1 -1

•a%"2

'V2-N/2 O O ]
.0 O \f2-V2

1-1-1 1

1-1 1-1

oue es efectivamente el valor de [MH (2)0]
~ W £_



3.4- Aplicación a l'os elementos transformados

Las relaciones matriciales (3-1) J (3-3) implican a

su vez relaciones entre los vectores transí orinados [A(n)]

y [B(n)]- on donde [A(n)] es al vector transformado en el

dominio de Haar.

Para un vector [X(3)] se tiene

B(0)l íl 1 1 1 1 1 1 1 X(0)

B(l) 1 - 1 1-1-1-1-1-1 X(l)

B(2) 1 1-1-1-1-1 1 1 X(2)

B(3) 1 1 -1 - 1 1 1 - 1 -1 X(3)
B(¿f) = 1-1-1 1 1-1-1 1 X(4)

B(5) 1. -1 -1 1 - 1 1 1 --1 X(5)

B(6) 1 - 1 1 -1 - 1 1 - 1 1 X(6)
B(7)| ,1 -1 1 -1 1...-1 1 -1 X(7),

A(0)

A(5)

A(6)

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1-1-1-1-1

V2 V2-V2-V2 O O O O
O O O O V2 V2-V2-V2
2 - 2 0 0 0 0 0 0

0 0 2 - 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 - 2 0 0

0 0 0 0 0 0 2 - 2

2(0)

X(2)

X(3)

x(5)
X(6)

[x(7)J

Le donde por simple inspección

B(0) = A(0)

Si aplicamos a los elementos correspondientes de [X(n)] -

las matrices de transformación contenidas en (3-1) obtene-

mos:



teniendo en cuenta qxie [S(0) ] = [-H^O) ] = 1

B(2)

B(3)
= 1/V2 [S(1)1[H (1)]

ÍA(2)

A(3)J

B(5)
B(6)

ÍB(?)

= 1/2 [S(2)][IT (2)]
W

A(5)
A(6)

A(7)

generalizando

B(2k~1)

B(2k-l) A(2k-l)

(3-15)

k = 1,2, . . * , n

-q-ue nos da la relación entre los coeficientes de las dos

transformadas a partir de B(l) y A(l).

La relación inversa será

A(0) = B(0)

y para los coeficientes restantes

A(2k"1)

A(2k-l)

B(2k-1)

B(2k-l)

"(3-16)

k = 1,2, ...,n

Si llamamos ̂ ona al conjunto de coeficientes de la -

transformación que aparecen en estas relaciones, entonces

se ve que una zona en una transformación determina la cor-

respondiente zona de la otra transformación. Esta propie -

dad muestra que t>I aproximamos [X(n) ] con el mismo conjun-



- 172 -

to de subzonas de los coeficier.tes de transformación B(n)

y A(n) o, en especial, si truncamos estos'coeficientes ha

cia el fin de una zona obtenemos el mismo vector aproxima-

do después de las transformaciones inversas.

Vemos que las zonas correspondientes de (3-1-5) están

relacionadas por medio de una transformación ortogonal. En

Jkgs,dos miemb.r..gs de.,(3-1.5)

(3-17)
obtenemos

K '

O sea que la energía contenida en zonas correspondientes -

del vector transformado es la misma (Teorema de Parseval) „

5*5 Algoritmo rápido

Dada su estructura sencilla la matriz de Haar es fá-

cilmente f actorizable. En un primer paso tenemos.

i i • ' li i i i o o o o
1-1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1-1-1 0 0 0 0
0 0 0 O-.l 1-1-1

sg-x/2 0 0 0 0 - 0 0
O 0\&\/2 0 0 0 0

V2 0 0 0 Ov/2V5 O O
0 0 - 0 0 0 . OV2V2^

Si factorizamus una vez más la segunda matris tenemos



- 173 -

1- l
l-l

1 1 0 0
0 0 1 1
1-1 O O
O O 1-1

"̂ 2

1 1

1-1

1 1

1-1

1 1

1-1

1 1

1-1

[9] . .

A partir de este factoreo de matrices y siguiendo el mismo

procedimiento indicado en el capítulo 1 se obtiene el dia-

grama de flujo para la computación dR la transformada de

Haar ,(Algoritmo rápido), Fig. 3-2.

Entrada
X(0)

X(2)

X(3)

X(6)

Salida
A(0)

' A(2)

A(3)

A(5)

' A(6)

x(7)

Pig. 3-2. Diagrama de flujo para la computación de la

transformada de Haar. 1-1=8



Aplicando la /relación. (3-1) podemos obtener el dia -

grama de flujo de la transformada de V/alsh a partir del -

diagrama de la fig. 3-2.

Para los dos primeros coeficientes de la transformada de

Walsh. el diagrama es idéntico.

Para B(2) y B(3) tenemos

.[MH (3)P] »
W *.C.

= 1/V2
0 1

1 O

1 1
¡1 -1

V2 V§ -V2 -\/2 O O O O

O O O O V2 -V2 -VÍ2
(3-18)

Para los restantes coeficientes

[ME (3) ] = 1/2

0 0 0 í

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0.

1 .1 1 l]
1 1-1-1
1-1-1 1
1-1 1-lj

2-2 C O O O O O'
C O 2-2 0 000
0000 2-2 O O
0 0 0 0 0 0 2-2

(5-19)

Si se multiplican columnas por filas el orden de las matri

ees en (3-18) y (3-19) deberá invertirse, y es así como a-

parecerá la secuencia de operaciones en el diagrama de flu

DO..

Introduciendo en el diagrama de flutío de la fig. 3-2

el conjunto de operaciones representado por (3-18) y -

(3-19) se obtiene el diagrama de flujo de la transformada

de Walsh.. ÜTig. 3-3-
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Entrada
2(0)

Reordenacion. Salida
£(0)

-B(6)

•B(7)

Pig. 3-3. Diagrama de flujo para la obtención de la trans-

formada de Walsh. a partir de la de Haar. Los recuadros en

líneas de segmentos indican las matrices [H (k-1)] segui.-

das por las reordenaciones introducidas por las matrices -

[S'(k-l)].

Este sería otro método para obtener los coeficientes

de la transformada de Hadamard en orden secuencial.

De la observación del diagrama de flujo se concluye

que la computación de la transformada de Haar y la de

Walsn de un vector de 211 dimensiones requiere 2(2 -1) y

n2a operaciones elementales respectivamente. Así pues cuan
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'de son aplicables las relaciones (3-1) J (3-3) la transfcr

mada de Haar se revela más rápida que la de V/alsn. Para

N = 28 = 256 tenemos
o

2(2 -1) = 2(255) = 510 operaciones para la trans. de Haar
P

3>:2 =r 8x256 = 204tí operaciones para la trans. de WalsH

[27]..
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Capitulo 4- '

LA TRANSFORMADA.BIFOEE COMPLEJA

• La transformada de Hadamard que estudiamos en el ca-

pítulo 2 a pesar de tener un vasto campo de aplicaciones ,

está limitada al procesamiento de datos de entrada reales.

P?.ra el procesamiento de datos complejos se utiliza la -

transformada BIPORE compleja cuyas propiedades vamos a es

tudiar someramente.

4-, i Definición

La transformada BIFORE compleja de una secuencia N-

psriódica se define como

)] = 1/& [BC(n)][X(n)] (4-1)

[X(zi)]1 =. [X(0) X(l) *../. .X(N-l)] es la representación -

vectorial de la secuencia de datos.

[l(n)] = [1(0) 1(1) . *...1(N-1)] es el vector transforma-

do.

La matriz de transformación [BC(n)] es una matriz compleja

cuya obtención a partir de la fórmula general se ha dado -

en el capítulo 1. A continuación se indica la matriz, -

[BC(3)]



[BG(3)] =

1 1 1 1

1-1 1-1
1 -i -1 i
1 i -1 -i
1 1 -i -i -1
1 -1 -i .i -1
1 1 i • i -1
1-1 i -i -1

1 1 1 1
1-1 l'-l
1 -i -I i

1 i -1 -i
1 i i
1 i -i
1 -i -i
1 -i i

4*2 Inversión

La recuperación de la forma original se obtiene apli
_ l~n

cando al vector transformado la matriz [BC(n)]

O sea .

en donde BC y O? indican conjugada y transpuesta respectiva

'mente*

4 « 3 Algoritmo rápido

El algoritmo rápido para la transformada B1EORE com-

pleja es idéntico al de la transformada discreta generali-

zada, con sólo elegir los factores apropiados* SI la fig.

4—1 se da el diagrama de flujo correspondiente.

4 . 4 Esp.ectro de potencia

El desarrollo del espectro de potencia se D.lustra tn_e

jor considerando un caso determinado; ÍT = 8

Sea la secuencia ^X (3)] la secuencia X̂(3)j desplazada a

la izquierda ̂  posiciones.
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Entrada
Iter. 1 Iter. 2 Iter. 3

x(o) \\)

x.d)

xf(2)' /yi^x(2)

Salida

X(2)

,T&trW •-'

x3(2) ^TTS-

.v*pv. -1/8

^> -17a-

1/8 í-(5)

X(6)

"X(7)

Eig. 4-1. Diagrama de flujo para la computación de la trans
formada BIFORB compleja. N = 8

=, 1,2, ,7

°J

Si i = 1

[XC1>(3)] = [SV(3)][X(3)1

en donde [S (3)] tiene la forma indicada en (2-31)
f "i

Entonces la transí orinada de [X (3)] sera.

|>"b)] - 1/8 [BG(3)3[SM )(3)][X(3)]

puesto que
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= 8 [1(3)]
/M} {¿fi. _ : m

O (3)] = 1/8 [BC(3)][S (3)][BC(3)]Tl/8 [BÓ(3) ] [X(3) ]

= 1/8 [BC(3)][A3)][BC(3)]T[>(3)]

si hacemos

")[A(3)l = 1/8 [BC(3) ] [ s (3) ] [BC(3) ] a}

La evaluación de [A(3)] nos da

1
i

-1

[A(3)3 ̂

«i

2 2

2

Igualmente

Oa)(3)] = U(3) ][/%)] =

etc.

En general

2 2

2 2

(4-3)

(4-5)

(4-6)

De (4-5) se ve que [A(3)] está constituida por matrices cu

yo orden aumenta a lo largo de la diagonal. La elevación a
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'una potencia-/ no cambia' la estructura de estos bloques

diagonales.

En base a esto se pueden obtener las siguientes identida

des:

/'(O) = P(0)

/J(l) = (-!/ 3KD

-ffj

l/'(5)J

:e)

U;(7)

2 2

2 2

fW/t \~ (4-7)

2 2

A

2 2J-W7»

Cada uno de ios bloques diagonales de la matriz de despla-

zamiento [A(3)l está constituido por una matriz unitaria ,

de donde se tiene que

2

2

2

2

2

2

(4-8)

2

2

2

2

Los valores obtenidos representan la magnitud del espec -
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';,
tro de potencia de l'la transformada. Puesto que la magnitud

del espectro es invariante respecto de cualquier desplaza-

miento de la secuencia de entrada, se concluye que cada -

conjunto de invariantes contenidos en (4-8) representa un

punto del espectro. C sea que para una secuencia (x(3)} se

tienen 6 puntos para el espectro de potencia. En general -

se puede demostrar que la transformada BIPORS compleja de

una secuencia X̂(n)} tiene 2n puntos espectrales de poten-

cia.

En consecuencia el espectro de potencia se define C£

mo, sigue:

o

po=.
P =L

P0 = IF(2)I 2
2 ? . (4-9)

5 =
En general

P "_
0̂ i~

Pl = !1̂ -L;1 e (4-10)

P(2s-f2)
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^ • 5 Interpretación físioa del espectro de potencia

Igual que en el caso de la TH para la TBC podemos

llegar a definir una serie de sub secuencias que correspon

den a cada punto del espectro. Puesto que estos puntos su

man en total m - 21ogpN r= 2n , el número de subsecuencias

debe ser también igual a 2n.

Si N = 8 la secuencia 'de dáuos deberá descomponerse en la

forma:

(x(3)} = ZJJM3)} •
1=0 J

Como se hizo para la Q}H las subsecuencias se -organi-

zarán de tal manera que cada secuencia conste de 8 elemen-

tos. Si delineamos un diagrama de flujo pera la obtención

de estas subsecuencias, los elementos que las constituyen

deben estar en la misma línea horizontal que los coeficien

tes de la 0?BC que entran en la composición de ese punto es-

pectral. De la matriz de desplazamiento se desprende que -

los ¿í- primeros puntos espectrales están constituidos por -

el cuadrado de un solo coeficiente s y los dos últimos por

la suma de los cuadrados de 2 coeficientes. Entonces para

las 4 primeras subsecuencias elegiremos los elementos que

se encuentran después de la tercera iteración: Xx(k) , y pa
y ~

ra las dos últimas los elementos que se encuentra después
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de la segunda iteración (fig. 4-1). Se tendrá el factor -

1/2 para cada iteración.

La obtención de los elementos de las subsecuencias -

se indica en la fig. 4-2.

Iter Iter. 2 Iter. 3'
eleni de fen(3))^ w

elem de (G-2(3)}

elem de [(̂(3))

X(7)

Eig» 4-2. .Diagrama de flujo para la obtención de las subse

cuencias ÍG-.(n)} . N - 8

Una vez obtenidos los elementos de cada subsecuencia

los debemos ordenar en secuencias periódicas y antiperió-

dicas como sif^ue:

ÍG-n(3)] I-periódica

(G--I (3)} 1-anuiperiódica
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'{p-p(3)l 2-antiperiódica'

(G-;z(3)} 2-antiperiódica

{G-¿,(3)} 4- antiperiódica '

¿(—antiperiódica .

Para ÍG-ri(3)] repetimos ¿z(0) 8 "v^ces con el misino signo y te
\ J y ~

nemos una secuencia I-periódica

.P.araj.Ĝ Cj)} líepetimos .rX-̂ Cl) 8 ,v,ec. es., -alternando 3! signo, ca-

da ves: secuencia 1-antiperiódica

Para {Grp(3)] repetimos el elemento X̂ ,(2) multiplicándolo pri

mero por 1 y luego por i y cambiando el sip;no cada dos ele

raentos: secuencia 2-antiperiódica

Para{Ĝ (3)j utilizamos X̂ (3) afectado por. los factores

1 -i (en ese orden) y cambiando el signo cada dos elemen-

tos: secuencia 2-antiperiódica

Para{G-¿, (3)) los elementos ̂ (¿O J X2̂ ) afectados por los

factores 1 1 i i ( en ese orden) y cambiando de signo -

cada 4 elementos: secuencia 4- antiperiódica
•^ ~^

Para {G- £-(3)} los elementos. Xp(6) y Xp(7) afectados por los

factores 1 -1 -i -i ( en ese orden) cambiando de signo ca-

da 4- elementos: secuencia 4- antiperiódica.

Las subsecuencias quedan en la forma:
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¡ X(2)l | X(3)l ¡- (4)1 ' X(6)'

¡X(0)l 1-2(1)1 I iX(2)' l-iX(3)' i X(5)| ¡ X(7)|

|X(0) X(l) I -X(2) -X(3) ÍX(4) '-¿

X(0) X(l)| X(2), I X(5)l , -X(4)| -X(6)¡

±x(2)[ ¡-ix(3)1 -x(5)i ,
¡ -x(2)i ¡ -x(3)| ¡-1XC4)1 i ií(6)¡

¡x(o)¡ i-x(i)! i-i?(2)l i ix(3), i-±x(5)¡ ¡

Se ptíédé 'carcpr'a'bar ''fáci'ltiíe'íité "qtre '^Sfras -sub's'e'cuencias son

mutuamente ortogonales.

Se desprende de. lo expuesto anteriormente que la pre-

sencia del factor .i nos permite aumentar en número de sub-

Í
T

X(n)j .

A partir del diagrama de flujo de la fig. 4-2 obtexie

mos

= 1/8[X(0)+X(1)+X(2)+X(3)+X(4)+X(5)+X(6)+X(7)]

= 1/8[X(0)~X(1)+X(2)-X(3)+X(4)-X(5)+X(6)-X(7)]

= 1/8[X(0)-ÍX(1)-X(2)+ÍX(3)+X(4)~ÍX(5)-X(6)+ÍX(7)]

= 1/8[X(0)+ÍX(1)-X(2)-ÍX(3)+X(4)+ÍX(5)~X(6)-ÍX(7)]

X2(4) = 1/4[X(0) -ÍX(2) -X(4) . +ÍX(S)

-X(5)

X2(6) = 1/4[X(0) +ÍX(2) -X(4) -ÍX(6)

X2(?) = V4[ X(l) +ÍXC3) -X(5)

(4-13)

Se puede comprobar qua sumando los elementos de la -

misma fila de cada subsccuencia se obtiene el elemento cor

respondiente de la secuencia
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Asi por ejemplo:

X(0) = X

etc.

De lo expuesto anteriormente se obtienen las siguien

tes reglas para la obtención de las £ logpN subsecuencias,

-*!') -La 'secuencia '('Z(n)j 'piaed'e 'ble'scampon'ersô en :2 rdgAN sub-

secuencias mutuamente ortogonales. O sea

fYf -nYl - YTH- Tn^\A.\LLjj r^ «í—-ty -: v LJ-Jj

2) ÍG-n(n)] es una secuencia I-periódica

ÍG--, (n)] es una secuencia 1-antiperiódica

í^"pq+pín)} y Í̂ Ps-ĥ 71̂  son ̂  -antiperiódicas

s = 0,1, ...... (n-2)

3) Los elementos de {GQ(n)} son 3̂ (0) = Xn(0)/2n

Los de^Cn)} son ¿n(l) = Xn(l)/2T

Los de{G2(n) son

Los de(G5(n)} son 2̂ (3) = Xn(3)/2

Los d

etc,

Las subsecuenciasÍG-O 0(n)l y [GQ-̂  -i C11)} (última y pcnúl

tima) están constituidas por 2 ~~ elementos de la forma

X2(k) . le =

El factor asociado con una secxiencia I-periódica y 1-an

tiperiódica es 1.
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Los factores asociados con una secuencia 2-antiperiódi-

ca son:l i y 1 -i.

Los factores asociados con una secuencia 4—antiperiódi-

ca son:l 1 i i y 1 1 -i -i.

Los factores asociados con una secuencia 8-antiperiodi-

ca son: l l l l i i i i y 1 1 1 1 -i -i -i -i , Etc.

Pera n - 3 . .los. elementos de las subse.cue.ncias son afee

tados por los factores 1 e i en la forma indicada en la

fig. 4-3.

~ elemento de [G-o(3)j ; I-periódica

( elemento de {G-]_(3)} ; l~antiperiódica

i elemento de ÍGp(3)} ; 2~ antiperiódica

elemento de ; 2-antiperiódica

.elementos de [G-¿,(3)} ; -4—antiperiódica

elementos de ¿^-antiperiódica

;pig# 4-3. Factores de las su"bsecuencias{&. (3
*• u

Puesto oue las subsecuencias son mutuamente ortogona
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les ce tiene 1

[Gp(3)]T[Gq(3)] = C p ,=¿ q

Siendo 8 el período de la secuencia , la potencia promedio

de cada subsecuencia será

pr e ~ j ( 3 ) J = 1, 3-Gj(3'

dr donde

Ppr de [GQ(3)] = |X3(0)|2

p ñ& [n- r^") 1 ~ i?JT U.tí ! *-TT \JJ == -"-pr 1

Ppr de [G2(3)l = ¡X

de [G3(3)J = ¡X

Ppr de LG¿,.(3)] =

= l /2 [X(6)X(6)+r(7)X(7)]=l /2[ |X(6) | 2 + |X(7) | 2 ]2 2 2 2 = 2 2

Si comparamos los valores desarrollados de l?(k) (k = 1^2 , .

.., N-l) con los valores de las ecuaciones (3-13) obtenemos

X$.(2) =

= K3)
' (4-15)

X2(6) =

X2(7) =

Entonces tomando en cuenta (4-14), (4-15) y (4-9) tenemos
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Ppr

Ppr
Ppr

V

T>

de

de

de

de

A ̂

t&0

L&1

[G2

[&3

f n

(3)

(3)

(3)

(3)

/" ~"S

] =
X3
f^-_

] =

X

X

] = |X

1 1 /

3

3

3
o

(0)

(]

¿ = |E(0)| ¿ « PQ

v Q . . . O\/

(2)

(3)

- F f l ) - P— j^-V.- 1 - / ! — --L -i
n '*•

__ i f r r p ^ ^ P— : M- \y j .̂ •*• o

P p
_ ^(^3) — P

v / ' / i ^ i 2 ir: , - r - \ 2i

( .-16)

P de 2= V2[!X(6)|+ X(7)i]=:[|F(6)|-¡-|F(7)|2 =pr 2 2

O "g-ea la comparación entre la po-íréTic''±a-'pr'ó"iiredTio -tb'e "las

subsecuencias (G-.(3)} y el espectro de potencia de la TBC

conduce a las siguientes observaciones:

1) El punto PO del espectro cíe potencia representa la po

tencia promedio contenida en la secuencia I-periódica

2) El punto P-, de."1 espectro de potencia representa la po -

tencia promedio contenida en la secuencia 1-antiperió -

dica JG-, (n)] .

3) Los puntos Pps+2 J P2s-h^ del esPec'í;ro ̂ e potencia repre

sentan las potencias promedio contenidas en las secuen-

cias 2 " -antiperiódicas ÍG2s+2(̂ )} J ĵ ps-f̂ 1̂1̂ } resPec"b¿

vamente.

En donde

n = 1'ogpN

s = 0,1, ..... ..../(n-2) [28] , [29] .

¿I-.6 Algoritmo rápido para el cálculo del espectro de

potencia
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De los diagramas de flujo de las figs. 4—1 y 4— 2 ob-

tenemos

X (O) = 1/8 23ÍO)

X3(l) = 1/8 X?(3)

= 1/8 X

X2(4) = 1A *

X2(5) = 1A x

X2(6) -: 1A X2(6)

A partir de estas ecuaciones y tomando en cuenta (4—16) tes

nemos

"D _
X Q -

P2 = X3(2)| 2 = l/82|X7j(2)|2

P, = X,(J)| 2 = 1/82¡X,(3)12

= 2/82[|x0(4) 2+ IX0(5) 2]J^i-Q '

= 1/2[|X(6)| 2+ X ( ? ) 2] = 2/82[|X(6)|2+

Tomando como "base estas ecuaciones se obtiene el diagrama

de flujo de la fig. A'— 4»



_ 1 QP _~L _y i—

Entrada

X(0) Iter* Iter. 3
Salida

3T" x(3)"LLdll i/a* P

i "i

- Cuadrado del módulo

-. Diagrama de flujo para la obtención del espectro

de potencia de la TBC- W =t 8
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#
| Capítulo 5

ALGUNAS APLICACIONES

Son numerosas las aplicaciones prácticas de la trans

formada de Hadamard: representación y clasificación de se-

ñales, codificación de imágenes, análisis espectral de sis

temas digitales, procesamiento de la palabra hablada, aná-

.llsis.s.eou.ejiaial,..;)'-,,aínt.e,ais ,.d.e .la. .voz,, ,.etc.» £24].* JSo. .eGtan

do en la posibilidad de examinarlas todas en detalle,vamos

a dar un rápido esbozo de las que enumeramos a continua -

ción;

!)• Análisis espectral de señales

2) Procesamiento de" la palabra hablada

3) Codificación de imágenes

5*1 Análisis espectral de señales

En el capítulo 2 examinamos la composición de fre -

cuencia-secuencia del espectro de potencia. Relacionando -

la matriz de Hadamard con las funciones de V/alsh pares . ,e

impares llegamos a determinar la siguiente composición de

frecuencia de los (n+1) puntos espectrales de la transfor-

mada:

O

l(»/8), 3(N/8)

1, 3, 5,
2



Cada punto espectral representa el contenido de un -

grupo de frecuencias. El agruparaiento de frecuencias, sin

embargo,no es arbitrario. De la distribución citada ante -

riormente se observa que cada grupo, a •oartiv de P-r. con -, 2'

tiene una fundamental y un conjunto de armónicas impares -

relativos a esta fundamental. Esto coresponde a la estruc-

tura de simetría de media onda. La interpretación de este

agrupamiento puede darse descomponiendo la función -X(t),pe

riódica con período T [X(t) = Z(1+t)], en la siguiente for

ma:

x(t) = X1(t) + Sl(t) C5-D -

con la condición de que

Sl(.t) = -Sl(t + Oí/2) (5-2)

(̂ condición de simetría .de media onda)

Utilizando (5-1) J (5-2) obtenemos . / .

gl(t) = X(t) - Xx(t) = -X(t + T/2) + X1(t + T/2) (5-3)

si hacemos

Xx(t) = X1(t + D/2)

entonces

X1(t) = 1/2 [X(t) + X(t + T/2)] ' (5-̂ )

sustituyendo este valor en (5-3) obtenemos

gl(t) = 1/2 [X(t) - X(t + !T/2)] (5-5)

(5-̂ ) y (5-5) cumplen con (5-1) y -(5-2) con lo cual hemos

logrado descomponer X(t) en la suma de 2 funciones: X-, (t)

y S]_(t) ; de las cuales la-última tiene simetría impar, o
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sea contiene las armónicas impares de X(t)

X-¡ (t) puede descomponerse en forma similar

X1(t) = X2(t) + g2(t) ' (5-6)

en donde

X2(t) = i/2[x1(t) + xx(t + o?/¿0] ' (5-7)

S2(t) - l/2[X1(t) - X3_(t + T/4)] (5-8)

La descomposición completa nos da

X(t) = Bl(t) + s2(t) + • • - - • + 8n(t) + Xn(t) (5-9) '

en donde

g-, (t) = -g-, (t + T/2) contiene las armónicas impares de -

X(,t) periódica con periodo T.

gp(t) = -gp(t + T/4-) contiene las armónicas impares de

X-, (t) periódica con período T/2.

Ŝ (t) = -g^C't + T/8) contiene las armónicas impares de

Xp(t) periódica con período '!/¿l-.

En general

g . (t) = -g . (t 4- T/2̂ ) contiene las armónicas impares de -
J u

X. n (t) periódica con período T/2Ü~ .
Q—J-

En síntesis P representa la potencia de la señal -

g-, (t) , P -, la potencia de la señal g 0 ( t ) , .e tc . ; Pn la po
-L n—_L £— JL ~

tencia de la señal g (t) y PQ la potencia de la señal

\(t) [30].

Si en lugar de t utilizamos•el tiempo normalizado

.t/T y, en vez de la onda continua, las N muestras de cada

función, tendremos que g(t) se relaciona con la subsecuen
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cia(G--j(n)} 5 SoC'tO c'on la subsecuencia {G-p(n)) , etc.; g (t)

con la subsecuencia (G-(n)j y finalmente X (t) con la subse

cuencia [l1 (n)]«

Podemos utilizar este análisis espectral para estu -

diar el espectro de una señal. Se elige una ventana apro.-

piada de muestreo, se cuantiza las muestras, luego aplican

do el algoritmo ya indicado se obtendrá la estructura es -

pectral de la señal maestreada.

Cabe observar, sin embargo, que dada la agrupación -

de frecuencias del espectro de potencia de la TH, la infor

mación obtenida no nos dará un conocimiento individualiza

do del aporte de cada una de las frecuencias dentro del es

pectro de potencia. Para llenar este vacio, este análisis

espectral deberá complementarse con 'la obtención del especj

tro de potencia de la TDF. Esto último, sin embargo, exige

el disponer de computadoras capaces de operar con cantida-

des complejas.

5-2 Procesamiento de la palabra hablada

Diversas clases de sistemas ortogonales se han utili

zado en el procesamiento de señales digitizadas de audio .

Se ha establecido una comparación entre las transformadas

de Pourier y de Hadamard en lo que respecta a' la reducción

de la velocidad de bits requerida para la transmisión de -

la Dalabra hablada, Tomando como. punto de comparación el -
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sistema PCM, la reducción de bits necesaria para obtener -

el mismo error de cuantización es de 10 y 7 = 5 kbitp/s pa-

ra las transformadas de Fourier y Hadamard respectivamente

Esta reducción se la toma a partir de los 56 kbits/s reque_

Arados por el sistema PCM. [jl]

Estos resultados indican que la transformada de Pou-

rier ofrece mayor eficiencia, en cuanto a compresión, de

datos, que la transformada de Hadamard, Sin embargo esta -

ultima , qxie implica solamente adiciones y substracciones

reales, posee notables ventajas en lo que se refiere a su

obtención por medio de computadoras digitales, particular-

mente cuando se dispone de una computadora con capacidades

limitadas.

Hechas estas observaciones preliminares veamos en -

qué consiste y cómo se opera el procesamiento de la pala —

bra hablada utilizando la TH.

Puesto que la transformada de Hadamard es una trans--

formada discreta, lo primero que se impone es el muestrec

de-la señal. Al tratar de determinar las condiciones de -

muestreo se debe atender en primer lugar a .la velocidad de

muestreo (número de muestras por segundo), que se la deter

minará de acuerdo a la anchura de banda que se desee pre -

servar- Guando la transformada a aplicarse es la de. Hada -

mard (o cualquier otra transformada discreta generalizada

como las estudiadas en el capítulo 1) tiene especial impor
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tancia el tamaño de' la ventana de muestr^o. Debido a que -

las matrices de transformación son de orden 2 , la venta-

na de rnuestreo deberá elegirse de tal manera que el número

total de muestras por ventana sea igual a 2n. Una vez ob-

tenidas estas muéstrar,? deben cuantizarse. Las muestras di-

gitizadas serán transformadas aplicando a cada ventana una

.matriz de transformación del tamaño correspondiente. Obte-

nidos los coeficientes de la TH, se ponderan los que tie -

nen mayor significado para la transmisión de la señal y se

descartan los demás. En esta forma Sb puede obtener una no

table reducción del ancho de banda requerido para la trans

misión de la palabra hablada* Una voz en el lugar de su u~

tilización la señal será recuperada aplicando un proceso -

inverso al que acabamos de describir.

Como ejemplo vamos a mencionar los resultados obteni

dos por un grupo de científicos patrocinados por la Natio-

nal Research Council of Canadá.

En el ejemplo en mención una señal de audio fue mués

tr'eada a una velocidad de 8 kHz. Se eligió un valor de 64-

igual a 2 para la ventana de muestren. La computadora uti

lizada fue una CDC~1?00. La fig. 5-1 muestra un diagrama -

de bloques del sistema de computación y de los aparatos u-

tilizados en esta investigación*

La configuración del sistema es tal que el "bus" en-

trada/salida (E/S) pv^de realizar a un tiempo sólo conver-
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Disco
1.5 millones ds palabras de 16 bits

13-8 // sec/palabra velocidad de transferencia

I
Control, del Disco

Computadora CDC-iyOO

Núcleo 12 K

E/S Bus

1
A/D

14 bits ±5 V
D/A'

bits ±10 Y

Piltro pasábalos

Fuente

Cinta # 1

Resultado final

Cinta #. 2

Pig. 5-1- Diagrama de bloques del sistema utilizado para -

el procesamiento de palabra hablada con ayuda de una compu

tadora CDC-1700.

sión analógica-digital (A/D) o digital analógica (D/A), pe

ro no las dos a la vez. La señal de entrada muestreada a

8 kHz recibió un formato de palabras de 14 bits en el con-

vertidor A/D. Las muestras digitales fueron almacenadas en

un disco capaz de contener 1*3 millones de 'palabras. Cada

grupo de 64 palabras se transformó en 64 coeficientes en -

el dominio de Hadamard. Teniendo en cuenta la velocidad de
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muestreo cada grupo de 64 palabras corresponde a 8 milise-

gundos de locución. Los S o 4 coeficientes'dominantes (en

el sentido de mayor valor absoluto) fueron seleccionados -

con el correspondiente algoritmo. Este algoritmo es la bus

queda, comparación y retención de las magnitudes de los co

eficientes mayores y de su número correspondiente. La re -

construcción ,de la locución (speech'synthesis) se hizo uti-

lizando los' coeficientes dominantes, su número correspon -

diente y la transformada inversa. Los resultados se almac^e

naron en el disco destruyendo los datos originales.

Se pudo obtener una reproducción inteligible de la -

locución con los 4 u 8 coeficientes-predominantes de un

campo de 64-.Al disminuir el número '5.e coeficientes reteni-

"dos, aumentó el -número de fonemas sujetos a notable defor-

mación - [32] .

De lo dicho anteriormente se-.concluye que la utiliza

c±ón de la .transformada de Hadamard en el procesamiento de

la palabra hablada tiene amplias perspectivas.

5 -3 Codificación de imágenes

5.3 a) La transformada de Eourier ñ.e imágenes

La utilización de la transformada de Hadamard para -

la codificación de imágenes es posterior y, en cierto sen-

tido, derivada de la aplicación de la transformada de Fou-

rier para el mismo propósito. Si f(x,y) representa la am -
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1
plitud de las muestras de la imagen sobre un arreglo cua -

2drático de N puntos, entonces la transformada tidimensio-

nal de lourier se define como:
A/-/ A/-/ ..

E(u,v) = ZT ZIf(x,y)exp[-̂ p-(ux + vy) ] (5-10)
x=o /-o JM

La transformada de Eourier es cuantificada, codifica

da y transmitida sobre un canal . Luego eri e3 Itigar de re-

cepción se toma la transformada inversa de Fourier de -

A/-/ A/-'
f(x,y) = 21 2Z>(u,v)exp[ (xu + yv) ] (5-11)

U=v Vro N

para reconstruir en la forma más aproximada la imagen ori-

ginal .

La transformada de Eourier garantiza una "buena cali-

dad de transmisión; además la transmisión de la transforma

•da de Eourier, antes que de la imagen misma, ofrece cierta

inmunidad a errores de canal y la posibilidad de obtener aí-

na reducción del ancao de banda. La tolerancia a errores -

de canal se debe al proceso de promediación de la transfor

mada de Eourier que se deduce de la inspección -de - las fór-

mulas (5-10) y (5-11). Cada punto en una imagen reconstruí

da es la suma ponderada de todos los puntos en el dominio

de frecuencia espacial. La reducción del ancho de banda es

posible porque la energía de la imagen, que generalmente -

está distribuida uniformemente en el dominio espacial Atien-

de a concentrarse cerca del origen en el dominio de Fourier
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Muchas de las "componentes altas de frecuencia espacial tie

nen una magnitud despreciable y no necesitan ser transmití

das.

Las ventajas ofrecidas por la transformada de Fou -

rier condujeron a la "búsqueda de otros métodos de transfor

mación. Para la codificación de imágenes todo lo que se re

<,quería-; era ..oír .op.ê ad,or ,i>idime(n,s,íonsl gue tuviera su inver-

so, poseyese la propiedad de promediar, y que redistribuyas

se la energía .de la imagen apropiadamente. Desde el punto

de vista tfe la computación es importante que exista un al-

goritmo rápido de computación y que el operador sea su pro

pió inverso. Todos estos requisitos son llenados por la ma

tria simétrica de Hadamard. En realidad la transformada de

Hadamard es más ventajosa que la de Fourier para la codifi-

cación de .imágenes en muchos respectos.

5-3 b) La transformada de Hadamard de imágenes

Sea un arreglo f(x,y) que representa las .muestras de

2intensidad de una imagen sobre un arreglo de ÍT puntos» En

tonces la transformada bidimensional de Hadamard,B(u,v),de

f(x,y) está dada por el producto matricial

[B(u,v)] = [H(n)][f(x,y)][H(n)] (5-12)

en donde [H(n)] representa la matriz de Hadamard de orden

N.

La pre-.y post-multiplicación de [B(u,v)] por la matriz de

Hadamard da
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V,

,v)][H(n):'] = N2[f(x,y)]

o sea

[f(x,y)] = 1/N2 [H(n)][B(u,v)][H(n)] (5-13)

(transformada inversa)
f\i pues, dejando aparte el factor 1/íT̂ , los arreglos -

[f(x,y)] y [B(u,v)J constituyen -un par de transformadas bi

dimensionales.

Los elementos del arreglo [B(u5v)] (coeficientes de la -

•transformada) pueden obtenerse también a partir de la fór-

mula
M-l ti-/ f ^

B(u,v) = XI XIf(x,y)(-l)pU'7>u'V (5-14)
x~o y=o

en donde
-n-/

p(x,y,u,v) = ZI(u.x. . + v.y^) (5-15)
¿-0 X ^ J- _

lo cuál "C5-14-) resulta ser una particularisación de -

(2-84) con X-L =. x , x^ = y y ^ = líg = ^T

u. , v. , x- , y. son las representaciones binarias de u, v,

x, y respectivamente. O sea udec =(un_iun..2' 'ulucPbin ' en

donde u: 6 {p,l}

ln- (5-15) la suma es una suma módulo 2

Para hacer más comprensibles estas fórmulas vamos a obte -

ner algunos elementos de [B(u,v)] a partir de (5-12) y -

(5-14) . Sea N = 4

El arreglo cuadrático [f(x,y)] será r1e la forma
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Entonces

[B(u,v)] =

f ' f -f
X10 X20 X30

01 f*
X 21 3.1

f* f f
X02 X12 X22
•f f -f f •
XQ3 X13 X23 33

1 1 1 1
1-1 1-1
1" 1 -1 -1

f
X

-
00 X10 X20 X30
01 -f

X 21 31
f
X

-
••f
*i-

02 12 22
- - • "-"-P "-'f • -
í \7 •+' 1 ~7 -1, -^.—s0? 13 2^

l i l i
1-1 l-l
1 1-1-1
1 -1—1 1

00 01 02 03
3 TÍ - "n ti
!01 B11'B21
J P

02 -°
^-7 B
03

22 -°
B^,-, B

Teniendo en cuenta los desarrollos completos se tiene

2 n , 130 31 (5-16)

B01

etc •

A partir de la- formula (5-14)

A'-/ A/-/ ,

para u = v = 0

rr/^30 +í-70~f

p(x,y,0,0) = (módulo 2)

Puesto que u. - v. ~ u üara todos los casosI I L
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p(x,y ,0 ,0) = ZI (Ox- + Oy ) = O
tr°

f(x,y)
X~0 /=:0

= fOO+f01+f02+f03+f10+íll+f12+f13+f20+f21+f22+f23

+f30+f31+f32+f33
que coincide con .(5-16)

0̂  + v±y± siendo VQ '-= 1
izo

Siendo u = 0,x carece de importancia y sólo deberemos to

mar en cuenta y .

= 2

de donde

p(x,y,0,l) = O -í- v0yQ ̂  1 ' para y = 1 y para y = 3

p(x,y,0,l) - O ' para y r= O y para y = 2

Entonces

B01 = fOO~f01+f02":f:03+f10~fll+f12"f13"l"1'20":f'21+f22~:f:23

4-f —f 4--P — f
' "*- ~7 r\ —f -f < •*- -7 r-t J--T-V30 pl 32 3̂

que coincide con (5-1?)

En la misma forma se puede obtener el valor de cualquier e

lemento del arreglo [B(u,v)J.

Para la transformada inversa , por el mismo procedi-

miento, tendríamos por ejemplo:
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[B00+B01+B02+B0̂

+B30+B51+B32+B33 (5~18)

Lo cual comprueba nuestra afirmación de que cada punto de

la imagen reconstruida es la suma ponderada de todos los -

puntos en el dominio de frecuencia espacial.

La transformada "bidimensional de Hadamard puede ser

calculada por la aplicación reiterada del algoritmo rápido

ya estudiado anteriormente. Se han hecho experimentos para

determinar la naturaleza de la transformada bidimei.aional

de Hadamard de una imagen. La fotocopia 5-1 contiene la re

presentación de la imagen obtenida en la pantalla de un os

ciloscopio de la magnitud del logaritmo de la transformada

dé Hadamard de una escena del Surveyor, En esta fotografía

el origen (secuencia cero) aparece en la esquina inferior

izquierda. Al aumentar la secuencia la magnitud de los co-

eficientes tiende a disminuir. Esto permite concluir que -

hay relativamente pocas transiciones de brillo de alta am-

plitud entre los elementos de la escena original. La foto-

copia 5-2 muestra la transformada inversa de esta escena -

(imagen reconstruida) . La fotocopia 5-3 muestra la f otogra

fía original de la escena. ITo hay una degradación percepti-

ble entibe el original y la transformada doble de Hadamard.

5.3 c) Computación de la transformada de una imagen

Como lo insinúa la fórmula (5-14) la cov/pv.tación de
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N-l-rf

N-l

fotocopia 5-1. Magnitud del logaritmo de Ha transformada

de Hadamard de una escena del Surveyor.

Fotocopia 5-2. Transformada

inversa.

-
j.-i-ÍVí-r Y- ' l f" >* ̂ ' : . - ' - ' - -

.- V ,-J-^r. *. f, ">' •-, T i i»--*- »- -1 ^̂
, .' ?-'*-;",--•'•;/;-"'• x ̂  '- -v--"'í-

"
Fotocopia 5-3 • Fotogra

fía original.
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la transformada de -'Eadaiuard de una imasen. se realiza en -

dos pasos. Primero s^ obtiene ,1a transformada unidimensio-

nal de Hadamard a lo largo de cada fila del arreglo -

[f(x,y)]. Luego se opera una segunda transformada unidimen

sional de Hadamard a 7_o largo de cada columna de [B(u,y)J

obteniéndose el resultado deseado. Para cada uno de estos

pasos se .empleará el algoritmo .rápido ya estudiado ,[.21 ] -
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Capítulo 6

PARTE PRACTICA:. PROCESAMIENTO DE ALGUNOS ELECTROCARDIOGRA-

MAS

6.1 Objetivos

Inicialmente s'e pensó aplicar la transformada de Ha-

clamard a una señal de audio, para procesarla y luego exami

nar la calidad de la deñal reconstituida a partir de un nú

mero limitado de coeficientes de la transformada. Sin em -

bargo, la imposibilidad de disponer del equipo necesario -

para este objeto, nos impulsó a buscar un campo de aplica-

ción más acorde con el equipo existente. Teniendo en cuen-

ta la relativa lentitud de las computadoras disponibles, a

sí como la limitrda memoria de las mismas, decidimos hacer

un estudio de las curvas de algunos electrocardiogramas.

El análisis a realizar comprende en primer lugar el

cálculo de los espectros de potencia y de fase, que nos su

ministran una información en bloque acerca de la composi -

ción de la curva, A continuación se obtiene la transforma-

da directa. Luego se trata de reconstituir la onda origi -

nal, reteniendo sólo una parte de los coeficientes de la -

transformada: los de mayor valor absoluto. Si asimilamos —

la curva del electrocardiograma a una señal de audio, po ~

dremos controlar gráficamente cómo se reconstituye la se -

nal a partir d,e un número limitado de coeficientes»
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6 - 2 Programa utilizado

De acuerdo a estos objetivos el programa .(en EORTRAÍT

IV) se elaboró con L\- subrutinas y un programa principal.

La subrutina ESPEC obtiene directamente, a partir de

las muestras, los espectros de potencia y de fase. La sub-

rutina TRH reaii^a las transformadas directa e inversa. La

'>silbxi3.tdna--;BMiTilG'-*.ae:tbe.o.cion.a ,-lo-s ,,M ,co,e£i.QÍ.e!nt,es .de mayor va-

lor absoluto, a partir de los cuales se reconstituye la se

nal. La subrutina PLOT nos entrega el gráfico simultáneo -

de le curva original y de dos curvas reconstituidas a par-

tir de M y de JA/2 coeficientes. El programa principal es-

cribe la mayor parte de los encabezamientos y llama a tra-

bajar a las diversas subrutinas. .

El listado del programa es como sigue:

SUBROTJTINE ESPEC (A)

DIMENSIÓN P(8), EAS(8), B(128), A(128) .

OOMMON !LB,IES,F

L=l

K ̂  N/2
DO 2 I = 1,N

- 2 B(l) =, A(I)
C CALCULO LS LOG

MAX •= 1

LOG ̂  O

5 ZP (MAX*2-N) 10,10,20

10 LOG- = LOG 4- 1

MAX = MAX^2

GO TO 5

C COMIENZO DE LAS ITERACIONES
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20 MO = LOG + 1

LT = LOG + 2 '

IE (LT-8) 21,21,23

21 LO 22 1 = LT,8
P(I) = 0.0

22 MS(I) = O e O

23 DO 4-0 NM = 1,LOG

1 = 0 -
P(MO) - 0.0

•*DO 30 "M ~ I;K
i = i + i
J = I + K ' •

+ B(J)

.- B(J) - B(J)

CITA = B(J)^B(J)^2^^

30 P(MO) z= P(MO) + CUA

M = J/2'

PAS(MO) =: 144

MO = MO -1

L = L + 1

40 K = K/'2

= B(1)/(SQRT(P(1)>N)

WRITE (IBS, 50) P

50 FORKAO? ( ' O 1 5-OX/ ESPECTRO DE POTENCIA1 // ' O ' 8P15.6/)

WRITE (ÍES, 60) .EAS

60 EORMAT ( ' O ' 522, 'ESPECTRO DE PASE ' / / 'O1 8^1 5-6/5

RETUHN

SUBROUTINE TRH (A,B,IND)

DIMENSIÓN A(128),B(128)

OOMMOF ILB,IES,N
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E «• 1

K = N/2

DO 2 I = 1,N

2 B(I) .: A(I)

C CALCULO DE LCG-

MAX = 1

LOG z= O

5 IE (MÁX*2-N) 10,10-20

10 LOG- z. LOG + 1

'MAX =: MÁX-^2

GO TO 5

C COMIENZO LE LAS ITERACIONES

20 DO 60 NM = 1,LOC

.1 = 0

DO 50 NL « 15L

DO 40 M '= 1,K

I = 1+1.

J - I+K ' *

BMAS = B(1)+B(J)

BMEN =, B(I)-B(J) •

GO TO (25,30) , IND

25 B(I) - BMAS^O.5

.B(J) = EMENDO. 5

GO TO 40

30 B(I) rr BMAS'

B(J) = BMEN

40 G01TTINUE

50 I = J

" L = Ltó

60 K = K/2 . -
HETUEN

MD
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SÜBRQUTINE SELEO (B,A,M)

DIMENSIÓN A(128),B(l28),ISUB(128)

". COMMON IL3,IES>ÍT

G INICIALIZACIONE8

NA = N-l

DO 10 I « 1,N

ISUB(I) = I -

10 A(I) = B(I)

O ORDENAMIENTO DE LOS COEFICIENTES

DO 20 K - "1,NÁ

L = K+l

DO 20, J = L,N

IE (ilBS(A(1I))-í.BS(A(J))) 15,20,20

15 AUX - ¿(K)

A(K) = A(J)

A(J) = ATjX

LUX = ISUB(K)

ISUBXK) .= .IS.UB(J)

ISÜB(J) = LUX

20 CONTINUÉ

C SUPRESIÓN DE LOS COEFICIENTES PEQUEÑOS

MA = M+l

DO 25 I = 1,N

25 A(I) ^ B(I)

IP.(M-N) 26,35,35
26 DO 30 I = MA,H

K = ISUB(I)

30 A(K) = 0.0

35 RETURN

END

SUBROUTINE PLOT (X,Á,B)

DIMENSIÓN LINE(lOl),X(128),A(l28),B(128),NÜM(5)



OOMMON ILE,IES,N

DATA NUM/'1V2V3V-V'/

C IMPRESIÓN DE UNA LINEA DE' PUNTOS PAJRA EL EJE VERTICAL

DO 10 J = 1,101

10 LINE(J) - NUM(4) - ,

WRITE (ÍES,100) (LÍNE(K), K = 1,101)

100 FORMAT (1HO,101A1)

G PONER BLANCOS EN EL RENGLÓN

DO ,20 J - 1,101

20 LINE(J) = NUM(5)

0 PONER UN PUNTO EN LINE(51) PARA EL EJE HORIZONTAL

DO 30 I = 1,N

LINE(51) = NUM(¿0

J = X(I)+51-5

LINE(J) - NUM(l)

L = A(I)+51.5
LINE(L) = NUM(2)

. M « B(I

.LINE(M) =

WRITE (ÍES,200) (LINE(K) , K = 1,101)

200 PORMAT (1H ,101A1)

LINE(J) = HTM (5)

LINE(L) = NÜM(5)

30 LINE(M) =, NUM(5)

RETURN

- END

C HADAM PROGRAMA PRINCIPAL PARA LA TRANSFORMADA DE HADA-

MARD Y GRAPICOS

DIMENSIÓN X(128),B(128),BA(128),XA(128),BB(128)5XB(128)

COMMON ILE,IES,N - .

ILE = 2

ÍES = 3
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*i,
READ (lLE,lCJb) N,M

100 FORKAT (213)

O LECTURA DE LAS MUESTRAS -

REAL (ILE,110) (X(I), I = 1,N)

110 FORMAT (8F10.0)

C TITULARES

WRITE (ÍES,120)

120 FORMAT ('I1 ////' ' 4-2X,'TRANSFORMADA DE HADAMARD I

GRÁFICOS1//
C CALCULO DE LOS ESPECTROS DE POTENCIA Y DE FjiSE

CALL ESPSC (X)

C CALCULO DE LAS TRANSPORTADAS

CALL TRH (X,B,1)

CALL SELEC (B,BA,M)

CALL TRH (BA,XA,2)

CALL SELEC (B,BB,M/2)

CALL TRH (BB,XB,2) .

MITAD = M/2

C IMPRESIÓN DE LOS RESULTADOS

WRITE (ÍES,130) M,MITAD

130 FORFiAT ,(//fO' T14,'MUESTRAS1 T28,'TRANS. DIRECTA'

T43,I3,' COEF. R

1ETEKIDOS' T6S,'TRANS. INVERSA' T83,13 / COEF. RETE

NIDOS1 T108,'TEA

2NS. INVERSA'/)

i WRITE (IBS,140) (X(I),B(I),BA(I),XA(I),BB(I),XB(I),

I = 1,N)

140 FORPIAQ} (' ' 6F20.4)

C TITULO PARA EL GRÁFICO

WRITE (ÍES,150) M,MITAD

150 FORMAT ('!' ///'O' 15X, 'GRÁFICOS'/' O' 15X/1 CURVA

ORIGINAL1/ ' '

115X,'2 CURVA RECONSTITUIDA A PARTIR DE '13,' COEFI

/' ' 15X
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2, '3 CURVA RECONSTITUIDA A PARTIR DE ' 13,' COEPI

CISNTSS'//)
CALL PLQT (X,XÁ,XB)

CALL EXIT

La .subrutiaa BSPEC con argumento (A) lleva a ejecu -

ción con insignificantes variaciones el diagrama de flujo-

.de .la fig. .2-7-̂ 9,..para ,1a ..Q"b;benci.a-o. , de .los espectros de .po -

tenciá y de fase* La proposición DIMENSICM establece los -

arreglos P(l) , espectro de potencia, FAS (I) , espectro de -

fase, y los arreglos B(í) ,A(I) , estos dos últimos de 128 e

lementos. La proposición GOMMOW establece como elementos -

comunes a la subrutina y al programa principal la unidad -

de lectura, la unidad de escritura y el número ÍF de mués -

tras. Las dos proposiciones siguientes establecen valores

iniciales para L y X* La proposición DO 2 con su recorrido

copia el arreglo A(I) en el arreglo B(I) . Las seis proposi

ciones siguientes (los comentarios no se cuentan) obtienen

el logaritmo de base 2 de 1T. El valor MÍO de la proposición

20 nos da el mayor subíndice de loe arreglos P(I) y FAS (I) .

Puesto que en caso de que N sea menor que 128, no se copa-

rán todos los lugares de estos arreglos, las 5 proposicio-

nes siguientes sirven para anular todos los valores de los

mencionados arreglos, que no se^án sustituidos por nuevos

valores. A continuación, y siguiendo el diagrama de la -

fig..2-29, la preposición DO 40 fija el número de iteracio



nes en el sentido horizontal del diagrama de flujo. Luego

de las inicializaciones pertinentes el DO 30 con su respec

tivo recorrido realiza las sumas y restas contenidas en ca

da uno de los "bloques verticales. Los resultados obtenidos

en la mitad inferior de cada bloque .se elevan al cuadrado,'

se multiplican por una constante y se suman para consti -

,-;b.uir ,-los d̂ vers.qs ,pointo.s .e,sp;ec.t.ral.cs..SalidQS del recorrido

del DO 30, las dos proposiciones siguientes sirven para la

obtención del espectro de fase. Se disminuye en 1 el valor

del subíndice de P(I) y 3?AS(I) , y se cambian luegu lois lí

mites de variación de los índices L y K, para comenzar o -

tra iteración del DO 40, Una vez terminadas las iteracio -

nes del DO 40 se obtienen los valores de P(l) y FAS(l) que

caen 'fuera de los "recorridos "de 'los DO anteriores, Las pr_o

posiciones siguientes escriben los resultados.

La subrutina TRH de argumentos (A,B,IED) es la sub -

rutina medxilar del programa, pues realiza tanto la trans.-

formada directa como la inversa. La liemos tomado de [32] -

si: bien adaptándola' al diagrama de flujo de la fig. 2-11 -

que sigue un proceso inverso al seguido por los autores

del artículo en mención.

A la proposición 8UBROU!EINE sigue la proposición DI '

MENSIOJM que establece dos arreglos de 128 elementos. La -

proposición COMMON es la misma que se ha visto anterior -

meiite0 Las dos proposiciones siguientes establecen valo -
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res iniciales. El DO 2 que sigue copia el arreglo A(I) en

el arreglo B(I). Las seis proposiciones siguientes obtie -

nel el logaritmo de base 2 de N, La proposición DO 60 esta

blece el índice de variación para las iteraciones en el

sentido horizontal del diagrama de flujo de le fig« 2-11 „

La siguiente proposición inicializa el valor de I. La pro-

posición DO .50. establece el número .de ...Iteraciones corres-

pondientes al número de bloques en el sentido verical.Pues

to que el bloque de la extrema izquierda es único, el índi-

ce L vale 1 para la primera iteración. La proposición. LO

4-0 establece el índice de variación para el número de su -

mas y restas contenidas en cada bloque. Las dos proposicio

nes siguientes establecen el valor inicial de I y de J. Se

definen luego las variables BMS y BMM* Un GO (DO calcula-

do nos lleva a la ejecución -de la transformada directa si

1ND = 1 , o a la transformada inversa si IND = 2. Como se

ve el proceso matemático para la obtención de las dos

transformadas sólo difiere en un factor constante» La pro-

posición CONTINUÉ indica la terminación de una iteración -

dentro del recorrido del DO 4-0. Las proposiciones siguien-

tes ajustan los valores de I, L y K para las nuevas itera-

ciones de los .DO respectivos. Con esto termina la subruti-

na

La subrutina SELEC con los argumentos (B,A.M) esta

blece en una proposición DIMENSIÓN 5 'arreglos ae 128 ele



raentos. La proposición COMMON es idéntica a la de la subru

tina ESPEC. El DO 10 con su recorrido copin todos los sub-

índices en el arreglo ISUB(l) y todos los elementos del ar

reglo B(I) en el arreglo A(I). Se procede luego al ordena-

miento de los coeficientes y de los subíndices respectivos

de- acuerdo al mayor valor absoluto de los primeros, con dos

proposiciones DO 20 de las cuales la segunda tiene un re -

corrido interior al de la primera, Se establece luego la -

variable MÁ que fija el límite inferior de variación del -

índice de la proposición DO JO que anula "los coeficientes

de menor valor absoluto. La proposición DO 25 dispone el -

arreglo A(I) en el mismo orden que el arreglo B(I) . Este -

paso es importante por cuanto los coeficientes retenidos -

-del arreglo A(I) deben ocupar el mismo lugar que ocupan en

el arreglo B(l), para que sea posible recuperar la onda a

proximada a partir de un número limitado de coeficientes .

El 13? aritmético que sigue nos permite reconstruir la on-

da a partir de todos los coeficientes: si es este el casó

el- control de la subrutina irá a la proposición RETURN. Si

M,'número de coeficientes retenidos, menor que N", número -

de muestras, las proposiciones comprendidas entre la 26 y

la 30 inclusive, anularán todos los coeficientes cuyo sub-

índice (ordenado) es mayor o igual que MA,

La subrutina PL01 tiene los argumentos (X,A,B)» La -

proposición DIMENSIÓN,que sigue, establece el arreglo -
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LINE(I) para cada linea de impresión con 101 elementos.

Los arreglos X(I),A(I) y B(I) representan los arreglos a -

graficar. El arreglo KTJM(I) contiene las b constantes alfa

numéricas que sirven para el gráfico. Después de la propo-

sición COMMON se introducen las 5 constantes alfanuméricas

con una proposición DATA, Las 4 proposiciones siguientes -

sirven para poner una línea de puntos que representa el e-

je vertical. La proposición DO 20 con su respectivo recor-

rido "borra todos los puntos del arreglo LI1NTE(I) . La propo-

sición DO JO con su recorrido grafiza linea por linea -

las curvas correspondientes a los aireglos X(I)7A(I) y -

B(I). La proposición LllsTE(51) = NUM(¿0 pone un punto en -

LINE(51) para formar el eje horizontal* La ubicación de .-

ilos puntos de cada curva se. establece en'las-6 propo-sicio-

,nes siguientes,, Una vez -impresos estos valores, las tres -

.proposiciones anteriores a"RETURN borran estos valores an-

-fres ¿Le proceder a la impresión de otra Línea. Una vez que

-.se ha, terminad o esta grafisación se produce el retorno al

.programa principal.

El programa princip.¿L .establece 6 arreglos de 128 e-

lementos* La proposición"OOF1VÍ01T es seguida por dos proposi. **"*

ciones que establecen como comunes las unidades de entrada

y de salida,. Lueg-o se introducen los valores ÍT y H e inme-

diatamente después se realiza la lectura de las muestras ,

que se grabarán en el arreglo X(I) . Se pone luego el ti tu-
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>
lo general ''TRANSFORMADA DE HÁDAMARD Y G-RAFICOS". Poste -

riormente se llama a operar a la subrutina ESPEC la ctial -

escribe por sí misma los resultados obtenidos . La proposi

ción CALL TRH (X,B,1) llama a la subrutina TRH que realiza

la transformada directa del vector X(J)« La proposición

CA3JL SSLEC (B,BA,M) llama a la subrutina SELEC, la cual se

lecciona del arreglo B(I), formado por los N coeficientes

de la transformada, los M valores de mayor valor absoluto,

y anula los restanteSjpara contituir el arreglo BA(I). La

'proposición CALL TRH (BA,XA,2) llama nuevamente a la subru

tina TRH, la cual ejecuta la transformada inversa a partir

de los M coeficientes retenidos. La señal recuperada en es

ta forma constituye el arreglo XA(I)* Un naevo llamado a -

"la -subrutina ̂ ELEQ--"obtiene que •• estira -seleccione IOB M/2 co-

eficientes de mayor valor .absoluto, anulando los restantes;

se obtiene así el arreglo BB(I) . La proposición CALL TRH -

(BB,XB,2) llama nuevamente a operar a la subrutina TRH, la

cual recupera la señal a partir de los M/2 coeficientes re_

tenidos. La señal así recuperada constituye el arreglo -

XB(I). Terminadas estas operaciones se imprimen los resul-

tados con sus respectivos encabezamientos en 6 columnas -

que corresponden a los arreglos X(l),B(I)}BA(I),XA(I),

BB(1) y XB(1). Las proposiciones WRI^B y 150 imprimen el -

título para el gráfico. Luego la proposición CALL PLOT lia

ma a actuar a la subrutina .PLOT, la cual traza el gráfico.

Terminado éste, eJ control regresa al programa principal -
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para su terminación.

^o3 Evaluación de los resultados obtenidos

Para la eva3uación de-los resultados obtenidos vamos

a seguir el mismo orden en que éstos aparecen al salir de

la computadora

.Cenemos, -en^ip-mraer ,lvtgar- *:el -,&ap.e.ctro de .p.otencia. Se

puede comprobar que el número de puntos espectrales es

siempre igual a n+1 y siendo n =s logpíí. Para comprobar la

invariancia de este espectro respecto de cualquier despla-

zamiento cíclico, se invirtió el orden de las tarjetas de

datos colocando al final las que estaban al comienzo; los

valores así obtenidos fueron siempre los mismos para cual-

quier valor de desplazamiento. Ver curvas 6-2,6-3,6-4-. fíe

puede observar que la información dada por este espectro a

parece muy condensada, pues el último valor representa la

suma de los cuadrados de 32 coeficientes, cuando N = 64-, y

de 64- coeficientes cuando lí =: 128.

El espectro de fase tiene el mismo número de puntos

que el espectro de potencia» El valor de los mismos nunca'

supera el valor de ±1, lo cual es correcto ya que en rea-

lidad se trata del coseno de un ángulo. Los desplazamien -

tos cíclicos realizados para comprobar la invariaxicia del

espectro de potencia sirven también para demostrar la va -

riabilidad del espectro de fase respecto de estos desplaza
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mientes* De acuerdo a lo' establecido anteriormente , -se com

pru3ba, comparando el espectro de fase de las curvas 6-2 y

6-3, que el valor de eos 0¿̂  es .8-antiperiódico, y el de -

las curvas 6-2 y 6-4- , que .el valor de eos Ge es 16-antipe

A continuación la computadora nos entrega los resul-

tados de la transformada directa e inversa, a partir de un

número de coeficientes que puede variar de 1/16 a la tota-

liaad de los mismos. La impresión de los resultados en co-

lumnas permite una inspección -fácil y rápida de los mismos.

Puesto que los coeficientes tal como se obtienen no están

ordenados secuencialraente , para poder apreciar la relación

secuencJ a-inagnitud de los mismos, se los ordena secuencial

nrento como se indica en las tablas 6-1, 6-2 y 6-3. No se -

da la ordenación secuencial para la curva 6-6.

fíe puede apreciar de .estas tablas que si bien la dis

tribución de los coeficientes de mayor magnitud es arbitra

ria, los de mayor magnitud tienden a acumularse en la re -

gión de baja secuencia. Excepcionalmente , sin embargo, es

posible tener alguno que otro coeficiente muy significati-

vo en la región de alta secuencia. Teniendo en cuenta esta

distribución se puede pensar que la mejor forma de preser-

van una señal, desechando un número determinado de coefi -

cientes, es buscar un umbral de magnitud antes que de se -

cuencia.
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Sec .
0

1

2

3
4

5
6

7
8

9
10
11
12

13
14

" 15
•16

17
18

19
20

21

22

23
24

25
26

27
28

29
30
31

Tal) la

Curva 6-1

-2.5453

-0.3515

... -3*8765
-2.2453

-1.0359
-0.1546
-3.6421

-3*3984
-2.36?1
0.2015
-3-5484
-0,9046
-2.9578
-0.7640

-2.2265

0.4921

-0.8484.

0.1453

0.7265

1.4203

-0.6890

-0*0328

-0.2390

1 . 2421

-1.1390

-0,5203
-0.9140
-0.1078
-0.4921

-00 1734

-1.2046

-0.5484

Curva 6-2

-2.1609

1-7953
-3 c 9046
-2.0296
-2.6671
-1.7296

-0.7359
-3 c 6046
••-0'.4E65
0.2109
-0.8390
0.7546
1.1296
1.8234
-0.2953
2.2546

. 0.6515
1,6265
3-2578 .
3.9515
2.0578
2.1890
1.2890

3 . 0140

1.2421

-1.1765
0.7546
«0.3328

3.0234
0.8109

0,2484

-0.1828

6-1. Coeficientes de 1

Sec.

32

33
34
35
36 -

37
38
39

• 40

41
42

43
44

45
'46

47
48

49
50
51
52

• 53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

63
as cürví

Curva 6-1

O.Q796

-0.2203

-0.1828

-0.3328

-0.3796
-0.4546

0.0703

0.0703

-'0.2578 •
0.4078

-0.0421

O.L203

0.1734

0.1359
0.0234
0 . 0984
-0.4921
0=4078

' 0.1265
0.8390
-0.5390
0.2109
-0.3328
0 . 9046

-0.4828

0.1171
-0.7265

-0.0515
-0.4171

-0.0796
-0.5859
-0.0234

-.3 6-1 y 6-2

Curva b-2

1.8609

0 0984

1.8609

0.4171

2.4609

O.j.546

1 . 2609

0.1734

1.4765
-0.1921

0.5578
-0.7546
0.9890
-0.4734
0,9328

-0.3884

0.6796
O.S109

1.4671

1 , 5421
1.3921
0.8296
0.6796
1.1109
0.3015
-0.2484

0.3703
-0.3234

0.8390

-0.0796

0.7453

0,2578
ordenados

secuencialmente .



• Sec.

0

1

2

3
4
5
S

7
8

9
10

11
12

13
14
15
16
1?

18

19
20

21

22

23
24

25
26

27
28

29
30

31
Tabla

Curva .6-3

-2.1609

4,0828

-0*5578
2,6671
-2.0296

-1.6171

-1*5515
3*6046

0.4265
0.2390

1.3734

1.1296

-0.7546
1.2890

-0.7453
2.2546

0.6515
-2.5546

1.9921
-2.0578

3.9515
-0.9234
2.8921
-3.0140

-1.2421

1.4953
0.4921
3.0234

O.J328

-0.4359
-0,0703
--0,1828

Curva- 6-4

-2,1609
3 . 9046
1.7953 '
2.0296.
2.6671

-0,7359
1.7296
-3-6046

-'0.4265
0.8390

.0.2109
-0.7546
-1,1296

-0,2953
-1.8234

2.2546

0.6515
-3.2773
1.6265

«3.9515
-2,0578

1.2890

-2.1890
• 3 «0140

1 . 2421

-0.7546

-1.1765
0.3328

-3.0234
0 . 2484

-0.3109
-0,1828

6-2. Coeficientes de las

Sec .

32

33
34

35
36

37
38

39
40
41
42

43
44

45
46

47
48

49

50
51
52
53
54
55
56
57
58
-59
60
61
62

63

Curva 6-3

1,8608

-1,5890

1.5328
-2.4609

' 0.4171
0.1734

0.4265
-0.1734

-1.4765
0 . 6046

-0.8859
0.9890

0.7546

»0e1453
0.5203
-0.3984

0.6796

-1.2328

0.9140

-1.3921

1.5421

-0.2765
1.0640

-1.1109-

-0.8015
0.6421

-0.4734

0.8390

0.3234
0.0234

0.3515
0.2578

curvas 6-3 J 6-4

Curva 6-4

1.8609

-1.8609
0.0984

-0.4171

-2.4609

. 1.2609
-0,1546

0.1734

1,4763
-0.5578
-0.1921

0.7546

-0.9890

0.9328

0.4754

-0.3984

0.6796
-1.4671

0,5109
-1.5421

-1.3921

0.6796

— \J (f Oc_ ;?O

1.1109
0.8015

-0.3703
-0.2484

0.3234

-0.8390
0.7453
0.0796

0.2578
cuu.enados

se esencialmente .
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Curva 6-5
Sec.
0
1

2

3
4

5
6

7
*D

9
10
11
12

13
14

15
16

1?
18

19
20
21
22

23
2̂ -

25
26

2?
28

29
30

31
labl£

Coef *

1

—5
0

-5
1
2

-1

™5
_¿f

1
-0
0
0
1
0

—2

-0

0

1
0

1
-0

1
1
0

1
1
1
3
0

1
1

i 6-

.1023

.7132

o6710

-2164

,21?9
• 9710
.3039
.0914

,6304

-3059
.1960
.3664
.P664
.0445

.7164

.0210

.4225

,1179

.4773
,9429
.3117
«6007

.6117

-9773
.5351
.0601

-0039
.1632
.0601
.1914
,0820

.5039
3. Coe:

Sec-

32
33
34

35
36
37
38
39
40

41

42

43
44

45
46

47
48

49
50

51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

61

62

63
ficie

Ooef. Sec,
0

-0

-0

2

0

0

0

3
1

0

0

1
0

0

-0

1
0

0

0

0

0

0

0

. 1
-0
0

0

1
0

0

0

1
nte

.6242

.5007

.3695

.8085

-7773
«1773
«5242

«0835
.6976
.4789
.0007
.9601

.5195
,6132
.2304

.9726

.0335

.5304

.4742

• 7929
«7585
.0179
.4023
.0398

02992
.7226

.2632

.2195
-7632
-3976
.0601

,1851
s de la

64

65
66

67
68

69
70

71
72

73
74

75
76

77
78
79
80
81
82

83
84

85
86

87
88

89
90

91
92

93
94
95

Coef .
0

0

-0

-0

0

0

-0

0

0

0

-.0

-0

0

-0

«0
-0

0

0

-0

-0

-0

0

-0

-0

-0

0

-0
-0

-0

0

•0

-0

curva

. 2242

.1867

.4039

.2820

.5398
«3335
.2664

.0804

.5007

.0695
,.2117

»3335
.6851
,1023
.1117
.0460

.37̂ 2

.0835
8 2445
.1320
.0320
.0710

*3039
.4539
.1742
.0226

.3148

.0523

.6179

.2726

,3929

.4679

Seca
96
97
98

99
100
101
102
103
1̂04

105
106
107
108

109
110

111

112

113
114

115
116
117
118

119
120

121

122

123
124

-125
126

127

Coef0

0

-0

-0

0

0

0

-0

1

0

0

0

0

0

0

-0
0

-0

0

0

0

0

-0

0

0

-0

0

-0

0

0

0

-0

-0

.2804

.0289

.1976

.9648

.4085

.1367
,0039
*1398
.7445
.3226
.0132
.5382
.3664
.2820

. 2054

• 7507

.0195

.1679

.1492

.1023

.2492

.0507
e 2585
-1929
.0054
.3882

.1273

.1445
,4132
.2820

.0742

.0835
6-5 ordenados secuen-

cialmente *
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La parte más instructiva de los resultados, por la -

visualización gráfica que permite, está representada por -

los gráficos. Como tesis general se demuestra la posibili-

dad de recuperar con mayor .o menor fidelidad una señal a -

partir'de un número limitado de coeficientes. Ho hace fal-

ta resaltar la enorme ventaja que esto representa en el -

campo de las telecomunicaciones. Como dijimos antes, se lia

probado la reconstitución de la curva original a partir de

un número de coeficientes que va de 1/16 a la totalidad de

los coeficientes * La fidelidad de la reconstitución de la

curva aumenta con el número de coeficientes. La parte de --

los coeficientes requeridos para una reproducción fidedig-

na de la curva original, varía con el tipo de curva en -

cuestión» En 'ciertos • c'asüs se -logra una reproducción bas -

tante fiel de la curva con un número de coeficientes infc-i-

rior a N/2, en otros casos aun con E~/2 coeficientes no se

logra una relevante fidelidad. Procediendo a un examen in-

dividual de cada curva tenemos los siguientes resultados.

Curva 6-1

Se trata de una curva de 64 muestras. La recupera -

ción de la curva se hace utilizando primero 8 y luego 4- co

eficientes. La reproducción se hace en los dos casos con -

secuencias de 4 valores repetidos. Sin embargo, la curva -

reconstituida a partir de 8 coeficientes sigue más de cer-

ca a la-curva original. La-razón para este tipo de recons™
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titución en forma de amplios escalones, es que todos los -

coeficientes retenidos son de baja secuencia, como se pue-

de comprobar en la respectiva ordenación secuencial de los

coeficientes: tabla 6-1.

Curva 6-2

Justa curva de 64 muestras se reconstituye a partir de 32 y

16 coeficientes. La curva reconstituida a partir de 32 co-

eficientes sigue con mayor fidelidad a la curva original .

Sin embargo, se dan excepcionalmente valores de la curva

reconstituida a partir de 15 coeficientes que se aproximan

más a la original.

Curva 6-3

Se trata de la curva 6-2 con un desplazamiento cíclico de

8 muestras» Se puede observarle las tablas de coeficien -

tes ordenados en forma secuencial, que los valores de los

coeficientes varían con el desplazamiento, lo cual demues-

tra que los -valores de las funciones componentes se alte -

ran con el desplazamiento, */l espectro de potencia permane_

ce invariable.

Curva 6-4

Se trata de la curva 6-2 con un desplazamiento cíclico de

16 muestras. Una vez más se observa la variación de los va

lores de los. coeficientes <^on el desplazamiento.

Curva 6-5

Esta curva es reconstituida a partir de 64- y 32 coeficien-
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tes. La curva reconstituida xitilizando 64 coeficientes si-

gue más de cerca a la original. La curva original ee ha ob

tenido muestreando 2 periodos ligeramente diferentes de un

electrocardiograma. Se nota el predominio de los armónicos

pares sobre los impares> lo cual es fácil comprobar en el

espectro de.potencia, pues para P^ = 59-832695>que repre -

senta la suma de los cuadrados de los 64 coeficiente^ de

secuencia :1, 3? 5? ..--...,63, se tiene un valor inferior

a P¿- = 61.246777?Que reúne los cuadrados de los 32 coefi -

cientes de secuencia: 2, 6, 10, ....,.,62 y a PCI Que re -

presenta la suma de los cuadrados de los 16 coeficientes

de secuencia: 4, 12, 20, ,60- P = 67.505810.

Curva 6-6

"Ce esta curva sólo se presenta el gráfico. Es la curva 6-1

reconstituida en todos los casos a partir de 64 coeficien-

tes. Las 3'curvas coinciden excepto en dos puntos en los

que el redondeo de enteros da lugar a valores diferentes .

La curva aparece trazada con el valor alfanúraerico 3 ,pués

es'te es el último valor que sustituye a los otros dos.

6.4 Perspectivas de aplicaciones

Los resultados matemáticos .obtenidos están listos pa

ra su aplicación. Su aplicabilidad al diagnóstico automáti-

co dependerá en primer lugar del establecimiento de crite-

rios muy definidos respecto .de los indicios caracteristi -

s 'de una enfermedad o anormalidad, en segundo lugar de
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la posiblidad de procesar un elevado número de curvas pa-

ra la extracción de criterios más generales y, por último,

de una estrecha colaboración entre el teórico y el cardió-

logo, ya que solamente así .el especto matemático estudiado

por el primero podrá ser complementado con las observacio-

nes y valoraciones clínicas del segundo.

Cabe observar que este estudio sobre la transformada

de Hadamard podría ser aplicado igualmente a la identifica

ción automática de huellas dactilares ., ya en un plano bi-

dimensional.

A continuación siguen las fotocopias reducidas de

los resultados obtenidos al procesar las 6 curvas arriba

mencionadas. La computadora utilisada fue la 1BH 11JO de

la-Unive-rs-idad Central.
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