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CAPITULO I

INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos no 1ineales pueden exhibir una gran variedad de

comcortamientos, muchos de los cuales son de naturaleza muy complejos.

Los circuitos electrdnicos que incluyen elementos no lineales, pueden

mostrar respuestas complicadas, a pesar de su estructura simple.

Un sistema dindmico no lineal puede ser un circuito electrénico no 11
neal, como el caso de un oscilador electrénico, mostrado en 1a figura
1.1. Analizando el circuito electrénico, se observa un régimen deter
minista en el cua1‘se tiene oscilaciones estables y también a un ré

gimen cadtico o turbulento.

E1 oscilador electrdnico se puede describir por medio de un sistema de
ecuaciones diferenciales simultdneas no lineales de derivadas totales.
Para este caso, el sistema estd determinado por tres variables de esta
do. El1 andlisis analitico de estas ecuaciones no ha sido agn posible

y la simulacidén en computador es factible.

Las ecuaciones que describen el circuito de 1a figura 1.1, son las si-

guientes:



Conductoncia no lineal posifiva

Conductancic no lineal aegotiva
} i 2
;
' o

Fig. 1.1.- Circuito electrdnico no Tineal.

X = [(al-Ri)x-aax3+b1(y-x)+ba (y=x7 1. (1.1)
y=loz-baly=-x) - baly-x)*1 ¢ (1.2)

' =y/L | | (1.3)



en donde X > v
y = v,

z » i

Los sistemas hidrodindmicos son mis complejos que el circuito electréd-
nico, en donde existe un régimen Taminar, luego un régimen ondulatorio
y finalmente un régimen turbulento, cuya transicidn estd determinada

por el nimero de Reynolds. El1 nimero de Reynolds se define por medio

de la ecuacion:

en donde  / -+ densidad del fluido
v > su velocidad media
D + didmetro del tubo

n =+ coeficiente de viscosidad

Se considera un flujo laminar para 0 < NR < 2000, turbulento para NP >

3000 y una zona intermedia para 2000 < Np < 3000.

E1 comportamiento de los fluidos, tanto 1iquidos como gases, estd de-

terminado por las ecuaciones de Navier - Stokes.

Las ecuaciones de Navier - Stokes son un sistema simul tdneo de ecuacio
nes diferenciales no lineales de derivadas parciales, cuyo andlisis a

nalitico no ha sido aln posible y una simulacién numérica es compleja.



Las ecuaciones de Navier - Stokes son las siguientes: [7]

3. u; W) 1 op 3% u,
i R SO SR (1.5)
at Xy Fax; Xy Xy
3
TKiyp (1.6)
3."5 3% (1, wy )
i - = . _L(_ (1'7)
P 3%, Xy 3X, aX,
en donde:

u; = componente instantdnea de velocidad
X; =+ coordenada de espacio

t - tiempo

/? ~+ densidad

Y + viscosidad

presidn instantdnea

g=2]
+

i = 1,2,3

La transicidon de un flujo laminar a un flujo turbulento se puede ver
en la figura 1.2, en donde se muestra el campo de velocidades y 1la

transformada de Fourier del campo de velocidad. [1].
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Fig. 1.2.- Patrones de comportamiento de un flujo hidro
dindmico para varios nimeros de Reynolds Np.
Para valores pequefios de Np, el flujo es la-
minar (a); si se incrementa Np, el flujo Tle
ga a ser primeramente oscilatorio (c), y fi-
nalmente turbulento (e). Para cada ndmero de
Reynoids, se muestra Ta variacidon en el tiem
po de una componente de velocidad y su respec

tivo espectro de Fourier [1].



Un tercer sistema, todavia mas simple, es el determinado por una ecua-
cidon de diferencias, con una scla variable de estado, del tipo Xj+l =
r Xj(l-Xj). En este sistema también se observa un régimen Taminar vy

un régimen turbulento.

Esta ecuacidn de diferencias es de facil simulacion en un computador y
es posible realizar un andlisis analitico para ciertas condiciones, pe

ro no se ha podido obtener una sclucidén general todavia.

En esta tesis realizamos un estudio del modelo de poblacidén de insec-
tos, determinado por la ecuacién de diferencias Xj+1 =r Xj(l 'Xj) pa
ra varias condiciones iniciales y variacidn de varios pardmetrgs, para
tratar de entender claramente la transicién de un régimen determiﬁista

a un régimen cadtico por medic de una ecuacidn de fdacil simulacién en

un computador.

Después realizaremos un andlisis experimental del circuito electrdnico
para observar el comportamiento con la variacion de los diferentes pa

rdmetros del circuito.

También se ha estudiado un modelo diferente a los anteriores, en el
cual se observa comportamientos calticos, que son de naturaleza distin
ta al del modelo de poblacidn de insectos, circuito electrénico y flu-~

jo de fluido viscoso.

Varias ramas de la fisica tienen fendmenos turbulentos. La mayoria de
los flujos que ccurren en la naturaleza, as7 como también Tos que son

realizados por el hombre, son turbulentos. Por ejemplo el 1imite -en-



tre una columna de humo de un cigarrillo y la atmdsfera circundante es

generalmente irregular, produciéndose un comportamiento caético.

La atmdsfera es usualmente turbulenta, como se puede observar por la

forma irregular de cdmulos que aparecen.

Los flujos sobre superficies son comunmente turbulentos, como se pue-
den observar en tuneles de viento y en caidas de agua tanto naturales

como creadas por el hombre,

En general, el flujo turbulento es 1a regla y el flujo Taminar resulta

ser la excepcidn., [7].

Los circuitos eléctricos y electrénicos también presentan comportamien
tos cab6ticos o turbulentos que se debe a las no linealidades que pre-

sentan los dispositivos electrdnicos.

En mecdnica cuantica también se presentan fendmenos aleatorios simita-
res a un régimen turbulento. Se puede mencionar el caso de un dtomo
en el cual se tienen niveles discretos de energia, cuando este se en-
cuentra solo. Al acercar dos dtomos, se observa un desdoblamiento de
niveles. En el 1imite de muchos dtomos, se tienen bandas de energia

como en el caso de un semiconductor.

Otros campos de aplicacidén de esta investigacidon son: 1la evolucidn
de poblaciones; cambios de estado (fusidn, ebullicibn,...); en estu
dios de clima; en Mecanica estadistica, para poder entender el compor

tamiento de gases con variacidn de presidn, temperatura y otros para



metros.

La transicidn del régimen laminar a un régimen caético o turbulento, se
caracteriza por un desdoblamiento del pericdo, que ha sido ya observa-
do en varios experimentos fisicos. Tenemos el caso de osciladores rui
dos, sean estos mecdnicos, eléctricos o quimicos; poblaciones biolggi-
cas; determinado; por sistemas simultdneos de ecuaciones diferenciales,
En el presehte trabajo de tesis, se tiene el andlisis en un oscilador

electrénico.

También se observa el desdoblamiento del periodo en flujos de gases de

Rayleigh - Bernard, en junturas ruidosas de Josephson.

Se tiene un desdoblamiento del pérTodo y turbulencia Optica en disposi

tivos Opticos hibridos, como el caso de cavidades dpticas. [16].

Entonces el propdsito de este trabajo de tesis es contribuir a enten
der la transicidn de un régimen laminar a un régimen turbulento, enten
der los aspectos universales y entender que es un régimen cadtico 0

turbulento.

E1 estudio analitico de sistemas no lineales es dificil y en el caso
de soluciones cabticas es ademds de escasa utilidad por la naturaleza
aleatoria de la solucién. Por este motivo se utiliza en el presente

trabajo de tesis el método experimental.

Con 1a ayuda de este estudio, se podrd comprender mejor el comporta -

miento en sistemas cada vez mds complejos como Tos de circuitos elec-



trénicos no lineales y sistemas hidrodindmicos.

En el caso particular de la Ingenierfa Electrdnica, los circuitos elec
trénicos han sido estudiados ampliamente en un régimen determinista.
La respuesta cadtica nb ha sido estudiada ya que obtener un resultado
analitico de algo aleatorio, debido a las no linealidades, no ha sido

posible.

E1l entender el mecanismo de la transicion de un régimen Taminar a un
régimen turbulento es de gran interés para el estudio de los circuitos
eléctricos no Tineales, para poder entender su comportamiento. Ademds,
los circuitos que se disefian tienen elementos no lineales (transisto-

res, diodos,....), por 1o cual puede presentarse este tipo de comporta

mientos turbulentos como en el caso del circuito a ser analizado.

Como un dato histérico, en 1973 Nicholas Metropolis, Myron Stein vy

Paul Stein (Los Alamos) descubren una respuesta universal de desdobla-
miento del periodo én sistemas dindmicos de una sola dimensidén. Rela
cionado con el estudio de poblaciones bioldgicas, Robert May { Prince-
ton ) y George Oster { Berkeley ) en 1974, descubre que el desdoblamien

to del periodo conduce el caos. [16].

E1 estudio del tema tratado en el presente trabajo de tesis tiene su i
nicio por el afio 1974, por 1o cual es un campo de estudio nuevo en el

cual existe todavia mucho por investigar.

Espero que esta tesis ayude en el avance del conocimiento en este tema

y que sea el inicio de un estudio mds profundo.



CAPITULO I

ANALISIS DE Xj+1

BULENTO O CANTICO.

=r Xj(l-Xj) EN REGIMEN LAMINAR O DETERMINISTA Y TUR-

Con este modelo se trata de mostrar un tipo de transicidn al caos y de

esta manera tratar de entender la transicion.

duchas de estas caracteristicas pueden ser observadas en otros tipos
de sistemas como los hidrodinamicos, de ahi la importancia del estudio

detallado de este modelo simplificado.
2.1. DESCRIPCION DEL MODELO.

Se considera un sistema dindmico caracterizado por la variable X. A
un tiempo cero, el valor de esta variable es Xy; a tiempos discretos
mds grandes se tiene los valores Xj. Se asume que el valor de la va-

riable en un paso Xj determina el valor al paso siguiente Xj+1.

Esto se puede escribir:

X.. ., = f(X;) (2.1)

donde f(x) es una funcién que describe Ta dindmica del sistema. Se ini
cia con el valor de la variable a un tiempo cero, Xp, Tuego se encuen
tra Xy = f(Xg), X2 = f{X1) v asi sucesivamente, para luego hallar Tos

patrones de 1a secuencia de los X (XO’X1’X2’----) donde j = 0,1,2,1...
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Ahora vamos a obtener una funcidn f que describa la poblacién de insec
~tos en una isla. Se considera que cada afio se reproducen, por 1o cual
la variable Xj va a representar la poblacidn en el afioc j, respecto a

Ta poblacion inicial de referencia.

Si 1a poblacidén a un afo j es Xj, al afio siguiente se tendrd una pobla

cidn X. y se puede determinar a partir de la siguiente relacién.

. _ ] ) 2 -
X\].+1 = rXj - sXJ (2.2)
E1 término rXj representa un crecimiento natural de la poblacidon y es

un término lineal.

E1 término sz2 representa una reduccion en el crecimiento natural de

la poblacidn causado por una sobrepoblacidon de insectos.

Cuando se tiene un r mayor que 1, el primer término significa el creci
miento de la poblacidn por un factor r por cada afio. Si se mantiene
solo el término lineal, se tendra un crecimiento exponencial cuya solu

cidn es:
(2.3)

La existencia del segundo término no 1ineal, se debe a una reduccidn
de 1a poblacidn causada por el agotamiento de sus fuentes de supervi-
vencia, como puede ser el alimento, cuando la poblacidén es demasiado

grande.

La ecuacidn (2.2) se puede reescalar para obtener una ecuacidon depen-
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diente de un solo pardmetro r en lugar de r,s.

" Se puede escribir (2.2) de la siguiente manera:

=~
——
>
[
= |n
>

N
o
-
N
™
-

O

X, . =X, (1 - ixj) (2.5)
_ - |

Escalando la variable X como E—Xj en la ecuacidn (2.5) se tiene:

r = L . _EL . '
EX. rSXJ (1 Y‘SX) (2-6)

(=1}

Xeq =X (1 - X)) (2.7)

La ecuacidn (2.7) serd la expresién a ser analizada, su dependencia

del factor r como de la variable j y condicidn inicial Xo

En 1a figura 2.1, se ha graficado 1a funcidn Xj+1 = f(Xj) para la ecua

cién del modelo (2.7).

Vamos a analizar la primera y segunda derivadas de la funcion de la e-

cuacion (2.7).

d X,
Sea gt la primera derivada, que es igual a:
d X;
J

d X, _
— -2y (2.8)

d Xj
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Xj :

Figura 2.1.- Grafico de XJ.+1 en funcion de Xj.para la

Igualando a cero para obtener

tiene:

O

2

2
d Xj

ecuacion X,y = r Xy (1-X3).

el punto donde se encuentra el mdximo se

(2.9)

0 =r (1 - 2 Xj)
1-2 Xj =0 (2.10)
Xj = 0.5 (2.11)
d X.+1
Sea —3 = Ta segunda derivada que es iqual a:
d* X:pq
—I= = r(-2) | (2.12)
d X, '

J
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2

a X,
_\1.+_1=-2r (2_13)

2

d Xj
En Ta figura 2.2, se muestra el grdfico de Ta primera derivada en fun
cion de Xj y en la figura 2.3, se muestra el grdfico de la segunda de

rivada en funcion de Xj.

Entonces se puede decir que la funcién f(Xj) que describe Ta dinamica
de la ecuacidn (2.7) tiene un solo maximo en el intervalo (0,1), ade-

mds la segunda derivada es negativa en el maximo.
Se puede escribir Ta ecuacién (2.7) como:

X =r g(Xj) | (2.14)

J+l

donde g(Xj)

poblacidon de insectos.

es igual a Xj(l - Xj) que es la ecuacidn que describe 1la

g(X:) = X5 (1-X5) (2.15)

En conclusion se tiene las siguientes propiedades:

- La funcidn g(Xj) evaluada en cero es igual a la funcidon evaluada en

uno y tiene un valor de cero.
g(0) = g{(1) = 0 | . (2.16)

- La ecuacidn tiene un solo mdximo en el intervalo (0,1).
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J+1

._2r

d X. ‘
Figura 2.2.- Grafico de — 3l en funcién de XJ- para

d Xj
Ta ecuacién XJ._‘_1 =y Xj(l-Xj).
I
X.
3]
bt \xi
5 1
d*X: 4 |
Figura 2.3.- Grdfico de ———J—z en funcidn de Xj
d Xj
para la ecuacidn xj+1 =r XJ. (1-XJ.).
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- La segunda derivada es negativa en el mdximo.

g"(X) < 0 (2.17)

Si X es el punto donde se encuentra el maximo.

2.2. ANALISIS DEL MODELO EN FUNCION DEL PARAMETRO j. GRAFICOS DE
Xj = f(j).
En esta parte seva aanalizar el modelo en funcidn del pardmetro j pa

ra varios valores de r.

Si r tiene un valor menor a 1, para un j suficientemente grande, el va
Tor final de X tiende a cero. Esto quiere decir para el modelo de po
blacidn, que ésta desaparece después de un nlmero determinado de afios,

debido a que 1os insectos viven en un medio inhdspito.

Esto se puede observar en la figura 2.4, para un valor de Xo = 0.9 vy

r = 0.7.

Cambiando Ta condicidn inicial X, = 0.7, se observa en la figura 2.5,

que tiende a cero, el valor de X, de una manera mas lenta.

Vamcs a resolver en forma analitica el caso en el cual r = %— y la con
. _

dicién inicial X, = 5

La ecuacion {2.7) queda de 1a forma:
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X YALORES DE X(Jd=F(J) PARA XCde1 dmrmX Cddne 1 =XEUD)
I PARA r=@.7 %xCa)-2.9
! -
- r
0.5
» -
0 — " r b L'd P - - - - .
0 10 0 /!
$. McBr lda Aug 84

Figura 2.4.- Grdfico de Xj = f(j) para Ta ecuacion

Xip = F Xi(1-X) con v = 0.7y X, = 0.9.
j+1 %) Y Fo
. YALORES DE X{Jd=T(J) PARA XCJdw ] dmrwX AR 1 =X D)
i PMA r-9.7 Xc@d-2.7
2
S
a.5r
B *
* L4
.
0 . L S SR — s
[4 1] 20 d
5. McBeide Aug B84

Figura 2.5.- Grafico de Xj = f(j) para Ta ecuacion

X =r Xj(l- Xj) para r = 0.7 y X_ = 0.7.

i+l )
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X. (1 -X,) (2.18)

computando Tos valores de Xj se tiene:

Xo =

M=

><
1]
00t

1
16 (2.19)

><
~
1
@i~

889 1
1024 32

De esta serje de nimeros se puede concluir que el valor de Xj es menor

1 .
——— 0 sea:
23+2

1
X; < :
J 2J+2

(2.20)
Para valores de r tomprendidos entre 1 y 3, el valor de Xj, para cual-

guier condicidon inicial entre 0 y 1, tiende a un valor constante que

va a depender del valor de r como veremos a continuacion.

E1 valor al cual tiende l1a poblacion se podrd calcular reemplazando-
tanto el valor de XJ.+1 como el de Xj por una constante que la 1lamare-

mos K enlaecuacion (2.7).

J+l (2.21)
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reemplazando (2.21) en (2.7) se tiene

K=r K(1-K) | (2.22)

Esta ecuacion (2.22) tiene 2 soluciones: primera K = 0 y una segunda

solucidn,
1=r(1-K) | (2.23)
de donde:

K=1-— (2.24)

en donde K es el valor al cual tiende el valor de X después de un tiem

po suficientemente grande.

En la figura 2.6, se muestra'un grdfico de Xj = f(j) para r = 2 y
Xo = 0.7 en e1 cual tiende, en un tiempo suficientemente grande, al va

lor X = 0.5 segin la ecuacidn (2.24).

Para r = 2 se puede obtener una solucién analitica de la ecuacidn (2.7)

La ecuacion serd:
Xipq =2 Xj (1-X.) (2.25)
Para resolver substitufmos la variable Xj de la siquiente manera:

Xj = (1- bj)/ 2 (2.26)
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i .  VALORES DE XCU)=1Cd)  PARA XCJ# 1 Dmr X CIIHE 1 =K CID)
; PARA =2 XC)=a.7
, -
T
0.5 |- r -+ - - - - L - - - - - - - - - - - -
0 e R . —t P L F— P S -
0 10 20 ¢
$. HoBrlde Aug 84

Figura 2.6.- Grafico de Xj = f(j)rpara la ecuacidn

Xj+1 =r Xj(l -Xj) para X, = 0.7 y r = 2,

Substituyendo (2.26) en (2.25) se tiene:

Mooy (2.27)
2 2 2
de donde:
L= byyy = (1-bs)(1+by) (2.28)
0
2
1= by = 1-0b] - (2.29)
6
b.,, = b2 (2.30)

j+1 J
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Entonces tenemos que resolver la ecuacion de diferencias (2.30) que es

b.

2
341 = bj . Esta ecuacion tiene la siguiente soluciodn.

Para resolver la ecuacion tomamos el Togaritmo a los dos lados de 1la
ecuacion como sigue:

nb =2 2Zn bj (2.31)

j*l

La solucidn de la ecuacidn (2.31) es fdcil de encontrar, ya que es una

ecuacion Tineal para el £n bj. La solucion es:

en by = 20 tn by (2.32)
para J=1,2,3,.....
de donde
»J
bj = b, (2.33)

De la ecuacidn (2.26) se puede obtener el valor de bj en funcidén de Xj

para obtener la solucidn final.

Substituyendo la ecuacidn (2.34) en la ecuacidn (2.33) se tiene:

J
1-2%5=(1-2%) (2.35)

de donde
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2 J

Xj =[1-(1-2 XO) 17 2 (2.36)

La ecuacidn (2.36) es la solucién para cualquier valor de j para r=2.

Para comprobar la solucidn, segiin la ecuacidén (2.24), el valor al cual

tiende X para j suficientemente grande sera:

-7 .1
K=1 >
(2.37)
K=20.5
Ahora aplicando 1a solucién de la ecuacion (2.36) se tiene
K= 11im Xj (2.38)
j—)—m
de donde
»J
K=1im [1- (1-2X,) 1/2 (2.39)
jre
0 o J
p tim (1= 2X)
K== .- . (2-40)
2 J+m 2

En la ecuacién anterior la expresidn |1-2 X,| es siempre menor que 1

ya que el Xo puede estar comprendido entre 0 < X, < 1.

1-2%] <1 (2.41)

Si 0 < XO < 1
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Ahora si la expresidn 1-2 Xy lo elevamos a una potencia que tiende a

infinito, y por ser menor que 1, la expresién
2J o
(1 -2 Xp) (2.42)

tiende a cero. Ademds para cualquier Qa]or de j, la expresion (2.42)

serd mayor que cero, ya que siempre estd elevada a una potencia par.

Entonces de la expresion (2.40) se tiene que K = 0.5, To cual es igual

a la solucidn obtenida en la ecuacidn (2.37).

Para valores de r superiores a 3, se observa una oscilacidn en la cual

Ta poblacion tiene valores altos y bajos en una forma ciclica.

Para esto observemos la figura 2.7, en la cual se tiene graficada 1la
funcidén (2.7) para r = 3.3 y Xg =-0.4, En esta figura los valores de
Xj para un j suficientemente grande toma valores altos y bajos en el

rango de 0 < Xy < 1.

Si consideramos que Aj = T, donde T es el periodo y ademds 4j = 1, pa
ra el caso r = 3.3 se tiene que se repite el ciclo cada 2T; por 1o cual
diremos que se trata de un ciclo de 2. Entonces en el caso r = 3.3 se

tiene una oscilacion de periodo 2 T.

También se ha graficado para el caso r = 3.3, para varios valores de

la condicidn inicial Xgq.

En 1a figura 2.8, se tiene el grdfico Xj = f(j) para la condicidn -ini



YALORES DE X(Jd=f(J> PARA XCJr1 ymr X CUIwC 1 =XCJD)

X} PARA r=3.3 XCQ)=0.4
!l
» r -* * * * * * r
= *
*
0.5 - - - - - . - . - .
- r
r-
0 ~ e PEN
0 1o 20
§. HeBride hug 64

Figura 2.7.- Grafico Xj = f(j) para la ecuacién

Xspq =1 X5(1-X5) con r=3.3 y Xg=0.4.

J+l J
. VALORES DE X(J>=fCJd>  PARA XCJ*r | dmruX CUInC 1 =X (DD
X PARA 3.3 Xcad=u.7
T
I_ - r -
”
r
+
- - * - b . * . r
-
-
- -
.
0,5 - - -
0 0 10 20!
§. HobBe Ida Aug B4

Figura 2.8.- Grdfico de Xj= f(j) para Xj+1==r Xj(l —Xj)
Sir=33y X, =0.7.
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cial Xg = 0.7 y en Ta figura 2.9, se tiene el mismo grafico para 1la

condicidn inicial Xg = 0.86.

X YALORES DE X{J)=f(J) PARA XCJ®) d=r mX (JINC | =XCJ D)
, J PARA 3.3 XCR)=0.8
L3
| . - + T r r T T r
- T
r
0.5 - * > - * - - » - -
0 L—+—m - N— - .
10 20 7
§. McBride Aug 84

Fig. 2.9.- Grafico de Xj = f(j) para Xj+1= r X;(1- Xj)
Sir=33yXy=0.6.

En las figuras 2.7, 2.8 y 2.9, se tiene Tos grdficos de X; = f(j) para
r = 3.3 y para diferentes valores de X5, en los cuales se puede obser
var que dependiendo del valor de X,, se tiene un j diferente enel cual

Ta oscilacidon es estable y de periodo 2T.

Esto quiere decir que existe una zona de transicién antes de llegar al
estado permanente en el cual se tiene una oscilacién peridédica de 1la
misma amplitud para los diferentes X,. Esta zona transitoria entonces
depende del valor de Ta condicidon inicial y para cualquier Xg, se ten

drd un estado permanente cuando j tiende a infinito. y

Analizando Ta ecuacién para r = 3.45, se tiene una,dscilacién de perio

e ()

'O

002647
~ x i
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do 4T, es decir para un incremento de j de cuatro, se repite el mismo

valor de Xj.

En Ta figura 2.10 se tiene el grdfico de Xj = f(j) para r = 3.45 y un

valor inicial de Xg = 0.4, en donde se puede observar la oscilacidn de

periodo 4T.

' VALORES DE XCUd=f(J>  PARA XCJe13=rmACLInC ] =XCUD)
}1 PARA r=3.4S Xca>=a. 4
. * . r . T - T . >
0-5 L * -
- L d -
}_ . - * - - *
[4) —t— - E— E— — —
0 10 20
§. McBrlda Aug 84

Fig. 2.10.- Grdfico de Xj = f{j) de la ecuacién
Xj+1=r Xj(l-XJ.) con r=3.45y X,=0.4.
Para el valor de r = 3.55 se obtiene una oscilacién de periodo 8T. Es

to se muestra en la figura2.ll para una condicién inicial de Xy = 0.4.

También se observa oscilaciones de periodo 16T, como se muestra en la
figura 2.12 con un valor de r = 3.5668 y una condicidn inicial Xg=0.5.
Como se indico anteriormente, la condicidén inicial afecta en el valor
de j al cual se obtiene una oscilacidn en régimen permanente. Como

se puede ver las oscilaciones van aumentando su periodo como 297, don
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x> YALORES DE XC(J)=f(J> PARA X1 dmroX (JINC | —XEJD)
/ PARA r=3.56 Xca>=a.4
Ir
- * * r * *
-
L ¢ * r *
r L d
0.5 F . *®
-
™~ *
*
*r - * -
0 0 12 20
6. McBrlde Aug 84

Fig. 2.11.- Grdfico X; = f(j) de la ecuacién

J
.= Xs{l - X5 nr=3. =0.4.
XJ+1 J(1 J) con r 55 y Xp=0.4

X YALORES DE XCJO=F(JD PARA XCJ+ 1 D= X D] —XCJdD)

/ PARA r=3.5668 XC@)=a.5
r

F * - * - *

- * T - T r

L

- - -
0.5 ( T . .

L . .

N I e :

Fig. 2.12.- Graficc de X5 = f(j) de la ecuacidn

Xjpp =T X;(1-X;) para r=3.5668 y X5=0.5.
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de g es un nimero entero (g = 1,2,3,.....). Esto quiere decir que un
valor de Xj se repite para cada incremento de j de Zq, donde gq va a de

pender el valor del coeficiente r de Ja expresién.

Ademds, se puede notar que cada vez que aumenta el perfodo, los incre-
mentos de r son cada vez mds pequefios. De 1o cual se concluye que el

periodo de 1a oscilacién no es lineal respecto al pardmetro.

De 1a observacion de todos los graficos anteriores de Xj = f(j), se ve
que cada vez nos acercamos al caos y que ésta transicidn tiene su meca

nismo.

Si seguimos aumentando el valor de r para valores superiores a 3.57,
se observa un comportamiento un tanto aleatorio, como se puede ver en

la figura 2.13. En esta figura se puede notar 2 bandas (2 intervalos)

X YALORES DE X(Jd=Ff(Jd PARA XCde | dmreX CUdnC1-X0JD)
/ PARA r=3.8 XC@O=B.4 ’
! r Bandas
h, + TT T e T, .t T T, T T T e T T - T . er .t T
* r -* r - T 4 r @
hd
o v T ¢ - M * T To. * T
r + v ) ’ ’ * N i T
-
0.5 - M .
-
- L% . " . . . -t . . @
- r 4 T - v - T MR - -
2% 7 w !
§. McBride Aug 84

1

Fig. 2.13.- Gréfico Xj = f(j) de l1a ecuacidn

Xj+1= rX;(1- Xj) para r=3.6 y Xg=0.4.
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en los cuales se encuentran los valores de Xj, pero en cada uno de los
intervalos, estos valores de Xj se encuentran repartidos en forma alea

toria.

Entonces podemos decir que para r=3.6, 1os valores de Xj se encuen-
trah en 2 intervalos definidos; pero no podemos definir en qué parte
exacta del intervalo caerd el proximo valor de Xj. Esto quiere decir
que sdlo podemos definir los jnterva]os donde existen valores de Xj y
donde no existen. En Ta figura 2.13, se han sefialado Tos intervalos

en los cuales se tiene valores de Xj como 1 y 2

Para r = 3.7, se tiene un solo intervalo en el cual se tiene Tos valo
res de X5. Estos valores se encuentran repartidos en forma aleatoria

dentro de este intervalo.

Existen dos intervalos, denominados 1 y 2 en la figura 2.14,enlos
cuales no tenemos valores de X;.- El intervalo 1 estd comprendido en
tre 0.92 < X5 < 1 y el intervalo 2 entre 0 < Xj < 2.5, siendo estos

intervalos aproximados.

Para r = 4, se tiene el caos, debido a que Tos valores de Xj estan com
prendidos en el intervalo 0 < Xj < 1, es decir un valor de Xj pﬁede en
contrarse en cualquier Tugar de este intervalo. Para este caso los va
Tores de Xj se encuentran repartidos en forma aleatoria en el interva

10 (0.1}. En la figura 2.15, se encuentra el comportamiento de la fun

cion para r = 4,

Vamos a realizar un andlisis para r = 4.
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VALORES DE X{J)>=F(J> PARA CXCJe 1 deruX GO ==X
J PARA r=3.7 XCad~Q. 4
I
+ * r * r r b4 * *
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Fig. 2.14.- Grafico Xj = f(j) para r=3.7 y Xg=0.4.
1 y 2 intervalos donde no existen

valores de Xj.

¥ YALORES DE X(JX=T(J> PARA XCU* 1 d=r X CIIRC I =XCJD)
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| r > T .
* * M A + -
Lr A * *
* t M b
’r"
-
ad . - . N .
- -
- *
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- T A
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| * - - r
v T t . T .
- . - r
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0 —y aaa + " hd 1 T b
0 5 no
6. HoDBr tda Aug 84

Fig. 2.15.- Caos, grafico Xj = f(J)

para r =4 y X5 = 0.7,
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Se puede resolver la ecuacidn
Xipq = 7 X5 (1-X5) (2.43)
realizando un cambio de variables de la forma

X5 = (1- cos 2 wej) /2 (2.44)

La ecuacién (2.43) puede ser convertida a

1 1-C0$2ﬂ6j 1-C052ﬂ5j
—2~(1-cos 2nej+1)-4( ; )(1- . )

l1-cos 2m8.; cos 2m6.
s )

2 2 2

=4

(l—COSZWGj)(1+C052ﬂBj)

- 1. 2
(1-cos 21rej+1), 1-cos 27rej (2.45)

N |

Se tiene la siguiente relacidn trigonométrica

cos 41rej = 2 cos? 27rej- 1 (2.46)

reemplazando en la ecuacidn (2.45) se tiene

1 cos 4 we.+1
~(1l-cos2m6.,,)=1-( ——— 3~
7 J+l o
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1 1
= = - = 4 .
> % €os 1T9J
_1 = _],'.. -~ ‘
5 (1- cos 2 nej+1) 5 (1~ cos 41rej) (2.47)

De Ta ecuacidn (2.47) se puede obtener la solucién

cos 21rej+1 = CoS 41rej (2.48)
de donde 21T9j+1 = 41rej (2.49)
B41 7 2 & (2.50)

Entonces 1legamos a obtener una ecuacion de diferencias (2.50) cuya so

lucion es la siguiente

(2.51)

La solucion puede ser mas interesante escribiendo el valor inicial de

X, en un nimero en base 2 (nGmero binario) de la forma
8o = -1011100101110.... - (2.52)
Desde ahora Tas iteraciones de la ecuacion son generadas simplemente

moviendo el punto decimal secuencialmente hacia la derecha. Como se

indica a continuacidn:
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e, = .011100101110.... (2.53)

6, = .11100101110...." (2.54)
6, = .1100101110.... | (2.55)
6, = .100101110.... (2.56)
6, = .00101110.... o (2.57)

Observando estos resultados, se puede decir, que si iniciamos con un
valor inicial 8g, el término 65 de la iteracidn j, depende de los digi

tos j y mayores que j de 6g.

Seg(in el cambio de variable de la ecuacidn (2.44), T1a solucién de 1los
Xj esta relacionada con el cos 2'nej, al cual se puede sumar una parte

entera a ej y se obtiene el mismo valor de Xj.

Entonces se tiene que cualquier incertidumbre en el valor inicial 6g,
crecerd exponencialmente con el incremento del ndmero de iteraciones j.
Si se tiene un error inicial A8p en la especificacidn del valor inicial

Bg. este después de j iteraciones serd
2ol
D5 = 27 86 (2.58)

- - - - - » 1 - -
Si iniciamos dos secuencias con valores iniciales Xg ¥ Xg que difieren

en un ndmero pequeno AX,.

Es decir:

Xo - Xo = Mg (2.59)



i
Se generan 2 secuencias de poblacidn Xj y Xj basados en Xo y Xé respec
tivamente, después de j iteraciones la diferencia crece al valor ZJe s

creando dos secuencias completamente diferentes y aleatorias.

Entonces la secuencia calculada de 1o0s Xj en la figura (2.15), es de
“alguna manera incorrecta. Si se calcula con una computadora con un ni
mero finito de cifras decimales, después de unas cuantas jteraciones,

el error inicial 1legard a ser de orden 1.

Por 1o tanto todos los puntos después de unas pocas iteraciones son e-

rroneos y representan algin efecto aleatorio dentro del computador.

Para observar los periodos T, 2T, 4T, 8T,..... , vamos a analizar algu

nos graficos de la funcidn

Para la obtencidn de estos grdficos se ha realizado primero cientos de
iteraciones hasta tener un régimen estable y se ha graficado los d1ti

mos valorzs obtenidos.

Los puntos que se obtengan en estos graficos de XJ.+1 = f(Xj) estaran-
dentro de una pardbola como en la figura 2.16, en Ta cual el punto maxi

mo es r/4 y este punto maximo es para un valor de Xj = 0.5,

En Ta figura 2.16, se muestra el grdfico de XJ.+1 = f(Xj) para r = 2,en
el cual se tiene un solo punto por lo tanto tenemos gue Xj tiende a un
valor constante y podemos decir que se trata de una oscilacidn de perio

do T.
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Fig. 2.16.- Grafico de Xj+1= f(Xj) en régimen permanente

para r=2, se tiene una oscilacion de perfodo T.

Para un valor de r=3.3, se tiene una oscilacién de periodo 2T. En la
figura 2.17 se encuentra el grafico de Xj+1==f(xj) para r = 3.3 en el
cual se observa dos puntos que corresponden a Tos 2 valores en régimen
permanente (j » «). Estos valores se han denominado 1 y 2 en el

ardafico.

Una oscilacion de periodo 4T se tiene para un valor de r = 3.46 como
se puede observar en la figura 2.18, en la cual se tienen 4 valores
dentro de la pardbola de la funcisn Xj+1 = f(Xj). Esto confirma que
en régimen permanente {j + «) tiende a 4 valores que dependen del va-

Tor de r.

Una oscilacion de periodo 8 T se ilustra en la figura 2.19. En este

grafico para j - ©, Xj tiende a 8 valores estables dentro de la pardbo
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Fig. 2.17.- Grdfico Xj+1=f(Xj) en régimen permanente

para r=3.3 y oscilacion de periodo 2T.

[ i+li =F
F=3, 48 Qr=a.4
L+l
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Fig. 2.18.- Grafico de Xj+1=f(Xj) en régimen permanente

para r=3.46 es una oscilacién de periodo 4T.
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" la. Este grdfico se 1o ha realizado para r = 3.55.

P =F s g
. TS 1R =a.4

T

wlj+1)

0.5T *

t

Fig. 2.19.- Gréfico-Xj+1='f(Xj) en régimen permanente

para r=3.55 es una oscilacion de periodo 8T. -

Si se grafica la funcidn Xj+1 = f(Xj) para r = 4, se observa que toda
la pardbola se 1lena con puntos y esto indica que un valor de Xj puede
encontrarse en cualquier punto de esta parabola en forma aleatoria.

Este grafico se encuentra en la figura 2.20.

Si graficamos Xj+1= f(Xj) para r = 3.6, se observa en la figura 2.21,
que se forman dentro de la pardbola 2 bandas en las cuales caen los va
lores de Xj. En el grdfico se indica estas bandas con 1 y 2 . Es
te es un estado mds en la ruta hacia el caos que se tiene con r = 4,
En este estado r = 3.6, se puede todavia afirmar con certeza que valo
res de Xj no tomard la funcidn en régimen permanente y estos valores

serdn 1os que se encuentran fuera de las bandas 1 y 2.



S I A S ol I N I

=4 =L@l =a,4
¥l g+1]
! .
!r ",
r’l. . .
! 1
K .
+ |'-‘
il
.JE.I I
g5+
L I: !;
. 1X
;‘ .II
A |
Py — — % .
Y 0.5 1

Fig. 2.20.- Grdfico de Xj+1=f(Xj) en régimen permanente

para r=4, se observa el caos.
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Fig. 2.21.- Grafico Xj+1=f(XJ-) en régimen permanente
para r=3.6. Se observa 2 bandas denominadas

1l y 2
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De estos grdficos se puede decir que dependiendo del valor de r, toma
diferentes configuraciones, sean estas periddicas en puntos discretos

o en bandas.

Los valores van a estar dentro de una pardbola cuyo valor mdximo va a

depender del valor de r.

2.3. ANALISIS DEL MODELO EN FUNCION DEL PARAMETRC r. GRAFICOS DE

Del estudio anterior se ha observado que existe un mecanismo en Tla

transicién de un régimen laminar a un réagimen turbulento a medida que

aumenta r. Este mecanismo estd basado en un aumento en el periodo de
las oscilaciones como 29 en donde g es un entero que toma valores q =
0,1,2,3,.... . Esta periodicidad depende del valor de r. También se
ha observado de los grdficos de XJ.+1 = f(Xj) que dependiendo del valor
de r existen puntos discretos o bandas de periodo 2% en donde se tiene
los valores Xj para un valor de j lo suficientemente grande para tener

un régimen permanente.

Para analizar mds estrictamente esta transicion vamos a trabajar con
el modelo en funcidn del pardmetro r y explicar detalladamente el meca

nismo.

En la figura 2.22 se ha graficado la funcién Xj = f(r), la cual se ha
obtenido calculando, para cada valor de r, un nimero de puntos grande

y graficando unicamente los Gltimos puntos. Esto para asegurar que se
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tiene el grdafico en un régimen permanente.

g =0 oo =4 ' o=

wOLR

o

1N]

=31
1}
LT}
=

.'l
N
2 el
L NP 0 w3

o
n

n-r‘-?
S 5

HAHE

e

¢ s ‘#':
.l"H %h&fl
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Fig. 2.22.- Grafico de Xj = f(r) para la ecuacidn
Xj+1 =r Xj(l- Xj) para r en el intervalo

0<r<4, Xy=0.4. En régimen permanente,

En 1a figura 2.22, se observa como para diferentes valores de r, el va
lor de Xj toma diferentes periodicidades; como por ejemplo para 1 <

r < 3, el valor de X3 tiende a un valor constante cuando j tiende a
infinito. Se observa que existe una transicidon de niveles discretos a

bandas en donde se encuentran los valores de Xj.

Para observar mds en detalle la transicion, vamos a analizar Tla divi
sion periddica primeramente en niveles discretos, dependiendo del va-
lor de r y en donde tendremos oscilaciones de periodo T, 2T, 4T, 8T,

167, ....

En la figura 2.23, tenemos el agrafico Xj = f{r), en donde se ha grafi
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cado los valores de Xj estables. En este grdafico la escala r no es 11

neal para observar la divisidn periddica de mejor forma.

X-
/

»
’ b
0.8t
0.6
0.41
0.2
.
0 + ¥ t + + + = r
[ 1 3 24 3,54 256 2563
Fig. 2.23.- Grafico de X; = f(r), para oscilaciones de

J
periodo T, 2T, 4T, 8T, 16T, en régimen

permanente,

En 1a figura 2.23, cuando r toma valores inferiores a 1, el valor de
Xj para j - = tiende a cero. Para 1 < r < 3, el valor de Xj tiene un

valor constante gue depende del r.

Para un valor de r mayor que 3 e inferior a 3.4, el valor de Xj toma

dos valores en forma alternada.

Para 3.4 < r < 3.54, el valor de X; se encuentra oscilando entre 4 va

J
Tores estables o niveles. En este intervalo de r nos encontramos en

el caso de la oscilacion de perfodo 4T. Para analizar la secuencia de
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1lenado de los niveles, hemos denominado a estos 1, 2, 3, 4, desde aba
jo hacia arriba. Luego se ha calculado valores de Xj para j suficien-

temente grande para tener valores en un régimen permanente.

Estos valores se encuentran en la Tabla 2.1.

#0134 =@ =
211351 =9 =
w1155 =@ J S
# (1871 = =
= {1E3) =, 35 =3
¥ {1832) =@ b=
¥ iled) =a Az
® (12911 = 49
A {182) =@ =g
»ilaZ) =@,3253
0194 =9,5003
X 11leg! =0.53749
< {18681 = ,3523
¥ {12971 =@ Z2z49
w 1193) =@, 5903
#113232) =2.,.3745

Tabla 2.1.- Valores de Xj obtenidos de 1a ecuacién
Xj+1 =r Xj(l-Xj) para las condiciones

iniciales Xo = 0.4y r=23.5.

De 1a Tabla 2.1, se ve que la secuencia de 1lenado de los niveles es

del1a3az2ald.

Ahora si tomamos un r comprendido entre 3.54 y 3.56, se tiene una osci
‘1ac16n de periodo 8T, en l1a cual el valor de Xj tiende a 8 valores po
sibles. Hemos tenido nuevamente un desdoblamiento en el periodo. En
este caso también vamos a analizar la secuencia de 1lenado de Tos nive
les discretos. Para esto denominamos de arriba hacia abajo como: 1, 2,

3, 4, 5, 6, 7, 8.
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Calculamos los valores que toma Xj para j suficientemente grande y se

encuentran en la tabla 2.2.

3 -]

— e — -

o e e s B o B e e S S B B

A0 L0 L L T T N O 0 R

B0 = LT P 0 i 10 470 - T L T = 0D

LTI T T O L T T T L 1 VI T O 1 S T I

11 150 50 £ 16D O 1 1 (S 1 I 1 O 9 T O O i

My Oy N~ N

Tabla 2.2.- Valores que toma Xj segln la ecuacién
Xj+1=r' xj(1;xj) para X,=0.4 y r=3.55.
De 1a tabla 2.2, se observa que la secuencia de 1lenado es la siguien-

te: 1, 5, 4, 7, 2, 6, 3, 8.

Si calculamos el valor de Xj en régimen permanente (j -+ <), con r en
el intervalo 3.56 < r < 3.569, tenemos una .oscilacidn de periodo 167,

o sea que el valor de Xj oscila entre 16 valores.

De este proceso se puede decir que existe un desdoblamiento que depen

de del valor de r.

Llamemos rq, al valor r, en el cual ocurre el desdoblamiento de q valo

res a 2q valores.
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Entonces Tlamaremos al valor de r al cual los dos valores 11egén a ser

inestables como r,.

Para r Tigeramente mayor a r,, la respuesta estable es cuatro valores.

E1 periodo de la respuesta se ha desdoblado una vez mis.

Esta respuesta o comportamiento es estable hasta ry. Sobre r, apare-
cen 8 valores que permanecen estables entre r, y rg. Para r mayores a

rs se tienen 16 valores.

Este proceso de desdoblamiento continda hasta infinito y se tiene 2,
4, 8, 16,...., 2" valores. EI punto donde se tiene infinitos valores

lTo vamos a 1lamar r critico [r.].

Ahora vamos a estudiar el comportamiento cuando r varia entre re ¥ 4,
Para esto se ha graficado Xj = f(r) enel intervalo de 3 < r < 4, een

la figura 2.24.

Iniciamos el estudio para r = 4, en donde para cualquier condicidn ini
cial Xg, 1os valores de Xj se encuentran repartidos, en el intervalo

0 < Xj < 1, en una forma aleatoria; formando una sola banda. Los valo
res de Xj se mueven en forma errdtica a 1o largo de la banda y tendre-

1
mos un caos. Llamaremos a este punto r = 4 como r,.

Bajo el valor de r 1lamado r;, el comportamiento del sistema varia y

se observa que la banda (nica que se tenia, se divide en dos bandas.

Para un r entre r, y r; los valores de Xj oscilan entre estas dos ban
2

das en forma alternada. En este caso es posible predecir en que banda
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se tendrd un valor determinado de Xj, aunque este valor se encuentre
en forma aleatoria en el interior de esta banda. Por 1o tanto se pue

de dar 1o0s 1imites de variacidn de un valor Xj.

3i=ri=4 n=z00
(@) =@.4

0.5T

Fig. 2.24.- Grdfico de Xj= f(r) para el intervalo 3 < r < 4,
La poblacién oscila entre 2,4,8,...,2n valores
dependiendo del valor de r, en régimen permanen

te.

- . ! . . ‘
Para valores de r inferiores a r,, el comportamiento del sistema cam
bia una vez mds y se tiene un nuevo desdoblamiento. En este caso se

tienen 4 bandas.

A medida que r decrece bajo r,, se tienen 8 bandas; si decrece de rs »
se tendrdn 16 bandas y esto continfla hasta tener 2" bandas, en donde

Ta poblacidn Xj regresa a una misma banda después de 2n pasos de j; pe
ro el punto al cual regresa en el interior de la banda es tan cadtico

como en r = 4,
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Puede parecer que este comportamiento cadtico es el mismo que r = 4.
La diferencia es que en el caso de 2" bandas, el movimiento errdtico
de los valores de Xj estd confinado a un grupo de regiones, en cada
banda. Ademds un valor de Xj retoma a una misma banda después de 2"

pasos asi se cambie el valor de r.

En la figura 2.25, se tiene una ampliacidon de la transicién entre nive

les discretos y bandas.

LT

n=2ge

iR
H IH-
=™
P

3.5 3,55 3.5

Fig. 2.25.- Detalle de la transicién de niveles discretos

a bandas 3.5 < r < 3.6, en régimen permanente.

De esta manera, cuando r se aproxima a r. por valores inferiores se
tiene un desdoblamiento de niveles discretos hasta tener infinitos ni

veles para el valor de r¢.

Cuando r se aproxima a r, por valores superiores, cada vez se obtienen

- o0 . .
mas bandas como 2", hasta tener 2 bandas cuando se tiene r.. Esto sig
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nifica que para r., existe una transicién entre infinitos niveles dis

c’

cretos e infinitas bandas.

Este proceso de desdoblamiento sucesivo de bandas permite al sistema

o -. . .
interpolar entre el caos a r =4 y 2 ciclos o niveles discretos a r¢.

Para demostrar una vez mds la independencia de la condicidn inicial
del siétema para j tendiendo a infinito, se ha graficado Xj = f(r) pa
ra otra condicién inicial Xy, diferente a la del grafico de 1la figura

2.24,

En la figura 2.26 se tiene el grafico de Xj= f(r) para la condicién i-

nicial X0 = 0.9.

Fig. 2.26.- Grafico de Xj= f(r) para la ecuacién

X:pq =T Xj(l— Xj) con X,=0.9. Se demuestra la

J+l
independencia de la condicién inicial X5, en

réaimen permanente.
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Comparando las figuras 2.24 y 2,26, se observa que no existe diferen-

cia, debido a que es independiente de la condicidén inicial X,. Enton
ces existe inicialmente una zona de transicidn hasta 1legar a un esta
do permanente independiente de la condicidn inicial. La zona de tran
sicion depende de 1a condicidn inicial y es en el tiempo necesario pa

ra alcanzar el estado permanente.

Hay que aclarar que la independencia de Tla condicién inicial para r >
ro se refiere a los intervalos en 10s cuales se tiene valores de Xj'

A estos intervalos 1os hemos 1lamado bandas. E1 movimiento de Tos va
Tores de X. en el interior de las bandas no es independiente de la con

J
dicidon inicial.

Para la zona donde existe 4 bandas, vamos a analizar la secuencia de
1lenado de estas bandas. Se ha calculado los valores de Xj para el va

Tor de r = 3.58 y se han tabulado en la Tabla 2.3.

£
EX
Y
A

e

[N
P

LI T Y O VR VI Y O T [T

o

[NPRPN
LR

e e e e e e e e ) Ly Dy
o 50 1 T 5 150 150 15 V58 153 159 150 5 ) 6535 150 50t 15

L0 T G e e G

o
LRI R N IR UVRE

b

Tabla 2.3.- Valores de Xj para r=3.58, calculados por medio

de la ecuacion Xj+1 =r Xj(l-Xj).
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Hay cuatro bandas, gque vamos a numerar de abajo hacia arriba como 1,2,
3,4, (figura 2.26). Segiin los valores de la tabla 2.3, la seéuencia
de 1lenado de Tos niveles es 1 a 3 a 2 a 4, que es Ta misma secuencia
de 1Tenado de los niveles discretos en el caéd de una osci]aciénrperig

dica de 4T.

Los graficos 2.24-y 2.26, han sido realizados con valores de Xj, calcu
lados de 1a ecuacion Xj+1 =r Xj(l -Xj), utilizando toda la precisidn

del computador.

ET computador representa internamente un valor numérico con un nimero
finito de bits y también realiza las operaciones aritméticas con fini
tos bits y en el caso de utilizar toda la precisidn del computador se
ha utilizado el nimero mdximo de bits posibles tanto para representar

un nimero, como para realizar operaciones aritméticas. Como los valo
res de Xj son inferiores a uno, se ha realizado las operaciones con 9

cifras decimales en el caso de usar la maxima precision.

Esto significa que todas las cifras decimales mas alld de las 9, des-
pués de una operacidn aritmética se pierden, debido a gue no se puede

representar internamente en el computador por tener memoria finita.

Para cbservar el efecto de 1a precisién del computador, se han realiza
do varios experimentos, variando la precision por medio de la disminu

cidon de las cifras decimales,

Esto se ha simulado en los programas, quitando las cifras decimales

mds alla de las establecidas para una precision dada. Esto se ha _rea
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lizado después de cada cdlculo de un Xj.

Los experimentos se realizaron para 7,5,3,2 y 1, cifras decimales. Es
decir consideramos que un nimero puede ser representado mdximo por las
cifras decimales antes indicadas, después de realizar una iteracion de

un Xj.

Para el caso de 7 y 5 cifras decimales, no se observd diferencia con
los resultados obtenidos en las figuras 2.24 y 2.26, por 1o cual no 1o

presentamos en este trabajo.

En Tas figuras 2.27, 2.28 y 2.29, se muestran los graficos de Xj = f{r)
para las precisiones de 3, 2 y 1 cifras respectivamente. La precisidn
de 3 cifras significa que después del cdlculo de un Xj, eliminamos Jas

cifras decimales mds alld de las milésimas.

1 - n=208

Fig. 2.27.- Grafico de X;= f(r), considerando que después

del cdlculo de un Xj, se elimina las cifras _

decimales mas alld de las milésimas.
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7= =z2@a

3 s Ty

Fig. 2.28.- Grafico de X = f(r), considerando que despuds

del calculo de un Xj, se elimina Tas cifras

decimales mas alla de las centésimas.

X.
A F=2@d
1+
kR - _-—-_ _—.___,_____-
i [
~ —
0.57 )
i -
4
L
0 ——— ior
3 25 ¢

Fig. 2.29.- Grafico de Xj=f(r), considerando que después
del cé1cu1o de un Xj, se elimina las cifras

decimales mds alla de las décimas.
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Primeramente se observa en la figura 2.28, que Tos puntos de desdobla-
miento de Tos niveles varian y se nota especialmente en la figura 2.29

que el caos desaparece.

Esto quiere decir que si perdemos precisidn durante el cdlculo de los
Xj, eliminamos el caos y tendremos un sistema determinista.

Esto se debe a que en un instante j tenemos un error, y al eliminar ci
fras decimales, estamos redondeando el error y por lo tanto tendremos
un régimen determinista. Como el error es pequefic, se encuentra en
las Gltimas cifras decimales y al ser redondeadas estas cifras decima

les, el error se atenua.

Para cbservar mds claramente el cambio de los puntos de desdoblamiento
vamos a observar un detalle del grafico de Xj==f(r) para el intervalo

3.4 < r < 3.6.

En 1a figura 2.30, se muestra el grdfico Xj= f(r) con toda la precisién

del computador.

Comparando el grafico de la figura 2.30 con el grdafico de 1la figura
2.31, en el cual se tiene una precision de 3 cifras decimales, se ob-
serva claramente un desplazamiento de los puntos de desdoblamiento, pe

ro se observa una patron de comportamiento todavia igual.

En el caso de 1 cifra decimal, el patrén de comportamiento ya es com-
pletamente diferente, teniéndose 2 niveles discretos a To largo de - to

do el intervalo 3.4 < r < 3.6. En este caso la respuesta del sistema
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n=z299

]
h

- e —-

0.5+ __———’**“'-—_ﬂ—fﬁi:.’a
- —— ".‘;ﬁ" ) ‘f-j;#
L — _ eed
T
0 e —— L
2.4 2.5 25

Fig. 2.30.- Gréfico Xj = f(r) para 3.4 < r < 3.6.

Utilizando toda 1a precisidén del computadoer.

Fig. 2.31.- Grdfico de Xj==f(r) para 3.4 < r < 3.6,

Utilizando 3 cifras decimales.
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es completamente determinista. Esto se muestra en la figura 2.32.

s=0 =0, N==220

34 35 Y

Fig. 2.32.- Grdfico Xj==f(r) para 3.4 < r < 3.6.

Cdlculos con 1 cifra decimal.

Para observar el determinismo al variar la precisién, en la figura
2.33, se ha graficado Xj = f(j) para r = 3.6, en el cual se tiene movi
miento cadtico de 2 bandas, en el cual no se puede predecir en que pun

to de cada banda caerd el proximo valor de Xj‘

Ahora para r = 3.6 y variando la precisidon a 3 cifras, en la figura
2.34, se observa como se 1lega a una oscilacidn de periodo 4T en un ré
gimen permanente. Esto quiere decir que hemos variado los puntos de

desdoblamiento al introducir un error en cada iteracion.



- B5 -

=) # 1@ =@.4
<

- + 4+ * 4+ 4+ 4+ + + +
st T T e, 4ty *. 4,. et
+ LA S - LA T RS + 4+
T
L + + - +
s -+ + -
0 51 AT, + s
+ " " + -+ +
L+ ‘) ‘
ta +* +
E *, Tt L+ 4+ 4
I R + + 4 + t
+
0 e : L IR T R S SO S S T S S S T P
H T L T L L) K 1 K 1 1 1 L i t 11 -
0 X

Fig. 2.33.- Grafico de Xj = f(j) para r = 3.6.

Toda 1a precisidon del computador.
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Fig. 2.34.- Grafico de X; = f(3) para r = 3.6.

Precision de 3 cifras decimales.
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2.4. ERRORES. PROPAGACION DE ERRORES.

En la parte 2.2, de este capitulo se realizé un andlisis para el caso
de r = 4, en el cual se demostraba que el caos total se debfa a que

los errores crecen en forma exponencial.

Partiendo de esto, se considera necesario realizar un estudio de como
se comporta el error para diferentes valores de r y asi demostrar por

que el sistema se comporta en forma laminar y turbulenta.

Vamos a realizar varios experimentos en los cuales vamos a introducir
un error inicial en la condicién inicial X, y observar como se propaga

el error con el aumento de j.

Primeramente vamos a tomar un valor de r en el intervalo en el cual pa
ra régimen permanente el valor de Xj tiende a cero. Tomamos un valor
de r = 0.5 y graficamos Ta secuencia de Tos Xj para 3 condiciones ini
cijales Xo : 0.9, 0.6 y 0.2. Esto se muestra en la figura 2.35. De es
te grafico se observa que si existe un error inicjal, éste se atenua

con el aumento de j, tendiendo, para les 3 valores de X,, a cero.

Ahora tomamos un valor de r en el intervalo en el cual el valor de Xj,
cuando j tiende a infinito, tiende a un valor estable diferente de ce-

" : 1
ro e igual al -

En 1a figura 2.36 tenemos dibujado los valores de Xj para r =2 ¥y pa
ra 3 condiciones iniciales X,: 0.9, 0.6 y 0.2. Parar = 2 el valor de

Xj en régimen permanente es igual a 0.5. En el grafico se observa co
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[/ 4 3
6. McBride Mg 84
Fig. 2.35.- Grafico de Xj = f(j) para 3 condiciones
iniciales XO: 0.9, 0.6 y 0.2.
Se observa como se propaga el error.
X - YALORES DE X{J)=f{J> PARA XCJr 1) =ruXCddnl i —XCJDD
, ! PARA re2
- n
- h
a.5 | . T r I = = * x
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0 ) i 8 /
5. HoBelde Mg &4

Fig. 2.36.- Grdfico de Xj f(j) para r = 2 y 3 condiciones
iniciales XO: 0.9, 0.6 vy 0.2. Para las condi-
ciones iniciales, se tiende a un valor de Xj =

0.5 en régimen permanente.
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mo para las 3 condiciones iniciales después de un j suficientemente
grande se 1lega al mismo valor de Xj final de 0.5. Una vez mds se ob

serva una atenuacién de errores con el aumento de j.

En los dos casos anteriores se ha considerado errores grandes y se ob
serva que estos pueden ser atenuados. Existe un error adicional que
se introduce en cada iteracion y es el debido al cdlculo aritmético

que se realiza en el computador. Entonces este error adicional tam-

bién es atenuado con el aumento de j.

Tomamos ahofa un valor de r en el intervalo en el cual se tienen 2 ci
clos o una oscilacion periddica de 2T. Esto se muestra en la figura
2.37 en donde se tiene la secuencia de los Xj para dos condiciones i
niciales Xg: 0.6 y 0.55. Al igual que en Tos dos casos anteriores,

después de un nimero de iteraciones, se llega a la misma periodicidad

de 2T, o sea existe la atenuacidn de errores.

X VALORES DE X(.JD=F(JY FPARA X{d e D nCIIWC I =XCUD)
7 PARA r=3.2
I
- % » » » a 2 x »
-
-
Ed *
a5t = » % = a a = %
0 = . ol
[ 8 16
§. MoBr1da Aug 84

Fig. 2.37.- Grafico Xj==f(j) para r=3.2 y condiciones

iniciales X4: 0.6 y 0.55.
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Para r = 3.2 se ha tomado un error inicial mds pequefio que en Tos ca
sos anteriores ya que se observd en experimentos realijzados que con e
rrores mayores, se 1legaba a Ta misma atenuacidon de errores, pero exis
tia un cambjo de fase de la oscilacidon periddica en régimen permanen-
te. Por 1o cual se utiliza un error inicial mds pequefio para evitar
el cambio de fase y asi poder observar graficamente 1a atenuacidon de

errores mas objetivamente.

Vamosla indicar un experimento mds de atenuacidn de errores para una
oscilacion de 16 ciclos, en el cual por las razones antes indicadas,

tomaremos un errorrinicia1 muy pequefio. Para este caso se ha grafica
do para r = 3.5668 y condiciones iniciales X5: 0.5 y 0.51. Esto‘ se

encuentra graficado en la figura 2.38.

XI‘ YALORES DE X(Jd=fCJ4d> PARA X1 d=r aXCUINCT=X0JDY
PARA r=3.5688

.5 r

8. MaobBrlda Aug €4

Fig. 2.38.- Grafico de Xj= f(j) para r=3.5668 y condiciones
iniciales X,: 0.5 y 0.51. En circulos se des-

taca el error que es muy pequefio.
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En la figura 2.38, se ha tomado un error pequefioc para evitar el cambio
de fase, por lo cual el error es muy pequefio y no se destaca en el grd
fico; para esto se ha sefialado con c¢irculos los puntos en los cuales
se aprecia el error mds claramente. Para valores de j grandes, el e-

rror se atenua y Tos puntos y cruces se confunden en un solo punto.

Para observar de mejor forma la atenuacion de Tos errores hemos grafi-

cado el error en funcidn de j para varios valores de r.

Para el valor de r = 2 se ha graficado el error en funcién de j para
un error inicial del 25% y X0 = 0.4. Esto se tiene en la figura 2.39,
en donde se observa claramente como el error se atenua en 10s primeros

2 valores de j hasta 1legar a ser cero.

Gl

o T W
Al

JELIR]

Fig. 2.39.- Grafico del error en funcidon de j para un

r=2 y error inicial del 25%, Xog = 0.4.
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Ahora vamos a observar el error para la oscilacién periddica de 16T en
funcidn del pardmetro j. Se tiene un error inicial del 2% para Xgp=
0.5 y en la figura 2.40 se observa que este se atenua hasta llegar a

cero en mas o menos 100 iteraciones de j.

Esto da la idea de que 1o0s errores se atenuan en mayor nimero de ite-
raciones cuando aumenta el valor de r y nos vamos acercando a una si

tuacidn cadética.

Comparando los graficos del error de las fiaguras 2.40 y 2.39, se ob-
serva que para la oscilacién de 16 ciclos, la atenuacidén se realiza en
forma irregqular formando aparentemente varias curvas de atenuacicdn del

error.

Fig. 2.40.- Grafico del error en funcion de j,
para r = 3.5668 y un error inicial

del 2% para X, = 0.5.
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Anteriormente se introdujo la idea de gue el valor de j para atenuar

un error dependia del valor de r.

Para demostrar esta afirmacién se ha realizado un grafico del j para
reducir el error inicial de 1% en un factor de 100, es decir reducir

el error a 0.01%, en funcidn del parametro r.

Para la realizacion del grdfico se ha tomado un X5 = 0.5 y el error i
nicial de 1%. Para cada valor de r se calcula el error para cada j y
se compara hasta que este sea inferior o igual al error del 0.01% y
de esta manera se encuentra el valor de j que reduce el error en el

factor de 100.

En 1a figura 2.41, se tiene este grdfico, en el cual se observa clara
mente como el valor de j gue reduce el error en el factor de 100, - au

mentia en funcion del parametro j. E1 valor de j tiende a infinito jus
tamente cuando r tiende al valor critico de r 1lamado r. que es igual

a rc = 3.5699.

Entonces se puede afirmar que para valores inferiores a r. el error i

c
nicial se atenua, en incluso el error de cdlculo es atenuado. También
puede comentar que el tiempo en el cual el error se atenlia depende del
valor de r, siendo el tiempo de atenuacion infinito cuando el valor
de r tiende a re- En este caso estamos considerando a la variable j
como la variable tiempo, ya que en el modelo de poblacidn, significa

la poblacidn para cada afio.

En esta parte se ha hablado de que el error de cdlculo en cada itera-
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} Para  reauvcisr crror de  I'4 en un factor d= 100

gl

e

Fig. 2.41.- Grafico del j vara reducir el error
de 1 % en un factor de 100 en funcidn

del parametro r. X,: 0.5, 0.505.
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cion de j es atenuado como se ha demostrado.

En la parte 2.3, de este capitulo se trabajé con diferentes precisio-
nes de computacidn, eliminandc las cifras decimales y se observd que
se cambiaban los puntos de desdoblamiento. Esto se exp]ica porque el
error que se introduce es demasiado gqrande como para ser atenuado por

el sistema dindmico descrito por la ecuacidn X r X.(1 -Xj). Por

i+

esta razdn se cambia su comportamiento. EI1 error es demasiado grande
porque se introduce después de cada iteracion de j. Ademds se obser
v6 que el comportamiento cambiaba cuando se eliminaban las cifras de

cimales mas alla se Tas milésimas.
Ahora vamos a analizar que sucede para valores mayores a r..

Primeramente graficamos la funcién Xj = f(j) para r = 3.58 e introdu-
ciendo un error inicial del 0.1% para la condicidn inicial X, = 0.5.
Entonces tenemos en Ta figura 2.42, los gradficos de Xj = f(j) para

Xo = 0.5y 0.5005 que corresponde al error del 0.1%.

Inicialmente se confunden los puntos y cruces por ser el error demasia
do pequefio; pero después de unas cuantas jteraciones de j, el error

comienza a crecer de una manera rapida como se observa en la figura.

Para observar mas claramente el crecimiento del error, se ha arafica-
do el error en funcion del pardmetro j para r = 3.58 en la figura 2.43.
En este grafico se ve como el error para valores pequefios de j es ce

ro y sigue creciendo a medida que aumenta j.
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Fig. 2.42.- Grafico de Xj==f(j) para r = 3,58 y

condiciones iniciales X,: 0.5 y 0.5005.

Se observa un crecimiento del error.
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Fig. 2.43.- Grafico del error en funcion de j.
Para r = 3.58 y error inicial de

0.1%. Xq: 0.5, 0.5005.



~ 66 -~

Ahora observamos el error para el valor de r = 3.7 y condiciones ini-
ciales Xg: 0.5 y 0.5005, que equivale a un error inicial del 0.1%.
En este caso el error crece mds rapidamente con valores inferiores de

J que en relacion al caso anterior. Esto se observa en la figura 2.44.

sz isla :I R.,12% _.-'.ji'.,.'
E2CELY =dodiw
error
Li25T
T
- * . o +
1 *
<+ 3
L L
“+ + + + +
r + + ~ +
- +
-+ . * + .
+ +
et + *
0 T LR St R ) +——+ —— +—— 7
U + + + M
+ 4+t * +
.’
+ + 4
+
- + 4 A4 + R
4
= + +
-+ + 57 F +
A

Fig. 2.44.- Grdfico del error en funcidn de j.
Para r = 3.7 y un error inicial del 0.1%.

Condiciones iniciales 0.5 y 0.5005.

De esto se puede decir que el error crece mas rapidamente mientras ma

yor es el valor de r.

Se quiere saber ahora el efecto que tiene la condicién inicial, mante

niendo el mismo porcentaje de error inicial del 0.1%.

Se ha realizado para esto experimentos para r = 3.7 con varias condi
ciones iniciales. Primeramente se tiene en la figura 2.45.a el grd

fico del error en funcién de j para las condiciones iniciales XO: 0.6
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y 0.6006, que corresponden a un error inicial del 0.1%.

fr==2.,7
¥1(@1=0.5
X2 =Q0.,.600C
escala J4:Q.1285d1w
ez Caly cdsdLw
error
LIS+
I
- *
I : +
- + -
1 5
-+ - £
T + 4 + + * +
L ‘+ + . “"q s + +
P + + + &4 - .
oiiv!r-,::‘.H;*;:;;;;;:‘;.;'..+;*,.':,;’IED j
+ + -+
_g 44' -+ +* & + - . -++ +
e -+
* FRa o
L + +
J + 4 _;0- -+
L . .
- + *
+

Fig. 2.45.a.- Grafico del error en funcidn de j.
r = 3.7, condiciones iniciales

0.6 y 0.6006, error de 0.1 %.

Ahora en la figura 2.45.b, se tiene el grdafico de? error en funcién de

J para las condiciones iniciales Xo: 0.7 y 0.7007.

Comparando los resultados de Tas figuras 2.44, 2.45.a y 2.45.b, se ob-
serva en cada caso que varfa el punto en el cual el error crece en for
ma rdpida. Para la condicion inicial de 0.5, el valor de j en el cual
el error crece rdapidamente es mds o menos 24, mientras que para la con
dicidn inicial 0.7 el va1of de j es 8. Esto es manteniendo el mismo

error- inicial del 0.1%.

De esto se observa que existe un comportamiento diferente de 10s erro-
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res dependiendo de la condicién inicial.

Fig. 2.45.b.- Grafico del error en funcidn de j.
Para r = 3.7, condiciones iniciales

0.7 y 0.7007, error de 0.1 %.

Entonces para valores de r mayores a r critico, 1os errores crecen ¥y
para ver claramente esto se tiene la figura 2.46, en la cual se ha gra
ficado el j necesario para aumentar el error de 0.0001% a 0.1% en fun
cidn de r para 1o cual se ha tomado las condiciones iniciales Xy: 0.5

y 0.5000005. Este grdfico se To ha realizado calculando para cada va-
lor de r el error y comparando hasta que el error crece en el porcenta

je indicado.

De la observacidn del grafico se ve que cuando r tiende a r critico

por rg', el valor de j, para aumentar el error de 0.0001% a 0.1%, tien
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da a infinito.

!
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Fig. 2.46.- Grafico de j nara aumentar el error de

0.0001% a 0.1% en funcion de r
Xo: 0.5 y 0.5000005.

para

v
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Esto quiere decir que para que el error aumente, se necesita tiempo in
finito o 1o que es 1o mismo infinitas iteraciones de j. A medida que
aumenta el valor de r, el valor de j necesario para aumentar el error

decrece en forma no muy regular como se indica.

E1 decrecimiento del j necesario para aumentar el error significa que
mientras aumenta el valor de r, el error crece en un tiempo cada vez

menor o 1o que es 1o mismo en un menor nimero de iteraciones de j.

Entonces como conclusibn importante de este analisis es que para r me

nores a r., 10s errores se atenuan y estamos en presencia de un régi-

c»
men determinista. Para r mayores a r., los errores se amplifican y es
tamos en presencia se un régimen caldtico o turbulento. Del andlisis a
nalitico para r = 4 tratado en Ta parte 2.2 de este capitulo, se ‘ve
gue es razonable Ta explicacidén de que el error crece en forma exponen

cial como 2%¢c. Ademds este error se reduce al intervalo (0,1) por me

dio del coseno trigonométrico.

Entonces sea (a, b) el intervalo que pueden ocupar Tos valores de Xj,

vamos a definir 1o que se entiende por caos:

Para un valor inicial Xp que tiene un error + AXg, existe un j para el

cual los valores de Xj pueden estar en cualquier parte del intervalo

(a,b).

Anteriormente se dijo que para la ecuacidn de diferencias 8 =26

j+1 Je
si se tiene un error inicial A6y en la especificacidon del valor ini-

cial 0g, el error después de j iteraciones tendrd 1a forma



=71 -

J
A8 = 2° Mg

Esto quiere decir que existen ecuaciones de diferencias que propagan

los errores en forma exponencial como Ta anteriormente indicada.

Pero también existen ecuaciones de diferencias que no propagan el e-

rror en forma exponencial como es por ejemplo

en donde a es un ndmero irracional.
Su solucidn sera:

ej =na+f,

Debido a que a es un nidmero irracional, la iteracidn j estd perfecta-

mente definida.

En este caso si se tiene un error inicial A6, en la condicidn inicial

8, después de j iteraciones se tendrd:

Aej AD
Se puede ver que no existe un crecimiento del error con j.

De esto se puede concluir que existen diversos tipos de ecuaciones de

diferencias que propagan 1os errores en forma diferente.
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2.5. ANALISIS DEL SISTEMA DINAMICO CON AUMENTO DEL PARAMETRO n.

n
X —Y‘Xj(l-XJ) .

J+l
Para generalizar el problema descrito en la ecuacidén (2.7), vamos a in
troducir un pardmetro adicional y realizar experimentos para observar

su respuesta con la variacion de Tos pardmetros r y n.
La ecuacidn propuesta para este andlisis es 1a siguiente:

_ _ n
r Xj(} Xj) (2.61)
Vamos a analizar la ecuacidn y obtener el valor de Xj para el cual se

tiene el mdximo de Ta funcidén y ademds ver el valer de Ta segunda deri

vada en el punto del mdximo.
La primera derivada de Ta funcion de la ecuacidn (2.61) serd igual a:

d X.
J+l _ n-1 n
— I = L (e e (X)) (2.62)

d X,
J

de donde se tiene

dx.
— e x)" -nxg x ™ (2.63)

d X. J
j

Para obtener el punto donde se encuentra el maximo, igualamos la prime

ra derivada a cero
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d X.
It g (2.64)
d Xj
9]
n n-1
-X.) - . -X. =
r[(1 J) nXJ(l J) ] 0 (2.65)
de donde se tiene
n n-1 _
(1-xj) -nxj(l-Xj) =0 (2.66)

Se tiene una primera solucidn para Xj = 1, pero no es interesante. Pa
ra obtener una segunda solucidn podemos simplificar (2.66) de la si-

guiente manera:

(1- Xj) - n Xj =0 (2.67)

de donde

1 -{(1+n) Xj =0 (2.68)
Entonces 1a solucidn serd:

XJméx = Tem (2.69)

para n = 1,2,3,....

E1 valor de )(J.+1 en el mdximo serd igual a:
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) (2.70)

Calculando para algunos valores de n los valores del mdximo tendremos:

Utilizamos las ecuaciones 2.69 y 2.70.

n X5 X.
Iméx I*t1pnax
r
1 0.5 z
1 4
2 3 Lﬁr
1
1 27
3 3 256

Tabla 2.4.~ Valores del punto donde ocurre el maximo y

su valor maximo. Funcidn Xj+1 = f(Xj).

Ahora analizaremos la segunda derivada de la ecuacién (2.61).

La segunda derivada estard dada por la ecuacion:

d* X, -1 -1 n-2
— 3 s (-0 a1 X" A n(n-1) X, (1-X.) ]
4 x.2 J ] ] J
J
de donde
d?X. -2 3
— Lm0 X ()" 20 (1-x )" ] (2.71)

.2
d XJ
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Realizando un trabajo algebraico se puede reducir la expresion (2.71)

a:

d? X, _ : ,
Mo (1-x )" [ (n-1) X, -2 (1-X) ] (2.72)
d X, J J !
J
de donde se obtiene
d2? X, -
Z O =X )™ (1) X-2 ] (2.73)

Evaluando la segunda derivada en el punto donde ocurre el maximo ten-

dremos:
d? X, n-2
A5 L 1
3 rn n+1) [ (n+1) (el 2 ] (2.74)
J xjméx
o)
d* X, n n-2
__421 = rn ) (1) (2.75)
d X. n+1
J ijéx

De Ta expresidon (2.75) se observa que en el mdximo , la segunda deriva

da es menor que cero para cualquier valor de n.

d? X.

J:l < 0 (2.76)
d X, : .

J X.
Imax
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Entonces en relacidon a la ecuacidn Xj+1 = r Xj(l - X )n podemos obte-

J
ner las siguientes propiedades:

Podemos escribir la ecuacién como XJ.+1 =r g(Xj) en donde g(xj) =

n
Xj(l-xj) .

- La funcidn g(Xj) evaluada en cero es igual a la funcidn g(Xj) eva-

luada en ungd y tiene como valor cero.

- La funcidn g(Xj) tiene un solo mé&ximo en el intervalo 0 < Xj <1.

En este caso el parametro n produce un desplazamiento del punto don

1

de ocurre el maximo como ——
n+1l

- La segunda derivada evaluada en el mdximo es siempre negativa y tie

ne como valor

2
¢2 X4 ) L2
e |, T

X .
J Jmax

Con el andlisis de esta ecuacidén se estd tratando un caso un pocc mas .

general de lo analizado anteriormente.

Como se puede ver se mantienen las mismas propiedades que el modelo des

crito en la parte 2.1, de este capitulo.

En la figura 2.47, se ha graficado la funcién XJ.+1 =f(Xj) para 3 valo-

res de n,
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,/l,

Fig. 2.47.- Grafico de Ta funcidn Xj+1= f(Xj) para

. _ n
la ecuacidn XJ.+1 =r Xj(l 'Xj) , Para

3 valores de n: 1,2,3.

E1 comportamiento de la ecuacidn (2.61) para el valor n=1 ha sido am-
pliamente analizado en las partes 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4, de este capitu-

1o.

Ahora vamos a analizar el comportamientc de la ecuacion de diferencias

2.61 para el valor de n=2, que es una funcidén con el maximo desplaza-

do en relacidon a la ecuacién con n=1,

Como método de comparacidn se ha utilizado los grdaficos de Xj = f(r)

para los diferentes valores de n.

En 1a figura 2.48, se tiene el grafico Xj = f(r) para el valor de n=2
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en el intervalo 3.75 < r < 6.75.

m o
3.7Sc=r =5, 7

=@ =0,4

on

it=Zoe

Fig. 2.48.- Grdfico Xj= f{r) para la ecuacién

= - 2 ]
X r Xj(l Xj) . En el inter

j+1
valo 3.75 < r < 6.75, X, = 0.4.

Para observar mds claramente la transicitn alrededor de r. se ha reali
zado una ampliacion del grdfico de 1a figura 2.48 para el intervalo

4.75 < r < 5,35. Esto se encuentra en la figura 2.49.

Realizamos el mismo andlisis para n=3, en donde obtenemos el grafico
Xj = f(r) en el intervalo 4.5 < r < 9.48,

Este grafico se encuentra en la fiqura 2.50.

De igual forma en la figura 2.51 realizamos una ampliacién alrededor

de res €n Ta transicidn de niveles discretos a bandas.
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1.7 =1 i =5,35 11 =228
X 1Q) =0.,4
Xj
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- s 18
I —— — e ‘%
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Fig. 2.49.- Ampliacion del grafico de la Fig. 2.48

alrededor de re-

$.5d=r0=32, 48 i =Zd0
91 =0, 4
¥)
]_-
+
05~ .
.i
0 | ,
4.5

Fig. 2.50.- Grafico de Xj==f(r) para la ecuacidn

X =r XJ.(l--XJ.)3 en el intervalo

J+l
4.5 < r < 9.48. X, = 0.4,
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S{=r =7 it=200

—
an
H
an
£

5 3 7

Fig. 2.51.- Ampliacidn del grdfico de la figura 2.50 .

alrededor de r critico.

Del andlisis de las figuras 2.48 y 2.50 se concluye que el mecanismo

de transicidn, de un régimen laminar a un régimen oscilatorio y luego
a un régimen turbulento, es cualitativamente el mismo que se ha des-
crito anteriormente en todo detalle. Esto da la idea de Ta universa-

1idad de la transicidén de un régimen Taminar a un regimen turbulento.

La diferencia encontrada es en los puntos de desdoblamiento que tie-

nen diferente valor numérico, dependiendo del valor de n.

Se ha obtenido experimentalmente los valores de r para los puntos de
desdoblamiento gque se detallan en la figura 2.52, para una oscilacion

periodica de hasta 16 ciclos.

En 1a Tabla 2.5, se han tabulado los valores de los puntos de desdo-
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blamiento para los 3 valores de n y hasta ry .

Y
L ,./_.YL‘H
%40
X4
0.81 \\u G
x3,4
4 Ay
0 u'! /\q %
—Fagy
"‘*){1(‘65
—~ )(-u’v
0.4 1

Aty
TRy

1%

‘J(\qq

Fig. 2.52.- Grdfico de Xj='f(r), para referencia de

las tablas de Tos Xj para los puntos de

desdoblamiento.

Para realizar el andlisis comparativo para los tres valores de n, tam
bién se han tabulado los valores gue toma la variable X en cada punto

de desdoblamiento segiin lTos datos experimentales de la Tabla 2.5.
Se han tomado los puntos de desdoblamiento r,, vy, rys rg ¥ rls; que
son los mds factibles de calcular y que nos servirdn para un andlisis

posterior en base a estos nidmeros.

Los valores han sido tabulados en Tas Tablas 2.6 y 2.7 que se encuen-
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n 1 W 2 3
ry }
X1 .0 67186865 } 0.49843013 | 0.39827819
a |
Xy, | 0.8421544 | 0.7227088 0.62393421
X1 45196325 | 0.27729119 | 0.20175944
i -
X1 2 88332467 | 0.77221402 | 0.67964275

| |
Xz, 82033066 | 0.68476383 | 0.58551904
X3, 52175449 | 0.35588902 | 0.26974852
|
Xi» |  0.36484019 | 0.20955274 | 0.144573483
|
Ty
X1, 83989192 | 0.78195641 | 0.69148705
Xz, 88078632 | 0.76826016 | 0.67582831
X3, 83331415 | 0.70366414 | 0.60624077
| |

X, s 8086392 | 0.66947347 | 0.56907151

_ —|
Xs,a 55088096 | 0.38617125 | 0.29873513

| .
Xe, 49448995 | 0.32626296 | 0.24279583
X7, 37381366 | 0.21784301 | 0.15103078 |

: C—— ——— — e —

Xe . L .34882409 | 0.19629224 | 0.13320118

Tabla 2.6.- Valores de Xj para los puntos de

desdoblamiento para ry, rp, ry ¥y re.
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n 1 2 3
Tie
X1, 0.89224549 0.78467983 .69422438
X2 0.89037434 0.7839148 .69163942
X3 0.8828804 0.77195784 .68011898
X a4 0.8787585 0.76591881 .67333191
Xs u 0.84106895 0.71219073 .61477099
X6 ,u 0.83104341 0.69827376 .59970584
X7 ,u 0.81018467 0.671552 .57175534
) 0.80443014 0.66525309 .56510585
Xo, u 0.56148326 0.39486626 .30598798
X10, 4 0.54886034 0.38374512 .29560376
X11,4 0.50112421 0.33673004 25322111
X12, 4 0.47707528 0.31248979 .23135265
X134 0.3802484 0.22230321 .1545159
S TR 0.36904388 | - 0.21264435 .1;g54607
X154 0.34836251 0.19624826 .1334966
X16, 4 | 0.34313607 0.19270451 | .15665688
Tabla 2.7.-

Valores de Xj para los puntos de

desdoblamiento para rig.




tran a continuacion.

n 1 V4 3
o 1 1 1
r, 3 3.975 4.59
r 3.4 4.99 R 6.08
r, 3.54 5.23 6.47
ry 3.56 5.28 6.56
ree 3.569 5.297 6.583

Tabla 2.5.- Valores de rq en los puntos de desdobla-

miento de q a 2q ciclos.

Feigenbaum habla sobre la universalidad de cierto nimero presente en

la transicién de régimen laminar a turbulento.

En el grdfico de Xj= f(r) si escojemos 2 valores vecinos de Xj que es-
- . m . -

tan en un ciclo 2, se puede encontrar que la separacidn entre  estos
I -m - .

valores disminuye con m como B o ', en donde segin Feigenbaum o es u

niversal e igual a 2.503.

En este trabajo vamos a tratar de generar este nimerc y demostrar para

las tres funciones con n=1, 2, 3, respectivamente su universalidad.

E1 valor de m estd relacionado al intervalo en donde se tiene 2™ ci-
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clos o una‘osci1aci6n de periodo T,

La separacidn entre dos valores vecinos lo interpretamos como la dife
rencia entre los valores de Xj contiguos para Tos valores de r donde

ocurren los desdoblamientos. Esto lo representamos como

Xietom ™ %5 (2.77)

Entonces primeramente hallamos las diferencias de todos los valores
vecinos en 10s puntos de desdoblamiento. La identificacion de los
puntos a los que se refiere las diferencias se lo puede hacer en 1la

- figura 2.52. Los datos estdn tabulados en la Tabla 2.8.

Las diferencias entre los valores de Xj en el punto en el m=1, es de
cir 2 ciclos (2"), se puede representar como
-1

41,1 " Xj,1'= B a (2.78)

X
Las diferencias entre valores de Xj en el punto en el cual m=2, 2% ci
clos, es:

-2

X =R a (2.79)

541,2 = %52

~ Dividiendo Ta expresidon (2.78) por (2.79) se tiene

X. - X,
NALTY SN PY S (2.80)
X

3+1,2 ~ X5,2
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RO

n 1 2 3
X1,1 - X2,1 .39019115 .44541761 42217477
, ~
Xy, = X2, .06299401 .08745019 .09412371
——
X3,2 = Xu,2 .1569443 .14633628 .125175040
X1,3 - X2,3 .0091083 .01369625 .01565874
X3,3 - Xu,3 .02467495 .03419067 .03716926
Xs,3 - Xe,3 .05639101 .05990829 .0559393
X7,3 - Xa,3 .02498957 .02153786 .01782960
!
X1,6 = X2,4 .00187115 .002340482 .00258496 |
Xa,u = Xu,u .0041219 .00603903 00678707
!
Xs,u - Xe,u .01002554 .01391697 .01506515
|
X7, = Xa,u .00575453 .00629891 .00664949
Xo,u - X0, .01262292 .01112114 .01038422
X12,6 = X124 .02404893 .02424025 .02186846
X1s,6= X4 ,u .01120452 .00965886 .00796983
X1s,u = X160 .00522644 .00354375 .00283972

Tabla 2.8.- Diferencias entre valores vecinos de Xj

para los puntos de desdoblamiento segln

nomenclatura de la Fig. 2.52.
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Entonces si relacionamos las diferencias como en la expresién (2.80),

encontramos el nimero a.

Para m=3, la diferencia entre los valores Xj se puede representar co

mo:

-3

Xj+1,3 - Xj,3 =B (2.81)
Dividiendo la expresion (2.79) para (2.81) se obtiene
X. - X.
Ak TN FY 2, (2.82)

34,3 ~ %53
Que es otra relacion donde se obtiene el nlmero o.
Ahora en la Tabla 2.9 se ha tabulado varias divisiones de las diferen
cias de Tos valores de Xj para las tres funciones conn = 1,2 y 3 res

pectivamente.

De Ta Tabla 2.9, se puede observar que existen 2 valores que se aproxi

man al nimero propuesto por Feigenbaum.

. Estos valores corresponden a las relaciones

que se sefnalan con flechas en 1a Tabla.
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B |
n 1 2 3
X1,1 - X212 P
.1940972 .0933994 4.4853196
X1,2 - Xz,z
X1,1 - X2,1 ‘
4866515 .0438027 | 3.372677
Xa,2 - Xu,2
X1,2 - X2’2
.91611 .3849705 6.0109351
X1,3 - X253
X1,2 - X2,2
.552954 .5577195 2.5322991
Xa,a - Xu,s
Xa,z - Xu,z
.7826116 » . 4426696 2.2376929
Xs,s = Xe,s
Xs,z - Xu,z
.2791867 .7902966 7.0207277
X7’3 - XB,3 J
X1,3 - X2,3 -
.867755124 .851892901 6.057633387
Xl,u - Xz,u
B
X1,3 - Xz,s
.209733375 .267955284 2.307142847
X3,u - Xu,u
X3,3 - Xq,a |
.461209072 .456761062 2.467234644
Xs,u - Xs,u
Xs,a - Xu,a -
.287917519 .428029611 | 5.589791097
X7,u - Xa,u |
Xs,s - Xo,s |
.467350661 .386883899 5.386952511
Xs,u - Xlo,u ' ’
- 1
Xs,3 - Xg,3 ‘
.344844864 .47143862 2.557989909
X]J.:‘i_ X1291+ J
— . _ | —
X7,3 - Xg,3 ‘
.230311517 .229855283 2.237136802
X13,4 - Xlu,u L
X7,3 - Xe,3 ' }
. 781375085 .77702998 | 6.278647191
Xls,‘-l-- X169|+ J-

Tabla 2.9.~ Division de diferencias

para n = 1,2,3.

de los valores de Xj
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Se observa que este nidmero es prdcticamente el mismo para los tres va-

lores de n,

Para obervar fisicamente estas distancias relacionadas, vamos a grafi-

carlas en la figura 2.53.

0.6 1

0.4

v

Fig. 2.53.- Distancias que decrecen segin g o

Segln Feigenbaum las distancias entre valores vecincs decrece como
B a'm en donde o = 2.503. Si designamos como d esta distancia tenemos

la ecuacion

d=ga ™ (2.83)

O

% =a " (2.84)
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La curva que describe la ecuacidn (2.84) se encuentra graficada en 1la
figura 2.54. Esta curva representa la disminucidn de la distancia,

mientras aumenta el valor de m para o = 2.503.

dy

Fig. 2.54.- Grafico de la funcién g =",

§-= h(m} para o = 2.503.

Segln el grafico 2.54, cuando m tiende a infinito, es decir cuando exis
te infinitos ciclos y estamos en r critico, la distancia entre valores

vecinos tiende a cero.

Ahora vamos a graficar l1as distancias halladas esperimentalmente en es

te trabajo. Estas distancias, como se observa en la figura 2.53 son:

-Xl,2 - XZ’2 para m = 2
Xa,a - )(l',3 m= 3 SZ.BS)
X - X m=4 |
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Las distancias para n = 1, se encuentran graficadas en la figura 2.55,

como sigque

0.081
0.0 6
0,04 T

0.0 2T

Fig. 2.55.- Grafico de las distancias de la

expresion (2.85) para n = 1.

Para n = 2, en la figura 2.56, se encuentran graficadas las distancias

de Ta expresidn (2.85)

Por (ltimo para n = 3, las distancias se encuentran en la figura 2.57.
Segin los datos graficados en las figuras 2.55, 2.56 y 2.57, se ha rea
1izado una regresion para hallar la ecuacién que representa Tos puntos

graficados.

La regresidon utilizada es del tipo
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N

i+

PADETE o

Gy T

0.02+

Fig. 2.56.~- Grafico de las distancias de la expresion

(2.85) para n = 2.

e T

oo L

Vo4 T

0.0 2 1

Fig. 2.57.- Grafico de Tas distancias de la expresion

{2.85) para n =3 .



.- 93 -

{2.86)

en donde d es la distancfa (diferencia) y 1as incognitas son B y a.

La ecuacion (2.86) representa una regresion lineal de la forma
tnd=tng ~mna | (2.87)

que puede reemplazarse por

y=c¢ tc,m - (2.88)
en donde

y=4&d

c, =B (2.89)

¢, = -fn =

De Tos resultados de 1a regresién se obtienen Tos siguientes valores:

n B o

-
1 0.3929493 2.5054126
2 . 0.5458355 2.5067327
3 0.58551834 ly 2.499555

Tabla 2.10.- Coeficientes de regresion d = B o

Del andlisis de los resultados de la Tabla 2.10, podemos afirmar que
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si existe un ndmero universal que no depende de 1a funcidn, ya gue se

ha probado paran =1, 2 y 3.

Entonces es importante notar que de manera general el proceso de des
doblamiento del periodo y divisién en bandas son independientes de
los detalles del modelo y segin Tos resultados obtenidos puede ocurrir
para una ecuacidén de diferencias que presente la forma:

Xj+1 =r g(Xj)
Con g{0) = g(1) y en donde g es una funcidn con un s6lo maximo en el

intervalo 0 a 1. También g"(X) es negativo en el punto en el cual ocu

rre el maximo.

2.6. TRANSFORMADAS DE FOURIER. REGIMEN LAMINAR, OSCILATORIOQ Y TURBU-
LENTO.

Como un método alternativo de andlisis de la transicién de régimen 1la
minar o turbulento se ha utilizado 1a transformada de FOURIER de los

punFos Xj'

La transformada de Fourier se define como:

X () = x(t) e dt (2.90)

b
/T
0

en donde X(w) es una funcién compleja que tiene parte real e imag{na-



- 95 -

ria.

E1 espectro de potencia se define como el cuadrado del mddulo de ;(w)

plw) = | X (w) ] (2.91)
Para el cdlculo de las transformadas se ha utilizado un método numéri-

co que se tiene como subrutina en el computador TEKTRONIX 4051.
Por ser un método numérico, se calcula la transformada discreta de Fou
rier. E1 comando utilizado para 1lamar esta subrutina es FFT. (Fast

Fourier Transform).

La transformada discreta de Fourier puede ser expresada matemdticamen-

te por Ta siguiente sumatoria

N-1

-j2mnk
n=o
N
ara K =0,1,...., —
para 5

En 1a ecuacién anterior, N se refiere a la longitud del arreglo que
se tiene como argumento y K es un ndmero usado para generar los dife-
rentes coeficientes de Fourier. Xd(K) es el K coeficiente de Fourier

y X(n) se refiere al n+l elemento de los datos de entrada

E1 argumento para realizar la transformada debe ser un arreglo de Ton

gitud igqual a 2™ entre 16 y 1024.
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La transformada discreta inversa de Fourier entonces serd definida por

la expresidn matematica

1 j2mkn
XgK) e N (2.93)

N
X(n) = ._1_
N

[ as I |

K=0

Si designamos a T ébmo el tiempo entre dos valores de Xj consecutivos,
Ta mdxima frecuencia que podemos observar en las transformadas de Fou
rier serd la frecuencia de Nyquist que es igual a la mitad de 1a fre-
cuencia de muestreo. La frecuencia de muestreo la designamos como f y
es igual a—%— . La mdxima frecuencia observable serd 'g? = -J%

Vamos a 1lamar a f como frecuencia fundamental, en donde f es igual a

1—, siendo T el tiempo entre dos valores consecutivos de X

T N

Iniciamos el andlisis obteniendo T1a transformada de Fourier para la
oscilacibén de periodo 2T. Para esto hemos tomado el valor de r = 3.3
y encontrado la secuencia de los Xj en régimen permanente. E1 mddulo

de Ta transformada se encuentra graficado en la figura 2.58.

Se observa en esta figura de la presencia de una componente de frecuen
cia f/2, ademds de la componente continua que aparece debido a que 1la

secuencia de Tos Xj tiene valor medio diferente de cero.

Ahora tomamos la secuencia de los Xj para r = 3.5, en donde se tiene u
na oscilacién de periodo 4T y obtenemos Ta transformada de Fourier.

Esta transformada se encuentra en la figura 2.59. Ahora se observa
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N TRANSFORMADA DE FOURIER DE XCu+|d=rwXCJI®C1-XCUD)
In[IXUI)-1] =33  xt@d=0.4 RES-256 N=5, 12270055538

I

(VA TR S VAN U U W SN S UL T U N SR N G WS AN TR SN W S SR SR N
+ —r -+t + —t

1

£
S. MeBrlde Aug €4 2
Fig. 2.58.- Madulo de la transformada de Fourier de
los Xj para r = 3.3. O0scilacidn de
periodo 2T,
TRANSFORMADA DE FOURIER DE X(J+!Dd=ruX{JI*(1=X{JD)
EnfdXthj+1] g5 xcyed.4 RES=G12 N=E. €2622026208
wk
O [ttt A o L L
L /
4 Z

Fig. 2.59.—-M6du1o de 1Ta transformada de Fourier
de Tos Xj para r = 3.5, O0scilacion

de periodo 4T.
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que aparece una nueva componente de frecuencia en relacidn a la oscila

cidon de periodo 2 T.
Esta nueva componente tiene una frecuencia de f/4.

Al aumentar el valor de r para tener una oscilacidn de periodo 8T, se
tienen nuevas componentes de frecuencia que se van intercalando entre
las componentes para menos periodicidad (4T). Se ha tomado el caso de

r = 3.55 y se encuentra graficada la transformada en la figura 2.60.

Il X0 + 1 7 TRANSTORMADA DE FOURTER DE XCie1d=r wXC)#C1-XCUD)
n N+1] 388  Xco)=0.4 RES~E12 N=5 . 82692062063

ut

Fig. 2.60.- Modulo de 1a transformada de Fourier de
los Xj para r=3.55 y oscilacidn de

periodo 8T.
Las nuevas componentes de frecuencia son f/8 y 3f/8.

Para una oscilacién de periodo 16T, se tienen nuevas componentes de

'frecuencia que corresponden a: iﬁ-, %g ,-%g y %g . Esto se representa
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en la figura 2.61 para r = 3.5668.

Inl 1xtt)] » 1 TRANSTORMADA DE FOURIER DE XCviY=r =XCUdw(1-X(d2)
n{IX(H] + 1] o3 ce68  X(25-0.4 RES=612 M=5. 6OES 152608

o b b L b ,
i p 37 it 31 3t 71 i’
3 -8 5 ¢ 1 & 15 P
S. McBride Aug 84

Fig. 2.61.- Modulo de Ta transformada de Fourier
de Tos Xj para r = 3.5668 y oscilacidn

de periodo 16T.

De esto se observa que el mecanismo de Tla transicion es aumentar el nd
mero de componentes de frecuencia a medida que aumenta el perfodo de
la oscilacidn. Estas componentes seguirdn aumentando hasta r_ en don

de se tendrdan infinitas 11ineas espectrales.

Ahora analizamos el espectro para r = 4., Este espectro se encuentra
dibujado en la figura 2.62. Aqui si se observa un verdadero caos to-
tal ya que tenemos una sola franja de ruido que se aproxima a un espec

tro continuo.

E1 espectro serd totalmente continuo si el nimero de puntos N para la

transformada de Fourier tiende a infinito.
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taf IX(f)] 1) TRANSFORMADA DE FOURIER DE XCJ+l)=rmXCJY®C1=XCUY)

r=4 XCO)=0.4 RES=) 324 M=0.22068145373
Y3
O PHHHHHHHHHHHHHHHHHH R s {
£
S. McBride Aug B4 2

i
i~

Fig. 2.62.- Espectro de frecuencia para r

donde se tiene el caos.

Para completar nuestro andlisis vamos a obtener el espectro de frecuen
cia en una zona donde se tienen 2 bandas. Para esto hemos tomado el

valor de r = 3.6 y el espectro se ha graficado en la figura 2.63.

En el espectro de 1a figura 2.63 se observa una zona de ruido que nos
indica que estamos en la ruta hacia el caos. Pero se observa una com
ponente de frecuencia en f/2, que se debe a que los valores de Xj al -
ternan entre las dos bandas. E1 ruide en el resto de 1a banda del es
pectro se debe a que los valores de Xj caen dentro de las bandas en

forma aleatoria.

En conclusidén la transformada de Fourier es otro método de andlisis pa
ra determinar cuando se encuentra en un régimen determinista, como el

de la figura 2.61, y cuando nos encontramos en un régimen turbulento o
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cabtico, como se muestra en la figura 2.62.

TRANSFORMADA DE FOURIER DE XCJ+1Dd=ruX{Jde(1-X<{UD)

inf Xt} +1} ~3.8 X@>=-Q.4 RES=E12 Nug 80457847622

N L T

2

.

§. HeBride Aug 64

Fig. 2.63.- Espectro de frecuencia de los Xj
para r = 3.6. Zona donde se tienen

2 bandas.

2.7. ANALISIS DEL REGIMEN INTERMITENTE DE PERIODO 3T.

Del gréfico de Xj = f(r) para la ecuacidn XJ.+1 =r Xj(l- Xj)’ se obser
va una franja, en donde observamos un comportamiento diferente. Esta
zona se encuentra dentro del intervalo 3.8 < r < 3.9 y Ta hemos deno

minado A;. Esto se encuentra indicado en Ta figura 2.64.

Para analizar el comportamiento de la zona A,, vamos a obtener grafi-

cos Xj = f(j) para valores de r en el intervalo o zona A,.
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Siz=r <=4 n=204a
X 1A =0.4

Fig. 2.64.- Grdfico de Xj = f(r), donde se muestra

una zona de intermitencia denominada Asj.

3.84 y

En Ta figura 2.65 se encuentra el grdfico de Xj = f{j) para r
Xo = 0.4. Se observa que en régimen permanente, se tiene una oscila

cién de periodo 3T.

Para observar en detalle el comportamiento nara los valores iniciales
de j, en Ta figura 2.66 se ha graficado Xj = f(j) para valores de j pe

quefios. Se observa un régimen transitorio para el intervalo 0 < J < 5.

Para valores de j mayores a 5 se 1lega a un régimen permanente, oscila

torio de periodo 3T.

También se observa en la figura 2.66 que la secuencia de 1lenado de
l1os niveles, enumerando de abajo hacia arriba, es en forma secuencial

como 1, 2, 3.
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FMirbulencia
A 1 : = {

AL+l =re= Ll e il (g1
=T = . R,
(R == L@l =@, 4
i maE=10@
NN
'd-
+ +.¢Q4oo0++b§+40++b0++v+47+++q+1+
i ¥
[4
-
b
0,5+ *+p+.++41++++1f4,++1o+++++o+~++
T4
MR e R N T E T I T U e
OL.%.“#H—HHH e =R
0 % 0

Fig. 2.65.- Grdfico de'Xj = f(j) para r = 3.84 y
Xo = 0.4. Se observa una oscilacidn

de periodo 3T en régimen permanente.

SRR

en la fiqura 2.67, en donde se puede ver que existen 3 valores dentro

Para observar la oscilacidn de periodo 3T, se ha graficado X
de la pardbola en régimen permanente.

Al aumentar el valor de r dentro del intervalo A;, se observa otros ti

pos de comportamiento.

Vamos a analizar el caso r = 3.857, para Xo = 0.4 que se encuentra gra
ficado en la figura 2.68. En este grdfico se observa un comportamien-
to intermitente ya que existe zonas en donde los valores de Xj se com
portan en forma aleatoria y zonas donde se tiene un comportamiento vpe

riddico de periodo 3T.
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Turbuolencia
HOg+1ll =m0 g1 #01-210j11
r=3.3%4 wiQl =@, 4
Jj max=2%
® (41
’ -~
+ + * * + + +
J *
I R
T +
T .
“F
0.5+ . * + + + + + +
« +
i .
T + + + + + +
T
0 e e e+
1] 25

Fig. 2.66.- Grafico de Xj= f(j) para observar detalles
para j pequefios, r = 3.84 y X5 = 0.4.

Se observa una zona de transicidn.

g4 =F (w0
r=3.a4d Xl@=@. 4
fi+ld
H +
4
o+
+
0.5+ +
* .
0 —t— - !
0 0,5 H

Fig. 2.67.- Grafico de Xj+1= f(Xj) para r=3.84 y

Xo = 0.4 en régimen permanente.
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TUrbkU LeEnCi 3
wli+dli=sres (101210011
- =TT ST = :
r=3,357% X1 =4
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Fig. 2.68.- Grédfico de Xj= f(j) para r=3.857 y

Xo=0.4. Comportamiento intermitente.

Para comprobar que verdaderamente se trata de una oscilacidn intermi-
tente de periodo 3T, vamos a graficar 1o mismo de la figura 2.68, pero

cada tres valores de j.

En Ta figura 2.69, se observa claramente las zonas en las cuales se
tiene una oscilacion de periodo 3T, porque se tiene un valor constan-

te de Xj con j=3n durante un intervalo.

Para observar el efecto de 1a condicidn inicial sobre la zona intermi
tente, vamos a graficar Xj =f(j) para r = 3.857 y X5 = 0.5.- En Ta fi
gura 2.70 se encuentra el grafico Xj = f(j) para cada j y en la figu

ra 2.71 se encuentra el grafico cada 3 valores de j.
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Fig. 2.69.- Grafico de Xj =f(j) para r=3.857 y

Xo=0.4 para cada 3 valores de j.
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Fig. 2.70.- Grdfico de Xj = f(j) para

r=3.857 y Xy = 0.5.
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En 1a figura 2.71, se observa claramente los intervalos en los cuales

se tiene una oscilacién de perfodo 3T.

e Lt idl-= 10400
7 i =2.5

4 Hrapdditiad
+ * +

Fig., 2.71.- Grdfico de Xj =f(j) para r=3.857

y Xo = 0.5 para cada 3 valores de j.

Comparando para las dos condiciones iniciales se observa que existe un
comportamiento diferente en la duracidon de los intervalos en donde se
tiene un comportamientc aleatorio y donde se tiene un comportamiento

periddico.

Ademds se puede observar que el inicio de la oscilacidon y la fase de
la oscilacidén de periodo 3T son aleatorios, por lo cual podemos decir
que a pesar de tener oscilaciones intermitentes de periodo 3T, estamos
en una zona én Ta cual el comportamiento del sistema dindmico es‘caéti

co.
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Para reafirmar 10 anteriormente dicho vamos a graficar para otro valor
de r dentro del intervalo A;. En la figura 2.72‘se tiene el grdfico
de Xj = f(j) para r = 3.861 y X5 = 0.4 para cada 3 valores de j, en don

de también se observa el comportamiento intermitente.

bl lencia
AN R SO W O B s S A B O
r=3.251 LR =0, 4
I Max ==20a
Ll
1-.
+ Rakat /Y ¥ -y
T . +
L * * *
.
+
+
w . s
- +
- +*
0 5 * 4 T+ *‘a hast +
L e
+
i . - . .
HER R r T A
L .
0 F—— i — 4
0 : loo 200

Fig. 2.72.- Grdfico Xj =f(j) para r=3.861 y

Xo = 0.4 para cada 3 valores de j.

2.8. ANALISIS DE LA ECUACION Xj+1 = r sin? ZWXj

En Tas partes anteriores de este capitulo se ha estudiado en detalle

las ecuaciones de diferencias del tipo

XJ.+1 = r g(Xj)

que tienen Tas siguientes propiedades:
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- g(0) =g(1) =0
- tiene un solo miximo en el intervalo (0,1)

- 1la segunda derivada es negativa en el méximo.

Ahora vamos a observar el comportamiento de una ecuacién que tiene Tas

siguientes propiedades:

- tiene 2 miximos en el intervalo (0,1)

Una ecuacidn que satisface las condiciones antes mencionadas es la si-

guiente:

— 2
XJ.+1 = r sin 2ﬂXj (2.94)

Esta ecuacién tiene 2 miximos para los valores de Xj de 0.25 y 0.75.
En 1a figura 2.73 se encuentra el grdafico de xj+l = f(Xj) para la ecua
cidn (2.94).

Para dar inicio al andlisis, vamos a graficar Xj = f(r) para el inter-
valo de r de 0 a 1 y condicidn inicial X, = 0.4. Este grdfico se en

cuentra en la figura 2.74.

En Ta figura 2.74 se observa 2 intervalos de r en el cual se tiene un
comportamiento cualitativamente andlogo al observado en el andlisis de
la ecuacidn X‘j+1 =r Xj(l -Xj). Para observar mejor, se ha realizado

una ampliacidn de estos intervalos.
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Fig. 2.73.- Grdfico de Xj+1 = f(Xj) para la ecuacidn

. 2 .
... =r sin®2nX. para el intervalo
XJ+1 iP
0< X. <1
—_— J —
=l S =ZEC
i =&, &
, 3
05%
i 8
_Jé:_%
- xhgﬁ
s
: %
0 - : : . ; . r
[ 0.5 7

Fig. 2.74.- Grdfico de Xj==f(r) para la ecuacidn

= in2
XJ.+1 r sin’ 2an para 0 < r <1 en

régimen permanente para Xg = 0.4.
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En 1a figura 2.75 se encuentra el grdfico de 1a ampliacion del interva
lo de r de 0.3 < r < 0.45. Para el intervalo 0.75 < r < 0.815 se en-

cuentra Ta ampliacién en la figura 2.76.

L 45 n=z00

0,257

Fig. 2.75.- Grdfico de Xj = f(r) para el intervalo

0.3 < r < 0.45 en régimen permanente.

Con los grdficos 2.75 y 2.76 se confirma 1o anteriormente dicho de que
en estos intervalos se tiene un comportamiento cualitativamente dgual

al analizado en las partes anteriores de este capitulo.

Esto nos indica la posibilidad de analizar sistemas dindmicos mds com
plejos en base a la respuesta que tiene un sistema tan simple como

X Se ha observado que el sistema dindmico mds com-

j+1 =r XJ-(].'XJ).
plejo tiene un conjunto de intervalos en el cual se observa un compor

tamiento que ya se puede decir que es universal.

Para observar la influencia de 1a condicién inicial en régimen perma-

nente, vamos a graficar Xj = f(r) para la condicidn inicial Xg = 0.7,
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en la figura 2.77.

0.8

0815

Fig. 2.76.- Grdfico de Xj= f(r) para el intervalo

0.75 < r < 0.815 en régimen permanente.

i
1
™
1
'__.
a
1t
Ny
=i
=

05+t

Fig. 2.77.- Grafico de X =f(r) para 0 < r<1ly

Xo = 0.7 en régimen permanente.
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Observando las figuras 2.74 y 2.77, se observa que la respuesta es cua

1itativamente igual en ambos casos.

Vamos a observar el comportamiento en funcién de j, por lo cual vamos
a obtener grdficos de Xj = f(j) para varios valores de r en los dos in

tervalos sefalados anteriormente.

Primeramente vamos a observar en el intervalo 0.3 < r < 0.45. En 1la
figura 2.78, se muestra el grdfico de Xj = f(j) para r = 0.3, en el

cual se observa que en régimen permanente, tiende a un valor constante.

4‘_'*,4*&_,4-44,r,-&,f‘uu’u, bbb st bl bbar b

Fig. 2.78.- Grdfico de Xj = f(j) para r = 0.3
y Xg = 0.4. En régimen permanente

tiende a un valor constante.
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Ahora aumentamos el valor de r a 0.33 y en la figura 2.79, se observa
como en régimen permanente, tiende a una oscilacidn de periodo 2T.
Ademds se ha graficado en la figura 2.80 la funcidn Xj+1 = f(Xj) para
r = 0.33 y X5 = 0.4, en donde se observa que en régimen permanente

tiende a dos valores alrededor del primer mdximo.

[

o

B
Q;hm

—STrE

K

(o m
[ 1 I
L2 I S

[V

e RS R RNL LU L s A E A+
a4,
+ b+ o+

0 25 - 50

Fig. 2.79.- Grdfico Xj = f(j) para r = 0.33 y

Xo = 0.4. Oscilacién de periodo 2T.

Para r = 0.36 se presenta el caso de una oscilacidn de periodo 4T para
la condicidn inicial X, = 0.4. En la figura 2.81, se ha graficado

Xj = f(j) y en la figura 2.82, se tiene el grdfico de Xisp = f(Xj), en
el cual se observa que para régimen permanente, tiende a 4 valores que

se encuentran alrededor del primer maximo.

Ahora tenemos la funcidn Xj = f(j) para r = 0.37 y X5 = 0.4 en la cual
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Fig. 2.80.- Grédfico XJ.+1 = f(Xj) para r=0.33 y X5=0.4.

En régimen permanente tiene 2 valores.

0.5
-—
) 4_,+.,*++++4.44++*¢+++-r4+_1,+
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P N T S S S
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Fig. 2.81.- Grdfico Xj =f(j) para r=0.36 y X,=0.4.

Oscilacién de periodo 4T.
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Fig. 2.82.- Grafico Xj+1==f(xj) para r = 0.36 ¥y
Xo = 0.4. En régimen permanente se

tiene 4 valores.

en régimen permanente se tienen 2 bandas, en donde los valores de Xj
alternan entre 2 bandas y los valores de Xj caen en forma aleatoria

en el interior de cada banda. Esto se muestra en Ta figura 2.83. Tam
bién se ha graficado Xj+1 = f(Xj) para r = 0.37 y X; = 0.4, en donde
se observa claramente como tienden los valores a 2 bandas en régimen

permanente. Esto se muestra en la figura 2.84,

Ahora vamos a observar varias distribuciones Xj'= f(j) para valores

de r en el segundo intervalo que es 0.75 < r < 0.815.

Para r = 0.76 y X5 = 0.4, en régimen permanente tiende a un valor cons
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Fig. 2.83.- mﬁﬁcoxj=fU)pam r=0.37 y X,=0.4.

Wl g+l =F lw i
r=R,EY #01=a.4
wLa+l
i
;.L
T
i
0.5%
IO
: PR
i
i y
+
0 F—t— : ’ !
4 0.5 '

Fig. 2.84.- Grafico Xj,q = f(Xj) para r=0.37 y X,=0.4.
En régimen permanente los valores de Xj
tienden a 2 bandas.
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tante. Esto se muestra en Ta figura 2.85.

LR R R R R T R T T RO P Gy N R e Hisatdatridt oo+

P 25T g

Fig. 2.85.- Gréﬁco‘xj = f(j) para r = 0.76 y
Xo = 0.4. En régimen permanente
tiende a un valor constante.

Para observar 1d oscilacién de periodo 2T, se ha graficado para r =
0.79 y Xo = 0.4 las funciones Xj = f(j) y Xj+1 = f(Xj) en Tas figuras
2.86 y 2.87 respectivamente.

En 1a figura 2.87, se observa que en régimen permanente tiende a 2 va

"lores, alrededor del segundo maximo.

Para r = 0.794, se tiene una oscilacion de periodo 4T como se muestra
en la figura 2.88. Para observar mejor este caso, se ha graficado

XJ.+1 = f(Xj) en régimen permanente, en donde se observa de Xj toma 4
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P R A LI IR I A T R
+4+++.4¢v4+,¢++_‘+++

0.5+

++

T+

v f + t L ¢ : . ¥
o 25 59

Fig. 2.86.- Grdfico Xj =f(j) para r=0.79 y
Xg = 0.4. Oscilacion de perfodo 2T.

i@l =@.d

-+

Fig. 2.87.- Grdfico Xj4 =f(Xj) para r=0.79 y X,=0.4,
en régimen permanente se tienen 2 valores.
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valores. Se muestra en la figura 2.89.

TUureLenc:
g4 lr=rxd 2 e T xy
=g, Ted Rty

PoMmax =5

(KAL)

W lal

T LTS TS L A A B R T T T T e S A
L A T T U R R

uST

Fig. 2.88.- Grdficos Xj =f(j) parar = 0.794 y

Xo = 0.4. Oscilacion de periodo 4T.

Para el caso r = 0.798, se ha graficado XJ.+1 = f(Xj), en donde se ob-

serva que los valores de Xj alternan entre dos bandas y ademdas en cada

banda, 1os valores se encuentran en forma aleatoria. Esto se

en la figura 2.90.

Como conclusion de esto, se puede observar que el movimiento de los Xj

para el intervalo de r, 0.3 < r < 0.45, es alrededor del pfimer maxi-

mo. Esto quiere decir que toman valores los Xj en el

intervalo
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Fig. 2.89.- Grdfico XJ.+1 =f(Xj) para r=0.794 y Xo=0.4,

en régimen permanente tiende a 4 valores.

ig+Ll =F s i
r=0. 793 =2, 4
i1
1+
O]
—~
a5+
+
+
0 A e —_— i
4] /%) H

Fig. 2.90.- Grdfico Xj+1=f(Xj) para r=0.798 y X0=O.fl.

Los valores Xj alternan entre 2 bandas.
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Para r en el intervalo 0.75 < r < 0.815, los valores de Xj se mueven al
rededor de] sequndo mdximo, es decir toman valores los Xj en el interva
1o 0.5 <X, <1,

s
Se observa gue para cada maximo existe el comportamiento descrito ante
riormente para la funcién de un sdlo maximo en el intervalo 0 < Xj < 1.
Es decir que existe una relacidn entre el nimero de mdximos de la fun-

cidén y el namero de transiciones de régimen determinista a cadtico.

Con esto se da un ejemplo mds de 1a universalidad de 1a transicidon en

una funcidn con 2 mdximo en el intervalo 0 < Xj < 1.



CAPITULDO [1I

ANALISIS DE UN  OSCILADOR ELECTRONICO: TRANSICION AL REGIMEN CAOTICO

3.1. DESCRIPCION DEL CIRCUITO BASICO.

Los sistemas dindmicos no lineales pueden tener diferentes comporta-

mientos y muchos de l1os cuales son de naturaleza complejos.

Cuando un circuito eléctrico incluye comnonentes no lineales, estos
pueden mostrar respuestas complicadas, a pesar de ser circuitos suma-

mente simples.

Estos circuitos pueden presentar diferentes comportamientos como son
oscilaciones periddicas, movimientos o respuestas cadticas y muchos

comportamientos mds.

E1 conocimiento del mecanismo de una respuesta cadtica es de gran inte
rés para quienes tienen que disefiar sistemas que tengan una alta con-

fiabilidad.
Por ejemplo tenemos el ruido que es un caso de respuesta cadtica. En
muchos casos el ruido externo no es siempre la causa de comportamientos

no deseados, sino que se debe a caracteristicas propias del circuito.

E1 circuito a ser analizado consiste de dos conductancias no lineales,
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una negativa y otra positiva y un circuito resonante. Este circuito

se muestra en la figura 3.1.

Sendgitan it sy liceal regar’ s

'

-—

Fig. 3.1.- Circuito electronico a ser analizado.

Este circuito ha sido propuesto por Shinriki y luego modificado por

Van der Pol [3].

Vamos a analizar a este circuito desde un punto de vista cualitativo.

~

3.2. CARACTERISTICA CORRIENTE - VOLTAJE DE LAS CONDUCTANCIAS NO LINEA-

LES.

Primeramente vamos a analizar la conductancia no lineal negativa. Se

basa en un amplificador operacional muy comin que es el 741.

E1 circuito basico es el siguiente mostrado en la figura 3.2.
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Fig. 3.2.- Circuito de la conductancia negativa no Tineal.

Como no ingresa corriente por 1o0s terminales positivo y negativo de la
entrada del amplificador operacional, por las resistencias R, y Rz, flu

ye la misma corriente i. Podemos escribir las siguientes ecuaciones:

R (3.1)

Vy = i Ry (3.2)

E1 voltaje entre los terminales de entrada es cero. Esto sianifica que

vy = Vv, y reemplazando en las ecuaciones (3.1) y (3.2) se tiene:

Despejando 1a corriente i de (3.4) se tiene:



- 126 -

Vo = V1 T V] — (36)

Vv,
Despejando - de Ta ecuacidn (3.6) se tiene
1

—=1+— (3.7)

Por otra parte se tiene la siguiente ecuacidn

Vi - v, = i) Ry (3.8)
de donde se tiene

vV = vy - i Ry (3.9)
Reemplazando (3.9) en (3.7) se obtiene 1o siguiente

vi - i, Ry R,
—_ = 1+ — (3.10)
A Rs

de donde

1 - =1+ — (3.11)
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a partir de la expresidn (3.11) se obtiene la funcidn de transferencia

de 1

Vi

= - ' (3.12)

De donde se puede observar que se trata de una conductancia negativa.

También hay que notar que en condiciones reales, se va a tener un vol
taje méximo de salida debido a la saturacion que sufre el amplificador
operacional. E1 voltaje puede variar entonces entre = + V.., en donde

Vee es el voltaje maximo de salida.

Para observar claramente este fendmeno se ha araficado la funcidén

v, = f{v,} en la figura 3.4,

s TV,

Fig. 3.4.- Grafico de v, = f(v ), curva ideal y

curva real.
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Entonces el voltaje v, puede llegar a ser maximo VCC por To cual pode-

mos escribir

=1+ — (3.13)
Vlsat Ry
de donde
R3
Vigat =7 Ve (3.14)

La ecuacidn (3:14) nos da el voltaje v, al cual el amplificador se sa-

tura.

Entonces la ecuacion (3.12) es vdlida en el intervalo - V v, <

<
lsat — —

v Para v, >V v se tiene un comportamiento di

1sat ¥ V1 <7 Yigat
ferente debido a la saturacién del amplificador operacional.

1sat’

ime i > .
Primeramente analizaremos el caso v, Vlsat

ET voltaje v, en este caso es constante e igual a V... Entonces pode-

mos escribir

= constante

<
[\
1
-
O
O
1

v, - i, Ry (3.15)

-
O
le]

1
<
1

de donde

Ry = v, - Vee | (3.16)
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Entonces se tiene la siguiente ecuacidn

i, == vy - — (3.17)
1

v > S tiene que el voltaje v, es constan

Ahora para el caso v, < 1sa

te e jgual a - Vee.

v, = - Vcc = constante

- Vee = v, - i, Ry (3.18)
de donde

i; Ry = vy + Ve (3.19)

Entunces se tiene la siguiente ecuacion

) 1 Vee
Ty = — vy +— (3.20)
Ry Ry

En resumen la funcidon f que relaciona i, = f(v,) es la siguiente:

para " Vigat £ V1 S Vigat
i, = i v
1T 1
R3R1
para
v, >V
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1 Vcc
1 = .
TR Ry
para i< Vgt
7 = -1_ Y] + EE.
1 1
Rl Rl
, R,
en donde v, = —— Ve
sat
R, + R,

En Ta figura 3.5 se muestra el grafico de i, = f(v,), donde se muestra

las diferentes rectas que forman la funcién.

Jrocirrtn .
' pernaes e
= o~
1Al =
’ - e -
AR

2

featesnt 2

IETE A

Fig. 3.5.- Grdfico de i, = f{v,), resultante del

cdlculo analitico.

Para medir experimentalmente la caracteristica corriente - voltaje el
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circuito utilizado tiene 1o0s siguientes valores mostrados en la figura

3.6.

Yl A

“/ An

Wkn

Fig. 3.6.- Diagrama del circuito del cual se midig
la caracteristica corriente - voltaje en
forma experimental. i, = flv,).
Del circuito de 1a figura 3.6, se obtuvo la caracteristica corriente -
voltaje mostrada en la figura 3.7, para un voltaje de fuente de + 15

voltios.

Analizando los resultados tedricos y experimentales (Fig. 3.7 y 3.5),

se observa que son cualitativamente iguales.

Ahora vamos a analizar la caracteristica corriente - voltaje para 1la

conductancia positiva.

E1 circuito de 1a conductancia positiva se muestra en 1a figura 3.8,

en el cual los diodos son de germanio del tipo IN276.
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'A‘IIIIII

308,uA
div

5v¥/.
aly

Fig. 3.7.- Caracteristica corriente - voltaje experimental

para voltaje de polarizacidon de + 15 Voltios.

Fig. 3.8.- Conductancia positiva no lineal.

E1 circuito utilizado para la medicidn se muestra en la fiaura 3.9.
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os¢,

Fig. 3.9.- Circuito utilizado para medir Ta caracteristica
corriente - voltaje de conductancia no lineal

positiva.

Tedricamente la corriente que circula por el diodo en funcién del vol-

taje en bornes del diodo estd dada por:

qVd/kTn
I = Io (e - 1) (3.21)
en donde q = carga de un electrdn
T = temperatura en °K
K = constante de Boltzmann
l<n<?2

Ahora si se tiene diodos en sentidos opuestos, mientras el uno condu-

ce, el otro estara cortado y viceversa.

Para obtener tedricamente la caracteristica corriente - voltaje de dos

diodos en sentidos contrarios, basta superponer las caracteristicas
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de 2 diodos, como se muestra en la figura 3.10.

’-J
M

Fig. 3.10.- Caracteristicas Corriente - Voltaje de 2
diodos conectados en sentidos opuestos.

Superposicion de dos caracteristicas.

La diferencia en la caracteristica corriente - voltaje del grupo de dio
dos de 1a figura 3.8, es en el voltaje de conduccién, que serd igual

a la suma del voltaje de conduccidn de cada uno de los diodos.

En Ta figura 3.11, se muestra la foto de la caracteristica voltaje -

corriente, obtenida en forma experimental, que es cualitativamente i-

gual a la caracteristica obtenida tedricamente.

3.3. MODELO MATEMATICO DEL CIRCUITO ELECTRONICO. ECUACIQONES DE ESTADO.

En esta parte vamos a obtener un mcdeloc matemdtico que describa la di-

ndmica del sistema.
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Fig. 3.11.- Caracteristica corriente - voltaje

obtenida experimentalmente.

Primeramente vamos a realizar una aproximacion de las caracteristicas

corriente - voltaje de los elementos no lTineales. [3].

Para la conductancia negativa no 1ineal podemos aproximar la caracte-

ristica corriente - voltaje a la siguiente ecuacidn:

ii(vy) = - a; vy +a; v (3.22)

en donde a, >0 ,a;,>0

en la figura 3.12, se muestran Tas curvas tanto experimental y aproxi

mada de Ta conductancia no lineal negativa.

Para valores de v, pequefios, existe un predominio del término 1ineal
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-~

cxperimantyl

Fig. 3.12.- Caracteristicas corriente - voltaje,

aproximada y experimental.

- a;v;. A medida que aumenta el valor de v,, predomina el término no

: 3
Tineal a,v,°.

La conductancia positiva no lineal, se puede aproximar a la siguiente

ecuacion:

id (vq) = byvg + by vg?® (3.23)
en donde b >0, b; >0
Para observar 1a aproximacidn que se realiza, en la figura 3.13 , se

muestran las curvas aproximada y experimental de la conductancia posi

tiva no lineal.
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Fig. 3.13.- Caracteristicas voltaje - corriente,

experimental y aproximada.

Aplicando la ecuacidon 3.23 al circuito de la figura 3.1, se tiene Ta

siguiente ecuacidn
id = by(vy, -vy) + by (v, -vy)? (3.24)

Para un andlisis cualitativo, las aproximaciones realizadas en las ca
racteristicas corriente voltaje son razonables y representan adecua-

damente al circuito.

Vamos a escribir las ecuaciones de Tos nodos v, y v,, por 1o cual va
mos a dibujar el circuito con las corrientes y sus sentides. Esto se

muestra en la figura 3.14.
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. . . Sennulleroin re lireaal  pusitiva
Cuonductancia no lineal negativa

.
b

~
~

-~
=

Fig. 3.14.- Sentido de corrientes y voltajes

para el circuito electrénico.
Para el nodo 1 se puede escribir la siguiente ecuacion:

ig, = - dp, - i1+ ig (3.25)

También se tienen las siguientes relaciones para el condensador C; y

para la resistencia R,:

. dvl
icp =C, — ‘ (3.26)
- dt

<
[

y iRy (3.27)

e

£



- 139 -

Reemplazando (3.26), (3.27}, {3.24) y (3.22) en 1a ecuacién (3.25) se

tiene:

dv1 v,

C,—— = - —+ayv, ~ayv,® #b, (v, -v,) +by(vy-vy)° (3.28)
it R,

Para el nodo 2 se puede escribir 1a siguiente ecuacidén de corrien-

tes:

i, = - i - g (3.29)

Se pueden obtener la siguiente relacién para C,

dv,
i = C2 (3.30)
c2 dt
Reemplazando (3.30) y (3.24) en {3.29) se tiene
dv, s
C, " = =4 = bylvy-vy) - by(v, -vy) (3.31)

Para el inductor L se puede escribir Ta ecuacién que relaciona el vol

taje y la corriente como

d i
L— =v, , (3.32)
dt

Vamos a realizar un cambio de notacién en las ecuaciones (3.28), (3.31)



- 140 -

y (3.32) de 1a siguiente forma:

X = Vl
y = v, | C o (3.33)
z = i

Entonces se tiene:

C, X = (a; —RL)X - a3X3 + by (y-x) + b3(~y"x)3
4

=-2z-by (y-x) - bsly-x)° (3.34)

o
N
<.
t

Las ecuaciones anteriores, son las ecuaciones de estado del circuito.
Se observa que se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales si

multdneas no Tineales.

La solucidn analitica de este tipo de ecuaciones es muy compleja, por

To cual se utilizan métodos numéricos para resolverlas.

Despejando 1os valores de x, y, z en (3.34) se tiene

X =[Nl-éL)X-'%X3+b1U-X)+bAY-XV]/Cl
4
y=l-z-bly-x) - byly-x)’1/¢,
z=y/| (3.35)
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En este caso el pardmetro que se puede variar para cambiar la respues

ta del sistema serd R,.

Las ecuaciones de estado se pueden escribir como:

Mo
!]

filx, y, 2)

e
1

f(x, vy, z) (3.36)

z = f,(x,y, 2)

Para obtener los puntos de equilibrio, tenemos que igualar las deriva

das a cero, como sigue

y|{ =0 (3.37)

Podemos linealizar el sistema de ecuaciones evaluando la matriz Jaco-

biana en cada punto de equilibrio.

La matriz Jacobiana o Jacobiano se define como sigue




en donde
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a = (a;, a8, 0uny an)

y D, fn(E') significa la derivada de 1a funcién f  respecto a Ta varia

ble ap-

Sea { X,y,z) un punto de equilibric, podemos evaluar el

este punto de equilibrio y representaremos

J(x,y, 2)

Jaccbiano en

(3.38)

Para analizar Ta estabilidad, es necesario calcular los eigenvalores

de 1a Matriz Jacobiana en el punto de equilibrioc.

Un punto de equilibrio es estable si Tos eigenvalores, del sistema de

ecuaciones obtenido por la linealizacion del sistema no 1ineal en las

cercanias del punto de equilibrio, tienen parte real negativa [4].

E1 Jacobiano del sistema descrito por la ecuacidn (3.35),

a continuacidn

J(X,y,z) =

(al-i——3ag2—b1—3bﬂy—xf)
y

se calcula

Cy

(by +3by(y-x)%)

Cz




Para la obtencidn

cion
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de Tos eigenvalores, tenemos que resolver la ecua-

det [ J( x,y,z)-12xr] =0

Resolviendo el sistema (3.37), tenemos que Ta solucién trivial es

(0,0,0).

£1 Jacobiano para

el punto de equilibrio (0,0,0) es igual J(x,y,z) e-

valuado en el punto (0,0,0) es igual a:

i
a, - - b, ;
R, 1
C]_ C1
b, b
J(0,0,0) = = -
CZ C?.
0 1
I L
como

Ahora obtenemos 1os eigenvalores

det [ J(0,0,0) - I Xx]=20

entonces se tiene :
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a; - i - bl b
R4 Y . _i_ 0
Cl Cl
b,y by 1
det —_ -— - - —
Co Cz Cz
0 1 -
3

Podemos reemplazar

Ho= —+b -a
Ry
(S=b1
y tenemos
(_i_x _L 0
C, C,
bl o) 1
det — - — - - — =
C, C, C,
0 1 -2
L
n J

De donde se obtiene la ecuacidn caracteristica

2
A4 E+ S )z w , 19 ya+ K

€, C; €, LC, C,C, C.C,L
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8 8 i 2
e L (- SN My UL

C, G, C,C; LG GG, C.CL

En base a las rafces de la ecuacidn anterior, se puede saber si es es

table o no en el punto de equilibrio (0,0,0).

Una segunda solucién del sistema (3.37) se tiene

Resolviendo el sistema anterior se tiene que el punto de equilibrio

(x,y,2) es iguaT a:

«< |
"
o

(3.41)

bl-)—(_+b3;

N
o

E1 Jacobiano en el punto de equilibrio (X,y,z )de 1a solucidn (3.41)

se obtiene reemplazando las ecuaciones (3.41) en la matriz (3.39).
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-
2u 3 byy
- (bl" )_/Cl
Cl a3+b3
- — 3 bsu 3 byu
J(x,y,z) = (by - )/ Co (-by + )/ C,
a3+b3 a3+b3
0 1
L
3b
reemplazando b; - Rl R
as; +by
2u v
— — 0
C, Ci1
L v v 1
AXy.z)= | — - — - —
C, C, C,
0 1 0
L
Ahora resolvemos el problema
det [ J(x,y,z) -IAx]1=0
Y se obtiene 1a ecuacidn caracteristica.
2u v 2uv 1 v2 2u
Aot (— - —) = - + ) - -
C, C, C.C, C,L C,Cy C,C,L

(3.42)

=0

(3.43)
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Obteniendo Tas rafces de la ecuacidn (3.43), se puede saber si es esta

ble o0 no en el punto de equilibrio ( X,y,z ).

E1 andlisis de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales de
3€r orden es complejo, y 1o que es posible realizar es un estudio de
estabilidad en las cercanfas de los puntos de equilibrioc en los cuales

es posible Tinealizar el sistema de ecuaciones.

3.4. ANALISIS EXPERIMENTAL DEL CIRCUITO EN FUNCICN DEL TIEMPO.

Para el andlisis del circuito, vamos a usar un método experimental.
Otros autores han realizado el andlisis basados en las ecuaciones de

estado, las cuales han sido ya resueltas por métodos numéricos [3].

E1 circuito experimental usado y 1os valores de los diferentes compo-

nentes se muestra en la figura 3.15.

b

h
!

IN276

100 pF I ! i
i J— C. S M “ i e .
35K
Q=54 :
- 2200 p F

Fig. 3.15.- Circuito experimental y sus valores.
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Vamos a calcular Ta frecuencia de resonancia del circuito LC y va a

ser igual a:

f=— — (3.44)

de donde la frecuencia de resonancia es:

f = 35.18 KHz (3.45)

E1 pardmetro variable del circuito es Ta resistencia R,. E1 amplifi-

cador operacional 1o vamos a polarizar con + 5 Voltios.

Si variamos la resistencia Ry entre 0 < Ry < 16.3 K2, se observa que
el voltaje v,, figura 3.15, es constante y cuyo valor depende del va

lTor de R, en el intervalo sefialado antericrmente.

Al tener Ry en el intervalo 16.3 K < Ry, < 24.9 KR, se observa que el
circuito oscila. Llamamos T, al periodo de Ta oscilacidn. La frecuen
cia de Ta oscilacion serd la frecuencia calculada en la ecuacidn

(3.44) y es igual a f = 35.18 KHz. Entonces diremos que para el in-

tervalo de R, sefialado anteriormente, se tiene una oscilacidén de pe-

1
35,18

riodo T Esto se muestra en 1a figura 3.16.

26 KQ, se tiene una oscilacidn de periodo 27.

1t

Para R,
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Fig. 3.16.- Voltaje vy =f(t), en donde se observa una

oscilacidn de perfodo T, para R, = 23.7 KQ.
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Fig. 3.17.- Voltaje v, =f(t), en donde se observa una

oscilacién de periodo 2T, para R, = 26 KQ.
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Ahora si tenemos en Ry una resistencia de 27.4 K, se tiene una osci-

laci?n de periodc 4T como se muestra en la figura 3.18.

Se observa una componente de frecuencia f = 35.18 KHz en Ta oscilacidn

mostrada en la figura 3.18.

4T

T
TR

|
BT -
RN A
(WA AT NN |
T ——
'HLEN'TIEN'.

Fig. 3.18.- Voltaje v, = f(t), se observa una oscilacidn

de perifodo 4T para Ry = 27.4 KQ.

Si seguimos aumentando el valor de R, y para R,=27.7KQ se tiene una

oscilacion de p2riodo 8 T como se muestra en la figura 3.19.

Entonces se observa que a medida que se aumenta el valor de Ry, aumen

ta el periodo de la oscilacidn como 2" donde n = 0,1,2,...., n.

Este proceso es cualitativamente igual al observado en la ecuacién de

diferencias X =r Xj(l-x.) que describe un modelo de poblacidn

J+1 J

de insectos.
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Fig. 3.19.- Voltaje vi = f(t), se observa una

oscilacion de periodo 8 T, para Ry =27.7 KQ

Esto demuestra que existen otros sistemas dindmicos que tienen el mis

mo mecanismo de desdoblamiento.

Para R, =28.6 K& , -se muestra en la figura 3.20 una oscilacién cadti
ca, que ha sido tomada en un instante determinado de tiempo y que in
dica que el circuito electrénico pasd de un régimen determinista a un

régimen cadtico que se muestra en esta figura. o

3.5. ANALISIS EN EL PLANO DE FASE.

Para analizar la transicidén de un régimen determinista a un régimen

turbulento vamos a utilizar otro método de andlisis del circuito elec
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trénico, 1lamado plano de fase.

a2 v .
div

50,»“5
aiy

Fig. 3.20.- Voltaje vy, = f(t), se tiene una oscilacidn

caftica para R, = 28.6 KQ.

E1 planc de fase se denomina al grdfico de una variable de estado en

funcidn de otra variable de estado del sistema dinamico.

Las variables de estado del circuito electronico son x,y,z, que repre

sentan respectivamente el voltaje v,, voltaje v, y Ta corriente i .

Para nuestro andlisis utilizamos Tos grdficos del voltaje v, en fun

cién del voltaje v,.

Para la obtencidn de Tos graficos vy = f(vz) se ha utilizado un méto

do experimental.
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Los datos experimentales se han tomado para un voltaje de polarizacidn

del amplificador operacional de + 5 voltios y valores de Tos elementos

indicados en 1a figura 3.15.

Iniciamos el estudio con un valor de R, = 23.7 K&, cuyo resultado se
muestra en 1a figura 3.21. Se tiene el grdfico de vi = f(v,), en el
cual se observa gque existe una diferencia de fase entre los voltajes
vi ¥ v2 . A la figura formada,que se asemeja a una elipse, la Tlama
remos 6rbita. Para este caso veremos que existe una sola 6rbita y re

presenta el caso en el cual se tiene una oscilacidn de periodo T.

Fig. 3.21.- Grafico de vy = f(v,), para R, = 23.7 KQ.
Este caso corresponde a una oscilacion

de periodo T.

Para continuar el andlisis, procedemos a variar el valor de Ry, para

observar los diferentes comportamientos que presenta el circuito elec

02 Vv
div
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trénico.

Ahora para Ry, = 26 K , se obtiene el grdfico mostrado en la figura
3.22. Esta figura corresponde al grdfico vy = f(v,) para una oscila-
cién de perfodo 2T . Se observa claramente que existe un desdobla-

miento de las 6rbitas, en este caso se tienen 2 Orbitas.

Fig. 3.22.- Grafico de v, = f(v,) para R, = 26 KQ.
Corresponde al caso de una oscilacioén

de periodo 2T. Se observa 2 drbitas.

Para Ry = 27.4 KQ se tienen 4 Grbitas en el plano de fase. Esto se
puede ver en Ta figura 3.23. Las cuatro Orbitas en el plano de fase

corresponde a una oscilacidén de periodo 47T .

En Ta figura 3.24 se observa el grdfico v, = f(v,) en donde se tie-

nen 8 Orbitas para una resistencia R, = 27.7 KQ. En este estado el
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circuito oscila con un periodo 8T.

Fig. 3.23.- Grdfico de v, = f(vp) para R, = 27.4 KQ.

Corresponde a una oscilaci6én de periodo 4T.

Fig. 3.24.- Grafico de v, = f(v,) para Ry = 27.7 KQ.

Corresponde a una oscilacién de periodo 8T.

div
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Entonces se puede ver que el periodo de la oscilacién esta directamen

te relacionado con el nimero de drbitas en el plano de fase.

E1 nimero de Grbitas depende del valor de R, y es iqual a 2" donde

n=20,1,2,....

El perfodo de la oscilacidn depende de Ry pero de una manera no lineal;
debido a que para obtener periodos de oscilacidn mayores, 10s incremen

tos de R, son cada vez mds pequefos.

Por esta razén no ha sido posible obtener experimentalmente periodos
mayores a 8T, debido a que 1os incrementos de resistencia del poten-
ciometro utilizado eran demasiado grandes y se pasaba a otros estados

como es el de bandas que explicaremos a continuacidn

Pero 10s ejemplos obtenidos son suficientes para indicar claramente el
aumento del perfodo como 2" hasta tener 2° periodos en donde el valor

de R, en ese punto 1o 1lemaremos resistencia critica o Rc.

Después de observar un desdoblamiento de Grbitas, para R, menores a
Rcs se tiene que las drbitas en Tugar de tener trayectorias fijas, pue

den estar localizadas en bandas cuando R, es mayor gque R..
Esto se puede ver en la figura 3.25, en la cual se observa 4 bandas en
las cuales pueden estar las Orbitas del circuito electrénico para

Ry = 27.9 KQ.

Al aumentar el valor de R, a 28.2 KQ, se observa que existen 2 bandas
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en las cuales se pueden encontrar las 6rbitas del sistema dinamico.

Esto se muestra en la figura 3.26.

g.2v
div

Fig. 3.25.- Grafico de v, = f(v,) para R, =27.9 KQ.
Se tienen 4 bandas donde se localizan

las orbitas.

Fig. 3.26.- Grafice de v; = f(vs) para Ry, =28.2 KQ.
donde se observan 2 bandas, donde se
tienen orbitas.
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Fig. 3.27.- Grdafico de vy, = f(v,) para R, = 28.6 KQ.

Se observa el caos.

Para Ry, = 28.6 K, se obtiene una sola banda en la cual se pueden 1o-
calizar las 6rbitas. En este caso tenemos el caos, debido a que una
orbita puede estar localizada en gualquier parte de la banda. Esto se

muestra en la figura 3.27.

Entonces para R, > R., se tiene un desdoblamiento de 6rbitas, pero en
forma de bandas. E1 nimero de bandas aumenta con Ta disminucién de

R, hasta tener infinitas bandas para R, = R -

De esto ya se puede decir que el mecanismo de transicion de un régi-
men determinista a un régimen cabético es cualitativamente el mismo

que se describid en el Capitulo II para el modelo de poblacién.

Para poder realizar una comparacién mejor, vamos a graficar los pun-
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tos tomados del plano de fase, para cada valor de Ry, de Ta intersec-

cidén de las Orbitas con un eje x', como se muestra en la figura 3.28.

Y
I
I
|

orbite

—_—— — - e 1

Fig. 3.28.- Interseccidn de las érbitas con el eje x'.

Para la obtencibén de este grdafico se hatomado varios valores de la dis
tancia en el eje x' para varios valores de R,. En este punto 1o mds
interesante es el andlisis cua]ifativo del fendmeno antes que Ta pre
cisién con que se midieron estas distancias. También se tomaron 1los
valores de Ry al cual ocurren los desdoblamientos. Este grdfico mues

tra 1a figura 3.29.

La figura 3.29 muestra el mecanismc de la transicidn, cuando se tie-

nen niveles discretos o valores fijos de la distancia en el eje x'.

Para mostrar la transicidn en la zona de bandas, se ha graficado Tos

intervalos que interceptan con el eje x' en la figura 3.30.



- 160 -

T

T

?0 R R R
4 4 4 4
18.3K5 249K n 2724 a 2774 o

Fig. 3.29.- Grafico de las distancias en el eje x'
en funcidn de Ta resistencia Ry.
Se sefialan puntos de desdoblamiento.

Fig. 3.30.- Grédfico de las distancias en el eje x'
en funcién de R,.
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Comparando.cualitativamente las figuras 3.30 y 3.29 con Tos resultados
obtenidos en el Cathu]o Il para la ecuacion Xj+1= r Xj(l 'Xj)’ se ob-
serva que este mecanismo de transicidén de un régimen determinista a un
régimen cabtico es el mismo a pesar de ser sistemas dindmicos que des
criben dos cosas totalmente diferentes como son un modelo de poblacidn
de insectos (ecuacidn de diferencias con una variable de\?stado) y un
circuito electrénico (descrita por ecuaciones diferehciales con tres

variables de estado).

En conclusidn el mecanismo de transicién de régimen determinista o cad

tico estudiado en el Capitulo Il es comln a varios sistemas.

Para el caso del modelo de poblacidn, el pardmetro que determina el es
tado del sistema es r que es el factor de crecimiento. En el caso del
circuito electrénico el pardmetro que determina el estado es R, y es

una resistencia eléctrica.

3.6. METODO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER.

E1 tercer método alterno para el andlisis de la transicién de un régi-

men determinista a un régimen caético es la transformada de Fourier.
-Con este método se obtiene el espectro de frecuencias de una sefial en
el tiempo. Para el caso del circuito electrénico la sefial a ser anali

zada es el voltaje v;.

Sea v;(t) Ta sefial en funcidn del tiempo, entonces la transformada de



- 162 -

n
Fourier serd V;(w) que se define como:

T

v = —— e vit) dt
1 (w Vs (

0

Para este andlisis vamos a obtener el espectro de frecuencias para las
sefiales de periodo T, 2T, 4T y 8T, y ademds para sefiales gque presentan

1 y 2 bandas en el plano de fase.

Como se calculd anteriormente la frecuencia fundamental del oscilador

es f = 35.18 KHz.

Los espectros de frecuencia se han medido en forma experimental por me

dio de un analizador de espectros de baja frecuencia.

Primeramente observamos el espectro de la sefial del oscilador de perfo
do T. ET1 espectro se muestra en la figura 3.31. Se observa en el es-
pectro una componente de frecuencia f y otra componente de frecuencia

de 2f, que corresponde a Ta segunda armdnica de la frecuencia fundamen

tal f.

Para el andlisis nos interesa 1o que ocurre con las componentes para
frecuencias menores o iguales a f, o sea en el intervalo de (o, f).
En To posterior no analizaremos el comportamiento de 1os arménicos de

f.

Entonces para la oscilacidn de periodo T, en el intervalo {o, f), se
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tiene una sola componente de frecuencia en f.

|%(U|

10dB
div

Fig. 3.31.- Espectro de frecuencia para la oscilacién

de periodo T. R, = 23.7 KQ.

En los espectros de frecuencia se tiene una componente de frecuencia

cero.

Para R, = 26 K, se tiene 1a oscilacién de pericdo 2T y en la figura

3.32, se muestra el espectro de frecuencias.

Se observa que se tiene una nueva componente de frecuencia-%} en re

lacidn al espectro anterior.

Para tener una oscilacién de periodo 4T, se tenia una resistencia

Ry = 27.4 KQ y su espectro de frecuencia se muestra en la figura 3.33.
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Fig. 3.32.- Espectro de frecuencia para la oscilacién

de periodo 2T. R, = 26 KQ.

IVt

10d8
div

IQKHz2
dlv

.0 % % J% f 5f4 J% 7% 2f 9% 5%

Fig. 3.33.- Espectro de frecuencias para una oscilacion

de periodo 4T. Ry = 27.4 KQ.
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Aparacen nuevas componentes de frecuencia intercaladas entre las fre-
cuencias del espectro de la oscilaciéon de periodo 2T.
3

Estas componentes son de frecuencias {g— Tf'f como se sefala en 1la

figura 3.33.

En 1a figura 3.34, se muestra el espectro de frecuencias de uns osci-
lacién de perfodo 8T para Ry, = 27.7 K. Se observa nuevamente que se
intercalan nuevas frécuencias en relacidn al espectro anterior de 1la
oscilacidn de periodo 4T. Las nuevas componentes tienen frecuencias

3

5 7
L3 58y Ly,
g 8 Y8

il
8

Entonces se tiene un mecanismo cualitativamente igual al observado en
el modelo de poblacidn, en el cual se van intercalando nuevas frecuen

cias hasta que Ry es igual a Rc.

J%(HJ

S —— 2

l0d B
div
10KHz
0 4 531 L5135 71 1 21
6 . 8 2 8 4 B8

Fig. 3.34.- Espectro de frecuencias para una oscilacién

de periodo 8T. R, = 27.7 KQ.
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Para R, = 28.6 K@, en el plano de fase se observa una sola banda en la
cual se tiene un régimen cadtico cuyo espectro se muestra en la figura

3.35.

17,000

0dB
div

Fig. 3.35.- Espectro de frecuencias de una oscilacién

cadtica para R, = 28.6 KQ.

En el espectro de Ta figura 3.35 se observa que existe la componente
de frecuencia f y en el intervalo (o, f), se tiene una franja de rui-

do, Ta cual nos indica la presencia de un régimen cadtico.

En la figura 3.36, se muestra el espectro de frecuencias para R, =

28.2 K@, en donde las &rbitas del sistema estdn 1imitadas a dos ban-
das. Se observa una componente de frecuencia é;- ademds de la compo-
nente de frecuencia f y se debe a que Tas 6rbitas del sistema alter-

nan entre las dos bandas.

En conclusién el mecanismo de transicidn del régimen determinista al
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turbulento, analizado por medio de la transformada de Fourier es cuali
tativamente el mismo que el analizado para la ecuctidn XJ.+1 =r'Xj(1-Xj)
y por el cual podemos identificar un régimen cadtico como es el sefiala

do en Ta figura 3.35.

NANN!

10d8

div

10 #H z

d/y

Fig. 3.36.- Grdfico del espectro de frecuencias para
Ry = 28.2 KQ. Se trata de una oscilacion

que alterna entre 2 bandas.

3.7. REGIMEN OSCILATORIO DE PERIODO 3T.

En el circuito electrbénico también se tiene un régimen oscilatorio de
periodo 3T, como se tiene en el modelo de poblacidn para el intervalo

A de 1a figura

Para las condiciones y valores de la figura 3.15, el valor de R, para
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el cual se obtiene 1a oscilacién -de periodo 3T es 34 KQ. EI valor de

Ry es mayor al valor de R. .

Para obtener una oscilacion mds estable, se cambié el valor de C, a

1600 pF y con un valor de R, = 40.8 KQ.

Entonces para este nuevo valor de capacitor, Ta frecuencia de resonan

cia, segin la ecuaciﬁn (3.44) serd
f =~ 41.26 KHz

En Ta figura 3.37, se muestra una oscilacidn de periodo 3T para R, =

40.8 Ka.

TRNRENNE!
N UL lllllllllﬂlllnll
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Fig. 3.37.- Grafico vy =f(t), en donde se tiene una

oscilacidén de periodo 3T, para R, =40.8 KQ.
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Ahora graficando vi = f(v,), se tiene en el plano de fase 3 drbitas
que estdn en relaci6n a la oscilacidn de periodo 3T. Esto se muestra

en la figura 3.38.

o
s [
<

Qs
3z

Fig. 3.38.- Grdfico vy = f(v,) para una oscilacidn

de periodo 37. R, = 40.8 KQ.

E1 espectro de frecuencias de la oscilacidén de periodo 3T se muestra
en la figura 3.39, en donde se observa componentes de frecuencia f,

1 2
—3—| Y *'3'f.

Esta oscilacidn de periodo 3T, es otra caracteristica comin a varios

sistemas dinamicos analizados en este trabajo.
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v
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div

10KHz
div

Fig. 3.39.- Espectro de frecuencia de una

oscilacién de periodo 3T.

3.8. INFLUENCIA DE OTROS PARAMETROS EN EL COMPORTAMIENTO DEL CIRCUITO
ELECTRONICO.

Otro pardmetro del circuito es el voltaje de polarizacidn del amplifi-

cador operacional que los llamaremos V, y V_ .

E1 voltaje de polarizacidén influye sobre la funcién de transferencia

i, = f(vy) de la conductancia negativa.

Entonces al variar el voltaje de polarizacién, se varia el periodo de

las oscilaciones (T, 2T, 4T....).



CAPITULDO Iv

UN MODELO DE DINAMICA DE POBLACIONES

Se ha escogido para este trabajo de tesis un modelo de dindmica de po-
~blaciones debido a que este tipo de modelos son susceptibles de compor

tamientos cadticos o turbulentos.

E1 modelo descrito a continuacidn se podia estudiar desde un punto de
vista netamente matemdtico, pero para tener un problema real se 1o ha
estudiado como un modelo de dindmica de poblaciones, que tiene un inte

rés fisico.

E1 modelo, como ecuaciones matemdticas, puede describir otros fendme-
nos fisicos, que pueden ser completamente diferentes al de dindmica de
poblaciones, en el cual se podrd utilizar las conclusiones de este es

tudio.

4.1. DINAMICA DE POBLACIONES.

La dindmica de poblaciones es el conjunto de procesos que determinan
el tamafio y composicién de cualquier poblacidon. En este sentido la po

blacidn se considera compuesta por organismos de una misma especie.

E1 grupo se caracteriza por una proporcidn de nacimientos y muertes en

un tiempo definido. Frecuentemente se caracteriza la composicidn ~por
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sexos y por el ndmerc de individuos pertenecientes a diferentes edades.

Una poblacién puede aumentar en nlmero sélo por nacimientos y por imi
gracion, y puede disminuir 5610 por muerte y emigracidén. Considerando
la dindmica de poblaciones tedrica, se acostumbra ignorar los movimien
tos migratorios y se concentra la atencidn en el proceso de nacimien-

tos y muertes.

4,2. MODELO DE POBLACION.

Se considera una distribucidn inicial de individuos entre 0 y 75 afios,

en intervalos de 5 afios.

X1 Xz X3 Xy Xs Xe X7 Xg K9 Xio X Xp2 Xus Xuw Xis

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
| edad
[afios]

Se considera que cada 5 afigs, cada valor de poblacion de un determina-
do intervalo, se desplaza hacia la derecha un intervalo de 5 afios, que
significa que estos individuos han envejecido 5 afios. Ademds se consi
dera en nuestro modelo que 1¢s individuos mueren a los 75 afios. A un’

tiempo j se tiene la siguiente distribucidn:

X1y X2s X3y eevevienennnnn s X1s (4.1)

En donde X; corresponde a la poblacidn comprendida entre 0 y 5 afos,

X, corresponde a la poblacidn comprendida entre 5 y 10 afios, Xj co}rei



- =173 -

ponde a la poblacion comprendida entre 10 y 15 anos y asi sucesivamen-
te hasta X5 que corresponde a la poblacidén comprendida ehtre 70 y 75

anos.

A un tiempo j+1 {después de un intervalo de 5 afios) se tiene la  si-

guiente distribucion:

A, X1 X2, X35 vvvvnenennnn, > X1g (4.2)

Donde se elimina X;s5, debido a que mueren.

Después de cada intervalo de 5 afios, se considera que la poblacidn de

0 a 5 afios (A), es el resultado del nacimiento de nuevos individuos.
E1 modelo considerado contempla 2 alternativas, 1lamaremos:

- Concentrado y,

- Distribuido.

Cuando se considera concentrado, cada individuo entre 20 y 25 afios
(Xs), aporta con b individucs en el intervalo, en donde b es la ferti-

lidad y se tiene

X, =b X

541 (4.3)

5,‘]'

La ecuacidn (4.3) significa que los individuos entre 20 y 25 afics en
un tiempo j, aportan con b individuos nuevos entre 0 y 5 anos al tiem

po j+l.
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Entonces al tiempo j+1 se tiene la siguiente distribucién:

bXS’j; Xl,j; XZ’J'; --‘-.-7-..-; Xl"’j, (4_4)
4]
X]_,j_l_l; Xz,\]-_l_l; ............. ; X15’j+1 ) (4_5)

Cuando se considera distribuido, cada individuc de diferentes interva-

lTos aportan con nuevos individuos multiplicado por un factor aj.
Entonces se tiene:

Xl’j+1 =b (alx5’j * aZXG’j + aax?sj + ang,j + aSXS:j) (4.6)

donde: a; +a, +az; +a, +as =1 (4.7)

La poblacidon total N a un tiempo j va a ser igual a:

15
NJ - .Z X_i,j (4.8)
i=1
Para un tiempo j+l, Ta poblacidn total va a ser igual a:
15
Njer= - 2 X gn (4.9)

1=1
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Para b concentrado 1a poblacién a un tiempo j+1 en funcidén de la po-

blacidén a un tiempo j serd igual a:
Nj+1 = Nj - XlS&j'+ b Xs,j (4.10)

Para b distribuido, 1a poblacién a un tiempo j+1 en funcidn de la po

blacién a un tiempo j serd igual a:

- XIS‘)' +

Njep = N ;

+ b(aIXSaj + azxs:j + a3X7=J' + aqxg’j + a5xgaj) (4.11)
Con este modelo matemdtico de poblacidn es posible realizar extrapola
ciones del crecimiento de poblacién en intervalo o paso de 5 afios, de
pendiendo del factor de crecimiento o fertilidad b, Ta distribucién i
nicial y el valor de los coeficientes aj
También es posible utilizar el modelo en intervalo o paso de 1 afio en
el cual en Tugar de tener 15 intervalos entre 0 y 75 afios, se tiene

75 intervalos.

La poblacién total N a un tiempo j serd igual a:

(4.12)

y para un tiempo j+1, la poblacidén total serd igqual a:
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75

Nj+1=

i,J+1

-
I -
—

(4.13)

Para b concentrado, 1a poblacidn total a un tiempo j+l1 en funcidén de

la poblacién total a un tiempo j

N N.

Jj+l J

Para b distribuido, la poblacidn

cion de Ta poblacidén a un tiempo

N :N.—X75’.+[

di
j+l J J 5 (X213

J

a
+‘§2_(X269‘]-

=+

(X31s

+

serd jgual a:

“ Xps,5 b X

total a un tiempo j+l

J serd ijgual a:
X22 b

+ X23’j

X275

+

X3z, + X33aj

=+

X37s +X385

+

X'—lZS +X’+3sj

Las ecuaciones (4.14) y (4.15), permite realizar

21’j

(4.14)

(N en fun-

j+1)

+X253J') +
+X303j) +
+ Xassj ) +

+ X'-l-O:j) +

Xlwsj + XHS:‘) ]
(4.15)

extrapolaciones en pa

so de 1 afio para b concentrado y b distribuido respectivamente.
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Para la obtencidn de los coeficientes a; para i =1,2,3,4,5, se ha re
currido a valores de fertilidad de 1a poblacién humana para tener va

Tores reales.

En Ta figura 4.1, se muestra el grafico de fertilidad en funcién de
Ta edad. En el grafico se tienen dos fertilidades, una natural, tipi
ca de los paises subdesarrollados y una fertilidad limitada, tipica

de los pafses desarrollados [6].

E1 grdfico de Ta figura 4.1 esta dado en nacimientos por cada 1000 mu
jeres. Para nuestro caso vamos a obtener Tos factores a; de tal mane

ra que la sumatoria sea igual a 1. Esto se muestra en la Tabla 4.1.

Como se muestra en la Tabla 4.1, denominaremos a la fertilidad natu-
ral como b distribuido A y a la fertilidad 1imitada como b distribui-

do B.

Para el estudio del modelo se ha tomado varios tipos de distribucio-
nes iniciales que se muestran en la figura 4.2. Se tienen 5 tipos de
distribuciones iniciales que simulan condiciones intermedias y extre

mas.

4.3. DEMOSTRACION DE LA INDEPENDENCIA DE LA DISTRIBUCION EN REGIMEN
PERMANENTE NORMALIZADA DE LA DISTRIBUCIOM INICIAL. MEDIO ILIMI-

TADO.

Para demostrar la independencia de la distribucién en régimen perma-
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nacimientes x 1000 mujeres

I
6§00 T
fertilidad notural (b distribuido A )
400 T
2001
1
fertilidad {Iimitada (b disiribuido £ )
0 —t -+ — f— —— > edad

20-24 25-29 30-34 35-39 40-43

Fig. 4.1.- Grdfico de fertilidad en funcidon de 1la

edad. Fertilidad natural y limitada. [6].
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TABLA 4.1

FERTILIDAD POR EDADES

Fertilidad natural (b distribuido A)

Edad Nacimiento por 1000 mujeres a,
20 - 24 386 ' 0.2919
25 - 29 498 0.2605
30 - 34 443 0.2317
35 - 39 370 0.1935
40 - 44 215 0.1124
1912 1

Fertilidad 1imitada (b distribuido B)

Edad Nacimientos por 1000 mujeres a;

20 - 24 320 0.4961
25 - 29 - 165 0.2558
30 - 34 90 0.1395
35 - 39 50 0.0775
40 - 44 : 20 0.0311

645 1
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Fig. 4.2.- Tipos de distribuciones iniciales.

nente normalizada, respecto de la distribucién inicial, se ha corrido

programas con el modelo matemdtico para tiempos suficientemente largos

para las cinco distribuciones iniciales de la fiaura 4.2.

Este experimento se ha realizado para tres tipos de b: (ver Fig.4.1).

- b distribuido A

distribuido B

I
=g

- b concentrado .
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Los experimentos han sido realizados para b=1, 2, 3, y se ha grafi-
cado distribuciones para diferentes tiempos, para poder observar la
transicién de la distribucién inicial a una distribucién en  régimen

permanente.

E1 trabajo experimental se ha realizado para todos los casos posibles,
pero en el presente trabajo de tesis, detallamos una pequefia parte,
en la cual se puede observar el comportamiento del modelo. Se indica

rd los resultados finales y conclusiones de este estudio.

Entonces vamos a detallar el caso de b distribuido A y veremos para

b=1y2. La distribucidn inicial serd la 2, indicada en la Fig.4.2.

En la figura 4.3, se muestra las distribuciones para 0, 50, 100 , 150
ahos en funcidon de la edad para b =1 y b distribuido A, en donde se
puede observar el régimen transitorio hasta alcanzar una distribucidn

permanente. "

Entonces ahora graficamos las distribuciones vara tiempos mayores, en
este caso para 150, 200 y 250 afos, que se muestra en la figura 4.4,

-

En esta figura se observa como tiende a una distribucidon plana en ré

gimen permanente,

Para b = 2 y b distribuido A, se muestran las distribuciones para O,
50, 100 y 150 afios en la figura 4.5. Para 150, 200 y 250 afios, las
distribuciones de pobalcidon en funcidon de la edad se muestra en 1la
figura 4.6, en la cual se observa que la distribucidon final en régi

men permanente tiende a ser escalonada.
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Fig. 4.3.- Distribuciones de poblacidn en funcidén de 1a
edad para 0, 50, 100 y 150 afies. b =1,
b distribuido A. Distribucidn inicial 2.
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Fig. 4.4.- Distribuciones de poblacion en funcidn de la
edad para 150, 200 y 250 afios. b =1,
b distribuido A. Distribucidén inicial 2.
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Fig. 4.5.- Distribucicnes de poblacién en funcién de 1a
edad para 0, 50, 100 y 150 afos. b = 2,
b distribuido A. Distribucion inicial 2.
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Fig. 4.6.- Distribuciones de poblacion en funcién de la
edad para 150, 200 y 250 afios. b = 2,
" b distribuido A. Distribucidn inicial 2.
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Vamos ahora a observar las distribuciones para otra distribucién ini-
cial, en este caso serd la distribucidn inicial 5 indicada en la figu
ra 4.2. Esta distribucidn es extrema, ya que se reparte en un solo in

tervalo.

En la figura 4.7, se muestra las distribuciones para b = 2, b distri-
buido A y distribucidn inicial 5 para Tos tiempos 0, 50, 100 y 150 a-

fios.
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Fig. 4.7.- Distribuciones de poblacion en funcién de 1a
edad para 0, 50, 100 y 150 afios. b = 2,

b distribuido A. Distribucién inicial 5.

Ahora para los afios 150, 200 y 250, Tas distribuciones se muestran en

la figura 4.8.

Comparando las figuras 4.6 y 4.8, se observa -que la distribucidn nor
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malizada final obtenida es la misma. Esta distribucidon en régimen per

manente.

Cistribucion dezpucs
de 252 aras
Para b=z

habitantes 7S z2fn

250
i, 200 _Lm_
-
150 ——
—— T
0 ——F—————— L edsd
0 75

Fig. 4.8.- Distribuciones de poblaci6n en funcidén de
la edad para 150, 200 y 250 afios. b = 2,

b distribuido A. Distribucién inicial 5.

Comparando las figuras 4.5 y 4.6, se puede ver que existe una region
de régimen transitorio para los primeros afos que depende de la distri
bucidn inicial y es mds marcada en el caso de tener una distribucidn

extrema como es la distribucidén inicial 5. Pero al final se llega a

una misma distribucidn normalizada en régimen permanente.

ET proceso detallado anteriormente se realiza experimentalmente para
b=1, 2y 3 para cada distribucién inicial y para b concentrado, b

distribuido A y b distribuido B y se obtuvo los siguientes resultados
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detallados a continuacidn.
Para b distribuido A se obtuvo las distribuciones finales normalizadas

mostradas en la figura 4.9. Las distribuciones normalizadas finales

son 1as mismas para cada una de Tas 5 distribuciones iniciales.

o
)|

Fabitantes <5 .

L
i
v
V1)
1,

Fig. 4.9.- Distribuciones normalizadas finales para

b=1,2y 3. b distribuido A.

Para b distribuido B, las distribuciones finales normalizadas se mues-

tran en Ta figura 4.10.

Para b concentrado, en la figura 4.11, se muestra las distribuciones

normal izadas finales para b = 1, 2 y 3.

Para el caso de b concentrado, se tiene las siguientes particularida-

des. Cuando se usa la distribucién inicial 2, se tiene que no se lle
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Fig. 4.10.- Distribuciones finales normalizadas para

b= 1,2y 3. b distribuido B.
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Fig. 4.11.- Distribuciones finales normalizadas para

b=1,2 y 3. b concentrado.
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ga exactamente a la distribucidn final que se obtiene con las distribu

ciones 1, 3 y 4.

Esto se puede observar en las figuras 4.12, 4.13 y 4.14.

habitantes <5 n

i1}

]_r__l F I
! i | ¥ dis 134
- [ T s 1J,

Q
m
[uy
I
]

Fig. 4.12.- Distribuciones finales normalizadas para
las distribuciones iniciales 2y 1, 3, 4

b concentrado, b = 1.

En las fiquras 4.12, 4.13 y 4.14, se representa la distribucidén final
normal izada para una distribucidén inicial 2 y también la distribucién
final normalizada para las distribuciones iniciales 1, 3 y 4, en la
cual se tiene la misma distribucién final normalizada para los tres

casos. De las figuras se puede decir que a pesar de no ser igual la

distribucidn final, tiende a tener las mismas caracteristicas.

Esto se explica debido a que el b usado es concentrado, en el cual s
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Fig. 4.13.- Distribuciones finales normalizadas
para las distribuciones iniciales

2y1,3,4. b concentrado, b = 2.
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Fig. 4.14.- Distribuciones finales normalizadas
para distribuciones iniciales 2 y

1,3,4. b concentrado, b = 3.
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1o los individuos del intervalo 20- 25 afios aportan con nuevos indivi-
duos, siendo en este caso la distribucion final mds sensible a la for

ma de la distribucién inicial.

La particularidad anterior también se observa con la distribucién ini

cial 5, en la cual también se puede decir que Ta distribucidon final

tiene las mismas caracteristicas a pesar de no ser igual.

Esto se muestra en Tas figuras 4.15, 4.16 y 4.17, para b =1, 2 y 3

respectivamente.

™ - —dis 5

Fig. 4.15.- Distribuciones finales normalizadas para
las distribuciones iniciales 5y 1, 3, 4.

b concentrado, b = 1.

Entonces se tiene como conclusion que Ta distribucidn final normaliza

da en régimen permanente ( t - «»}, no depende de la distribucién-ini
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Fig. 4.16.- Distribuciones finales normalizadas
para las distribuciones iniciales 5

vy 1,3,4. b concentrado, b = 2.

habitantes vS 3f0:=
"t 43 5
—_
]
7 I s 13,4
v —t—t F———— s e e e edad
0 75

Fig. 4.17.- Distribuciones finales normalizadas
para las distribuciones iniciales 5

y 1,3,4. b concentrado, b = 3.
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cial. Esto se ha demostrado para las 5 distribuciones mostradas en la

figura 4.2.

La distribucién final de poblacidn va a depender del factor b, por To
cual se tiene en este experimento 3 distribuciones finales diferentes
que corresponden a cada valor de b. Las distribuciones finales depen

den del tipo'de b usado, es decir, concentrado, distribuido A o B,

También se puede decir que existe régimen transitorio antes de alcan-
zar el régimen permanente. Este régimen transitorio depende de la

condicidn inicial,

4.4. ANALISIS DEL MODELO EN REGIMEN PERMANENTE. MEDIO ILIMITADO.

Como se indicé en la parte 4.3, de este capitulo, existe una zona de

transicion antes de 1legar al régimen permanente.

Para observar la transicion de un régimen transitorio a un régimen per
manente, se ha graficado la poblacién en funcién del tiempc para Tlos
primeros afios como se muestra en la figura 4.18. Esto se ha realiza-

do para b = 2 y b distribuido B.
Para valores de b = 1, la poblacién en régimen permanente, tiende a un

“valor constante, cuyo valor depende de la distribucién inicial. Esto

se muestra en la figura 4.19.

Entonces para b = 1, se puede decir que el crecimiento de la poblacidn
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es cero cuando se tiene un régimen permanente.

N

Fig. 4.18.- Grafico de N = f(t). Se identifica
un régimen transitorio y un régimen

permanente, para b = 2 y b distribuido B.. .



- 194 -

o

Xl

Fig. 4.19.-

Grafico de N = f{t) para b = 1

y b distribuido A.
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Para observar el crecimiento exponencial en régimen permanente para b
> 1, se ha graficado 1a funcidn logaritmo natural de l1a poblacién to-

tal en funcidn del tiempo { &n N = f(t)).

En la figura 4.20.a, se muestra el grdafico de £n N = f(t) para b = 2,

y b distribuido B para las 5 distribuciones iniciales de la figura 4.2,

Para b = 3 y b distribuido B, en la figura 4.20.b, se muestra el gréfi

co de &n N =rf(t).

De la observacidn de las figuras 4.20.A y 4.20.8, se concluye que el
crecimiento, en un régimen permanente, es exponencial, por tener en el

grafico £n N = f(t) rectas, cuya pendiente depende del valor de b.
Entonces el pardmetro b determina el crecimiento de la poblacidn.

Para b > 1 y en régimen permanente se ha visto que el crecimiento de
la poblacidn es exponencial, por lo cual es posible realizar una aproxi

At

macion exponencial de la forma N = a e , en donde los coeficientes a

determinarse son a y A.

En la figura 4.21, se muestra el grafico del coeficiente de crecimien-
to A en funcidn del coeficiente b para Tos casos de b concentrado, b
distribuido A y b distribuido B. Este grafico es vdlido para un régi

men permanente, es decir para t tendiendo a infinito.

De 1a observacidn de estos resultados se concluye que para valores de

b mayores a 1, en régimen permanente, para los tres tipos de b, -el
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Fig. 4.20.a.- Grafico de £n N = f(t) en régimen
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b distribuido B.

tiempo

foros)



- 197 -

in N
b
dis
4
JO -
25 .-
20 +
51t
10 1
5--
} ! - | + »
o 40 80 20 160 tiempo

fanos)

Fig. 4.20.b.- Grdfico de £&n N = f(t) en régimen

permanente. b = 3, b distribuido B.
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b curcentrado

b oarstribico g

b distribuide A

Fig. 4.21.- Grédfico del coeficiente de crecimiento A
en funcibén de b, para b concentrado,

b distribuido A y b distribuido B.
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crecimiento de la poblacidn es exponencial. Ademds el exponente A es

independiente de la distribucién inicial.

4.5. APLICACION DEL MODELO A LA POBLACION DEL MUNDO.
Para el modelaje de la poblacidén mundial se va a tomar 2 casos:

- Pafises en vias de desarrollo, que 1o 1lamaremos caso A

- Paises desarrollados, que 1lamaremos caso B.

Primeramente vamos a estudiar el caso A, en el cual vamos a obtener el
porcentaje de crecimiento en funcidn del pardmetro b, para un interva-

1o de 25 afios a partir del afio 1975,

Para la obtencidon de esta curva, se ‘ha utilizado como condicién ini-
cial la distribucién indicada en la Tabla 4.2 y cuya distribucidn se

ha graficado en Ta figura 4.22.

En el caso A se ha utilizado un b distribuido A, que es el predomindn

te para este caso.

Para la obtencidn de éstos resultados se ha utilizado un intervalo de
25 afios. Para cada valor de b se ha obtenido el porcentaje de creci-
miento para el intervalo de 25 afos y-que se encuentra graficado en

la figura 4.23.
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TABLA 4.2.

DISTRIBUCION INICIAL DE POBLACION CASO A [5]

ARO 1975

Hombres Mujeres Total
X, 240 230 470
X, 205 200 405
X 180 175 355
X, 160 150 310
Xs 135 135 270
X 110 110 220
X, 90 90 180
Xg ' 80 80 160
Xo 70 | 70 140
X10 60 60 120
X11 50 50 100
X1s 40 40 80
X1s 30 30 60
X14 20 25 45
X1s 15 15 30

X1 10 10 20

2965 millones

NOTA: La poblacidn estd dada en millones.
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Fig. 4.22.- Distribucién inicial caso A, afio 1975.
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Fig. 4.23.a.- Porcentaje de crecimiento en funcion

de b para un intervalo de 25 ahos caso A.
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En base a la curva de la figura 4.23.a, es posible obtener el valor de
b, para el cual se tiene el porcentaje de crecimiento indicado en 1la

referencia [5].

E1 valor obtenido es b = 1.64 que da un crecimiento de la poblacidn del

70% para el afic 2000 a partir del afo 1975.

En este estudio ademds de reproducir las condiciones para el afio 2000,
se realiza extrapolaciones hasta el ano 2075, manteniéndose la misma

tendencia de crecimiento de Ta poblacion.

En la figura 4.23.b, se tiene la forma de la distribucidon de poblacidn

en funcidn de la edad para Tos anos: 1975, 2000, 2025, 2050 y 2075.

Distribucion despues
d& 1@@ =2nRos

Farze bB=l.G4
habitantesz S anasz
{oen mitloanes

2100 1

)
1w0j117

S
1
f{J

=
~
wy

700+ 12025

Fig. 4.23.b.- Distribuciones de poblacién en funcidn
| de la edad, Caso A para Tos afios 1975,

2000, 2025, 2050 y 2075.
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Se ha tomado como condicién inicial la distribucién de poblacidn del

aftio 1975 que en total eé de 2965 millones.

En 1a figura 4.24, se muestra la distribucidn para el afio 2075.

JistribUCion finmal

kabitantes »5 3nd:
i en milionesz @

E
|
L

Fig. 4.24.~ Distribucidn de poblacidn en funcidn

de Ta edad para el afo 2075. Caso A.

En Ta figura 4.25, se tiene la poblacidn total N en funcién del afio,

en donde se abserva un crecimiento rdpido de la poblacién.

De esto se puede concluir que Tos paises del caso A, tienden a aumen-
tar su poblacién en una forma exponencial, de mantenerse la tendencia

en el indice de crecimiento.

En este caso, la poblacibn para el afo 2000 aumentard en un 70% en re
lacién a la poblacifn en el afio 1975. Para el aho 2075, de mantener

se el indice de crecimiento actual, la poblacidn 1legaria a ser de
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16500 millones, o sea 5.5 veces la poblacién en el afio 1975. Esto sig

nifica un crecimiento del 456%.

Foblacion totsl
fen miliones)

e L i .
¢ ——t——tt——t—t—t—t

9 2375

~

Fig. 4.25.- Poblacion total en funcion del tiempo.

Caso A.

Ahora vamos a analizar que sucede si en el momento actual b se hace i
gual a 1. Para este caso obtenemos Ta distribucion para el afio 1985,

con el mismo indice de crecimiento anterior.

Esta distribucién se muestra en la fiqura 4.26.

En base a la distribucidn del afio 1985, extrapolamos para Jos afios si
guientes y para el afio 2075 se obtiene una distribucién que tiende a

ser plana y que se muestra en la figura 4.27.

E1 grdafico de 1a poblacidn en funcién del tiempo se muestra en la fi

gura 4.28.
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Fig. 4.26.- Distribucién para el afio 1985,
b=1.64.
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Fig. 4.27.- Distribucidén para el afo 2075
con b = 1 en base a Ta distri-

bucidn del afio 1985.
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Fig. 4.28.- Grafico N = f(t) para b =1
en base a la distribucidn

del afio 1985. Caso A.

En cuanto a Ta poblacidén se cbserva que esta crece hasta estabilizarse
en un valor constante de 5700 millones. La poblacién crecera entonces

hasta el afio 2035, y a partir de este afio tomard un valor estable.

Ahora vamos a estudiar el caso B, en el cual de la misma manera ante-
rior, vamos a obtener el porcentaje de crecimiento en funcidn del para

metro b para un intervalo de 25 afios a partir del afio 1975.

Para obtener la curva se ha utilizado como condicifn inicial Ta distri
bucién inicial indicada en la Tabla 4.3, y cuya distribucidn se encuen

tra graficada en la figura 4.29.
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TABLA 4.3

DISTRIBUCION INICIAL DE POBLACION CASO B [5]

ARO 1975
Hombres Mujeres Total

X, | 43 45 88
X, 46 45 9]
X, 50 50 | 100
X, 50 50 100
Xs 46 45 91
Xe ' 13 46 99
X, 35 | 35 70
Xg 35 40 75
Xo - 34 32 66
X, 34 35 69
X11 28 32 60
X1s 20 25 45
X, 5 22 30 52
X1 | 18 27 45
Xys ‘ 10 | 20 30
X16 15 , 27 42

1123

NOTA: La poblacién estd dada en millones.
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Fig. 4.29.- Distribucién inicial caso B,

afio 1975.

En este caso se utiliza un b distribuido B, por ser el predominante en

este tipo de casos.

Se ha obtenido el porcentaje de crecimiento en funcidn del pardmetro
b, para un intervalo de 25 afios a partir del afio 1975. Esto se mues-

tra en la figura 4.30.

En base a la curva de Ta figura 4.30, es posible obtener el valor de

b que determine el porcentaje de crecimiento de 1a referéncia [5].
Para este caso el valor de b es 0.87.

Este valor de b = 0.87 da un crecimiento de la poblacidn de un 17% pa-

ra el ano 2000 a partir del afio 1975.



- 209 -

Yode crecimiento anuvafl

Fig. 4.30.- Porcentaje de crecimiento en funcidn
de b para un intervalo de 25 afos.

Caso B.

Ademds considerando que se mantiene b = 0.87, se ha realizado extrapo-

laciones del crecimiento de la poblacidn para el afo 2075.

En 1a figura 4.31, se muestra las distribuciones de poblacién en fun-
cion de Ta edad para los afos 1975, 2000, 2025, 2050 vy 2075, conside-

rando la distribucién inicial del afio 1975.

También se ha graficado la distribucién final para el afo 2075, que se

muestra en la figura 4.32.
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Fig. 4.31.~ Distribuciones de poblacidn para los

afios 1975, 2000, 2025, 2050 y 2075.
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Fig. 4.32.~ Distribucidn de poblacién para

el afno 2075. Caso B.
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En Ta figura 4.33, se tiene el grdfico de la poblacién total N en fun-

cidn del afio, para un intervalo de 100 afios a partir de 1975,

Fablacion totsi
en millones:

4
I

Fig. 4.33.- Poblacidn total en funcidn del tiempo.

Caso B. b = 0.87.

Se puede concluir que los paises del caso B, tienden a aumentar su po-
blacidén hasta el aho 2025 con un indice de crecimiento bajo, pasando
la poblacidon de 1123 millones para el afio 1979 a 1335 millones para

el afio 2025.

De mantenerse 1a tendencia, a partir del afio 2025, 1a poblacién tiende
a disminuir como se observa en el grafico, pudiendo 1legar a ser cero

para un tiempo mayor.

En cuanto a la distribucidn final de Ta figura 4.32, se observa gue la

poblacién de edades avanzadas aumenta mientras la poblacion joven cada
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VEZ es menor.

Comparando con el crecimiento del Caso A, se tiene que la poblacidn de
estos en el afio 1975 es de 2965 millones y de mantenerse la tendencia

de crecimiento, se tendrd en el afio 2075 una poblacidn de 16500 millo-
nes que significa un crecimiento de 456%. Mientras que en el Caso B,

se tendrda un decrecimiento del orden del 7%.

4.6. POBLACION EN UN MEDIO LIMITADO.

En las partes anteriores de este capitulo se ha estudiado la poblacidn

en un medio en el cual pueden crecer sin Timite.
Ahora vamos a introducir una realimentacién para observar el comporta-

miento del modelo en un medio Timitado. La realimentacion serd de la

forma:

b = by - — (by - 1) (4.22)

en donde bo = b inicial

1t

No poblacién 1imite.

En ta figura 4.34, se muestra el grafico de la funcidn de realimenta-

cion.

E1 proceso seguido es calcular para una iteracion Ta distribucidn- de
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Fig. 4.34.- Grafico de b = bo - 4= (bo - 1).
| No

poblacidn y su poblacién total. Luego por medio de la realimentacidn
de la ecuacidn {4.22), calculamos un nuevo valer de b para la dtera-

cidn siguiente,

4.7. b CONCENTRADO PARA POBLACION EN MEDIO LIMITADO.

Para este estudio utilizaremos un b concentrado y variaremos los pa-

sos para 5 anos y 1 afo.

Primeramente iniciamos el estudio para pasos de 5 afios. En la figura



- 214 -

4.35, se muestra el grdfico de la poblacion en funcién del tiempo para
bo = 2, en el cual se observa que para un tiempo suficientemente gran

de tiende al valor Ng que en este caso es igual a 20.

gzc3ala 4 drdivw
esfala = 2GS divw
Foblacion . totai
40-.
4
20+ T T
1
0 — i+ttt

Fig. 4.35.- Grdfico de N = f(t) para by = 2 y Ng = 20
b concentrado, pasos de 5 afios,

Distribucidon inicial 1.

Ahora graficamos N = f(t) para by = 3 y Tas mismas condiciones inicia-

les anteriores. Esto se muestra en la figura 4.36.

En 1a figura 4.37, se muestra el grafico N = f(t) para bo =4 y Ng =
20.

De los grdficos 4.36 y 4.37, se tiene que al aumentar el valor de bg,
el tiempo al cual se estabiliza Ta poblacién es mayor. En ambos casos

la poblacion tiende al valor Ng = 20.
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Fig. 4.36.- Grafico de N = f(t) para bg = 3
-Ng = 20, b concentrado, pasos de

5 anos. Distribucidon inicial 1.
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40t
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Fig. 4.37.- Grafico de N = f(t) para by = 4,
No = 20. b concentrado, pasos de

5 afios. Distribucion inicial 1.
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Ahora para by = 5, se observa que la poblacidn tiene un movimiento cab

tico mds o menos por los 275 afios como se muestra en la figura 4.38.

paoblacion

‘ot

Fig. 4.38.- Grdfico de N = f(t) para bg = 5 vy
Nog = 20. Se observa un movimiento

cadtico para t = 275 afos.

Trataremos ahora de explicar la causa de esta respuesta cadtica del

sistema.

Primeramente se puede ver en la figura 4.38, que antes de presentar el
comportamiento cadtico, la poblacidn toma valores que tienden a ser ce

ro.

Para esclarecer el origen, se ha graficado varias distribuciones de po

blacidon en funcidn de Ta edad en diferentes tiempos.

En Tas figuras 4.39, 4.40, y 4.41, se muestran las distribuciones pa-
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Foelacion toizl=5,3358955

Fig. 4.39.- Grdfico de Ta distribucidn de poblacidn
en funcion de la edad para t = 250 afios,

bo = 5. b concentrado.
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Foblacion totali=3,3133171

Fig. 4.40.- Grdafico de la distribucién de poblacién
en funcidén de la edad para t = 270 afos,
bg = 5. b concentrado.
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ra 250 afios, 270 afies y 360 afios.
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Fig. 4.41.- Grafico de la distribucidon de poblacion
en funcidén de la edad para t = 360 afios

bo = 5, b concentrado.

Se tiene que antes de 1legar al punto de turbulencia (respuesta cadti-
ca) la poblacidn total N 1lega a tener valores cercanos a cero. Se ob
serva que la distribucidon en el punto en el cua1‘1a pnblacidn es cerca
na a cero (para % 270 afios) tiene intervalos en los cuales la pobla-

cion distribuida por edédes, tiene valores positivos y en otros inter
valos tiene valores negativos y cuya sumatoria da un valor cercano a

cero.

Los valores negativos se explican porque b toma valores negativos.

Entonces como el valor de poblacién total N tiende a cero, la realimen
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tacion b = bo - ﬁ% (bo - 1) produce un valor de b = 5 (el mds alto posi
ble) y como Ta distribucién de poblacion por edades tiene picos en di
ferentes intervalos, éstos se ampjifican por el valor b, aumentando ca
da vez mds el valor de la poblacidon total, volviéndose Tuego en un mo

vimiento cadtico.

Como N se hace mayor a No, el valor de b pasa a ser negativo y b se ha

ce positivo cuando la poblacién total N se hace negativa.

Por esta razén se 1lega a un régimen turbulento con un valor de b que

varia entre positivo y negativo y que cada vez aumenta de valor.

En la figura 4.42, se muestra el grdfico de b en funciGn del tiempo.

M
(K1)
™
[r}
L]
i
[
L
'd

Ly

Fig. 4.42.- Grdfico de b = f(t), para bo = 5.
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Para observar 1a influencia de la condicidon inicial, se ha obtenido el
grifico de N = f(t) para bo = 5 y la distribucidn inicial 2 de 1a figu

ra 4.2. Esto se muestra en Ta figura 4.43.

Se observa que 1a distribucidn inicial influye en el punto en el cual

se produce la respuesta cadtica del sistema.

20blccidn

0+

Fig. 4.43.- Grdfico de N = f(t) para bg = 5, No = 20

distribucidén inicial 2, b concentrado.

Para ver la influencia de la precision del computador se ha varijado la
precision del cdlculo quitando cifras decimales primeramente al calcu-

lar la distribucidon por edades y también al cdlculo del valor de b.

En la figura 4.44, se muestra el grafico N = f(t) para bo = 5 y qui-
tando las cifras decimales mds halla de las milésimas, después de cada
cdlculo de b. Se observa que el ounto en donde se tiene la respuesta

cadtica no varia.
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Este experimento se ha realizado con varias precisiones y se puede con
cluir que Ta precisién del computador no influye en este comportamien-
tol

pobiacidn
L
+
$0t

Fig. 4.44.~ Grafico de N = f(t) para bg = 5

Yy precision de las milésimas.

Se ha realizado otro tipo de experimento, en el cual a un tiempo deter

minado se introduce un error en el valor de 1a poblacién total.

En este caso se ha tomado el valor de bg = 5 y se ha introducido un e-

rror de un 10% para t = 175 afios en N.

Esto se muestra en la figura 4.45, en donde se observa que el sistema
deja de ser caético y tiene upa respuesta oscilatoria. Esto se expli-
ca porque al introducir el error, estamos cambiando las condiciones 1i-
niciales del problema en un cierto tiempo, entonces desde la introduc-
cibn del error, se trata de un problema con otras condiciones inicia-

les que tiene el comportamiento de la figura 4.45.
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1 poblacidn
[iad

Fig. 4.45.- Grdfico de N

f(t) para bg = 5.
Se introduce un errcr de 10% en N,

para t = 175 afos.

Ahora vamos a tratar el caso de b concentrado, pero en pasos de 1 afo.

Primeramente vamos a graficar la poblacidn total en funcidn del tiempo

para varios valores de bg.

En Ta figura 4.46, se muestra el grdfico N = f(t) para bg = 2 en pasos

de 1 afio siendo b concentrado.

Para by = 3 y 4, los grdficos de N = f(t) se muestran en las figuras
4.47 y 4.48. De observar estos graficos se tiene que para un tiempo
suficientemente grande, la problacidn tiende a ser igual a Ny con una

oscilacidon amortiguada.

E1 tiempo al cual se estabiliza depende del valor de b, .
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Fig. 4.46.- Grdfico de N = f(t) para bg = 2,

b concentrado y paso de 1 afio, No =20.
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Fig. 4.47.- Gréfico de N = f(t) para bo = 3,

b concentrado, paso de 1 afio.
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Fig. 4.48.- Grdfico de N = f(t) para bg.= 4,

b concentrado y paso de 1 afo.

Ahora para bg = 5, se tiene un comportamiento cadtico como se muestra

en Ta figura 4.49.

poblaciao

Fig. 4.49.- Grafico de N = f(t) para bg = 5.

Se observa un régimen turbulento.
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Comparando con el comportamiento cadtico de paso de 5 afios, se observa

que este aparece a un tiempo mucho mayor en el caso de paso de 1 afio.

Esto quiere decir que el paso influye en el comportamiento cagtico del

sistema.
La transicidn al caos se explica debido a que la poblacién en un deter
minado tiempo tiende a cero. Esto se detalla en el caso de paso de 5

afios anteriormente en este capitulo.

También se identifica una pequefia oscilacidon de mayor frecuencia, su-

perpuesta a la oscilacidn amortiguada.

Para explicar esto observemos una distribucién de poblacién en funciodn

de la edad para t = 325 afios y by = 3.

En 1a figura 4.50, se muestra la distribucidén de poblacién, en donde

se observa que existen picos de poblacidon en diferentes intervalos.

Si comparamos el tiempo entre 2 picos y el periodo de 1a oscilacidn,

vemos que son iguales.

4.8. b DISTRIBUIDO PARA UNA POBLACION EN MEDIO LIMITADO.

Ahora vamos a tratar el caso éon_g distribuido A y utilizando 1a misma

real imentacidn de la ecuacidn (4.22).
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Fig. 4.50.- Distribucidn de poblacién para by = 3,

t = 325 afios, b concentrado, paso de 1 afio.

También en este caso utilizamos pasos de 5 y 1 afio. Iniciamos el estu
dio con los grdficos de N = f(t) y trataremos de observar algdn compor

tamiento cadtico.

En la figura 4.51, se muestra el grdfico de N = f(t) parabg =2 y b
distribuido A. ET1 valor de Ng es igual a 20. De este grafico se ob-
serva que para un tiempo grande, la poblacidn se estabiliza en el va

Tor de No.

Para bp = 3, en la figura 4.52 se muestra el grdfico de N = f(t). Pa
ra todo el estudio, se considerard como condicidén inicial l1a 1 indica

da en la figura 4.2.
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Fig. 4.51.- Grdfico de N=f(t) para by=2, b distri-
buido A, distribucidn inicial 1, Ny =20.
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Fig. 4.52.- Grdfico de N=f{t) para by = 3,
b distribuido A, distribucién inicial 1.
No = 20.
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Comparando los resultados para bg = 2 y 3, se observa que 10 que varfa

es el tiempo al cual se estabiliza y toma un valor constante igual a

No-

Ahora tomamos un valor de bg = 10, en el cual se observa que aumenta
la amplitud de 'a oscilacién, pero no se tiene un régimen turbulento.

Esto se muestra en la figura 4.53.

escala 4 dodiw
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Fig. 4.53.- Grdfico de N = f(t) para by =10,

b distribuido A, Ng =20.

Para el valor de bg = 15, se observa un comportamiento cadtico y para
observar mejor, vamos a obtener diferentes distribuciones en funcidn

de la edad para varios tiempos.
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Fig. 4.54.- Grdfico de N = f{t) para bg = 15.

Se observa un comportamiento cadtico.

En Tas figuras 4.55 y 4.56, se muestran las distribuciones de poblacion

en funcidn de la edad para 150 y 175 afos respectivamente.

En 1a figura 4.56, ya se observa indicios de poblacién negativa en cier

tos fnterva]os.
Ahora vamos a graficar la distribucién para t = 450 afios, en donde se

observa claramente la existencia de una poblacién negativa que también

se observd en el caso de b concentrado.

Esto se muestra en la fiqura 4.57.
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Fig. 4.55.- Distribucién de poblacién en funcién de
la edad, by = 15, b distribuido, paso
de 5 afos, t = 150 afos.
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Fig. 4.56.- Distribucidn de poblacién en funcidn
de Ta edad, by = 15, b distribuido
t = 175 anos, paso 5 anos.
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Foblacion total=24,.394035:

Fig. 4,57.- Distribucidn en funcidn de la edad
t =450 afios, bg =15, b distribuido.
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Fig. 4.58.- Distribucidn en funcién de Ta edad
t =575 afos, bg =15, b distribuido.
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En Ta figura 4.58, se muestra la distribucién de poblaci6n en funcién
de 1a edad para t = 575 afios, en donde se tiene una poblacién sumamen-

te grande repartida en un solo intervalo,

Entonces se puede ver que Ta causa de la transicidn al régimen turbu-

lento es 1a misma anotada anteriormente, en la cual aparece primeramen
te intervalos en los cuales 1a poblacidn es negativa y en un cierto va
Tor de t, la poblacién total tiende a cero, produciéndose Ta respuesta

cadtica.

Ahora estudiamos el caso de b distribuido pero ahora en pasos de 1 afio,
en el cual no se pudo observar una respuesta cadtica, por To cual pode

mos decir que el paso influye en el comportamiento del modelo.

En 1a figura 4.59, se muestra un grdfico de la poblacién total en fun
cidn del tiempo para bg = 19 y en donde no se observa comportamientos

cadticos.

De todo este estudio se puede concluir que existe otro tipo de transi-
cién al régimen turbulento o cadético que depende de una caracteristica

del modelo de poblacién descrito ampliamente en este capitulo.

Este punto de transicién depende de varios factores. Uno de ellos muy
importante es el paso utilizado, el cual mientras menor sea,el modelo
se comporta de una manera suave, 1legando a desaparecer la respuesta

cabtica como es el caso de b distribuido y paso de 1 afio.

Si se utiliza b concentrado o distribuido también influye en el compor
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tamiento del modelo, siendo el modelo con b distribuido mds aplicable

a la realidad.

exCala v 441w
EzCata x 25-d1
Pobklaciorn total
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Fig. 4.59.- Grdfico N = f(t), bo = 19, paso de 1 afio,

b distribuido.

E1 error que introduce el computador en el cdlculo no es importante en

la transicion de régimen determinista a régimen turbulento.

En este estudio se ha hablado de poblaciones negativas y de intervalos
negativos en la distribucién por edades, en el cual el modelo tiene un
interés netamente matematico, en cuyo caso ya no es aplicable a un mo

delo de poblacion.



CAPITULO V B

CONCLUSIONES

- Existe un mecanismo de transicidon de un régimen determinista a un ré

dimen cadtico, basado en el desdoblamiento del periodo.

- E1 mecanismo de desdoblamiento del periodo es comin a varios siste-
mas dindmicos totalmente diferentes, como son el modelo de poblacidn
de insectos, descrito por una variable de estado y un oscilador elec

tronico, descrito por tres variables de estado.

- Estamos en presencia de un régimen determinista cuando 10s errores

se atenlan, incluso el mismo error de calculo del computador.

E1 régimen cadtico o turbulento se lo puede definir de varias mane-

ras:

. Sea (a,b) el intervalo que pueden ocupar los valores de la variable
de estado. Para un valor 1n1cia1 de 1a variable de estado Xo que
tiene un error inicial * AXjy, existe un ndmero de iteraciones j pa
ra el cual Tos valores de Ta variable de estado en ese instante Xj

puede estar en cualquier parte del intervalo (a,b).

Esto significa que el error crece, hasta 1legar a ser comparable

con el intervalo que pueden ocupar los valores de la variable de es
: . . - e 4 -16 - -

tado. Si se tiene un error inicial de 10 ", después de mds o me-

nos 50 iteraciones, el error es del orden de 1.7
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En el régimen cadtico, el pﬁopio error del computador determina el

valor calculado.

. Observando el espectro de FOURIER de la variable de estado, en un
régimen cadtico o turbulento, se tiene una franja de ruido en todo

el ancho de banda.

. E1 mecanismo de transicidon estd basado en el desdoblamiento del pe-
riodo de oscilacidn como 2" en donde n puede tomar valores desde ce
ro hasta 1nf1nito. E1 periodo infinito significa que la sefal no

se vuelve a repetir nunca.

- Para un sistema dinamico no lineal de la forma Xj+1 =y g(Xj), se ha
analizado la transicion de un régimen determinista a cabtico para ca-
da uno de los mdximos de la funcidn g(Xj).

E1 nimero de mdximos de Ta funcion g(Xj) estd relacionado con el niime

ro de transiciones de determinista a cadtico.

- Los circuitos eléctricos y electrénicos, debido a Tas no linealidades
‘de sus componentes, son suceptibles de comportamientos cadticos y

turbulentos.

En amplificadores desneutralizados y osciladores electrdnicos la tran

sicidon es relativamente comin.

E1 ruido es un ejemplo de comportamiento cadtico; pero la presencia

de ruido en un amplificador no es siempre debido a la amplificacidn
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del ruido aplicado al sistema o ruido térmico sino que muchas veces
se debe a caracteristicas inherentes al sistema dinamico, como se de
muestra en el modelo de poblacidon de insectos, en el cual no es posi

ble tener un ruido térmico o ruido externo.

ET conocimiento del mecanismo de la respuesta cadtica, ayudard en el
disefio de sistemas en los cuales se quiere evitar estos comportamien
tos no deseados, evitando Tos mdximos en Ta funcidon de la variable

de estado.

E1 estudio del circuito electrénico en este trabajo de tesis, ilus-
tra la posibilidad del uso de métodos cualitativos para el andlisis

de sistemas fisicos.

- En sistemas no lineales se pueden obtener soluciones analiticas a-
proximadas; pero en el caso de soluciones cadticas el tratar de obte
ner soluciones analiticas es de escasa utilidad debido a la naturale
Za aleatoria de la solucidn por el crecimiento de los errores. Por
tal razén se deben utilizar métodos de matemdtica estadistica y mecd

nica cuantica.

Llama la atencidn el paralelismo que puede establecerse entre un ré
gimen cadtico y mecdanica cudntica. La caracteristica comin es que
no es posible predecir con certeza el valor de Ta variable de estado,
sino que solo se conoce su rango y su densidad de probabilidad. Se

observa también tanto en mecdnica cudntica como en el régimen caoti-

co bandas permitidas y bandas prohibidas.

- En los fluidos viscosos se han observado varios mecanismos de transi
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cidn, uno de Tos cuales es el detallado en este trabajo de tesis.

- En el mecanismo de transicion estudiado, se han -observado varias ca-

racteristicas universales como son:
. E1 desdoblamiento del periodo como 2" en donde n = 0,1,2,....,% .

. La existencia de ciertos nldmeros universales. Uno de estos nime -
ros se obtiene a partir de los valores que toma la variable de es
tado Xj‘ Escogiendo dos valores vecinos de Xj si se encuentren
en el periodo 2", se puede ver que la separacion entre estos valo

_n. . .
res decrece con n como B o« ', donde o es universal e Jqual a

También ha sido observado a partir de los valores de r en los pun

tos de desdoblamiento del periodo, que la relacitn "n#1 T T

r
nt?

en

_ -r
. T . +
el 1imite cuando n -+ «, tiende al valor universal n+l

§ = 4.6692016. [16].

. En experimentos de Rayleigh - Bernard con helio 1iquido, se ha ob
servado el desdoblamiento del periodo por medio del andlisis de

FOURIER de la temperatura.

Feigenbaun determind que en la transicion por desdoblamiento del
periodo los nuevos picos , en el espectro de la temperatura, son

menores que los anteriores en 8.2 dB [16].

- E1 tema estudiado en esta tesis es muy nuevo y en el estado actual

no es posible preveer los alcances futuros que pueda tener.
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- Existe modelos de dindmica de poblaciones, comé el descrito en el Ca
pitulo V, que presentan comportamientos caéticos, de naturaleza dife

rente.

No se puede decir que este comportamiento sea universal, sino que de

pende de caracteristicas propias del modelo descrito.

En este modelo se tiene uh régimen transitorio y-1uego se pasa a un
régimen permanente. La forma de la distribucién final en régimen

permanente, depende de l1a distribucion de fertilidad por edades. Si
b es la fertilidad, para b > 1 1a poblacidn crece exponencialmente ,
para b < 1 1la poblacién decrece exponencialmente y para b = 1, tien
de a una distribucidn plana por edades y Tla poblacidon se estabiliza

en un valor.
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