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C A P I T U L O

INTRODUCCIÓN

Los sistemas dinámicos no lineales pueden exhibir una gran variedad de

comportamientos, muchos de los cuales son de naturaleza muy complejos.

Los circuitos electrónicos que incluyen elementos no lineales, pueden

mostrar respuestas complicadas, a pesar de su estructura simple.

Un sistema dinámico no lineal puede ser un circuito electrónico no lj_

neal, como el caso de un oscilador electrónico, mostrado en la figura

1.1. Analizando el circuito electrónico, se observa un régimen deter^

minista en el cual se tiene oscilaciones estables y también a un re

gimen caótico o turbulento.

El oscilador electrónico se puede describir por medio de un sistema de

ecuaciones diferenciales simultáneas no lineales de derivadas totales.

Para este caso, el sistema está determinado por tres variables de esta_

do. El análisis analítico de estas ecuaciones no ha sido aun posible

y la simulación en computador es factible.

Las ecuaciones que describen el circuito de la figura 1.1, son las si-

guientes:
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Conductancia no lineal nfgat'iva
C o n d uc ton c 10 10 lineal

Fig. 1.1.- Circuito electrónico no lineal

x = [(ai"i-)x-
R»

- x ) + b 3 ( y - x ) 3 ] (1.1)

y = C - z - My-x) - b a ( y - x ) 3 ]
/Cs

(1.2)

z = y/I (1.3)
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en donde x -»• Vi

IL

Los sistemas hidrodinámicos son más complejos que el circuito electró-

nico, en donde existe un régimen laminar, luego un régimen ondulatorio

y finalmente un régimen turbulento, cuya transición está determinada

por el número de Reynolds. El número de Reynolds se define por medio

de la ecuación:

Pv D
NR =J (1.4)

n

en donde j ->• densidad del fluido

v -»• su velocidad media

D •> diámetro del tubo

n ->• coeficiente de viscosidad

Se considera un flujo laminar para O £ NR <_ 2000, turbulento para Np >

3000 y una zona intermedia para 2000 <_ NR _< 3000.

El comportamiento de los fluidos, tanto líquidos como gases, está de-

terminado por las ecuaciones de Navier - Stokes.

Las ecuaciones de Navier - Stokes son un sistema simultáneo de ecuacio^

nes diferenciales no lineales de derivadas parciales, cuyo análisis â

nalitico no ha sido aún posible y una simulación numérica es compleja.



- 4 -

Las ecuaciones de Navier - Stokes son las siguientes: [7]

3t 3XK J° 9Xi

(1.6)

fl ̂ Xfl 3Xn 3X...
(1.7)

en donde:

y. •> componente instantánea de velocidad

X.| •> coordenada de espacio

t •*- tiempo

P •> densidad

V ->• viscosidad

p ->• presión instantánea

i = 1,2,3

La transición de un flujo laminar a un flujo turbulento se puede ver

en la figura 1.2, en donde se muestra el campo de velocidades y la

transformada de Fourier del campo de velocidad. [1].
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-2

20

ve loc i ded

TOO

e s f <" c ir o

Fig. 1.2.- Patrones de comportamiento de un flujo hidro

dinámico para varios números de Reynolds NR.

Para valores pequeños de N^, el flujo es la-

minar (a); si se incrementa NR, el flujo 11 _e

ga a ser primeramente oscilatorio (c), y fi-

nalmente turbulento (e). Para cada número de

Reynolds, se muestra la variación en el tiem

po de una componente de velocidad y su respec

tivo espectro de Fourier [1].
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Un tercer sistema, todavía más simple, es el determinado por una ecua-

ción de diferencias, con una sola variable de estado, del tipo X. - =

r Xf(l-X-). En este sistema también se observa un régimen laminar yu j
un régimen turbulento.

Esta ecuación de diferencias es de fácil simulación en un computador y

es posible realizar un análisis analítico para ciertas condiciones, pe_

ro no se ha podido obtener una solución general todavía.

En esta tesis realizamos un estudio del modelo de población de insec-

tos, determinado por la ecuación de diferencias X. . = r X-(l-X-) pa
J+* J J

ra varias condiciones iniciales y variación de varios parámetros, para

tratar de entender claramente la transición de un régimen determinista

a un régimen caótico por medio de una ecuación de fácil simulación en

un computador.

Después realizaremos un análisis experimental del circuito electrónico

para observar el comportamiento con la variación de los diferentes pa

rámetros del circuito.

También se ha estudiado un modelo diferente a los anteriores, en el

cual se observa comportamientos caóticos, que son de naturaleza distijn

ta al del modelo de población de insectos, circuito electrónico y flu-

jo de fluido viscoso.

Varias ramas de la física tienen fenómenos turbulentos. La mayoría de

los flujos que ocurren en la naturaleza, así como también los que son

realizados por el hombre, son turbulentos. Por ejemplo el límite -en-
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tre una columna de humo de un cigarrillo y la atmósfera circundante es

generalmente irregular, produciéndose un comportamiento caótico.

La atmósfera es usual mente turbulenta, como se puede observar por la

forma irregular de cúmulos que aparecen.

Los flujos sobre superficies son comunmente turbulentos, como se pue-

den observar en túneles de viento y en caídas de agua tanto naturales

como creadas por el hombre.

En general, el flujo turbulento es la regla y el flujo laminar resulta

ser la excepción. [7].

Los circuitos eléctricos y electrónicos también presentan comportamiein

tos caóticos o turbulentos que se debe a las no linealidades que pre-

sentan los dispositivos electrónicos.

En mecánica cuántica también se presentan fenómenos aleatorios simila-

res a un régimen turbulento. Se puede mencionar el caso de un átomo

en el cual se tienen niveles discretos de energía, cuando este se en-

cuentra solo. Al acercar dos átomos, se observa un desdoblamiento de

niveles. En el límite de muchos átomos, se tienen bandas de energía

como en el caso de un semiconductor.

Otros campos de aplicación de esta investigación son: la evolución

de poblaciones; cambios de estado (fusión, ebullición,...); en estu

dios de clima; en Mecánica estadística, para poder entender el compor

tamiento de gases con variación de presión, temperatura y otros para



- 8 -

metros.

La transición del régimen laminar a un régimen caótico o turbulento, se

caracteriza por un desdoblamiento del periodo, que ha sido ya observa-

do en varios experimentos físicos. Tenemos el caso de osciladores rui_

dos, sean estos mecánicos, eléctricos o químicos; poblaciones biológi-

cas; determinados por sistemas simultáneos de ecuaciones diferenciales.

En el presente trabajo de tesis, se tiene el análisis en un oscilador

electrónico.

También se observa el desdoblamiento del período en flujos de gases de

Rayleigh - Bernard, en junturas ruidosas de Josephson.

Se tiene un desdoblamiento del período y turbulencia óptica en disposj^

tivos ópticos híbridos, como el caso de cavidades ópticas. [16],

Entonces el propósito de este trabajo de tesis es contribuir a entejn

der la transición de un régimen laminar a un régimen turbulento, enten

der los aspectos universales y entender que es un régimen caótico o

turbulento.

El estudio analítico de sistemas no lineales es difícil y en el caso

de soluciones caóticas es además de escasa utilidad por la naturaleza

aleatoria de la solución. Por este motivo se utiliza en el presente

trabajo de tesis el método experimental.

Con la ayuda de este estudio, se podrá comprender mejor el comporta-

miento en sistemas cada vez más complejos como los de circuitos elec-
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trónicos no lineales y sistemas hidrodinámicos.

En el caso particular de la Ingeniería Electrónica» los circuitos elec^

trónicos han sido estudiados ampliamente en un régimen determinista.

La respuesta caótica no ha sido estudiada ya que obtener un resultado

analítico de.algo aleatorio, debido a las no 1inealidades, no ha sido

posible.

El entender el mecanismo de la transición de un régimen laminar a un

régimen turbulento es de gran interés para el estudio de los circuitos

eléctricos no lineales, para poder entender su comportamiento. Además,

los circuitos que se diseñan tienen elementos no lineales (transisto-

res, diodos, )5 por lo cual puede presentarse este tipo de comporta

mientes turbulentos como en el caso del circuito a ser analizado.

Como un dato histórico, en 1973 Nicholas Metrópolis, Myron Stein y

Paul Stein (Los Alamos) descubren una respuesta universal de desdobla-

miento del período en sistemas dinámicos de una sola dimensión. Relja

cionado con el estudio de poblaciones biológicas, Robert May ( Prince-

ton ) y George Oster (Berkeley) en 1974, descubre que el desdoblamiejí

to del período conduce el caos. [16].

El estudio del tema tratado en el presente trabajo de tesis tiene su j_

nicio por el año 1974, por lo cual es un campo de estudio nuevo en el

cual existe todavía mucho por investigar.

Espero que esta tesis ayude en el avance del conocimiento en este tema

y que sea el inicio de un estudio más profundo.



C A P I T U L O I I

ANÁLISIS DE X.+1 = r Xj(l-Xj) EN RÉGIMEN LAMINAR O DETERMINISTA Y TUR-

BULENTO O CAÓTICO.

Con este modelo se trata de mostrar un tipo de transición al caos y de

esta manera tratar de entender la transición.

Muchas de estas características pueden ser observadas en otros tipos

de sistemas como los hidrodinámicos, de ahí la importancia del estudio

detallado de este modelo simplificado.

2.1. DESCRIPCIÓN DEL MODELO.

Se considera un sistema dinámico caracterizado por la variable X. A

un tiempo cero, el valor de esta variable es X0; a tiempos discretos

más grandes se tiene los valores Xj. Se asume que el valor de la va-

riable en un paso Xj determina el valor al paso siguiente X-+,.

Esto se puede escribir:

= f(Xj) (2.1)

donde f(x) es una función que describe la dinámica del sistema. Se ini_

cía con el valor de la variable a un tiempo cero, XQ, luego se encuejí

tra Xi = f(X0), X2 = f(Xi) y así sucesivamente, para luego hallar los

patrones de la secuencia de los X (X0,X1,X2, ) donde j = 0,1,2,
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Ahora vamos a obtener una función f_ que describa la población de ii

tos en una isla. Se considera que cada año se reproducen, por lo cual

la variable Xj va a representar la población en el año j, respecto a

la población inicial de referencia.

Si la población a un año j es Xj, al año siguiente se tendrá una

ción X-+1, y se puede determinar a partir de la siguiente relación.

Xj+1 = rXj - sXj2 (2.2)

El término rXj representa un crecimiento natural de la población y es

un término lineal.

El término sX.2 representa una reducción en el crecimiento natural de

la población causado por una sobrepoblación de insectos.

Cuando se tiene un r mayor que ls el primer término significa el crecj

miento de la población por un factor r por cada año. Si se mantiene

solo el término lineal, se tendrá un crecimiento exponencial cuya sol]¿

ción es:

Xj = rj X0 (2.3)

La existencia del segundo término no lineal, se debe a una reducción

de la población causada por el agotamiento de sus fuentes de supervi-

vencia, como puede ser el alimento, cuando la población es demasiado

grande.

La ecuación (2.2) se puede reescalar para obtener una ecuación depen-
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diente de un solo parámetro r en lugar de r,s.

Se puede escribir (2.2) de la siguiente manera:

Vi =- r(xJ - 7 */ J (2'4)

(2-5)
Escalando la variable X como — X^ en la ecuación (2.5) se tiene:s j

(2'6)

XJ+1 = rXj (1 - Xj) (2.7)

La ecuación (2.7) será la expresión a ser analizada, su dependencia

del factor r como de la variable j y condición inicial XQ.

En la figura 2.1, se ha graficado la función X.,. = f(X-) para la ecua
j+Jt j ~~

ción del modelo (2.7).

Vamos a analizar la primera y segunda derivadas de la función de la e-

cuación (2.7).

dX1+lSea *— la primera derivada, que es igual a:
d X-i

d Xi+liü = r ( 1 - 2 XO (2.8)
d X, J

O
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Figura 2.1.- Gráfico de X-+, en función de X-- para la

ecuación X-+1 = r X. (1-Xj).

Igualando a cero para obtener el punto donde se encuentra el máximo se

tiene:

O = r (1 - 2 X,)j (2.9)

1 - 2 X. = O
j

(2.10)

X. = 0.5 (2.11)

d2 X,1+1Sea *-=• la segunda derivada que es igual a:
d X.

d X J

(2.12)
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X.

dxy

En la figura 2.2, se muestra el gráfico de la primera derivada en fun

ción de Xj y en la figura 2,3, se muestra el gráfico de la segunda de_

rivada en función de Xj.

Entonces se puede decir que la función f(X-) que describe la dinámica\j
de la ecuación (2,7) tiene un solo máximo en el intervalo (0,1), ade-

más la segunda derivada es negativa en el máximo.

Se puede escribir la ecuación (2.7) como:

Xj+1 = r g(X..) (2.14)

donde g(X^) es igual a X - (1- X.) que es la ecuación que describe laj J j
población de insectos.

g(Xj) = Xj (l-X..) (2.15)

En conclusión se tiene las siguientes propiedades:

- La función g(Xj) evaluada en cero es igual a la función evaluada en

uno y tiene un valor de cero.

g(0) = g(l) = O (2.16)

- La ecuación tiene un solo máximo en el intervalo (0,1).
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- r - -

X

d x.+1
Figura 2.2.- Gráfico de ú— en función de X, para

la ecuación X .+1 = r X.(l-X-).

X1 + 1

.5

-2r

Figura 2.3.- Gráfico de
d X.

en función de X -2 J

para la ecuación X.+. = r X. (1-X.)
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- La segunda derivada es negativa en el máximo.

(2.17)

Si X es el punto donde se encuentra el máximo.

2.2. ANÁLISIS DEL MODELO EN FUNCIÓN DEL PARÁMETRO j. GRÁFICOS DE

En esta parte se va a analizar el modelo en función del parámetro j pa^

ra varios valores de r.

Si r tiene un valor menor a 1, para un j suficientemente grande, el va_

lor final de X tiende a cero. Esto quiere decir para el modelo de PJD

blación, que ésta desaparece después de un número determinado de años,

debido a que los insectos viven en un medio inhóspito.

Esto se puede observar en la figura 2.4, para un valor de X0 = 0.9 y

r = 0.7.

Cambiando la condición inicial X0 = 0.7, se observa en la figura 2.5 ,

que tiende a cero, el valor de X, de una manera más lenta.

Vamos a resolver en forma analítica el caso en el cual r = «- y la conc.

dición inicial X0 = - .

La ecuación (2.7) queda de la forma:
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v . VALORES DE XCJ>-ftJ> PARA
/ PARA i-«. 7 XC83-8.9

0.5

S. McBrld* Aua 84

Figura 2.4.- Gráfico de Xj = f(j) para la ecuación

= r X ( 1 " X ) con r = °'7 y X =

VALORES DE XCd>-fCJ3 PARA
*/ PARA r—e.7 XCB3-0.7

XCJ*O-r»tXCJ}«<l-XCsl»

Í7.5

_*. 1- 1 * »-•- •*-- --»-

S. HeBrtd« Au« 64

Figura 2.5.- Gráfico de X - = f( j) para la ecuacióno
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Xj+1 - - X j (1 - Xj) (2.18)

computando los valores de Xj se tiene:

.. 1Y = —
0 2

I
8

(2.19)

Y = 889 1
3 " 1024 32

De esta serie de números se puede concluir que el valor de Xj es menor

a ósea:

(2-20)

Para valores de r comprendidos entre 1 y 3, el valor de X - , para cual-

quier condición inicial entre O y 1, tiende a un valor constante que

va a depender del valor de r como veremos a continuación.

El valor al cual tiende la población se podrá calcular reemplazando

tanto el valor de X.,, como el de X - por una constante que la llamare-

mos K en la ecuación (2.7).

X1+1 = K
J+1 (2.21)

X = K
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reemplazando (2.21) en (2.7) se tiene

K = r K(l-K) (2.22)

Esta ecuación (2.22) tiene 2 soluciones: primera K = O y una segunda

solución,

1 = r (1-K) (2.23)

de donde:

K = 1 - — (2.24)

en donde K es el valor al cual tiende el valor de X después de un tiem

po suficientemente grande.

En la figura 2.6, se muestra un gráfico de X^ = f(j) para r = 2 yo

X0 = 0.7 en el cual tiende, en un tiempo suficientemente grande, al va_

lor X = 0.5 según la ecuación (2.24).

Para r = 2 se puede obtener una solución analítica de la ecuación (2.7)

La ecuación será:

(2.25)

Para resolver substituimos la variable X - de la siguiente manera:
j

j - (1 - b j } / 2 (2.26)
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,. VALORES PE X<d)-fCJ3 PARA XCd«-!>-r«XC%J3«<l-XW»
V PARA i—Z XC83-Q.7

0.5

20
S. HcBrld. Au8 «4

Figura 2.6.- Gráfico de Xj = f(j) para la ecuación

™ v Y f 1 Y 1 r\ v* a Y sz íl / \ v* i-',-t - r A - U - A - Í ; para An - u . / y r

Substituyendo (2.26) en (2.25) se tiene:

1 - b 1-b. 1 - b -
J + 1 - o { ±} (-i ± \ \ \ - ;(2.27)

de donde:

(2.28)

1 - b 1 - bj (2.29)

(2.30)
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Entonces tenemos que resolver la ecuación de diferencias (2.30) que es
2

b.+, = b. . Esta ecuación tiene la siguiente solución.

Para resolver la ecuación tomamos el logaritmo a los dos lados de la

ecuación como sigue:

b.+1 = 2 £n bj (2.31)

La solución de la ecuación (2.31) es fácil de encontrar, ya que es una

ecuación lineal para el £n bj. La solución es:

£n bj = 2J £n b'0 (2.32)

para j = 1,2,3,

de donde

= b02 (2.33)

De la ecuación (2.26) se puede obtener el valor de b. en función de X-í
J J

para obtener la solución final.

b. = 1 - 2 X, (2.34)
j j

Substituyendo la ecuación (2.34) en la ecuación (2.33) se tiene:

1 - 2 Xj » (1 - 2 X0)2 (2.35)

de donde
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Xj = [ 1-(1 - 2 XQ)2 ]/ 2 (2.36)

La ecuación (2.36) es la solución para cualquier valor de j para r = 2.

Para comprobar la solución, según la ecuación (2.24), el valor al cual

tiende X para j suficientemente grande será:

K « 1 - |

(2.37)
K = 0.5

Ahora apl icando la solución de la ecuación (2 .36) se tiene

K = lim Xj (2.38)

j-Vco

de donde

2J
K = lim [1- (1-2 X0) ]/2 (2.39)

. lim (1 - 2 X0)2
K =-i - . (2.40)

2 -

En la ecuación anterior la expresión 1-2 X0| es siempre menor que 1

ya que el XQ puede estar comprendido entre O < XQ < 1.

|1 - 2 X0| < 1 (2.41)

Si O < XQ < 1
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Ahora si la expresión 1-2 X0 lo elevamos a una potencia que tiende a

infinito, y por ser menor que 1, la expresión

(1 - 2 X0)2J (2.42)

tiende a cero. Además para cualquier valor de j, la expresión (2.42)

será mayor que cero, ya que siempre está elevada a una potencia par.

Entonces de la expresión (2.40) se tiene que K = 0.5, lo cual es igual

a la solución obtenida en la ecuación (2.37).

Para valores de r superiores a 3, se observa una oscilación en la cual

la población tiene valores altos y bajos en una forma cíclica.

Para esto observemos la figura 2.7, en la cual se tiene graficada la

función (2.7) para r = 3.3 y X0 =0.4. En esta figura los valores de

Xj para un j suficientemente grande toma valores altos y bajos en el

rango de O < Xj < 1.

Si consideramos que Aj = T, donde T es el período y además Aj = 1, pa_

ra el caso r = 3.3 se tiene que se repite el ciclo cada 2T; por lo cual

diremos que se trata de un ciclo de 2. Entonces en el caso r = 3.3 se

tiene una oscilación de período 2 T.

También se ha graficado para el caso r = 3.3, para varios valores de

la condición inicial Xó.

En la figura 2.8, se tiene el gráfico Xj = f(j) para la condición -ini_



- 24 -

VALORES DC XÍJ5-fCJ5 PARA
J PARA i—3.3 xc eu-a. 4

0.5

S. HeBrl4* Auo 84

Figura 2.7.- Gráfico X,- = f(j) para la ecuación

* r con

20

VALORES DE XCJ>-f£J5 PARA XCJ*l3-r"XCJ3«.Cl-XCJ5>
f PARA r-3.3 XC83-B.7

0.5

S. M«Brl<fe Auo 84

Figura 2.8.- Gráfico de Xj = f(j) para Xj+1 = r Xj(l-Xj)

Si r = 3.3 y X0 = 0.7.
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cial XQ = 0.7 y en la figura 2.9, se tiene el mismo gráfico para la

condición inicial X0 = 0.6.

X •

l r

0.5

VALORES DE XCJ>-fCU3 PARA
PARA <—3.3 XCQ3-B.6

10
S. McSrld* Au0 64

20

Fig. 2.9.- Gráfico de Xj = f(j) para X -+1 = r Xj(l-Xj)

Si r = 3.3 y X0 = 0.6.

En las figuras 2.7, 2.8 y 2.9, se tiene los gráficos de Xj = f(j) para

r = 3.3 y para diferentes valores de X0, en los cuales se puede obsej^

var que dependiendo del valor de XQ, se tiene un j diferente en el cual

la oscilación es estable y de periodo 2T.

Esto quiere decir que existe una zona de transición antes de llegar al

estado permanente en el cual se tiene una oscilación periódica de la

misma amplitud para los diferentes X0. Esta zona transitoria entonces

depende del valor de la condición inicial y para cualquier X0, se ter±

drá un estado permanente cuando j tiende a infinito.

,4e"-
i ' .• . ,

/:•>>' -' A
Analizando la ecuación para r = 3.45, se tiene una oscilación de perú)

002647'
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do 4T, es decir para un incremento de j de cuatro, se repite el mismo

valor de Xj.

En la figura 2.10 se tiene el gráfico de Xj = f(j) para r = 3.45 y un

valor inicial de X0 = 0.4, en donde se puede observar la oscilación de

período 4T.

x - VALORES DE XCJl-f CJ> PARA
PARA r-3.45 XC85-B.4

0.5

W 20
S. HcB>-i4* Aug 84

Fíg. 2.10.- Gráfico de Xj = f(j) de la ecuación

X.+1 =r X.-d-X.) con r=3.45 y X0 = 0.4.j""i J j

Para el valor de r = 3.55 se obtiene una oscilación de período ST. Ê

to se muestra en la figura 2.11 para una condición inicial de X0 = 0.4.

También se observa oscilaciones de período 16T,como se muestra en la

figura 2.12 con un valor de r = 3.5668 y una condición inicial X0 = 0.5.

Como se indico anteriormente, la condición inicial afecta en el valor

de j al cual se obtiene una oscilación en régimen permanente. Como

se puede ver las oscilaciones van aumentando su período como 2qT,
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VALORES DE XCJ>-fCJ> PARA

0.5

W 20

S. Aua 84

Fig. 2.11.- Gráfico Xj = f(j) de la ecuación

X.+1 = r Xj(l-Xj) con r= 3.55 y X0= 0.4,

X* VALORES Dt XCJ>fCJ> PARA X<J*O-r«XCJ3-C|-XCd»
' PARA r-3.S668 XC8D-0.5

0.5

€. HctV-ld*

Fig. 2.12.- Gráfico de Xj = f(j) de la ecuación

X.xl =r Xíd- Xí) para r=3.5668 y X0 = 0.5+i j j w
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de q es un número entero (q = 1,2,3, ). Esto quiere decir que un

valor de Xj se repite para cada incremento de j de 2 , donde q va a d£

pender el valor del coeficiente r de la expresión.

Además, se puede notar que cada vez que aumenta el período, los incre-

mentos de r son cada vez más pequeños. De lo cual se concluye que el

período de la oscilación no es lineal respecto al parámetro.

De la observación de todos los gráficos anteriores de Xj = f(j), se ve

que cada vez nos acercamos al caos y que ésta transición tiene su meca_

nismo.

Si seguimos aumentando el valor de r para valores superiores a 3.57,

se observa un comportamiento un tanto aleatorio, como se puede ver en

la figura 2.13. En esta figura se puede notar 2 bandas (2 intervalos)

. VALORES DE XCJ>-fCJ> PARA XCJ»l>-r«XCJ3«Cl-XCJ>3
/ PARA r-3.8 XCB3-B.4

0.5

S. fea-Id.

Fig. 2.13.- Gráfico Xj = f(j) de la ecuación

Xj+1 = r Xj(l-Xj) para r= 3.6 y X0= 0.4.

ftancfn s

®

JttJ
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en los cuales se encuentran los valores de Xj, pero en cada uno de los

intervalos, estos valores de Xj se encuentran repartidos en forma alea_

toria.

Entonces podemos decir que para r = 3.6, los valores de Xj se encuen-

tran en 2 intervalos definidos; pero no podemos definir en qué parte

exacta del intervalo caerá el próximo valor de Xj. Esto quiere decir

que sólo podemos definir los intervalos donde existen valores de X - y
j

donde no existen. En la figura 2.13, se han señalado los intervalos

en los cuales se tiene valores de Xj como 1 y 2 .

Para r = 3.7, se tiene un solo intervalo en el cual se tiene los valo^

res de Xj. Estos valores se encuentran repartidos en forma aleatoria

dentro de este intervalo.

Existen dos intervalos, denominados 1 y 2 en la figura 2.14, en los

cuales no tenemos valores de Xj. El intervalo 1 está comprendido ejn

tre 0.92 < Xj < 1 y el intervalo 2 entre O < Xj < 2.5, siendo estos

intervalos aproximados.

Para r = 4, se tiene el caos, debido a que los valores de Xj están com

prendidos en el intervalo O < Xj < 1, es decir un valor de Xj puede e£

centrarse en cualquier lugar de este intervalo. Para este caso los va^

lores de Xj se encuentran repartidos en forma aleatoria en el interva_

lo (0.1). En la figura 2.15, se encuentra el comportamiento de la fun

ción para r = 4.

Vamos a realizar un análisis para r = 4.
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VALORES DE X<J>-fCJ> PARA XCJ«-l>-r«XCJ3»Cl-XCJ>í
PARA r—3.7

0.5

O 50

S. ttcBriJ* Au9 84

Fig. 2.14.- Gráfico Xj = f(j) para r=3.7 y X 0 =0 .4 ,

1 y 2 intervalos donde no existen

valores de X,- .

x. VALORES DE XfJ>-ffJ> PARA X(d*O-r»XCJ3wO-XCJ33
*l PARA rM XCU-8.7

S. HoBr-1 d* Aug 64

Fig. 2.15.- Caos, gráfico X ¿ = f(j)•j

para r = 4 y X0 = 0.7.
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Se puede resolver la ecuación

Xj+1 = r Xjd-Xj) (2.43)

realizando un cambio de variables de la forma

Xj = ( 1 - eos 2 Tr6j ) / 2 (2.44)

La ecuación (2.43) puede ser convertida a

1 1 - eos 2 TT e_- 1 - eos 2-rr O .
I (1-cos 2 i r 6 . ) = 4 (
2 J+l o 2

1-cos 2 ir 0. i eos 2-rr 6 .
= 4 ( ¿)(i + 1

2 2 2

= ( 1 - eos 2 7í6. ) ( 1+ eos 2 i r 0 , )
ü J

- (1-cos 2716,^) = 1-cos2 2 TÍ 9, (2.45)
2 3 * J

Se tiene la siguiente relación trigonométrica

eos 4 T T 6 . = 2 eos2 2 -^9 , - 1 (2.46)
ü J

reemplazando en la ecuación (2.45) se tiene

T COS 4 7T6. + 1
i ( 1-cos 2 7T0.+1 ) = 1 - ( L.)
9 J + i 9
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- - - COS 4 7 T 6 .
2 2 J

- ( 1 - eos 2 Tr9-+1) = - ( 1 - eos 4 7 T 9 , ) (2.47)

De la ecuación (2.47) se puede obtener la solución

eos 2ir0-+1 = eos 4ir 0. (2.48)

de donde 27r0j+l = 4 7 T 0 j (2.49)

(2.50)

Entonces llegamos a obtener una ecuación de diferencias (2.50) cuya s_q

lución es la siguiente

(2.51)

La solución puede ser más interesante escribiendo el valor inicial de

X0 en un numero en base 2 (número binario) de la forma

90 = .1011100101110.... (2.52)

Desde ahora las iteraciones de la ecuación son generadas simplemente

moviendo el punto decimal secuencialmente hacia la derecha. Como se

indica a continuación:
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0! = .011100101110 (2.53)

02 = .11100101110 (2.54)

03 = .1100101110 (2.55)

0^ = .100101110 (2.56)

05 = .00101110 (2.57)

Observando estos resultados, se puede decir, que si iniciamos con un

valor inicial 905 el término 0j de la iteración j, depende de los dígj[

tos j y mayores que j de 00.

Según el cambio de variable de la ecuación (2.44), la solución de los

X-f está relacionada con el eos 2 7 T 0 . 9 al cual se puede sumar una parte
J J

entera a 0j y se obtiene el mismo valor de Xj.

Entonces se tiene que cualquier incertidumbre en el valor inicial 0o»

crecerá exponencialmente con el incremento del número de iteraciones j.

Si se tiene un error inicial A00 en la especificación del valor inicial

00, este después de j iteraciones será

A0, = 2J A00 (2.58)

i
Si iniciamos dos secuencias con valores iniciales X0 y X0 que difieren

en un número pequeño AXQ.

Es decir:

xo ' x = AXo
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1 i
Se generan 2 secuencias de población Xj y X - basados en XQ y XQ respec_

tivamente, después de j iteraciones la diferencia crece al valor 2 e ,

creando dos secuencias completamente diferentes y aleatorias.

Entonces la secuencia calculada de los Xj en la figura (2.15), es de

alguna manera incorrecta. Si se calcula con una computadora con un nij

mero finito de cifras decimales, después de unas cuantas iteraciones,

el error inicial llegará a ser de orden 1.

Por lo tanto todos los puntos después de unas pocas iteraciones son e-

rroneos y representan algún efecto aleatorio dentro del computador.

Para observar los períodos T, 21, 4T, 8T, ..... , vamos a analizar algjj

nos gráficos de la función

X j + 1 = f

Para la obtención de estos gráficos se ha realizado primero cientos de

iteraciones hasta tener un régimen estable y se ha graficado los últj_

mos valores obtenidos.

Los puntos que se obtengan en estos gráficos de X.+, = f(Xj) estarán

dentro de una parábola como en la figura 2.16, en la cual el punto máxj_

mo es r/4 y este punto máximo es para un valor de X^ = 0.5.\j

En la figura 2.16, se muestra el gráfico de X ,+- = f (X. ) para r = 2, en

el cual se tiene un solo punto por lo tanto tenemos que X < tiende a unj

valor constante y podemos decir que se trata de una oscilación de perío

do T.
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I _

••

£/.5

Fig. 2.16.- Gráfico de X-4, =f(Xj) en régimen permanente

para r = 2, se tiene una oscilación de período T.

Para un valor de r = 3.3, se tiene una oscilación de periodo 21. En la

figura 2.17 se encuentra el gráfico de X.+. = f(X-) para r = 3.3 en el

cual se observa dos puntos que corresponden a los 2 valores en régimen

permanente (j -*•«>). Estos valores se han denominado 1 y 2 en el

gráfico.

Una oscilación de periodo 4T se tiene para un valor de r = 3.46 como

se puede observar en la figura 2.18, en la cual se tienen 4 valores

dentro de la parábola de la función X -+- = f(X.). Esto confirma que

en régimen permanente (j -> °°) tiende a 4 valores que dependen del va-

lor de r.

Una oscilación de periodo 81 se ilustra en la figura 2.19. En este

gráfico para j -* «v Xj tiende a 8 valores estables dentro de la parábo
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X I .1 +Í)

0.5

Q)

5.5

Fig. 2.17.- Gráfico X.+-=f(X-) en régimen permanente

para r = 3.3 y oscilación de período 2T.

— •-' í **• ;_'

0.5-t

I

0.5

Fig. 2.18.- Gráfico de X.+ 1 = f ( X . ) en régimen permanente

para r = 3.46 es una oscilación de período 4T.
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la. Este gráfico se lo ha realizado para r = 3.55

U + I) =F íx í j)

i j + i í

x ¡:0:i =0.4

0.5

0.5

Fig. 2.19.- Gráfico X.+, =f(X.) en régimen permanente

para r=3.55 es una oscilación de período 8T.

Si se gráfica la función X. - = f(X-) para r = 4, se observa que toda

la parábola se llena con puntos y esto indica que un valor de X. puede
j

encontrarse en cualquier punto de esta parábola en forma aleatoria.

Este gráfico se encuentra en la figura 2.20.

Si graficamos X.+, = f(X.) para r = 3.6, se observa en la figura 2.21,

que se forman dentro de la parábola 2 bandas en las cuales caen los v¿

lores de X-. En el gráfico se indica estas bandas con 1 y 2 . Esj
te es un estado más en la ruta hacia el caos que se tiene con r = 4.

En este estado r = 3.6, se puede todavía afirmar con certeza que valjD

res de X - no tomará la función en régimen permanente y estos valores
j

serán los que se encuentran fuera de las bandas 1 y 2 .
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X í .j + I j = F Í X í . j J )
r =4

x i. i -f 1 j

O f-
0 0.5

Fia. 2.20.- Gráfico de XÍA1 =f(X,-) en régimen permanente
j"*"i J

para r = 4. se observa el caos.

0

X(05=0,4

Fig. 2.21.- Gráfico X.+1 = f(X.) en régimen permanente

para r = 3.6. Se observa 2 bandas denominadas

1 y 2 .
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De estos gráficos se puede decir que dependiendo del valor de r, toma

diferentes configuraciones, sean estas periódicas en puntos discretos

o en bandas.

Los valores van a estar dentro de una parábola cuyo valor máximo va a

depender del valor de r.

2.3. ANÁLISIS DEL MODELO EN FUNCIÓN DEL PARÁMETRO r. GRÁFICOS DE

Xj.f(r).

Del estudio anterior se ha observado que existe un mecanismo en la

transición de un régimen laminar a un régimen turbulento a medida que

aumenta r. Este mecanismo está basado en un aumento en el período de

las oscilaciones como 2̂  en donde q es un entero que toma valores q =

0,1,2,3» Esta periodicidad depende del valor de r. También se

ha observado de los gráficos de X. n = f(X.) que dependiendo del valor
j~ri J

de r existen puntos discretos o bandas de período 2 en donde se tiene

los valores X¿ para un valor de j lo suficientemente grande para tener

un régimen permanente.

Para analizar más estrictamente esta transición vamos a trabajar con

el modelo en función del parámetro r y explicar detalladamente el meca

nismo.

En la figura 2.22 se ha graficado la función Xj = f(r), la cual se ha

obtenido calculando, para cada valor de r, un número de puntos grande

y graficando únicamente los últimos puntos. Esto para asegurar que se
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tiene el gráfico en un régimen permanente.

0.5

I
\

Fig. 2.22.- Gráfico de Xj = f(r) para la ecuación

X -AI = r X.(1-X.¡) para r en el intervaloj"*"i J J
O <_ r £ 4, X0 = 0.4. En régimen permanente.

En "la figura 2.22, se observa como para diferentes valores de r, el va.

lor d e ' X i toma diferentes periodicidades; como por ejemplo para 1 <

r < 3S el valor de X - , tiende a un valor constante cuando j tiende aj
infinito. Se observa que existe una transición de niveles discretos a

bandas en donde se encuentran los valores de Xj.

Para observar más en detalle la transición, vamos a analizar la divj[

sión periódica primeramente en niveles discretos, dependiendo del va-

lor de r y en donde tendremos oscilaciones de período T, 2T, 4T9 81 ,

16T, ....

En la figura 2.23, tenemos el gráfico X.¡ = f(r), en donde se ha grafi
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cado los valores de Xn- estables. En este gráfico la escala r no es lij —
neal para observar la división periódica de mejor forma.

.7.3 69

Fig. 2.23.- Gráfico de X - = f(r), para oscilaciones de

período T, 2T, 4T, 8T, 16T, en régimen

permanente.

En la figura 2.23, cuando r toma valores inferiores a 1, el valor de

Xí para j -> <» tiende a cero. Para 1 < r < 3, el valor de X-¡ tiene unj j

valor constante que depende del r.

Para un valor de r mayor que 3 e inferior a 3.4, el valor de Xj toma

dos valores en forma alternada.

Para 3.4 <_ r <_ 3.54, el valor de X - se encuentra oscilando entre 4 v<a

lores estables o niveles. En este intervalo de r nos encontramos en

el caso de la oscilación de período 4T. Para analizar la secuencia de
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llenado de los niveles, hemos denominado a estos 1, 2, 3, 4, desde

jo hacia arriba. Luego se ha calculado valores de Xj para j suficien

temente grande para tener valores en un régimen permanente.

Estos valores se encuentran en la Tabla 2.1.

(134.) = 0
(185
(186
(187
£188
£189
í 190
£191
£192
£193
(194
£195
i IQñ
£197
£198
£199

= 0

= 0

= 0

= 0

= 0
= 0

= 0

= 0

= 0
= 0

= 0

= 0

= 0
= 0

= 0

3 3 2
"~! ¿! •""'

500

374-
_;¡ ¡~; '¿
3 £§
500

Z: ;•' 4

"' '~": i~

~'l '¿ !""r

500

Z> / "•*•
-' O e¿
—\'¿f-¡

500

5 :'"4-

3 1 9 5 '5
34071
3 3 H- £ 1
5972 'í
í U- '=* D '!'

3 4- Í¿J í' J.

3 34-21
397S5
~1 1 '—Í l""l !"™!

54071
3 S 4 S 1
5 9 7 £ 5
—' J- y t o
94071
3 5 421
3 3 726

Tabla 2.1.- Valores de Xj obtenidos de la ecuación

X.(l-X^) para las condiciones
J w

iniciales XQ = 0.4 y r = 3.5.

De la Tabla 2.1, se ve que la secuencia de llenado de los niveles es

de 1 a 3 a 2 a 4.

Ahora si tomamos un r comprendido entre 3.54 y 3.56, se tiene una oscj_

lación de periodo 8T, en la cual el valor de Xj tiende a 8 valores p£

sibles. Hemos tenido nuevamente un desdoblamiento en el periodo. En

este caso también vamos a analizar la secuencia de llenado de los nive

les discretos. Para esto denominamos de arriba hacia abajo como: 1,2,

3, 4, 5, 6, 7» 8.
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Calculamos los valores que toma Xj para j suficientemente grande y se

encuentran en la tabla 2.2.

' f

(̂
í
c
í.
.-

¡;
í
í
í
í
£
i.
(
E
t
(

f

< í

17
18
I*
18
13
•i •=;
-i .— .
A O
18
-1 •=:

-i. 2
18
19
19
19
19
l'=¡
19
I'r1

19
I'-

19

3 '
0

I

£
3
•4-
c:
6
"7
;~¡

Q
0

1
O

3
4
•_i
6
7
5
9

=

r
=
s.

=
=

s

=
=:
=

=
=
=
=
=

—r
=
=

—

0
0
0
0
0

0
,-t
t"

0

0-

0
0

0

0
0
0
i¿
0

0

0

0

0

;=

•-.

'C
=•
;=
3
.—
cr

5
•i
;=
E7

£

3
S
S
c
3
£
=
i~

;=;

7
¿¿

0
3
5•i
-L

H-

5_ ,

H

0

S
5
X
4
c
"7
2
0
'Z

• c.

03
"7;—;
F- '̂
"7* '"•;
43
.— ; ̂

04
1 =,
03
"7* ;~ ;

50

"7 ;~;

4 í

¡=! £
04

A t

0:j
75
60
73

=: 4
;-:=;

05
~- l"s
•_' -C.'

"7 '7^

00

c1 ~

"7i
54
'Z: ̂

0 ~

3 ..
7C
0 0

53

O 4
25
n cr
•— rs

"7 !¿

•—

5
I
5
9
ñ_

¿Z.

5
3
5
x
ñ
•j
4
5
;-;
o
5
1L
5
9

=r
5
2
•i

~̂?
3
*"!

F:

5

J.

^7
3

5
2
1

;
5

•í
7

2
6
3
€

Tabla 2.2.- Valores que toma X - según la ecuación

X.+1 = r Xj(l-Xj) para X0 = 0.4 y r=3.55.

De la tabla 2.2, se observa que la secuencia de llenado es la siguien-

te: 1, 5, 4, 7, 2, 6, 3, 8.

Si calculamos el valor de Xj en régimen permanente (j •> °°), con r en

el intervalo 3.56 <_ r <^ 3.569, tenemos una oscilación de período 16T,

o sea que el valor de Xj oscila entre 16 valores.

De este proceso se puede decir que existe un desdoblamiento que depeni

de del valor de r.

Llamemos rq, al valor r, en el cual ocurre el desdoblamiento de q valjD

res a 2q valores.
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Entonces llamaremos al valor de r al cual los dos valores llegan a ser

inestables como r2.

Para r ligeramente mayor a r2, la respuesta estable es cuatro valores.

El periodo de la respuesta se ha desdoblado una vez más.

Esta respuesta o comportamiento es estable hasta r^. Sobre r^ apare-

cen 8 valores que permanecen estables entre r^ y re. Para r mayores a

r8 se tienen 16 valores.

Este proceso de desdoblamiento continúa hasta infinito y se tiene 2,

4, 8, 16, , 2 valores. El punto donde se tiene infinitos valores

lo vamos a llamar r critico [rc].

Ahora vamos a estudiar el comportamiento cuando r varia entre r y 4.

Para esto se ha graficado Xj = f(r) en el intervalo de 3 £ r <_ 4, en

la figura 2.24.

Iniciamos el estudio para r = 4, en donde para cualquier condición inj_

cial X0, los valores de X,- se encuentran repartidos, en el intervalo<j

O < X. < I, en una forma aleatoria; formando una sola banda. Los val£- j

res de Xj se mueven en forma errática a lo largo de la banda y tendre-

mos un caos. Llamaremos a este punto r = 4 como r^ .

Bajo el valor de r llamado r2, el comportamiento del sistema varia y

se observa que la banda única que se tenía, se divide en dos bandas.

Para un r entre r2 y rl los valores de X.¡ oscilan entre estas dos ba£, j

das en forma alternada. En este caso es posible predecir en que banda
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se tendrá un valor determinado de X - , aunque este valor se encuentrej
en forma aleatoria en el interior de esta banda. Por lo tanto se

de dar los límites de variación de un valor X.

3 < = r <=4
X £0) =0.4

n =£00

0.5"

Fig. 2.24.- Gráfico de Xj = f(r) para el intervalo 3 £ r _< 4.

La población oscila entre 2,4, 8,..., 2 valores

dependiendo del valor de r, en régimen permanen^

te.

Para valores de r inferiores a r4, el comportamiento del sistema

bia una vez más y se tiene un nuevo desdoblamiento. En este caso se

tienen 4 bandas.

A medida que r decrece bajo r^, se tienen 8 bandas; si decrece de ri6 ,

se tendrán 16 bandas y esto continúa hasta tener 2n bandas, en donde

la población Xj regresa a una misma banda después de 2 pasos de j; p£

ro el punto al cual regresa en el interior de la banda es tan caótico

como en r = 4.
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Puede parecer que este comportamiento caótico es el mismo que r = 4.

La diferencia es que en el caso de 2 bandas, el movimiento errático

de los valores de X. está confinado a un grupo de regiones, en cada
j

banda. Además un valor de X. retoma a una misma banda después de 2n
o

pasos asi se cambie el valor de r.

En la figura 2.25, se tiene una ampliación de la transición entre nive

les discretos y bandas.

-i . 5 < =r •: = :_-; , 5 n =£03
X £0) =0,4-

3.5 3.55

Fig. 2.25.- Detalle de la transición de niveles discretos

a bandas 3.5 < r <̂  3.6, en régimen permanente.

De esta manera, cuando r se aproxima a rc por valores inferiores se

tiene un desdoblamiento de niveles discretos hasta tener infinitos ni_

veles para el valor de rc.

Cuando r se aproxima a rc por valores superiores, cada vez se obtienen

más bandas como 2 , hasta tener 2°° bandas cuando se tiene rr. Esto si



- 47 -

nifica que para rc, existe una transición entre infinitos niveles dis^

cretos e infinitas bandas.

Este proceso de desdoblamiento sucesivo de bandas permite al sistema

interpolar entre el caos a r = 4 y 2°° ciclos o niveles discretos a rc.

Para demostrar una vez más la independencia de la condición inicial

del sistema para j tendiendo a infinito, se ha graficado Xj = f(r) pa_

ra otra condición inicial X0, diferente a la del gráfico de la figura

2.24.

En la figura 2.26 se tiene el gráfico de X - = f(r) para la condición i -
o

nicial X0 = 0.9.

jfiwíí&iflíS

£?£•,>£* »™
lu'-.-J .ílv'7' ""•£."!: * := =•
^*ÜV^. - •:•'.-- •'; J-; -. :.-/-r__. :•:

•%¿Erí '.^^"-'
*% gSfe*

Fig. 2.26.- Gráf ico de X . = f ( r ) para la ecuación
j

X. , = r X-(l - X,) con X = 0.9. Se demuestra laj • j. j j *̂
independencia de la condición inicial X0, en

régimen permanente.
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Comparando las figuras 2.24 y 2.26, se observa que no existe diferen-

cia, debido a que es independiente de la condición inicial XQ. Entojí

ees existe inicialmente una zona de transición hasta llegar a un esta_

do permanente independiente de la condición inicial. La zona de tran_

sición depende de la condición inicial y es en el tiempo necesario pa_

ra alcanzar el estado permanente.

Hay que aclarar que la independencia de la condición inicial para r >

r se refiere a los intervalos en los cuales se tiene valores de Xj .

A estos intervalos los hemos llamado bandas. El movimiento de los va^

lores de X - en el interior de las bandas no es independiente de la cojí
u

dición inicial.

Para la zona donde existe 4 bandas, vamos a analizar la secuencia de

llenado de estas bandas. Se ha calculado los valores de X. para el va_

lor de r = 3.58 y se han tabulado en la Tabla 2.3.

137
133
139
190

4)=0.39£

t- í =0,4

192

194
195
193

193
199

=0.513

= 0.34

=0 Í55Í

-31
:ÍZ'9

= 0.37965 0 9 5

= 0 . 3 9 £ 7 3 3 3 4

Tabla 2.3.- Valores de Xj para r=3.58, calculados por medio

de la ecuación X. = r X.(1-X.).
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Hay cuatro bandas, que vamos a numerar de abajo hacia arriba como 1,2,

3,4, (figura 2.26). Según los valores de la tabla 2.3, la secuencia

de llenado de los niveles es 1 a 3 a 2 a 4, que es la misma secuencia

de llenado de los niveles discretos en el caso de una oscilación peri£

dica de 4T.

Los gráficos 2.24 y 2.26, han sido realizados con valores de X - , calcu
u

lados de la ecuación X - , , = r X . ( l - X - ) , u t i l i z a n d o toda la precisión
j + o j

del computador.

El computador representa internamente un valor numérico con un número

finito de bits y también realiza las operaciones aritméticas con finj_

tos bits y en el caso de utilizar toda la precisión del computador se

ha utilizado el número máximo de bits posibles tanto para representar

un número, como para realizar operaciones aritméticas. Como los val£

res de X. son inferiores a uno, se ha realizado las operaciones con 9
u

cifras decimales en el caso de usar la máxima precisión.

Esto significa que todas las cifras decimales más allá de las 9, des-

pués de una operación aritmética se pierden, debido a que no se puede

representar internamente en el computador por tener memoria finita.

Para observar el efecto de la precisión del computador, se han realiza_

do varios experimentos, variando la precisión por medio de la disminu

ción de las cifras decimales.

Esto se ha simulado en los programas, quitando las cifras decimales

más allá de las establecidas para una precisión dada. Esto se ha .rea
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1 izado después de cada cálculo de un Xj.

Los experimentos se realizaron para 7,5,3,2 y 1, cifras decimales. Es

decir consideramos que un número puede ser representado máximo por las

cifras decimales antes indicadas, después de realizar una iteración de

unXj.

Para el caso de 7 y 5 cifras decimales, no se observó diferencia con

los resultados obtenidos en las figuras 2.24 y 2.26, por lo cual no lo

presentamos en este trabajo.

En las figuras 2.27, 2.28 y 2.29, se muestran los gráficos de X. = f(r)
\j

para las precisiones de 3, 2 y 1 cifras respectivamente. La precisión

de 3 cifras significa que después del cálculo de un X.5 eliminamos las

cifras decimales más allá de las milésimas.

n -200

™ ! : . -i ,j. •-•••-•;:

K
0.5l

J.5

Fig. 2.27.- Gráfico de X.¡ = f(r), considerando que despuésj
del cálculo de un X.¡, se elimina las cifras•j
decimales más allá de las milésimas.
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3<=f<=4
X (0) =0 . 4

n =200

'T

0.5*

J.5

Fig. 2.28.- Gráfico de Xj = f(r)s considerando que después

del cálculo de un X;, se elimina las cifras\j

decimales más allá de las centésimas.

0.5

X =

3.5

Fig. 2.29.- Gráfico de Xj = f(r), considerando que después

del cálculo de un Xj, se elimina las cifras

decimales más allá de las décimas.
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Primeramente se observa en la figura 2.28, que los puntos de desdobla-

miento de los niveles varían y se nota especialmente en la figura 2.29

que el caos desaparece.

Esto quiere decir que si perdemos precisión durante el cálculo de los

X-, eliminamos el caos y tendremos un sistema determinista,
j

Esto se debe a que en un instante j tenemos un error, y al eliminar ci_

fras decimales, estamos redondeando el error y por lo tanto tendremos

un régimen determinista. Como el error es pequeño, se encuentra en

las últimas cifras decimales y al ser redondeadas estas cifras décima

les, el error se atenúa.

Para observar más claramente el cambio de los puntos de desdoblamiento

vamos a observar un detalle del gráfico de X - = f(r) para el intervalo
j

3.4 < r £ 3.6.

En la figura 2.30, se muestra el gráfico Xj = f(r) con toda la precisión

del computador.

Comparando el gráfico de la figura 2.30 con el gráfico de la figura

2.31, en el cual se tiene una precisión de 3 cifras decimales, se ob-

serva claramente un desplazamiento de los puntos de desdoblamiento, p£

ro se observa una patrón de comportamiento todavía igual.

En el caso de 1 cifra decimal, el patrón de comportamiento ya es com-

pletamente diferente, teniéndose 2 niveles discretos a lo largo de • to

do el intervalo 3.4 < r < 3.6. En este caso la respuesta del sistema
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3 . 4 < = r < = 3 . 6
x te) =0 .4

n = 2 0 0

i
0.5-

3.5 iff

Fig. 2.30.- Gráfico X. = f(r) para 3.4 £ r £ 3.6.
o

Utilizando toda la precisión del computador,

I x ÍOJ =0.4-
t

3.4
H 1 r

3,6

Fig. 2.31.- Gráfico de X. = f ( r ) para 3.4 £ r £ 3.6,
o

Utilizando 3 cifras decimales.
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es completamente determinista. Esto se muestra en la figura 2.32,

. 3.4<=r<=3.5
xíü)=0.i

n=200

3.4 3.5
! f

3.6

Fig. 2.32.- Gráfico X - = f(r) para 3.4 < r £ 3.6.
j

Cálculos con 1 cifra decimal.

Para observar el determinismo al variar la precisión, en la figura

2.33, se ha graficado X - = f(j) para r = 3.6, en el cual se tiene movj_
j

miento caótico de 2 bandas, en el cual no se puede predecir en que pují

to de cada banda caerá el próximo valor de X..
\j

Ahora oara r = 3.6 y variando la precisión a 3 cifras, en la figura

2.34, se observa como se llega a una oscilación de período 4T en un ré^

gimen permanente. Esto quiere decir que hemos variado los puntos de

desdoblamiento al introducir un error en cada iteración.
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r =3.6
j rnax =100

x (J)

0.5-f

O 4-M-

x i0t =0.4

Fig. 2.33.- Gráfico de X. = f(j) para r = 3.6.
J 3

Toda la precisión del computador.

0.5

O 'I 1 1 I I \ I 1 I M I 1 1 1 l I I i I i l i I
O 100

Fig. 2.34.- Gráf ico de X. = f ( j ) para r = 3.6.
w

Precisión de 3 cifras decimales.
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2.4. ERRORES. PROPAGACIÓN DE ERRORES.

En la parte 2.2, de este capítulo se realizó un análisis para el caso

de r = 4, en el cual se demostraba que el caos total se debía a que

los errores crecen en forma exponencial.

Partiendo de esto, se considera necesario realizar un estudio de como

se comporta el error para diferentes valores de r y así demostrar po£

que el sistema se comporta en forma laminar y turbulenta.

Vamos a realizar varios experimentos en los cuales vamos a introducir

un error inicial en la condición inicial X0 y observar como se propaga

el error con el aumento de j.

Primeramente vamos a tomar un valor de r en el intervalo en el cual pa_

ra régimen permanente el valor de X. tiende a cero. Tomamos un valor
j

de r = 0.5 y graficamos la secuencia de los X. para 3 condiciones in_i_
u

ciales X0 : 0.9, 0.6 y 0.2. Esto se muestra en la figura 2.35. De eŝ

te gráfico se observa que si existe un error inicial, éste se atenúa

con el aumento de j, tendiendo, para los 3 valores de X0, a cero.

Ahora tomamos un valor de r en el intervalo en el cual el valor de X - ,
o

cuando j tiende a infinito, tiende a un valor estable diferente de ce-

ro e iquel a l — .y r

En la f iqura 2.36 tenemos d ibujado los valores de X. para r = 2 y paj
ra 3 condiciones iniciales X0: 0.9, 0.6 y 0.2. Para r = 2 el valor de

X. en régimen permanente es igual a 0.5. En el gráfico se observa co
j
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VALORES DE XCJ>-fCJJ PARA
PARA r-*.S

£7.5

Xí J* 1 >r«XCd5»C \5 5

S. HcSrld* Aug 64

Fig. 2.35.- Gráfico de X. = f(j) para 3 condicionesa j

iniciales XQ: 0.9, 0.6 y 0.2.

Se observa como se propaga el error.

X • VALORES DE XCd>-fCJ5 PARA
' PARA r-2

Aug 84

Fig. 2.36.- Gráfico de X. = f(j) para r = 2 y 3 condiciones
j

iniciales XQ: 0.9, 0.6 y 0.2. Para las condi-

ciones iniciales, se tiende a un valor de X. =

0.5 en régimen permanente.
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mo para las 3 condiciones iniciales después de un j suficientemente

grande se llega al mismo valor de X. final de 0.5. Una vez más se ob
J

serva una atenuación de errores con el aumento de j.

En los dos casos anteriores se ha considerado errores grandes y se ob

serva que estos pueden ser atenuados. Existe un error adicional que

se introduce en cada iteración y es el debido al cálculo aritmético

que se realiza en el computador. Entonces este error adicional tam-

bién es atenuado con el aumento de j.

Tomamos ahora un valor de r en el intervalo en el cual se tienen 2 cj_

dos o una oscilación periódica de 2T. Esto se muestra en la figura

2.37 en donde se tiene la secuencia de los X. para dos condiciones J_
j

niciales X0: 0.6 y 0.55. Al igual que en los dos casos anteriores,

después de un numero de iteraciones, se llega a la misma periodicidad

de 2T, o sea existe la atenuación de errores.

VALORES DE XCJ5-f CJ> PARA
PARA r-3.2

i r

0.5

E. HoBria*

Fig. 2.37.- Gráfico X. = f(j) para r = 3.2 y condiciones
j

iniciales X0: 0.6 y 0.55.
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Para r = 3,2 se ha tomado un error inicial más pequeño que en los ca_

sos anteriores ya que se observó en experimentos realizados que con e_

rrores mayores, se llegaba a la misma atenuación de errores, pero exñ

tía un cambio de fase de la oscilación periódica en régimen permanen-

te. Por lo cual se utiliza un error inicial más pequeño para evitar

el cambio de fase y así poder observar gráficamente la atenuación de

errores más objetivamente.

Vamos a indicar un experimento más de atenuación de errores para una

oscilación de 16 ciclos, en el cual por las razones antes indicadas,

tomaremos un error inicial muy pequeño. Para este caso se ha grafica^

do para r = 3.5668 y condiciones iniciales X0: 0.5 y 0.51. Esto se

encuentra graficado en la figura 2.38.

X; VALORES DE XCJ>fCJ> PARA XCJ-H >-r
PARA r-3.560Q

0.5

T * T r-fl T®

©

t T I

50
S. KeBrtd* Aug 64

Fig. 2.38.- Gráfico de X.¡ = f(j) para r=3.5668 y condicionesj
iniciales X0: 0.5 y 0.51. En círculos se des-

taca el error que es muy pequeño.
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En la figura 2.38, se ha tomado un error pequeño para evitar el cambio

de fase, por lo cual el error es muy pequeño y no se destaca en el gra

fico; para esto se ha señalado con círculos los puntos en los cuales

se aprecia el error más claramente. Para valores de j grandes, el e-

rror se atenúa y los puntos y cruces se confunden en un solo punto.

Para observar de mejor forma la atenuación de los errores hemos grafi-

cado el error en función de j para varios valores de r.

Para el valor de r = 2 se ha graficado el error en función de j para

un error inicial del 25% y XQ = 0.4. Esto se tiene en la figura 2.39,

en donde se observa claramente como el error se atenúa en los primeros

2 valores de j hasta llegar a ser cero.

erro r

0.15-

O A 2 "3

Fig. 2.39.- Gráfico del error en función de j para un

r=2 y error inicial del 25%, XQ = 0.4.
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Ahora vamos a observar el error para la oscilación periódica de 16T en

función del parámetro j. Se tiene un error inicial del 2% para X0=

0.5 y en la figura 2.40 se observa que este se atenúa hasta llegar a

cero en más o menos 100 iteraciones de j.

Esto da la idea de que los errores se atenúan en mayor numero de ite-

raciones cuando aumenta el valor de r y nos vamos acercando a una sj_

tuación caótica.

Comparando los gráficos del error de las figuras 2.40 y 2.39, se ob-

serva que para la oscilación de 16 ciclos, la atenuación se realiza en

forma irregular formando aparentemente varias curvas de atenuación del

error.

X = , ^ _ _

error
i -1.

0.0 09 f

1QO

Fig. 2.40.- Gráf ico del error en func ión de j,

para r = 3.5668 y un error i n i c i a l

del 2% para X0 ~ 0.5.
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Anteriormente se introdujo la idea de que el valor de j para atenuar

un error dependía del valor de r.

Para demostrar esta afirmación se ha realizado un gráfico del j para

reducir el error inicial de 1% en un factor de 100, es decir reducir

el error a 0.01%, en función del parámetro r.

Para la realización del gráfico se ha tomado un X0 = 0.5 y el error j_

nicial de 1%. Para cada valor de r se calcula el error para cada j y

se compara hasta que este sea inferior o igual al error del 0.01% y

de esta manera se encuentra el valor de j que reduce el error en el

factor de 100.

En la figura 2.41, se tiene este gráfico, en el cual se observa clara_

mente como el valor de j que reduce el error en el factor de 100, au^

menta en función del parámetro j. El valor de j tiende a infinito ju§

tamente cuando r tiende al valor crítico de r llamado rc que es igual

a rc = 3.5699.

Entonces se puede afirmar que para valores inferiores a rc el error i_

nicial se atenúa, en incluso el error de cálculo es atenuado. También

puede comentar que el tiempo en el cual el error se atenúa depende del

valor de r, siendo el tiempo de atenuación infinito cuando el valor

de r tiende a rc. En este caso estamos considerando a la variable j

como la variable tiempo, ya que en el modelo de población, significa

la población para cada año.

En esta parte se ha hablado de que el error de cálculo en cada itera-
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} Para r?a-jc'ir error d* 1'/« fn un fac'or ¿c WO

33'-

s--

5 --

•+ +• -t- + •+ 4 -1- -t-

4 + + *• + -f

Fig. 2.41.- Gráfico del j para reducir e"! error

de 1 % en un factor de 100 en función

del parámetro r. XQ: 0.5, 0.505.
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ción de j es atenuado como se ha demostrado.

En la parte 2.3, de este capítulo se trabajó con diferentes precisio-

nes de computación, eliminando las cifras decimales y se observó que

se cambiaban los puntos de desdoblamiento. Esto se explica porque el

error que se introduce es demasiado grande como para ser atenuado por

el sistema dinámico descrito por la ecuación X.,- = r X.(l-X^). Por
J"1"! J J

esta razón se cambia su comportamiento. El error es demasiado grande

porque se introduce después de cada iteración de j. Además se obse_r

vó que el comportamiento cambiaba cuando se eliminaban las cifras de^

cimales más allá se las milésimas.

Ahora vamos a analizar que sucede para valores mayores a rc.

Primeramente graficamos la función X - = f(j) para r = 3.58 e introdu-
o

ciendo un error inicial del 0.1% para la condición inicial X0 = 0.5.

Entonces tenemos en la figura 2.42, los gráficos de X. = f(j) para
«j

X0 = 0.5 y 0.5005 que corresponde al error del 0.1%.

Inicialmente se confunden los puntos y cruces por ser el error demasia

do pequeño; pero después de unas cuantas iteraciones de j, el error

comienza a crecer de una manera rápida como se observa en la figura.

Para observar más claramente el crecimiento del error, se ha grafica-

do el error en función del parámetro j para r = 3.58 en la figura 2.43.

En este gráfico se ve como el error oara valores pequeños de j es ĉ

ro y sigue creciendo a medida que aumenta j.
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v. VALORES DE XC03-fC03 PARA XCJ*l>-r»XCO>«C1-XCJ»
i PARA r-3.S8 XC85-8.S

0.5

t t

* * *

t * * * * T f * T

t *

TOO

S. HcBrtd* AUQ

Fig. 2.42.- Gráfico de Xj = f(j) para r = 3.58 y

condiciones iniciales X0: 0.5 y 0.5005.

Se observa un crecimiento del error.

e ±- c ala y : . @ 15'
escala x : 4 / d i *

error

0.751

Fig. 2.43.- Gráfico del error en función de j.

Para r = 3.58 y error inicial de

0.1%. X0: 0.5, 0.5005.
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Ahora observamos el error para el valor de r = 3.7 y condiciones ini-

ciales X0: 0.5 y 0.5005, que equivale a un error inicial del 0,1%.

En este caso el error crece más rápidamente con valores inferiores de

j que en relación al caso anterior. Esto se observa en la figura 2.44,

es ca la y : e,125/d i v
esca ta x:4/div

Uj>5|

.?

Fig. 2.44.- Gráfico del error en función de j.

Para r = 3.7 y un error inicial del 0.1%.

Condiciones iniciales 0.5 y 0.5005.

De esto se puede decir que el error crece más rápidamente mientras ma

yor es el valor de r.

Se quiere saber ahora el efecto que tiene la condición inicial, mante_

niendo el mismo porcentaje de error inicial del 0.1%.

Se ha realizado para esto experimentos para r = 3.7 con varias condj

ciones iniciales. Primeramente se tiene en la figura 2.45.a el

fico del error en función de j para las condiciones iniciales X : 0.6
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y 0.6006, que corresponden a un error inicial del 0.1%.

r = 3 . 7
xi (0:1 =0.5
X 2 ( S i = 0.5Q06
e s c a l a y ; 0 .12 5
e s c a l a x : 4 / d i v

/ d 1 V

error

1J2S-

+ +

Fig. 2.45.a.- Gráfico del error en función de j.

r = 3.7. condiciones iniciales

0.6 y 0.6006, error de 0.1 %.

Ahora en la figura 2.45.b, se tiene el gráfico del error en función de

j para las condiciones iniciales X0: 0.7 y 0.7007.

Comparando los resultados de las figuras 2.44, 2.45.a y 2.45.b, se ob-

serva en cada caso que varía el punto en el cual el error crece en for^

ma rápida. Para la condición inicial de 0.5, el valor de j en el cual

el error crece rápidamente es mas o menos 24, mientras que para la con

dición inicial 0.7 el valor de j es 8. Esto es manteniendo el mismo

error' inicial del 0.1%.

De esto se observa que existe un comportamiento diferente de los erro-



- 68 -

res dependiendo de la condición inicial

XIC0)=0.7
X2(G)= £.7007
es ca la y : 0.i£
£ s c a i. a x ; 4 / d i

1.125-

O li-
Jp 100

Fig. 2.45.b.- Gráfico del error en función de j.

Para r = 3.7, condiciones iniciales

0.7 y 0.7007, error de 0.1 %.

Entonces para valores de r mayores a r critico, los errores crecen y

para ver claramente esto se tiene la figura 2.46, en la cual se ha gr^

ficado el j necesario para aumentar el error de 0.0001% a 0.1% en fun

ción de r para lo cual se ha tomado las condiciones iniciales X0: 0.5

y 0.5000005. Este gráfico se lo ha realizado calculando para cada va-

lor de r el error y comparando hasta que el error crece en el porcenta_

je indicado,

De la observación del gráfico se ve que cuando r tiende a r critico

por rc , el valor de j, para aumentar el error de 0.0001% a 0.1%, tiejí
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da a infinito.

p o. r n a u rr rrtar fl error efe 0.00 J / V . 7 0.1 V.

QO

50 -•

ÍQ--

10

3.7 3.3 3.3

Fig. 2.46.- Gráfico de j para aumentar el error de

0.0001% a 0.1% en función de r para

X0: 0.5 y 0.5000005.



- 70 -

Esto quiere decir que para que el error aumente, se necesita tiempo ir^

finito o lo que es lo mismo infinitas iteraciones de j. A medida que

aumenta el valor de r, el valor de j necesario para aumentar el error

decrece en forma no muy regular como se indica.

El decrecimiento del j necesario para aumentar el error significa que

mientras aumenta el valor de r, el error crece en un tiempo cada vez

menor o lo que es lo mismo en un menor número de iteraciones de j.

Entonces como conclusión importante de este análisis es que para r me_

ñores a rc, los errores se atenúan y estamos en presencia de un régi-

men determinista. Para r mayores a rc, los errores se amplifican y eŝ

tamos en presencia se un régimen caótico o turbulento. Del análisis a.

nalitico para r = 4 tratado en la parte 2.2 de este capítulo, se ve

que es razonable la explicación de que el error crece en forma exponejí

cial como 2 e. Además este error se reduce al intervalo (0,1) por me

dio del coseno trigonométrico.

Entonces sea (a, b) el intervalo que pueden ocuoar los valores de X - 5
u

vamos a definir lo que se entiende por caos:

Para un valor inicial X0 que tiene un error ± AX0> existe un j para el

cual los valores de X- pueden estar en cualquier parte del intervaloj ^ ^̂

Anteriormente se dijo que para la ecuación de diferencias 6-+, = 2 ej;

si se tiene un error inicial A90 en la especificación del valor ini-

cial 60j el error después de j iteraciones tendrá la forma
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A6

Esto quiere decir que existen ecuaciones de diferencias que propagan

los errores en forma exponencial como la anteriormente indicada.

Pero también existen ecuaciones de diferencias que no propagan el e-

rror en forma exponencial como es por ejemplo

en donde a es un número irracional.

Su solución será:

= n a + 60

Debido a que â  es un número irracional, la iteración j está perfecta-

mente definida.

En este caso si se tiene un error inicial A90 en la condición inicial

60, después de j iteraciones se tendrá:

= A60

Se puede ver que no existe un crecimiento del error con j.

De esto se puede concluir que existen diversos tipos de ecuaciones de

diferencias que propagan los errores en forma diferente.
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2.5. ANÁLISIS DEL SISTEMA DINÁMICO CON AUMENTO DEL PARÁMETRO n

Para generalizar el problema descrito en la ecuación (2.7), vamos a ij

troducir un parámetro adicional y realizar experimentos para observar

su respuesta con la variación de los parámetros r y n.

La ecuación propuesta para este análisis es la siguiente:

Vamos a analizar la ecuación y obtener el valor de X. para el cual se
ü

tiene el máximo de la función y además ver el valor de la segunda derj_

vada en el punto del máximo.

La primera derivada de la función de la ecuación (2.61) será igual a:

d X. , ,
J -^ -- v» r v t - i / i v v ^ j - / " ! v \ * n / o / ~ o \ L - X.n U-XJ + U - X . J J (2.62)

d X. J 3 J
j

de donde se tiene

í^- r [(l-X.)n - n X - (l-X-)"-1 ] (2.63)
d X. J J J

vi

Para obtener el puntó donde se encuentra el máximo, igualamos la

ra derivada a cero
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d X . . .
3Ü = O (2.64)

d X -
j

r [ ( 1 - X )n - n X. ( 1 - X A1 ] = O (2.65)
J J J

de donde se tiene

U v \» v / 1 V \ •- A / *} e £ \) - n X - v l - X . j = ü IZ.66)

Se tiene una primera solución para X - = 1, pero no es interesante. Pa.

ra obtener una segunda solución podemos simplificar (2.66) de la si-

guiente manera:

( 1 - X . . ) - n X.. = O (2.67)

de donde

1 - ( 1 + n ) X. = O (2.68)
j

Entonces la solución será:

X, f = - — (2.69)Jmax i + n

para n = 1,2,3,

El valor de X. , en el máximo será igual a:
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1 1 n
= r — (1 — )

máx (1 + n) (1 + n)
(2.70)

Calculando para algunos valores de n los valores del máximo tendremos:

Utilizamos las ecuaciones 2.69 y 2.70.

n

1

2

0o

xó -^max

0.5

1
3

1
4

Vlmáx

r
4

±r
27 r

27 r
256

Tabla 2.4.- Valores del punto donde ocurre el máximo y

su valor máximo. Función X.+, = f(X.).

Ahora analizaremos la segunda derivada de la ecuación (2.61).

La segunda derivada estará dada por la ecuación:

d2 X,
[ -n (1-Xj)"" -n(l-Xj)n" +.n(n-l)Xj(l-Xj)

de donde

d2X

d X-2

.(l-X.)" -2n (1 - X
J J J

"1 (2.71)
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Realizando un trabajo algebraico se puede reducir la expresión (2.71)

a:

d2 X,
= rn( l -X.)"^ [ (n-1) X. - 2 ( 1 - X . ) ]

2 J J J
(2.72)

de donde se obtiene

d2X,

d V
* rn ( l -X , ) n " 2 [ (n + 1) X. - 2 ] (2.73)

Evaluando la segunda derivada en el punto donde ocurre el máximo ten-

dremos:

d2 X.
(2.74)

Jmámax

d xj+ldv X •3máx

n

n + 1
(-1) (2.75)

De la expresión (2.75) se observa que en el máximo , la segunda deriva_

da es menor que cero para cualquier valor de n.

d2 X,
J+l < O (2.76)
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Entonces en relación a la ecuación X. . = r X-(l-X-)n podemos obte-
O •*• vi \í

ner las siguientes propiedades:

Podemos escribir la ecuación como X.+, = r g(X-) en donde g(X-) =
vJ J. J J

x,d-x,)n.
J J

La función g ( X - ) evaluada en cero es igual a la función g ( X . ) eva-
j j

luada en uno" y tiene como valor cero.

g(o) = g(D = o

La función g(X-) tiene un solo máximo en el intervalo O < X. < 1 .
J j

En este caso el parámetro n produce un desplazamiento del punto dojí

1de ocurre el máximo como n + 1 '

La segunda derivada evaluada en el máximo es siempre negativa y ti_e

ne como valor

d2 X, n-2

x n + 1

Jmáx

Con el análisis de esta ecuación se está tratando un caso un poco más

general de lo analizado anteriormente.

Como se puede ver se mantienen las mismas propiedades que el modelo des

crito en la parte 2.1, de este capítulo.

En la figura 2.47, se ha graficado la función X. , =f(X.) para 3 val o-
j * u

res de n.
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Fig. 2.47.- Gráfico de la función X.+1 = f(X.) para

la ecuación X .+1 = r X.(1-X.) , Para

3 valores de n: 1,2,3.

El comportamiento de la ecuación (2.61) para el valor n= 1 ha sido am-

pliamente analizado en las partes 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4, de este capitu-

lo.

Ahora vamos a analizar el comportamiento de la ecuación de diferencias

2.61 para el valor de n = 2, que es una función con el máximo desplaza-

do en relación a la ecuación con n = l.

Como método de comparación se ha utilizado los gráficos de X - = f(r)
j

para los diferentes valores de n.

En la figura 2.48, se tiene el gráfico X. = f(r) para el valor de n = 2
j
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en el intervalo 3.75 < r < 6.75.

;"*! ~"? Fñ / — r / — 1= -?
X í 0 ) = 0 . 4

Fig. 2.48.- Gráfico X. = f(r) para la ecuación
o

r 1" V ' En el i
valo 3.75 £ r £ 6.75, X0 = 0.4.

Para observar más claramente la transición alrededor de r se ha reali

zado una ampliación del gráfico de la figura 2.48 para el intervalo

4.75 <_ r £ 5.35. Esto se encuentra en la figura 2.49.

Realizamos el mismo análisis para n = 3, en donde obtenemos el gráfico

X. = f(r) en el intervalo 4.5 < r < 9.48.j

Este gráfico se encuentra en la figura 2.50.

De igual forma en la figura 2.51 realizamos una ampliación alrededor

de rc, en la transición de niveles discretos a bandas.
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4.75<=r <••
X ÍCD) =0. 4

i t=200

0.5

4.75

Fig. 2.49.- Ampliación del gráfico de la Fig. 2.48

alrededor de rc.

Fig. 2.50.- Gráfico de X. = f(r) para la ecuación
j

X . , - = r X . ( 1 - X , ) 3 en el intervalo
J •!• J J

4.5 < r < 9.48. X0 = 0.4.
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5<=r < =7
X í 0 J =0.4

i t=200

ÍT

T--
-

Fig. 2.51.- Ampliación del gráfico de la figura 2.50

alrededor de r crítico.

Del anál-isis de las figuras 2.48 y 2.50 se concluye que el mecanismo

de transición, de un régimen laminar a un régimen oscilatorio y luego

a un régimen turbulento, es cualitativamente el mismo que se ha des-

crito anteriormente en todo detalle. Esto da la idea de la universa-

lidad de la transición de un régimen laminar a un régimen turbulento.

La diferencia encontrada es en los puntos de desdoblamiento que tie-

nen diferente valor numérico, dependiendo del valor de n.

Se ha obtenido experimentalmente los valores de r para los puntos de

desdoblamiento que se detallan en la figura 2.52, para una oscilación

periódica de hasta 16 ciclos.

En la Tabla 2.5, se han tabulado los valores de los puntos de desdo-
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blamiento para los 3 valores de n y hasta r16 .

Fig. 2,52.- Gráfico de X. = f(r), para referencia de
j

las tablas de los X- para los puntos dej
desdoblamiento.

Para realizar el análisis comparativo para los tres valores de n, tam

bien se han tabulado los valores que toma la variable X en cada punto

de desdoblamiento según los datos experimentales de la Tabla 2.5.

Se han tomado los puntos de desdoblamiento r-L, r2, r4, re y r16, que

son los más factibles de calcular y que nos servirán para un análisis

posterior en base a estos números.

Los valores han sido tabulados en las Tablas 2.6 y 2.7 que se encuen-
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n

«"i

Xi,o

r2

Xi.i

*2 9l

1%

*1 ,2

*2 ,2

^3 ,2

*i* ,2

1"8

Xl ,3

^2 ,3

^3 ,3

Xi* ,3

^5 ,3

*S,3

X? ,3

XB ,3

1

0.67186865

0.8421544

0.45196325

0.88332467

0.82033066

0.52175449

0.36484019

0.88989192

0.88078632

0.83331415

0.8086392

0.55088096

0.49448995

0.37381366

0.34882409

2

0.49843013

0.7227088

0.27729119

0.77221402

0.68476383

0.35588902

0.20955274

0.78195641

0.76826016

0.70366414

0.66947347

0.38617125

0.32626296
i

0.21784301

0.19629224

3

0.39827819

0.62393421

0.20175944

0.67964275

0.58551904

0.26974852

0.14457348

0.69148705

0.67582831

0.60624077

0.56907151

0.29873513

0.24279583

0.15103078

0.13320118

j
Tabla 2.6.- Valores de X. para los puntos de

o
desdoblamiento para rx , r2, r4 y re.



- 83 -

n

ríe

Xi , 4

Xa ,if

X s S4

Xif 5it

Xs ,4

Xe ,4

X? , u

X B , *

X g ,4

X i o s it

Xn ,1»

X l 2 , 4

Xl3 si|

Xm s i f

X ib % í*

Xl6 s U

1

0.89224549

0.89037434

0.8828804

0.8787585

0.84106895

0.83104341

0.81018467

0.80443014

0.56148326

0.54886034

0.50112421

0.47707528

0.3802484

0.36904388

0.34836251

0.34313607

2

0.78467983

0.7839148

0.77195784

0.76591881

0.71219073

0.69827376

0.671552

0.66525309

0.39486626

0.38374512

0.33673004

0.31248979

0.22230321

0.21264435

0.19624826

0.19270451

3

0.69422438

0.69163942

0.68011898

0.67333191

0.61477099

0.59970584

0.57175534

0.56510585

0.30598798

0.29560376

0.25322111

0.23135265

0.1545159

0.14654607

0.1334966

0.13065688

Tabla 2.7.- Valores de X. para los puntos de
o

desdoblamiento para r15.
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tran a continuación.

n

ro

ri

r2

%

r8

ri6

1

1

3

3.4

3.54

3.56

3.569

2

1

3.975

4.99

5.23

5.28

5.297

3

1

4.59

6.08

6.47

6.56

6.583

Tabla 2.5.- Valores de rq en los puntos de desdobla-

miento de q a 2q ciclos.

Feigenbaum habla sobre la universalidad de cierto número presente en

la transición de régimen laminar a turbulento.

En el gráfico de X. = f(r) si escojemos 2 valores vecinos de X. que es-

tán en un ciclo 2 , se puede encontrar que la separación entre estos

valores disminuye con m como B a s en donde se.gún Feigenbaum a es jj

niversal e igual a 2.503.

En este trabajo vamos a tratar de generar este número y demostrar para

las tres funciones con n = l , 2, 3, respectivamente su universalidad.

El valor de m está relacionado al intervalo en donde se tiene 2 ci-
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clos o una oscilación de período 2m T.

La separación entre dos valores vecinos lo interpretamos como la di

rencia entre los valores de X. contiguos para los valores de r donde
j

ocurren los desdoblamientos. Esto lo representamos como

Entonces primeramente hallamos las diferencias de todos los valores

vecinos en los puntos de desdoblamiento. La identificación de los

puntos a los que se refiere las diferencias se lo puede hacer en la

figura 2.52. Los datos están tabulados en la Tabla 2.8.

Las diferencias entre los valores de X . en el punto en el m= 1, es de_

cir 2 ciclos (2 ), se puede representar como

{2-78)

Las diferencias entre valores de X. en el punto en el cual m=2, 22 ci_
j

clos, es:

(2'79)

Dividiendo la expresión (2.78) por (2.79) se tiene

A . . i * — A * «

= a (2.80)

" Xj,2
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n

Xl , 1 - X 2 , 1

Xl ,2 " ^2 ,2

X 3 , 2 - X 4 , 2

X l , 3 - X 2 ,3

X 3 , 3 ' Xi* , 3

X s ,3 - X 6 9 3

X y ,3 - X e ,3

X i ,4 - X 2 ,4

X a > 4 ~ X 4 ,4

X B ,4 - X e ,4

X ? ,4 - X 8 9 4

X 9 , 4 •" X1 0 9 4

X i i s u " ^12 ,4

Xl3 ,4 " ^14 ,4

Xl5,4 "" X1G j t f

1

0.39019115

0.06299401

0.1569443

0.0091083

0.02467495

0.05639101

0.02498957

0.00187115

0.0041219

0.01002554

0.00575453
L_

0.01262292

0.02404893

0.01120452

0.00522644
—

1

2

0.44541761

0.08745019

0.14633628

0.01369625

0.03419067

0.05990829

0.02153786

0.002340482

0.00603903

0.01391697

0.00629891

0.01112114

0.02424025

0.00965886

0.00354375

•
.

3

0.42217477

0.09412371

0,125175040

0.01565874

0.03716926

0.0559393

0.01782960

0.00258496

0.00678707

0.01506515

0.00664949
.

0.01038422

0.02186846

0.00796983

0.00283972

Tabla 2.8.- Diferencias entre valores vecinos de X.
•j

para los puntos de desdoblamiento según

nomenclatura de la Fig. 2.52.
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Entonces si relacionamos las diferencias como en la expresión (2.80),

encontramos el número a.

Para m=3, la diferencia entre los valores X. se puede representar co
J

mo:

Dividiendo la expresión (2.79) para (2.81) se obtiene

i+1 ? " Xi ?_¿±iz£ ¿»£ = a (2.82)

Vi,3 " Xj,3

Que es otra relación donde se obtiene el número a.

Ahora en la Tabla 2.9 se ha tabulado varias divisiones de las diferejí

cias de los valores de X - para las tres funciones con n = 1,2 y 3 resj

pectivamente.

De la Tabla 2.9, se puede observar que existen 2 valores que se aproxji

man al número propuesto por Feigenbaum.

Estos valores corresponden a las relaciones

Xl,2 " X2,2 X3,3
? » y !__

que se señalan con flechas en la Tabla.
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n

Xi,i - X2,i

Xl ,2 - X2 ,2

Xl ,1 - X2 ,1

X a , 2 ~ X 4 j 2

Xl,2 ~ X 2 , 2

Xl,3 ~ X2 ,3

Xi,2 - X 2 ) 2

Xs ,3 - X4 ,3

3,2 H 9 2

X s , 3 - X G s 3

X 3 J 2 - X 4 , 2

X ? 5 3 ~ X 8 , 3

'* l j3 "2 ,3

Xi,., - X2)1(

Al 3 ~~ A 9 ^J- s ° *• s •*

X 3 s . - X,,,

A P 3 •• Aii ^J 5 ¿> T 5 J

A S l f ~ A g í f

X s , 3 " Xu , 3

X y
y t f — A g j M -

Xs , 3 ~ Xe , 3

X 9 , 4 - X 10 , 4

X V
5 s 3 " A6 9 3

Xll ,4- Xi2,4

Xv ,3 - XB , 3

X is ,* - Xm,u

X ? » 3 ~ Xe ,3

X i 5 ) . -X 1 6 , 4

1

6.1940972

.4obDblb

.ylbll

.bD¿954

.7826116

.¿/ylob/

A B£77t;C1 9/1
4 .OD/ /DOltH

.¿U97ooJ/b

2 /ic i onon79.^DlíiUyU/í:

1

.¿o/yi/biy

.4673bübDl

.o^f^o^^ob^

.¿:3Uollbl/

. /813/bUüD

2

.0933994

.U43oO¿/

.3849705

.bb// lyb

.4426696

. /yu¿ybb

£ RCIlQQOQnio .oDioyt-yui

.¿b/ybb¿o4

0 l\1 n^9¿ .4DD/DlUD¿

.^¿oUíiybii

.ooDooooyy

O /I 71 /] OQCOc. .Q 1 l^ooO^

.¿¿yobbíioo

. / / /uzyyo

3

4.4853196

. J/Z677

.0109351

.bj¿¿yyi

.2376929

.\}¿(j/¿/ i

A HRTA'S'í'íQVD .UO/ DooOO /

.oU/14£io4/

9 /) C79'3/l C/l /I¿ .£fD/£:o4D4£í-

í

5 CQQ7Q1 nQ7. boy /yiuy/

.oobyb¿:bi i

9 c;c;7QQQQnQ¿. . DD / yoyyuy

i

9 9*371 Q£Qn9¿ .¿6 i loboU¿.

.¿/ob^ / iyi

Tabla 2.9.- División de diferencias de los valores de X -
j

para n = 1,2,3.
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Se observa que este número es prácticamente el mismo para los tres va-

lores de n.

Para obervar físicamente estas distancias relacionadas, vamos a grafi-

carlas en la figura 2.53.

> r

Fig. 2.53.- Distancias que decrecen según 8 a"

Según Feigenbaum las distancias entre valores vecinos decrece como

3 ct~m en donde a = 2.503. Si designamos como d esta distancia tenemos

la ecuación

-md = 3 a

d .. -m—• — ce

(2.83)

(2.84)
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La curva que describe la ecuación (2.84) se encuentra graficada en la

figura 2.54. Esta curva representa la disminución de la distancia,

mientras aumenta el valor de m para a = 2.503.

d —m
Fig. 2.54.- Gráfico de la función - = a

- = h(m) para a = 2.503.

Según el gráfico 2.54, cuando m tiende a infinito, es decir cuando exij;

te infinitos ciclos y estamos en r critico, la distancia entre valores

vecinos tiende a cero.

Ahora vamos a graficar las distancias halladas esperimentalmente en es

te trabajo. Estas distancias, como se observa en la figura 2.53 son:

X l 2 " X 2 2

3.3 4,3

X - X
5.4 6,4

para m = 2

m = 3

m = 4

(2.85)
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Las distancias para n = 1, se encuentran graficadas en la figura 2.55,

como sigue

0.0 6 • -

Fig. 2.55.- Gráfico de las distancias de la

expresión (2.85) para n = 1.

Para n = 2, en la figura 2.56, se encuentran graficadas las distancias

de la expresión (2.85)

Por último para n = 3, las distancias se encuentran en la figura 2.57.

Según los datos graficados en las figuras 2.55, 2.56 y 2,57, se ha ^

Tizado una regresión para hallar la ecuación que representa los puntos

graficados.

La regresión utilizada es del tipo
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C.Q?-

Fíg. 2.56.- Gráfico de las distancias de la expresión

(2.85) para n = 2.

'Ú.O 4 --

0.0 2 ..

Fig. 2.57.- Gráfico de las distancias de la expresión

(2.85) para n =3 .
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d = B a-m (2.86)

en donde d es la distancia (diferencia) y las incógnitas son g y a.

La ecuación (2.86) representa una regresión lineal de la forma

d = £nn - m £n a (2.87)

que puede reemplazarse por

y = cx + c2 m (2.88)

en donde

y = £n d

(2.89)

De los resultados de la regresión se obtienen los siguientes valores:

n

1

2

3

g

0.3929493

0.5458355

0.58551834
i

a

2.5054126

2.5067327

2.499555

Tabla 2.10.- Coeficientes de regresión d = 3 a-m

Del análisis de los resultados de la Tabla 2.10, podemos afirmar que
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si existe un número universal que no depende de la función, ya que se

ha probado para n = 1, 2 y 3.

Entonces es importante notar que de manera general el proceso de des_

doblamiento del período y división en bandas son independientes de

los detalles del modelo y según los resultados obtenidos puede ocurrir

para una ecuación de diferencias que presente la forma:

= r g(Xj)

Con g(0) = g(l) y en donde g es una función con un sólo máximo en el

intervalo O a 1. También g"(X) es negativo en el punto en el cual ocu

rre el máximo.

2.6. TRANSFORMADAS DE FOURIER. RÉGIMEN LAMINAR, OSCILATORIO Y TURBU-

LENTO.

Como un método alternativo de análisis de la transición de régimen la^

minar o turbulento se ha utilizado la transformada de FOURIER de los

puntos X - ,

La transformada de Fourier se define como:

T
^ i ( 2iriiot
X (w) = Jx(t) e dt (2.90)

T 4

•̂
en donde X(w) es una función compleja que tiene parte real e imagina-
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na.

El espectro de potencia se define como el cuadrado del módulo de X(to)

p(w) = X (u) 2 (2.91)

Para el cálculo de las transformadas se ha utilizado un método numéri-

co que se tiene como subrutina en el computador TEKTRONIX 4051.

Por ser un método numérico, se calcula la transformada discreta de

rier. El comando utilizado para llamar esta subrutina es FFT. (Fast

Fourier Transform).

La transformada discreta de Fourier puede ser expresada matemáticamen-

te por la siguiente sumatoria

Xd(K) = l X(n) e

para K = 0,1, , —

En la ecuación anterior, N se refiere a la longitud del arreglo que

se tiene como argumento y K es un número usado para generar los dife-

rentes coeficientes de Fourier. X.(K) es el K coeficiente de Fourier

y X(n) se refiere al n+1 elemento de los datos de entrada

El argumento para realizar la transformada debe ser un arreglo de Ion

gitud igual a 2m entre 16 y 1024.
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La transformada discreta inversa de Fourier entonces será definida por

la expresión matemática

, N-l
X(n) = — E Xd(K) e N (2.93)

N K=o

Si designamos a T como el tiempo entre dos valores de X. consecutivos,
j

la máxima frecuencia que podemos observar en las transformadas de FO^J

rier será la frecuencia de Nyquist que es igual a la mitad de la fre-

cuencia de muestreo. La frecuencia de muestreo la designamos como f y

1 1 fes igual a — . La máxima frecuencia observable será -*= = — .

Vamos a llamar a f como frecuencia fundamental, en donde f es igual a

— 9 siendo T el tiempo entre dos valores consecutivos de X^.
T ' J

Iniciamos el análisis obteniendo la transformada de Fourier para la

oscilación de periodo 2T. Para esto hemos tomado el valor de r = 3.3

y encontrado la secuencia de los X- en régimen permanente. El módulo
u

de la transformada se encuentra graficado en la figura 2.58.

Se observa en esta figura de la presencia de una componente de frecuer^

cia f/2, además de la componente continua que aparece debido a que la

secuencia de los X. tiene valor medio diferente de cero.

Ahora tomamos la secuencia de los X - para r = 3.5, en donde se tiene u
J

na oscilación de período 41 y obtenemos la transformada de Fourier.

Esta transformada se encuentra en la figura 2.59. Ahora se observa
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TRANSFORMADA X FOURIER DE XCJ*I >-r»XCJ>»< 1-X<J»
r-3.3 XCB>-e.4 RES-2S6 11-5.12278055536

M

S. McBrld» AUQ 84

Fig. 2.58.- Módulo de la transformada de Fourier de

los X. para r = 3.3. Oscilación de
j

período 21.

TRANSFORMADA K FOURIER Wí XCJ*t5-r«XCÜ3-Cl-XCJ»
1 ] r^y s xC85«e. 4 RES-G13 M-S. 88582098209

S. HcBrlck A<JQ

Fig. 2.59.- Módulo de la transformada de Fourier

de los X - paraj
de periodo 4T.

de los X - para r = 3.5. Oscilaciónj
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que aparece una nueva componente de frecuencia en relación a la oscila^

ción de período 2 T.

Esta nueva componente tiene una frecuencia de f/4.

Al aumentar el valor de r para tener una oscilación de periodo 8T4 se

tienen nuevas componentes de frecuencia que se van intercalando entre

las componentes para menos periodicidad (4T). Se ha tomado el caso de

r = 3.55 y se encuentra graficada la transformada en la figura 2.60.

iv//ii TRANSFORMADA DE FOURIER DC XCJ-1 >-r"XCJ5-C1-XCJ55
lK(f)¡ * / ; r-3,ss XC8J-3.4 RES-61Z M-5.«e6aZBS2063

s
S. MeBrlcU Aug S-4

U.
s

Fig. 2.60.- Módulo de la transformada de Fourier de

los X. para r = 3.55 y oscilación de

período 8T.

Las nuevas componentes de frecuencia son f/8 y 3f/8.

Para una oscilación de periodo 16T, se tienen nuevas componentes de
f n^r r^- ~i f

frecuencia que corresponden a: -r¿ , -r? , —~ y — - Esto se representa
J-D 15 16 16
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en la f igura 2.61 para r = 3.5668.

TRANSFORMADA X roURIER C* XCU+1 >-r«X<d3*<1-XC05)
RES-SI2 1^6.6068182696

I I I I 1 1 I * I M I I t I 'M I I I I I I l> I I I I K
-L L IL
16 8 Jó

S. McBrld» Aug 84

¿I IL
16 8

Fig . 2.61.- Módulo de la transformada de Fourier

de los X - para r = 3.5668 y osc i lac iónj
de período 16T.

De esto se observa que el mecanismo de la transición es aumentar el njj

mero de componentes de frecuencia a medida que aumenta el período de

la oscilación. Estas componentes seguirán aumentando hasta r en don

de se tendrán infinitas líneas espectrales.

Ahora analizamos el espectro para r - 4. Este espectro se encuentra

dibujado en la figura 2.62. Aquí si se observa un verdadero caos to-

tal ya que tenemos una sola franja de ruido que se aproxima a un espec^

tro continuo.

El espectro será totalmente continuo si el número de puntos N para la

transformada de Fourier tiende a infinito.
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TRANSFORMADA DE FOURIER DE XCJ*O-r-X<05»Cl-XCJ>3
XC85-8.4 RES-1824 K-8.22BG8M5373

S. McBrld* Aug 8-4

Fig. 2.62.- Espectro de frecuencia para r = 4,

donde se tiene el caos.

Para completar nuestro análisis vamos a obtener el espectro de frecuen^

cia en una zona donde se tienen 2 bandas. Para esto hemos tomado el

valor de r = 3.6 y el espectro se ha graficado en la figura 2.63.

En el espectro de la figura 2.63 se observa una zona de ruido que nos

indica que estamos en la ruta hacia el caos. Pero se observa una com

ponente de frecuencia en f/2, que se debe a que los valores de Xj al-

ternan entre las dos bandas. El ruido en el resto de la banda del es

pectro se debe a que los valores de X- caen dentro de las bandas en
o

forma aleatoria.

En conclusión la transformada de Fourier es otro método de análisis pa

ra determinar cuando se encuentra en un régimen determinista, como el

de la figura 2.61, y cuando nos encontramos en un régimen turbulento o
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caótico, como se muestra en la figura 2.62.

Inf ¡XffJl + 7; TRANSrCRMADA DE FtXIRIER OC XCJ*15-r
r-3.8 XC85-0.4 RES-€12 M-E. «467947622

S. McBrld» Aug 8-4

Fig. 2.63.- Espectro de frecuencia de los X-j
para r = 3.6. Zona donde se tienen

2 bandas.

2.7. ANÁLISIS DEL RÉGIMEN INTERMITENTE DE PERIODO 3T.

Del gráfico de X. = f(r) para la ecuación X . . = r X.(1-X.)S se obser
\J ü •*• J O

va una franja, en donde observamos un comportamiento diferente. Esta

zona se encuentra dentro del intervalo 3.8^r<^3.9 y la hemos deno

minado A3. Esto se encuentra indicado en la figura 2.64.

Para analizar el comportamiento de la zona A3, vamos a obtener gráfi-

cos X. = f(j) para valores de r en el intervalo o zona A3.j
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3<=r <=4-
x103=0.4

n=S00

Fig. 2.64.- Gráfico de X. = f(r), donde se muestra
u

una zona de intermitencia denominada A3

En la figura 2.65 se encuentra el gráfico de X. = f( j) para r = 3.84 y
<j

X0 = 0.4. Se observa que en régimen permanente, se tiene una

ción de período 31.

Para observar en detalle el comportamiento para los valores iniciales

de j, en la figura 2.66 se ha graficado X - = f(j) para valores de j pe
J

queños. Se observa un régimen transitorio para el intervalo O <_ j <_ 5.

Para valores de j mayores a 5 se llega a un régimen permanente, oscila.

torio de período 3T.

También se observa en la figura 2,66 que la secuencia de llenado de

los niveles, enumerando de abajo hacia arriba, es en forma secuencial

como 1> 2, 3.
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rur bu lenc i a
x C j +1) = r * x ¡:

r=3,84
j max=100

X Í0 j =0.4

• - 4

4- .

0.5

Fig. 2.65.- Gráfico de X, = f(j) para r = 3.84 y
j

XQ = 0.4. Se observa una oscilación

de período 3T en régimen permanente.

Para observar la oscilación de período 3T, se ha graficado X.+1 = f(X.)

en la figura 2.67, en donde se puede ver que existen 3 valores dentro

de la parábola en régimen permanente.

Al aumentar el valor de r dentro del intervalo A3, se observa otros tj_

pos de comportamiento.

Vamos a analizar el caso r = 3.857, para XQ = 0.4 que se encuentra gra.

ficado en la figura 2.68. En este gráfico se observa un comportamien-

to intermitente ya que existe zonas en donde los valores de X. se comj ...

portan en forma aleatoria y zonas donde se tiene un comportamiento pe_

riódico de período 3T.
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Tu r bu ten c i a
x (j-t-lj = r * x í
r =3.34 x (O) =0,4
.j m a x = 2 s

x í j)

vi + *
+

4 <• + + . , 4
.. 4.

+
• •

•f- ^ + + 4 +
"

O •:-"i-í I 1 I 1 - i i i i - ! 1 i i - i 1 1 ! ;• ; í—M-'i 'I—f-i-i1 i—i -j
O 25

Fig. 2.66.- Gráfico de X. = f(j) para observar detalles

para j pequeños» r = 3.84 y X0 = 0.4.

Se observa una zona de transición.

X í j +1) =F (X Í J J J

X i .i +1J

'7

i

0.5

f *

0.5

Fig. 2.67.- Gráfico de Xj+1 = f(Xj) Para r =

X0 = 0.4 en régimen permanente.
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Tu r bu L e n c i a
x í .i -f 1) = r *x ( J 3 * í 1-x c .i j )

r=3 .657 X Í0 i =0 .4
j r n a x = £ 0 0

;t

^ -,-f- •"• t^ ^^ -IT • -ft—i-.

0.5- ^ ** * * * * «. +

-* + * *

200

Fig. 2.68.- Gráf ico de X. = f ( j ) para r=3 .857 y
vi

X0 = 0.4. Comportamiento Intermitente

Para comprobar que verdaderamente se trata de una oscilación intermi-

tente de periodo 3TS vamos a graficar lo mismo de la figura 2.68, pero

cada tres valores de j.

En la figura 2.69, se observa claramente las zonas en las cuales se

tiene una oscilación de periodo 3T, porque se tiene un valor constan-

te de X. con j = 3n durante un intervalo.
j

Para observar el efecto de la condición inicial sobre la zona intermi

tente, vamos a graficar X-=f(j) para r = 3.857 y X0 = 0.5. En la fi_
j

gura 2.70 se encuentra el gráfico X. " f ( j ) para cada j y en la f i g i J
j

ra 2.71 se encuentra el gráfico cada 3 valores de j-
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En la figura 2.71, se observa claramente los intervalos en los cuales

se tiene una oscilación de periodo 3T.

T u r b u i e n c i a
x í j +1) = r # x ( J ) * í i - x (.

.i rnax=100

H-

50

Fig. 2.71.- Gráf ico de X, = f ( j ) para r = 3.857
o

y X0 = 0.5 para cada 3 valores de j

Comparando para las dos condiciones iniciales se observa que existe un

comportamiento diferente en la duración de los intervalos en donde se

tiene un comportamiento aleatorio y donde se tiene un comportamiento

periódico.

Además se puede observar que el inicio de la oscilación y la fase de

la oscilación de período 3T son aleatorios, por lo cual podemos decir

que a pesar de tener oscilaciones intermitentes de periodo 3TS estamos

en una zona en la cual el comportamiento del sistema dinámico es caótj_

co.
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Para reafirmar lo anteriormente dicho vamos a graficar para otro valor

de r dentro del intervalo A3. En la figura 2.72 se tiene el gráfico

de X - = f(j) para r = 3.861 y X0 = 0.4 para cada 3 valores de j, en don
j

de también se observa el comportamiento intermitente.

¡ ur bu Len c i a

r =3Ts5l " " ~ x ' ( - £ ) ' =0,
.j ¡TI a x = 2 0 0

Tf
-•

0.5

ico 2CC

Fig. 2.72.- Gráfico X. = f(j) para r = 3.861 y
O

X0 = 0.4 para cada 3 valores de j

2.8. ANÁLISIS DE LA ECUACIÓN X.+1 = r sin2 2-rrX.

En las partes anteriores de este capítulo se ha estudiado en detalle

las ecuaciones de diferencias del tipo

Vi

que tienen las siguientes propiedades:
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- 9(0) = g(l) = O

- tiene un solo máximo en el intervalo (0,1)

- la segunda derivada es negativa en el máximo,

Ahora vamos a observar el comportamiento de una ecuación que tiene las

siguientes propiedades:

- 9(0) = g(l) = O

- tiene 2 máximos en el intervalo (0,1)

Una ecuación que satisface las condiciones antes mencionadas es la si-

guiente:

Via r sin2 27rXj (2<94)

Esta ecuación tiene 2 máximos para los valores de X . de 0.25 y 0.75.
\j

En la figura 2.73 se encuentra el gráfico de X,+- = f(X.) para la

ción (2.94).

Para dar inicio al análisis, vamos a graficar X- = f(r) para el ínter-
j

valo de r de O a 1 y condición inicial X0 = 0.4. Este gráfico se en_

cuentra en la figura 2.74.

En la figura 2.74 se observa 2 intervalos de r en el cual se tiene un

comportamiento cualitativamente análogo al observado en el análisis de

la ecuación X.., = r X.(l-X-)- Para observar mejor, se ha realizadoj i j j
una ampliación de estos intervalos.
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A

0.5 *

0.5

Fig. 2.73.- Gráfico de X- + 1 = f (X . ) para la ecuación

X-+ 1 s in 2 2 f rX . para el intervalo

O <_ X. £ 1.
j

0.51

1
0.5

Fig. 2.74.- Gráfico de X - = f(r) para la ecuación

X-+, = r sin2 2-rrX. para O 5 r <_ 1 en

régimen permanente para X0 = 0.4.
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En la figura 2.75 se encuentra el gráfico de la ampliación del interva

lo de r de 0.3 <_ r <_ 0.45. Para el intervalo 0.75 <_ r <_ 0.815 se en-

cuentra la ampliación en la figura 2.76.

0.5

0,25-

x (0) =0 .

a 3 5.45

Fig. 2.75.- Gráfico de X. = f(r) para el intervalo
j

0.3 < r < 0.45 en régimen permanente.

Con los gráficos 2.75 y 2.76 se confirma lo anteriormente dicho de que

en estos intervalos se tiene un comportamiento cualitativamente igual

al analizado en las partes anteriores de este capítulo.

Esto nos indica la posibilidad de analizar sistemas dinámicos más com

piejos en base a la respuesta que tiene un sistema tan simple como

X -..i = r X.(1-X.)- Se ha observado que el sistema dinámico más com-
J"1"! J J

piejo tiene un conjunto de intervalos en el cual se observa un

tamiento que ya se puede decir que es universal.

Para observar la influencia de la condición inicial en régimen perma-

nente, vamos a graficar X. = f(r) para la condición inicial X0 = 0.7,
j
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en la figura 2.77.

O.G
0.75 0.815

Fig. 2.76.- Gráfico de X . = f(r) para el intervalo
j

0.75 < r < 0.815 en régimen permanente.

0 < = r < = i
x(0)=0,7

04-
0

1

Fig. 2.77.- Gráfico de X . = f(r) para O < r < 1 y
j

XQ = 0.7 en régimen permanente.
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Observando las figuras 2.74 y 2.77, se observa que la respuesta es cua_

1 ilativamente igual en ambos casos.

Vamos a observar el comportamiento en función de j, por lo cual vamos

a obtener gráficos de X. = f(j) para varios valores de r en los dos ui
«j

tervalos señalados anteriormente.

Primeramente vamos a observar en el intervalo 0.3 <. r £ 0.45. En la

figura 2.78, se muestra el gráfico de X. = f(j) para r = 0.3, en el
j

cual se observa que en régimen permanente, tiende a un valor constante.

'¿5 50

Fig. 2.78.- Gráfico de X. = f(j) para r = 0.3
j

y X0 = 0.4. En régimen permanente

tiende a un valor constante.
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Ahora aumentamos el valor de r a 0.33 y en la figura 2.79, se observa

como en régimen permanente, tiende a una oscilación de período 2T.

Además se ha graficado en la figura 2.80 la función X.+, = f(X.) para
J •!• J

r - 0.33 y X0 = 0.4, en donde se observa que en régimen permanente

tiende a dos valores alrededor del primer máximo.

--

0.5-

25 50

Fig. 2.79.- Gráfico X. = f(j) para r = 0.33 y
j

X0 = 0.4. Oscilación de periodo 2T.

Para r = 0.36 se presenta el caso de una oscilación de periodo 4T para

la condición inicial X0 = 0.4. En la figura 2.81, se ha graficado

X. = f(j) y en la figura 2.82, se tiene el gráfico de X .+1 = f(X.), en

el cual se observa que para régimen permanente, tiende a 4 valores que

se encuentran alrededor del primer máximo.

Ahora tenemos la función X - = f(j) para r = 0.37 y X0 = 0.4 en la cual
ü
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=0.4

0.5 i

©

O H i i ! ! i i ¡ f ! i X '. j .1
O 0,5 J

Fig. 2.80.- Gráfico X .+1 = f(X.) para r = 0.33y X0 = 0.4.

En régimen permanente tiene 2 valores.

T ü f b U L £ R C i -B
x í J 4-1 j = r •+• ( 5 IN i £ ~ F I * x C j ) ) ) t £

••
••

..
as--

50

Fig. 2.81.- Gráfico X, =f(j) para r = 0.36 y X0
w

Oscilación de período 4T,
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x í j + 13 =r
r =0 . :JD

x í . i + 1)

0) =0.4-

0.5

0.5

Fig. 2.82.- Gráfico ̂ i+1 = ̂ (Xj) P̂ a r = 0.36 y

X0 = 0.4. En régimen permanente se

tiene 4 valores.

en régimen permanente se tienen 2 bandas, en donde los valores de X -
\j

alternan entre 2 bandas y los valores de X. caen en forma aleatoria
j

en el interior de cada banda. Esto se muestra en la figura 2.83. Tam

bien se ha graficado X.+. = f(X.) para r = 0.37 y X0 = 0.4, en donde

se observa claramente como tienden los valores a 2 bandas en régimen

permanente. Esto se muestra en la figura 2.84.

Ahora vamos a observar varias distribuciones X. = f(j) para valores
u

de r en el segundo intervalo que es 0.75 £ r <_ 0.815.

Para r = 0.76 y X0 = 0.4, en régimen permanente tiende a un valor cons^
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• b u l e n c i a
i +1 j = r * i 5 ' .
= 0 . 37
max=50

o H-
50

Fig. 2.83.- Gráfico X, = f ( j ) para r = 0.37 y
w

0.5

Fig. 2.84.- Gráfico Xj+1 = f(Xj) para r = 0.37 y X0 = 0.4,

En régimen permanente los valores de X.

tienden a 2 bandas.
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tante. Esto se muestra en la figura 2.85.

u r b u l e n c i a
' í j + lí = r* Í5IN
¡" = ü , 76
J ff:3X=50

0.5

25 50

Fig. 2.85.- Gráfico X, = f( j ) para r = 0.76 y
j

X0 = 0.4. En régimen permanente

tiende a un valor constante.

Para observar la oscilación de período 2T, se ha graficado para r =

0.79 y X0 = 0.4 las funciones X - = f(j) y X.+1 = f(X.) en las figuras

2.86 y 2.87 respectivamente.

En la figura 2.87, se observa que en régimen permanente tiende a 2 va

lores, alrededor del segundo máximo.

Para r = 0.794, se tiene una oscilación de periodo 4T como se muestra

en la figura 2.88. Para observar mejor este caso, se ha graficado

X. , = f(X.) en régimen permanente, en donde se observa de X. toma 4
U •*• \í v
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x ¡:Q:¡ =0 . 4

0.5-
• -
..
...

50

Fiq. 2.86.- Gráfico X - = f(j) para r = 0.79 y
3 J

X0 = 0.4. Oscilación de periodo 2T.

' ; -j- ¿

0.5-

T

Fig. 2.87.- Gráfico Xj+1 = f (X , ) para r = 0.79 y X o ^ O .

en régimen permanente se tienen 2 valores
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valores. Se muestra en la figura 2.89.

'u r bu len c i a
i. .J 4- 3L J = f •+• í 3 Z N I ir! •*• P X •+• X ( . I /• '.

r=0 .794 x íü) =0,4
j iría x =50

4
i

U. 5

O -H-
50

Fig. 2.88.- Gráficos X. =f(j) para r = 0.794 y
o

X = 0.4. Oscilación de periodo 4T.

Para el caso r = 0.798, se ha graficado X.+, = f(X.)> en donde se ob-

serva que los valores de X. alternan entre dos bandas y además en cada
V

banda, los valores se encuentran en forma aleatoria. Esto se muestra

en la figura 2.90.

Como conclusión de esto, se puede observar que el movimiento de los X -
vJ

para el intervalo de r, 0.3 _< r •< 0.45, es alrededor del primer máxi-

mo. Esto quiere decir que toman valores los X - en el intervaloj

O < X. < 0.5.j -
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0.5

0.5

Fig. 2.89.- Gráfico Xj+1 = f ( X j ) para r = 0.794 y XQ =

en régimen permanente tiende a 4 valores

0.5

x ¡:0) = 0 , 4

(1)

0.5

Fig. 2.90.- Gráfico Xj+1 = f (X. . ) para r = 0.798 y XQ = 0.4.

Los valores X - al ternan entre 2 bandas.
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Para r en el intervalo 0.75 £ r £ 0.815, los valores de X. se mueven al
j

rededor del segundo máximo, es decir toman valores los X - en el interva

lo 0.5 < X. < 1.— j —

Se observa que para cada máximo existe el comportamiento descrito ante

nórmente para la función de un sólo máximo en el intervalo O < X. < 1,

Es decir que existe una relación entre el número de máximos de la fun-

ción y el número de transiciones de régimen determinista a caótico.

Con esto se da un ejemplo más de la universalidad de la transición en

una función con 2 máximo en el intervalo O < X. < 1.
j



C A P I T U L O I I I

ANÁLISIS DE UN OSCILADOR ELECTRÓNICO: TRANSICIÓN AL RÉGIMEN CAÓTICO

3.1. DESCRIPCIÓN DEL CIRCUITO BÁSICO.

Los sistemas dinámicos no lineales pueden tener diferentes comporta-

mientos y muchos de los cuales son de naturaleza complejos.

Cuando un circuito eléctrico incluye componentes no lineales , estos

pueden mostrar respuestas complicadas, a pesar de ser circuitos suma-

mente simples.

Estos circuitos pueden presentar diferentes comportamientos como son

oscilaciones periódicas, movimientos o respuestas caóticas y muchos

comportamientos más.

El conocimiento del mecanismo de una respuesta caótica es de aran inte

res para quienes tienen que diseñar sistemas que tengan una alta con-

flabilidad.

Por ejemplo tenemos el ruido que es un caso de respuesta caótica. En

muchos casos el ruido externo no es siempre la causa de comportamientos

no deseados, sino que se debe a características propias del circuito.

El circuito a ser analizado consiste de dos conductancias no lineales,
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una negativa y otra positiva y un circuito resonante. Este circuito

se muestra en la figura 3.1.

Fig. 3.1.- Circuito electrónico a ser analizado.

Este circuito ha sido propuesto por Shinriki y luego modificado por

Van der Pol [3].

Vamos a analizar a este circuito desde un punto de vista cualitativo.

3.2. CARACTERÍSTICA CORRIENTE - VOLTAJE DE LAS CONDUCTANCIAS NO LINEA

LES.

Primeramente vamos a analizar la conductancia no lineal negativa. Se

basa en un amplificador operacional muy común que es el 741.

El circuito básico es el siguiente mostrado en la figura 3.2.
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Fig. 3.2.- Circuito de la conductancia negativa no lineal.

Como no ingresa corriente por los terminales positivo y negativo de la

entrada del amplificador operacional, por las resistencias R2 y R3,fl_u

ye la misma corriente i. Podemos escribir las siguientes ecuaciones:

v2 - vx = i R2

vx =

(3.1)

(3.2)

El voltaje entre los terminales de entrada es cero. Esto significa que

vx = vx y reemplazando en las ecuaciones (3.1) y (3.2) se tiene:

v2 - Vj = i R

Vi =

(3.3)

(3.4)

Despejando la corriente i de (3.4) se tiene:
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Vi
i = — (3.5)

Rs

reemplazando (3.5) en (3.3) se tiene

v2 - Vi = vx — (3.6)

V2
Despejando — de la ecuación (3.6) se tiene

v2 R2
— = 1 +— (3.7)
Vi R3

Por otra parte se tiene la siguiente ecuación

Vi - v2 = Í! RX (3.8)

de donde se tiene

v2 = Vi - T! R, (3.9)

Reemplazando (3.9) en (3.7) se obtiene lo siguiente

Vi - ij. RÍ R2
= 1 + — (3.10)

Vi

de donde

1 « 1 4 — (3.11)
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a partir de la expresión (3.11) se obtiene la función de transferencia

de ̂

1l R2
(3.12)

Vi R3

De donde se puede observar que se trata de una conductancia negativa.

También hay que notar que en condiciones reales, se va a tener un vo]_

taje máximo de salida debido a la saturación que sufre el amplificador

operacional. El voltaje puede variar entonces entre z +_ Vcc, en donde

VCG es el voltaje máximo de salida.

Para observar claramente este fenómeno se ha graficado la función

v2 = fív-J en la figura 3.4.

Fig. 3.4.- Gráfico de v2 = f(v1), curva ideal y

curva real.
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Entonces el voltaje v2 puede llegar a ser máximo VCc por lo cual pode-

mos escribir

Vcc R2 , ,
= 1 +— (3.13)

de donde

V,-.t = - Vcc (3.14)
lsat C

La ecuación (3.14) nos da el voltaje v^ al cual el amplificador se sa-

tura.

Entonces la ecuación (3.12) es válida en el intervalo - V. . < v, <•*• sai. -1 —

V, *+• Para Vi >¥,_,. y v. < - V.^. se tiene un comportamiento di1531. j-sau •*• isau —

ferente debido a la saturación del amplificador operacional .

Primeramente analizaremos el caso v^ > V ,.

El voltaje v2 en este caso es constante e igual a Vcc. Entonces pode-

mos escribir

v2 = Vcc = constante

VCC = V2 = Vl - íl Rl

de donde

\l = Vl - VCC
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Entonces se tiene la siguiente ecuación

1,-iv,-^ (3.17)
Ri RTU

Ahora para el caso v1 < - vlsat* se tiene que el voltaje v2 es constan^

te e igual a - VCc-

v2 = - Vcc = constante

- Vcc = v, - i, R, (3.18)

de donde

ii RI a vx + Vcc (3.19)

Entonces se tiene la siguiente ecuación

Vcc
vi + (3.20)

En resumen la función f que relaciona ̂  = f(v1) es la siguiente:

Para - Visat i vi 1 Visat

para
v -> V

isat
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'ce

para - V isat

en donde -sat R + R
^ ^

Vcc

En la figura 3.5 se muestra el gráfico de î  = f(vx), donde se muestra

las diferentes rectas que forman la función.

Fig. 3.5.- Gráfico de ̂  = f(v1)s resultante del

cálculo analítico.

Para medir experimentalmente la característica corriente - voltaje el
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circuito utilizado tiene los siguientes valores mostrados en la figura

3.6.

Fig. 3.6.- Diagrama del circuito del cual se midió

la característica corriente - voltaje en

forma experimental, i = f̂ ).

Del circuito de la figura 3.6, se obtuvo la característica corriente -

voltaje mostrada en la figura 3.7, para un voltaje de fuente de _+ 15

voltios.

Analizando los resultados teóricos y experimentales (Fig. 3.7 y 3.5),

se observa que son cualitativamente iguales.

Ahora vamos a analizar la característica corriente - voltaje para la

conductancia positiva.

El circuito de la conductancia positiva se muestra en la figura 3.8,

en el cual los diodos son de germanio del tipo 1N276.
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Fig. 3.7.- Característica corriente - voltaje experimental

para voltaje de polarización de + 15 Voltios.

Fig. 3.8.- Conductancia positiva no lineal.

El circuito utilizado para la medición se muestra en la figura 3.9.
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77777

A V

Fig. 3.9.- Circuito utilizado para medir la característica

corriente - voltaje de conductancia no lineal

positiva.

Teóricamente la corriente que circula por el diodo en función del vol-

taje en bornes del diodo está dada por:

,
I = lo (e - 1) (3.21)

en donde q = carga de un electrón

T = temperatura en °K

K = constante de Boltzmann

1 1 n < 2

Ahora si se tiene diodos en sentidos opuestos, mientras el uno condu-

ce, el otro estará cortado y viceversa.

Para obtener teóricamente la característica corriente - vol taje de dos

diodos en sentidos contrarios, basta superponer las características
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de 2 diodos, como se muestra en la figura 3.10.

T

Fig. 3.10.- Características Corriente - Voltaje de 2

diodos conectados en sentidos opuestos.

Superposición de dos características.

La diferencia en la característica corriente - voltaje del grupo de di

dos de la figura 3.8, es en el voltaje de conducción, que será igual

a la suma del voltaje de conducción de cada uno de los diodos.

En la figura 3.11, se muestra la foto de la característica voltaje -

corriente, obtenida en forma experimental, que es cualitativamente i

gual a la característica obtenida teóricamente.

3.3. MODELO MATEMÁTICO DEL CIRCUITO ELECTRÓNICO. ECUACIONES DE ESTADO.

En esta parte vamos a obtener un modelo matemático que describa la di-

námica del sistema.
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2.2 m A

1 V

ó' y

Fig. 3.11.- Característica corriente - voltaje

obtenida experimentalmente.

Primeramente vamos a realizar una aproximación de las características

corriente - vol taje de los elementos no lineales. [3],

Para la conductancia negativa no lineal podemos aproximar la caracte-

rística corriente - voltaje a la siguiente ecuación:

(3.22)

en donde a1 > O , a3 > O

en la figura 3.12, se muestran las curvas tanto experimental y aproxj_

mada de la conductancia no lineal negativa.

Para valores de v pequeños, existe un predominio del término lineal
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aproa.

Fig. 3.12.- Características corriente - voltaje,

aproximada y experimenta].

- a1v1. A medida que aumenta el valor de vl s predomina el término no

lineal a3v13.

La conductancia positiva no lineal, se puede aproximar a la siguiente

ecuación:

id (vd) = bx vd; (3.23)

en donde i > O s b3 > O

Para observar la aproximación que se realiza, en la figura 3.13 , se

muestran las curvas aproximada y experimental de la conductancia posj[

tiva no 1ineal.
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Fig. 3.13.- Características voltaje - corriente,

experimental y aproximada.

Aplicando la ecuación 3.23 al circuito de la figura 3.1, se tiene la

siguiente ecuación

id = - v (3.24)

Para un análisis cualitativo, las aproximaciones realizadas en las ca

racterfsticas corriente voltaje son razonables y representan adecua-

damente al circuito.

Vamos a escribir las ecuaciones de los nodos v1 y v2, por lo cual va^

mos a dibujar el circuito con las corrientes y sus sentidos. Esto se

muestra en la figura 3.14.
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Conductancia nú líntai n f < j n f i v n
¿' o /: T :./ „ ,' i- r ,, / c ro I'

Fig, 3.14.- Sentido de corrientes y voltajes

para el circuito electrónico.

Para el nodo 1 se puede escribir la siguiente ecuación:

(3.25)

También se tienen las siguientes relaciones para el condensador Cx y

para la resistencia R4:

dv

dt
(3.26)

(3.27)
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Reemplazando (3.26), (3.27), (3.24) y (3.22) en la ecuación (3.25) se

tiene:

dvi vi 3
= - — + alVl - a3Vl3 + b,(v2 - vj + b3(v2 - vj (3.28)

dt R

Para el nodo 2 se puede escribir la siguiente ecuación de corrien-

tes:

iC2 = - Y - id (3-29)

Se pueden obtener la siguiente relación para C2

d v2
i = C2 — (3.30)
C2 dt

Reemplazando (3.30) y (3.24) en (3.29) se tiene

2
C2 = - i, - Mv2 ~v j - b3(v2 - vj (3.31)

dt L

Para el inductor L se puede escribir la ecuación que relaciona el vo]_

taje y la corriente como

d ÍL
L = V2 (3.32)

dt

Vamos a realizar un cambio de notación en las ecuaciones (3.28), (3.31)
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y (3.32) de la siguiente forma:

x = vx

y = v2 (3.33)

z = ÍL

Entonces se tiene:

x = (aj. - —) X - a3x3 + b^y-x) + b3(y-x)

C2 y = - z - th (y-x) - b3(y-x)3 (3.34)

L z = y

Las ecuaciones anteriores, son las ecuaciones de estado del circuito.

Se observa que se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales sj_

multáneas no lineales.

La solución analítica de este tipo de ecuaciones es muy compleja, por

lo cual se utilizan métodos numéricos para resolverlas.

Despejando los valores de xs y, z en (3.34) se tiene

x = [(ai - —) x - a3x3 + My-x) +b3(y -x)3] / r

y « [-Z - My-x) - b3(y-x)3]/C2

z = y/, (3,35)
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En este caso el parámetro que se puede variar para cambiar la respues^

ta del sistema sera R^.

Las ecuaciones de estado se pueden escribir como:

x = f^x, y, z)

y = f2(x, y, z)

i = f3(x, y, z)

(3.36)

Para obtener los puntos de equilibrio, tenemos que igualar las deriva_

das a cero, como sigue

= O (3.37)

Podemos linealizar el sistema de ecuaciones evaluando la matriz Jaco-

biana en cada punto de equilibrio.

La matriz Jacobiana o Jacobiano se define como sigue

J (I) = D f(I) =

I fi(a) D2 f^i) .... Dn fx(I)

i f2(I) D2 f2(I) .... Dn f2(a )
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l9 a2, ...., ap

y D fn( a ) significa la derivada de la función f respecto a la varia_

ble an.

Sea ( x,y,z ) un punto de equilibrio, podemos evaluar el Jaccbiano en

este punto de equilibrio y representaremos

J ( xs y, z ) (3.38)

Para analizar la estabilidad, es necesario calcular los eigenvalores

de la Matriz Jacobiana en el punto de equilibrio.

Un punto de equilibrio es estable si los eigenvalores, del sistema de

ecuaciones obtenido por la 1inealización del sistema no lineal en las

cercanías del punto de equilibrio, tienen parte real negativa [4].

El Jacobiano del sistema descrito por la ecuación (3.35), se calcula

a continuación

J(x,y,z) =

(a, -~¿- - 3a3x2 -bl-3b3(y~x)2) (b, + 3b3(y - x)2) O

(b1+3b3(y-x)2) (-b1-3b3(y-x)2)

o

(3.39)
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Para la obtención de los eigenvalores, tenemos que resolver la ecua-

ción

det [ J( x,y,z ) - I A ] = O (3.40)

Resolviendo el sistema (3.37), tenemos que la solución trivial es

(0,0,0).

El Jacobiano para el punto de equilibrio (0,0,0) es igual J(x,y,z) e--

valuado en el punto (0,0,0) es igual a:

J(0,0,0) =

a!--1- -bx
R»
Ci

bi

Ahora obtenemos los eigenvalores como

det [ J(0,0,0) - I A ].* O

entonces se tiene :
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det

1ai - — - b]_ ,
X

Ci Ci

bi bi

C2 C2

o -L
L

0

1

C2

- X

Podernos reemplazar

y tenemos

det

Ci

th

C2

y =

6 =

Ci

- A = o

De donde se obtiene la ecuación característica

_ ) A+
/1^2 Lt-2 ^1

. o
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u <5 , „ , <5u ó2 U
— + —)X2 + (-^+~ ) X + = O
GI 62 CiCz LCa CiC^ CiC2L

En base a las raíces de la ecuación anterior, se puede saber si es

table o no en el punto de equilibrio (0,0,0).

Una segunda solución del sistema (3.37) se tiene

- — )x-a 3x 3 +t>! (y-x)+ b3 (y-x)3 = O

- z-Dl (y-x)- b3 (y-x)3 = O

y = O

Resolviendo el sistema anterior se tiene que el punto de equilibrio

(x",y,Y) es igual a:

y = O (3.41)

"z = bi x + b3 x

El Oacobiano en el punto de equilibrio (x,y,z)de la solución (3.41)

se obtiene reemplazando las ecuaciones (3.41) en la matriz (3.39).
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J(x,y,z ) =

reemplazando

2 y 3 b3 y
(h } / rVDi ) 1 *"i

Ci a3 +b3

3 b3 y 3 b3 y

a 3 + b 3 a3 + b3

n 1\j
L

a3 +b3

2y v
0

Ci Ci

v v i

C2 C2 C2

0 — 0
L

1

C2

^ A 9 ^V j.^¿;

Ahora resolvemos el problema

det [ J (x,y,z ) -I X ] « O

Y se obtiene la ecuación característica.

2y v 2y v 1 v2 2y
X3 - X2 ( — ) - X ( - + ) = O

GI €2 ^1^2 C2L C2Ci C^CiL

(3.43)
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Obteniendo las raíces de la ecuación (3.43), se puede saber si es esta,

ble o no en el punto de equilibrio ( x",y ,"z ) .

El análisis de los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales de

3er orden es complejo, y lo que es posible realizar es un estudio de

estabilidad en las cercanías de los puntos de equilibrio en los cuales

es posible lineal izar el sistema de ecuaciones.

3.4. ANÁLISIS EXPERIMENTAL DEL CIRCUITO EN FUNCIÓN DEL TIEMPO.

Para el análisis del circuito, vamos a usar un método experimental.

Otros autores han realizado el análisis basados en las ecuaciones de

estado, las cuales han sido ya resueltas por métodos numéricos [3].

El circuito experimental usado y los valores de los diferentes compo-

nentes se muestra en la figura 3.15.

220Jr

Fig. 3.15.- Circuito experimental y sus valores.
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Vamos a calcular la frecuencia de resonancia del circuito LC y va a

ser igual a:

f =— (3.44)
2TT ./TC~

de donde la frecuencia de resonancia es:

f = 35.18 KHz (3.45)

El parámetro variable del circuito es la resistencia R 4 . El amplifi-

cador operacional lo vamos a polarizar con _+ 5 Voltios.

Si variamos la resistencia R4 entre O < R4 < 16.3 Kft, se observa que

el voltaje v x , figura 3.15, es constante y cuyo valor depende del va

lor de Rit en el intervalo señalado anteriormente.

Al tener R4 en el intervalo 16.3 K £ R4 5 24.9 Kft, se observa que el

circuito oscila. Llamamos T, al período de la oscilación. La frecuejí

cia de la oscilación será la frecuencia calculada en la ecuación

(3.44) y es igual a f = 35.18 KHz. Entonces diremos que para el in-

tervalo de Rif señalado anteriormente» se tiene una oscilación de pe-

ríodo T = nr 10ms . Esto se muestra en la figura 3.16.ob.lo

Para Rt> = 26 KT2S se tiene una oscilación de período 2 T .
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0.2 V

di Y

Fig. 3.16.- Voltaje Vi = f(t)s en donde se observa una

oscilación de periodo T, para R4 = 23.7 K

2 T

III
HliMNH

0.2 V

di v

di v

USO
di Y

Fig. 3.17.- Voltaje Vi = f(t), en donde se observa una

oscilación de período 2T, para R4 = 26 K.Q
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Ahora si tenemos en R4 una resistencia de 27.4 Kft, se tiene una osci-

lacifn de período 4T como se muestra en la figura 3.18.

Se observa una componente de frecuencia f = 35.18 KHz en la oscilación

mostrada en la figura 3.18.

0.2 V

di v

di v

Fig. 3.18.- Voltaje Vi = f ( t ) s se observa una oscilación

de período 4 T para R4 = 27.4 K£2 .

Si seguimos aumentando el valor de R4 y para Ri1 = 27.7Kfi se tiene una

oscilación de psríodo 8 T como se muestra en la figura 3.19.

Entonces se observa que a medida que se aumenta el valor de Ri+s aumejí

ta el período de la oscilación como 2n donde n = 0,1,2, n.

Este proceso es cualitativamente igual al observado en la ecuación de

diferencias X - , = r X - ( 1 - X . ) que describe un modelo de población
«J •*• >J ü

de insectos.
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di v

di y

Fig. 3.19.- Voltaje Vi = f(t), se observa una

oscilación de período 8T , para R^ =27.7 Kfí

Esto demuestra que existen otros sistemas dinámicos que tienen el mi_s

mo mecanismo de desdoblamiento.

Para R^ =28.6 Kfí ,-se muestra en la figura 3.20 una oscilación caóti_

cas que ha sido tomada en un instante determinado de tiempo y que i_n

dica que el circuito electrónico pasó de un régimen determinista a un

régimen caótico que se muestra en esta figura.

3.5. ANÁLISIS EN EL PLANO DE FASE,

Para analizar la transición de un régimen determinista a un régimen

turbulento vamos a utilizar otro método de análisis del circuito elec
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tronico, llamado plano de fase.

a/i v

Fig. 3.20.- Voltaje YI = f(t), se tiene una oscilación

caótica para R4 = 28.6 Kfi.

El plano de fase se denomina al gráfico de una variable de estado en

función de otra variable de estado del sistema dinámico.

Las variables de estado del circuito electrónico son xsy,zs que repre

sentan respectivamente el voltaje vx, voltaje v2 y la corriente ir .

Para nuestro análisis utilizamos los gráficos del voltaje vx en fun

ción del voltaje v2.

Para la obtención de los gráficos Vi = f(v2) se ha utilizado un meto

do experimental .
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Los datos experimentales se han tomado para un voltaje de polarización

del amplificador operacional de _+ 5 voltios y valores de los elementos

indicados en la figura 3.15.

Iniciamos el estudio con un valor de R4 = 23.7 Kfl, cuyo resultado se

muestra en la figura 3.21. Se tiene el gráfico de Vi = f(v2)> en el

cual se observa que existe una diferencia de fase entre los voltajes

Vi y v2 . A la figura formada,que se asemeja a una elipse, la llama_

remos órbita. Para este caso veremos que existe una sola órbita y re

presenta el caso en el cual se tiene una oscilación de período T.

0.2 V

0.2 V

Fig. 3.21.- Gráfico de vx = f(v2), para R4 = 23.7 Kíi.

Este caso corresponde a una oscilación

de periodo T.

Para continuar el análisis, procedemos a variar el valor de R4s para

observar los diferentes comportamientos que presenta el circuito elec
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tronico.

Ahora para Ru = 26 K , se obtiene el gráfico mostrado en la figura

3.22. Esta figura corresponde al gráfico vl = f(v2) para una oscila-

ción de período 2T . Se observa claramente que existe un desdobla-

miento de las órbitas, en este caso se tienen 2 órbitas.

0.2 V

d ¡ y

0.2 V

dí y

Fig. 3.22.- Gráfico de vx = f(v2) para R4 = 26 Kíí.

Corresponde al caso de una oscilación

de periodo 2T. Se observa 2 órbitas.

Para R^ = 27.4 Kfi se tienen 4 órbitas en el plano de fase. Esto se

puede ver en la figura 3.23. Las cuatro órbitas en el plano de fase

corresponde a una oscilación de período 4T .

En la figura 3.24 se observa el gráfico vx = f(v2) en donde se tie-

nen 8 órbitas para una resistencia R4 = 27.7 Kíí. En este estado el
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circuito oscila con un período 8T.

0.2 V

Fig. 3.23.- Gráfico de vx = f(v2) para R4 = 27.4 KSí.

Corresponde a una oscilación de período 4T.

0.2 V

di v

Fig. 3.24.- Gráfico de Vi = f(v2) para R4 = 27.7 Kíí.

Corresponde a una oscilación de período 8T.

0.2 V

div

0.2 V

div
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Entonces se puede ver que el período de la oscilación está directameni

te relacionado con el número de órbitas en el plano de fase.

El número de órbitas depende del valor de R4 y es igual a 2n donde

n = 0,1,2,

El período de la oscilación depende de Ru pero de una manera no lineal;

debido a que para obtener períodos de oscilación mayores, los incremejí

tos de R4 son cada vez más pequeños.

Por esta razón no ha sido posible obtener experimental mente períodos

mayores a 8TS debido a que los incrementos de resistencia del poten-

ciómetro utilizado eran demasiado grandes y se pasaba a otros estados

como es el de bandas que explicaremos a continuación

Pero los ejemplos obtenidos son suficientes para indicar claramente el
n oo

aumento del período como 2 hasta tener 2 periodos en donde el valor

de R4 en ese punto lo llemaremos resistencia crítica o R .

Después de observar un desdoblamiento de órbitas, para R^ menores a

Rc; se tiene que las órbitas en lugar de tener trayectorias fijas, pue

den estar localizadas en bandas cuando R4 es mayor que RC.

Esto se puede ver en la figura 3.25, en la cual se observa 4 bandas en

las cuales pueden estar las órbitas del circuito electrónico para

^ = 27.9 Kft.

Al aumentar el valor de R4 a 28.2 K£2, se observa que existen 2 bandas
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en las cuales se pueden encontrar las órbitas del sistema dinámico,

Esto se muestra en la figura 3.26.

Fig. 3.25.- Gráfico de V!=f(v2) para Rtl = 27.9 Kfi.

Se tienen 4 bandas donde se localizan

las órbitas.

0.2 V

Fig. 3.26.- Gráfico de va=f(v2) para R4 = 28.2 KH.

donde se observan 2 bandas, donde se

tienen órbitas.
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0.2 V

di v

0,2 V

di v

Fig. 3.27.- Gráfico de Vi = f(v2) para R± = 28.6 KÍ2.

Se observa el caos.

Para R4 = 28.6 Kfi, se obtiene una sola banda en la cual se pueden lo-

calizar las órbitas. En este caso tenemos el caos, debido a que una

órbita puede estar localizada en cualquier parte de la banda. Esto se

muestra en la figura 3.27.

Entonces para R4 > Rc, se tiene un desdoblamiento de órbitas, pero en

forma de bandas. El número de bandas aumenta con la disminución de

R4 hasta tener infinitas bandas para R4 = RC .

De esto ya se puede decir que el mecanismo de transición de un régi-

men determinista a un régimen caótico es cualitativamente el mismo

que se describió en el Capítulo II para el modelo de población.

Para poder realizar una comparación mejor, vamos a graficar los pun-
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tos tomados del plano de fase, para cada valor de R*, de la intersec-

ción de las órbitas con un eje x', como se muestra en la figura 3.28,

Fig. 3.28.- Intersección de las órbitas con el eje x 1 .

Para la obtención de este gráfico se ha tomado varios valores de la dis^

tancia en el eje x 1 para varios valores de R4. En este punto lo más

interesante es el análisis cualitativo del fenómeno antes que la pre^

cisión con que se midieron estas distancias. También se tomaron los

valores de R4 al cual ocurren los desdoblamientos. Este gráfico mue_s

tra la figura 3.29.

La figura 3.29 muestra el mecanismo de la transición, cuando se tie-

nen niveles discretos o valores fijos de la distancia en el eje x 1.

Para mostrar la transición en la zona de bandas, se ha graficado los

intervalos que interceptan con el eje x' en la figura 3.30.
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Fig. 3.29.- Gráfico de las distancias en el eje x'

en función de la resistencia R4.
Se señalan puntos de desdoblamiento.

Fig. 3.30.- Gráfico de las distancias en el eje x 1

en función de RH.
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Comparando cualitativamente las figuras 3.30 y 3.29 con los resultados

obtenidos en el Capítulo II para la ecuación X . . = r X .(1 - X -) , se ob-
J J. J J

serva que este mecanismo de transición de un régimen determinista a un

régimen caótico es el mismo a pesar de ser sistemas dinámicos que des^

criben dos cosas totalmente diferentes como son un modelo de población

de insectos (ecuación de diferencias con una variable de estado) y un

circuito electrónico (descrita por ecuaciones diferenciales con tres

variables de estado).

En conclusión el mecanismo de transición de régimen determinista o

tico estudiado en el Capítulo II es común a varios sistemas.

Para el caso del modelo de población, el parámetro que determina el es^

tado del sistema es r que es el factor de crecimiento. En el caso del

circuito electrónico el parámetro que determina el estado es R^ y es

una resistencia eléctrica.

3.6. MÉTODO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER.

El tercer método alterno para el análisis de la transición de un régi-

men determinista a un régimen caótico es la transformada de Fourier.

Con este método se obtiene el espectro de frecuencias de una señal en

el tiempo. Para el caso del circuito electrónico la señal a ser analj^

zada es el voltaje vi.

Sea va(t) la señal en función del tiempo, entonces la transformada de
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Fourier será V^w) que se define como:

i Z-rriüit
T

Vi (u) = —^— I e v(t) dt

o

Para este análisis vamos a obtener el espectro de frecuencias para las

señales de período T, 2T, 4T y 8T, y además para señales que presentan

1 y 2 bandas en el plano de fase.

Como se calculó anteriormente la frecuencia fundamental del oscilador

es f = 35.18 KHz.

Los espectros de frecuencia se han medido en forma experimental por me

dio de un analizador de espectros de baja frecuencia.

Primeramente observamos el espectro de la señal del oscilador de perro

do T. El espectro se muestra en la figura 3.31. Se observa en el es-

pectro una componente de frecuencia f y otra componente de frecuencia

de 2f9 que corresponde a la segunda armónica de la frecuencia fundamejn

tal f.

Para el análisis nos interesa lo que ocurre con las componentes para

frecuencias menores o iguales a f, o sea en el intervalo de (o, f).

En lo posterior no analizaremos el comportamiento de los armónicos de

f.

Entonces para la oscilación de período T, en el intervalo (o5 f), se
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tiene una sola componente de frecuencia en f.

\Vjtf)

WtíB

di v

10 KHZ

d'i Y

Fig. 3.31.- Espectro de frecuencia para la oscilación

de periodo T. R4 = 23.7 Kfi.

En los espectros de frecuencia se tiene una componente de frecuencia

cero.

Para R4 = 26 Kíí, se tiene la oscilación de período 2T y en la figura

3.32, se muestra el espectro de frecuencias.

Se observa que se tiene una nueva componente de frecuencia — en re

1 ación al espectro anterior.

Para tener una oscilación de periodo 4T9 se tenía una resistencia

Ri, = 27.4 Kft y su espectro de frecuencia se muestra en la figura 3.33,
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WdB

d i v

10 KHz

d i Y

Fig. 3.32.- Espectro de frecuencia para la oscilación

de período 2T. R^ = 26.KSÍ.

51/ 31 / 7 1/_ 2f 31 / 5f

WdB

JO KHz

div

Fig. 3.33.- Espectro de frecuencias para una oscilación

de período 4T. R^ = 27.4 KSí.
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Aparacen nuevas componentes de frecuencia intercaladas entre las fre-

cuencias del espectro de la oscilación de período 2T.

f 3Estas componentes son de frecuencias -j- y — f como se señala en la

figura 3.33.

En la figura 3.34, se muestra el espectro de frecuencias de uns osci-

lación de período 8T para R4 = 27.7 Kíí. Se observa nuevamente que se

intercalan nuevas frecuencias en relación al espectro anterior de la

oscilación de período 4T. Las nuevas componentes tienen frecuencias

J_ J_f
Q » rt ' » vJ

Entonces se tiene un mecanismo cualitativamente igual al observado en

el modelo de población, en el cual se van intercalando nuevas frecuejí

cías hasta que R^ es igual a Rc.

'V}{t)\/ /" V

O i_ i ̂  _!_ b 1 3f 7i f
e í e 2 8 4 8

Fig. 3.34.- Espectro de frecuencias para una oscilación

de período 8T. R4 = 27.7 Kíí.

d¡ Y
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Para R4 = 28.6 Kft, en el plano de fase se observa una sola banda en la

cual sé tiene un régimen caótico cuyo espectro se muestra en la figura

3.35.

10 dB

d i v

di y

Fig. 3.35.- Espectro de frecuencias de una oscilación

caótica para R4 = 28.6 Kíí.

En el espectro de la figura 3.35 se observa que existe la componente

de frecuencia f y en el intervalo (o, f), se tiene una franja de rui-

do, la cual nos indica la presencia de un régimen caótico.

En la figura 3.36, se muestra el espectro de frecuencias para Rk =

28.2 Kfi, en donde las órbitas del sistema están limitadas a dos ban-

das. Se observa una componente de frecuencia -y- además de la compo-

nente de frecuencia f y se debe a que las órbitas del sistema alter-

nan entre las dos bandas.

En conclusión el mecanismo de transición del régimen determinista al
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turbulento, analizado por medio de la transformada de Fourier es cualj[

tativamente el mismo que el analizado para la ecuación X .+1 = r 'X .(1-X •)

y por el cual podemos identificar un régimen caótico como es el señala^

do en la figura 3.35.

WdB

d'i y

f
10 KHz

d ! v

Fig. 3.36.- Gráfico del espectro de frecuencias para

R4 = 28.2 Kíí. Se trata de una oscilación

que alterna entre 2 bandas.

3.7. RÉGIMEN OSCILATORIO DE PERIODO 3T.

En el circuito electrónico también se tiene un régimen oscilatorio de

período 3T9 como se tiene en el modelo de población para el intervalo

A de la figura

Para las condiciones y valores de la figura 3.15, el valor de R4 para
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el cual se obtiene la oscilación de período 3T es 34 Kfí. El valor de

RH es mayor al valor de Rc .

Para obtener una oscilación más estable, se cambió el valor de C2 a

1600 pF y con un val-or de R4 = 40.8 Kfí.

Entonces para este nuevo valor de capacitor, la frecuencia de resonají

cia, según la ecuación (3.44) será

f ~ 41.26 KHz

En la figura 3.37, se muestra una oscilación de período 3T para Ri, =

40.8 Kfi.

iliiilllliiilillllll
0.5 V

di v

Fig. 3.37.- Gráfico Vi=f(t), en donde se tiene una

oscilación de período 3T, para Rti=40.8 Kíí.
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Ahora graficando vi = f(v2). se tiene en el plano de fase 3 órbitas

que están en relación a la oscilación de periodo 3T. Esto se muestra

en la figura 3.38.

0.5 V

d'lY

0.2 V

d} v

Fig. 3.38.- Gráfico vx = f(v2) para una oscilación

de período 3T. R,, = 40.8 Kfi.

El espectro de frecuencias de la oscilación de período 3T se muestra

en la figura 3.39, en donde se observa componentes de frecuencia f 5

4: v 4f.

Esta oscilación de período 3T, es otra característica común a varios

sistemas dinámicos analizados en este trabajo.
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Fig. 3.39.- Espectro de frecuencia de una

oscilación de período 3T.

¡OdB

d' Y

JO KHz

3.8. INFLUENCIA DE OTROS PARÁMETROS EN EL COMPORTAMIENTO DEL CIRCUITO

ELECTRÓNICO.

Otro parámetro del circuito es el voltaje de polarización del amplifi-

cador operacional que los llamaremos V+ y V_ .

I

El voltaje de polarización influye sobre la función de transferencia

ii = f(vi) de 1 a conductancia negativa.

Entonces al variar el voltaje de polarización, se varía el período de

las oscilaciones (T, 2T, 4T ).



C A P I T U L O I V

UN MODELO DE DINÁMICA DE POBLACIONES

Se ha escogido para este trabajo de tesis un modelo de dinámica de po-

blaciones debido a que este tipo de modelos son susceptibles de compo_r

tamientos caóticos o turbulentos.

El modelo descrito a continuación se podía estudiar desde un punto de

vista netamente matemático, pero para tener un problema real se lo ha

estudiado como un modelo de dinámica de poblaciones, que tiene un inte

res físico.

El modelo, como ecuaciones matemáticas, puede describir otros fenóme-

nos físicos, que pueden ser completamente diferentes al de dinámica de

poblaciones, en el cual se podrá utilizar las conclusiones de este ê

tudio.

4.1. DINÁMICA DE POBLACIONES.

La dinámica de poblaciones es el conjunto de procesos que determinan

el tamaño y composición de cualquier población. En este sentido la po

blación se considera compuesta por organismos de una misma especie.

El grupo se caracteriza por una proporción de nacimientos y muertes en

un tiempo definido. Frecuentemente se caracteriza la composición "por
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sexos y por el número de individuos pertenecientes a diferentes edades

Una población puede aumentar en número sólo por nacimientos y por imi

gración, y puede disminuir sólo por muerte y emigración. Considerando

la dinámica de poblaciones teórica, se acostumbra ignorar los movimieri

tos migratorios y se concentra la atención en el proceso de nacimien-

tos y muertes.

4.2. MODELO DE POBLACIÓN.

Se considera una distribución inicial de individuos entre O y 75 años,

en intervalos de 5 años.

AI A2 A3 Xt,. AS Xg X? 15

O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

edad

[años]

Se considera que cada 5 años, cada valor de población de un determina-

do intervalo, se desplaza hacia la derecha un intervalo de 5 años, que

significa que estos individuos han envejecido 5 años. Además se consji

dera en nuestro modelo que los individuos mueren a los 75 años. A un

tiempo j se tiene la siguiente distribución:

Xi, X2s X3f , Xis (4.1)

En donde Xi corresponde a la población comprendida entre O y 5 años,

X2 corresponde a la población comprendida entre 5 y 10 años, X3 corres
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ponde a la población comprendida entre 10 y 15 años y así sucesivamen-

te hasta Xis que corresponde a la población comprendida entre 70 y 75

años.

A un tiempo j+1 (después de un intervalo de 5 años) se tiene la si-

guiente distribución:

A, Xi, X2, X3) ........ ...... Xm (4.2)

Donde se elimina Xi5, debido a que mueren.

Después de cada intervalo de 5 años, se considera que la población de

0 a 5 años (A), es el resultado del nacimiento de nuevos individuos.

El modelo considerado contempla 2 alternativas, llamaremos:

- Concentrado y,

- Distribuido.

Cuando se considera concentrado, cada individuo entre 20 y 25 años

(Xs), aporta con b_ individuos en el intervalo* en donde b_ es la ferti-

1 idad y se tiene

La ecuación (4.3) significa que los individuos entre 20 y 25 años en

un tiempo j, aportan con b individuos nuevos entre O y 5 años al tiem

po j+1.
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Entonces al tiempo j+1 se tiene la siguiente distribución

Cuando se considera distribuido, cada individuo de diferentes interva-

los aportan con nuevos individuos multiplicado por un factor a.= .

Entonces se tiene:

l' = b ( aiXs'

donde: ax + a2 + a3 + a4 + as = 1 (4.7)

La población total N a un tiempo j va a ser igual a:

15

Nj = ̂  X.5j (4.8)

Para un tiempo j+1, la población total va a ser igual a:

15

I XiJ+1 (4.9)
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Para Jj concentrado la población a un tiempo j+1 en función de la po-

blación a un tiempo j será igual a:

(4*10)

Para _b d i s t r ibu ido , la población a un tiempo j+1 en func ión de la peí

blación a un tiempo j será igual a:

+ b(a1X5 9 j + a 2 X 6 9 j + a 3 X 7 9 j + a,X8 9 j + a 5 X g s j ) (4,11)

Con este modelo matemático de poblac ión es posible rea l i za r extrapola_

ciones del crecimiento de población en in terva lo o paso de 5 años, cte

pendiendo del factor de crecimiento o f e r t i l i dad b, la d i s t r ibuc ión j_

nicial y el valor de los coeficientes a - .

También es pos ib le u t i l i z a r el modelo en in tervalo o paso de 1 año en

el cual en l uga r de tener 15 intervalos entre O y 75 años, se tiene

75 intervalos.

La población total N a un tiempo j será igual a:

75

N = ^ X f (4.12)

y para un tiempo j+1, la población total será igual a:
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75

Para b_ concentrado, la población total a un tiempo j+1 en función de

la población total a un tiempo j será igual a:

= Nj ~

Para b distribuido, la población total a un tiempo j+1 (N.,.) en fun-—
ción de la población a un tiempo j será igual a:

Vi = V X 7 S * J + [ ( X"'j + *"'j + X 2 3 , j + X 2 l f 5 j + X 2 5 9 j

^2 ()( + x + X + x + x5 { 2 6 s j 2 7 s j 2 8 J J 2 9 ) j 3 ° ' j

— (x 3 i , . + x 3 2 9 . + x 3 3 , . + x 3 1 f , . + x 3 5 , . ) +
o j j j j j

— ( X 3 6 5 ,' + X 3 7 s . + X 3 8 9 - + X 3 9 , . + X ^ Q s ^
3 J J J J J

•f —• ( X m ». + Xit2ín- + X 4 3,. + X H H,.
b J J J J

(4.15)

Las ecuaciones (4.14) y (4.15), permite realizar extrapolaciones en pa

so de 1 año para b concentrado y b distribuido respectivamente.
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Para la obtención de los coeficientes a.¡ para i = 1,2,3,4,5, se ha re

currido a valores de fertilidad de la población humana para tener va_

lores reales.

En la figura 4.1, se muestra el gráfico de fertilidad en función de

la edad. En el gráfico se tienen dos fertilidades, una natural, tfpi

ca de los países subdesarrollados y una fertilidad limitada, típica

de los países desarrollados [6].

El gráfico de la figura 4.1 está dado en nacimientos por cada 1000 rm¿

jeres. Para nuestro caso vamos a obtener los factores a-¡ de tal mane_

ra que la sumatoria sea igual a 1. Esto se muestra en la Tabla 4.1.

Como se muestra en la Tabla 4.1, denominaremos a la fertilidad natu-

ral como b̂  distribuido A y a la fertilidad limitada como _b distribui-

do B.

Para el estudio del modelo se ha tomado varios tipos de distribucio-

nes iniciales que se muestran en la figura 4.2. Se tienen 5 tipos de

distribuciones iniciales que simulan condiciones intermedias y extr£

mas.

4.3. DEMOSTRACIÓN DE LA INDEPENDENCIA DE LA DISTRIBUCIÓN EN RÉGIMEN

PERMANENTE NORMALIZADA DE LA DISTRIBUCIÓN INICIAL. MEDIO ILIMI-

TADO.

Para demostrar la independencia de la distribución en régimen perma-
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nac i mi f n to s x 100 O mujeres

600"

400 • •

200

fertilidad na t u r a I { h di s trf £>uida A )

fertilidad limitada ( b distribuido £ )

-4- edarf

20-24 25-29 30-34 35~39 ¿,0-43

Fig. 4.1.- Gráfico de fertilidad en función de la

edad. Fertilidad natural y limitada. [6].
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TABLA 4.1

FERTILIDAD POR EDADES

Fértilidad natural (b distribuido A)

Edad Nacimiento por 1000 mujeres a-

0.2919

0.2605

0.2317

0.1935

0.1124

1

20 -

25 -

30 -

35 -

40 -

24

29

34

39

44

Fértil idad

Edad

20 -

25 -

30 -

35 -

40 -

24

29

34

39

44

386

498

443

370

215

1912

limitada (b distribuido B)

Nacimientos por 1000 mujeres

320

165

90

50

20

645

ai

0.4961

0.2558

0.1395

0.0775

0.0311

1
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CX5-

d a d
O 5 10 )5 20 25 30 35 40 45 50 55 60 55 70 75

Fig. 4.2.- Tipos de distribuciones iniciales.

nente normalizada, respecto de la distribución inicial, se ha corrido

programas con el modelo matemático para tiempos suficientemente largos

para las cinco distribuciones iniciales de la figura 4.2.

Este experimento se ha realizado para tres tipos de b_: (ver Fig. 4.1).

- b distribuido A

- ]) distribuido B

- b concentrado .
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Los experimentos han sido realizados para b = 1, 2, 3, y se ha grafi-

cado distribuciones para diferentes tiempos, para poder observar la

transición de la distribución inicial a una distribución en régimen

permanente.

El trabajo experimental se ha realizado para todos los casos posibles,

pero en el presente trabajo de tesis, detallamos una pequeña parte,

en la cual se puede observar el comportamiento del modelo. Se indica^

rá los resultados finales y conclusiones de este estudio.

Entonces vamos a detallar el caso de J> distribuido A y veremos para

b = 1 y 2. La distribución inicial será la 2, indicada en la Fig.4.2.

En la figura 4.3, se muestra las distribuciones para O, 50, 100 , 150

años en función de la edad para b = 1 y j> distribuido A, en donde se

puede observar el régimen transitorio hasta alcanzar una distribución

permanente.

Entonces ahora graficamos las distribuciones oara tiempos mayores, en

este caso para 150, 200 y 250 años, que se muestra en la figura 4.4.

En esta figura se observa como tiende a una distribución plana en re

gimen permanente.

Para b = 2 y fc> distribuido A, se muestran las distribuciones para O,

50, 100 y 150 años en la figura 4.5. Para 150S 200 y 250 años, las

distribuciones de pobalción en función de la edad se muestra en la

figura 4.6, en la cual se observa que la distribución final en régj_

men permanente tiende a ser escalonada.
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D i s X r i bu c i o n d e s P u e s
de 150 a nos-
Para b=l

habí t a n t e £ / 5 a n o s

Fig. 4.3.- Distribuciones de población en función de la

edad para O, 50S 100 y 150 años, b = 1,

b distribuido A. Distribución inicial 2.

•75

Fig. 4.4.- Distribuciones de población en función de 1.
edad para 150, 200 y 250 años, b = 1,

_b distribuido A. Distribución inicial 2.
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O i s t r i b u c i o n de sp u e:
de 150 a ños
Pa ra b=£

habí tan t e s / 5 años

Fig. 4.5.- Distribuciones de población en función de la

edad para O, 50, 100 y 150 años, b = 2,

b distribuido A. Distribución inicial 2.

P a r a b = b;

e d a d

Fig. 4.6.- Distribuciones de población en función de la
edad para 150,200 y 250 años, b = 2,

b distribuido A. Distribución inicial 2.
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Vamos ahora a observar las distribuciones para otra distribución ini-

cial , en este caso será la distribución inicial 5 indicada en la figjj

ra 4.2. Esta distribución es extrema, ya que se reparte en un solo i\

tervalo.

En la figura 4.7, se muestra las distribuciones para b = 2, b_ distri-

buido A y distribución inicial 5 para los tiempos O, 50, 100 y 150 a-

ños.

h a b i t a n t e s / 5 a n o s

I
t

150

1 1 i 00

-i—! 56

75

Fig. 4.7.- Distribuciones de población en función de la

edad para O, 50, 100 y 150 años, b = 2,

b distribuido A. Distribución inicial 5.

Ahora para los años 150, 200 y 250, las distribuciones se muestran en

la figura 4.8.

Comparando las figuras 4.6 y 4.8, se observa que la distribución- ñor
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malizada final obtenida es la misma. Esta distribución en régimen

manente.

D i £ t r i b U C i O Ti d t: £
de 250 a ñ O £
P a r a b =y

h a b i t a n t £ s / s a ñ o •-•

150

75

Fig. 4.8.- Distribuciones de población en función de

la edad para 150, 200 y 250 años, b = 2,

_b distribuido A. Distribución inicial 5.

Comparando las figuras 4.5 y 4.6, se puede ver que existe una región

de régimen transitorio para los primeros años que depende de la distH

bución inicial y es más marcada en el caso de tener una distribución

extrema como es la distribución inicial 5. Pero al final se llega a

una misma distribución normalizada en régimen permanente.

El proceso detallado anteriormente se realiza experimentalmente para

b = 1, 2 y 3 para cada distribución inicial y para _b concentrado, b_

distribuido A y _b distribuido B y se obtuvo los siguientes resultados
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detallados a continuación.

Para Jb distribuido A se obtuvo las distribuciones finales normalizadas

mostradas en la figura 4.9. Las distribuciones normalizadas finales

son las mismas para cada una de las 5 distribuciones iniciales.

h abi tan tes/5 a ños

i r /

4-

75

Fig. 4.9.- Distribuciones normalizadas finales para

b = 1, 2 y 3. b^ distribuido A.

Para _b distribuido B, las distribuciones finales normalizadas se mues-

tran en la figura 4.10.

Para Jb concentrado, en la figura 4.11, se muestra las distribuciones

normalizadas finales para b = 1, 2 y 3.

Para el caso de _b concentrado, se tiene las siguientes particularida-

des. Cuando se usa la distribución inicial 25 se tiene que no se lie
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h a b i t a n t e s / .•-, 3 F, n *.

Fig. 4.10.- Distribuciones finales normalizadas para

b = 1,2 y 3. b distribuido B.

h -3 b i t 3 n t E: •=- /' w d ñ O í

b=

I

75

Fig, 4.11.- Distribuciones finales normalizadas para

b = 1, 2 y 3. b concentrado.
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ga exactamente a la distribución final que se obtiene con las distribj¿

ciones 1, 3 y 4.

Esto se puede observar en las figuras 4.12, 4.13 y 4.14.

habí Han t e s / 5 años

rf/'s 2

d'is /.

75

Fig. 4.12.- Distribuciones finales normalizadas para

las distribuciones iniciales 2 y 1, 3, 4

^ concentrado, b = 1.

En las figuras 4.12, 4.13 y 4.14, se representa la distribución final

normalizada para una distribución inicial 2 y también la distribución

final normalizada para las distribuciones iniciales 1, 3 y 4, en la

cual se tiene la misma distribución final normalizada para los tres

casos. De las figuras se puede decir que a pesar de no ser igual la

distribución final, tiende a tener las mismas características.

Esto se explica debido a que el _b usado es concentrado, en el cual so
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h a b i t a n t e s / 5 a ñ o ¿

dís 2

di&

Fig. 4.13.- Distribuciones finales normalizadas

para las distribuciones iniciales

2 y 19 3, 4. j> concentrado, b = 2.

h a b i t a n t e £ / b a ñ o $

dis 2

n
1.3.

75

4.14.- Distribuciones finales normalizadas

para distribuciones iniciales 2 y

1,3,4. b concentrado, b = 3.
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lo los individuos del intervalo 20-25 años aportan con nuevos indivi-

duos, siendo en este caso la distribución final más sensible a la fqr

ma de la distribución inicial.

La particularidad anterior también se observa con la distribución ini_

cial 5, en la cual también se puede decir que la distribución final

tiene las mismas características a pesar de no ser igual.

Esto se muestra en las figuras 4.15, 4.16 y 4.17, para b = 1, 2 y 3

respectivamente.

h a b i t a TI t e s / 5 a ñ o s

't1
!
f

i {
O+-4-

i—<//5 5

Fig. 4.15.- Distribuciones finales normalizadas para

las distribuciones iniciales 5 y 1, 3, 4.

b concentrado, b = 1.

Entonces se tiene como conclusión que la distribución final normaliza,

da en régimen permanente ( t -*•«>), no depende de la distribución -inj_
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i-, a b i t a n t e •=.

V/'s 5

i !

c'is 13 í

edad

Fig. 4.16.- Distribuciones finales normalizadas

para las distribuciones iniciales 5

y 1,3,4. b concentrado, b = 2.

afis 5

Fig. 4.17.- Distribuciones finales normalizadas

para las distribuciones iniciales 5

y 1,3,4. b concentrado, b = 3.
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cial. Esto se ha demostrado para las 5 distribuciones mostradas en la

figura 4.2.

La distribución final de población va a depender del factor b;, por lo

cual se tiene en este experimento 3 distribuciones finales diferentes

que corresponden a cada valor de ]3. Las distribuciones finales deperi

den del tipo de JD usado, es decir, concentrado, distribuido A o B.

También se puede decir que existe régimen transitorio antes de alcan-

zar el régimen permanente. Este régimen transitorio depende de la

condición inicial.

4.4. ANÁLISIS DEL MODELO EN RÉGIMEN PERMANENTE. MEDIO ILIMITADO.

Como se indicó en la parte 4.3, de este capítulo, existe una zona de

transición antes de llegar al régimen permanente.

Para observar la transición de un régimen transitorio a un régimen pe_r

manente, se ha graficado la población en función del tiempo para los

primeros años como se muestra en la figura 4,18. Esto se ha realiza-

do para b = 2 y b distribuido B.

Para valores de b = 1, la población en régimen permanente, tiende a un

valor constante, cuyo valor depende de la distribución inicial. Esto

se muestra en la figura 4.19.

Entonces para b = 1, se puede decir que el crecimiento de la población
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es cero cuando se tiene un régimen permanente.

Fig. 4.18.- Gráfico de N = f(t). Se identifica

un régimen transitorio y un régimen

permanente, para b = 2 y b distribuido B.
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Fig. 4.19.- Gráfico de N = f(t) para b = 1

y b distribuido A.
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Para observar el crecimiento exponencial en régimen permanente para b

> 1, se ha graficado la función logaritmo natural de la población to-

tal en función del tiempo ( tn N = f(t)).

En la figura 4.20.aa se muestra el gráfico de -€n N = f(t) para b = 2 ,

y b distribuido B para las 5 distribuciones iniciales de la figura 4.2.

Para b = 3 y _b distribuido B, en la figura 4.20.b, se muestra el gráfi_

co de £n N = f(t).

De la observación de las figuras 4.20.A y 4.20.B, se concluye que el

crecimiento, en un régimen permanente, es exponencial, por tener en el

gráfico £n N = f(t) rectas, cuya pendiente depende del valor de b_.

Entonces el parámetro _b determina el crecimiento de la población.

Para b > 1 y en régimen permanente se ha visto que el crecimiento de

la población es exponencial, por lo cual es posible realizar una aproxj

mación exponencial de la forma N = a e , en donde los coeficientes a

determinarse son a y X.

En la figura 4.21, se muestra el gráfico del coeficiente de crecimien-

to X en función del coeficiente _b para los casos de b_ concentrado, ' _b

distribuido A y b distribuido B, Este gráfico es válido para un régj_

men permanente, es decir para t tendiendo a infinito.

De la observación de estos resultados se concluye que para valores de

b mayores a 1, en régimen permanente, para los tres tipos de b, -el
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In N

20"

Í5--

5 -'

80 120 160

Fig. 4.20.a.- Gráfico de £n N = f(t) en régimen

permanente, b = 2,

b distribuido B.

r/r m po

(o ños }
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30"

25 -

20 • •

15' •

JO •

d,s

5 • •

80 120 160 ti rmpo

(años.)

Fig. 4.20.b.- Gráfico de £n N = f(t) en régimen

permanente. 5 = 3 , b distribuido
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3 -

Fig. 4.21.- Gráfico del coeficiente de crecimiento X

en función de j), para b concentrado,

b distribuido A y b distribuido B.
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crecimiento de la población es exponencial. Además el exponente X es

independiente de la distribución inicial.

4.5. APLICACIÓN DEL MODELO A LA POBLACIÓN DEL MUNDO.

Para el modelaje de la población mundial se va a tomar 2 casos:

- Países en vías de desarrollo, que lo llamaremos caso A

- Países desarrollados, que llamaremos caso B.

Primeramente vamos a estudiar el caso A, en el cual vamos a obtener el

porcentaje de crecimiento en función del parámetro j>, para un interva-

lo de 25 años a partir del año 1975.

Para la obtención de esta curva, se ha utilizado como condición ini-

cial la distribución indicada en la Tabla 4.2 y cuya distribución se

ha graficado en la figura 4.22.

En el caso A se ha utilizado un _b distribuido As que es el predomináji

te para este caso.

Para la obtención de éstos resultados se ha utilizado un intervalo de

25 años. Para cada valor de _b se ha obtenido el porcentaje de creci-

miento para el intervalo de 25 años y-que se encuentra graficado en

la figura 4.23.
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TABLA 4.2.

DISTRIBUCIÓN INICIAL DE POBLACIÓN CASO A [5]

AÑO 1975

Hombres Mujeres Total

Xj 240 230 470

X2 205 200 405

X3 180 175 355

Xi, 160 150 310

X5 135 135 270

X6 110 110 220

X7 90 90 180

X8 80 80 160

X9 70 70 140

X10 60 60 120

Xn 50 50 100

X12 40 40 80

X13 30 30 60

Xm 20 25 45

X15 15 15 30

X16 10 10 20

2965 millones

NOTA: La población está dada en millones.
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D i s t r ib u c i o n i n i c i a l
habí t a n t e s /5 años
í e n m i L L o n e s :¡

BOO--

300 +

o t-

Fig. 4.22.- Distribución inicial caso A, año 1975,

Fig. 4.23.a.- Porcentaje de crecimiento en función

de b para un intervalo de 25 años caso
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En base a la curva de la figura 4.23.a, es posible obtener el valor de

_b» para el cual se tiene el porcentaje de crecimiento indicado en la

referencia [5].

El valor obtenido es b = 1.64 que da un crecimiento de la población del

70% para el año 2000 a partir del año 1975.

En este estudio además de reproducir las condiciones para el año 2000,

se realiza extrapolaciones hasta el año 2075, manteniéndose la misma

tendencia de crecimiento de la población.

En la figura 4.23.b, se tiene la forma de la distribución de población

en función de la edad para los años: 1975, 2000, 2025, 2050 y 2075.

Di st r i b u c i o n d
de 100 años

h a b i t a r¡ t e s /1 a
í e n . rn i l l o n £ s

27004

n

700-^

1 2075

2J 50

1̂—

\ H=h £ d -± d

Fig. 4.23.b.- Distribuciones de población en función

de la edad, Caso A para los años 1975,

2000, 2025, 2050 y 2075.
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Se ha tomado como condición inicial la distribución de población del

año 1975 que en total es de 2965 millones.

En la figura 4.24, se muestra la distribución para el año 2075.

D i s1 r i b u c i o n fina I

h a b i t a n t e s /5 años
í en mi l lones- )

2/00f

1

O 40 SO

Fig. 4.24.- Distribución de población en función

de la edad para el año 2075. Caso A.

En la figura 4.25, se tiene la población total N en función del año,

en donde se observa un crecimiento rápido de la población.

De esto se puede concluir que los países del caso A, tienden a aumen-

tar su población en una forma exponencial, de mantenerse la tendencia

en el índice de crecimiento.

En este caso, la población para el año 2000 aumentará en un 70% en r^

lación a la población en el año 1975. Para el año 2075, de mantene^

se el índice de crecimiento actual, la población llegaría a ser de
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16500 millones, o sea 5.5 veces la población en el año 1975. Esto sic|

nifica un crecimiento del 456%.

Po b L a c i on to t a L
í e n ¡TÍ i L l o n e s )

8200

1975 2)75

Fig. 4.25.- Población total en función del tiempo.

Caso A.

Ahora vamos a analizar que sucede si en el momento actual _b se hace i_

gual a 1. Para este caso obtenemos la distribución para el año 1985,

con el mismo índice de crecimiento anterior.

Esta distribución se muestra en la figura 4.26.

En base a la distribución del año 1985, extrapolamos para los años s±

guientes y para el año 2075 se obtiene una distribución que tiende a

ser plana y que se muestra en la figura 4.27.

El gráfico de la población en función del tiempo se muestra en la fj_

gura 4.28.
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Dis t r i bu c l o n i n i c i a I
habí t a n t e s / 5 ano •-•
( en mi 11 o n e s- i

500—

250-

n
nu

e d a d

Fig. 4.26.- Dis t r ibución para el año 1985.

b = 1.64.

D i s t r i b u c i ó n f i n a l

n a b i t a n 1£ B / 5 a ñ o s
( e n fft i I l o n 8 s )

50 0|
í

250—

e d a d
tfO

Fig . 4.27.- Dis t r ibución para el año 2075

con b = 1 en base a la d is t r i -

bución del año 1985.
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r o b l a c i ó n t o 13l
( en m i l l o n e s )

5700-•

235Q-

1935 2075

Fig. 4.28.- Gráfico N = f(t) para b = 1

en base a la distribución

del año 1985. Caso A.

En cuanto a la población se observa que esta crece hasta estabilizarse

en un valor constante de 5700 millones. La población crecerá entonces

hasta el año 2035, y a partir de este año tomará un valor estable.

Ahora vamos a estudiar el caso B, en el cual de la misma manera ante-

rior, vamos a obtener el porcentaje de crecimiento en función del para

metro b para un intervalo de 25 años a partir del año 1975.

Para obtener la curva se ha utilizado como condición inicial la distri_

bución inicial indicada en la Tabla 4.3, y cuya distribución se encuejí

tra graficada en la figura 4.29.
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TABLA 4.3

DISTRIBUCIÓN INICIAL DE POBLACIÓN CASO B [5]

AÑO 1975

Hombres Mujeres Total

X-L 43

X2 46

X3 50

X,, 50

X5 46

X6 43

X7 35

X8 35

X9 34

Xio 34

*ii 28

X12 20

X13 22

Xm 18

X1S 10

X16 15

1123

NOTA: La población está dada en millones.
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Dis t f i buc ion i n i c i a l

h a h i t a n t e s /5 a ño s
( en mil ton£ •=• )

100---

50 f

Ln

€ d a d
80

Fig. 4.29.- Distribución inicial caso B,

año 1975.

En este caso se utiliza un b distribuido Bs por ser el predominante en

este tipo de casos.

Se ha obtenido el porcentaje de crecimiento en función del parámetro

]), para un intervalo de 25 años a partir del año 1975. Esto se mues-

tra en la figura 4.30.

En base a la curva de la figura 4.30, es posible obtener el valor de

j) que determine el porcentaje de crecimiento de la referencia [5].

Para este caso el valor de b es 0.87.

Este valor de b = 0.87 da un crecimiento de la población de un 17% pa-

ra el año 2000 a partir del año 1975.
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V, (ir c r f c i rr /"<• n t o in uct

2--

Fig. 4.30.- Porcentaje de crecimiento en función

de JD para un intervalo de 25 años.

Caso B.

Además considerando que se mantiene b - 0.87, se ha realizado extrapo-

laciones del crecimiento de la población para el año 2075.

En la figura 4.31, se muestra las distribuciones de población en fun-

ción de la edad para los años 1975, 2000, 2025, 2050 y 2075, conside-

rando la distribución inicial del año 1975.

También se ha graficado la distribución final para el año 2075, que se

muestra en la figura 4.32.
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habí tan t e s / 5 a ños
( e n m i L l o n e s )

100 +

30

Fig. 4.31,- Distribuciones de población para los

años 1975, 2000, 2025, 2050 y 2075.

Caso B.

ha bi tan tes/s
( £ n fn i L L O n £ ;

50 +

e d a d

Fig. 4.32.- Distribución de población para

el año 2075. Caso B.
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En la figura 4.33, se tiene el gráfico de la población total N en fun-

ción del año, para un intervalo de 100 años a partir de 1975.

P o b l a c i c n to t a I
(e n m i l i o n e •=•)

1500--

IOOQ--

50&--

1975
3 no

2075

Fig. 4.33.- Población total en función del tiempo.

Caso B. b = 0.87.

Se puede concluir que los países del caso Bs tienden a aumentar su po-

blación hasta el año 2025 con un índice de crecimiento bajo, pasando

la población de 1123 millones para el año 1979 a 1335 millones para

el año 2025.

De mantenerse la tendencia, a partir del año 2025, la población tiende

a disminuir como se observa en el gráfico, pudiendo llegar a ser cero

para un tiempo mayor.

En cuanto a la distribución final de la figura 4.32, se observa que la

población de edades avanzadas aumenta mientras la población joven'cada
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vez es menor.

Comparando con el crecimiento del Caso A, se tiene que la población de

estos en el año 1975 es de 2965 millones y de mantenerse la tendencia

de crecimiento, se tendrá en el año 2075 una población de 16500 millo-

nes que significa un crecimiento de 456?¿. Mientras que en el Caso B ,

se tendrá un decrecimiento del orden del 1%.

4.6. POBLACIÓN EN UN MEDIO LIMITADO.

En las partes anteriores de este capitulo se ha estudiado la población

en un medio en el cual pueden crecer sin límite.

Ahora vamos a introducir una realimentación para observar el comporta-

miento del modelo en un medio limitado. La realimentación será de la

forma:

b = b0 (b0 - 1) (4.22)
No

en donde bo = b inicial

No - población limite.

En la figura 4.34, se muestra el gráfico de la función de realimenta-

ción.

El proceso seguido es calcular para una iteración la distribución- de
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Fia. 4.34.- Gráfico de b = bo - — (b0 - 1).
No

población y su población total. Luego por medio de la realimentación

de la ecuación (4.22), calculamos un nuevo valor de b para la itera-

ción siguiente.

4.7. _b CONCENTRADO PARA POBLACIÓN EN MEDIO LIMITADO.

Para este estudio utilizaremos un b_ concentrado y variaremos los pa-

sos para 5 años y 1 año.

Primeramente iniciamos el estudio para pasos de 5 años. En la figura
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4.35, se muestra el gráfico de la población en función del tiempo para

bo = 2, en el cual se observa que para un tiempo suficientemente grar[

de tiende al valor NO que en este caso es igual a 20.

£ í- c a L a y : 4- / d i v
escala x : 25/d i 1

Po bLa c ion . tolaL

250 500

Fig. 4.35.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 2 y N0 = 20

b concentrado, pasos de 5 años,

Distribución inicial 1.

Ahora graficamos N = f(t) para b0 = 3 y las mismas condiciones inicia-

les anteriores. Esto se muestra en la figura 4.36.

En la figura 4.37, se muestra el gráfico N = f(t) para bo = 4 y NO =

20.

De los gráficos 4.36 y 4.37, se tiene que al aumentar el valor de b0,

el tiempo al cual se estabiliza la población es mayor. En ambos casos

la población tiende al valor N0 = 20.
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es c a L a M :4 /d i v
e s c a l a x : ¿5/d i v

P o b l a c i ó n t o t a i

40*

O -H-
- 500
T i £ f f¡ p O C a n

Fig. 4.36.- Gráfico de N = f(t) para bo = 3 y

NO = 20, b concentrado, pasos de

5 años. Distribución inicial 1.

£ £ C -3 I -3 y : 4- / d i V
£ 5- C -3 L -3 X : £ 5 .-•'' d i '

P O b I -3 C i O TÍ t O Í a I

40-"

70 r

O 250 500
T i £ iT¡ p O L

Fig. 4.37.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 4,

NO = 20. b concentrado, pasos de

5 años. Distribución inicial 1.
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Ahora para b0 = 5, se observa que la población tiene un movimiento caó_

tico más o menos por los 275 años como se muestra en la figura 4.38.

población

40J

!

4- /'

250 500

Fig. 4.38.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 5 y

NO = 20. Se observa un movimiento

caótico para t = 275 años.

Trataremos ahora de explicar la causa de esta respuesta caótica del

sistema.

Primeramente se puede ver en la figura 4.38, que antes de presentar el

comportamiento caótico, la población toma valores que tienden a ser ce_

ro.

Para esclarecer el origen, se ha graficado varias distribuciones de po^

blación en función de la edad en diferentes tiempos.

En las figuras 4.39, 4.40, y 4.41, se muestran las distribuciones pa-
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2£ ca la y : 0 . 70274-317/d i V
para 2 ••=• £ a n o s
h a b i t a n 1£ s / 5 a ñ o ¿-

n
•
•

n -i
i

—^ ' """ 7S : ' ec

•
-
•

H O b I a C i O

Fig. 4.39.- Gráfico de la distribución de población

en función de la edad para t = 250 años»

b0 = 5. b concentrado.

habi t a

n
75

P o b I a c i o TÍ

Fig. 4.40.- Gráfico de la distribución de población
en función de la edad para t = 270 años,

bo - 5. b concentrado.
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ra 250 años, 270 años y 360 años.

e 5- C a i. a y : 5 , 4.79SS05E+3 /d i V
P a r a 3 s 0 a ñ o •=•

h a b i t a n t £ s / 5 a ñ o s

f i

75

Fig. 4.41.- Gráfico de la distribución de población

en función de la edad para t = 360 años

bo = 5, b concentrado.

Se tiene que antes de llegar al punto de turbulencia (respuesta caóti-

ca) la población total N llega a tener valores cercanos a cero. Se ô

serva que la distribución en el punto en el cual la población es cerca.

na a cero (para - 270 años) tiene intervalos en los cuales la pobla-

ción distribuida por edades, tiene valores positivos y en otros intej^

valos tiene valores negativos y cuya sumatoria da un valor cercano a

cero.

Los valores negativos se explican porque b toma valores negativos.

Entonces como el valor de población total N tiende a cero, la realimen
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tación b = bo '- TT- (bo- 1) Produce un valor de b = 5 (el más alto posi
No —

ble) y como la distribución de población por edades tiene picos en dj[

ferentes intervalos, éstos se amplifican por el valor b, aumentando câ

da vez mas el valor de la población total, volviéndose luego en un mo

vimiento caótico.

Como N se hace mayor a NQ> el valor de b_ pasa a ser negativo y b se ha_

ce positivo cuando la población total N se hace negativa.

Por esta razón se llega a un régimen turbulento con un valor de _b que

varía entre positivo y negativo y que cada vez aumenta de valor.

En la figura 4.42, se muestra el gráfico de b en función del tiempo.

«.-»* **

J50 .300
t i e m p o

Fig. 4.42.- Gráfico de b = f ( t ) , pa ra -bo = 5.
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Para observar la influencia de la condición inicial, se ha obtenido el

gráfico de N = f(t) para bo = 5 y la distribución inicial 2 de la figu^

ra 4.2. Esto se muestra en la figura 4.43.

Se observa que la distribución inicial influye en el punto en el cual

se produce la respuesta caótica del sistema.

j&obl ccíon

40"

4-

T

2'50 500

Fig. 4.43.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 5, N0 = 20

distribución inicial 2, b̂  concentrado.

Para ver la influencia de la precisión del computador se ha variado la

precisión del cálculo quitando cifras decimales primeramente al calcu-

lar la distribución por edades y también al cálculo del valor de b̂ .

En la figura 4.44, se muestra el gráfico N = f(t) para bo = 5 y qui-

tando las cifras decimales más halla de las milésimas, después de cada

cálculo de b. Se observa que el punto en donde se tiene la respuesta

caótica no varía.
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Este experimento se ha realizado con varias precisiones y se puede con

clufr que la precisión del computador no influye en este comportamien-

to.

pabia c ion

4Q--

4...

01-
255 500

Fig. 4.44.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 5

y precisión de las milésimas.

Se ha realizado otro tipo de experimento, en el cual a un tiempo deter^

minado se introduce un error en el valor de la población total.

En este caso se ha tomado el valor de b0 = 5 y se ha introducido un e-

rror de un 10% para t = 175 años en N.

Esto se muestra en la figura 4.45, en donde se observa que el sistema

deja de ser caótico y tiene una respuesta oscilatoria. Esto se expli-

ca porque al introducir el error, estamos cambiando las condiciones i-

niciales del problema en un cierto tiempo, entonces desde la introduc-

ción del error, se trata de un problema con otras condiciones inicia-

les que tiene el comportamiento de la figura 4.45.
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-• pobhcíon

250

Fig. 4.45.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 5.

Se introduce un error de 10% en N.

para t = 175 años.

Ahora vamos a tratar el caso de b_ concentrado, pero en pasos de 1 año.

Primeramente vamos a graficar la población total en función del tiempo

para varios valores de b0.

En la figura 4.46, se muestra el gráfico N = f(t) para b0 = 2 en pasos

de 1 año siendo _b concentrado.

Para b0 = 3 y 4» los gráficos de N - f(t) se muestran en las figuras

4.47 y 4.48. De observar estos gráficos se tiene que para un tiempo

suficientemente grande, la problación tiende a ser igual a N0 con una

oscilación amortiguada.

El tiempo al cual se estabiliza depende del valor de b0 .
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e s c a l a y :4 / d i v
e s c a l a x : 2 5 / d i v

P o b l a c i ó n t o t a i

¿,0--

201 X '*-
/ \ J.-._!l'"r"*

250 _ 50°
i i £ rn P o (a ñ o s

Fig. 4.46.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 2,

b concentrado y paso de 1 año, No =20,

s ca la y ; 4 / d i :

40 f

250 5ÜO

Ti titTip O '.a ñOS

Fig. 4.47.- Gráfico de N = f(t) para bo = 3,

b concentrado, paso de 1 año.
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£í ca La y : 4/di v
es- ca La x : 25/d i v

Po b i. a c i on to ta l

I }
{/•'t

o-
250 500

T i e ¡TI P o (a ñ o s j

Fig, 4.48.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 4,

_b concentrado y paso de 1 año.

Ahora para bo = 5, se tiene un comportamiento caótico como se muestra

en la figura 4.49.

pobl ocion

. 670

Fig. 4.49.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 5.

Se observa un régimen turbulento.
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Comparando con el comportamiento caótico de paso de 5 años, se observa

que este aparece a un tiempo mucho mayor en el caso de paso de 1 año.

Esto quiere decir que el paso influye en el comportamiento caótico del

sistema.

La transición al caos se explica debido a que la población en un dete_r

minado tiempo tiende a cero. Esto se detalla en el caso de paso de 5

años anteriormente en este capítulo.

También se identifica una pequeña oscilación de mayor frecuencia, su-

perpuesta a la oscilación amortiguada.

Para explicar esto observemos una distribución de población en función

de la edad para t = 325 años y b0 = 3.

En la figura 4.50, se muestra la distribución de población, en donde

se observa que existen picos de población en diferentes intervalos.

Si comparamos el tiempo entre 2 picos > el período de la oscilación,

vemos que son iguales.

4.8. b DISTRIBUIDO PARA UNA POBLACIÓN EN MEDIO LIMITADO.

Ahora vamos a tratar el caso con j) distribuido A y utilizando la misma

realimentación de la ecuación (4.22).
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es ca la y : 0 , 174-37132/d i
P a r 3 325 años

h 5 b i t a n t e s /•' I a ñ o

J ¡| !|
i*1"1. i "*̂ í. n\J \

75
e d a d

p o b l a c i ó n t o t a l = £2.355555

Fig. 4.50.- Distribución de población para b0 = 3,

t = 325 años, JD concentrado, paso de 1 año.

También en este caso utilizamos pasos de 5 y 1 año. Iniciamos el estu

dio con los gráficos de N = f(t) y trataremos de observar algún compor

tamiento caótico.

En la figura 4.51, se muestra el gráfico de N = f(t) para b0 = 2 y j>

distribuido A. El valor de N0 es igual a 20. De este gráfico se ob-

serva que para un tiempo grande, la población se estabiliza en el va^

lor de No-

Para b0 = 3, en la figura 4.52 se muestra el gráfico de N = f(t). Pa_

ra todo el estudio, se considerará como condición inicial la 1 indica

da en la figura 4.2.
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* S C 313 y : •••"'
e s c a l a x :?s / d i v

PO b la c i on to t a - l

500
i empo í a ños

Fig. 4.51,- Gráfico de N = f (t) para b0 = 2 S b_ distri-

buido A, distribución inicial 1, N0 = 20,

e ••• c a I a y
£ £ C -2 1 3 X %J? i / d

20-

t

250 500
T i £ ffi P O i -3 Fi C

Fig. 4.52.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 3S

_b distribuido A, distribución inicial 1

N0 = 20.
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Comparando los resultados para b0 = 2 y 3, se observa que lo que varía

es el tiempo al cual se estabiliza y toma un valor constante igual a

NO-

Ahora tomamos un valor de b0 = 10, en el cual se observa que aumenta

la amplitud de la oscilación, pero no se tiene un régimen turbulento.

Esto se muestra en la figura 4.53.

£ £• C -3 l 5 y : 4- / d i V
£ S C -5 L -5 X 2 5 / d i V

Po hlac-ion total

250 __ 500
T i e rr¡ P o i a ñ o s

Fig. 4.53.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 10,

b distribuido A, N0 = 20.

Para el valor de b0 = 15, se observa un comportamiento caótico y para

observar mejor, vamos a obtener diferentes distribuciones en función

de la edad para varios tiempos.
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e £ c a l a y ; 4 / d i v
escala x :2 5/d i

P o b L a c i o n t o * a i

250 50 C

Fig. 4.54.- Gráfico de N = f(t) para b0 = 15.

Se observa un comportamiento caótico.

En las figuras 4.55 y 4.56, se muestran las distribuciones de población

en función de la edad para 150 y 175 años respectivamente.

En la figura 4.56, ya se observa indicios de población negativa en cie_r

tos intervalos.

Ahora vamos a graficar la distribución para t = 450 años, en donde se

observa claramente la existencia de una población negativa que también

se observó en el caso de b concentrado.

Esto se muestra en la figura 4.57.
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escala y:0.64717451/div
para 158a ñ os

habí t a n t e s / 5 año s

r

Fig. 4.55.- Distribución de población en función de

la edad, b0 = 15, b. distribuido, paso

de 5 años, t = 150 años.

£5 C3 La y : 0 ,S471745I/di V
p a r a l?5años

K a b i t a n t e s / 5 a ñ o s

LJ
i — i

75
£ d 3 d

P o b I a c i o TI t o * a ¡. = i s . 9 3 r= 3 D "3

Fig. 4.56.- Distribución de población en función
de la edad, b0 = 15, b distribuido

t = 175 años, paso 5 años.
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£5 ca La y:3.1638166/di
p a r a 4 5 0 a ñ o s

habí t a n t e s / 5 a ñ o £

. n
L

±± 75

U

Fig. 4.57.- Distribución en función de la edad
t = 450 años, b0 = 15, b_ distribuido,

ti <;a la y.: t>
P a r a i "7 ̂  a n

h a b i t a n t e £

/5
e d -= d

Püb L a C i O n t o t a I =4,75tf0737E +25

Fig. 4.58.- Distribución en función de la edad

t = 575 años, b0 = 15, j) distribuido,
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En la figura 4.58, se muestra la distribución de población en función

de la edad para t = 575 años, en donde se tiene una población sumamen-

te grande repartida en un solo intervalo.

Entonces se puede ver que la causa de la transición al régimen turbu-

lento es la misma anotada anteriormente, en la cual aparece primeramejí

te intervalos en los cuales la población es negativa y en un cierto va.

lor de t, la población total tiende a cero, produciéndose la respuesta

caótica.

Ahora estudiamos el caso de j> distribuido pero ahora en pasos de 1 año,

en el cual no se pudo observar una respuesta caótica, por lo cual pode

mos decir que el paso influye en el comportamiento del modelo.

En la figura 4.59, se muestra un gráfico de la población total en fujn

ción del tiempo para bo = 19 y en donde no se observa comportamientos

caóticos.

De todo este estudio se puede concluir que existe otro tipo de transi-

ción al régimen turbulento o caótico que depende de una característica

del modelo de población descrito ampliamente en este capitulo.

Este punto de transición depende de varios factores. Uno de ellos muy

importante es el paso utilizado, el cual mientras menor sea,el modelo

se comporta de una manera suave, llegando a desaparecer la respuesta

caótica como es el caso de _b distribuido y paso de 1 año.

Si se utiliza b_ concentrado o distribuido también influye en el compojr
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tamiento del modelo, siendo el modelo con b distribuido más aplicable

a la realidad.

es ca la y :4 /d i v
e s c a l a x ;25 /d i v

P o b .1 a c i o n t o t a I

t
404

V V

O 4—f-
500

Fig. 4.59.- Gráfico N = f(t), b0 = 19, paso de 1 año,

b̂  distribuido.

El error que introduce el computador en el cálculo no es importante en

la transición de régimen determinista a régimen turbulento.

En este estudio se ha hablado de poblaciones negativas y de intervalos

negativos en la distribución por edades, en el cual el modelo tiene un

interés netamente matemático, en cuyo caso ya no es aplicable a un mo

délo de población.



C A P I T U L O V

CONCLUSIONES

Existe un mecanismo de transición de un régimen determinista a un re

gimen caótico, basado en el desdoblamiento del período.

El mecanismo de desdoblamiento del período es común a varios siste-

mas dinámicos totalmente diferentes, como son el modelo de población

de insectos, descrito por una variable de estado y un oscilador ele£

tronico, descrito por tres variables de estado.

Estamos en presencia de un régimen determinista cuando los errores

se atenúan, incluso el mismo error de cálculo del computador.

El régimen caótico o turbulento se lo puede definir de varias mane-

ras:

. Sea (a,b) el intervalo que pueden ocupar los valores de la variable

de estado. Para un valor inicial de la variable de estado X0 que

tiene un error inicial +_ AX0, existe un número de iteraciones j pa_

ra el cual los valores de la variable de estado en ese instante X.¡
o

puede estar en cualquier parte del intervalo (a,b).

Esto significa que el error crece, hasta llegar a ser comparable

con el intervalo que pueden ocupar los valores de la variable de es_
— 1 6

tado. Si se tiene un error inicial de 10 , después de más o me-

nos 50 iteraciones, el error es del orden de 1."
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En el régimen caótico, el propio error del computador determina el

valor calculado.

. Observando el espectro de FOURIER de la variable de estado, en un

régimen caótico o turbulento, se tiene una franja de ruido en todo

el ancho de banda.

. El mecanismo de transición está basado en el desdoblamiento del pe-

ríodo de oscilación como 2 en donde n puede tomar valores desde ce

ro hasta infinito. El período infinito significa que la señal no

se vuelve a repetir nunca.

Para un sistema dinámico no lineal de la forma X.,, = r q(X.)> se ha3+1 - j
analizado la transición de un régimen determinista a caótico para ca-

da uno de los máximos de la función g(X-).

El número de máximos de la función a(X.) está relacionado con el nümeO

ro de transiciones de determinista a caótico.

Los circuitos eléctricos y electrónicos, debido a las no linealidades

de sus componentes, son suceptibles de comportamientos caóticos y

turbulentos.

En amplificadores desneutralizados y osciladores electrónicos la tran_

sición es relativamente común.

El ruido es un ejemplo de comportamiento caótico; pero la presencia

de ruido en un amplificador no es siempre debido a la amplificación
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c

del ruido aplicado al sistema o ruido térmico sino que muchas veces

se debe a características inherentes al sistema dinámico, como se d£

muestra en el modelo de población de insectos, en el cual no es posj[

ble tener un ruido térmico o ruido externo.

El conocimiento del mecanismo de la respuesta caótica, ayudará en el

diseño de sistemas en los cuales se quiere evitar estos comportamier^

tos no deseados, evitando los máximos en la función de la variable

de estado.

El estudio del circuito electrónico en este trabajo de tesis, ilus-

tra la posibilidad del uso de métodos cualitativos para el análisis

de sistemas físicos.

- En sistemas no lineales se pueden obtener soluciones analíticas a-

proximadas; pero en el caso de soluciones caóticas el tratar de obtje

ner soluciones analíticas es de escasa utilidad debido a la natural^

za aleatoria de la solución por el crecimiento de los errores. Por1

tal razón se deben utilizar métodos de matemática estadística y meca

nica cuántica.

Llama la atención el paralelismo que puede establecerse entre un r£

gimen caótico y mecánica cuántica. La característica común es que

no es posible predecir con certeza el valor de la variable de estado,

sino que sólo se conoce su rango y su densidad de probabilidad. Se

observa también tanto en mecánica cuántica como en el régimen caóti-

co bandas permitidas y bandas prohibidas.

- En los fluidos viscosos se han observado varios mecanismos de transi
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ción, uno de los cuales es el detallado en este trabajo de tesis.

En el mecanismo de transición estudiado, se han observado varias ca-

racterísticas universales como son:

. El desdoblamiento del período como 2 en donde n = 0,1,2, ,°° .

. La existencia de ciertos números universales. Uno de estos núme-

ros se obtiene a partir de los valores que toma la variable de e¿

tado X.. Escogiendo dos valores vecinos de X. si se encuentren
j . J

en el período 2 , se puede ver que la separación entre estos valjD

res decrece con n como B cT , donde a es universal e igual a

2.503.

También ha sido observado a partir de los valores de r en los pun_

* - r - rtos de desdoblamiento' del periodo, que la relación n+1 n en
V <-.v*

el límite cuando n -*• «>» tiende al valor universal " n

6 = 4.6692016. [16].

. En experimentos de Rayleigh - Bernard con helio líquido, se ha ob^

servado el desdoblamiento del período por medio del análisis de

FOURIER de la temperatura.

Feigenbaun determinó que en la transición por desdoblamiento del

período los nuevos picos , en el espectro de la temperatura, son

menores que los anteriores en 8.2 dB [16],

El tema estudiado en esta tesis es muy nuevo y en el estado actual

no es posible preveer los alcances futuros que pueda tener.
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i1

Existe modelos de dinámica de poblaciones» como el descrito en el Ca_

pitulo V, que presentan comportamientos caóticos, de naturaleza dife

rente.

No se puede decir que este comportamiento sea universal» sino que de_

pende de características propias del modelo descrito.

En este modelo se tiene un régimen transitorio y luego se pasa a un

régimen permanente. La forma de la distribución final en régimen

permanente, depende de la distribución de fertilidad por edades. Si

b es la fertilidad» para b > 1 la población crece exponencialmente ,

para b < 1 la población decrece exponencialmente y para b = 1, tiejv

de a una distribución plana por edades y la población se estabiliza

en un valor.
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