RESUMO

ste trabalho foi utilizado a aproximacdo e
iptica para realizar o filtrc no dominioc s.
ftravés de uma transformagac conforme, obtém
'se a funcio de transferéncia no dominio z.

ode ser mostrado que os filtros elipticos
dada

iordem e determinadas especificagbes de ondu-—

sic 5timos no sentido de gue para uma
lagio na banda passante e na banda de rejei
'cio, nenhum outro filtro apresenta uma banda
Foi

um programa, com o qual obtemos a fungdo de

de transicio tdo estreita. desenvolvido

transferéncia do filtro no dominio z a par-

tir de suas caracteristicas.

INTRODUCKO

Um método bastante utilizado de projetos de
filtros digitais com resposta impulsional in
finita (IIR), baseia-se na realizacdo do fil
tro no dominio g e em seguida, através de
uma transformagdo conforme, obtém-se o £il-
“tro digital desejado.

Este artigo aborda o projeto de um filtro e-—
liptico, onde se usa a aplicagdo de fungdes
elipticas de Jacobi. Os filtros elipticos
sic caracterizados por uma resposta em magni
tude gue apresenta igual ondulacac tanto na
banda passante guanto na banda de rejelicdo e
uma banda de transigac bastante estreita com
parada a de um cutreo filtro IIR de mesma oOr-—

dem.

Em 1931, Cauer apresentou a primeira solugdo
para o problema da aproximagdo fundamentada
das fungdes elipticas de Jacobi, até que
parlington consclidasse, em 1939, a organiza
¢io de um método gue permitisse a constru—
cao de uma curva de atenuacgido equiondulante
né faixa passante e equiminima na faixa de
rejeicéos
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0s desenvolvimentos que sucederam ac pioneil-
rismo de Cauer e Darlington contribuiram, en
tre outras colisas, para simplificar a maté-
ria e fazer com gque a sua exposicdo adquiris
se um cunho mais didatico. A complexidade dos
ecdleulos, porém, levou aco surgimento de tabe
las e curvas e com o adventec do computador em
grande escala, passou-se a ter entdo maior
facilidade no projeto direto sem recorréncia

as curvas.

1. FUNCOES ELIPTICAS

No projetc de um filtro passa baixa, uma a-

proximag¢do [H(m)l da resposta em amplitude
satisfaz as condigdes®
A = iHlw) | =1 Jw| s e (1.1
lHt) [ = A, & jw] 2 @ (L.2)
onde Al, Ajy,c e 4 sac escolhidos conforme a

figura 1. A resposta |H(ml[é monotonicamente
decrescente na regido de transicdo € S w =
d.

Uma aproximac&o geralmente utilizada para a

resposta em amplitude & a fungdocl’?

|Hw) | = = (2)

A v e?y

onde © é uma constante real e f(m2) =)

uma

fungdo polinomial ou racional.

Se f(wz) & uma funcio racional, o filtro &ti

mo & eliptico? e
2 _ 2
flws) = Rn(w) (3)

é o gquadrado de uma funcao racional de Che-—
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byshev definida por *
n/2 (w%i_l - mz)
Rn(lﬂ)= i —-——2—2)— , A= 2,4,...
i=1 @1 - Wy g (4)
n-1/2) (w2, - )
Rn(m)= w ow s ., n=3,5,...(5]
S (1 — mgiwz)
A teoria requerida para a determinacgio da

funcgao Rn(w) envolve o conhecimentoc de fun —

¢oes elipticas de Jacobi. Em ambos os <¢asos
das eguacdes (4) & (5), os zeros positivos
de R (w) sio dados por?

w, = vk’ Snim K/n} {6)
ocndem = 1,3,..., n-1, se n & par ou m= 2 ,
4,... n-1, se n & impar; Sn{u) & a funcdo
seno eliptica definida por®

Sn{u} = Sen @ {7)

As quantidades u, # e k estdo relacionadas
porz'“'s

aik, )= r? L : (8.1)
o /1 - k%sen’x
K = utk, ®/2) {(8.2)
onde k, 0sk<l, & o médulo e vale c2.
Para valores de k em torno da unidade, a

fungdo Sniu) pode ser aproximada por®

sn(u)=tgh(u)+ = kzsechztu}.[Senh(u)Cosh(uj-
4

~u] (9}

2 2

Sendo ke =1 - k.

A funcido Rn(w) tem a propriedade

R_(1/w) = 1/R_(w) (10}
n n

de que seus polos e zeros sdo reciprocos,se
[H(w)| apresenta igual ondulacg¢io nas ban—

das (0,c) e (d,=}, comd = 1l/c.

2, DETERMINACAO DOS PARAMETROS

Tendo-se k como a relagdo c/d e Kk, definido

por a
k= T_.ﬂ—.- {11)
(1/a,)° -1
64 -

e ainda
O = 1 (12}
’ / 2 !
(1/A1) -1
o2 2
kl =1 - kl (13)

Podemos estimar a ordem do filtro através da
expressao’?

K(k). Kik,) o
= —x——F=—— 4)
K(k). Kik;}

A obtencao da funcdo Rn(m)consiste em se a-;
char os parametros n,a, b

usando~se our-
vas apropriadas para a determinagao da fun
¢do racional fn(a,b,w) dada por1
p_(a.a)(bwl
£ {a,b,w) = — (15)

wnPn(a’a){b/m)

_ _ . i
onde pn(a,a)(x) é o polindmio ultra esfeéerico.

de grau n com parametro a. A funcao £ pode |
ser colocada na forma
(_I)Lnlzl[“ézl - n-24
izo n-2i
fn(a,b,w)= (16)
[n/2] 24

150 Bn—zi w
onde [n/2] significa o maior inteiro contido
em n/2 e Bn—Zi é tabelado para n=2,3,...,9.

uma manelra apropriada para o calculo de
Rntm), utilizando o computador digital & cal
cu;;r os W

(frequéncias criticas) a partir

da equacdo (6) e a ordem n através da equa-
cao (l4). Desta forma, a fun¢ido de transfe -
réncia do filtro eliptico H(S) pode ser obti

da de'r?.

1

2.2 2 2

H(S)H(-8)= —pip——
l+e Rn (w) W =-8

{17}

onde s € o operador complexc de Laplace.

Tomando-se apenas os p0los e zeros do semi-
plano esquerdo do plano s, obtemos

[n/2]
A 1 (a3 + s
His) = —( " (18)
s +bn_ls +...¢b15+b0

onde A & uma constante de ganho e
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[ 1/“’21 , 8¢ n € impar

2, = ¢ . (19)
T 1/m21_1' se n € par
/ 2 2"
(1-AJ)(1-A7)
EZ_ il 2 (20}
Ayha
os b, sdo obtidos tomando-se apenas os pS

los do semi-planc esquerdc do plano s.

3. ALGORITMO PARA PROGRAMACXO

3.1 -~ cCalculo dos Zeros de G(s)

0 programa para obteng3c da fungac de trans
feréncia H{z) do filtro digital consiste ba
sicamente em se encdhtrar os coeficientes de
H(z). Para isto,
ros da expressdo

encontramos cos pélos e ze

c(s) = 1 + e2RZ(s) (21)
ou substituindo Rn{sl em (21)
[n/2] n/2]1 .
2 2,12 2 2 2,,2
Gls) = {ym Qg 3 8O+ ey (W 487}
[n/2] 2
{0 L+ wd, | 5D} z2)
se n & par, ou ainda
{n/2] [n/2]
- w2, 12 - 2820 1 w3 +sH)P
s)=
(n/2) 2 5 (23
{ sy 1+ mzisz)}
se n €& impar.

Calculamcs os zeros de G(s) (todos zeros com

plexos conjugados para n dois zZeros
reais de sinais opostos com os

n impar) e em se

par;
restantes
complexos conjugados para
guida separamos agqueles que est@3o no semi-

-plano esquerdo de s.

Usando-se a transformada bilinear para ma-—
pearmos o plano s no plano z ?
s . 2 1 - 27t (24)
T h B z_1
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e desnormalizando s’

L]
S e — (25)
2
—— tg T F
- c
cnde T &€ o pericdo de amostragem, Fc € afre
gquéncia de corte digital normalizada em re-

lagdao a frequéncia de amostragem.

Observa-se que para ordens elevadas do fil-

tro, o algoritmo para o cllculo das raizes

(zeros de G(s)) nao converge em virtude dos
valores bastante préoximos do polindmioc redu
zldo.

Em geral, um filtro eliptico de ordem 6 a 9
44 apresenta um excelente desempenho. Neste

caso ndo ha problema de convergéncia.

Caso se gueira um filtro passa faixa, € ne-—
cessario a transformacioc

e (26.1)
- &
2 1 — z~ 2
s= ( )/ (—— tg w F_)
T 1+ 21 T =

(26.2)

onde § & a largura de faixa.

3.2 - Obtencgao de H(z)

Com a obtengao da fungaoc H(s) através da e—

quacgido . {(18) e usando as equacdes (24) e (25)

obtemos a funcdo de transferéncia do f£il-
tro digital.
n/2] 1 _2
Hiz) = o 1l » €% v *7) n par
[n/21(1 -1_, .2, (27)
igl —aiz - iz
[n/2]
Kp(lez™h) 1 (lac,z7lezF)
H{z) ; , n Impar
[n/2]
-1 -1 -2 {28)
(l—alz ) iI2 (l—aiz —biz )

onde K, & o ganho digital e as expressdes a
cima ja saem apropriadas para representacao
em uma estrutura em cascata.

4. EXEMPLO E RESULTADQOS

O programa foi testado para varias especifi
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cagdes. Seja por exemplo os dados abaixo

- Frequéncia de corte F_ = 0.1 .
= 0.001

- Largura da banda de transigdo
- Ripple na banda passante = 0.1
- Ripple na banda de rejeigao = 0.1

Isto nos leva a n = 6

4.1 - Resposta em Frequéncia

A fungdo de transferéncia do filtro digital
obtida &

0.08116(1-0.65642 “+2 2 )

(1-1.5950z 14+0,9691z %)

H(z)=

1 2

1.54002z  ez"2) (1-1.60782 L+ 9)
(1-1. 57332140, 9046z2) (1-1.4003z L+0. 56912~ 2)

{29)
A resposta em frequéncia é mostrada na figu
ra 2 e a representacido em cascata € apresen
tada na figura 3.

4.2 ~

Simulacdo do Filtro

rara verificar a validade do filtro, foi
feito uma simulacgdo da implementagdc em mi-
onda

croprocessador, tomando-se a forma de

ruidosa apresentada na figura 4, cuja equa
cdo &

58en 0.1lmlk-1l)} , se 1 S k 5 20

x = {30)
5Sen0.1m(k-1) +Cos0.67 (k-1)-Sen0.8n{k-1) , se
k > 20
Utilizando a estrutura em cascata para Tre-—

presentacao do filtro digital,
guinte desenvolvimento

teremos O sSe

w, =% —0.6564x, ) +x; _,+1.5950w _,-0.9691w 5  (31.1)

U, =t ~1.5400m, ) +w, 5+1.57330, ,-0.9046w, ,  (31.2)

Yk:D.OBllG(Uk—l.GOTBUk_l+Uk_2]+1.4003Yk_1

- 0.5690 Y, 5 (31.3)
cuja forma de onda filtrada Y, e mostrada

na figura 5.

pode—-se verificar através da figura 5 que o©
ruido contido em (30)
sando apenas o sinal de fregquéncia F=0.05 ,

foi eliminado, pas—
senoidal, cuja amplitude é 5.
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5. CONCLUSAO

Com este trabalho, apresentamos uma técnica
simples de projeto de filtros elipticos, uti
lizando os conhecimentos de funcgdes elipti-
cas de Jacobi. Os procedimentos seguidos sao
facilmente implementados em computador, fu-
gindo-se assim da rotina de consulta de tabe
las de fung¢des elipticas.
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Fig.3 - Representacgdo em cascata do filtro digital projetado
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