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RESUMEN

La trayectoria descrita por un sistema lineal ¢ nolineat
en el espacio de estado, al evolucionar en el tiempo,
contiene la informacién de estabilidad y controlabilidad.

El objeto del articulo, es presentar algunos resultados
derivados al aplicar conceptos como curvatura y torsién
a la geometria de la trayectoria.

INTRODUCCION

Al estudiar la trayectoria de un sistema en el espacto de
estado, es posible determinar la estabilidad de los
puntos criticos utilizando el concepto de curvatura de
una curva. Adiaonalmente, es factible conocer 1la
controlabilidad del sistema con el concepto de torsién.

En el desarrollo de este escrito se presentan,
inicialmente, 1as definiciones matematicas de curvatura
y torsion. Posteriormente, se muestran dos ejemplos
donde se determina la estabilidad de los puntos criticos.

En el primer caso no es necesario solucionar la ecuacién
diferencial del sistema ¥ no se linealiza; simplementse se
evalla 1a curvatura.

En el segundo ejemplo, la solucién numérica de la
ecuacion diferencial aplicada a fa curvatura, permite
identificar el punto critico con mayor exactitud que el
primer enfoque.

1. TEORIA DE CURVAS

Los elementos tomados de 1a geometria diferencial que
utilizaremos para estudiar fa  estabilidad y
controlabilidad de sistemas lineales y nolineales son la
curvatura y la torsién. La curvatura sefiala el
comportamiento de las curvas en la vecidad del punte
critico, mientras la torsion, para un sistema de tres
estados, indica qué tan lejos se encuentran las
trayectorias del plano; torsién cero significa no
controlable.

1.1 CURVATURA [1.2]
La curvatura de una curva satisface dos criterios : (1)} 1a
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curvatura de una recta es cero; y (2) la curvatura de un
circulo es la misma en ¢ada punto.

Verificando los anteriores criterios se define 1a

curvatura de una curva a(s), parametrizada en longitud
de arco s, como :

(1)

Es decir, 1a magnitud de fa variacién del vector tangente
respecto a la longitud de arco.

Una linea recta estd dada por K(s) = 0 (para todo s) ¥ si
ofs) es un circulo K(s) = 1/r (para todo s), con w(s) un

circulo de radio r.

Para curvas planas, la curvatura se puede interpretar de
la siguiente forma; si «{s) estd en el plano (zy) entonces
als) serd

w(s) = (x(s), ¥{5).0)

Por tanto, d:(:)=1(s)=(x'(5), ¥(5),0) (2

Sea 8 el angulo entre la horizontal ¥ el vector tangents a
(s} como se muestra en la Fig 1.

Debido a Ia descripcién del angulo 8 tenemos,

X(s) = < T(s), (1.0.0) > = cos B(s)

( <>, denota producto interno )

b4 T(3) = { cosB(s),send(s), 0)

o dT d8
Asi, B { -send(s), cosB(s),0) x
Finaimente,
_ dT(s) dé
K{s) = s 1= = (3)

Esto muestra que la curvatura de una curva plana es la
rata de cambio del angulo que forma el vector tangente
con 1a horizontal.

Cuando la curva estd parametrizada en el tiempo, B(t) =
(x(t), yit), z(t)) ta curvatura verifica la expresién,
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TORSION (1,2}

Dada wuna curva en el sspacio  tridimensional v
parametrizada «n longitnd de arce als) = ((s), v(s), zis),
con curvatura ne nula, se define 1a torsion t{s) como,

dB(s)
Sl=- 2 EE 5
qs) i b 8]
con,  Bis). Vector Binormal

Niz) - Vector Normal
Bz} = Ti=) X N(s)

La magnitud de la torston 1(s) indica 5 13 curva wis),
tridimensional, puede reducirse a un planc con la
vanacion de algun factor La torsidén ts) = O, sefiala una
curva plana

Cuande la curva »cta parametnizada en el tiempo, filt) =
{x(t), y(t) o(i)) la torsion obedece,
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2. IDENTIFICACION DE PUNTOS CRITICOS

4 continuacion se tratara la wdentificacion de los puntos
de equiltbrio en sistemas lineales y nolineales, utilizando
la defuuaion de curvatura de una curva parametrizada
en tiempo (4 La ventaja de este procedimiento reside
en que no ev necesarie  resolver las  ecuacicnes
diferenciales Jdel sistema y requere poco tiempo de
computo

2.1 METODO

El metedo consiste en trazar un cireulo de radio R, con

centro en el punto critico y evaluar la expresion (4)
sobre este, posteriormente se grafica la curvatura contra

angule de barride como muestra a Fig 2.
2.2 EJEMPLOS

En 1as lineas que siguen se ilustrara la aplicacién de (4)
para identificar los puntos criticos de dos sencillos
sistemas nolineales.
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o ¥
Fig.1- Interpretacién de la curvatura para curvas

planas

2.2.1 Maquina Sincronica

Dadas las ecuaciones diferenciales correspondientes a la
magquina sincronica ideal,

=y

Y= 1 -2 Sen X )
1dentificar la naturaleza de los puntos singulares (n/6.0)
¥ (Sn/6,0) A priori, es conocido que el primer punto eg
un centro y el segundo una stlla.

fegin el método del parrafo 2, para identificar el punto
in/6,0} hacemos centro afli ¥ trazamos un circulo de
radio R = 05, la grafica Curvatura - Angulo se observa
en l1a Fig 3.
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Fig.2 - Identificacién de puntos criticos. En (a) se
muestra el circulo de barrido, (b) Corresponde a la
grafica de curvatura-angulo
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CURVATURA vs ANGULD
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Fig 3 - Curvatura - Angulo del sistema (7), alrededor de
{n/0,0).

Al estudiar 1a Fig 3, vemos que la curvatura oscila entre
dos valores de forma suave. Para un circulo la curvatura
es constante, y si es una elipse la curvatura varia
suavemente sobre un valor medio. Por tanto, concluimos
que el punto {n/6.0) es un centro y 1as trayectorias son

elipticas,

Ahora, efectuando el barrido con centro en (5n/6,0) ¥
radio R = 0.5 se logra 1a Fig. 4.
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Fig 4.- Curvatura - Angulo de (7) alrededor de {51/6,0).

En la Fig 4, vemos que hay maxmos de curvatura y
estos se encuentran en medic de direcciones con
curvatura nula. Cuando la curvatura es cero, significa
que estamos tratando con un segmento de recta, en este
caso son los manifolds estable e inestable de fa silia;
puesto que en la vecindad de {5n/6,0) estos se
aproximan a los subespacios estable e inestable.

JIEE, Vol. 9, 1988

2.2.2 Ejemplo 2 {8]

Para el sistema,

=7
= -0.57- 2% - X' (8)
determinar la naturaleza del origen.

En l1a Fig 5, se aprecia una trayectoria en el plano de fase
correspondiente a 1a condicién inicial X(0) = -3.5; Y(0) -
3.0

La Fig 6, sefiala otra forma de aplicar la expresion {4),
consiste en evaluar la curvatura sobre la trayectoria y
graficarla en funcién del parametro tiempo Esta
aproximacién es necesaria puesto que el metodo del
ejemplo 2.2.1 permite identificar un foce o un nodo
pero no dice nada acerca de su estabilidad

Al detallar 1a Fig b, vemos un pico de curvatura cuando
fa trayectoria es rechazada en la vecindad de 1a silla
{(-2,0). Posteriormente la curvatura pulsante crecients
facilita concluir que el origen es un foco estable.

3. CONTROLABILIDAD Y TORSION

En esta Oltima parte veremos cémo 1a torsién suminstra

informacién sobre la controlabilidad del sistema La
generalizacion de esta expresion conduce al Wronskiano

y de alli a la matriz de controlabilidad para sistemas

lineales.
Y
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Fig5.- Trayectoria descrita por el sistema (8) desde
X(0)= -3.5, Y(0} = 3.0.

3.1 CASO TRIDIMENSIONAL
Tomando en consideracién solamente el numerador de

la expresién (6). Una curva parametrizada en tiempo
B(t) = (x(t), y(t), z(t)) sera plana si,
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< BHXP7Y. B0 > = B, 870, 670 | -0 (9
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Fig t - Curvatura _ Tiempo del sistema (8) desde

X{0)= =25, Yi0) = 3.0.

El valor de (9) es similar al determinante de la matriz W
definida como,

(10)

De este modo,

[ B, p%0.67%0 ] = aet []] (1)
Donde . ¥ = [ X ' @i Xom]
=[x 1 z]

La expresion (11), denominada Wronskiano [3% 4] es nula
s1 la trayectoria B(t) se encuentra reducida a un plano
Esto indica que el sistema no es controlable, o
similarmente, las  soluciones de  las  ecuaciones
diferenciales del sistema son linealmente dependientes.

3.2 GENERALIZACION

Dado un sistema lineal (s1s0) mnvariante en el tempo,
con representacioén de estado,

¥=4X+BU

{=ﬁr§,

(12)

“gl

serd controlable s1 el Wronskiano,
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Con, X(l)= é

Para verificar (13) en sistemas lineales es preciso
derivar (12),

-4%X+Bu

Efectuando una combinacién lineal con las columnas de
(13) tenemos,
N caXP=0 (15

0 a0
oul)( +ot,2X + o

Sustituyendo (14) en (15) y agrupando en potencias de
1a excitacion u se logra,

S,

%=[anh ...... fﬁ]

Rango [ur] =n (18)
Esto implica que,

o X+ X+ + a,nX"= 0
para,

B =0 = =0, =0 (2

¥ por tanto (17) se cumple en cualesquier punto en el
espacio de estado X y para una entrada arbitraria U.

Es decir, el determinar la independencia lineal de las
soluctones de una ecuacién diferencial o un sistema de
estas, dado por el Wronskiano (13), se reduce a verificar
¢l rango de la matriz Mc para sistemas lineales {12).

CONCLUSIONES

(1) Se ha sefialado cémo 12 curvatura de una trayectoria
descrita por un sistema permite dterminar 1a naturaleza
de los puntos criticos, es decir 1a estabilidad.
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(ii) La torsidn de una curva, Ia cual permite conocer ia
controlabilidad, se extendié y de alli obtuvimos el
Wronskiano, y aplicando este {itimo logramos la clasica
matriz de controlabilidad de sistemas lineales.

{iii) Los trabajos continuan con el proposito de expresar
de forma mas rigurosa los anteriores desarrollos
cualitativos y de este modo lograr mejor comprensién de
Is sistemas nolineales.
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