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RESUMEN

En general, en los sistemss maltivarizbles
con imual mimero de entradas v de salidas, cada
entrada controla mds de una salida vy cada salida
es controlada por mas de una entrada. For éste
fendmeno, el cual se denomina  acoplamiento, es
may dificil controlar un sistema multivariable.

Por 1o tanto, en este trabajo se realiza =21
eatudio de las tres técnicas para desacoplar un
aistema multivariable: por matriz funcion de
transferencia, por realimentacion de estado, vy
por realimentacion de salida. Los mismos que con-
aisten en  determinar un compensador de acuerdo a
cada técnica, de tal forma que o1 sistema acopla-
do miltivariable pueds convertirse en un desaco-
plado, permitiendo que cada entrada controle so-
lamente una salida vy aque cada salida pueda ser
controlada por una sola entrada.

INTRODUCCION

E1 desarevolln de téonicas para =1 disefin de
aintemas 3o control maltivariable  es de oonside-
rable practica, aienda un metods  part icular de
disefio, agmel que implicra el uso  de realimenta-
cion para conseguir  estabilidad de slstemns Ae
contr ol de lazo cerrads, Conjuntamente con este
sdo es a menuds de interés zaber si s 0 no
Je conseguir que la entradas  controlen a
1idas  independientemente, ealto e8, que anA
entrada influya on una  sola  salida; o=
-l tensr n =2istema “desaccoplado’.

ISl

En ' sietema maltivariable de orden n, con
m entradas vy m salidas, en =1 oual 22 asume que
m=sn , la matris funcidn de  transferencia  es
G (2) , que relaciona la entrada u (&) v la
galida vy (&) con la siguiente ecuacion:

v(s) = G(s) * ul(s), )

se tiene que cada entrads controla mis de una
salida. Por este fendmeno, el cual se denominz
“acoplamiento”, es  generalmente muy dificil de
controlar un sistema multivariable. Por 1o tanto,
en algunos casos para obtener un  aistema multi-
variable desacoplade, la idea es disefiar un con-
trolador, o1 cual permita gue el sistema acoplade
multivariable pueda convertirae en un sistema
desacoplado.

Para que un sistema multivariable sea desa-
coplado, la matriz funcién de transferencia debe
ser diagonal v no singular.

Ya conseguido el desacoplamiento de un sis-
tema multivariable, puede obviamente ser analiza-
do usando las técnicas clasicas para sistemas de
una entrada - una salida.

Una de las maneras para determinar las con-
diciones necesarias y suficientes para el "desa-
coplamiento” de un sistema lineal invariante en
el tiempo, de m entradas y m salidas, es mediante
1s realimentacion de estado. Se puede determinar
la clase ¥ de todas las matrices de realimenta-
cién que desacoplan el sistema. Ademds, se determi
na el nimero de polos de lazo cerrado gue paeden
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ser especificades para el sistema desaow
las configuraciones de polos de laze coerra
seados, mientras simultaneamente =

sistema.

b4

Pero como el estads no se pusde me
rectamente, es deseabls  conocer ai
puede ser descoplads usande realiment e
salida. 8i ea posible el desacoplamiento v no =3
estable, para oonseguir la estabilidad a lar
puesta deseada puede ser necesaric construir
compensador o© un observador. For consiguient
se determinan condiciones necesarias v sufl
tes para o1 desacoplamiento de sistems i
miltivariables usands realimentacisn de salida

1.- TECNICAS DE DESACOPLAMIENTO

Como == ha visto, muchos sistemas de con
trol Je procesos tienen entrada multiple v sali-
da miltiple. de las que., por lo general. o
interesa que  las modifizaciones en cada enty
de referencia afecten sclament= a ~ada @al
531 s pudiera Ay esta Augencia de interac-
cion, seria mde 401l mantensr cada valor de
salida a un nivel crnstante deseado en auser
de perturbacion eg Faoir, serin mas
facil realicar =

sistema de

s

En general. s tiensn *
desacoplar sistemas miitivariab
daz =n la practicon d= Toatrol Modemnic.

- Por matriz funcion de transferencia.
- Por realimentacion de estado.
- Por realimentacion de salida.

Cada una de las técnicas mencicnadas @
nen sus  ventajas y sus inconvenientes, las cua-
les seran analizadas, al determinarse, en la
siguiente seccidn, las condicicnes necesarias y
suficientes para gque s pradusea o1 desacopla-
miento de los sistemas muiltivariables.

1.1.-POR MATRIZ FUNCION DE TRANSFERENCIA.

Desacoplar un  sistema significa, desde =21
punto de  vista de matric funcidn de traneferen-
cia, diagonalizar 1la matris G(z) de lago o=
do. para poder determinar la respussta del =i
tema solamente en funcidn  de una adla enfrads,
o3 decir, obtener que una salida dependa de una
a5la entrada.
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Figura: 1.- 3istema maltivariable
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. aredn Foae e de transferencia de Aimen-
c16n (nox n) de ana planta.

Hied = Matriz de lazo Ade realimentacion, de
dimensidén (n x n).

E(s) = Es el error., de orden n.

Mis) = Es la rueva entrada de  la planta Go(s).

De amierdo al sistema realimentado de la
figura (1), se tiene que:

G(s) = [ L + Gp(s) H(s) 1-1Gp(8) (2)

donde

G(s) = Matriz funcidn de tranaferencia de lazo
cerrado

Se desea afladir un compensador serie Gelad,
el mismo que se expresa como una matriz de dimen-
sion (n x n). tal que las n entradas v las n sa-
lidas estén desacopladas, entonces la matriz fun-
cion de transferencia de lazo cerrado  debe ser
disgonal, es decir, existe una matriz Gaf(s) tal
que
Gale) = dimglgaii(s) gann{sg)] [

Por facilidad a6 r‘onsidera el masn 2 gque
la realimentacidn  H(s) es la matriz identidad,
entonces de la ecuar“lén (2):

G(e) = [ L + Gp(s) ]-Gp(s) (4)

Para diagonalizar el sistema. afiadimos an
compensador Go(s) oomo 8e musstra en la figura 1.

Go(s) es la matriz funcidn de  transferencia de
pase directo, cuande sSe  afiade un compensador,
eilendo:

Go(s) = Gd(s) [ L - Gd(s) ]-1 (5)

El compensador serie Go(e) aue diagonaliza
el sietema, estd dado por:

Gels) = Gpl(s) Gols) (8)

La determinacidn de Gels) as  bastante
facil. Porque Ga(s) es conocida por imposicién de
disefio para desacoplamiento, v ademée debe satis-
facer cada término de 1la diagonal de Ga(s) oon
las especificaciones de funcionamiento dadas por
=1 disefiador para que cumpla el sistema con:
xactitud, sstabilidad relativa vy velocidad de
espuesta. Bntonces, se debe caloular Go(s) ~on
la ecuacion (5), y a partir de Gol(s) calcular
Go(s) con la ecuacidn (6), va que se conoce tam-
bi

én Gp(s).

’1@

1.2.- POR REALIMENTACION DE ESTADO.

Los sistemas de control multivariables, en
general, exhiben interaccidn o acoplamiento entre
varios pares entrada-salida. Lo no deseable de
esta interaccion nos lleva a determinar las
condiciones necesarias y euficientes para su de-
sacoplamiento, usando realimentacién de estado.

El sistems considerado es lineal e inva-
riante en el tiempo de m entradas v m salidas, y
puede ser descrito por 21 conjunte familiar de
ecuaciones diferenciales de primer orden,

£ = Ax + Bu (7 a)
vy 7 QX (7 b)
donnde:

Est in vertor de estado de orden n.
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u=Es un vector de entrada ( o control
orden m.
= Es un vestor de salida de orden m

i
A

A B. C. son  matrices constantes de orden
mxn nxmym=xn).

Se asume que m < n

La configuracion del controlador que se

usara. 2 =21 qus 88 musstra an ls figar= 2

Figura: 2

T consiste
(m x nj hpf-rdnfl)
e = y s metriz
{m x m} opﬁranaﬁ 6”bl“‘ 1zs  entradas 4
=n laze cerrvsidn. Bt sz equd

ley de conbrol:

4 - FEx + G¥ B

donde w
de orden m.

Con esta ley de control.

rrado es degaceplade
ferencia
(8} =C{(s1I-4A-BEFE-EG 3

eg diagonsl e invertible.

unz =salids
isn de wariahle
=] rontro

Ahora hien,
sistema ror realimentac
tado, quiere decir. disefiar
que en &)l sistema Jd= 1azo
entrada afecta a ean sslids 2
entrada o afecta 3 ningma otrs s
sistema. Este disefio se realiza o el requeri-
miento de que 1s matriz de sentrads 3
gular,

=in-

El sistema de lazo cerrado por realimentac de
variables de estado se consigue sustituverdo la
ley de control (8) en (7).

Entonces el sigulente conjunto de ecuacionss
X={(A+BF)x+BG&w¥ 10
y=0Cx 10 m

se llama realimentacién lineal de variables de
estado.

Por otro lade, sea di,dz, ... ,dm
entercadados por:

da =min{ j: Gd0B £ G .5 =0....,n-1 1 il &
[s}

Ay = n- 1 CiAB = 0, para todo j. {11 b
donde= ;. significa la i-esims fils A= .

Entonces an simple c8lmalo musstrs




Tit A+ B E kAR R=0VLLLL L da acad
Cit &+ RE )k = Cia%:( A+ BE (k-di
bk =da+ 1,00, n (12 B

m . La aplicacién de la res-
Ao 110y v ovna Aiferenciacidn

eruncicnes 1121, e ohtiene

3
o

A BEEny + CiA+BEIMIBGy
ClAr EEmelBGe e Lo
A B EYRE G owin-da-ly

—
)

oomoLes 1s i-drima componente de v
Ero vicrt el teoremy de Corlee Haped Thon,
n-1
‘& ¢+ B En T opk(FY A+ DDV + 113
k=0
Donde prtF) son escalsrers depss, 1 v 0 F
Entonces, x pede ser elin~ - 1= relazion
(13 para dav:
n-1
yiln) T opr(F yalky = vy el (.3
K=
donde tr(.) Adenct=s =l trazs de ans matriz,
Ser @ 1z matric ‘mx n) dads pore
Q - [w e Pogine1y 1, (16)

5

y ges LUFE.GY la matriz n x m) dada por:

CltAvBE Y o A BT - el Ay BEJ00 - paatBi{ A+ BRI B 6

CftasBENT peathids 01 )t - . puaifi A+ BI [ B G

L {16} -

12

CottasBF L TBE

(17)
donde Q es una matriz cern consistente con el

orden de L2 {F,G}.

Si  Eiy denota la matriz (m x m) con 1 en
la ij-ésima posicidén vy ceros en otro lado, enton-
ces Eix @ es una matriz (m x n) en la gque la
i-ésima fila es idéntica a la i-ésima filade Qy
las demds filas son cero. La matriz Eii Q@ sera
denotada por Qi. La siguiente definicidn puede
ser ahora hecha.

Definicién.- Las matrices ¥ yv G, con G no
singular, desacopla €l sistema (7) si

n-1
1.- yitn) - Z pr(E)yitk) = tr(Li{E,G}Q2) =
k=0
= tr(Li{F,GI21)
1= 1,2,...,m (18 a)

z-tr(L{E.GI) $ 0,1 =1,....m (18 b)

1.2.1.- Teorema Principal.

Con la teoria anterior, es posible es-
tablecer v+ probar un teorema que d€ las condi-
clones necesarias y suficientes para el desaco-
plamiento.

1.2.1.1.- Teorema 1.-
Sez B* la matriz (m x m) dado por:
rc: A’“lﬂ
} T2 A92B
! (19)
Cn AdnB
Entonces hay un par de matrices Fy G que desa-
coplan el sistema (7) si v eélo si
det B* 4 0, (20)

as decir, si vy sdlo ei B¥ es no singular.

" Prueba 1 “: Supdngase que B* es no sin-
gular. Entonces se afirma que el par
Fr = - PBr1a¥ (21 a)
G* = pr-t (21 b)
donde : {_(;1 Aai+1
o (22)

Cm Adm+l
|

decacopla (7).
“"Frueba 17:En vista de (12},
Ca(A + B F*¥)di+1 = Ciadi+1 4+ C AR F*

Pero Ci A%iB es simplemente la i-ésima fila de
B* y resulta gue:

CifdaB F¥= - Bi*B¥-14%= - Au¥= - CiAdr+1

donde Bi* y Ai* son las i-ésimas filas de B* y

A%, respectivamente. Entonces,
Ci ( A+ BEx)di+vk = (.|

Para cualguier entero positivo k. De forma simi-
lar resulta que

Ci ( A+ B E*)4PB B¥-1 = Bivpr-1

Y entonces,
[ - pasei(E) BovB-1 |
- pai+2(E*) BixB*-1
Li{E*,G*} = .
Bi B*-1
0
No cbatante, Bi*B*-1 = Ii ,es8 un vector

fila con 1 en el i-ésimo lugar v ceros en cusl-
quier otro, y asi

tr(L3{E*,G*1Q1) = - pai+1(E¥)wi -

- pai+2(F*)will) -, .+ gi(n-di-1) (23 a)

tr(Li{E*.G*1Q) = tr(Li{E* G*}Q1)40 (23 b)

En otras palabras, F*, G* desacoplan (7).
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" Prueba 2 ": Ahora supémgase que hay un
par de matrices E. G aw deszcoplan (7.

Entonces de (1Z a), sigue que:
CitA+ BE)MB G = Bix G A=1.0.m

Fuesto que, 81 ¢l producte Ci AIB=0 pars
tode j implicaris que &r(Li{F,G}Q)=0 , contradi-
ria el hecho que F y G desacoplan (7); es claro
que para  j=di se tiene que Ci AdiB 4+ D |, y
por lo tanto Bi* = Ci &diB+ Opara 1i=1,...,m.
Ademfs,como G e8 no singular, se cumple que
Bi*G # 0 pars todo 1. Puesto aque (18 &) se
satisface, Bi* G  es un vector fila de orden m
de 1x forma ai Ii con ai 0 , de otra forma
habrian wj(k), 3 i, términos en la
tr(Li{E,G} @ , v entonces Bi*G = ai Ii. Entonces,

B*G = diag[ a1t az ... am ] (24)

donde: m
T oai 0
i=]

Entonces, B* es no singular puesto que G lo es.

La base pars la secleccién de F* v G* en 1z
prucba del Teorema 1 es la siguiente obgervaciér.

Observacién.- Puesto que (15) implica que:
yildi+l) = Ci(A + B E)9i+lgx + CiAtiB G u
que puede también ser reescrita en la forma:
Y* = (A*+B*E)x+BGwu (25)
donde Y* es el vector de orden m con componentes
yi(3i+l), estd claro que 1z seleccidn F = F* y
G = G¥ lleva a:
I* = u
o equivalente a:
yildi+l) =y (26)
Precaucién.- La ecuscién (26) no represents
el sistema desacoplado, va que en general, ern-
vuelve la rancelacidn de eceros. Las ecuaciones

del sistems desacoplado estén dadas por (18), o
en la forma de estado como,

X (A+BE)Xx + BGuw

¥y = €x
donde F v G son el par de desacoplamiento.

A continuacién se determinard: el mimero de
polos de lazo cerrado que pueden ger especifica-
dos para el sistema desscoplado; qué tan arbitra-
riamente pueden ser especificados; y qué tan fa-
cilmente puede ser desarrollado un algoritmo para
especificar estos polos.

1.2.2.~

Sea E una matriz (m x n) y sea G una ma-
triz (m x m) no singular. Bajo la suposicidn de
que (7) puede ser desacoplada, se determinaran
las condiciones necesariags y suficientes para
que E v G sean un par de desacoplamiento. Estas
condicicnes resultan eer independientes de G de
tal forma que tendré sentide hablar de la clase &
de matrices F que desacoplen (7).
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¥
5
n
8\,
fff
E

la matriz 'n = m

dads por:
Ci T A+ BF nIE
Cif 4+ BE n-IB
G E) = . |
C: { A+ BE B
4]
,i=1, ... . m 273

donde 0 es una matriz cerc consistents con e?
orden de Qi(E).

Sea Pi(F) la matriz (n x n) dado por

_1 - pn-1(E) - ~pas1(F) | ]
0 1 ... -paasz(E) |
BI(F) = | . . .0
0o 0 1
______ o I
Si=1, ., (ce)

donde loe pk(E) son los coeficientes del polin- -
mio caracteristico de ( A + BF ), es decir.

n-1
(8+BEm= I px(E) (A+BEk.

k=0

I es la matriz identidad consistente ocn el
orden de Pi(F),

Puesto que PK(E) o= no singular, resnlts
aue el producte Fi{F) Q(F) ec la  matriz
(n x m) Que tiene el mismo rango de Qi(F). Ni-
tese también que:

Li{E,G} = Bi(F) Qi(E)} G
donde Li{E,G} es definids por (17), entonces,
rango[Li{E.G}J=rango[@i(E)],i=1...,m (29)

En vista de la definicién de desacopla-
miento, puede establecerse el siguiente teorema.

1.2.2.1,- Téorema 2.-

Si el par F , G desacopla (7), enton-
ces el rango de Qi(F) es uno para cuzlquier i;
inversamente, si el rango de Qi(E) es unc para
todo 1y 51 B* es no singalar, entonces el par
E,B*-1 desacopla el sistema (7).

" Prueba 1 ".- Supdngase que F , G desaco-
pla {7).Entonces,

Er(Li{E*,G*}Q) = £r(Li{E*.G*}g) 4 O

para todo i donde @ es la matriz (m x n) dada
por:

=(g ! ... ugn1 ]

Puesto que @ es arbitrario. la i-ézima columna



de L{E,G} es un vector no cero, mientras que
toda otra columna de  Li{E,G} es vector cerv.
Por lo tanto, vresulta que Li{E,G} tiene rango
uno, v entonces, por (Z8) el rangof{@i(E)] = 1.
* Prueba 2 .- Ahora supdrgase que rango

[ Qi(F) 1= 1 para todo iy que B* es no singu-
lar. Puesto que:

Ci(4 + B E)OIB = CiftiB = Bi* 4 0

Por la definicién de di, donde Bi* es la i-ésima
fila de B*, resulta que,

ali Bi*_‘
azi Bi*
Qi(E) = : (30)
Bi*
(4]

— —

vy entonces que:

ati
azi
Qi(E) B*-1 = Q
1
Q

i-ésimo lugar

©

tiene solo una columna i-ésims diferente de cero.
Entonces

tr(Li{E,B*-11Q) = tr(Ri(E)Qi(E)B*-1Q)
= tr(Ri(E)Qi(E)B*-1Q1) £ O

y de esta forma el par F, B*-1 desacopla (7).
1.2.2.2.- Corolario 1.

Si el par E, G desacoplan (7), enton-
ces hay una matriz diagonal & tal que G = B*-1A.

“ Prueba “: Si E , G desacopla (7)., enton-
ceg @i (F) estd dado por (30) vy

B oo Tiald H ]

1 ] 1 1

i i i 1

v Tiazi b

: 1 i H
QE)G = [/ I .t 0

: H . H i

i . 1 1

] ) 1 ¥

1 ] ) 1

i P00 : ;
donde Ti 0, 1i=1,...,m Por lo tanto resulta
que B* G = disg[T!,...,™] , y el corolario se
establece.

1.2.2.3.- Coroiario 2.

Si el par E , G desacoplan (7), entonces
hay una matriz diagonal [, tal que:

EB=DB*1{L A** - A*} B (31)

donde: A** y A* vienen dadre por,

C: A11

arr = | . A% = A (32)
Cn Atm

" Prueba “: El corclario es una consecuen—

cia inmediata de las ecuaciones:
Ci(A+ BE)ai+1B = Ci(4 + B E)ai+1B
Ci(A + B E)4i+1B = g1 Ci AdiB.

En resumen, hasta agqui se ha demostrado
que la no singularidad de B* es una condicién
necesaria para la existencia de un par de desa-
coplamiento F , G. Ademés, el conjunto de todos
lo8 pares F , G que desacolan (7) consiste de
matrices F tales que =su rango [ Qi(F) 1 =1
pars todo 1, vy G tal que G = B*-14 , donde &
es disgonal y no singular.

El Tecrema 2 provee un procedimiento
para determinar ¥, la clase de tcdas las matri-
ces de realimentacién F que desacoplen ( 7 ). No
obatante, la aplicacidén directa de la condicidn,

rango[Qi(F)]=1 para todoc i, resulta sclc en
restricciones ublcadss en alguncs de los mn pa-
rédmetros de F. Pero todavia se requiere un pro-
cedimiento para especificar los polos del sis-
tema de lazo cerrado, mientras se desacopla si-
malténeamente (7) usando una apropiada matriz de
realimentacién F € & .

En particular, supdngase que Mx, k=0,....8
gon matrices (m x m). Entonces la seleccidn de:

5
F = B*-1[ I Mk C Ak - A* ]
- - k=0 - - - -

G = B+t
serd, por (25) llevado a:

5
Yz I Mk CAkx + ¥
k=0

S1 8 =max di vy los Mx son adecuadamente es-
cogidos, es decir, Mk=diag{mx!,...,mxm} i =
1,...,m ,entonces lo anterior puede ser escrito
de la forma:

5
Y¥ = ¥ Mk yilk) + w
k=0 - -

o
yi(di+l) = moi yi + mii yi(l) + ... +
+ mai yi{di) + wi

i=1, ....m (33)

indica que F , G desacoplan (7) y que

m
m+ = di de los de lazo cerrado pueden

i=1
ser variados modificando el Mk. For ende, otras
selecciones de Mk llevardn a otras configuracio-
nes de poloas de lazo cerrado.

1.2.3.1.- Lema.-
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m
Sea K lamatriz ([ m+ Z di ] x n}
i=1

dado por:

(3]

C1 A4l
Cz

gz Adz2

Qm Adm

m
Entonces, rango [ K ] =m + £ di vy, por
i=1
m
ende, m+ Z di £n.
i=1

" Prueba 7: Sea Ki que dencte la i-ésima
fila de K, v sea ri escalares arbitrarios tales
que:

T
Z riki = 0 (343
i=1

m
donde: T =m+ Z di

Para establecer el Lema, solo se necesita probar
que (34) implica que cads ri = 0. Esto resalts
directamente de (34) por postmiltiplicaciones
sucesivas por B, A B, , A8 B , v el hecho
que  B* es no singular.

Ahora sea p que dencta el nimerc de polos
de lazo cerrado que puede ser especificado duran-
te el desacoplamiento, v sea f lo que denota el
nimero de parémetros libres ( entradas ) en uma
matriz de desacoplamiento F. Entonces el lema v
(33) combinan para dar:

m

m + X di € p £ n
i=1
m

m + £ di £ f
i=1

Asi pues, se tiene las siguientes caracte-
risticas:
n
51 m+ X di=n , entonces
i=1
cualquier n de los polos de lazo cerrado pueden
ser ubicados arbitrariamente,
mientras simulténcamente se desacopla el sistema.

m
Tembién, si m+ X di=f ,

i=1

entonces (33) dan directamente significado fisico
a los parfmetros libres en B

m
Si f£> m+ Z di o £>n, por

i=i
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1o que puede ser posible eepecificar més

m
m+ X di de los polog de lazo cerrad~.

i=1
En ésta sgituacidn, es a menudo ventaiosoc cal-
cular la Matriz Funcion de Transferencia an
lazo cerrado. sabiendo que G = BE*-! . enton-
ces,

Ge(e) =C(sI~-A-BFE1 BB*1
con f entradas en F mantenidas arbitrariamente.

Por Gltimo, el mimero de polos de lazo
cerrado,

E
m + Z d.

i=1
no puede exceder a n , debido a que el orden del
sistema =st3 dsdo por ] nimers de pmolos, e en
este casc es n.

Ejemplo. -

Sea el sistema:

100 fron
A=10 2 01, B:;—I*x
0 1 3 sy
1 0 0
=
0 ¢ 3
Entonces,
1 [ 1
Ez&ﬁg i1 11
B = al |
i L2 A%B | -1 1
[ i i —

Fuesto que B* es no gingular. el sistems
puede ser desacoplado. El comjunte 2 de todee
las matrices que desacoplan el sistema puede ser
obtenido, para todas las matrices F de
orden {2 x 3) tal gue rangolQi(F}l - 1.

fi1  fiz  fais
F=

fi1 -fiz -~fiz
existiendo £ = 3 pardémetros libres en ls me—
triz E.

La forma m&s gererzl de la matriz facids
de transferencia es:

Ge(sj =CIsl - 8-BE I-BB*:

g_sfi»i-i%ﬁlz; s +
[y




1.3.- POR REALIMENTACION DE SALIDA. -

Puesto que  la realimentacion de salida es
=510 an caso  especial de 1z realimentacién de
variables de egtado, de acuerde a la figara 3:

f e em

- X
-)lx‘Ax»Bu

BEALIMFNTACTON

e -
ESTADO <. .

- {I,k o i

Figura 3 .- Sistema multivarisbl= de realy
mentacisn de s=xlida,
Eg decir,
u = Hy + Gwu

con H € reemplasando & F , prxde ser desaco-
rlado (7) usandcs realimentacidn de salida 1 v

1.- B* es no singular, y
2.- Hay una matriz H {(mxm]) tal gue
rangof@QH C)} = 1 para i = 1,....m.

Estas condiciones proveen una prusha con-
veniente pars saber si poede o no un sistems ser
desacoplado usando realimentacién de salida.

Pero en general, el desacoplamientc por
realimentacién de estado, no necesarismente im-
plica desscoplamiento por realimentacidn de sa-
lida. Si bien un sistema puede ser desacoplado
usande realimentacidn de salida, algo de la fle-
xibilided de los polos de lazo cerrado especifi-
cadoe se perderd. Entonces la realimentacién de
estado, con realimentacién de salida no es egui-
valenfe para el desacoplamiento de sistemas.

Por lo tanto, se considersn sistemas linea-
les multivariables invariantes en el tiempo, gue
pueden ser desacoplados por realimentacidn de
variables de salida unicamente, parz lo cual, se
determina condiciones necesarias vy suficientes,
gl un sistema puede ser desacoplade usando reaii-
mentacién de salida. Se puede conseguir el desa-
coplamiento, pero el sistema no obtiene necesa-
riamente “estabilidad” a la respuesta deseada.
entonces paede ser necesario construir v compen—
sador o un observador para estabilizar =1 sis-
tema.

De esta manera, el =sistems bajo considers-
cién para desacoplar mediante realimentacién de
salida, debe ser lineal controlsble. observable,
e invariente en el tiempo.

X = 4x + Bu (35 a)
v = Cx (35 b}
donde:

X - Es el vector de las variables de estade
de orden n.
u = Es el vector de entrada de orden m.
¥ = BEs el vector de salida de orden m.
4, By C eson matrices reales constantes de di-
mensiones (n xn), (hxm )y (mxn)
respectivamente.

Se considera la ley de control para la rea-
limentacién de salida, de la forma:

T

u = G + By

donde:

¥ es el nuevo vector de entrada.de orden m.

H v G son matrices resles constantes, de

dimensiones (m x m).

El sistema de lazo oserradoe por realimen-
tacidn de variables de salida. se abtiene reem-
plazarnds la ley de contrn] = =] sistesms (35)
For consigulente, el siguiente conjunto de ecua-
sionee

x=(A+BHO x+BGuw . 138 a3
¥y = Cx {36 o

se llama realimentacidn lineal de variables de
salida.

El cbietivo de ésta técnica, es encontrar
cordicicres necessrias ¥y safinientes pars ls
existencia del par de matrices Hy G ., para
gque el sistema {38) ses decarrplads Es -
que el sistema (36) es desacoplado si vy s&lo
si la matriz funcién de transferencia del sis-
tema de lazo cerrado es diagonal ¥ no singular.

Se define:
C1 Adisa |
i
i
Q1 gazes |
A%; = R I 1.2,
|
. i
[ C1oasmes |
L _i

Y sea B* ik que denota lia K-ésima columna de

B¥-1

Con egtas definiciones. es posible esta-
blecer el siguients teorsma

1.3.1.- Teorema
Las condiciones necesarias v suficientes

para la existencia del par de matrices Hy G,
las cuales desacoplan =] sistesa 1357 son:

U - _ DE-1 [ fAkas 0 De_1, !
= - P o= =2 -
d*aze1B Bz |. .. &fomIB BT Im §

<)

“Frueba':@ Se asawe di1 < dz ¢ ...<dn. Bsto
se puede conseguir faciimente, vrearregiando las
salidas y las corrvespondientes entradas del sis-
tema (357.

Para que el sistema {38] ssa desacopladc,

es necesario que det[B*1 £ U. Entonces. al asu-
mir det{B*] 4+ 0 se puede hacer

G = B+1,

La variacidn de i es por filas y 1a variacidn de
k es por columas, entonces.
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aij , 1=k
Ci (A+BHC BBtk =
0 > 14k
j=0,...,n-1 ; i,k=1,....,m (371
donde: aij es slgin escalar.
Esto sigue de la definicidn de d: gue:
Ci (4 + BHC )JBEB* 1% =
Ci 4B B*-k  ,3=0,....d: (38 =
Cifdi(A + BH C)i-4iB B*-1k ,
,J = di+l,...n (38 b)
entonces,
CiAJB B*-1k = 0 ,3=0,...,dv i k . (39)

La ecuacidn,

(A+BHC ) = PoQ + E1C & + P 42 +
+...+Bj-2 CAs-2 + BHC AJ-1 + Ao
j=1.2 ... ,donde F; es alguna matriz gque de

pende de B, Hy €, puede ser facilwente verifi-
cada.

Entoces, (38 b) puede expresarse,
Cid2i( PoC +R1C A +...+ JBHC &i-1 +
aij , i=k (40 a)
+ 43 ) BB*1 =
0 . ik (40 b)
para, j=1,2,

CiAdi(PoC + PIC A +...+ j BHC Ai-1 +

+ 43) B B¥-1lk = CiAdi+JB B*-1k (41)
aij , i=k (42 a)
Tl gk (42 b)

para, jJ=1,2,...,d1 . la ecuacién (41) sigue
de la definicién de di, vy (42) sigue de (40). Sea
Hi la i-ésima coluima de H , 1 = 1,...,m.

Ciddi(PoC +...+ JB H C Ad1+Ad1+1)B B¥-1k =

CiAdi+d1+1B B*-114CiAdiB H1 ,k=1 (43 a)
- CiAGi+a1+1B B*-1k § 251 (43 b)
De ahi:

CiAdi+dl+1B B*-11 + C;jAdiB Hi =

al,dl+l =1 (44 a)

) 0 A1 (44 b)
vy para kfl,

ai,dal+1 ,izk (45 a)

CiAdi+d1+1B B*-11 =
0 i (45 b)
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Entonces 4o (44}
Hy = P10 &1 - A% B Br-117 146

donde: 51 = Ta: a1+1 00 . 1 T vector de orden

Bzt sige 5= (35, 47 ¥ 45 P
el 2. m } e ohtiene-
ClAIB B*-1x = 0 ,3=C.. .. . dus3l L lam i
Siguiendo el misms proosdimients 3 Fe
realizado para Hi . o oon 047 H: e i
obtenida de {40), para § - Jdz+1 - 1o

C:8%3(Pof +...+ JB H C A32+832+) T [*

CiA%:+42+18 B¥-12+0,A%:18 Hz k=0 AT
C:42i+42418 B¥-1p  ke{2, .. .m ] (42
Entonces,

CiA2i+42+18 B*-1z + C.:4%:B Hz -

o1,42+1 -2 (49 -
0 ,i %; z (49 v
y para k € {3,...,m}
@i ,a2+1 Lizk TR0
CiAdi+d2+1p B*-12 =
] i*;g fEM Y
Entonces de ( 50 )
Hz = B*-1{ 82 - A*az+:1B B*-1:z2] (51)
donde: 82 = [0 ai,e2z+1 O ... 0 7 vector de

Continuando en esta forma para
J = dz+2 ,...,dnt1l , esto sigue que:

H = B*-}{46-[A*a1+1B B*-11 [A*az+1B B*-1z]
. 1 A*am+1B B*~iml} (52)

donde:4 = disg [a1,4141 ,..., am,ém+¢l ], de
dimensitn (m x ®m).

1.3.2.- Ubicacién de poloe de lazo cerrado.

Si el gistema (35) puede ser desacoplado
orelpar H yG , es posible ubicar leen
rolos en el sistema desscoplado de lazo cerra-
do, de tal forma gque cada subsistema de wna en-
trada y una salida tenga los polos arbitrarios
asignados deseados.

Como se considerd que =1 eistema (38) es
desacoplado, la clase de todas las matrices de
desacoplamientc H estan dadas por la ecuacidn
(52).

El cambio de polos del sistems de lazo
cerrado, tiene el objetivo de tratar que el sis-
tema se estabilice. Siendo posible conseguir
esto, dando los valores adecuados a la matriz



A, para que los polog de lazo cerrado ¢ valorzz
ropios tengan partes reales negativas, pero si
los valores propics obtenidos no proveen una res-
puesta aceptable, entonces, un compensador y un

observador es requerido.
2.- Conclusiones. -

La técnica de desacoplamiento por matriz
funcién de transferencia, no es optima para el
desacoplamiento, aunque de acuerdc a las ecus-
ciones descritas para desacoplar un sistema, se
tiene que son muy simples, siendo para su aplica-
cién muy tedricas y de facil resolucidén a manc
para un sistema de 2 entradas y 2 salidas; perc
debido a que el proceso analitico es algébrico,
el mismo que se alarga y complica. a la vez que
se aumente el nimero de entradas que & lsusl al
namero de salidas , y mas por supuesto, si se
aumenta también el orden del sistema.

Por otro lado, ésta técnica tiene su mayor
inconvenients en el cidlculo de la inversa de la
matriz de 1la Planta Gp(s), va que los elementos
de dicha matriz son fracciones de polinomios, ¥
por consiguiente los métodos para invertir una
matriz, solamente es aplicable para matrices gqus
contengan todos sus elementos como nUmeros rea-
les.

En el desacoplamiento por realimentacidn de
estado de un sistema lineal invariasnte en el
tiempo, se ha establecido la clase & de todas
las matrices de realimentacidén que desacoplan el
sistema y ademds se desarrollé una técnica de
sintesis para la ubicacién de los polos de lazo
cerrado deseados, mientras se desacopla el sis-

tema. Obteniéndose el desacoplamiento de un sis-
tema, se pusde realizar el control de sistemas
miltivariables, especificamente en la estabiliza-
aidn,

Para la realimentacion de salida se presen-—
tan las condiciones necesarias y suficientes. las
cuales producen el desacoplamiento de sistemas
lirneales multivariables. Aun cuando estas condi-
ciones son satisfechas, la respueata del sistema
desacoplado no puede ser aceptable. Cuando esto
ocurre es posible afladir dindmica al sistems de-
sacoplado, haciendo un estudio de cada subsistema
de una entrada - una salida para obtener la res-
puesta deseada.

Para disefic de sistemas, el desacoplamiento
por realimentacién de estado es mas aconsejable
que el desacoplamiento por realimentacidn de sa-
lida, ya que por medic del primerc podemos con-
seguir simulténeamente el desacoplamiento y es-
tabilidad del sistema, mientras que en la segunda
técnica para desacoplar el sistema se necesits
practicamente de un compensador u observador para
estabilizar dicho sistema.

Desacoplamiento por realimentacidén de es-
tado no necesariamente implica desacoplamiento
por realimentacién de salida, por tal razén, se
realizd un estudio separado de las dos técnicas
en mencién. Sin embargo, sl un sistems puede ser
desacoplado por realimentacidn de salida, necesa-
riamente ge desacopla por realimentacidn de es-
tado.

fn definitiva, en lag técnicas de desaco-
plamiento por realimentacidén de estado y reali-
mentacién de salida, luego de producirse el desa-
coplamiento, si el sistema no es estable para al-
gunos pares entrada - salida, se puede afiadir un
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compeneador  aolamente  pars estabilizcsr esos
pares inestables, ya que sélo se necesitz de un
estudio de control para sistemas de una entrada
- una salida,
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