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ssente trabaio, se indican las formas
inar la sensitividad en un silstema de
por variaciones en los parametros del
y por variaciones en el periodo Oe
aciodn del sistema. Proporcionamos los
para calcular la sensitividad y para-
de un sistema en lazo cerrado., sSe
ja ley de control mediante el
de ACKERMAN, para . posteriormente
b la sensitividad. !

hte tratamos e1 caso del Control Optimo,
arian las matrices del sistema O las
T del criterio de ponderacidn;
feamente en este tema, se .gbtiene el
para calcular la sensitividad en el
funcionamiento en el Regulador Lineal
ico Discreto.

s issue shows some approachds in order to
raine the sensitivity in a control system
to variations in system parameters or sSam
g interval. When the system works in
psed loop, we first use, Ackerman's algoritm
then determine sensitivity.

's work -Also treats Optimal Control sensiti
ty when systenm matrices or weighing crite-

are varying. In this caso, sensitivity
referred to the performance index for Die-
Jote Quadratic Linear Regulator.

ION.- En el diseRo de sistemas de
trol moderno, es  importante conocer las
risciones admisibles en los parametros de la
janta para que la respuesta oel sistema
remanezca dentro de wun rango deseadgo; y dado
los parametros de una planta fisica no
raanecen constantes en el tiempo, se hace
cesario un estudio de este tépico.

fsi mismo, la teoria de control optimo - es
importante en el diseXo de sistemas modernos.
su objetivoc es la minimirzacion de tiempo,
ostes de opperaciodn, consumo de energia. etci
dentro de este campo hay una gran cantidad oe
temas extensos que se  han estudiado .y gue
todavia se siguen investigando., uno de ellos es
| justamente el de la sensitividad en el
requl ador lineal cuadratico discreto. La
soluciodn matematica de estos problemas ec
compleia, por o Que se afrece metodos
computacionales para obtener las solutiones
buscadas . N

£l articuloc se divioe en varias fpartes: en
! primer lugar se hace el analisis en sistemas de
{ control lineales, luego en sistemas de control
! ¢ptimo y finalmente se dan los algoritmos para
los casos  de sistemas linealez y para el
regul ador lineal cuadratico discreto.

1. SENSITIVIDAD EN SISTEMAS DE CONTROL .

CASO CONTINUO.

t&criicas oue or oveer
problema de tolerancia de

Existen varias
aproxXimaciores a.
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especificaciones de componentes o parametros,
peroanalizaremaos unicamente el metocdo de los
coeficientes de sensitividad en parameiros
espaciales debido a la facilidad gue_se tiene
para computar las variables dge’:.nterés_ en forma
recursiva y porgue el sistema no debe ser
lineal necesariamente, Entonces analicemos el
sistema-

A=f(x(t) ,p. t) ix(ty}ax.
(1)

x{t), es el vector de estsdo n-
y p, s el vector de parametras m-—

Donde
dimensional,
dimensional.

Derivemos una ecuacidon de sensitividad pars

parémetros gque no cambien el orden del sistema
¥y las candicionmes iniciales. Para cambios
pequeios en p, una aproximacion de primer orden
para el tambio correspondiente en el vector de
estado x, se puede deducir de la siguiente
manera:

La variacidn parcial en el vector de estado

{(fx),, por el cambio en un soleo pardmetroc o,.,
es:

(Ax) y=v,Apy
(21

Donde v,, es el vector sensitividad:
ax . 9x dx,
v= =[ 2T
TR TR
Vy= Vg oo Vgl c

La variacién total en el vector de estado ((m).
es la suma de las variaciones parciales;

-
Ax-; v;Ap,
=1 :

(&)

La matriz sensiti+idad y la componente i-
ésima de vy, quedan determinadas asi:

N ax
vilv, va, oo, vl ;v”-?‘
¥

(3)

El coeficiente dv sensitividad. ve,, represents
la wvariacidd en la corponernte i-@sima del
vector de estado x. debids al cambio de la i-—
ésima componente del vector paramétrico, pi con
estes definicipnes, podemos deducir la ecuscion
diferencial de semnsitividad, consider ando
tombién ) sistems de la ecuacidm (L),

Aty =f(x(E) . p, b) s A, (£) = £, {x(L),p, L)
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g a"‘)..._
dt 37

Vis=

Pueste aue
entre s5i,

ios pardmetrocs son
la ecuacifn oS S0t

{6)

Donage: k=1.....n;
iniciales son v, i

= 3B,

sistema.

ZASD DISCRETO,

La reprecentacion mas general’
discreto estad dada por:

x(k)=£ixtk-1) ,ulk-1),p, t .. t,) =£(k-1)

17

Donde wik?, es &l vector de
dimensional: wuwi{k}! es un
dimensional; p es un
constante m-dimensional vy
tiempo al k-ésimo
muestreo T,, es el
contiguos de muestreo; T, =

vector
t. .
instante, ei

ey - L.

Por notacion consideraremos o t.
ejemplo. x(t. )= w(k},

ComMmg k.,

Una: aprorimacién para ias
sistemas discretos es similar a

sensitividagd v funciones sensitividag de-
sistemas continuos. £n este método al—

requerimos aue el sistems sea ll.neal
el vector sensitividad como:

by B 20
1

Definimos

ax, (k)
9,

]f

£euyg

(83
En este C850, la matriz sensitividad y los
coeficientes de sensitividad: san las
SigQuientes:
ax
i v, oo, v ’;v,,(.k)--%l
1
[

TEndrEMOE un vector 58”51l1VLSéD RDara
de ioas m parametros del vector p,
caso ae sistemas lineaies
constituido por elementne de

plants Ao o de s metriz de

Cada ung

Que para el
puede estar
ia matriz ge la
controi Bp.
Usando los vectores sensitividad,

obteremos 1o
aprovimacian de primer

arden dei cembioc en

Xiki., gn la misma forma que para e! casc
continuec,
-
Ax (k) -; vy(k) Ap,
=1
i1
Para formuiar la 2CUACIGHN e difererncias de

sensitivigaa, tomancs 1. Z@rivacs parcicel de ja

188

independimnmtes

....".m' v las condiciones -
¥3 que el cambio de
los parametros no afec"a al estago iniciai ae?

‘de’ un sistema

estado n-
vector de contrecl r-

pDaramétrico
representa el
intervalao de
tiempo entre dos instantes

oor

sensitividad de
ios vectores

Gouatidn {Z; A P ELUE TS & P, ot mnal i
ax (k) -l Of{k-1) 1 roxik-1)  3f({k-1) |
op; ax (k-1} 8p, op;

[FR S}

oS !érﬁnnns invoi Fa26s GoNn la ley de ©
no aparecen en la fcuacion anterior, pues
Casumimos para este desarrollo aue el conte
deoende’ de los campigs en  los Darame
Combinando- ias ecyaciones {8 ¥ {1
obtenemos 13 ecuacion Oe diferencias par
vectores sensitivided de¥ sistems discr :

BL(k-1) 4 r Af{k-1)

vilk)=[ 1 Tv (k-1) « 22202200

S ax(k-1)~ 4 dp,

(121;

%!

Donde w.tQ0!} = 0. asumiendo que el
inicial -es el mismo tanto para e}’

original comu para g1 perturbado. Las fu
.sensitividad son determinadas a partir .
ecuacion {(12), sebiendo ademas gue:

X U =£, (0 (k-1) , ulh-1) , D, by, ) = £y -

Resul tando:
of,(k-1) £, (k-1) ;
Vu(k}-::—‘t—_a'(k_n ”‘t-l,‘-—%r,

(13)

Donde i=1,2,..,m; J=1,2.....05 ¥y ves(0)

SENSITIVIDAD EN EL INTERVALO DE MUESTR

SISTEMAS DISCRETOS.

El comportamiento de los sistemas giscre
muy sensitivo ante cambios.en el perioda
muestrec., Se ocuede usar la sensitividad
intervalo de muestreo opara seleccionar;
intervalo de muestrea universal Q.
‘seleccionar los intervajlos de M
;nd;vldualmente,emtas dos aplicaciongs ilus
dos funciones seasitividad distintas
para el intervalo de muestreo,

SENSITIVIDAD GLOBAL EMN EL .

9
INTERVALGH
MUESTREG, :

Si un siswema tiene un intervaio a& muestreo
fLJo, ocodemas definmir [a funcion sensitividad
globai en el ‘intervalo ae muestrea como:

alim XIK(TCATI ] -2 [XTT _ ax(k)
Welk) =1im AT e

114
La cual es wuna expresion gue nos  permite
distimguir cambSios en el estado al Ligsimp
instante de muestrea i todo intervalo de
muestreo cambis en AT,
Una ecuacion discreta e . sensitividad para
Wriky, Duede @scribirse. €i tomamos la primera

derivaca

barcial  de ia ecuvacian {7) con

reéspecto a V. 51 fpe son tensiderades as

vadrisciones ce los Caramelvros. termemass -
dw{k) If(k-1) dx(k-1) » 9L(k-1) Julk-1) Bﬂm}

T Eu-—:u ar auuc-n ar

R

con las etusciones

. tblenemas ja
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ion general de ia sensitividad giobal.
-

[ 2EU1) g (xog) o1 SEUD) ) Butked) | By

dx(k-1) du (k-1)
(16)
tos 4 ias condiciones iniciales We i) = 0.

#l sistema es lineal, entonces podemos
ibir ®esta ecuacidn de sensitividad como:

aa,(k-1)
B2

Np(K) =By (k-1) Wy (k-1} + x(k-1)

1y Bulk-1)
Butka)

.ﬁ’%'-l—’u(k-n +B k-

(17}

ITIVIDAD LOCAL EN €L INTERVALO DE MUESTRED

i intervalo -de muestreoc no se  mantiene
tante, se requiere una funcion sensitividad
1 para determinar el efecto de cambio en ‘el
im0 periodo de muestreo Sobre el estado al
te de muestreo (k+1). Podemos determinar
- funcion sensitividad local en el intervalo
trec como:

xie,+At) _ ax(ty
At at,

wik)=1lim
Aceo

€18)

derivar una ecuacitn de sensitividad local
‘@l intervalo de muestreo, es hecesario
ibir la ecuacidén del sistema en la forma:

xtk) =£a(k-1) , ulk=-1) , tpy, £y)

terminemos Wik) diferenciando la ecuacion

terior con respecto a t..
fxtk-1) , Ttk-1), £, £,
3¢,

w(k) =

(i

. el sistema en consideracion es lineal, esta
wacion resulta:s .

r(x)-a_‘”_‘%ﬂﬂ’—x(x-n +—1——a"" bane B0 1)
t'_ tk» .

(20)

nde los teérminos relacionados a las derivadas
weiales del estado x, ¥y el control u, en el
tervalo (t,—,,tx) respecto a t. son cero,
wsto que x(k-1) y uik-1) no pueden variar en
| instante t., ya que ellos ya han ocurrido.

.~ SENSITIVIDAD EN SISTEMAS DE CONTROL
aPTIMND ‘

n esta_seccitn presentaremos una discusion de
psensitividad er el indice de compor tamiento,
br veriaciones en los parametrds de la planta
.de) criterio de comportamientos retiriendonos
wclusivamente al caso particular del regulador
ineal cuadratico discreto.

discretpo

bnsideremos i nistema

iineal
spresentado por:
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- que el

xlke1) =Ax (k) +Bulk) »£(k) ; x(0} =X,
{21
Donde h=0.,1,....7+3 ¥ nnonde Ap y Bo pueden ser

funciones de L La funcion indice de
comportamiento 3 Ser minimizada es3

kel
1 1
Jk) =2 bx{ky) Fs+?z; (e (k) Povlui) PR].

Tk a2 bx (k) P5ve (K)

(22}
Donde las matrices de ponderacion GQ vy R. pueden
ser funciomes del periodo ki entonces formamnos

el Hamiltoniano, el gque resulta:

) =2 U ) POvIu () PRI +27(ke1) LApx (6) +Byu (4]

(23)
¥, donde: .
2 0 - HL)
(24)
Derivando la ecuacién (23) con respecto al
vector de estado, tenemos:
A (K) wQo (k) +A,TA (k1)

23]

Vemos que ests ecuatidbn no ouede Ser resuella
a menos gue exista la matriz inversa de Ao
pero comc esta es la_matriz de .transicién de
estado, tendremas siempre su inverssa; ¥ puesto
estado final es inespecificado, la
condician de borde es la siguiente:

A (k) =Sx (k)
{261}

La otra condicion de borde para obtener 1a ley
de control dptima estd dada por:

arik) _o.
¥ 1758 0=Ru (k) +B,TA (k+1)

Entonces:
u (k) ==R-1B,7A (k+1)
v £7)
Ahora, debemos resolver las ecuaciones de

diferencias resultsntes, las que nos dardn el
control dptimo en lazo abierto.

xUke1)k=Agx (k) -BRB,TA (Ke1) 1 xUkKy) =X

A (K) =0 {k) +A A (Joed) ;A (k) =Sxiky,)
(28)

UYra swolucion, para esas ecuaciones es de la
forma:

A (J) =P ) (k) -%’% ~Tt) =3 () PP LK)

(29)

Sustituyerdo esta solucion en las dos
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oplk) 1 Y ti)

%’L 2-"“‘"’7,
avik) _ -1 '
Teti) ~ PR X (k) § V() =2 (k) P(K)

: %--3%; LU x(i) ] -i%{{x)

aultima eipreslén se cumple. debido & gue los
ardmetros no son elementos del wvectorn de

stado. For las ecuaciones anteriores. podemos
peribir: ’ T

} . .

i av, r af a®

: (=1 =x Tk} P x{k)

; &' 3B, A

oo ]l término anterior es escalar, se tiene:

. x™k) Pg;x(k) ax T (i) %’ Px(k)
4

.1

) que L& matriz F, es sametrica. Por lo tanto,
Hamiltoniano resulta:

] B (k)= {%2‘;11))1 TR (k) x (k) +
Jio 2N oo 2R L L) by
(413}
Y
FUK) =Ap (k) ~B, (k) K (k)
(4z2)

iendo una solucidn, para la componente de
sensitividad Wt del tipo:

W (K) =2 () PT (X0
(4%}
do F, una matriz cuadrada siméfri;a

definida positiva de orden nxn, v si
nimos: o
217 S
v = B oy iy op () (B

(443

*mos el Hamzltunxano~

F- (k) =y T(k+1) k) x(l’) +

F X) k)  aPFTIK)
3 bx(x) P t%‘—wm _EL'—HBT'P“’ I

(45}

la ecuacidn de
pares el
tenemos:

Hamalton—
incice ae

. analogia ton
obi~Bellman
ttamiento,

Yin=- ((:)) aFT(k)y (k+1) +0x{k)

,vol. 14, 1993

A
¢

[=
e

=
&
1]

calculariamos

(86 .

0/ tk) = 3. 2ty L) S 2k

1 sustiture La ecua;aan (447 en la gouacidn

ternemos s

I‘,(k)x(k)-!"(k)r (k+1)x(k'1)'9 {k) x (k)

resmplarames 1a& ecuacidn (32) en la
para obtenes la solution:

;ﬁmlmPﬁLE.
tuacidn anterior

L (k) =FTKT (ke1) F{Kk) +Q¥ (k) 3T (k) =0
$148)

sta pcuscidn debe ser resuelta hacia atrés en
i tiempo. desde el instante final (ke) hasta
i instante - inicial (k=) , ~posteriormerte
la sensitividad de: indice de

comportamiento utilizands la ecuacidn (433,

3

A

«—ALGORITMOS

lgoritmo para la sensitividad en sistemas

discretos.

B,

Ingreso de datosi

Orden del sistema (n), dimension del vector
de control (r), dimension del wvector de
parametros (m).

vy el control (B

Matrices de la planta (A)

Farametros, gque puedenl;er elementns{de‘ﬁ ¥/ o

Estado inicial

Tipo de senal de ehtradu -para-el vector de
referencia

Numerc maximo de iteraciones

Fara el sistema .en iaro cerrado se requjere
también el maximo sobreimpulso y e! tiempo de

e

Fars

o

stablecimiento.
Seleccidn del periodo oe discretizacion.

Calcuio del vector de realzmentacian !K), con
el algoritmo de Ackerman.

Digeretizacidn del sistema.
CAdiculo/de la matriz sensiiividad.

sernsitividad se debe tomar en

'EJ%-O;II,DI(Z) wy

Hallar - ia
uenta cgue:

HJapikl’ =&, Y.P; {2) -j"%f'xa(k.l’ 1 9=p, (3)

1,p, (1) =b, ¥, p,(2) = F~

L .”‘".1’ u, (k-1) 3 m=p,(3)

Impresion de resulitacns

191



Algoritmo para el regulador lineal cuadratico
discreto.

— lrngreso ge dactos.

- Orden del sistema nj. dimension del vector
~de control (r.

Matricesd de ia piants (A}, dGe! contral (E).
dei criteric de poRderacion Q) « (R) v Iix
matriz de Riccati ai tiempo final- (P,

Estado anicial

Farametro o.,2, Que debe ser eslemento de a.,
Q@ o R: v el nuevo valcor del eiemento e
Tingresd como parametro.

- Calculo de las variavcles de interes del
regulador lineal cuadratico discreto.

- Calculo de las variables de interés dei
regulador lineal cuadratico discreto
parturbado.

.
En este punto se debe tomar sn cusnta aLiet

Si pPa; No es elemento de las matrices de
ponderacidn, entonces:

(224K —os(F=1...,ns1-1,..,m)
1

Si pss es elemento de G%, erntonces:
[ %(k’ 1 1{-’1-?{(3)'157;p1‘2)'j
£ 4 2 D'c"omu.lo

Si 'pe, &3 elemento de R™, por siemplo =i e BS
Fom: entonces:

(24K ) 4= Kpsk,,

1

Ademas, si p. no es elemento de A™ ni de B~ .
entonces: ) ) .

[‘g) ’I-Oi (F=1,.., SOy lml, . .. 3)
‘l -
81 pa.s, 85 elemento de la matrirz A, se tiene:
[ afék! ) ]-T»a Si.p_f(i‘)-.:r'-r.l’;ﬂ) =]
1 4 .°'cu’°annwdc
Si1 pa., e5 elementc de BY, por ciemploc si e

baws entonces:

(2K | Ky 81, 0mF
e !

(F=1,...n:1=1,..,n)
1 CBEO purpario

~ Impresidn de resultados.

Eiemplos de aplicacidn. FArclicemos =] sishema

descritc por:
[o 4.1666 'E}_'
] -6

Saling Eo k] L

Sl i

Ademas inore
all, vector

unitara, GO LY mar
glabal, )
Glscret; s

obteremos ios

o>

1,5y
e2, 20—
bt = 28,300
huios = -06.27

Fara £€l! caso

divereto,

x (k) o

ol icn

Se oS asra
=11. gue =1 ~uvevo
TUiER e ] mOmesr o
sbhtienen loas

Tamal:

=

del
cunsideremos 2]l siguiente sist

.995  0.0904 . [5. 0046 »
0.09048 o.s:.&sj'“"“'ﬁ.oso (-

Corn las siguviemtes matrices de ponderacidy

1 0 [« 3]
S ———

LR

iteraciores es 45, Entonced
FlEil@saraEs redsul tados,

reculador inmeal cuadri

2l parametrs es el el
valor dei pardmetrs s

R D 5Nt x

e
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z -0.368 Ao

= B4
: LOI4

&Ivariables del sistema perturbado son:

T BT x|

=4 i“.‘____'/_“____,_.:__.—»—w"- x

ARARR 3

| 14 S

= 5.0

: -0.988

I

— GRSy |

o) —

= 5.8

= bLony
RRAAAAARAReR .
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CONCLUS TONES

Es -HECQSGFLbr seleccionar adecuadamente el
S e X i

periocdo de -muestrec de wun sistemsa discreto,

pues oe éste depend€ le respuesta del sistema.

Sy el aistema es estable. tanto los eiementos
del vector_ de estadao como los de ie matri:z
sensitividad tiendern a valores finilos en
estadt estable.'mientraﬁ gque elementns Cde lus
vectaores sensitividad global ¥ local tienden a
cero.

.4 respuesta transitoria de los elementos de ia
matriz sensitividad es algo mas*lenta que la de
los elementos del vector de estado,por esta
razon se debe‘iﬁcremen;ar leos lteraciones para
abarcar todo el rango deseado.

El médulo de ‘a sénsitividad glubal es mavor
que el de la local,'v ademnds la sensitividac
globa: reguliere mayor tiempo para
estabilizarse.

ta respuesta de la sensitividad locsl s
caracteriza  opar tener wvna fuerte wvariacid
inicial perc es de poca duracion.

Con respecto al reguiador lineal! cuagratico
discreto, se puede decir gQue: -

E1l vectdr de estado cambia bruscaments Al
variar . en penuedas cantidades los pardarmetros ce
la planta o del rcaontrol, la variacidn es menor
snte ctambio de las matrices de ponderacion,
Puede ser que sienoo un sistema ecstable. cor
variaciones no tan qrandes de :(cs carsametros.
21 sistema se vueiva inestable.

Il irdice de comportamiento dptimo. tanto para
el sistema original caomc | Care (=] SIS TEMA
gerturbago, présenta una respuesta parecida en
el tiempo cnanedn ia variadcion de los cardametros
eg mirtima.

La sensitividac agel indice de *urcirunamiento.
incrementa considerablemante CLATEO ios
pardmetros del sisiema cambian er Cantilades
alyo apreviabies.

ca matriz snluciéEn Jde la ecuac
mantierne urt valor constanrts par
de vaiores (1) tienhoc
establel. wunicaments hay Gr
instarntes cercangs al tiemoo
aebe cumpiler la corc

sistemna es =41,
e Los e o
< cuande Pi-+is o=
3 la Bouaniftn
[=TeR B S
matlrll
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‘a matrix P, esto es i09icn, pu@s amdan 500
soiuciones of [a ecuar.tn de Piceatl, 0!
igs coe ucientes de tales  ecuacion

ligeramente diferentes.
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