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RESUMEN

Se estudia el fundamento tedrico y se desarrolia el
software que permite realizar el control de
sistemas no deterministicos utilizando el algoritmo
de minima varianza generalizado. El software
desarrollado permite controlar sistemas afectados
por perturbaciones aleatorias a nivel de
simulacion, como de tiempo real. En tiempo real,
se controlan prototipos circuitales de plantas a las
cuales se les agrega ruido correlacionado
generado desde el computador.

ABSTRACT

Theorical foundations are studied and software are
developed to control non deterministic systems
using generalized minimal control variance
algorithm. The developed software allows to
control systems with random perturbances at
simulation level and circuit prototypes of plants at
real time.

1. INTRODUCCION

En la practica, muchos de los sistemas industriales
son no deterministicos, es decir, sistemas que son
afectados por ruido en la planta, presencia de
perturbaciones aleatorias e incertidumbre en las
mediciones.

Al incluir variables aleatorias, el control
deterministico no permite el manejo de este tipo de
sistemas. Es por esta razon que se utiliza el contro/
estocéstico. En sistemas estocasticos se toma en
cuenta las perturbaciones y ruido en la planta, y la
dinamica de las mediciones. En este caso no se
puede realizar el mismo analisis matematico que
para sistemas deterministicos, ya que ahora se
deben utilizar métodos estadisticos en el diseiio
del control.
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Dentro del control estocastico se considera el
control de minima varianza, en el cual se hace un
tratamiento estadistico del sistema con el fin de
que los valores obtenidos a la salida tengan la
minima varianza posible respecto a un valor
esperado en la misma. Esto se debe al hecho de
que en el control deterministico se tiene que la
salida es un valor fijo, en cambio en el control
estocastico la salida del sistema es un conjunto de
valores agrupados en tomo a un valor esperado de

“salida. Lo que se busca entonces es minimizar la

desviacion de los posibles valores de salida
alrededor del valor esperado; esto implica
minimizar la distribucién de los posibles valores de
la salida como se muestra en la figura 1.

1) [{3))

Bl Y il y

(a) )
E{y} = Valor esperada de la salida y.

Figura 1.. Curvas de distribucién de los posibles valores de
la salida y. (a) Sin control de minima varianza. (b) Con
control de minima varianza.

El problema del control estocastico en este caso se
refiere a un problema de minima varianza de la
salida.

Como se controla un proceso estocastico, no se
conoce la variable de salida, por lo que es
fundamental realizar la prediccion de la misma, de
alli que el control de minima varianza vaya
intimamente ligado al problema de prediccién. El
mejor predictor es aquel que minimiza la varianza
del error de prediccion. Se consideran procesos
estocasticos, estacionarios, gaussianos, con
densidad de espectro racional y de tiempo
discreto.
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En la actualidad se estan implementando técnicas
modernas de control para sistemas industriales con
complejos y sofisticados esquemas, por io que
bien vale la pena profundizar en el desarrollo
practico del control estocastico.

Se desarroll6 un paquete computacional
implementado en Visual Basic, el mismo que
permite realizar el control de sistemas no
deterministicos utilizando un algoritmo
generalizado de minima varianza.

El control se lo hace a nivel de simulacion y de
tiempo real. Para el caso de tiempo real el control
se lo realiza sobre prototipos circuitales que
simulan el comportamiento de plantas.

2. ALGORITMO DE PREDICCION Y DE MiNIMA
VARIANZA

2.1 Prediccidn

Un predictor admisible para v (t + k) (donde t es Ia
variable tiempo en el dominio discreto y k es un
namero entero mayor o igual a cero) es cualquier
funcién de todas las observaciones pasadas. Por lo
tanto para predecir v (t + k) se pueden usar todas
las observaciones v (t), v (t- 1), v (t- 2), . . .

El proceso estocastico se lo define por medio de
ecuaciones de diferencias.

Para determinar el predictor de “k” pasos hacia
adelante se definira el sistema de ila manera que
se muestra en la figura 2.

re)—y H vy

Figura 2 Diagrama de bloques del proceso estocéstico a
predecir.

De acuerdo al teorema de factorizacion espectral
de los procesos de tiempo discreto, se puede
representar a la funcién de transferencia “H4” como
el cuociente entre dos polinomios “4” y “C” tales
que :

H(z) = @ )

A(z)

Los coeficientes de A y de C se los define de la
siguiente manera :

A@=1+a,z" +a,z?+ .. +a,z" @)
C@=1+ciz'+c2%+ .. +c, 2" o)
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Expresando las ecuaciones anteriores utilizando la
Transformada Z, el proceso estocastico puede ser
representado como :

AV (@) = *.C z").e(2) @

donde A es un escalar cualquiera. En este caso
Se considera un proceso normal de ruido “e” (1, 0).
El valor [1.e(t)] modifica la desviacion de e () al
valor A y produce una varianza A2

Para determinar al mejor predictor se construye
una funcion W1 +k/£) dev @), v (t-1), v-2),
..., talque el:

Ev(t+K-5(t+k/c)F = Valor esperado del
error de prediccion,
©
sea lo mas pequeiio posible. Donde Wt +k /1) es
el valor estimado de la salida “k” pasos adelante,
en base de v (t), v (t - 1), vi-2),...,quees
justamente el predictor.

Para encontrar una expresion para el predictor se
considera que al tiempo t las salidas v (), v (t - 1),
v(t-2),... han sido observadas y se desea
predecir v (t + k). Utilizando el criterio de la
ecuaciéon 5 se obtiene :

®)

Wz+k)=A4- C(Z_l) -e(z+ k)
A(z'l )

El término a la derecha de la ecuacién 6 es una
combinacion lineal dee (t+k), e (t +k -1), ... , e (t
+1),e(), e (t-1),...Las variables aleatorias e
®, e (t - 1), ... pueden calcularse de los datos
observados. Las variables aleatorias e g+1),.., e
(t + k) son independientes de las observaciones.

Asi, el miembro derecho consiste de términos
que pueden ser calculados directamente de las
observaciones, y de téminos que son
independientes de las observaciones. Para separar
estos grupos de términos se definen los polinomios
“F’y “G”tales que :

[N

G NI RN o I )
i I(_‘) eoz+k)=A-|F(z )e(z k)+z A(z") ez +k)

siendo F y G de orden k - 1y n - 1
respectivamente, asi :

F@)=1+fz2"+ . +f. 2" ®)

G@=go+ g1z +...+gnz™" ©
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La ecuacion 8 puede reescribirse como :

(10

A-F(z")~e(z+k)+ﬂ-%:—;‘e(z)

Para obtener el predictor se debe determinar los
coeficientes de los polinomios F (z) y G(z). Los
mismos que se obtienen resolviendo la siguiente
ecuacion :

v(z+k)=

ci')=AE )F@E')+2*G (") 1

Si Ay C son dos polinomios arbitrarios en z’
existen dos dnicos polinomios F y G los Cuales
satisfacen la ecuacion 11.

2.2 Minima varianza

El sistema a ser controlado se muestra en la figura
3. Donde A, B y C son polinomios de la siguiente
forma :

A@=1+a;z'+. .. +a3,Z" (12)
B@ =by+biz'+.. +b,z" (13)
C@=1+cz'+.. +c 2" (14)
e \ 4
C/A
u
B/A y

Figura 3. Diagrama de bloques del sistema BIA y del proceso
estocastico que lo afecta C/A.

En donde, v(t) corresponde al proceso estocastico
analizado en el numeral anterior, y B/A el proceso
a ser controlado que es un sistema muestreado,
lineal, dinamico e invariante en el tiempo de orden
n-ésimo con una entrada u y una salida y.
Utilizando el Teorema de superposicion 'y
utilizando la ecuacion 6 se puede describir al
sistema de la figura 3 de la siguiente manera :

y(z+k)=%((j—_l%u(z)+/l-gi(z—"%e(z+k) (15

El Glitimo término de la ecuacion 15 puede ser
escrito utilizando la ecuacion 10 de la siguiente
manera :
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At kY= A-Flg ) eft 1 k) ((7 % ue)s 4 2 ; «t)
(16)

Trabajando con la ecuacién 16 y con la ecuacion
11 se obtiene la ecuacion siguiente :

y(t+k)=/1,-F(q e(t+k -—_jy(t)+B( )F(q ) t (7

Ahora siendo u (t) una funcién arbitraria de y (), ¥
t-1),...y u-1,u(-2), ... Entonces:

e+ k)| =E[2-Flg* e(t+k)] (18)
) A
“[?(?5"") )

Los términos cruzados se anulan debido a que e(t

+1),e(+1),..e( +k) sonindependientes dey
®,yt-1),.. ydeug-1Hut-2), .. Por lo
tanto :

E{,v2(1+k)}2,12-[1+fl2+f22+---+f, .2] (19)

donde la igualdad se obtiene para

B ") Fa ") 1)+ Ga ') H)=0 (20)

ecuacién que permite calcular la ley de control
deseada. Entonces :

wt)=- - '( J,,,_“,) (21)

#q ') Ha’)

El error de regulacion dei sistema optimo es de
media variable y orden k, de la figura 3, conu=10:

Ht)=A-Flq ') (1) 22)
)= 4- [e(t) +fie(t =N+t fo et —k+ 1)]

3. CONTROL DE MINIMA VARIANZA

GENERALIZADO

En el algoritmo basico desarrollado en el numeral
anterior, la variable manipulada u (t) no fue
ponderada de manera que, en muchos casos se
tendran cambios excesivos en la entrada. Para
evitar esta situacion se introduce un término r que
tiene como mision el ponderar las variaciones de
la variable de entrada u (t). Debido a esto el
criterio a minimizar cambia, de la siguiente manera

E[y2 (r +k)+m’(1)] (23
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Como resultado de la introduccion del término
adicional “r" en la entrada, la varianza de la
variable controlada ya no es la minima posible, en
su lugar es la varianza de la combinacion obtenida
la que es minimizada, en cuyo caso se llega a un
controlador de minima varianza generalizado.

3.1 Para procesos sin tiempo muerto

El proceso a ser controlado estad descrito por la
funcion de transferencia Gp(z) :

_bytbz e “+b, .27 (24)
l+a -z '+ ta,-z7"

donde e () es una secuencia de variables
aleatorias independientes normalmente
distribuidas (0, 1).

El problema ahora es disefiar un controlador el
cual minimice el criterio

E{(r+1) + (1)} (26)

El controlador debe generar una sefial u () tal que,
los errores introducidos por el proceso de ruido v(t)
sean minimizados de acuerdo a la ecuacion 26.

Para este caso se asume que la sefal de
referencia
w(t) = 0, es decir, e/(t) = -y(t).

De la figura 4 se encuentra la ecuacion de
diferencias que describe al sistema

Az) Dz)-2-Hz) = Bz) Dz) - z-U2) 27
+2- Az)- () 2+ E(2)

Trabajando con la ecuacién 27 y con el criterio de
la ecuacion 26, se obtienen los resultados que se
muestran en la tabla 1.

Cuando r tiende a cero, es decir, para Gruv2 ¥
Grmva, s€ tiene que Y (2) tiende a L.E (2); es decir,
la variable controlada se vuelve estadl’sticamente
mde!)endlente (ruido bianco), con varianza o? y =
20% .

JIEE, Vol.17, 1997

€y

Qr

Controlador

Figura 4 . Control de procesos sin tiempo muerto con
controladores de minima varianza .

La mas pequeia ponderacion r de la entrada del
proceso, da la varianza mas pequefia de la
variable controlada y(t); y, la variable controlada
y(t) converge a la sefal de ruido blanco A.e (t). La
minima varianza la cual puede ser obtenida por un
controlador de minima varianza es por lo tanto ;

minvar[y () ]=2* 28)

3.2 Para procesos con tiempo muerto

El proceso a ser controlado puede ser descrito por
la funcién de transferencia con tiempo muerto

Gol2) :
Ao Y@ _B@)
Gre)= Uz) Az ) (29)

-n
_ bz +tb, -z g
l+a,-z7"'++a, -z

Como la entrada u (t) para procesos con tiempo
muerto “d” puede influenciar la variable controlada
y (t +d+1) el criterio de minimizacion para este
caso es el siguiente (k = d+1) :

Lf{yz(t+d+l)+r-u’(t)} (30)
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Controlador Casos Gr Peligro de Inestabilidad
inestabilidad para para
GRMV" Z-A-[C—D] A-=o C-=0
2 B-D+d-C
b
Grmv2 r=0 z-A-[C—D] A= Cc=
z-B-D B = B =
Gruvs A=D ele-dl C=0
z-B+ Z. C -
b
GRMV4 A=D z-[CwA] B =0 C =
r=0 z-B B =0

Tabla 1. Caracteristicas de estabilidad de los controladores de minima varianza
(A" = 0 significa que los ceros de A estan sobre o fuera del circulo unitario) .

Figura 5. Control de procesos con tiempo muerto con
controladores de minima varianza.

De la figura 5 se encuentra la ecuaciéon de que
describe el sistema :

zdﬂ‘Y(Z):E*(Z—)-Z-U(z)+1.§.(_z).AZJ*I,E(Z) (31)

(2 B9

Trabajando con la ecuacién 31, 11 y con el criterio
de la ecuacién 30, se obtienen los resultados que
se muestran en la tabla 2.
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Para r = 0, es decir, para los controladores Grmvzd
y Grumvag S€ tiene :

D (32)

Y (z) es por lo tanto un proceso de media movil.
y(t)=[e(t)+f,-e(t—l)+---+j}.e(t—d)]-/1 (33
y la minima varianza dey (t) es
va ()] = E{p*(0)} = [1+ f,’+--+jj,‘]- r o G4
De la anterior ecuaciéon se puede concluir que; a
mayor tiempo muerto, mayor es la varianza de la

variable controlada.

3.3 Controlador de minima varianza sin offset

Para evitar offsets de la variable controlada ya sea
para perturbaciones externas constantes o para
cambios constantes en el valor de la seial de
referencia, el controlador debe satisfacer la
siguiente condicion :

limGg (z) =0 (35)

z—1

JIEE, Vol.17, 1997
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Controlador Casos Gr Peligro de | Inestabil
inestabilidad idad
para para
Grmv1d . 4G . A=0 c=0
B-D-F+L.a.C
bl
Grmvzd r=0 T A= c=0
z-B-D-F B =0 B =0
Grmvad A=D G c=0
zB-F+Ll.C

X -

r=0 z-B-F B =0

Tabla 2. Caracteristicas de estabilidad de los controladores de minima varianza con tiempo muerto
(A" = 0 significa que los ceros de A estan sobre o fuera del circulo unitario) .

Como este no es el caso de los controladores de
minima varianza que se obtuvieron en las dos
secciones anteriores, es decir, para procesos de
accion proporcional, es conveniente modificar los
controladores.

Existen varios métodos para realizar estas
modificaciones, sin embargo se escoge el método
de minimizacién del error de control, ya que es el
que mas se ajusta a los requerimientos del
desarrollo que se ha venido haciendo de los
controladores de minima varianza.

Los controladores de minima varianza de los
numerales anteriores se obtuvieron de la asuncién
de que la variable de referencia w (t) = 0, y por lo
tanto y ) = e (). Ahora el criterio de
minimizacién se modifica de manera que se toma
en cuenta a la variable de referencia w (t) de la
siguiente manera :

{[) t+d+1

w0 +r-[u)-n.(Of} @

De tal forma que la varianza alrededor del punto
de operacion [w (t); u, (1] diferente de cero es
minimizada. En la ecuacion 36 se tiene que :

R "8 ()=o) @

El valor de u (t) para y (t) = w (t), se presenta para
el caso de offset cero. Partiendo de los resultados
obtenidos en ios numerales anteriores se llega al

JIEE, Vol.17, 1997

controlador de minima varianza modificado, en el
cual la variable de control u (t) es :

)
2B T1a)-F)+

4242 -[1+i ij M)
;;:-A(Z)-((z) b K,

(38)

‘Nz +

Uz)=- .-
A

+ -

2 B39 F2 +

4. PROGRAMA PARA EL CONTROL DE MiNIMA
VARIANZA

El programa Control de Minima Varianza fue
escrito en lenguaje Visual Basic 3.0, por lo que el
ambiente de trabajo es de Windows; es decir, en
base a pantallas y cajas de dialogo.

Los requerimientos de hardware y software para
este programa son :

¢ Cualquier computadora compatibie con
IBM con un procesador 80286 o
superior.

e Un monitor EGA, VGA, 8514, Hercules,

0 compatible.

Un megabyte de memoria RAM.

Un mouse.

Microsoft MS - DOS 3.1 o superior.

Windows 3.0 o versiones superiores.
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4.1 Programa principal

El programa para el control de minima varianza
esta estructurado de la siguiente manera :

MODULO PRINCIPAL

RUTINAS DE
TIEMPO REAL

RUTINAS DE
SIMULACION

FINAL

Figura 8 Esquema generalizado de la estructura del
programa.

4.2 Rutinas para la simulacion y tiempo real

En los modos de simulacion y tiempo real el
programa estd estructurado de una pantalia
principal desde la cual se llaman a otras pantallas
auxiliares que sirven para cargar datos, para el
ingreso de datos nuevos, para guardar datos, para
visualizar resultados y para invocar herramientas

auxiliares.

Moduto
e "r——’ Principal

=

‘Herramientas

¢ Calculas
<1 Resultador Sulis

Figura 7 . Esquema de la estructura de funcionamiento de
los modos de simulacién y tiempo real.

4.3 Libreria para utilizacion de la DAS - 128

La libreria para la adquisicién de datos permite
acceder a cualquier entrada o salida analdgica de
la tarjeta DAS - 128. Esta libreria es una DLL; es
decir, una Data Link Library. Es utilizada para
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medir los valores de la salida de la planta y para
enviar los valores de las sefales de control y del
proceso de ruido.

5. RESULTADOS
5.1 Resultados de simulacién

Para comprobar el funcionamiento del programa
Control de Minima Varianza, se ha seleccionado un
ejemplo muy representativo con el fin de mostrar
la utilizacion de este paquete computacional. El
ejemplo se ha analizado para un periodo de
muestreo de 0.5 segundos.

Sea la planta con funcion de transferencia :

z'+05-277 B z+05
1-17-27'+07-27% (2-1)-(2-0.7)
(39)

Gp(z) =

Con la respuesta en el tiempo mostrada en la
figura 8 (sin considerar el proceso de ruido).

300 — - -

PEVrEQ

e ie £ e 49 e

Figura 8. Respuesta en el tiempo en lazo abierto de la planta
del ejemplo. )

Y el proceso de ruido con la funcion de
transferencia :

141527 +09-272
1-17-2"'+07-27 (40)
(z +075+ j0.58)- (z +075- ]'0.58)

- (z-1)-(2-07)

Gr(z) =

La figura @ muestra el ruido blanco de entrada y la
figura 10 la salida del proceso de ruido.

HEE, Vol.17, 1997



YHPEZ, RURBANO

10.000

Figura 9. Ruido blanco de entrada al proceso de ruido del
ejemplo .

50.960

© s00

26 900

Figura 10. Salida del proceso de ruido del ejemplio .

Para este sistema se realizd la prueba de
seguimiento para retardo d =2, con el factor de
ponderacion igual a cero y la varianza del ruido
igual a 1.5. Los resultados de este ejemplo se
encuentran impresos en las siguientes figuras.

50 080

-50 080

40
Sabda sin CN Y 1230.2652

Figura 11. Salida sin CMV, para d=2.

19.000
_4..,&{\,_& A -
AR ‘C"\Fm ’ Vﬁwﬁ
S Ay a\r‘;"‘*;"?”"”"‘f‘w./
Vol
o Salids con CA V. 1

Figura 12. Salida con CMV, para d=2.
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6. CONCLUSIONES

El controlador de minima varianza obtenido no
solo mejora la varianza de la salida, sino que
también mejora la respuesta en el tiempo de la
planta, como se puede observar en los resultados.

Se mejora el tiempo de establecimiento, el mismo
que depende del retardo de la planta. Para
sistemas controlados con tiempo muerto, se puede
observar que el tiempo de establecimiento es
aproximadamente igual al retardo d por el periodo
de muestreo, siendo mas rapida la respuesta que
para la planta sin control. Cuando se trabaja en
tiempo real, la respuesta transitoria de la salida
controlada es mas lenta que para simulacion,
aunque mejor al caso de la salida sin control en
tiempo real.

El error en estado estable es eliminado con la
utilizacion del algoritmo del numeral 3.3.

La varianza minima de la salida aumenta con el
retardo de la planta. A mayor retardo, mayor sera
la varianza de la salida. La varianza aumenta al
incrementarse el retardo debido a que, para
sistemas con tiempo muerto se debe predecir los
valores futuros de la salida del proceso de ruido
con el fin de calcular la sefial de control 6ptima. Al
aumentar el retardo se debe predecir un mayor
numero de pasos hacia adelante, teniéndose
resultados menos aceptables.

El control de minima varianza no elimina las
perturbaciones aleatorias, sino que las minimiza;
siendo la varianza minima posible la varianza del
ruido blanco de entrada al proceso de ruido (A3).
En el caso de tener ruido correlacionado, el
algoritmo de minima varianza permite reducir la
varianza de la salida al minimo del ruido blanco.

Para la implementacion practica, 1a modelacion
matematica del ruido blanco deberia hacerse con
los polinomios A y D iguales, ya que para este
caso no existen restricciones respecto a la
ubicacion de polos y ceros de la planta, por lo
tanto del tipo de sistema; y ademas el orden de los
polinomios numerador y denominador del
controlador son mas bajos que para el caso en que
los polinomios A y D sean diferentes, io cual hace
que las ecuaciones de diferencias para la
implementacion del control sean mas faciles de
manejar.

En tiempo real, la respuesta transitoria de las

plantas implementadas no es tan satisfactoria
como en simulacion. Debido a que en simulacién
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se calcula la salida de la planta a nivel de
software, en cambio en tiempo real es el prototipo
de la planta el que proporciona la salida.

En tiempo real, los valores de las seiales de salida
controlada y del control son limitados por el voltaje
de trabajo de la tarjeta DAS - 128 el cual es de
cero a diez voltios. Esto implica que al estar
limitada ia sefal de control no se obtenga la forma
de onda de control requerida por la planta para su
optimo funcionamiento, ocasionando una
respuesta transitoria mas lenta de la que se tiene
en simulacion.
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