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CONFERENCIA 1

SISTEMAS ELECTROMECANICOS

1.- Introduccion:

Se presenta la teoria de conversion de energia eléctrica a mecdnica (y viceversa ),
haciendo una exposicion rdpida de la teoria de la Mecdnica Clésica en su formulacién
Lagrangiana y Hamiltoniana, una visién resumida del electromagnetismo desde un
punto de vista energético, el estudio de la interaccion electromagnética y el andlisis de
sistemas electromecdnicos, en el que se formulan algunos ejemplos de interés.

Se presenta al fin, un modelo computacional para resolver un problema electromecédnico
particular, como ilustracién del procedimiento completo de andlisis y sintesis.

2.- MECANICA RACIONAL.

2.1.- Sea un sistema fisico cuya representacion estd dada por un punto en el espacio de
configuracién (ql, g2,..., qn).La evolucién del sistema estard descrita por una trayectoria
en tal espacio, sin embargo, si desconocemos cual es y s6lo sabemos dos
configuraciones dadas en dos instantes de tiempo distintos, para poder determinarla serd
necesario desarrollar toda una perspectiva tedrica.

Para ello sefialemos que el estado mecdnico de un sistema estd dado por el conjunto (qi,
qi, t). Postularemos la existencia de una funcién de estado por L = L(q qi, t) , tal que
cuyo conocimiento entrafa el de la evolucion dindmica del sistema.

Entre los dos puntos del espacio de configuracién que conocemos, pueden empalmarse
un nimero infinito de curvas, cada una representativa de una evolucién posible del
sistema. Pero tan sélo una de ellas sucede en la realidad. Asi que debemos construir un
principio que nos posibilite dicernirla de todas aquellas cuya existencia es tan sélo
especulativa. Para ello asignemos a cada curva un nimero definido por:

t2

S = [ L(q, g t)dt (1)
t

donde se sobreentiende que la integral es de linea. A S llamaremos accién del sistema.

Sea 5 la accién de la trayectoria real supuesta conocida y S + 8S la de otra
infinitesimalmente préxima; que sera virtual. Tal trayectoria virtual serd real si s6lo si
3S=0.(2)

Sea, en general S = (a, t3, ‘y) con a, , y, pardmetros independientes. La condicidn (2)
implica:



0= 08 6a + OS 8B + OS &y 3)
oo op oy

que serd cierto para todo (S, 5B, 8y)# (0,0,0) si

38 =0 S =0 8 =0 4
oo, op oy

que es un criterio de optimidad. De modo que S = O es el principio de objetividad de
la fisica, que nos permite discernir entre lo que es y lo que pensamos que es. Tal es una
super ley y se llama principio de minima accion.

Por el hecho de que (1) estd definido entre dos instantes de tiempo prefijados que
seflalan dos puntos que empalman en infinitas curvas continuas y uniformes, cada una
asignada a un S particular, la variacion 0 es independiente del tiempo y entrafia sélo
variaciones de las coordenadas y velocidades.

Asi pues, por lo anterior:

t2 112
8S =8/ L(q, qi,t)dt = [8L(q, qi.t)dt  (5)
tl t1
o lo que es lo mismo
t2
8§S = J((0L/oq)dq + (3LIdq)dq )dt  (6)
4

donde se ha utilizado el convenio de los indices repetidos de Einstein, para no escribir
sumatorias.

En fisica se trabaja con funciones analiticas, continuas y uniformes. Las velocidades
deben tener tal cualidad por lo tanto conmutaran los operadores 8 y d/dt

Scii=8E Zi

W ow

Calculemos

I= [ (0L/8g)dqdt

En vista a lo anterior

1= [(8L/dqg) ddq dt
dt

se integra por partes



t2 t2

1= (dL/6g)dq | - | d(ol/og)dq dt
t1 t; dt
asi que (6) se escribird
t2 1)
8S = (AL/Bqi)dq | + [((0L/og) - d(oL/ogi))dq dt
t1 t dt

Ahora 8S = 0; y dqi(ty) = dqi(t;) = 0 de modo que

t2
f((8L/oq) - d(0L/dqi))dq dt =0
t1 dt

como los 8qi son independientes deberan ser cero los coeficientes

b _ dd =0
0q; dt dq;

esta ecuacion se llama de Euler - Lagrange.
Para la mecdnica cldsica, en un campo conservatorio tenemos:

mx; =-9U
Oxi

Dado que T = Z (1/2)m, (xi )2 y U =U/(xj) son las energias cinética y potencial

T = mixj = pj

OXj
pj =dal = _@au
dt 6xj oxj
dado que por definicién (9T /0xj) =0y (0U/oxj)=0

llegamos a

2 (T-U) _ da(T-U) = 0
oxj dt oxj

comparando con (10), donde xj — qj concluimos

®

(C)

(10)

an

(12)



L=T-U (13)

es el lagrangiano de la mecénica clésica.
2.2.- Sistemas Interactuantes

Trataremos el caso mds general de dos sistemas interactuantes que operan a través de un
medio de interaccion.

Sea L el lagrangiano total del gran sistema, tal que
Lo = L1 + L2 + le (14)

siendo L, y L, los lagrangianos de los sistemas independientes y L, el de interaccion
que los liga. Si llamamos L; + L, = L, desde la ecuacién de Lagrange

e _ d o -0

0q; dt dqi
llegamos a
d _ d oL - _ dp + d dn
oq; dt dqi 0q; dt g

Si definimos la fuerza generalizada por

Q- d dp _ dp

dt 6q. 6(15
llegamos a
a _ d 5_L - Q (15)
oq; dt dqi

Introduciremos la funcién de disipacion de Rayleigh dada por

F =X 12)f (¢) (16)
i

que representa la rapidez en la que el sistema pierde energia.
Si ademds hay una fuente de potencia externa desde por Z F, qi que entrega energia

(16) puede combinarse asi

F=3T A2 ti(g) + LF;q a7

Asi que la fuerza generalizada seré:



Q-3F - fig - F (18)
6qi
y encontramos que
oL _dd - 3F - fiq - F (19)
aqi dt aq. 0 qi

Para ilustrar esto consideraremos un oscilador arménico amortiguado y forzado, cuyo
lagrangiano es:

L=1m®? _ 1k (x)?2
2

en

aplicando (19) llegamos a
F=mx +fx +kx (20)
2.3.- Formulismo de Hamilton.

Aqui se considera como funcién de estado a aquella que lo es del conjunto (q;, pi, t)
donde p; es el momento generalizado, cuya significacion fisica es la siguiente:

a.) Si el espacio de configuracion es homogéneo, el lagrangiano serd funcion sélo de g,
dado que cada punto del espacio reproduce la misma configuracion fisica.

L=L(q)
de la ecuacion de lagrange
_da=0
dt oqi
. L
asi que — = p, =const. 21)

i

serd una magnitud fisica que se conserva y se llama momento generalizado.

Vemos que en términos de p, la ecuacion de lagrange se mirard como

pi = 0L (22)
6(1;



b.) Sea un sistema cuya trayectoria en el espacio de configuracion es conocida entre t1 y
t2. Pero en el instante t2, el sistema es abierto, sufrird una interaccién 8S = O; asi que de

(€))

t2 t2
8S = (OL/6qi)dq | + [((al/oq) - d(aLidq))dq dt
4 t dt

La integral serd cero en virtud de la ecuacién de lagrange, y porque dq; (t2) # O,
tenemos

8S = (OL/oqi ) dq;

que nos lleva a

oqi  Og; ,
La funcién de estado dindmica que escogemos serd construida del siguiente modo:
Sea
L = (g, ai)
dL = 9L q + AL g;
dt 0q; 0qi
oL oL
como p, =—— y p, =—— obtenemos
g, i
dL = pg + pag =dpg
dt dt
asi que
d pig-L)=0
dt
Definimos
H=piq - L (24)

que sera una magnitud que se conserva cuando el tiempo es homogéneo, y a la que
llamaremos Haniiltoniano.

Para ver su significado fisico veamos una particula unidimensional; en ese caso

L=1m (x)? - UK)

=1
2



p=mfc

y H=m (x Y- ((12) m (x)* - U®x) ) = (1/2) m (x )* + UX) que coincide con la energia
del sistema.

c.) Ahora de
t2
S(g.pt) = J L(g; q,0)dt
t1

dividiendo respecto al tiempo
0Sdq - &S pi+ OS -L
0qi Op; ot

reordenando

8 . pqg -L-3Sp (29
ot api

como &S = p,0q, =3(p,q,) — p,;&q,

que significa 6(S — p,q,) =—q,0p,

o lo que es lo mismo i(S - p.q,)=—q,

i

asi que 95 0
Pi

De modo que (25) se escribird, reordenando la definiciéon del Hamiltoniano, como

o8 + H =20 (26)
ot

que es la ecuacion de Hamilton - Jacobi.
2.4.- Ecuaciones Canonicas de Hamilton.

De H = H(q;,p;,t)

dH = H q + 0H pi + 0H @7)
dt 0Ogq opi ot

yde H =p;qi— L

dH =pidi+pi(ii-QL_<ji —6_Ldi - JL

dt 0q; 0q;

*



recordando pp =0, p= i , tenemos

0q; 0gi
dH = pig +pig - pig - pig -
dt
dd = - JL
dt ot

La ecuacion (27) puede escribirse en términos diferenciales:

dH = ¢0H dgi+ 0H dp; + oH dt
6qi api ot

y de la definicion de Hamiltomano

JL

*

dH = pidg + qidpi- L dg; - &L dq - OL dt

qi o qi ot

dH = pidq + qidpi- pidg -pidg - JL dt

ot
dH = - pidg;+ qidp; - OL dt
ot
Desde (30) y (29) encontramos
p=-0H ; ¢ =0H; OH-=-0L=dH
dq; opi ot ot dt

que se llaman ecuaciones canénicas de Hamilton.

(28)

(29)

(30)

(€2



CONFERENCIA 11

CRIiTERIOS ENERGETICOS SOBRE EL CAMPO ELECTROMAGNETICO

1.- Energia del Campo Magnético.
Partamos desde las ecuaciones de Maxwell

Ve B - fﬁ

X T ot

B - OFE
Vx —= J + €o—
Xﬂo OBt

V-Eoii=p

V-B =0

y la ecuacidn de la fuerza de Lorentz

;'=q(E+;x§)

La potencia realizada por el campo electromagnético es

P= Fuv

el ultimo término se elimina por ser un producto combinado

De alli

- =
P=gqkEv

sefnala que s6lo el campo eléctrico efectiia trabajo.

La ecuacién (1), llamada Ley de Faraday, puede escribirse como

$E-ar - £ B ds

qz'?; + (

)

@

@

4)

©)

B).v

©

™



que nos indica que para que el campo magnético puede ejercer un trabajo, este deberd
mediante una evolucién temporal, generar un campo eléctrico y es por medio de este
dltimo que se realiza trabajo por unidad de carga en una trayectoria cerrada c,
originando una ftierza electromotriz

v=-$E-dr @®)

y dado que el flujo magnético es
® = [B-nds ©)
obtenemos

V =

40 10
— (10)

prestaremos atencion a los sistemas cuasi-estacionarios, aquellos en los cuales la
longitud de onda del campo electromagnético puede considerarse mucho mayor que las
dimensiones del circuito eléctrico. En ese caso las ecuaciones de Maxwell se reescriben
asi:

. 0B
vx E - -2
X o (1)
V.€oE - p (12)
B -
Vx— =J 13
7 (13)
V.-B -0 (15)

Encontremos algunas relaciones de interés

De V.B=0 derivamos que B=VxA, llamado A vector potencial magnético.
Reemplazando la dltima relacion en (13)

Vx (V x4) = pJ

10



V(V-A) -V 4 = pJ

por una identidad vectorial. Escogemos ahora la condicion de medida de
Coulomb, V.A=0 y

V(V-A) -V A = pnJ

que es una ecuacion de Poisson vectorial que tiene por solucién

- .7(7" )d’ x'
4 - Lo (A4 a6
4 )
vilr -r'|
Para una corriente unifilar
J r)d’x' =idr 17)

siendo i la corriente y d7” el elemento de arco, de modo que

- H idr
4= 2p— (18)
4 clr -
Ahora, el flujo magnético
® - [Bnds = [(Vxd)nds = §4dr (19)
por el teorema de Stokes. De modo que por 18
M, ¢ dr-dr'
R § I @1)
4 r - 7

llamado fénnula de Newmann. El pardmetro

11



drdr‘

cclr -

depende de la geometria del sistema y se llama autoinduccién.
Asi que

O = Li
de modo que por la ley de Faraday (10)
di

V=L—
dt

el trabajo por unidad de tiempo realizado para mantener la corriente i es

asi que la energia almacenada en el campo magnético serd

1
faw = [Lidi = ELiZ

Una funcion cuadratica de la corriente.

Demostraremos que tal energia es cinética.

De B=VxA y de la fuerza de Lorentz

— (E+v x (VxA)

P
Vxd= 0 2 2
x oy &
A. A, A.

12

@D

(22)

(23)

24

(25)

(26)



> (OA, 6A,) - (an 6A,) > (5Ay aA,)
1 - + - + k L —
oy oz oz Ox ox oy

y tomando s6lo la componente en x, ix(VxA) es igual a

- — -
i J k
Vi vy vl _

04, 0A, 0A. 04, 04, 04,

04: | 04, DA, 04, 84, o4,

) 0A . .
en donde hemos sumado y, restado el término v B_X Los tres primeros términos de la
X

izquierda pueden escribirse asi:

dAx oAy oAz o o
a e e a Y

Por otro lado, Ax= A«(x,y,z,t), de modo que su derivada total respecto del tiempo es

13



de donde

asi que la ftierza de Lorentz se escribe

P I
Fx - q x ax( .v) at - dt ( )
B = VxA y de la ecuacién(1)
—> - o Z
VxE=-—aa—thA=-Vx%t—
que puede reescribirse asi
Vx| E + 24| _ 0 28
x ol (28)

. 0 : :
Hemos permutado las operaciones 3 y Vx por considerar que A es una funcién
t

continua y uniforme.

Desde (28) podemos decir, en consecuencia al limite electrostatico, que

F+24_ _w 29
o (29
de donde
S oA
E = -VV - — 30)

Para s6lo la componente x de (27) obtenemos

F_(_a_z A, 8 o A dij
T w T a T w Y w T a

xmec

y dado que Fx =
dt

14



Siendo Py me, la cantidad de movimiento mecédnico la pentltima ecuacién podemos
escribirle asi

d o > >
—— - - — - A'
7 (P,,m + qAx) ax[qV q v] (31)

vemos que el campo electromagnético tiene una cantidad de movimiento q Ax. Asi
pues, dado que la cantidad de movimiento mide la inercia de un sistema, el campo
magnético representa la inercia del sistema electromagnético, y la energia en el
almacenado es pues, una energia cinética.

Tal energia es a todas luces qA.V , de modo que el Lagrangiano puede escribirse.

1 - >
L:Emv2+qA~v-qV (32)
del cual
oL - -
— =mv + q A
ov
y
oL 0 > -
= TS (qA-V— qV)
ox Ox
Puesto que la ecuacion de Lagrange es
a _da _,
ox oy
0 - d - -
—_)(qA-v - qV) - a—(mv + qA) =0
Ox g

que es la misma ecuacion (31) si tomamos sdlo la componente en x.
Tenemos ahorale término gA.v =T

N -+d]—')' dq—+ - 5>
dT = da A v = = A 4 g = .dr'
g A-v = dq a thdr i Adr

dTl = id® = iLdi (33)

15



T=— L7 (34)

N |~

de modo que T es la energia cinética.

La expresion (34) indica que la energia cinética es una expresion bilineal de la corriente.
Usando este hecho y el adicional de que las ecuaciones de Maxwell son lineales, para un
sistema de circuitos acoplados magnéticamente veremos que la energia cinética puede
expresarse como

T = éZZ My, iy i (35)
k n

donde ik e i son las corrientes de los circuitos k y n y My, la induccién magnética entre
los dos My,iki, representa la energia de la interacciéon de los dos, y el factor 1/2 se
introduce pues los indices de sumatona k y n tomen en cuenta dos veces tal interaccion.
Ademas se ve My, = M«

Como un ejemplo para dos circuitos acoplados magnéticamente tenemos

1 1 1 1
T = ‘5 M 112 + ‘2‘M22 i22 + E M i; iz + 3 M2iz i; (35)
o lo que es lo mismo
1 >, 1 2 .
T = 7 L i + ‘Z‘Lz i tMi; i (36)

con My, =L, My, = L,, las autoinducciones yM la induccién mutua de los dos circuitos.
Veamos otro punto de vista. Sabemos que

> o4
E = -VV- — 37
= )
y que la potencia realizada por un campo electromagnético es

P=qz’-;

La densidad de potencia P serd la expresion anterior multiplicada por el nimero de
cargas por unidad de volumen N

P~ NP=gqNvE (38)

y como

16



J =gNv (39)

- JE (40)

Tomemos la expresion (37); entonces

- - - 674 -

P2=JE =-VV.J - E-J (40)

que en forma integral es

oA |
EJ@ x=-|JANV Fx- |\—Jd& 41
! &’ x j' &’ x !az d’ x @1
pero

VVJ = JVV +VV-J (42)

para el caso cuasi-estacionario V.J =0; puesto que VxH =J y V(VxH)= V.J =0; asi
que con esta consideracion (41) queda

_!.E'-}fx:-‘f . x-_"“—jf

v

y usando el teorema de Gauss vemos que
[vviax=[iv-nds=v[Jnds = -m (44)

Si S es una superficie equipotencial y la corriente circula en la direccion de la subida de
potencial, como corresponde a una fluente de tension.

Asi, de (44) obtenemos

—

vi= [ EJa’x+ j—aﬁ (45)

17



En el primer miembro de la ecuacién es la potencial entregada por la fluente de tension,
y los términos restantes del segundo miembro son la potencia disipada (en forma de
calor) y la entregada en el campo magnético. Asi que

dUm . Q_Z_ - 3
~ "!at'Jd" (46)
y
au, = [JdAd’x 47

es la energia almacenada en el campo magnético. De alli
45 S
U, = [[JdAd’x (48)

La relacién entre J y A es lineal ademds que J y A son paralelos; asi que el

pnxiucto J dA J es el drea de un tridngulo rectdngulo de base | Al y altura | 71 .De ese
modo

[/ 4@ x (49)

vélido solo para medios lineales.
De la identidad vectorial

- o - - - -
V(FxG) = G(VxF) - F(V x G) (50)
y dado que J =VxH , vemos que

JdA = dA(VxH) = V-[ErdeJ + H‘[V X dZ) = v-[ﬁ x dZ] + H-dB(51)

asf la energia magnética puede escribirse
4 - - B, L
U, = [ [|V-(Hxad)ga* x + [ [[H-dB]a x (52)

usando el teorema de Gauss

18



A B
U, = [ 1[(H xd4)j-nds+ [ [[HdB]a* x (53)
extendiendo S a todo el espacio la integral de superficie es cero y
B - —
U, = [[[H-dB]d (54)

y para un medio lineal, usando un razonamiento andlogo al derivar la ecuacion (49)

1 -> -
U, = EI H-B d’x (55)
ydado que B= ,LLI:I
v, - | §H2d3x (56)

que es una energia cinética, U, =T

Consideremos ahora dos circuitos fluentes de los campos H, y H,
El campo total es

—>

H:I_}r*-;{z (57)

asi que por (56)
_ [(Eyy s B2 s L
T~szldx+f2H2dx+pr,.H2dx (58)

Ahora, H, es préporcional al;, H, loesal,y H,-H, =H H,cos es proporcional
a I;.I, cosO. Entonces

/
St = f ng &’x (59)

es el término de interaccién magnética.

19



Asfi que en general.

1 2 H 2 3
— = — x
2L2[; f2H2 d

| uH H;cos8d’x = M;cos01,1,

es el término de interaccién magnética.

Asf que en general

1 2 1 2
T = ELIII + 5[12[2 + M1211120050

Esto demostrard a la ecuacién (35) con mds ngurosidad.

20
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CONFERENCIA III

CRITERIOS ENIERGETICOS SOBRE EL CAMPO
ELECTROMAGNETICO (II parte)

1.- ENERGIA DEL CAMPO ELECTRICO

La ecuaciones de Maxwell para la electrostdtica son:

La ultima expresion es la fuerza de Lorentz.
de(1)

E=-VV

y por (2)

ViV = - — (4)

ecuacién de Poisson que tiene por solucién

- _[ p(x')dx’ )

- —
vdmr € | x - x|

para una carga puntual
- >
p=96(x-x")

la ecuacion (5) queda

. g8(x - ¥) &’ x’

- o
vi4r €, | x- x'|

21



v- —1— (9

dme, r

De (6) y por la definicién de E tenemos que (3) se escribe

—

F=q';§: -q'VV

qq’' -
=+ — 1 — ¢, 7
ir e, R @

y la energia potencial

U= _ 99 9)

Consideremos un sistema de cargas. La energia de interaccién entre un par arbitrario
serd

U,‘j = N N (10)

y la energia total

(11)

S -
-r |
El factor 1/2 se introduce por el hecho de que los indices consideran dos veces las
interacciones por pares de cargas.

La expresion (11) se escribe como:

9,
Z qi Z - - (12)

’ dre, | ri - r;|

U =

N | =~

que para el caso de una distribucion continua de cargas

22



1 > x) &’
v- Lo aw [—REEE—
25 vdre, | x - x'|

que por (5) podemos escribir

1 —)I “)r 3 7
UZE!p(x)V(x)dx

como
VZ V = - _'ll
EO
la ecuacion anterior es:
EO 2 3
U= - —}— J- VvV Vdx

y dado que
V-WVV)=WV+VV-VV
=VVIV+ | VIV

eo
2

€, 2
U—-7!V-WVWd3x+ _[|VV| d’x

Por el teorema de Gauss
[vovydx= §yvv.nads

que es cero en el infinito, de modo que al integrar sobre todo el espacio, y dado que:

E=-VV
(S
U= 7"!52 &£x (19

Es la energia almacenada en el campo eléctrico.

Por el principio de dualidad, dado que E es el dual de B, si la energia cinética es la del
campo magnético, el potencial serd la del campo eléctrico.

23



De la expresion (12) podemos analizar un sistema de conductores sometidos a potencial
Vj, su energia seré:

1 .

Dada la caracteristica lineal de las ecuaciones de Maxwell, la carga qi inducida en un
conductor debe ser la combinacién lineal de todos los potenciales.

g =2 Ci V, (16)
Jj

1
U= EZZC.-,- viv, 17)
iy
los coeficientes C se llaman capacidades mutuas. Por ser (17) bilineal en V, C;; =C;;

la expresion (17) puede escribirse en forma matricial

1> -
U-viev. (18

por (16);
O-cv (19
asf que
V¥ =¢'0 (20
La ecuacién (18) se escribe ahora en termino de Q

v="Lctd) ect 0

2

1 - , S
U- 30 (€ (cc)0

I > S
U:,EQ'C"Q (21)

dado que C es matriz simétrica. Para los conductores de carga iguales y opuestos

24



U= (22)

9
2C
La expresion (21) dice que U es una funcion bilineal de las cargas; asi que

1
U=522dg~q,.q,- (23)
i J

Esta ultima relacion se justifica por (14). En efecto para un sistema de conductores
cargados, por el principio de superposicion

asi pues
- ¥ 3 B
i i
=2 2 EE; Cs g,
i

pero E; es proporcional a q; y Ej a gj, en tanto cos0;; es el 4ngulo formado entre E; y E;.
Asi que el cuadrado del campo es funcién bilineal de las cargas y por (14), U también lo
es.

2.- LEY DE CONSERVACION DE LA ENERGIA PARA EL CAMPO
ELECTROMAGNEI1ICO

De la ley de Ampere — Maxwell

J =VxH-¢, = 24
La potencia por unidad de volumen
- 2. 0F
E (V x H )-€, E-— (25)
ot
y dado que
8 - > OF
— | E| =2 FE—
ot | | E ot
BT = Bovxi)- =2 k1 6
2 ot | )
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de la identidad vectorial
V.(ExH) = H(VXE) - E(V x H)

y de la ecuacién de Faraday

Vx E u o
X = - U, —
ot
La ecuacidn (26) se escribe
= o u, OH’ e, OF° -, =
J o= - = - == - V-(E H
Ed 2 a2 o (B x H)
de alli que
E-J + V-(ExH) 0 (" o+ S E’) 27)
. . X = - — — —
ot \2 2

De alli que tomando una integral de volumen y aplicando el teorema de Gauss
- - - > o
[ EJ @&@x+ [(E x H)-nas -

que dice que la energia por unidad de tiempo consumido en el volumen Y mads el flujo
de potencia que sale a través de la superficie cerrada S es igual a la rapidez de
disminucién de la energia almacenada en el campo electromagnético. Tal es la ley de
conservacion de la energia y se llama teorema de Poynting.
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CONFERENCIA 1V

1.- INTERACCION DEL CAMPO MAGNETICO CON CORRIENTES
LOCALIZADAS.

Sean dos circuitos por los que circulan corrientes li e [z como indica la figura:

n
I
B
Fig 1. Circuitos acoplado
De lo visto en las anteriores conferencias (II- ecuacion (62))
T=7L,I,> +3L,I; + ML, cos (1)

El flujo magnético que cruza el segundo circuito originado en el primero es:

®,, = MI, cos0 2
y por otro lado
F, = [Bi -nds 3)
Asi que
- - — -
T,=1, (B, -nds=[B, I, nds )

Si el circuito 2 es pequefio y B, se puede considerara aproximadamente uniforme a
través de él, la energia magnética es:

T,=B,, [1, -nds )

Definimos momento magnético por:

m=[1, -nds (6)

y tenemos
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Ti = }312' I—I)l (7)

Calculemos la fuerza sobre un circuito magnético. Considerando tan sélo los términos
de interaccién en el lagrangiano del sistema, si la espira localizada tiene una masa m
entonces

L=T, +;mv’ (8)
que por (7)
L=2mv’+Bm ©)
La ecuacién de Lagrange es
a_da o
ox A%
Que en forma vectorial
VL iV L=0 (11)
da v
con V=_i)Q+ FQ*’E 0.
ox oy oz
y Weio+ja+k o
Ovx Ovy ov,
Asi pues Vﬁ-r;-d_m:/)=0
dt
asi que d mv=V(m-B) 12)

es la fuerza buscada.

Como una observacién, podemos escribir (12) del siguiente modo

dmv =-V(-m-B) (13)
dt

asi U=-m-B tendria la interpretacion de una energia potencial, que es lo que
sostienen los textos tradicionales de electrodinamica.
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Ahora calculemos el torque que se realiza sobre un circuito localizado. Supongamos que
puede rotar en un eje de simetria y que la espira tiene momento de inercia I. El
lagrangiano en tal caso es

L=%16"+ m-B = %16+ mB cosd

La ecuacién de lagrange

o _d aL=0
M dt o6
lleva a
-m-BsenO-d_Ié=0
dt
asi pues
dif =-mB sen 6 (14)

dt

Haciendo una referencia a la fig. 2, para una espira sencilla vista de canto El torque hace
girar el sistema tal que su momentum angular apunte hacia adentro del plano del papel,

intentando alinearse con el campo exterior Ben n. Esto lleva inmediatamente a
reconocer

T=mxB=T, (15)

oL e

Wi

5 |

Fig 2 Espira en campo externo B

2.- CIRCUITOS MAGNETICOS.
Consideremos un ntcleo de hierro de permeabilidad magnética u » u Por efecto del

apantallamiento magnético, las lineas de campo se concentran fundamentalmente en el
hierro y se dispersan poco hacia el aire. Tal dispersion puede despreciarse. Si colocamos
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una bobina de N vueltas en uno de sus lados, como indica la fig.3, y usamos la ley de
Ampere

$H-d1=$T-nds (16)
G S
siendo I' camino magnético promedio en el nicleo y S el drea encerrada por I'.
I
o
C
g
4
o 4G
Fig.3 Circuito magnético.
Asi que de la dltima relacién encontramos H1 = NI 17)
B
Como H=—y ®=BA
u
siendo A el area transversal del niicleo de hierro; encontramos
- %NI (18)
. 1
a la magnitud R = — 19)
UA

se le llama reluctancia. Su forma es andloga a la de la resistencia eléctrica, con la
salvedad de que se reemplaza a la conductividad c. Si NI se ve como una fuerza
magnetomotnz y ®@ como la respuesta del sistema, la expresion (18) es andloga a la ley
de Ohm, siendo @ el andlogo correspondiente a la corriente. Esto toma mas fuerza atin
desde

$B-nds=0 (20)

que implica que el flujo que entra a la superficie cerrada S, debe ser igual al que sale de
la misma; asi que el flujo se conserva, y (20) es andlogo a la ley de circuitos eléctricos
que dice que las corrientes que entran a un nodo deben ser igual a las salen.

Del mismo modo (18), puede verse como el andlogo a la ley de circuitos que afirma la
suma de las subidas de potencial es igual a las caldas de potencial.

30



Asi, en sistemas magnéticos podemos hablar de circuitos magnéticos, obedeciendo a las
mismas leyes de los circuitos eléctricos, con las correspondencias:

+ Fuente de Voltaje + Fuerza magnetomotriz
v V o fuerza elec- NI como fuente de campo
- tromotriz. -
HRM Resistencia eléctrica. R Reluctancia magnética
c Conductividad n Permeabilidad magnética
;ai Corriente eléctrica —>—— Flujo magnético

Con lo anterior, la fig. 3 en el lenguaje de circuitos se veria como la fig. 4.

a0) /% 2

Fig.4. Diagrama esquematico del circuito magndtico de (3).

3.- UN EJEMPLO: EL TRANSFORMADOR

Sea el transformador indicado en la fig. 5-a, con su esquema de circuito magnético 5-b.

I u 1=
o> b €—o0
V (M)N N g
1 E * e ) Ve
o— 23 P { D o
(@
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L

__W__‘

Ome 2) Ow

- +

(®)

Fig 4 Transformador y su circuito magnético.

Del diagrama vemos que
N,I, + N,I, =OR

con =

:HAINIII+HAINZIZ

asi que ¢

El flujo magnético total concatenado para la primera y segunda bobina es

¥ =N,$
¥, =N,¢

y por la ley de Faraday, el voltaje inducido en el primario y secundario del
transformador es

d¥,
Vi= dt
_dY,
V2= dt

que nos lleva a
_WAND dI, pANN, dI,
1 dt 1 dt

_BANN, dI, pAN] dI,
I dt 1 dt

Vl

\&

que puede escribirse sencillamente como
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di, _di,

V,=L,—/—+M——
R dt @1)
v MdI1 L di,
= s -
2 d ? dt
uNZA uNZA uN;N,A
con L,= 11 , L,= 12 s M:“—ll—z (22)
trabajando en el dominio de la frecuencia
v, =ioL,i, +ioMi,
v, =ioMi, +ioL,i,
dividiendo las dos ultimas ecuaciones
NP Pe
V_l _ Llll +M12 =£ Llll (23)
vV, Ml1 +L2i2 M 1 inz
+7
Mi,
pero se ve que por (22) M =,/L L,
Mi, L1,
Llil - Ll il
Li, Ly 1,
Mi, VL, i

asi que numerador y denominador de la fraccion derecha de (23) son iguales

vi L L _
VZ_M_ L2~ )

por el principio de conservacién de la energia, la energia que entra al primario por
unidad de tiempo es la que sale del secundario por unidad de tiempo, asi

Vi, =V,1,
“w_L_N_ L, 24

z|z

Ahora de (24) es evidente que
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IZ\/E:Il\lL_l
(LJL, -LyL;) =0 (25)

L, +L,I} =2JL,L,1,1,
y de la energia cinética del transformador
T=5L,I} +3L,12 + mcosOL,1, >0
Si cos 6 = - 1 (bobinas en contrafase)

L,I> +L,I2 > 2MI,], (26)

asi que por (26) y (25)

w/Lan =M y

27
M=aL,L, @7

con0<a < 1, llamado factor de acoplamiento magnético.
4. EJEMPLO : RELAY

Sea el sistema electromecdnico de la figura

i)

9]
=
P
(e}
_.I
|
I
|
|
|
—l
L]

B__

&
it

r
I
|
|
|
L
|
T
L —

Fig. 6 Estructura de un Relay.

Resolvemos primero el circuito magnético del sistema. Las reluctancias

1
ERabcd = -4 = ER1
UA
1
efeh — j = EK2

de modo que por el diagrama (7)
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=315

fig 7.- Circuito magnetico del Relay

Vemos pues M:(ml +9R, +M)¢
HoA

haciendo por simplicidad R| + R, =Ry

2(d - x))
= +
=, + 20,
asi que
oo N
B 2(d —x)
+
R, A
y el flujo concatenado en la bobina
¥ =N¢
N’I
‘P:——*-—m R 2d %) =L,I
’ HoA
asi que
N2
Li=——"%7
2(d -
R, +—( x)
HoA

El lagrangiano es

L=Y%mx2+ WL, - %Kx

L=%mx2+1__ NI -uKx? 1= q

2 R, + 2(d-x)
HoA

con la funcién de disipacién de Rayleigh
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F=1%Rq>-Veq

Las ecuaciones de Lagrange

oL_d oL =03
ox dtox  ox
dL_d JL =33
8q dtdq aq
donde
a NI K
ox A(SR 2(d—x))2
0 0 qu
NP2
de modo que mx= 7 —Kx
m[ﬁi 2(d-x))
0 0 moA

dL=0

aq

oL=__ Nq__ .

0q Ro+ 2(d-x)
oA

83=Rq -V,

aq

asique Vo= Rq+d __ Nq

dt R, + 2(d -x)
HoA

se ve por (28) L; =Li(x) y x =x(t) ; de modo que (30) nos dice
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i dL
VO:RI+LIE+Id—t' (31

. dL . . .
El termino [ d—‘ se llama efecto motor del sistema electromecdnico, y juega el papel de
t

una flierza contra-electromotriz que tiende a reducir la corriente.

El sistema de ecuaciones (29) y (30) son acopladas y no son lineales. Su unica forma de
resolucion es por métodos numéricos y la utilizacion de un programa de computador.

Para condiciones estacionarias X =0, de modo que la corriente minima para sujetar el
hierro es

272
N Imin — Kd
1R, A
ademads que Inin = Vomin/ R
2v72 )
de alli % = Kd
Ho (KRR
lo que es lo mismo:
2y72
+
Ho\Ly + 1, (32)
VOmin 25 &(11 +12)Kd
N\ u

5. Definir las ecuaciones diferenciales de un transformador desde su lagrangiano. Hallar
desde la conservacién de la energia las relaciones entre los voltajes y corrientes entre el
primario y el secundario.

De

L'=3L,i} +3L,i} + Mi,i,
-~ :
I=-1,V,-1,V,

desde
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cL _d__QI:__a‘~
oq, dtdi, a,
a _da_ &
oq, dtd, 4,
llegamos a

V=1, 3y e
T dt dt
v g 6
T dt T

La energia entre el primario y el secundario que se transfiere es

%Lllf = ’}Lzli

dealli 1i_ /ﬁ:l&
12 Ll 1



CONFERENCIA V

1.- Motor lineal

Sea un cochecito formado por dos ruedas de radio a y momento de inercia Y, sujetos
por su eje por una barra conductora de masa m. Las ruedas estdn en rieles y no se
deslizan, tal como indica la fig. 1.

,
bl

llel
: 4

/ I'a

e X “

Fig. 1.- Motor lineal elemental

La energia de interaccién del sistema con el campo externo es:

La energia cinética es

con xi=ab ,de modo que
12 42
=5ymx +a2x +q/Bx
y la funcién de disipacion de Rayleigh

2

F =+Rq -V, q

Las ecuaciones de Lagrange son

A dd _oF
& dt 5. 5y
ad dd _oF

dr 5 :
A Aoy oq
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Para la primera

llegamos a

para la ecuacion eléctrica se tiene

a
20
2]
A _ gy
aq
aL
—=Ri-V,
aq
asi pues — IBx = Ri —V,; donde
V. =Ri+IBx
(1) y (2) son un par de ecuaciones diferenciales lineales acopladas.
De (2)
|V, +IBx
'"TITR

Se ve que IBx juega el rol de una fuerza contraelectromotriz.
Reemplazando (3) en (1)

- |V, +IBx
(m+£)x= ZoTO¥ IB

a’ R

de donde
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para régimen estacionario x =0y

x=-— (5)

Asi que vemos que la velocidad crece (como solucidn cualitativa) desde O hasta
asintéticamente V( / IB, como indica la figura 2-a.

&> r' 3
Y, Vo |
1B R
0 ) 0 -
t t
Fig. 2-a. Evolucién de la velocidad. Fig. 2-b. Evolucién de la corriente

La corriente estacionaria es

— % ©)

se ve entonces, que en el caso de ausencia de pérdidas viscosas mecdnicas, la fuerza
centro electromotriz iguala a V y la corriente decrece a O.

2.- Galvanometro

LR |

v
©

(¥

(o)

Fig. 3-a. Estructura basica del galvandémetro. Fiig. 3-b. Diagrama.

La figura 3-a. es la estructura bésica del galvanémetro: constituye un cilindro que puede
girar en tomo a su eje de simetria, sirviendo de nicleo a una bobina de N vueltas por la
que circula la corriente sujeta a un resorte de torsion helicoidal de constante de
recuperacion r en un medio de constante de viscosidad f.
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La figura 3.b es el diagrama esquemadtico de los campos con el vector normal a la espira.

La energia de interaccién es
> o
T =m- B=iANBcos@

y dado que 0 =7/2+«
T:=iANBsen a

asi pues el Lagrangiano es

L =1I1a’—iANBsena -1 ta?

-2
en la funcién de disipacion de Rayleigh

fa’

N

N =

de alli
d dd oF

da dt 50 pa

a
— =—IiANBcosa — t&

Ja
i:ld
Ja
OF .
ca

Que nos lleva

—iANBcosa—z'a—I&:fd

—IANBcosa = ld+fd+ @

paraa <<l

~iANB=1a+ fa+ta
Para el caso estacionario & =0 y ¢& =0, de modo que
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a=——-i ©)

el desplazamiento del angulo del resorte de torsién es proporcional a la corriente.
Podemos también construir un galvandémetro balistico, es decir, que mide carga
eléctrica. Basta con hacer

fa>>Tla+ta

asi la ecuacion (8) se reduce a

gANB=f a
y
a—ﬂ (10)
f

3.- Voltimetro Electrostatico

Fig. 4.- Kilovoltimetro electrostatico.

Vamos a analizar el sistema formado por un condensador plano de placas semicirculares
paralelas, sujetas a un soporte en el eje de simetria y agarrada firmemente una de ellas,
mientras que la otra puede rotar libremente en el interior de un medio dieléctrico de
permitividad € > €y y de coeficiente de viscosidad f. La placa mévil estd sujeta a un
resorte en espiral de constante de torsion T.

La capacidad de las placas es
C-eA
d

con

A -2’ (n-20)
2

y d la distancia de reparacion de las dos. Asi pues

C-ea’(n/2-0)
d
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Ahora, el circuito eléctrico es el siguiente:

R

+
= VY - T <e)

Fig. 5 Circuito del Kilovoltimetro.

La ecuacién de Lagrange se escribird en base a las siguientes consideraciones:

con

asi tenemos:

X dt 59 p
-—a‘qZR‘.]_Vga T zqd > Q:O
2q Y  cq (%—0) dq
asi
qd
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por otro lado

. ’d a
0T A gd A,
6 B 2ea’(4-6) 26
2 - -
asique - q°d ~—W-10=0

2 eaz(ﬁ—e)
2

_ qu

2
2 eaz(g—-e)

en condiciones estacionarias 6 =0, 6 =0 y g=0,de(11)

16+ f 0+ 16=

qd
eaz[ﬁ—())
2
q’d
P 2
26&2[—-—-9)
2

elevando la primera expresion al cuadrado y dividiendo para la segunda:

V, =

®=-

P 2
Ve q’d’ 2€a2(5— )
0 a4(3_0)2 q’d
2
Qz_ 2d
70 ca’
de alli
2
__ea _,
0= 2’1‘dV0

El d4ngulo de desplazamiento es proporcional al cuadrado del voltaje
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Como otro ejemplo calculemos la dindmica de un Kilovoltimetro mds practico. Consiste
en dos semicirculos solidarios paralelos separados una distancia d, sumergidos en un
medio dieléctrico liquido de constantes € y f, de modo que pueden girar en torno a su
eje de simetria, que se halla firmemente sujeto a una resorte helicoidal de constante de
recuperacion 1, como indica la fig. 6

La capacidad es en este caso la compuesta entre dos condensadores paralelos de valores.

Fig. 6.-Kilovoltimetro mejorado.

a’0
G5 S
2
c, = a’(n-9) c
2d

la capacidad total es C = C; + C,

Si conectamos directamente a una fuente de tensién, dado que el medio presente
pérdidas, el circuito equivalente es el mismo de la fig. 5.

La ecuacién de la energia potencial es
2 2
U:;’—C+-12-192: 1 L
a
F[en—e(e— )]

y el Lagrangiano:

qzd __l,teZ

1 2
L=116 —— :
gd«[en—e(e—eo)]

2
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con la funcién de distribucién de Rayleigh:

La ecuacidén mecanica es:

1 .2 .1 .2
=—Rq -Vyq+-f80
F Ra -Voq 2f

X d 50 50

é: qzd(e_ Eo) -0

X glen-0(e-¢,)|

a .

—=I0

oo

Zoro

o6

De modo que

2 — - -
TdE"S) 16416410

y la eléctrica

B a’[en—0(e-¢, )]2

ad da_oF
A dt é’q 0,,"1
a 2qd

a az[en—ﬂ(e— eo)]

oq
ﬁizRq_Vo
aq

de alli

2qd :

- =Rq-V,

az[en—e(e~eo)] 4=

0

V,=Rq+ 2qd 17)

Para condiciones estacionarias 8 =0, 8 =0 y ¢ =0, de modo que:
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2qd

0 a’[en-0(e-¢))]

(18)

0=— qzd(E—Eo) . (19)
a[en-0(e-¢,))

elevando (18) al cuadrado y dividiendo para (19)

v, 4q°d* —az[en—e(e— eo)]2
EZG“[EII—B(E— e(,)]2 ' q'd(e- &)
V,,  —4d

0 a’(e-¢,)

asi

PR Gl Y (20)

4d °

5.- Fuerzas de Interaccion puras
Muchas veces, solo interesa saber el valor de la fuerza de interaccion electromagnética

sobre un sistema, en condiciones estaticas. Para ello nos remitimos a las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi. Es decir simplemente calculamos la energia, y por (31)

F=——
=T 21

Siendo q; una coordenada generalizada.

Por ejemplo, en el problema anterior si s6lo nos interesa el torque sobre las placas:

U _ q’dE —¢<,)

" 00 dka-6k-c,f

qzd(e— eo)

- az[en— H(e— ea)]z

que es precisamente el torque que es compensado por el resorte de torsién, de modo que

I, = (22)

(23)
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Otros ejemplos

- Una espira circular de radio R, recorrida por una corriente I; , estd situada en un plano
perpendicular a un conductor rectilineo en el cual la corriente es I,. Suponiendo la
distancia d del centro de la espiral al conductor es mucho mayor que R, calcular el par y
la fuerza que se ejerce sobre la espira.

hz

L2

-~
]
(2N
’0

d z

Fig. 7. Espira con corriente en presencia de corriente unifilar lejana.

Puesto que d >>R se puede reemplazar la espiral por su momento magnético.

I, p
i d _ 2 i d
B= S k
El torque puede calcularse por:
T=mxB
L IR
T= J
2d

En cuanto a la fuerza meta es: F :V(ﬁz-é):o; pues m y B son perpendiculares
donde hemos hecho uso de IV- 13 y IV- 15.

Por dltimo otro problema: dos espiras iguales de radio R, recorridas por una corriente I,
estan colocadas paralelas entre si, a una distancia d >> R. Hallar la fuerza que
experimentan.
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T l
b
£
m . |
; I
)/
Y . d
Il
m © I,
Fig. 8-a. Fig. 8-b.

El campo producido (1) de Fig. 8-a es

R S(m. r) r—n)
B-t
4 r r

El lugar en que se halla la espira (2) de Fig. 8-a., en su centro

- o

r=di

- 2,

m=InR i

asf que

5 p |3IaR’d* > IR’ 2| p 2mIR’ >

Bl;=— LTk I G
4x d d 4 d

La fuerza ejercida sobre la espira (2) es:

5 V(m.B)

_ WR*Ir
2x*

> 3JuR*Pr

F,= —T 1

T
il

84
we

™~

Ahora, veamos el caso de una bobina rectangular por la que circula una corriente I,
alejada de un hilo conductor que lleva una corriente I;, como indica la Fig. 8-b.
Calcularemos la fuerza que sobre ella se ejerce. La induccién creada por el hilo es
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El momento magnético del segundo circuito es m =1 2abj

El torque se realiza sobre €l es

W

’_l::r;x =0

La energia es

H=U=-mB=-Hlil2 5
27r

Y la fuerza que se ejerce es

U | _ Bl Lab
Toa 2nd®

Hay una fuerza de atraccion entre los dos.

A continuacién proponemos un problema que fue resuelto mediante métodos
numéricos, para lo cual se uso el lenguaje de programacién BASICA.

El problema consiste en hallar las ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema
representado en la figura 8, y resolverlas mediante un método numérico, dadas ciertas

condiciones
g k
N vueltas
!

R }
W m

— i

Fig. 9
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. nAs+Bz.(— n)As =0
Luego B = B, conocemos ademds que H = B/p. y que §H .dl = NI donde I es un
r

camino de integracion a lo largo del tubo hueco. Tenemos entonces que H; (1 -y) +
sz =N.I

Como H; = B/py y Hy = B/p (recordemos que B = B| = B, ) tenemos que
NI
1 (1 1 J
Ho Ko K

y reacomodando los términos obtenemos la expresion

B=

- up NI
< lu—y(p-py)
Por lo tanto,
®=BA = b NIA
I — y(p —po)
Ahora bien,
2
S NO = PHANT
In—y(p —u,)
2
Asi, L= HhAN
In—y(p—n,)
2 lJ,aNz

* aN - *
De hecho,si  y=0, L :”°l ,ysiy=1L =

Por otro lado
T—l[L"2+ '2} U L
=5l La+tmy | yU=k
Entonces nuestro lagrangiano queda

AN?>  ? R

L=l HHANT
2lp-y(u—-p,) 2
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Para la fiierza disipativa de Raylegh tenemos la expresion
2

1 -
g:ERq -qV,

Ahora hallamos la ecuacién de Euler del sistema, de la siguiente forma:

a Kb .2
—=—ky+%uquN2[ : j|q

& =y — 1))’
A, )
. =m)y
dy
d d -
. =my
dt Ay
Y ademas,

a_,

aq

@ _ HUOANZ

———q
oq H-yEH-1,)

Con lo que finalmente obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales que describen
el movimiento del sistema representado en la figura 9:

2

M Ky

-my=0
Qu—yp—m)*

1 .
—ky+ o AN q

M AN? é_ﬂﬂoANz(ﬂ—#o)q}')zRq_V
In—y(u—p) " (p—y(p— 1))’ °

Este sistema de ecuaciones diferenciales lo resolvemos por un método numérico que
exponemos a continuacion.

10 REM programa para simular un sistema electromecédnico
20 REM datos de entrada

30 CLS

40 KEY OFF

50 SCREEN 2,1

60 L=.5

70 N=10000

80 A=.01

90 R=30

100 VO=10
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110 K=4

120 M=1

130 PI=3.1416

140 Uo= 4*PI*10 ~(-7)

150 U= 10000*Uo

160 REM valores iniciales

170 Y=0

180 DY=0

190 I=0

200 DI=VO*( L*U-Y*(U-Uo ) )/ ( U*Uo*A*N”2) + ( -R*( L*U-Y*(U-Uo )) /
(U*Uo*A*N" 2 ) -DY*(U-Uo ) / ( L*U-Y*(U-Uo ))*I

210 1=I+DI*.001

220 REM integracion por el método Euler

230 D2Y / M+U*Uo* A*N/2*I*I*( U-Uo ) / ( 2*M* (L*U-Y*(U-Uo) )*2)
240 DY=DY+D2Y*.01

250 Y=Y+DY*.01

260 T=T+.01

270 PSET (T*10, 200-Y*500)

280 PSET (T*10, 200-1*500)

290 GOTO 200
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