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CAPXrILITOL.O T
1.1 Generalidades.

El estudio de las distorsiones que sufre la transmieidn de
la informacidén se remonta a los comienzos de la comunicaciodn
electromagnética por cables. Ya en 1928, Nyquist, en su documento
fundamentall estakblecid la importancia de contrarrestar los
aefectos de distorsidn debidos a la Interferencia Intersimbolo
(ISI) v al ruido mediante la transmision de yulsos que posean
simetria en el dominio de la frecuencia, lo que en el dominio del
tiempo &e traduce entre otras posibles sefiales en los pulsos
coseno elevado (raised cosine). Debido & la importancia gue
revisten este tipo de pulses para la posterior simulacion, en el
Capitulo 11 detallaremos la afirmacidn anterior concerniente a la

simetria para obtener la respuesta de coseno elevadoZ.

La adecuada modelacidén del pulso de la zefial a transmitir
determina que en los tiempos de muestreo la seflal valga cero. En
caso contrario el corrimiento resultante se gobrepone
aditivamente con los pulsos adyacentes dando lugar a

interferencia, que puede ser causa de error en la recepcidn.

Este documento de Nygquist condudo a nuevos andlieis para la
correccidédn de las caracteristicas de fase. La bibliografia
consultada® coincide en seflalar gue los primeros reportes para
obtener un ecualizador de fase gque se adapte vecursivamente a las

variaciones del canal se remontan a 1965 con el trabajo de Lucky

1 Nyquiat, Harry. Certain Topics in Telegraph Transmission Theory.
Feb. 1928. Revroducido en L.E. Franks. Baseband Comminications. TEEE
Press. 1971

2 Feher K, Digital Communicationsz. 1883 Prentice Hall.

2 Franks, L.E. Baseband Communications. IEEE Press. 18971.
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en los Bell Laboratories. En este documento, Lucky 4 usa una
secuencia enviada durante el periodo de entrenamiento para
ajustar las ganancias de los taps de un Filtro Transversal o
Filtro "Linea de Retardos con Derivacionesg” (TDL de =sus iniciales
en 1nglés de Tapped Delay Line) mediante un criterioc de
minimizacidén de error conocido como forzamiento adaptive de
ceros, el cual lo analizaremos en el Capitulo II, literal 2.2, en

su forma no adaptiva.

En un documento posterior, de Febrero de 1986, Lucky propone
ciertas wvariaciones al ecualizador original de modo gue si
durante la etapra en la cual el canal estada en gervicio. existen
variaciones de fase (por envejecimiento, etc), no sea necszario
interrumpir la transmisién de informacidn para actualizar las
ganancias ci de los taps (ver figura 1). De esta forma se ve que
la ecualizacidén como e la concibe en la actuslidad consiste de

dos etapas:

~ La primera etapa, llamada de entrenamiento, en

1
envia una secuencia de pulsos conocida al canal, en base a los

cuales se actualiza loes parametros del filtro. Por esta razdn se
le conoce a este método como ecualizacion adaptiva.

— La segunda etapa es la etapa de autoajuste.

Cuando el canal =e encuentra en servicio, el tratar de

enviar una secuencia de entrenamiento seria oneroso, a la vez gue
interrumpiria el flujo de informacidén. Es por esto que el filtro
debe disponer de reslimentacidn, la cual actualiza continuamente

los coeficilentes.

Por lo diche, la ecualizacidn es un procesc dindmico de

ajuste de las caracterisgsticas del filtro en funcidén de las

< Tucky, R.W. Automatic Equalization. The Bell System Technical
Journal, April 1965. Reproducido en L.E. Franks, obra_citada,
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variaciones del canal.

Este ajuste lo llevaremos a cabo mediante la implementacidn
de métodos recursivos, los que calculan el valor siguiente de los
coeficientes en funecidén del conccimiento de los valores pasados
de los mismos y se basan para el efecto en la minimizacidn del
error entre la sefial recibida y la sefial de entrenamiento
almacenada (o del valor mas pronable en el caso de la etapa de

sutoajuste, cuya obtencidn es asimismo tema de la tesis).
1.2 Procesos adaptivos.

Los procedimientos adaptivos son conocidos desde hace mucho
tiempo atréas. Se los ha usado exitosamente para la Cancelacidn
Adaptiva de Ruido (Jiménez,M.S. Tesis. EPMN. 1988), para la
Determinacidn de Sinusoides en un Fondo de Ruido (Hidalgo.P.
Métodos de Prony y Pilsarenko para Estimacidn Espectral, Tesis.
EPN. 1985), para la deteccion de fonemas, etc. La esencia de
estos métodos radica en tratar de modelar el sistema mediante
métodos de regresidén lineal conocidos +también como métodos

regresivosg (AR:Autoregression, MA:Moving Average, ARMA:AR + MA).

Para el caso especifico de la ecualizacidn se usa el método
AR ya que este modelo ofrece control sobre las caracteristicas de

faze y ademéaes es inherentemente eetable.®

1.3 Relacién entre los métodos AR de Prediccién Lineal y la

Ecualizaclion Adaptiva.

El modelo comin para la Prediccidn Lineal v la Ecualizacidén

Adaptiva se muestra en la fig. 1.

& Grant and Cowan. Adaptive Filters. 1985.
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g = A
€l ) c%}x) C§:$y
sumadar
alt)

Figura 1 Modelo comin de AR v Ecualizacidn Adaptiva

La sedal observada v{n). puede ser modelada® como una
secuencia a(n), la cual es corrompida por ruldo aditivo bhlanco,

N({n), con varianza oZ2:

y{n) = s{n) + N{n) (1.1)
En la recepcidén, el estimado de s(a(n)), @{n). es8 definido
en términos de un polinomico lineal finito en yv{(n) -lo cual

explicaremos en mayor detalle en el capitulo II, numeral Z.1:

a(n) = = cl y(n—-1) (1L.2)

donde los c¢ci son resos individuales en un filtro como el de la
figura 1. Para eimplificar las expresiones vy aclarar la
manipulacidn matemdatica, la ecuacidn {(1.2) puede ser reescrita en

notacioén matricial-vectorial como

d(n) = CT Y(n) (1.3)

8 Cowan. Optimum Estimation Techniques. Capitulo 2 en la obra citada de
Grant and Cowan.



donde
or = (co, c1, ... , Cczwm]
YT(n) = {v(n), v(n-1),..., v(n-2N)]

lo gque puede obeervarse de la Fig.l con 2N=4. El superindice T

denota matriz transpuesta.

La diferencia entre los métodos de ecualizacidon v los
métodos AR de, digamos, deteccidn de sefial en un fondo ruidoso,
radica en la forma de la sefial y(n). En los métodos AR, v(n) toma
la forma de la ecuacién (1.1), donde s(n) =3 l&a sefial original

gin distcrsidén. En tanto que en la ecualizacidn,
vin) = 2i ai r(n-1i) + nN{n) (1.4)

donde r{(n) Be obtiene de a(n) —-segin la ecuacldn (2.5) del
capitulo II, v e=g la sefial afectada por la funcidn impulsiva del
canal h{(n), la cual ha causado IS5SI, vy a(n) corresponde como &n

los métodos AR a la seflal original sin distorsiodn.
1.4 Obtencién de la Funcidn de Transferencia del Ecualizador.

En el caso especifico de la ecualizacidn, la modelacion del
sistema conduce a obtenery una funcidn de transferencia (FT) del

filtro adaptivo:
C{(s) = 1 / H(s) {1.5)

donde H(s) es la FT del canal, gue es el gue introduce la ISI. E1
procesa de obtener la funcidn inversa del canal e el siguiente,
ver la fig. Z. Se envia el simbolo de informacion deseado a(t) a
través del canal h(t) y se obtiene en la recepcidn la sefilal y(t)

en la entrada del mismo nombre (y{(t) del filtro adaptivo C), la

5



cual luego de pasar a través del filtre da da(t), que es el

estimado de y(t), que en el caso ideal serd H(t) = a(t). Por otra
parte, en la Recepcidn se debe dieponer de la sefial a(t), que
durante el periodo de entrenamiento debe estar almacenada , ¢ en

el periodo de autocajuste debe ser obtenida mediante cuantizacién

(a partir de B(t)).

a(t) ——{ () v () B0

Figura 2. Inversidn de la funcidn del canal H(s) usando un
filtro adaptivo C(s)

En cualguier caso, se procede a formar la sefal de error:

e = a(t) - y(t) (1.86)
gque en el limite cuando e - O por acclidn del ecualizador C(s),
v(t) =+ a(t) , consiguiendo entonces el mejor estimado de a(t):
H2 + a, lo gue en el dominio de la frecuencia da:

AE(s) = C(=) Y(s) = C(s) H(s) A(m) (1.7)
v en el limite, cuando A - A,

1 = C(s) H(3) (1.8

Cls) = 1 / H(s)

e lo que se puede concluir gue filtro adaptivo invierte
de 1 d 1 el filtro a n] ” [ la

Tunecidn de transfersncia del canal para de a2sta manera cancelar

as



los cambhios introducidos. entre ellos 1a IST.

1.5 Tipos de ecualizadores.

l.a ecualizacién se usa, entre otraz aplicaciones, en
sistemas que usan modems para la transmisidn de datos

computarizados. La velocidad alcanzada en la década de los 70 era
de alrededor de 1200 bilts/s para transmisidn BPSK, limite gue ha

rodido ser superado gracias a las técnicas de ecualizacidn.

El primer ecualizador usado exitosamente en 1985 por Lucky
fue el ecualizador ya mencicnado de forzamiento de cero (ZFE), el
cual es todavia wsado para canales con alta relacidén sefial a

ruido.

S8in embargo, el aparecimiento a inicios de los 70 del
algoritmo del gradiente de descenso mds pronunclado por parte de
Widrow?7 y otros, determinéd gue se use esta wvariedad de
ecualizador durante la wsiguiente década. La razén de la
preeminencia del LMS (least mean sguare) sobre el filtro de
forzamiento de cero es debida a gue la convergencia de este
método no depencde de los valores de las muestras, como en el ZFE,
sino de un factor de convergencla que asegura convergencla en

‘todos los casos.

Posteriormente hallamos dos  tipos de ecualizadores
adicionales: el ecualizador de espaclamiento fraccional entre
taps (FTE) v el ecualizador de realimentacidén en la decision
(DFE). ELl primero es una generalizacidn del TDL de Widrow, y =se
demuesgtra que es mejor que el TDL, debido a gue no precisa de un

filtro acoplado a la entrada, ya gque el espaciamiento fraccilonado

v Widrow B, et al, Stationary and nongtationary learning
characteristics of the [IMS adaptive filter. Proceedings of the IEEE. Aug.
1976.



en el tlempo, (r = T/M) fig. 3., »puede compensar por el uso de
dicho filtreo.8 Con el adicionamiente del filtro acorlado, la
libertad en el egpaciamiento de los taps puede ser usada para

compensar una distorsidén mds severa que la gue soporta el TDL.

I(t) far Y T ‘-Ji T C;f . T N2 3 T -2
2l e A l"l
c~2 C—1(o) CO(x e CQ}\T
sumador 4j

hit)

TFigura 3 Bcualizador de espaciamiento fraccional

Por su parte, el ecualizador de realimentacidén en Ila
decisidn estd constituido por doe TDL s, fig.4. Uno hacia
adelante gque va de la entrada hacia un sumador vy otro hacia
atrds, gque va desde la salida del elemento de decisidn a 1la
entrada del sumador con sSigno menos. Como se demuestra en
Monsen®, el TDL hacia adelante ecualiza los pulsos adelantados
(para t—1i), mientras que el TDL hacia atrés cancela los pulsos de
la cola (para t+i). Pe demuestra también gue el funcionamiento es
superior al TDL normal puesto que como el TDL hacia adelante estad
realizando la mitad del trabajo gue en el TDL normal, el “resto"
de su capacidad lo usa en la minimizacidén del ruido, siendo por
esta razdn méas Iinmune al ruido. La desventaja de este tipo de
ecualizador es que en el caso de que exista un error, este error
es realimentado, lo gue da lugar a més errores ocurriendo un

error explosivo (burst). Sin embargo. este error es controlado en

B Gureshi, 5. Adaptive Ecuallzation. Proceedings of the IERE. Sept.
1985.

8 Monsen, Feedback Ecualization for Fading Dispersive Channels. IEEE
Trans. on Information Theory. Jan. 1971.
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un tiempo tal que disminuye s6lo ligeramente el comportamiento

general del filtro.

Entrada, =
e TDL hacla adalante /];
. -
A3 K
+
K Elemento de

xﬁ;\ N 3

Dealsiasn

23c

B

IDL hacia atvhz

Figura 4 Ecualizador con realimentacidén en la decision.

Para mayor informacidén sobre el filtro de espacionamiento
fraccional v el de realimentacidn en la decisidén, tenemos la

tesis de Nuafiezi9o,

Nuestro trabajo presenta ademdas del filtro TDL, el filtro de
Malla, el cual es superior en lo que se refiere a la velocidad de

convergencia.

Como se demostrard, esta mayor velocildad de convergencia

radica en la cortogonalizacidén de la matriz de covarianza.

De esta forma, en la blisqueda del ecualizador éptimo, se ha

encontrado que el algoritmo 6ptimo es no lineal, dentro de los

10 Nafiez, Tesis: Ecualizacién Digital. EPN 1986.
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cuales se encuadra el vya mencionado ecualizador de espaciamiento

fraccional.

La basqueda del mejor ecualizddor no lineal 1ligado al
criterio de optimizacién de la probabilidad de error desemhocd en
el desarrolloc del estimador de mé&xima probabilidad usando el
algoritmo de Viterbi, v de wuna versidn subdptima denominada
ecualizador de realimentaciodn en la decisidn que vya lo

mencilionamos anteriormente.

Todosg los ecualizadores mencionados han permitidoc de una u
otra forma superar la sefializacion a 1200 /s, logriandose tasas
de 2400 b/sB con la modulacién BPSK, de 4800 b/s con la modulacidn
QPSE v de hasta 9600 b/s con QAM (modulacidn simultdnea de
amplitud y de fase).

La investigacidn actual estd encaminada a lograr mayores
velocidades mediante la modulacidén gue contempla la codificacidn
con el co6digo de Trellis, con lo que se pueden alcanzar
velocidades de hasta 16800 b/s.

10
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CAPILITOIL.O I X

2.1 Descripcidn del canal a usar vy del tipo de transmision a

analizar.

La estructura béasica a usar es un recepbtor adaptivo que es
capaz de seflalizacidn digltal a alta velocidad en un canal de

banda limitada que puede variar lentamente.

Debe anotarse gque la resgpuesta impulsiva del canal es

desconocida para el receptor.

El elemento esencial del receptor adaptivo ez un filtro: en
nuestro casc usaremos el Filtro TDL v el Filtro de Malla. Los
taps 6 ganancias de los filtros (ci en la fig. 1), son ajustados
mediante el método del descenso maes pronunciado para minimizar el
error cuadrdtico medio (MSE) debido tanto &a la interferencia

intereimbolo, cuanto al ruido aditivo.

Nuestro tratamiento sera aplicado al procesamiento de datos
digitales transmitidos por el método BPSK (Binary Phase Shift
Keying), vy oportunamente estableceremos las restricciones que
deben observarse al generalizar loz resgultados a la modulacidn
QPSK (Quadrature Phase Shift Keying).

Esta seccidn tratarid con un modelo matemdatico del sistema de

comunicacidén en el cual se usa el receptor adaptivo.

El modelo mateméatico usado para representar el sistema de

comunicacidn digital se rresenta en la Fig. 5.

La secuencia de informacidn {an}? modula la forma de onda
basgica s(t), que en el caso 1ideal corresponde a la funcidn
impulsiva delta de Dirac, v en el caso practico a pulsos

digitales de duracidén finita. La modulacidn se produce a una tasa

i1



Canal

HEt)

Madu jador

)

p(fp.ﬁggip{;emoddlador

N
Uy
J
tlJ

{an} )
Transmisar

Raceptor

MOt

Figura 5 Modelo de Comunicacién Digital.

de 1/T.

Basandonos en la funcidén s(t) podemos establecer la seflal

total transmitida como:
ge({t) =...4+a-1s(t+T)+aos(L)+are(t-T)+. .. (2.1)

que en notacidén abreviada es:

N
se(t) = Z ai s{t-1iT) (2.2)
1=—N
donde sc{t) = secuencia transmitida
al = secuencia moduladora

iT

1

tiempeos de muestreo.

Para el caeo concreto de la simulacidén usaremos los valores
+1, =1, como secuencia moduladora, los cuales corresponden al
cédigo NRZ. Recordemos, sin embargo, que modular la amplitud de
una portadora sinusoidal con estos valores, es equivalente a
proporcicnar a la misma un cambio de fase de 180 grados, lo que
constituye la modulacidén BPSK gque es la gque usaremos en la

simalacién.

12



El canal a través del cual es transmitida la informacidén se
caracteriza por su respuesta impulsgiva h(t), la cual asumimos

desconocida en la recepcion.

Sabemos de loe conocimientos bdsicos de sgistemas lineales,
gue la respuesta del canal a la funcidn s<(t) es la convolucidn

de h(t) con sc(t):

v(t) = h(t) * sc(t) ‘ (2.3)
N
v{t) = z ai r(t-iT) _ : (2.4)
i=-N

donde la convolucion estd definida por:

, NT
r(t) = > se(k) hi{t-k) (2.8)
k=—NT
con h{(t) = Respuesta Impulsiva del Canal

a partir de la cual se puede obtener usando la Transformada de

‘Fourier: H(s) = Euncidén de Transferencia del Canal.

Por otra parte, de la figura 5 se ve que el ruido se
incorpora aditivamente a la sefial. En (2.68) hemos tomado en
cuenta el ruido aditivo del canal, gue asumiremos gaussiano. '

N
v(t) = z al r(t-iT) + N(t) (2.8)
i=-N

Si  enviamos secuencias s«e(t) a través del canal, en la
recepclidn tendremos una sefial y{(t) que refleja las distorsiones

introducidas por el canal en la sefial.
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Supongamoslque el gimbolo deseado

es ado,

el cual e= la

salida del filtro transversal mostrado en la fig.1l. Con ci

(i=-N,...,0,...,N);

estimado del simbolo deseado do:

como

N
do0 = Z ci  y(t-1iT)
i=-N
donde dao = valor estimado

Para el instante to = t(0) = 0,
N
do = z ci y(—iT)
=N

coeficientes de los taps

donde para simplificar la expresidn definamos,

v—2 = y(-iT)

se obtiene el

(2.8)

(2.9)

El voltaje en (2.8) es la suma del término deseado as mas un

término de interferencia intersimbolo:

N

8o = ¥o Co + z° ci Y(—i)
i=-N J
I5T
donde el apéstrofe en el sumatorio indica que
término i = 0, y
8o = Yo Co = gimbolo deseado (coc = 1)

14
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3o = gimbolo estimado

OBSERVACION 1: de 1lo anterior se concluye gue para que la
interferencia intersimbolo al tiémpo 0 gea nula, debe cumplirse
Que

a(o) = | 1 t=0
0 en otro caso

De aqui surge el primer criterioc de ecualizaciodn, a saber,
que sl forzamos ceros en los tlempos de muestreo T mediante un |

filtro transversal, se puede lograr anular la ISIti,
2.2 Tos ecualizadores como filtros de forzamiento de zero.

En la presente seccidn desarrcllamos la forma no adaptiva de
los ecualizadores usados inicialmente por Inmacky. Partimos de la
ecuaciodn (2.7) que la reproducimos a continuacidn por
conveniencia, en donde hemos hecho: Tiempo de muestreo T = 1 seg.

por facilidad de calculo:

N
a(t)y = 2 cl v(t—i),
i=-N (2.7.a)

Si aplicamos el resultado consignado en la OBSERVACION 1, es

decir:

a(t) =1 t=0
0 t diferente de O

a la ecuacisdén (2.7.a), obtenemos un sistema de 2N + 1 incdgnitas

en ci gue nos permite el objetilvo deseado: anular la ISI.

11 Feher K, Digital Communications. 1983 Prentice Hall. Pg.115-118
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y(t)LNZTJ wl@? . D u(—’r)g T w(—27T>
C—2(x - 1 C2(x
sumador
§0(t)

Figura 6 E1l Ecusalizador como Filtro Forzador de Ceros.

Para forzar ceros usaremos el filtro de la fig. B, el cual
es idéntico al de la figura 1. La diferencia estriba tnicamente

en la notacioén.

A continuacidén presentamos las ecuaciones gue determinan las
ganancias de los taps, cl, considerando un sistema de 5 taps con

N=2, a partir de (2Z2.7.a): ,

b=-2 3(-2) = 0 =¢c-2 vO0 + ¢c-1 v-1 + c0 y—-2 + ¢l y-3 + ¢2 y—-4
t=- a(-1) = 0 = ¢c-2 y1 + ¢c-1 vyO 4+ c0 y-1 + ¢l yv-2 + c2 yv-3
t= 0O d( 0) =1 = c-2 v2 + ¢c-1 vl + c0 yv0O + ¢l y-1 + c2 y-2
t= 1 2( 1) =0 = -2 v3 + -1 v2 + <0 y1 + él vO + ¢2 y-1
t= 2 A 2) =0 = ¢-2 yv4 + ¢c-1 ¥v3 + ¢c0 vyv2 + ¢l yl + ¢2 yO
(2.B.a.)

Lo gue nos permite calcular los coeficientes c¢i que aseguran

transmision libre de ISI.

Este método obviamente reguiere que 3= efectiien mediciones
de la respuesta impulsiva del canal, gue a manera de ejemplo nos
lo rproporciona Feher en la citada referencia v es una funcidn
tipo {sen(y)/v} con ruido adicional vy da comoc muestras de y(t)

laz siguientes:

16



v(-2)

lo que conduce
la primera

demostrar que el sistema

al sistema de ecuaciones de la

columna contiene lag

al.

A

=0.L, v(-1)=-.2, v(0)=1, y(1)=.1 vy v(2)=0:

de ecuaciones tiene una solucidn

Tabla 1,

partir de ello

en donde

es facil

tnica
dada por el vector: C = (c-2, c—1, c0, cl, c2)
donde c—2 = -0.054
c—1 = 0.20867
. "ec0 = 0.9595
¢l = -0.094
c2 = 0.009
o] 1 -0.2 0.1 0 0
0 0.1 1 -0.2 0.1 0
1 0 0.1 -0.2 0.1
0 0 0 0.1 ~0._2
0 0 0 0.1 1
Tabla 1. Sistema de ecuaciones que forza el cruce por cero de
al{t)

Todo lo cual nos permite tener una idea de la ingente
cantidad de trabajo matemdtico que implica el proceso directo,
sobre todo si hablamos de matrices de 11 = 11, gque son muy
oomuneé.

Ademas de que

ligeramente,

permanecen

los

estdticos

lo

coeficientes

que

calculados

daria

disminucién del rendimiento del enlace.

OBSERVACION 2:

primera aproximacidn

una

ecualizacion.

El cdalculo

a lo

lugar

por

a una

de los coeficientes

gue

17

internamente

Se ve gque para un canal practico,

si en el transcurso del tiempo el canal varia

este

sucede en

método

sustancial

nos permite
la

el corrimiento de



fase es mds importante en los taps cercanos al tap central. Sin
embargo debe anotarse que si bien el canal compensa el error en
forma casi exacta para los tiempos analizados, al tiempo t=-3 el

error es de € = ¢—2 yv—1 + c—1 y—-2, (de (2.B.a) con y-3 = y—4 =

v=5 = 0), lo gue con los valores calculados de los taps da (.3.
Fllo indica qgque el orden escogideo de 5 no es suficiente. Si
deseamos reducir el error, debemos aumentar el orden a 7, con lo

que los nuevos ccoeficientes son:
C = ( —-.03, —-.0b1, .2064, 0.9596, -.094, .008, —-.0009 ).

Con el nuevo orden de 7, en t=-3, e = ¢-3 y0 + ¢—-2 v-1 +
c—3 y—-2 = 0.00084.

Para t=—4, e = ¢-3 y-1 + ¢c-2 y-2 = 0009 yv para t = -5,
e = ¢—3 y—-2 = —.003, con lo que ya no hace falta aumentar mids el
orden del filtro.

Por lo anteriormente wvisto, en lugar dé un proceso
matemdtico directo, se usara un método recursivo que trata de
minimizar la ISI por el método del error cuadraticeo medio, el
cual desemboca en una secuencia de cdlculos para ac;ualizar
periddicamente los taps del TDL. Esto lo veremos en el siguiente

capitulo.
2.3 Criterios de Nyquist de Interferencia Intersimbolo.

En esta seccidn veremos gque la simetria en el dominio de la
frecuencia que pregenta la funcidn de transferencia del canal,
conduce a los pulsos coseno elevado para minimizar 1la
interferencia intersimbolo, lo que constituye el primer enunciado

de Nyquist.

Sabemos del andlisis espectral de Fourier que la forma de

onda correspondiente a un filtro pasabajos ideal de Frecuencia de

18



Corte fn, es la funcidn sen(2 w fn +t)/(2 w fn t), donde fﬁ = B =

Frecuencia de Nyquist, que serid explicada posteriormente.

Este pulso lo mostramos en la fig. 7, de la cual se observa
gque la interferencia intersimbolo es anulada, puesto qQue en el
caso ideal, de sincronizacién perfecta, los pulsos configurados
con este filtro no interaccionan entre si, va gue en los tiempos
de muestreo el pulso resgultante es el deseado, siendo la

resultante de todos los demde pulsocos lgual a cero.

MhCt D

VAR
N

AV S

—ilsB —A1-28 AP g

LA

HCw D>

rah o4

—2w o SwuD

Figura 7 Pulsoc gue proporciona una interferencia intersimbolos
nula.

Si wme esascoge 1/2fn como el intervale de muestreo T 12,6 en
otras palabras: £ = 2 fn (gque es un caso especial del Teorema de
Nyvgquist £ >= 2 fn, donde fn es el ancho de banda de la sefilal), se

pueden transmitir 2fn pulsos por segundo =i se emplea esta forma

de onda. Esta velocidad no es mas qgue la conocida velocidad de
Nyquist.
Sin embargo, existen dificultades practicas con esgsta forma

12 SGehwartz, 4. Comunicacidn Digital. 3ra Ed. Prentice Hall. 1887.
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de onda:
1. El filtro pasabajos ildeal es irrealizable vy;

2. El opulsc requiere una sincronizacién extremadamente
precisa. Si el tiempo del receptor varia en algo de la sincronia
exacta, la Interferencia Intersimbolos Nula desaparesce, puesto
gue las colas de los pulsos podrian agregarse en forma

divergente.

Para aliviar este problema, Nyguist (ob. citada) sugirid una
clase de szgefialeg gue eliminan la IS5 v gque son menos sensibles al

sincronismo, que analizamoe a continuwaciodn.

81 de 1la fig. 7 modificamos la caracteristica de corte del
FPB (filtro pasabajos) de modo que el corte sea gradual, el
filtro es fisicamente realizable. En particular:
51 la nueva funcidén de transferencia se disefla para tener
simetria Iimpar alrededor del punteo de corte pasabajos, S5&
demostrard gue la respuesta a impulso resultante mantiene la
caracteristica de ‘tener ceros a Iintervalos uniformemente

espacliados de tiempo.

Un ejemplo de +tal espectro que se usa en la practica es el
espectro de amplitud coseno elevado. Este espectro se muestra en
la fig.8. El espectro del coseno elevado estd dado por:

H{w) 1/2 (1 + cos (. w / 2 wn)), abs (w) <= 2 wn

0 otro caso {(2.9)

I

S5i medimos la frecuencia respecto a wn haclendo w=wn + Aw,

véase la fig.B8, tenemos:

1

H(w) 1/2 (1 + cos /2 (1+ aw / wn))

1/2 (1 - sen /2 Aw / wn) (2.10)

tl
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K

T H (WD

Filétro ideal Pasabadas

T g 2w

Coseno Elevadao

Figura 8 Espectro del cosenc elevado.

Puesto gye el términe seno tiene simetria impar, el espectro
del coseno elavado despliega la simetria Impar indicada

anteriormeante.

La res@uesta al impulso de un filtro con esta caracteristica
de frecuendia'se‘demuestra (verlApéndice IIT) que esta dada por:
h(t) = wn/mt sen(wn t)/(wn t) cos (wn t)/(1-(2wn t/m)2)

‘ (2.11)

HEsta expresidn contiene el término sen(x)/x del filtro ideal
multiplicado por un factor adicional que decrece con el aumento

del tiempo.

' El término sen(x) x garantiza los cruces por caro de h(t)
precisamente & Ios mismos eSpacios de tiempo igualmente
 diStanciados gque tiene &1 filtro ideal pasabajos. EI faactor
adicional de-multipiliicacidn reduce las oolés de los pulsos en

forma considerable por debajo de sen(x)/x, de manara que cuando

t\a
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este tipo de pulsos se emplean en la transmision digital, son

relativamente insensibles a las variaciones en la sincronizacidn.

Para determinar cuantitativamente el porcentaje de
disminucion de la sensibilidad, expresemos (2.11) en forma
normalizada:
sea £ = 2 fn = 1/T, = = t/T, entonces
hi(t) = wn/mt gen(2 w fn t)/(2 w fn t) cos (2 w fn t)/(1—-(2 2 1

' fn t/m)Z)
(2.12)

h(t) = wn/nt sen(nt x)/(1t ) cos (w x}/(1-(2 x)=)
(2.13)

sea fn=1/2 Hz [para que la amplitud de (2.13) seca 1],

h(t) = Sen(n x)/(nt x) cos (w ®x)/{(1-4 =2
(2.14)

Para el caso del filtro ideal, cuando h(t) = sen (w=x)/(1tx),
el maximo valor negativo se produce cuando t=1.5%KT= 1.58%1 = 1.5 &
»=1.5, lo que da h(l.5)=-.2122: resultado que se deduce de 1la
fig.7 con fn 4 B = 1/2.

De (2.14), cuando se contempla la expresicn completa,
grédficamente hemos hallado que el minimo wvalor se obtiene en
h(l.17)=-_0266.

De esto se concluye que, aproximadamente, la sensibilidad
disminuye en un orden de'—~2122/—.0266 = 10.

Empero, esta ventaja conlleva la desventaja de que, como se

muestra en la fig.8, el ancho de banda necesarioc es el doble gque
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en el caso ideal.

Para reducir esta exigencia introduciremos posteriormente un
Factor de exceso de ancho de banda, alfa, el cual permite un
compromiso entre disminucion de sensibilidad al sincronismo vy

aumento del ancho de banda de transmision.

A continuacidn se demuestra el hecho de que el esaspectro del
coseno elevado es un ejemplo de una clase de espectros con
simetria impar alrededor de wn (frecuencia angular de Nyguist o
frecuencia <de corte del Filtro Pasabajos [FPB] ideal), gque
proporciconan cruces por cero en intervalos igualmente espaciados

de muestreo.

Supdngase que el FPB tiene la caracteristica siguiente:

H(w) = 1 + Hi(w) abs (w) < wn (2.15)
= Hil(w) wn < abs (w) < 2 wn
=0 en otro caso.

(Si H1l(w)=0 se tiene el filtro ideal pasabajos)

Por ej. (ver la fig. 9), sea

Hi(w) = 1/2 (cos (/2 w/wn) — 1) abs (w) < wn (2.18a)
= 1/2 (cos (n/2 w/wn) + 1) wn < abs (w) < 2 wn
(2.16b)

que es Jjustamente el caso del coseno elevado, como es inmediato

de demostrar por comparacidn con (2.9).
En lo gue sigue agumiremos que el corrimiento de fase del

filtro es 0. Bupdngase gue H(w) tiene simetria impar alrededor de

wn. Entonces
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Hi(wn+aw) = —-Hl(wn—aw) (2.317)

lo que se comprueba de (2.16b), v graficamente se muestra en la
fig. 9.

THLIC WD

&
4

—dwnn TwW n Awn
t

/

ad>

THCw)

1+H1(w)

— A

H1LC(w)>

QAun

(b

Figura 9 Filtro de Nyguist: a) Simetria impar alrededor de wn. b)
Filtro completo.

Tomando la Transformada de Fourier de la ecuacién (2.15), ge

tiene, por superposicidn:

h(t) = wn/t sen(wn t)/{wn t) + hl(t) (2.18)
[9n]

donde hi(t)=1/(2 w) [ Hl(w) exp(jwt) dw (2.19)
—w

Se puede simplificar la expresidon anterior tomando en cuenta
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que Hl es par, véase fig.9, v que todos los espectros de amplitud
son simétricos respecto a w=0. Entonces (segiin se demuestra en el

Apéndice III, para toda funcion par),

m

hi(t)=1/7t [ Hl{w) cos(wt) dw (2.19)
O

wn 2 wn
=1/w [ Hl(w) cos{wt) dw + 1/m [ Hl(w) cos(wt) dw
0 wn (2.20)

usando el hecho de que Hl = 0 para w>2 wn.

A  continuvacion hagamos w=wn-x en la primera integral de

(2.20) v w=wn+4x en la segunda integral.

W1
hi(t)=1/m [ Hl(wn-x) cos[(wn-x)t] dw
0
2 wn
+ i/n [ Hl(wn+x) cos[(wn+x)t] dw
wn (2.21)

La variable muda = varia entre O y wn en ambas integrales
por lo que las dos pueden ser combinadas en una ecla; y haciendo

uso de la propiedad de simetria impar (2.17),

wn
hi(t)=1/m [ Hl(wn-x) (cos(wn-x)t — cos{wn+x)t) dx
0 (2.22)

Usando la identidad

cos (a-b) - cos (a+bh) = 2 sen a sen b



se obtiene el siguiente resultado:

wn
hil(t)=2/n sen wnt [ Hl(wn-x) sen xt du
0 (2.23)

Nétese gque. Iindependientemente del valor de la integral (el cual
dependerd de la caracteristica escogida para K1), el sen wnt
precedente garantiza que hl{t) sea (0 a intervalos espaciados
T=m/wn ses. Pepo al ser este el intervalo original de muastreo,
la ecuacion (£.23) proporcicona O en todos Ilos tiempos de muestreo
T. Esta propiedad de h{(t) es por supuesto consecuenclia de lIla

simetria impar gue se ha elegido para Hil(w) LRRD.

De esta forma, cualguier funcidn gue presente simetria impar
alrededor de wn proporciona sefalizacidén libre de ISI para
transmigidén a intervalos T de muestreo. En la prédctica =se elige

funciones con un ancho de banda menor al del coseno elevado, pero

q\li(u)
]
1 1
1
]
]
WL -3
i
[}
1
1
\I.J
—un a
Filigura 10 Esgpectro de caida senoidal
gque conservan la ingeneibilidad ante la sincronizacidn. E1L
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se obtiene el siguiente resultado:

wn
hi(t)=2/t sen wnt [ Hl(wn-x) sen xt dx
0 (2.23)

Ndotese que, independientemente del valor de la integral (el cual

dependerd de la caracteristica escogida para H1), el sen

precedente garantiza que hift) se

al

wnt

0 a intervalos espaciados

T=ng wn seg. Pero al ser este el intervalo original de muestreo,

[

la ecuacidn (£.23) proporciocna 0 en todeos los tiempos de muestreo

7. Esta propiedad de h(t) es por supuesto consecuencia de Ia

simetria impar que se ha elegido para Hl(w) LERGQD.

De esta forma. cualguier funcidn que presente simetria impar
alrededor de wn ©proporciona seflalizacidén 1libre de ISI para
transmisidén a Iintervalos T de muestreo. En la prdctica se slige
funciones con un ancho de banda menor al del coseno elevado, peroc

/T\ H{w)>
i
' b B
]
)
' ]
- .9
]
]
1
' ~
7 Wl
" 11 a
5 %L =
(W% A
Figura 10 Espectro de caida senoidal
gque conservan la insensgibilidad ante la gincronizacidén. E1
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espectrc en este caso se denomina de gaida _senoidal, ¥ =e lo

muestra en la fig.10.

La generalizacidén para este tipo de pulsos se la obtiene de

(2.10) como sigue:

H{w) = 1/2 (1 — sen w/2 aw / wn) (Z2.10)

En general wx#wn (wx estd definida en el grdfico 10), como
se supuso en el filtro cosenc elevado. Digamos por ejemplo gque
queremos que H(w} sea 1 incluso hasta w=0.9wn, lo que por cierto

implica wx=.lwn.

Entonces, de (2.10)

1= 1/2 (1 - sen (/2 k¥ (w-wn) / wn)) (2.11)

1 =1/2 (1 - sen (/2 k (—-.1lwn) / wn)) (2.12)

1= 1/2 (1 + sen (/2 k¥ .1) (2.13)
donde k ‘ﬁﬁré por determinarse. La tunica forma de gue se cumpla

(2.13) es de que k=1/.1 6 lo que es3 lo mismo

k = 1/(wx/wn) (2.14)

definamos alfa = 1/k, de modo que:

alfa = wx/vm = £x/fn (2.158)

Este valor es conocido como factor de exceso de banda, v es
el que establece el compromiso entre ancho de banda vy
sensibilidad a la sincronizacidn. Alfa esta entre 0, caso del

filtro pasabajos ideal v 1, caso del coseno elevado.

BN
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En la simulacién se usaradn los siguientes valores. como

recomienda el CCITT.

El CCITT recomienda usar wun ancho de banda tal gque la
distorsidn de propagacidn, de la cual hablaremcse posteriormente,
sea menor a la duracidén del simbolo. Permite, el organismo, que
exista clierta distorsidén en la transmisidon a bajas velocidades,

pero es mads estricto en el caso de altas velocidades.

Velocidad de modulacidn xceso de banda Ancho de banda
(bits/s] alfa. (H=z. ]
1200 .8 720 - 2880
140G -8B 680 - %920
1600 .4 880 — 2920
1800 .25 675 — 2925
2000 2 800 - 3000
2200 15 535 - 3085
2400 125 435 —~ 2985

Tabla 2. Exceso de ancho de banda alfa recomendado por el CCITT,
tal que la distorsion de propagacidn sea menor a la duracidn del
simbolo.

De esta manera, la generalizacidn de (2.10), tomando =1 caso

del espectro de caida senoidal, para los alfa establecidos,es:

H(w) = 1/2 (1 - sen /2 1l/alfa aw / wn) (2.18)

gue para la codificacidén en €l Programa en LenguaJe C hemos

variado ligeramente., asi:

H{w) = 1/2 (1 - sen (n/(2 alfa) (f-fn) / £fn) (2.17)
H(w) = 1/2 (1 - sen (1t/(2fnkalfa) (f-fn)) (2.18)
H(w) = 1/2 (1L - gen (w T / alfa (f—-fn)) (2.19)
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que es la férmula usada en 1 programa, en donde T=1/2fn.

Para el intervalo entre 0 y fn(l+alfa) queda entonces, con
alfa = £x/fn:

H(£) = 1 0 < £ < fn(l-alfa)
1/2 (L — sen (nx T 1/alfa (f-fn)) fIn{(l-alfa)<f<fn(l+alfa)
G £f > fn(l+alfa)
(2.20)

De lo wvisto se puede colegir gque el ancho de banda B ests

relacionado con el exceso de banda alfa a través de:
B = 1/2T (l1+alfa). (2.21)
con lo gue podemos hallar cudl es el ancho de banda B
(B=fn [Hz]) que se reguiere para poder transmitir a una velocidad

de transmisidén 1/T dada.

También, con B especificado, &l numero de pulsos por seg.

que pueden transmitirse estd dado por

/T = 2B/(1+alfa). (

[ge}
i
[
g

Por ej. supdngase gue el ancho de banda permisible ez de 2.4
KHz (para canales telefdnicos). La mdxima velocidad de pulsoe en
este canal es entonces de 2B=4800 wmulsos por =seg. Cuando se usa
un factor de exceso de banda, alfa = 0.25, la c¢ifra se reduce a
3840 pulsos por seg. Y 81 se usa el espectro del coseno elevade,

la cifra se reduce a 2400 pulsos por seg.

En el caso de usar modulacidn, el ancho disponible del canal
ge divide para dos en el caso de transmisién con portadora
ubicada en el centro de las caracteristicas del canal. Por este

motivo, se habla de que la maxima velocidad de transmisidn con
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prortadora es de 2400 bite/s.

Egte ansalisis, gsin  embargo, s6lo +toma en cuenta la
distoregidn de amplitud, ya gue la distorsidén de fase restringe la
capacidad del canal telefdénico a mencs de 2.4 KHsz, lo gQue hace

necesario un procedimiento de ecualizacidn.

Z2_4 Determinaciétn de la Funcidn de Transferencia de los TFiltros

de Transmisién y de Recepcidn.

A continuacidén analizaremos la influencia del ruido en la
recepcidén de la sefilal, y se demostrara que la maximizacion de la
relacidén sefial a ruido conduce a la obtencidon de los Ffiltros
acoplados (matched filters). Esto permitird =21 establecer las
funciones de transferencia tanto del filtro de +transmisidn asi
como la del filtro de recepcidon. Se demostrard gue estas
funciones de transferencia que determinan la funcidn cle
transferencia Optima del canal deben ser iguales entre si e
iguales a la raiz cuadrada del pulso de ceseno elzvado, lo  aue
determina gue €l canal satisfaga el criterio de Hyvguist v a la

vez mawimice la relacidn sefial a ruido.

Para optimizar la relacion sefial a ruido, no sdélamente la
variacién del ancheo de banda del filtro, sino también de la forma
de la caracteristica del mismo pueden ajustarse para lograr tal

propdsito (Schwartz, ob. cit.).

Para demostrar 4que la wvariacion de la caracteristica
optimiza la relacidén sefial a ruido, considérese f£(t) aplicada a
un filtro lineal <« con una funcidn de transferencia H(w).

Definiendo F(w) como la Transformada de Fourier de f£(t),

F(w)= [ f(t) exp(-jwt) dw (2.23)
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La seflal de salida s(t) sstd dada por la convolucidn de £(t) v
h(t), lo gque en el dominioc de la frecuencia da S(w)=F(w)H(w), por

lo que tomando la Transformada Inversa de Fourier de 3(w),

a
8(t)=1/(21) [ F(w) H{w) exp(jwt) dw (2.24)
-
[as)
= f F(w) H(w) exp(jwt) d4df, w=2mf ({2.25)
—
La magnitud de s(t) en el momento de muestreo '"to" es
justamente la amplitud deseada de la sefial de salida, sea

A=abs(s(to)),
s}

A=abs(s(to))=abs([ F(w)H(w)exp(jwto)df) (2.28)

—a0

El espectro de potencia del ruido blanco a la entrada del

filtro se ha tomado como {wver Apéndice I1I1),
G(f) = no/2 (2.27)

El ezpectro de potencia a la salida del filtro es entonces

(ver Apéndice II1I1),

Gn(f) = no/2 abs(H(w))=2 (2.28)

v la potencia promedio del ruido de salida (o voltaje de ruido

cuadratico promedio a través de un resistor de 1 ohm) es
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w

N = no/2 [ abs(H(w))2 df (2.29)

-
con sgrt(N)=ruido de salida rms en ausencia de seflal.

Deseamos la eleccidn de H(w) tal gue la relacidn A/Egrt(N)
sea maxima. Esto es lo mismo gue maximizar el cuadrado de 1la
relacién, o AZ/N. Esta relacién es justamente la relacidén de la
potencia instantdnea pico de la sefial a t=to respectoc a 1la
rotencia promedio de ruido y la llamaremos relacidn de potencia
pico de la sefial al ruido ¢ SNR pico. Como la sgefial de entrada
f(t) se supone dada (sefial NRZ), =u contenido de energia

[on]

{ £2(t) dt es una constante.13

—a0

Llamando E a la energia, la siguiente identidad de Fourier

ea vdlida (Apéndice III, teorema de la energia),

o] [as]
E = [ £2(t) dt = [ abs(F(w))2 df (2.30)
— —0

Dividiendo 1la relacién ©SNR pico para la constante T no
afectarda la determinacidn de la relacidén méxima. Por 1o tanto
puede tomarse como un problema eguivalente la maximizacidn de la

relacidn:

12 8i bien en la transmisién NRZ, los pulsos son randdémicoas, la energia
contenida en el tren es definida, puesto que sabemos que la transformada de
Fourdier del tren NRZ es

ZA=RT (sen(mwfl) / (tfT) )=,
lo cual es la densidad espectral, que es Independiente de la transmisidén
randémlicsa. 81 a esta densidad la integramos en el ancho de banda definido por
el filtro de transmisién, el cual es definido de antemano, obtendremos un
resultado que es independiente del tren enviado v que es constante.
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o]

abs([ F(w)H(w)exp(jwto)df)=2

AZ2/(EN) = (2.31)
s} @
no/2 f F(w)z gf f H(w)2 df
—m —m

Esto se hace Tfacillmente por medio de la desigualdad de
Schwarz, que relacilona la integral de los productos de funciones

complejas (ver Apéndice III para la demostracidn):

jos] jes] a
abs ([ X(w)Y(w) dw)2 <= [ abs (X(w))2 dw [ abs (Y(w))2 dw

La igualdad en la desigualdad (2.32) se satisface sdélo

cuando Y{(w) = K X*(w), K es un numero real.

Si llamamos

X(w) = F(w) exp(jwto), Y(w) = H(w),

la relacidén: no AZ/(2EN) de (2.31) debe ser menor o igual a 1,

os] w [vel
abs(f F(w)H(w)exp(iwto)dw)2 <= f abs(F(w))2 dw f abs(H(w))2 dw
—m —m ) (2.33)

En particular, la wrelacidn es mdxima cuando la igualdad se

cumple o cuando

H(w) = K (F(w) exp(iwto))* = K F*(w) exp(-jwto) (2.34)

Los filltros que poseen la caracteristica de la ecuacion
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(2.34) se llaman filtros aceoplados (matched filfers)..

A continuacién veremos c¢omo se usa la ecuacidn (2.34) para
determinar la funcién de transferencia de los filtros de

transmisidén v de recepcidn.

Para el efecto tenemos la fig.l1ll, en la cual se muestra la

cadena de filtros de Tx, Ry, teniendo a la entrada la sefial s(t).

H<w)
~
! b
T<w2 wtd=coweno alevado
s(td . <
—3 Tx(wd Rx Cwd 4
IR CWI=TR* (WI/5<(w)
no/sa

Figura 11 Determinacioén de lasg funciones de transferencia éptimnmas
para los filtros de Tx y Rx.

Deseamos gque a la salida y(t) los puls=os gque nos llegan sean
tales que la ISI sea minima. Esto se logra si y(t) esta
conformada por pulsos de caida sencidal, los gque ya fueron
analizados, v cuya caracteristica primordial ersa anular la IST
agl como presentar baja sensgibilidad a la sincronizacidn (lo que

como vimos depende del valor de alfa).
v Por otro lado vemos que el ruido blanco estd presente en el
modelo TUnicamente & la entrada del filtro de Rx., loc que

determina gque tengamos libertad en la eleccidén de la funcidn de
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transferencia del filtro de Tx.

Elegimos el filtro de Tx de +tal forma gue anule la funcidn
de transferencia particular que s8e use en la transmisién. Esto lo
hacemos de modo gqgue el andlisis de sefial a ruido no dependa del
tipo de seflal usada en la transmisidén sino gque dependa de la
conformacidén de caida senoidal gque asegura I5] nula. Sin embargo,
al final veremos gque la relacidn seflal a ruido incluso no depende

de esta forma de onda particular.

Sea Tx la FT del filtro de Tx, la libertad de eleccidn a gque

haciamos alusidén permite gque:

Tx = T~ /8 (2.358)

Ezs decir, a la salida del filtro de transmisidn tenemos la
sefial T:

T = T™ /S 8 = Tx~ {(2.38)

Para la eleccidn de la funcidn de  +transferencia del filtro
de recepcidn, aplicamos la ecuacién (2.34), que nos dice que la
funcidén de transferencia del filtro es igual al conjugado de la
FT de la sefial de entrada T. Por lo tanto, la seflal deseada y(t)

se forma a partir de
Y = Rx T = H = caida senoidal. (2.37)

Tx" de (2.38),

1]

con T

de (2.34)

Rx = K Tx"* exp(—jwto) (2.38)

por lo que (con to=0, K=1)



Y = Tx"2 = H (2.39)

De agqui resulta gue la funcidn de transferencia del filtro
transmisor (¥ a través de (2.38) del receptor) &5 la rais
cuadrada de la funcidén del canal A, la cual la hemos elegido como
calda senoidal para anular la ISI. De (2.19):

Rx = Bart (1/2 (1 — sen (nw T l/alfa (f—in))) (2.40)

gque es la férmula usada en el Programa en Lenguaje C para la FT

del filtro de Recepcidn.

Para el filtro de recepcidn, puesto gue estamos usando

pulsos cuadrados, cuya transformada de Fourier es

S = gen(nfT)/(fT) | (2.41)
de (2.35), tenemos
Tx=(wfT) /sen(wfTl) sart(l/2 (l-sen(w T 1/alfa(f-fn))) (2.42)
que es la FT usada en el Programa.

Para finalizar veamos gue la SNR no depende de 1la forma de

onda caida senoldal.
Aplicando (2.34) a (2.31) se llega a

AZ/(EN) = 1/(no/2) (2.43)

AZ2/N = 2E/no (2.44)
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A/sqart(N) = sqrt(2E/no) (2.45)

La relaclidn sefial a ruido se ve gue depende WUnicamente de la

energia de la sefial y de la densidad espectral del ruido blanco.

» La dependencia de la SNE respecto de la forma de onda de la sefial

de entrada (en este caso la seflal c¢alda sencidal), ha sido

eliminada por el uso del filtro acoplado.

Dos sgeflales de formas de onda diferentes pueden proporcionar
la misma probabilidad de error en pregencia de ruido blanco
aditivo, siempre gque tengan la misma energila y gque estén
filtradas por los apropiados filtros adaptivos para cada caso. Es
la energia de la sefal la gque proporcilona finalmenue la capacidad

de defteceion en presencia de ruido.

2.5 Recomendaciones del CCITT para liwmitar la distorsidén de

amplitud y de fase del canal de transmisidn.

La distorsién de opropagacién o retardo de grupo es el

parametro mds importante en la transmisidén telefénica.r4

Es causada por las diferentes componentes de frecuencia de
la sefial que recorren el canal a diferentes velocidades v llegan
a diferente tlempo, originando un ensanchamiento del puleso, el

cual genera la ISI analizada.

Lia principal fuente de distorsidén de retardo es el efecto
acumulativeo de los varios filtros nusados en sistemas FDM
(Fregquency Division Multiplex) v de aqui gue este +tipo de

distorsidn depende tanto del ntmero de etapas repetidoras, como

14 Naflez. Tesis: Ecuallzaclién Digital. EPN. 1986.
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de la longitud de la trayectoria.

Fn la fig.l1l2. podemos observar la distocrsidn de Propagacion

asi como la distorsidn de Amplitud como recomienda el CCITT (Rec.

M. 102, <tomo IV, libro Naranda) para circuitos internacionales
especializados.
acan> T
1e -
5
T T T ) T v v ™ » ¥ 1 L > &
1 2 3 KHz

Cad>
tgms>» T

b ]
Lt

v

ﬁ

T L{ T ¥ T T T T T ¥ 1 L] T T T

1 2 3 KH=zx .
Ch >

Figura 12 Distorsién de (a) Amplitud v de (b) Propagacidn eh la
Transmisidn Digital

Como Be demuestra en el capitulo 7., al geguir la
recomendaciédn del CCITT de uear una frecuencia de portadora de
1800 Hz, la principal fuente de distorsion es la distorsion de

Propagacion.

El canal usado, como recomienda el CCITT es &l siguiente:



5. Para el rango 2700 - 3000 H=z.

A(T) -.0001 £ + 1.2274

tg = (5.602747 logl0 £ -~ 18.225) * .001 seg.

6. Para el rango 3000 — 3200 Hz.

A(L) —-.0028125 £ + 9.3548

I

tg (5.6802747 loglO £ - 19.225) % _001 seg.

Rangos que estan graficados en la fig. 12.

Es este el modelo del canal que hemos implementado en el

Programa en Lengusaje C como la subrutina canal.

2.6 Modelo de banda base para transmisiétn BPSK v explicacidon de
las limitaciones que deben observarse en lo que regpecta a
amplitud y frecuencia en el caso de generalizar el modelo

para una sefial QPSK.

Puestoc qgue el canal telefénico posee una configuracion
pasabanda_(deja pasar frecuencias desde 300 a 3400 Hz), ¥ como
generalmente, el equipo de multliplexacidn en frecuencia para
transmisién FDM precisa filtros gue disminuyven atin mées el ancho
de banda ttil del canal telefdénico, los silstemas de transmisidn
de datos usan modulacidén para colocar 2l espectro de la sefial en
la banda ueable; v ugan demodulacidn para recuperar los

datos. 18

En la presente simulacidén se usa la modulacion BP3K, la cual

15  Adamg, P. Adaptive Filter in Telecommunilcations. En la obra citada
de Grant and Cowan.
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modula la fase de la onda portadora, haciéndola wvariar entre 0 y

180e. La seflal modulada se puede exXpresar Ccomo:

w
%(t)= 2 dk cog (Znfpt) (2.47)
K:—m
donde
dk = +1,-1 (2.48)

ea la secuencia binaria NRZ que proporciona el cambio de fase

mencionado & la portadora cosenco, de frecuencia fp.

El diagrama de blogques del modem BPSK se presenta en la

figura 13.

x(t)D> ud{t) = {t)D
Ty} x Tx Cw) Rx Cwd | * rry—>

2ufptr 5= v
oS ] neLd cos{dwfp t)

donde : FPB=F11 ¢tro Pasa Bajos.

Figura 13 Diagrama de bloques del modem BPSK.

En la figura se puede observar gue el filtrado de la =sefial
ge lleva a cabo luego de la modulacién, lo cual sin embargo no
siempre es lo mds conveniliente, puesto que =i la portadora es de
un valor elevado, digamos 1 MHz, v el ancho de banda es de 6 KHz,
la implementacidn de un f£iltro pasabanda es mas complicada que la

de un filtro en banda base.

A continuacidn trataremos un modelo denominado andlisis en

banda base del sistema, el cual permite gque un sistema con
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portadora como es el caso del sistema BPSK, pueda ser pasado de
la banda de paso (passband) a la banda base, lo cual simplifica
notablemente el andllisis. De esta forma, en lugar de diseflar
complejos filtros en la banda de paso se disefla filtros sencillos

en banda base.

Dado un sistema en la banda de ©paso, gi este presenta
simetria alrededor de la frecuencia de portadora entonces es
posible encontrar un sistema equivalente en banda base. (Feher,

ob. cit.).

En la fig. 14. se maestra un esquema en banda base al cual

ajustaremos el sistema en banda de paso BFIK.

{dk}=‘£<dk 5 RN ygt \_/':\\ Z(;):Edk s {t—-%kT>» + nit

n{t)

Figura 14 Sistema equivalente en Banda Base.
— En la figura se muestra dk, la informacidén a transmitirse.
- s8(t) modela al canal de +transmieidn, es s respuesta
impulsiva. En banda base, g(t) representa el filtrc de Tx v el
filtro de Rx. En la banda de paso, s(t) representa ademds los

sistemas de modulacidn y de demodulacidn.

— El ruido aditivo n{t) se afilade a la smefial filtrada por
a(t).
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La fuente de informacidon {dk} tiene un ritmo de transmisidn
f = 1/T.

A partir de la figura 13 nos interesa encontrar las
condiciones bhajo las cuales un filtro en la banda de paso puede
gser reemplazado por un filtro en banda base.

Supongamos que en lugar del filtro pasabanda de la fig. 13
tenemos un filtro pasabajos antes de la modulacidén, de modo que
la sefial que se transmlte por el canal tiene la forma:

yv(t) = [d(t) *k sr(t)] cos(wpt) (2.49)

donde % denota convolucidén v el subindice L significa que es
un filtro pasabajas (Low). La transformada de Fouriler de (2.49)
da:

Y(£) = [D(Lf) Bu(L£)1 *x C(LHH (2.50)

donde C{(f)} es la transformada del cos(wpt).

La convolucidén de un espectro en banda base con una sefiel
portadora sinusoidal resulta en un espectro de dcble banda
lateral (DSE) centrado alrededor de la portadora (Feher, ob.
cit.):

Y(£f) = 1/2 D(£-fp)Su(f-fp) + 1/2 D(L+Lp)Su(f+p). (2.51)

Considerando, por otra parte, que el filtrado se realiza en

la ‘banda de paso (B),
v(t) = [d(t) coe(wpt)] * ee(t) ' (2.52)

le que conlleva a:
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[D(E£)XC(£)] BSe(f)
[1/2 D(f-fp) + 1/2 D(£+fp)] Se(f) (2.53)

Y(L)

i

se tiene que Y(f) no varia al variar el tipo de filtrado =i
Se(f) = Sr.(f-fp) + Sr(f+fp), (2.54)

es decir si la cébnfiliguracisdn del filtro en la banda de paso es la

misma gque en la banda base.

Por esta razdn, es posible analizar un sistema en la banda
de paso mediante un sistema en banda base y esto ademds permite
filtrar la sefial antes de modularla, lo gue por la ecuacion

(Z2.54) conduce a los mismos resultados.

Es poeible aplicar el andlisls en banda base a la

transmigidén con portadoras en cuadratura QPSK.

En este caso se hace necesario consgiderar dos trenes, un
tren NRZ auc y un tren bk, los cuales son ohtenidos a partir de un
tren dix, PpOor lo gue presentan un periodo que es igual al doble

del periodo original.

Se puede demostrar (Nuafiezm, ob. cit.), gque el producto de
convolucidén de los dog treneg, ak v bk, con el filtro s(t) en la
banda de paso (gue estad constituido por el producto Tx(w) Bx(w),
~fig. 15) es eaquivalente a filtrar en banda base con dos filtros
sl(t) vy s2(t), tales qgque cumplan (2.54), con lo aque el producto

de convolucidén da :

yv{t) = [Z ak s1(t-kT) - Z bk s2(t-kT)] cos (2nfpt)
+[Z bk sl(t-kT) + 2 ak =s2(t-%T)] sen (Znfpt)
+Nne(t) cos (Zrufpt) — ne(t) sen (Znrfpt) (2.55)

A la salida del demodulador, tenemos las seflales zl1(t) v
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Cdk} |

€ak
cos X
€+}—>
x(t)
<bk>

_*@f“

-—s&n K

T (W)

nt)

z1CE)

M F¥ >
2 oos M
R (w2
yCgd
z2(t)
—x(x} FPB >
-2 son x

donde ! xzawfpt, FPR=Filtro Pasa Bajos.

Figura 15 Esguema de Transmisién QPSK.

z2(t) que representan
z(t) (en donde

portadoral:

zl{(t) =

z2(t)

Con la siguiente

!

ay]

a(t)

n(t)

dic

ak s1(t-kT)

las partes real

el filtro pasabajos

de recepcidn ha

- Z bk s2(t-kT) + ne(t)

ak 82(t-kT) + Z bk s81(t-kT) + ne(t)

H

sl{(t) + J

ne(t) + J

ak + j bk

notacién

s2(t)

I'lsa(t)

e imaginaria de

la sefial

removido la

(2.

.68)

-57)
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z{t) se puede escribir:
z(t) = § dk s(t-ET) + n(t) (2.81)

que no es mas gque la expresién matemdtica para el sistema de

banda base gque se muestra en la fig. 14.

Por esta razdn podemos decir gue el andlisis realizado para
la modulaciédn BPSK puede ser extendido al analisis QPSK siempre y
cuando =ze trate con sefilales complejas en todas las férmulas que

en el caso BPSK presentan valores reales.

Esto evidentemente complica el andlisis por cuanto por cada
producto real en modulacidén BPSK, en la modulacidén QPSK se tiene

un productoc complejo que equivale a 4 productos reales.

Debemos anotar ademéds que la forma de las ecuaciones (2.586)
v o (2.87) revela una interaccién entre los canales ak v bk. Esto
nos indica que la distorsidn en un =gistema QPSK, a la vez gue
introduce interferencia intersimbolo en cada canal, introduce
interferencia entre los canales, lo cual debe ser tomado en

cuenta al modelar un canal @QPSK.

Debemos seflalar también gque nmuestro andlisis BPSK ha sgido

llevado a cabo, entre otras, por las siguientes razones:

- A pesar de gue =e usa una computadora 80388 a 25 MHz (sin

coprocesader), el tiliempo de cada corrida dura alrededor de 15 a

20 minutos, lo gue incluye las transformadas de Fourier, la
generacidn de rulido gaussiano, el filtrado, etc. HEste tiempo es
de por si elevado como para multiplicarlo por 4, con lo gue

egtariamos hablando de 1 hora y media aproximadamente en el caso

de modular con QPSK.

— Por otro lado, losg papers nutilizadeos usan la modulacidén BPSK
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para demostrar las propiedades de los algoritmos de ecualizacidn.

Con ello, creemos que estd Justificeado el eandlisis BPSK,
rudiendo expandirlo a QPSK siempre que se apliquen las
limitaciones gque detallamos a continuacidén, en loc que respecta a

frecuencia v potencia

Se debe tomar en cuenta gque un tren QPSK posee una
frecuencia que es la mitad de la correspondiente al =sistema BPSK.
Ademéds la potencia del tren QPSK es el doble de la potencia del
tren BPSK, lo cual se ve de la ecuacidén dada ror Feher (ob.

citada) para el espectro de potencla de la szefial BPSK:
ZAZT (gen(wfT) /(cfT) )= (2.62)

Tomando en cuenta que cada tren QPSK posee la mitad de la
velocidad de la secuencia original, por lo gque Tg=2T (y los
simbolos compuestos gue menciconaremos luego tienen por tanto esta

nueva velocidad), se tiene

NRZQPSK(W)

2A2Tq(sen{nfTq)/(wfTqg) )=
2A22T{gen(n(f-fp)2T)/(t(£f-fp)2T) )=
4A2T(Sen(ZE(f—fP)T)/(2ﬁ(f—fp)T))2 {(2.83)

I

donde: A = amplitud de la sefial a través de una R=1Q
(A=1 para NRZ).
fp = frecuencia portadora.
T = 1/f = periodo de cada tren.
Tg = 1/fq = periodo del tren compuesto.

Por lo que (2.63) da

NRZ(w) = 4 T(sen(2n(£-fp)T)/(2n(£f-£fp)T))= (2.64)

Y de ello se deduce gque para transmisién QPSK, primerc se
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duplica la potencia respecto del caso BPSK, v segundo, los cruces
por cero se producen para f = fp + £/2, con lo gque la frecuencia
de corte del tren original de 1'¢ y 0's ege disminuye a la mitad
al usar el tren QPSK de simbolos compuestos 00,001,110 vy 11. Pero
el producto Potencia Frecuencia permanece constante. Es decir, el
alfabeto de simbolos enviados a partir de los originales 1 y 0O es
00,01,10 vy 11, los cuales demandan el doble de potencia que los
originales, pero a su vez regquieren tan s86lo la mitad de
veloclidad original, lo que permite ahorrar ancho de banda a
expensas de la potencia (gue no es mias que el resultado del
celebrade teorema de Shannon sobre la capacidad de un canal C=B
log=2(1+P/(noB)) donde P es la potencia de la sefial, noB es la
varlanza del ruido blanco (Apéndice III:ruido blanco a través de

un filtro pasabajos ideal) v B es el ancho de banda)
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CAPYITTOI.O AL XX _
EL TFILTRO TDL.
3.1 Estructura del filtro TDL.

Brn la figura 16. se muestra un Filtro TDL con 7 taps.
92T HCT) (&> W(-1) H(—ZI) y<{—3T>

Y e o e e el e

s

a

()
Sf’ = ad - %O
A

Figura 16 Bl Filtro Adaptivo Linea de Retardo con
Derivaciones

Las siguientes operaciones se llevan a cabo sobre las (2H+1)

muiestras almacenadas en la linea de retardos.

La sefial y(t) a la entrada del filtroc "“linea de retardos con
derivacion® (TDL) es muestreada gincrdnicamente cada T seg. lebe

tratarse de gque el muestreo ccurra en el pico del pulso v(t).

Cada muestra es alimentada al filtreo TDL, el cual tiene
(2N+1) taps, de manera aque la linea de retardo mantiene la
informacidén correspondiente a (2N+1)T seg. El ntimero de taps en
el filtro “linea de retardces con derivacidédn™ es un parametro de

dilsefic elegido suficientemente grande para alcanzar la deseada
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reduccidén de la IS8T que resulta de la dispersién introducida rpor

el canal limitado en bandal®

Lla muestra almacenada en cada registre D (gque retarda 1
unidad de tilempo a la sefial) es multiplicada por la gasnancia del
tap correspondiente a dicho registro y se forma la suma de los
rroductos de todos los taps rara dar un estimado del simbolo de
informacién deseado -—-referirse a la ecuacidn (2.8), que la

repetimos a continuaciodn.

N
e = 2 ci  y(4iT) (2.8)
i=-N

|

Continuando con la operacién del TDL, tenemos que el
estimado 3¢ esB cuantizado al simbolo mds c¢ercano en el alfabeto
de los simbolos transmitidos, ssumiende gue la tasa de error es
baja. Se producird un error si el valor cuantizado de &deo no es

YVo.

Se observa ademds las operaciones de ajuste de las ganancias
de los taps del TDL, gue deben ser elegidas de modo de gque el
Error Cuadrdtico Medio (MSE) entre el simbole deseado ao y el

estimado do sea minimizsado (Proakis and Miller. obra citada).

En la sigulente seccidon =e derivan las ecuaciones de las

ganancias de los taps que conducen al minimo MSE.

18 Proakis and Miller. Adaptive Receilver For Digital Signaling. IEEE
Transactions on Information Theory, reproducide en Lewis E. Franks, Baseband
Communications, IEEE Press, 1971



3.2 El método de los Minimos Cuadrados de Prediccion Lineal vy

la determinacidén de las
filtro TDL.

Ganancias Optimas de los taps del

Bl filtro TDL descrito, forma un estimado del s=imboclo
recibido en cada intervale de seflalizacidon. Nos interesa el
simbolo deseado ao. Bl MSE entre el sgimbolo deseado as v el
estimado o es

E=-HE | e |2=E | ae - 8 |2 (3.1)
deonde B da cuenta de la egperanza mateméatica o wvalor
esperado .17
De (2.8) v (3.1):

N
€E=E | an - E cie yv(kT) |2 (3.2)
li=—N
El método del error medio cuadratico propovciona los

coeficientes ci éptimog derivando el error medio cuadrédtico € con

respecto a log coeficientes

ds/3ci = E 3| ao — Zi
=—2E[ |ao—
= E[ |lac - 3x

In la segunda linea de

NT

17 E(x(kT)) = Z
k=-NT

donde f=densidad de probabilidad.

ci.

ci y(kT) |2 /3ci = 0O

T ok y(ET) | ¥(iT) 1 = 0O
ek y(kT) | y(iT) 1 = 0 (3.3)

(3-3) hemos introducide la derivacioén

x(kT) £(kT),



al sumatorio, puesto que el indice del sumatorio es temporal v &l

de la derivada es ci.

Rearreglando (3.3) ge obtiene:
E{ |e|] v(iTy 1 =0 (3.4)

Ecuacién gque nos dice que el error es ortogonal a lag
muestras de la seflal, propiedad que usaremos profuzsamente en la
derivacidn de ecuaciones de actualizacidn de orden v tiempo en
los Filtros Lattice (o filtro de Malla).

A partir de (3.3) tenemos:

E |ao v(iT)| = E |y(iT) Zx cx y(kT) | = O (3.5)

De igual manexra, si derivamos para i1=0,...,i-1,3i+1,...,2N+1

obtendremos el numeroc de ecuaciones necesario para formar un

sistema Unico de ecuaciones:
E las i y(iT)| = E | i v(4iT) Zx cx y(kT) | = 0 (3.8)

Con la notacidn matricial—-vectorial introducida en la

ecuacidén (1.3), ¥y para cualguier t=n,
E Ia(n) YT(n)I = & IYT(n) CTopt Y(n)| (3.7)
Asumiendo gue el vector de coericientes CT es 1o
correlacionado con el vector de la sedal Y(n), y que es dptimo
pror haber minimizado el error en el sentido del MSE,

E |a(n) YT(n)| = CTopt E |Y(n) YT(n) | (3.8)

Los términcs de expectacidn de (3.8) los definimos de la

siguiente forma:



P = E Ja(n) Y(n)| = correlacién cruzada entre la sefial

deseada al tiempo t=m v el vector de sefilales estimadas.

R = E |[Y(n) YT(n)| = matriz de autocorrelacién de las

muestras de entrada y(nT)
Con lo que la ecuacidon (3.8) =se puede egcribir
PT = CTopt R (3.9)

A esta ecuacidn se le reconoce generalmente come la ecuacidn
de Wiener—Hopf, la cual da el set optimo (en el sentido del MSE)

de coefilcienteg CTopt.

CTopt = R+ PT (3.10)

3.3 Anadlisis del algoritmo recursivo para la determinacién de las

Ganancias de los taps.

El set de (2N+1) ecuaciones simulténeas para las ecuaciones
de las ganancias de los téps que minimizan &1 MSE se puede
resolver a partir de (3.10), invirtiendc la matriz de covarianza
R. 8in embargo, la inversildn directa de una matriz es un proceso
may laboricso, maxime que el canal estd recibiendo datos
continuamente y la scoluclédén de las ecuaciones implicadas debe ser

continua.

Usaremos un proceso iterativoi8 basado en el método del

descenso més pronunciado para resolver (3.9).

Inicialmente uno empieza eligiendo valores para el conjunto

18 Proakis and Miller: Adaptive Receivers for Digital. Signaling. Obra
citada.



{Cx} de ganancias de los taps. Egta eleccidn inicial de las
ganancias de los taps corresponde a algin punto J en la
superficie cuadrdtica del MSE, en el espacio (2N+1l) dimensicnal
de las ganancias de los tapsl®. El conjunto (2N+1) de componentes
de/dcic del gradiente es calculado en el punto J en la

superficie del MBE, v cada ganancia de los taps es cambiada en la
direccidn contraria al correspondiente componente de gradiente,
de modo de bajar por la superficie hiperparaboidal hacia el
minimo abscluto. El1 cambio en la ganancia del k-esimo tap es

proporcicnal al tamaiio del k-&simo componente del gradiente.

Denctemos {Cik(C>} a loa valores iniciales de las ganancias
de los taps. De esta forma, los sucesivos valores son obtenidos

de acuerdo a la relacion:

CaC3+1) = Cul3) — p/2 JeI) /30y (3.11)
de (3.3)

Cie(3+1) = Crld) + 1 E |ea) y(kT) | (3.12)
con k¥ = -N,...,-1,0,1,...,N

donde Cxk(d> es el valor de la ganancia del k—ésimo tap en la

J—€ésima iteracidn, y lo mismo se estipula para el gradiente y
para el error. y(kT) es la muestra de sefial més ruido almacernadsa
en ¢l k-ésimo tap del filtro TDL, v u es un mmere positivo

elegido suficientemente raguerio de modo de asegurar la

. T v s . P
19 Las ganancias C de los taps generan una superficie hiperparabélica
como se demuestra a continuacion:

E |(a(3)-C 3T Y(j)|*

n

€J

1}

€j=F |e2(§)| - 2 CJT P3+ CITR} CJ



convergencia del procedimiento iterative. E1 procedimiento

continda hasta que 7para algan orden jO, Ci(d+1) = Ck(3> por lo
que E |et3> y(kT)| = O.

La dificultad con el método radica en la falta de
conocimiento de los componentes del gradiente o©€¢(3%/3ci o su
equlivalente, los valores de las correlaciones cruzadas

E |et3> y(kT)|, asi:

Je¢3>/3cx = HE | a(n) - CT Y(n)|2)/dcx (3.13)
= 2 E (] a(n) = CT Y(n)|¥(n)) (3.14)
=2 E (| e(n) [¥(n)) | (3.15)

Estas cantidades dependen de los valores muestreados r(t-kT)
de la respuesta impulsiva r»{(t) y de los moméntos de segundo orden
entre el ruido y la secuencia y(kT), lo cual no es conocido en el
receptor. Para superar esta dificultad, uno puede usar estimados
ruldosoe de las correlaciones cruzadas, como sugiere Widrow20,.

Agl, las ganancias son ajustadas de acuerdo a la relaciodn:

CpC3+1) = Cie€32 + p [e3d)> y(kT)], (3.186)
k= -N,...,-1,0,1,...,N

donde [e(3> y(kT)] es el producto entre el error en la j—ésima
iteracidn y la muestra de seflal y{(kT) en el k-esimo tap en la

J—ésima iteracldn. Cada dteracidon corresponde a la entrada de una
nueva muestra en el filtro TDL. Por lo que la relacidn (3.18) es

reallzada una vez cada T segundos.

A continuacidon detallamos el regto de operaciones <ue

20 Ferrara and Widrow: Time-Seduenced Adaptive Filter, IEEE Transactions
on Circuits and Systems, June 1981.
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realiza el TDL de la figura 16. Para cada nueva muestra de sefial
més ruido que entra al filtro TDL, se forma un estimado &o del
gsimbolo de informacidén recibido mediante la multiplicacidén de las
muestras {y(kT)} almacenadas en la linea de retardos por las
correspondientes ganancias de los taps {Ck} y sumando los (2N+1)
productos resultantes. Se forma una esefial de error "e" tomando la
diferencia entre el verdadero simbolo transmitido as vy el
estimado do. EHsta sefial de error es realimentada y multiplica a
la sefilal y(kT) en cada tap. Los productos asi formados son
escalados en el factor p y afladidos a los valores presentes de
las ganancias de los taps de acuerdo a la relacidn dada en

(3.16).

De esta manera son obtenidos nuevos estimados de las
ganancias optimas de los taps. BEstas operaciones son repetidas
cada vez gue una nueva muestra de seflal mas ruido entra en el
filtro TDL.

Nota: El sumatoric 8 de la figura 16. que tiene que ver con la
actualizacion de log taps funciona de la sipguiente manera: A
pesar de que un sumatorio debe tener dos entradas, este tiene
una, s8in embargo, la otra esta implicita y es interna.
Internamente el sumatorioc debe almacenar la ganancia del tap en
la k—~ésima dlteracidn, de modo de gque en la siguiente itersacién,
internamente forma la suma de la ganancia previa con 21 producto

externe p [e¢3? y(kT)] para formar la ganancia en curso:
CuCd+1l) = Cy(3) + p [el3d v(kTY7.

Durante el periodo de entrenamiento, ge envia una seflal con

informacidén conocida por el receptor.

Durante el periodo de autoajuste, &l procedimiento se basa
en el concepto de deshacer la modulacidén en los pulsos gue

transmiten la informacidn. Es decir, el estimado &8s es cuantizado
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al simbolo transmitido més proéoximo. Llamemos a este estimado
cuantizado s8eso. Se forma una sefial de error entre el estimado
cuantizado v el mno cuantizado: e = aco — &o. En otras palabras,
el simbolo decodificado es asumido como el simbolo transmitido
correcto. Esto es posible si las variaciones del canal son lentas
en comparacién a la tasa de muestreo 1/T ¥y a&a bajas ratas de
" error, con lo gue un error ocasional tendra un efecto
despreciable en el comportamiento del sistema (Proakis and

Miller, obra citada).
3.4 Algoritmo para el Filtro TDL.

El algoritmo bédsicamente ez la implementacidén de la ecuacidn

3.16 para actualizar los coeficientes del filtro.

Se iniclaliza reseteando 1los contenidos de los regletrc de
desplazamiento ye_rli] v encerando los coeficientes h_r(i] para i
de 1 al ntmero de coeficientes del filtro menos 1 (ca-1). A
continuacldén se ingresa las secuencias de 256 datos al filtro en
forma esecuencial, es decir, un dato a la vesz, el cual se va

desplazando en los registros o memorias del filtro.

Seguidamente se procede & calcular la salida del
ecualizador, la cual es un sumatorio, como se muegtra en la fig.
16.

Luego se cuantiza la salida a_r lo gque da ad_r, el valor
deseado de a_r, el cual es comparado con la sefial almacenada

b_r(i] para calcular el error de transmision.

BEn el periodo de entrenamiento calculamos los coeficientes
h_r del filtro usando el error entre la salida del ecualizador y
la seflal almacenada; en tanto que en el periodo de autocajuste el
error se forma entre la salida del ecualizador y la senial

cuantizada ad_r.



Finalmente se procede a desplazar los datecs de mode que se

pierda el mas antiguo e ingrese uno nuevo.

Todo lo afirmado anteriormente se resume en el siguiente
algoritmo, el cual estd expresado en lenguaje basic, como es

constumbre hacerlc en la literatura consultada.

for i=1 to ca-1 "Inicializacisdn
ve_r[(1i]1=0
h r(i1=0
next i
for k=1 to 256 "Empiezan las secuencilias de 256 bits.
ve_rlcal=y_r[k] “Entrada de datos
ca
a_r= Z h_riilkye_r(i] “Salida del ecualizador
i=1
decide(a_r,ad_r) "Cuantizacidn
err_t_a=err_t_satsbs{(b_rlkl-ad_r)/2} “"BError de transmisidn
En el entrenamiento e_r=a_r—-b_r[k] "Error de ecualizacidn
En el autoajuste e_r=a_r-ad_r

for i=1 to ca

h_r{il=h_r(i]l-muk(ye_r[il*e_r) "Actualizacidén de los taps
next i

for 1=2 to ca "Desplazamiento en los registros
ve_rli-1l]l=ye_xr[i]

next i

next k “FIN DEIL, ALGORITMC DEL FILTRC TDL.
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CAPITTUILLO TV .o
ANATLISIS DEL AUMENTO DE LA VELOCIDAD DE CONVERGENCIA.

A continuacidn consideramos la eleccidén del pardmetro u. Se
demostrard que la convergencia del algoritmo recursivo TDL esta
garantizada para +todos log valoree de 1 que satisfacen la
desigualdad 0 < U < 2 / Amax, donde Amasx es el mayor valor propio

de la matriz de covarianza R.

Para el efecto usaremoe la teoria del Algebra Matricial en
lo ~que respecta a la teoria de valores proplios, de
diégonalizacién, y de formas cuadraticas, todo lo cual se resume

en el Apéndice 1IV.

Al final del desarroclloc se demostrard dque. &l tiempo de
convergencia estd determinadeo por- la relacicdn del mdsimo
elgenvalor divido para el minimo eigenvalor de la matriz obtenida

por diagonalizacion & partir de la de convarianza.

De esta forma nos Iintroduciremos en la tecoria de los
algoritmos ortogonales, los cuales determinan gue a1  maximo
eigenvalor sea igual al minimeo y a todos los demds cigenvalores,

de modo que el tiempo de convergencia se acelera notablemente.

4.1 Error cuadratico de exceso debido al uso de estimados

ruldosos del gradiente.

Al usar el valor estimado (3.16) en lugar del valor exacto
del gradiente (3.12), se comete un error adicional al gue produce
el método de los minimos .cuadrados. AL minimo error residual 1o
llamaremos €min, vy es el efror que resulta de asumir el valor

exacto del gradiente.



Al minimo exryor residual lo podemos encontrar de la

siguiente manera. Reescribiendo la ecuacidén (3.2)

emin = E | a(n) - CTopt Y(n)|=2 . o (4.1)

con e = a(n) - CTopt Y(n) (4.1.a)
emin = E | e |2 =EF | e ( a(n) - CTopt Y(n) ) | (4.2)

= E |le a{n)| - CTopt E | e Y(n) | =1 '

Y usando la ecuacién {(3.4) tenemos

€min = E |e a(n) | . (4.3)
= E |aZ(n)| - CTopt E. lal(n) Y(n)|
émin = E |a2(n)| - CTopt P : (4.4)

Feouacidn gque proporciona el error minimo en el caso exacto.

En el caso de la aproximacién del gradiente por un estimado

ruidoso, podemos escribir el error de la siguiente manera22:

a{n) - CT Y(n) (4.5)

®
I

1l

a(n) — CTopt Y{(n) ~ (CT-CTopt) Y(n) (4.6)

21 En la anterior ecuacién hemos usado la propiedad siguiente de la
egperanza matemdtica respecto de las constantes maltiplicativas:

E (¢ x(n) ) =c E ( x(n) )
22 TFriendlander, B. Adaptive Algorithms for Finite Impulse Response
Filters. En la obra citada de Grant and Cowan.
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Por lo gque usando 4.1.a

€ = EB(e2) = Ef{eminZ) + E[(CT—CTopt)Y(n)YT(n)(C—Copt)] (4.7)
+ 2 E(emin ¥YT¥(n) (C-Copt))

v usando la propiedad de gue el error de prediccidn es no

correlacionado con los datos pasados, ecuacidén (3.4) tenemos:

€ = emin + E[(CT-CTopt)Y(n)¥YT(n)(C—Copt)] (4.8)
€ = emin + (CT—CTopt)E(Y(n)YT(n))(C—Copt) (4.9)
€ = emin + (CT-CTopt)R(n)(C—Copt) (4.10)
€ = emin + (C-Copt)TR(n)(C—Copt) (4.11)

gue &5 la ecuacidn buscada.
4_2 Propiedades de convergencia del algoritmo recursivo TDL.

Definase 23 V como la diferencia entre C v Copt, Iluego
(4.11) viene dada por:

€ = emin + VTR{(n)V (4.12)

IL.a diferenciacién de (4.12) da una relacién Gtil para el

gradiente, la cual usaremoe posteriormente:
V=2RUV : (4.12b)

puesto que €min es independiente de C.

23 Widreow, et al. Stationary and Nonstationary Learning Characterlatlcs
of the IMS Adaptive Filter. Proceedings of The IEEE, Aug. 1976
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La matriz de covarianza R, es una matriz cuadrédtica de
energia, por lo gue puede ser representada como (ver Apéndice IV,
ec. A4.33):

R = QGQT (4.13)
donde @ es la matriz diagonalizante ortogonal (Q@=1=QT) de que =e
habla en el Apéndice v vy G es la matriz diagonal
G=diag(il,...,An) de los eigenvalores de A. Del Apéndice IV
gabemoe que las dos matrices G vy R, relacionadas & través de
(4.13), representan la misma transformacion lineal en disgtintas

bases V° v V respectivamente, las cuales ezgtdn relacionadas a

través de la matriz ortogonal @ de la sigulente manera:

vV =QTV (4.14)
Obeservacién: para normalizar la notacidn usada en el apéndice, segin la cual
la expresidn anterior seria V' =VQ, aclaremos que ello depende de la forma en
que se define un vector. En el presente capitulo los vectores se definen como
wna matriz nxl, en tantc que en el apéndice como una matriz lym. Por otro lado
en el apéndice, la matriz Q se forma trasponiendo los vectores fila, en tanto
que aqui se formard transponiendo los vectores columna.

Por lo que la ecuacidn (4.12) puede ser reexpresada como:

€ = €min + VTQGQTV {(4.15)
de (4.14),

V- T=yTQ

con lo gue de (4.15)

€ = emin + VTGV~ . (4.16)
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donde las coordenadas prrimas son los . ejes principales de la

guperficie cuadratica.
La transformacidn (4.14) es aplicable a los taps:
C (3d) = Q=1C(J) (4.17)

{(Del Apéndice IV sabemos para una matriz diagonal se cumple
Q=1 = QT). En dicho apéndice se ve también que el diagonalizar
una forma cuadréatica elimina los términos en xy (si hablamos de
los ejes coordenados x—abscisa, y=ordenada), es decir que anula
la interrelacion y facilita el tratamiento de la forma cuadridtica
(una elipse en el ejemplo del final del Apéndice IV). IEsto se
efectia por intermedio de la diagonalizacidn, ya que entonces

desaparecen los términos aij, para i=#j.

De esta forma, en la ecualizacidén se pucde analizar la
convergencia de los taps Ci, gque en este caso tienen asociada la
coordenada V que desempefia el papel de la abscisa, con mucha
facilidad, ya que al pasar a la nueva coordenada V~ estamos en un
sistema caracterizado por una matriz diagonal, lo que facilita el

andlisis de convergencia como veremos a continuaciodn.

De la ecuacidon (3.11) sabemos que los taps tienen un cambio

proporcional al gradiente

Cic(a+1) = Cief3) — p/2 9eldd/Oeup {(3.11)

O

Cuc(d+1) = Cp €3> — /2 V0o (4.18)
con (4.12.%v) obtenemos:

Cw(a+1d = Cy (3> — n RV (4.19)
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v con (4.13):
Cic(I+1d = Cu(d) - u QGQTV (4.20)

restando a los dos miembros Copt y multiplicando por @—1

tenemos:
Q7L (Cae (3710 -Copt) = Q@ 21(Cx(32=Copt) - n GQTV (4.21)

4.3 La Ecuaclbén Homogénea Desacoplada que controla la

Convergencia.

Usando la definicién de V y la transformacidén V =Q—1V

tenemos, de (4.21),

Vo (d+1) = V7 (3) - 1 G V() (4.22)

V7 (3+1) - (I-n G) V' (Jj) = 0O (4.23)

La ecuaclidn (4.23) es una ecuacidn de diferencias homogénea,
la cual es desacoplada, es decir que ol coeficiente Q7 (Jj+1) sole

depende del coeficiente cO (J) y no de cm (J). m=1,2,...,n.

Esta ecuacidén tiene wuna solucidn geométrica simple en las

coordenadas primas:

V(d) = (I-nG)3 V7 (0) (4.24)
donde V7 (0) = Q-2(C(J)-Copt) = C°(J) — Copt™ por (4.17).

Por la condicidén de degacoplamiento, cada tap con funcidn

c(d) puede ser analizado por eseparado tomando el correspondiente

eigenvalor de la matriz diagonal G, asi, de (4.24):

ck™(3) = (1-n 2j)3 ck™(0) (4.25)
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por lo que el k—-ésimo tap convergira si:
(1—-p A3) < 1 (4.28)

En general, los tape pueden ser positivos o negativos, wor

lo gque la condicién general es (abs = valor abscluto de)
abs (1-p Aj) < 1 {(4.27)
de donde
-1 < 1 - pdAj < 1
restando 1 a cada término de la desigualdad
-2 < — u A < O
despejando It
2723 > > 0

4.4 Condiciones que debe cumplir el cceficiente de convergencia

K.

81 en forma general usamos Amdx en lugar de 1], aseguramos

que se cumpla la condicldn sobre p con la silgulente desigualdad

2/Amax > p > Q (4.28)
' LQQD .

donde Améx es el mdximo eilgenvalor de la matriz de covarianza R.

Para analizar la convergencia del algoritmo, gue es lo
fundamental de este capitulo, aproximemos la ecuacion de

diferenclias (4.23) por la ecuacidn diferencial:

85



oV /83 + n GV =20 (4.29)
o en forma egquivalente,

dc” /3] + 1w A ¢ =0 (4.30)
cuya solucidn es

¢’ (J) = exp [(—pAy)J] = exp (-J3/T) (4.31)
donde T = 1 / pAs,. v la tasa con la que decrece ¢ {J) es
e (J+1) /e’ (J) = exp(-(J+1L)/T)/exp(-3/7) = exp (-1/T) (4.32)
que para el peor caso (respecto del tiempo de muestreso, gque es
conveniente definirlo como 1, como referencia), es declr grandes
T, (4.32) se puede aproximar por

c (J+1)/c”(J) = converge = exp (-1/1) = 1 - 1/7T (4.33)
v de (4.23)

converge = 1 — pwAj = 1 - 1/71

por lo que el tiempo de convergencla T, con la asumpcidén hecha de

grandes T Se convierte en

T =1 / ulmin (4.34)
con (4.28) llegamocs a

¥ = Amdx / EAﬁin (4.35)

i

por lo que hemos obtenido el ziguiente resultado fundamental:
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La velocidad de convergencia del algoritmo TDL que usa el método
del gradiente de descenso mds prronunciado es directamente
broporciocnal a la relacidn del mdximo eigenvalor de Jla matris de
covarianza dividido para el minimo eigenvalor. DRe esto se
concluye gue para mejorar la velocidad de convergencia del
algoritmo se debe tratar de gque todos los eigenvalores de la
matriz R sean iguales, lo cual se puede lograr mediante la
ortogonalizacidn de las seflales de entrada a los taps del

ecualizador. 24

4.5 Aumento de la wvelocidad de convergencia del algoritmo
mediante la ortogonalizacién de las sefiales de entrada al

ecualizador._

E=z puesa esta la razdn gque determina gue el Filtro de Malla,
que serd tratado en el capitulo V, presente mayor velocidad de
convergencia gque el Filtro TDL. En el Filtro de Malla se procede
a mejorar la velocidad de convergencia del algoritmo de inversidn
de la matriz de covarianza, ortogonalizando la sefial que entra al
ecualizador, lo que como veremos posgteriormente se puede lograr
con el algoritmo del Filtro de Malla, va que este algoritmo

define al error reverso r(n,1) como la combinacidén lineal de

vin,i+1l),...,y(n,1i), tal que

E{r(n,i)r(m,1)) = potencia de la sefilal para m=n

= 0 para m#n.

Lo gque bdeilcamente implica que la sefial de error €3 una

seflal ortogonal formada a partir de la seflal de entracda al

ecualizador.

Este hecho fue fadcilmente comprobado en la simulacidn, en

24 Qureshi, 8. Adaptive Equalization. Proceedings of the TEEE. Sept.
1985
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donde se& comprobhd la ortogonalidad de las seflales formando la
suma de los productos una vez gque convergisé el algoritmo del
Filtro de Malla y dividiendo para el ntimero de iteraciones
considerado. El resultado, trabajando con los datos de lagmatriz
B (cuya obtencién se detalla en la siguiente pdgina) dio
E(rlr2)=.08=0, v E(rl,rl) = E(r2,r2}=0.68=1, lo que comprueba la

ortogonalidad de las seflales, asi:

E(rlr2)=[1.015%.717+.958% .94~ _.489% .83+1.277%.533+.655%1.227~
LAT4A8K . T03-.562%K . 542-.719% .6~ _.867%.797—-.559%.745] / 9
= .06

E(rlrl)=[{1.014"24.957 " 2+.489724+1.277"24+.655" 24+ _ 47572+ . 52" 24
L7T1972+.887727 /9
= .67

E(r2r2)=0.717724+.9472+.8372+.53372+1.23724.7724+.542"2+.6" 2+
197721 /09 '
= .69

Puesto que la matriz de covarianza ee forma con el wvalor
esperado E(r(n,i)r(n,j)), esta matriz tiene una matriz diagonal
asociada (ver Apéndice IV) para la cual losg eigenvalores de la
diagonal principal son iguales entre s8i e iguales a las valores

de potencila de la sefial.

La tltima afirmacidn se sustenta en la simulacidn realizada.
Para efectos de demostrar que eigenvalores iguales determinan
ortogonalidad en las seflales de entrada, hemos usado el Programa

realizado en Lenguaje C, el cual se lista en el Apéndice II.

Corrimoe el programa con los siguientes datos:

P

semilla = 50;
velocidad de modulacion = 1200 bits/s;

58



exceso de ancho de banda = .25;
portadora = 1800 Hz;
# coeficientes del Filtro de Malla = 2;

Hemos usado el procedimiento detallado en el Apéndice IV
para hallar la matriz de covarianza R. Bn el caso presente, los
vectores r([i] reemplazan & los datog de entrada y[i] usados en
dicho apéndice. Estos wvectores r{i] fueron obtenidos de 1la
tercera secuencia de 256 bits (paso 3 de 4) para una corrida de
1024 bits. Especificamente a partir de b_r[l66], donde este
vector es el indicador de la pogicidn en la secuencia de 256 bits
usado en el programa Yy gue se muestra en pantalla cuando diche

programa es corrido.

Los 9 wvectores r{i] (con 8 gse obtuvo el regsultado deseado,
perc se cligidé @ para mejorar avn méds los resultados) para un

Filtro de Malla de 2 coeficientes son:

B = [bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 ba]

=|1.014 _.957 -—-.489 -1.277 -.855 .475 -.562 718 -.867

LT17 .94 .83 ~-.533 -1.23 -.7 .b42 -.6 .797

donde bl=|»[1,1887],
r{2,188]

bZZ}rfl,167] , etc.

r[2,167]

Es decir, hemos tomado los errores reversos de orden 1 v 2
para cada uno de los tiempos que van desde i=166 hasta i=174, en

total 8@ vectores.

A continuacién hemos cbtenido la matriz de covarianza R como

R =B BT =6 .96
.96 5.7
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pero sabkemos dque la matriz R es un promedio de las muestras, y

como hemos tomado 9, normalizando tenemos:

-
jeguales (.7 = 65 =~ 1: 7 & @), por Jlo gque de (4. 35) 143

4_6 Determinaciom del valor o6ptimo de .

A partir de (4.18), regresando a la notacidén de sumatorios,

tenemos285:

™

€ = Emin + Aj |Ci"-CJ opt |z (4.36)

El incremento en el MSE (error cuadréatico medic) debido a
las fluctuaciones randomicas de lcs taps alrededor de sus valores
Sptimos estd dada por el sgegundo término de (4.38). E1 valor

promedioc de este error residual, denctado como

26  Proakis and Miller, An Adaptive Receiver for Digital Signaling
Through  Channels With  Intersymbol  Interference. En la obra de
L. Franks:Baseband Communications, IEEE Press. 1975
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n
€r = £ 1j E|C3i ~CJ opt|= : (4.37)
3=0

es definido como el "error medic cuadrdtico de exceso" que

resulta del uso de estimados rulidosos en el algoritmo recursivo.

A continuacidébn consideramos la determinacidén de €r, la cual

se demostrara que viene dada por \
€r = y (n+l) éEmin rp/2 (4.38)

donde rp es el wvalor promedic de la energia en la diagonal de la
matriz de covarianza R. Notese que el £r se inecrementa con el

aumento del mimero de taps y de uJ.

Para la simulacion hemos encontrado gue un valor gue asegura
adecuada convergencia del algoritmo es pu=0.01, lo gque puede ser
deducido a partir de (4.38). Tomando u de modo que €r es reducido
a un  valor may requefio comparado con €Emin, digamos la décima

parte, se tiene

o= 0.2 / {(n+l) rp} (4.39)

Con n=20 coeficientes y el promedio de la energia rp &n la
diagonal de la matriz de covarianza igual a 1 (para transmisidn
NRZ normalizada: +1,-1), se tiene p = 0.01.

4_7 Deduccidn de la expresidn para el error residual €r._

En la presente seccidon obtendremos una expresidn para

E|Ci -Cj opt |2, el cual es usado en (4.37).

Empecemos suponiendo gue el tomar un estimade ruldoso para
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yvE(ed yv7) = e yJ determina que en (4.23) la ecuacidn homogénea
tenga un término de ruido aditiveo r» 7 gque es causante de que C77
fluctie en el estado estable alrededor de C opb:

V(3+1) = (I-p G) V7 (3) + 7] (4.40)
o en forma eqguivalente,

VI(3+1) = (l-p A3) v7(J) + ¥7J (4.41)

Asumiendo que el andlisis se centra alrededor de r j, de

modo de qQue
E(v (J+1))=E(v (J)) (4.41.1%)
Asumiendo también que el ruido r»°J es blanco, e.4.:

E(r (k,3)r (1,3)) = BE(r"(k,J))2 =i k=1

G en otro caso. (4.42)

11

Tomando el cuadrado de ambos miembros de (4.41)

vI(3+1)2=(1-nA3)2v ()2 + 2 (1-u A3) v (I) r§ +
r j= (4.43)

Aplicando el valor esperado a ambos miembros= y tomandoc en cuenta
gue el ruido blanco es independiente de los coeficiasntes se llega
a:

E(v (J+1)2)=(1-uAJ)ZE(v " (3)2) + E(r'j?) (4.44)

por lo gue usando (4.41.b),

(1-(1-pAaJi=) E(v (Jl)2) = E(x"J2) (4.45)



E(v7(3)2) = E(ej " —ci opt)2 = E(r"J=2) / (1-(1-naj)=) (4.48)

De lo cual vemos gque hallar el valor esperado de BE(cj —-cj opt)=

se ha reducido a hallar el valor esperado de E(r "j=).

Como hemos mencionado anteriormente, el 1ruido aditivo »rjj
deviene del usc de estimados ruidosos de E(ej vi), lo  qgue
determina gque los coeficientes Cj fluctuen alrededor de sus
valoresg Sptimos debido al ruido (de promedio cero = E(ej vi)):

rj = 4 ej vyl (4.47)
gque con la matriz de transformacidn de base, QT, da r j

r'J = QT rj (4.48)

La matriz de covarianza de » Jj, Gr , es:

Gr- = E(r"3 r°3T) (4.49)

Gr~ = @-* E{rj riT) Q (4.50)
de (4.47)

Gr® = p2 Q-1 E(edZ yi viT) @ (4.51)

En este punto hacemos otra asumpcion concerniente a la
estadistica del ruido, Iintuitivamente parece rasonahle gque
conforme el mimero de muestras yJ aumenta, el error y el ocuadrado
del error tienden a ser no correlacionados con: yvJj y con los
productos y(k,J)y(1,7), lo que biasgicamente es demostrado en la

simulacidon, en donde la expresidn para 4 funciona adecuadamesnte.

Por tanto:
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E(edj2 yj viT) = E(ed)= E(yd vi¥) = emin E(yj vdT) (4.58)

donde E(ej)2 = &émin es consistente con la suvosicidn de que los
taps casi han convergido a los valoresg optimos de modo gue el MSE

es minimo.

Esta asumpcidn nos permite expresar la matriz de covarianza

Gr~ como

Gr”™ = w2 emin Q@+ E(yj viT) @ (4.54)
Gr” = nu2 émin @1 R Q (4.55)
Gr~ = py2 emin G (4.586)

donde hemos usado la definicidén de la matriz diagonal G semejante
a R.

Por tanto
E(r"j=2) = u2 eémin Aj, j=0,...,n (4.57)
La sustitucion de esgte resultado en (4.46) da

E(v7(j)2) = E(ed’" —-cj’opt)2 = p2 emin AJ / (1-(1-pii)=) (1.8d)

para Jj=0,...,n.

Sustituyendo (4.538) en (4.37) da

€Er = 2 emin ¥ AJ2 / (1—(1—-nij)=) (4.59)
J=0

Para simplificar el resultado, hagamos la asumpcidn de que
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pAd3 << 1, de modo gque (4.59) se convierte en

ot n
Er =— — €emin T A&j (4.80)
2 J=0

Del Apéndice IV sabemos que la suma de los eigenvalores de
la matriz diagonal es la traza de la matriz y que esta traza se
caracteriza porque no eg necesario obtener los elgenvalores, sino
que también es igual a la suma de los elementes de la diagonal de

la matriz de covarianza no diagonalizada.

Er = /2 emin Tr R (4.61)

con Tr = R(0) = rOO+rlili+.. . .+rnn
€r = /2 €min (nt+l) rp (4.62)
donde rr = r promedio, que para transmigién NRZ es 1.

@Que es el resultado mostrado en (4.88), L.QQD.
4.8 Andlisis del Ruido Gaussiano.

En el analisis del capitulo 2 se menciond gque la incidencia
del ruido en la sefial puede ser analizado agregando un término de
voltaje de ruido N(t) a la ecuacién 2.6, gque la repetimos a

continuacion:
N

vit) = z ai r(t-iT) + N(t) (2.6)
i=—-N
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Para la simulacidn nos interesa encontrar una expreslidn que
relaciona la potencia del ruido Gaussilano g2, con la relaciédn
energia por bitlio transmitido a la densidad del ruido {(Eb/No).

Sea Eb = energia por bit tranemitido. A partir de la

ecuacidén (A3.3.19) del apéndice 3, que repetimos a continuacion,

se establece que la densidad espectral del ruido blanco es:

Gn(f) = constante = No/2 (A3.3.19)

En la préctica es mas conveniente medir la potencia promedio
del tren que la energia de los bits, sin embargo existe la
siguiente relacidén entre potencia y energia de los bits.Z8

Eb =P T =P (1/£) : (4.83)

Usando (A.3.3.18a),

N = o2 = No * Ancho de banda del ruido = No 2 fn (4.64)

Para la modulacién BPSK, el ancho de banda del ruldo ez el
correspondiante al de una sefial de doble banda lateral puesto que
la modulacién duplica el ancho de banda, que en banda base esg B =
fn.

Eb/No = P T/IN/(2fn)] = P/f * 2 fn/N = P/N (4.65)

puesto gque £ = 2 fn.

De donde resulta que el voltaje de 1ruido a ser introducido

edg.

g = sart(N) = sart (P/(SNR))" (4.66)

28 Fgher, K. Digital Communications. Pg. 158.

76



en donde SNR = Eb/No = relacidn sefial a ruido.

Puesto gque trabajamos con seflales de +1 y -1, la potencia
promedio a través de una resistencia normalizada de un ochm es 1

watt. Por esta razén, a partir de (4.66) tenemos
o = sart(N) = sqrt (1/(SNR)) (4.87)

que es la ecuacién usada en la simulacién para introducir un

voltaje de ruido o.

Con el objeto de tener una referencia del SNR a usar,
tenemos que Gitlin y Magee, en sBu documento "Self-Orthogonalizing
Adaptive Equalization, IEEE Transactions On Communications, July
1977", establecen una relacidn de sefial a ruido (SNR) de 31 dB,
lo que determina, si usamos seflales de 1lmW de potencia, gue el

ruldo sea del oxrden de 0.001 mW.

Honig, en "Echo Cancellation of Voiceband Data Signals",
establece que en transmisién telefdédnica la SNR es del orden de 40

dB, lo que corregponde a un nivel de ruido de 0.0001 mW.

¥ la recomendacidn M.1025 del CCITT, libro rojo, establece
gue el limite provieional para circuitos arrendados para
distancias superiores a 10000 km es de -38dBmOp, que corresponde
a 38 dB. Por esta razdn, usaremos un valor de 36 dB en las

corridas del programa.

Nota: La unidad dBmOp tiene gque ver con el ruido sofométrico, el
cual no es mas gque el ruido medido por un voltimetro rms que
tiene un filtro ecualizador que sopesa las diferentes frecuencias
rresenteg en el rulido de acuerdo a la sensibilidad del oido
humano. Es decir, el oido no presenta igual sensibilidad para las
diferentes frecuencilas y es mads sensible entre los 800 y 1000 Hz,
presentando atenuacidén para frecuencias fuera de este rango. De
esta manera, la forma de calibrar el aparaté sofométrico consiste
en enviar una frecuencia e ir aumentando la potencia de ésta
hasta gue un par de personas que se ocupan de la prueba,
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encuentren que el efecto de molestia a alcarizado un clerto nivel
predeterminado.

A continuacidén se envia una frecuencia de 1000 Hz y se mide
la potencia necesaria para generar el mismo nivel de ruido que
con la frecuencia enviada anteriormente.

Obviamente, dada la baja sensibilidad del cido a frecuencilas
muy graves o muy agudas, los niveles de potencia regueridos por
la frecuencia de 1000 Hz seran menores que los correspondientes a
las frecuencias mencionadas.

& continuacion se configura el filtro ecualizador de tal
forma que atente las diferentes frecuencias presentes en el ruildo
de la misma manera que lo hace el oido humano.

Agreguemos finalmente gue la relacldn entre dBmOp y dB es:
dBmOp + 90.8 = 88.3 + dB.

Esto resulta del hecho de que la medida en dB no coneidera

la ponderacién sofométrica y es por tanto 2.5 dB mayor que con la
pronderacidn.
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CAPITUILLO V-




CAPITITTUOLO WV _

El Filtro de Malla.
En este capitulo analizaremos el Filtro de Malla, motivados
entre otras cosas por las buenas propiedades presentadas por su

contraparte analdégica.

Por ejemplo, el filtro andlogo de la fig.l7. presenta una
relativa insensitividad de la respuesta de frecuencia frente a
ligeras perturbaciones de los elementos clircuitales alrededor de

sus valores nominales.

Figura 17 Implementacidon analégica del Filtro de Malla.

Desarrollando una configuracidon de filtro digital que es
semejante a la estructura andloga de malla, el filtro digital

hereda muchas de las mismas propiedades27.

En la misma referencia anterior se establece que la funcién

27  Turner. Recursive Least-Squares and Lattice Filter. en la obra
citada de Cowan and Grant.
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de transferencia de la etapa analégica de la fig. 17. presenta
polog yv ceros sBimultaneamente; sin embargo, esta forma simétrica
puede ser modificada en el caso digital a una forma asimétrica

con el objeto de tener el minimo numero de multiplicadorees y =se

la muestra en la parte (b) de la fig. 18.

+ +
Y + + _I—

f
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[
-
+
+
-8
¥
-
+
[
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[
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e

AN VA R
cﬂ,l Cl,l 02,1 Cn-3, i CN,l
Kcl,i Rcz,i KCN-J. i

S A e
\s - P r . Ty H
w(i) "ﬁ 3,1“&“?1 'letapa N-2,i|etapa| N"2.1
a 1 —3 N-2 [—
fB,1—JP1.1 i"I"l--2.i Fr-1,1

(b}

Figura 18 El Filtroc de Malla: (a) Estructura general, (b) Etapa
n—-ésima.
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5.1 Propagacion de sefiales en el filtro.

En la figura 1B.b. Be pueden observar que se propagan 2
seftales, f(t) v r(t), a las cuales posteriormente llamaremos

error directo y reverso.

Estas sefiales interacttian entre si de la siguiente manera,

la cual puede ser deducida prestamente de la misma figura:

fin+l,t)
r{n+l,t)

f(n,t) - kin+l) r(n.t-1) {(5.1)
r{n,t-1) - k(n+l) £(n,t) (5.2)

It

En este par de ecuaciones, la dependencia de f y r respecto

del orden n y del tiempo t se exXpresa como fin,t) v r(n,t).

Los coeficiente k(n) son conocidos como coeficientes de

reflexidon=z28.
5.2 Propiedades de ortogonalizacidon del Filtro de Malla.

El problema de ecualizacion que estamos tratando puede ser
visualizado como una regresidn lineal miltiple en donde los
coeficientes se ajustan usando el criterio del minimo error

cuadrdtico.

28 T,os coeficientes k deben su nombre al hecho de gue el modelo a
partir del cual pueden deducirse "fisicamente" es un modelo de la cavidad
bucal (Turner, ob.cit.). Este modelo considera dicha cavidad como formada de
secciones cilindricas de igual longitud pero diferente didmetro. A través de
estas secciones sge propaga el sonido, el cual posee una velocidad v v una onda
de presién sonora p. Como se demuestra en Turner, la transmisidén del sonido
obedece a la ecuacidén de onda, la cual determina que en los extremos de las
secciones de diferente area exista wuna reflexidn de la onda sonora debido al
cambio abrupto de medio. En Turner se encuentra que la reflexidn de la onda
viene dada por una relacién de dreas v esta relacién es la que define a los
coeficientes k, aque por esta razén se denominan coeficientes de reflexién. En
la contraparte eléctrica no se habla de relacién de areas sino de relacidn de
energias de error.

81



La regresicdn lineal s&8 usa en todos los cascs en donde se
tiene un nimero grande de observaciones y en los cuales se guiere
predecir el valor gue adgulrird una cierta variable en funcidn de

otras.

Bdsicamente entonces, lo qgue se tlene es un slstema de
ecuaciones con mds datos gue Incdgnitas, el cual es Irresoluble
en forma directa, y es por ello gque se busca el mejor estimado de

la variabhle que nos Iinteresa.

Lo que hemecs afirmado sBe puede establecer matemdticamente
diciendo gue la muestra recibida x(t) puede ser aproximada por un
sumatorio de las muestras anteriores, en donde existird un cierto

error qQue llamaremos f(n,t).

El pardmetro n es necesgario puesto que denota el orden o

namero de térmlinos gque consideraremos en la aproximacidn:
f(n,t) = y(t) + al y(t-1) + ... + an yv(t-n) (6.3)

Recordemos del capitule 3, ec (3.4), que el error es
ortogonal a la seflal de entrada cuando se aplica el método de los
minimos cuadrados para hallar los coeficlentes del filtro, en
este caso los ai. Para el casc del filtro de malla vy el error

directo £, tenemos:
E(f(n,t) y(t-3)) = 0O, l<=j<=n (5.4)

Ademds, en el caso del filtro de Malla es necesario definir
un error inverso v, el cual predice y(t—-n—-1) a partir de las
mismas muestras y(t-1),..., yv(t-n), donde y(t-n-1) es el valor de

v(t) que abandona el flltro, va que este s6lo tiene n taps.

r(n,t-1) = v{(t-n-1) + ¢l y{(t-n) + ... + cn y(t—-1) (5.5)

con
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E(r(n,t-1) v(t-J)) = 0, 1<=j<=n+l (5.6)

Por qué es gque se precisa de este error reverso se explica

seguidamente.

Incrementando el orden de vprediccién a n+l, Ff(n+l,t) no
puede ser predicho sino c¢on el auxilio de vy(t-—m-1), el cual va
galid del filtro.

S5in embargo, la mayor parte de la informacion de y(t-n-1)
estd contenida en y(t-1), cees V(t-m). El error reverso
representa entonces la informacidén en la muestra y(t-n-1), como

se puede ver de (5.5).

Se ve de esta manera que el aumentar el orden del filtro
implica el cdlculo de f£ y de r, lo cual se puede efectuar
recursivamente mediante (5.1) vy (5.2) que las repetimos a
continuacidén para el caso general, en donde los coeficientes de

reflexidén son distintos.

1

f(n+l,t)
r(n+l,t)

f(n,t) - ¥kf(n+1) r(n,t-1) (5.7)
r(n,t-1) — k¥b(n+l) f(n,t) (5.8)

1

Las ecuaclones para el cdlculo de 1los coeficientes de
reflexidén, conjuntamente con las 2 anteriores (lo que conducira a
(5.16) v (5.17)), explican la propiedad de ortogonalizacidn del

Filtro de Malla que detallaremos postericrmente.

El cdlculo procede de manera gimilar =a todas las
determinaciones de coeficientes usando el criterio LMS (least

mean sSquUarces).
5.3 Cilculo de los coeficientes de reflexiédn.

Tenemos que el error de orden n+l es ortogonal a las
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muestras:

B(f(n+1,t) y(t-J)) = 0, l<=j<=n+1 ' (5.9)
donde sabemos gue la condicidén anterior aplicada a y{t-n-1) no es
satisfecha directamente por f(n+l,t) (debido & que se precisa de

v(t-n=1)), eino en forma indirsecta usando el error reverso v la

ecuacldn (5.7), bor tanto:
E{(f(n+l,t) y(t—-n-1)) = O (5.10)
0 = B(f(n.t)y(t-n-1)) - kf(n+1l) E({r(n,t-L)y(t-n-1)) (5.11)

Para J entre 1 vy n, se cumple (5.4), por lo gue (5.11) no se

altera gi la reescribimos:

0 = E(f(n,t)r(n,t-1)) - kf(n+l) E(r(n,t-1l)r(n,t-1)) (5.12)
de donde:

kf(n+l) = E(f(n,t)r(n,t-1)) / E(r(n,t-1))= (5.13)

Y a partir de

B(r(n+l,t) y(t-n-1)) = O (5.14)
con un procedimiento gimilar al anterior =se llega a:

Kb(n+l) = E(f(n,t)r(n,t-1)) / E(f(n,t))= (5.15)

Juntando las ecuaciones (5.7) y (5.13) tenemos las

actualizaciones de £ y r:

f(n+l,t)=f(n,t)-E(f(n,t)r(n,t-1)) / E(r(n,t-1))2 r(n,t-1) (5.18)
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r{n+l,t)=r(n,t-1)-E{(f(n,t)r(n,t-1)) / E{(£f(n,t))2 £(n,t) (5.17)

que nos dicen gue los errores directo e inverso se obtilenen a
partir de un proceso de ortogonalizacidn de Gram-Schmidt sobre
las muestras de entrada al ecualizador.

Para explicar el _.pérrafo anterior introduzcamos las
ecuaclones del proceso d& Gram—-Schmidt.

<

5.4 El proceso de ortogohaliﬁhci%ﬁjdé Gram—Schmidt .

Teorema de Ortogonalizacidn: Sea x1,x2,...,¥k una sucesidén finita
de elementos de un espacio euclidec (que tiene producto interno)
V. Existe una sucegldn correspondiente de elementos y1, v2,....vk
de V que tiene la propledad de gque el elemento vk esa ortogonal a

todo elemento del subespacio L{yl,v2,...,yk—-1).28

Demostracioén: Construyamos los elementos vl1, v2,...,v¥yk por

inducecildn. Para iniciar el proceso tomamos yl=xl. Supongamos gue

hemos construildeo yl,...,yr. Definamos yr+1:
T
yr+l=ur+l — Z al vyi {(5.18)
i=1

donde los escalares ail deben determinarse. Para Jj<=r, el

producto interno de yr+l con yJ viene dado por

r
(yr+l, yi)=(xr+l, vi) - 2 al (yi,vi)= (xr+l, vi) - aJ (vi, v3J)
i=1
(6.19)
ruesto que (vi,y3)=0 si 1i=#j.

29 Apostol, Caleculus vol.2. Ed. Reverté 1980.
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S1i vJ es no nulo, podemos hacer yr+l ortogonal a yj tomando
aj=(xr+1l,y3)/(yvi,vd)- (5.20)
Ej:

Sean x1=(1,1,1), =2=(-1,0,-1) v x3=(-1,2,3) la base S de V.
Hallar un conjunto T=(yl,y2,y¥3) que forme una base ortogonal de
V.

Nota: Un conjunto de Veotorés S=(x1,x2,...,xk) de un espacio
vectorial V s=e denomina base de V si S genera a V y es
linealmente independiente.

Por ej., x1, xZ, =3 generan cualaquier vector de 3 dimensiones.
Para demosgstrar ello tomemos un vector en 3 d cualguiera, (a,b,c)
v debemos hallar 3 consbtantes al,a2,a3 +tales gque: (a,b,c) =
al(1,l,i)+a2(—l,0,-l)fa$(—l,2,8), lo que conlleva que:

al —-a2 —-a3d = a
al O 2a3 =
al —a2 3a3 = ¢, que resolviendo da:

al=b-c¢c/2+a8/2
aZ=b-a/4-3c/4
ald=c/4—a/4

Es claro gque dados a,b,c, siempre se pueden formar al,aZ,a3,

por lo que se concluye que la base S genera a V.

Para demostrar que S es linealmente independlente formamos:
al(l,1,1)+a2(-1,0,-1)+a3(-1,2,3)=0, lo que es cierto =i:

Bl —aZ2 -a3 = 0O
al 0 2a3
al —aZ2 3a3

o
o O
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La tUnica solucidn de este sistema de ecuaciones es:
al=a2=a3=0, lo cual implica que S es linealmente independiente.

Tumego S es una bhase de V.

Regresando a obtener la base ortogonal, aplicamos el proceso

de Gram—-5chmidt a los vectores yl1, yv2, v3.
Sea yl=x1=(1,1,1)
yv2=x2—-(x2,v1)/(y1l,y1l) yi= (-1,0,-1)+2/3 (1,1,1)=(-1/3,2/3,-1/3)

v3=x3-(x3,v1)/(yl,v1l) y1-(x3,y2)/(y2,y2) vy2= (-1,2,3) - 4/3
(1,1,1) - 2/3 9/8 (-1/3,2/3,-1/3) = (—-2,0,2)

31 eliminamos lasg fracciones de cada vyvi, el conjunto
resultante e también wuna base ortogonal (puesto gque en la

deduccidn igualamoe (5.18) a Q):

T={ (1,1,1), (-1,2,-1), (-2,0,2) ¥ es la base buscada, la cual se

puede verificar fdcilmente gue es ortogonal.

Regresando al Filtro de Malla, mediante la simulaclidéon (ver

acapite 4.5) hemos demostrado

E{(r(n,t-L)r(J,t=-1)) = { 8 J=n (5.21)
: 1<=j<n

lo cual expresa que la seflal de error r es una sefial
ortogonal, va que su producto interno es diferente de cero s6lo
cuando se efectiia el producto consigo miesma v es cero cuando se

lo efectaa con otras seflales.
Igual sucede con el error directo, para el cual

E(f(n,t)f(j,t)) = [ 8 J=n ‘ (6.22)
0 1<=j<n
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Yy vy

Y

A partir de (5.21) vy de (5.5) aque la reproducimos a

continuacidn

r(n,t-1) = y(t—n-1) + ¢l y(t-n) + ... + cn y(t-1) (5.5)
tenemos
n
rin,t—-1) = y(t-n-1) + Z cil y(t-3) , (5.23)
3=1

ecuaclidén que la reconocemos como muy similar a (5.18), por lo que
concluimos que la seflal de error reverso proviene de un proceso

de ortogonalizacidén de Gram—Schmidt y gque ci viene dada por:
ci=E(y(t)r(n,t-1))/BE(r(n,t-1)r(n,t-1))

gue la podemos reescribir como
cizE(f(n,t)r(n,t-1))E(r(n,t-1)r(n,t-1)) (5.24)

debido a (5.6).

La 1dltima ecuacidén la raeconccemos como el . coeficiente de
reflexidn directo kf(n+1), hablendo de esta forma ligado el
proceso de actualisacidn de 1os coeficlentes de reflexidn, asi
como Jla de los errores directo y reverso a un proceso de

ortogonalizacidn de Gram—-Schmidt.

Finalmente remarquemos el hecho de gque ese usgara el error
reverso Yy no el directo para la obtenclion de la salida del
ecualizador debido a aque el error directo involucra a la sefial
v(t), la cual es necesario nuevamente tomar en cuenta en el

algoritmo de malla, de modo que seria considerada duplicadamente.
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El error inverso no contempla y(t), de modo gque es ideal

para la aplicacion.
Agreguemos gue los errores en la etapa m no son runcién de

log coeficientes de reflexidn en etapas subsiguientes, de modo de

que el flltro es totalmente recursivo en el orden.
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CAPITTULO VI L
LA PREDICCION LINEAL Y LAS ECUACIONES DE YULE-WALKER.

En este capitulo usaremoes la teoria de la Predicciédn Lineal
rara la deduccidn del algoritmo del Filtro de Malla, el cual es
mée largo que el correspondiente al Filtroc TDL.

La metodologia a seguir es la siguiente:

- Primero consideremoa que en el analisils a segulr exieten dos

lineas bien definidas.

La una tiene que ver con la prediccidén lineal que propociona
el valor de la muestra y(t) basédndose en los valores anteriores

de dicha muestra.

Esto nos conducird al establecimiento de las ecuaciones de
Yule-Walker, qgque es una forma equivalente del teorema de

ortogonalidad entre el error y l1los datos.

Estas ecuaciones nos permitirédn obtener en forma eficiente
la inversién de la matriz de covarianza, al hacer uso de dos
propiedades intrinsecas de dicha matriz, tanto en el orden como

en el tilempo.

Pueesto que invertir la matriz es equivalente a actualizar
los coeficientes implicadeos en la definicién de error directo e

inverso, lo primero sera tratar de obtener tales actualizaciones.

La otra linea de andlisis +tiene que ver con el uso de la
configuracidén del Filtro de Malla para ecualizacidn, lo qgue
conduce a obtener el mejor estimado de la salida del ecualizador,
no precisamente mediante prediccién lineal sino con un

procedimiento modificado.
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BEste procedimiento contempla no sélo las muestras anteriores
para hallar la actual sinc también considera la entrada presente
al filtro, de modo gQue aqui no hablaremos de las ecuaciones de

Yule-Walker sino de los denominados procesos conjuntos.

De egta forma podemos visualizar al Filtro de Malla comoc de
dos entidades independientes. Una que nos permite' ortogonalizar
lae muestras  de la sefilal de entrada, vy otra aque se reduce al

filtro TDL usado anteriormente pero con entradas ortogonales.

EBeto se ve de la figura 18., qgque la repetimos a continuacidn

por facilidad de referencia.

En ella llamamos kc(n) a los coeflcientes de la parte '"tipo
TDL", ¥y hemos dibujado en blogues a la parte que configura

propiamente al Filtro de Malla.

En esta figura podemos apreciar entre otras cosas el lazo de
realimentacién gue s=erd usado en el periodo de autoadﬁste, el
‘cual precisa de un elemento de. decisién para cuantizar la salida

del ecualizador.

Vemos que los bits recibidos alimentan a la parte del Filtro
de Malla que denominaremos 'parte tipo prediccidédn lineal”, en
tanto gque los bits almacenados (en el periodo de entrenamiento) o
los bits cuantizados (en el periodo de autoajuste) alimentan a la
"parte tipo TDL".

Podemos ver ademds que cada etapa del Filtro de Malla
presenta un elemento de retardo s86lo en el camino del error
reverso, lo cual constituye la asimetria de la cual se.hab16 al
principio del capitulo 5, que determina un minimo nimero de

multiplicaciones.

El resto de sefiales las analizaremcs en el numeral .6.6.
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gei) = B,iletapa etapa

(h)

~ Figura 18 El1 Filtro de Malla: (a) Estructura geheral, (b) Etapa
n—-ésima. '

- Establecido el problema como la inversion de la matriz de
covarianza usando las ecuaciones de Yule-Walker, veremos el
procedimiento de Levinson-Durbin, el cual permite efectuar 1la
éctualizacién de los coeficientes del error directo e inverso
usando las propiedades de recursidén en el orden v en el tiempo

que presenta la matriz de covarianza.
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Una vez gque lleguemos a este punto introduciremos una matriz

D gue toma en cuenta las nuevasg muestras introducidas.

Demostraremos gue esta matriz D proviene de aplicar el lema

’

de inversion de matrices a la matriz gue actualiza la matriz de

covarianza.
Finalmente procederemos a tratar la parte tipe TDL, para ver
la mejor manera de obtener la salida del ecualizador, al tiempo

qgque analizaremos la obtencidén del error en el periodo de

autoajuste.
6.1 Las Ecuaciones de Yule—Walker:

Asumamos gque y(1) proviene de un proceso de auntoregresidn de

orden n.

Si1 deseamos predecir vy(i) en bage a las n muestras

rreviasse
¥(i) = —-aly(i-1) - ... - any{(i-n) (6.1)

debemos calcular la correlacidén del error con y(i) y cén las

muestras previas, v por el principio de ortogonalidad:

Ef(y(i)-%F(1))y(i-3)1=0 <=j<=n (6.2)
Efectuande un cembilo de variables, k=i-j, tenemos:

El(y(k+3)-§(k+3))y(k)] = 0 , 1<=j<=n .(6-3)

E(y(k+3)y()Y-E(9(k+J)y(k)) = 0, l<=j<=n (6.4)

20 Kay and Marple, Spectrum Analysis -A Modern Perspective. Proccedings
of the IEEE, Rowv. 1981.
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Definiendo la covarianza R(Jj) 4 E(y(k+3)y(k)), tenemos (usando
(6.11):

n n
R(J) = -E(Zal y(k+j-1)y(k)) = -2 al R(j-1) 1l<=j<=n (6.5)
1=1 1=1
Adicionalmente necesitamos el valor que la covarianza

adguiere para J=0,

R(jJ) = s - 2 al R(-1), J=0 (6.6)

donde s es la potencia del elemento "y'" cuando la covarianza o

correlacidn se realiza para el elemento "y" consigo mismo (j=0).

De esta forma tenemos.las ecuaciones de Yule-Walker, las

cualeeg lams Juntamoe y las mostramos a continuacidn.

n
-2 al R{J-1) - 1<=4<=n
l=1

0 : (8.7)

-z &l R(-1) + s J

Ecuaciones que lag escribimos en detalle a continuacidn para

un orden n=3:

R(0) = —-alR(-1) - a2R(-2) - a3R(-3) + =
R(1) = —alR( 0) - aZR(-1) - a3R(-2)
R(2) = —alR( 1) - a2R( 0) - a3R(-1)
R(3) = -alR( 2) — a2R( 1) - a3R({ 0)
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Lasg cuales en forma matricial dan:

R(Q) R(-1) R(-2) R(~3) 1 5
R(1) R({ 0) R(-1) R(-2) |* |ail = 0 (6.8)
R(2) R( 1) R( O0) R(-1) a2z 0
R(3)Y R({C 2) R(C 1) R( Q) a3 0
Debe notarse gque en Jlo posterior usaremos la forma
preventaneada de (6.8), es decilr asumiremos gque antes de 1la
transmisién, todos los datoes son cero, con lo gque la matriz R
resulta:
R(O) 0 0 0 1 s
R{(1) R( O) ¢ 0] ¥ | al = 0 (6.9)
R(2)Y R(C 1) R(C 0O) Q a2 0
R(3) R( 2) R( 1) R{ O) ald 0
que en forma general da:
a(n,1i)
: 0
R{n,1) * A(n,i) = (6.10)
0

Recordemose gue la matriz K se puede cbtener a partir de:
R=E |Y(i) YT(i)|

donde YT(i) = [y(1), y(i-1),. ., y(i-n+1)]

eeg el vecter de las muestras de entrada y(nT).

A partir de estas definiciones, v de qgque la esperanza

matemdtica puede aproximarse por el promedio para un namero
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suficiente de muestras®2, tenemos gue (temporalmente llamaremos

A a la matriz de covarianza):

141
A(n,i+1l) = 1/(i+1) = Y(i)YT(1i) (6.11)
J=1
de donde
1
A(n,i+1) = 1/(4+1) SOY(A)YT(L) 4+ 1/(3+1) Y(i+1)YT(4+1)
J=1 (6.12)
con
1
A(n,i) = 1/(i) T Y(1)YT(1i) | (6.13)
J=1
se tiene
Al(n,i+1) = 1/(i+1) A(n,1i) + Y(i+1)YT(i+1) (6.14)

con un cambic de wvariables, R(n,i+l)=(i+1) A(n,i+l)

R{n,i+1) = R(n,i) + Y(i+1)¥YT(i+1l) (6.158)

Con lo cual hemos obtenide 1la primera de las dos propledades
egtructurales de la matrlz de covarilanza que son explotadas con
el objeto de obtener las actualizaciones, del tiempo en este

caso.

31 Gittlin and Hagee: BSelf-Orthogonalizing Adaptive Equalization
Algorithmae. IBEEE Transactions on Communications, July 1977.
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Para la actualizacidn del orden se hace uso de la propiedad

de gue la matriz de covarianza de orden n+l contiene a la matriz

de covariansa de orden n.

Para la demostracién he tomado las matrices de covarianza de
orden 1 v 2 al tiempo 3. He desarrollado paso a pasoc las matrices

porque creo due es esta la VYnica forma de verdaderamente

comprender lo que sucede.

Partiendo de R(n,i) = ¥ ¥Yj ¥J7T (6.15.a)
J=1
con YiT=[yj,yj-1,...,vi—n]
tenemos:
3
R(1,3)=Z ¥YJ YiT = Y1 Y1T + Y2 ¥Y2T + ¥3 Y3T =
i=1

=|yl| (y1 y0) + |v2| (vy2 vl1l) + |[y¥y3| (¥3 v2)
vO vl va2 (6.15.al)
=| ylyl+y2y2+y3y3 ylyO+y2yl+y3y2
yvOyl+yly2+y2y3 yOyO+ylyl+y2y?2
v,
3
R(3,3)=2 Y3 ¥JT = Y1 Y1T + Y2 Y2T 4+ ¥3 ¥Y3T =
J=1
=yl (vl vO y-1) + |v2| (v2 v1 yv0) + Jy3| (y3 vZ yl)
vO vl v2
v—1 vO vl
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=| y1lyl+y2y2+y3y3 v1y0+y2yl+y3y2 v1y~14+y2y0+y3yl
yvOyl+yly2+y2y3 yOyO+ylyl+y2y2 vO0y-1+ylyO+y2yl
v-1lyi+yOy2+vliy3 y-1lyO+yOyli+yly2 y—-1y-1+yOyO+ylyl

(8.15bL)

Se ve claramente de estas tltimas lineas gque la matriz de
covarianze de orden 2 contiene como submatriz a la matriz de

orden 1. Esto lo establecemos de la B;guiente manera:

La segunda propiedad estructural de la matriz de covarianza

sge refiere a la actualizacién en el orden y establece:

R{n,1i) * b 3 *x

R(n+1,1i)= (6.16)

* * * R({n,i-1)

Donde lom asteriscos denotan elementos gue no son usados en

la deduccidn del algoritmo.

TL.a tercera parte de (8.16) es fdcil de notar de (6.15b), va
que s8i i=1, yilyl+y2y2+y3y3, por 1lc gue al tiempo 1=0 tenemos

vOyO-+ylyl+y2y2.

A continuacidén se harid usoc de los vectores de coeficientes

de los errores directo v reverso A v C, donde:

A(n,i)T=[1 a(1l,i)...a(n,i)] ' (6.17)
C(n,i)T=lc(n,1i)...c(1,1i) 1] (6.18)

Log cuales son los coeficlentes cuya actualizacidén significa

llevar a cabo la inversidén de la matriz de covarianza.
Estos coeficientes son parte del Filtro de Malla propiamente

dicho, v como tales, parte de un proceso de autoregresidn dado

por las ecuaciones de Yule—Walker (8.7), asi:
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sf(n,i); O by (D)
0 i 0 by (i-1)
R(n,i) [A{(n,i) C(n,1i) D(n,i)] = . E E )
| 0 E sg(n,i); V%i—n+l)
(6.19)

Donde sf v sb son las energias del error directo y revereo,

v el vector D toma en cuenta las nuevas muestras.

6.2 Bl vector D 6 coeficiente de Kalman y su escalar asociado,

2ama .

Puesto gque D es crucial en , el deesarrollo posterior,
congidero gque es importante efectuar su deduccidén basado en los

lineamientos dados en la referencia==.

D es llamado también coeficiente de Kalman puesto que

aparecid por primera vez en la deduccidén del algoritmo de XKalman.

Definimos la matriz inversa de la matriz de covarianza como:

P(n,i)=R(n,i)—1, (6.20)
Usaremos el lema de la inversidn de una matriz, el cual
eg33:
[A+BCD]—1 = A-1 - A-1B(C-14+DA—1B)—1DA-1 (B6.21)

Aplicando el lema & (6.14) que es

R(n,i+1) = R(n,i) + Y(i4+1)YT(i+1)

22 3.T.Alexander, A Derivation of the Complex Fast Kalman Algorithm,
IREE Tremeactions on Acoustics, Speech, and Sigmal Processing. December 1984.

2  Friedlander Benjamin, Adaptive Algorithms for Finite Impulse
Response Fllters, en la obra citada de Cowan and Grant.
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tenemos:

P(n,i+1)=P(n,i)-P(n, i)Y (i+1){(YT(i+1))~1+P(n,i)Y(i+1)}=*P(n,i)

(6.22)
P(n,i)Y(i+1)P(n,1) ,
=P(n,i)- (6.23)
1 + P(n,i)Y(i+1) '
YT(i+1)

P(n,i)Y(i+1)¥T(i+1)P(n,1)
=P(n,1)- (6.24)
1 + YT(44+1)P(n,1)Y(i+l)

Definiendo:

P(n,1)Y(4i+1)
D(i+1)= (6.25)
1+YT(i+1)P(n,1)Y(i+1)

P{n,i+1)=P(n,1)-D(i+1)YT(i+1)P(n,1) (8.28)

Usando la sugerencia dada por S.T.Alexander, de postmultiplicar

(6.26) en ambos miembros por Y(i+l), v usando (8.23), tenemos:
Pn,i+L)Y(i+1)=P(n,)Y{(14+1)-D{i+1)¥T(i4+1)P(n,1)Y(i+1) (8.27)

=D(i+1) (1+YT(i+1)P(n,. i)Y (i+1) )~
~D(i+L)YT(4+1)P(n,i)Y(i+1) (6.28)

lo que da:

D(i+1)=P(n,i+1l)Y(i+1) (B6.28)

O

100



D(1)Y=R(n,1i)—3Y{1i) - (6.30)
que es la relacién buscada para D.
Adicionalmente definamos el escalar gama, g:
g(n,1)=YL(1)D(n,i)=YT(1)I)R(n,1)~1Y¥(1) (6.31)
6.3 Ecuaciones para actualizacién del orden de A, C, del
error directo v reverso, de la energia y de los
coeficiente de reflexibén.

Hemos llegado asi al opunto en donde haremosg uso del
algoritmo de Levinson-Durbin para la eficiente inversion de 1la
matriz de covarianza.

Siguilendo el desarrolleo usual de las ecuaciones reoursivas,
asumiendo gue los vectores de coeficientes A(n,i) ¥ C(n,i) son
conocidos, estdn por determinarse los predictores de orden n+I1.

A partir de (6.10), asumimos que:

a(n+l,1)

R(n+1,i) * A(n+l,1) = . (6.32)

Puesgto gue A(n+l,1) wva a ser formada a partir de A(n,i) v
C(n,i-1), estos vectoreg de orden n son aumentados con un cero al

final para dar un orden n+l1.

El A(n,i) aumentado satisface la siguiente ecuacidn, excepto

por la tiltima entrada:
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R(n+1,1) |A(n,1)| = |R{n,1) *||A(n,1)| = [=2f(n,1i) 0..0 a(n+l,i)]
0 S * 0 (6.33)

a{n+l,i)=[Gltima columna de R(n+1,i)]|A(n,i) (6.34)
0

Similarmente, aumentando C(n,i-1) con un cero al principio

satisface las ecuaciones normales excepto por la primera entrada.

R(n+l i) - K
C(n i-1) ~ * R(n,i-1)||C(n,i-1) (6.38)
= [T{(n+1,1i) 0..0 Bb(n,i-1)]

I'(n+l,iy=[primera columna de R(n+1,1)] 0 (6.36)
- C(n,i-1)

Debido a gque (6.32) exige‘que la Gltima entrada sea nula,
debemos combinar adecuadamente las ecuaciones (6.33) v (6.35) de

modo de cancelar los términos a y T.
Preyiamente usaremoe el hecho de qué:

a(n+1,1)=I'(n+1,i), lo cual implica gue las energias dilrecta

v reverdga sean ilguales, egs decir:

sr=sb.
Este hecho fue experimentalmente comprobado en la
simulacion, donde la igualdad se cumplic hasta el orden de las

milésimas.

El hecho se halla consignado en Turner (ob.cit.), en donde
se establece gue cuando la sefial y(t) es estacilonarisa, con
funciébn de autocorrelacidn conocida, las energias de predilccilidn

del error directo y reverso son i1dénticas en cada etapa.
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Para contlnuar, conforme seflala Turner, (86lo sefiala), v
como nosoctros demostraremos, la cancelacidén de a vy I' se produce

como sigue.

Multiplicando (8.35) por a(n+l,i)/sb(n,i-1) v al resultado
subatravéndolo de (6.33):

R(n+1,1) 0 aln+l,i)/sb(n,i-1)=a(n+l,i)/sb(n,i-1)
Cin,1i-1) [T(n+1,1)0..0 sf(n,1i)]

(6.37)

" restdndolo de (6.33) que reproducilmos a continuacidn,

= [8f(n,1) 0..0 a(n+1,1)]

R(n+l,1) |A(n,1)] = |R(n,i) *||A(n,1i)
l 0 . * * 0 (6.33)
se tiene:
R(n+1l,4)(|A(n,1)| - 0] a(n+1,i)/sb(n,i—i)) =
l 0 ‘C(n,i—l)
= |sf(n,i)~a(n+1,i)T(n+l,1)/8b(n,i-1)
0
a(n+i.i) - a(nsl,i)
= |af(n,1)—a2(n+l,1)/8b(n,i-1)
0
0 (6.38)

Ecuaciones con las cuales hemos logrado cancelar a v T, a la
vez hemos obtenido las actualizacionees de la matriz A asi como de
gf(n,1) como vemos a continusciédn. De (6.38) se ve gue el
coeficiente .que multiplica a la matriz de covarianza es el
verdadero A(n+1,1), ruesto que hemos logrado cancelsr la Gltima

entrada.
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A{n+1l,1) = |A(n,i) - 0O p(n+l,1)/8b(n,i-1) (6.39)
0 C(n,i-1)

en donde hemos Trenombrado a a como p, puesto que con ese nombre

la usamos en el programa en lenguaje C.

La actualizacidn de s8f se ve del segundo miembro de (8.38) v

es
sf(n+l,1) = sft(n,i)-p2(n+tl,i) /eb(n,i-1) (6.40)
Multiplicando (6.33) por I'(n+l,i)/sf(n,1) vy al resultado

substrayéndolo de (6.35) se obtiene la actualizacidn de C v de
sb:

C(n+1l,i) = | O ~ 1AM, 1) p(n+l,i)/ef(n, 1) (6.41)
|C(n,i—1) d
6b(n+l,1) = sb(n,i-1)-p2(nt+l,i)/sf(n,i) (6.42)

Cuando 1las ecuaciones de eactualizacidn de A y C  son

premultiplicadas por YT(1), resultan las ecuaciones de malia:
YTA(n+1,1)=YTA(n,1)-YTC(n,i-1)p{n+l,1i)/sb(n,i-1) (6.43)

definiendo,

A(n,i)T=[1 a(l,i)...a(n,i)]

Cin,1i)T=le(n,i)...c(1,i) 1] :
f(n,i)=AT(n,1)Y (1) ¥ (6.43a)
r(n,1)=CT(n,1i)Y(i) , se tiene :

f(n+l,i)=f(n,i)-kb(n+l,i)r(n,i—-1) (6.44)

gque es la ecuaciodn de actualizacidén del error directo y donde:

kb(n+l,i)=p(n+l,i) /sb(n,i-1) - (6.45)
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es la ecuacidn de actualizacidn del coeficiente de reflexidn

reverso.

De idéntica forma se llegs a:

r{intl,i)=r(n,i-1)-kf(n+l,i)f(n,1) (6_.46)
vV a:
kf(n+l,1i)=p(n+l,i)/sf(n,i) ) (6.47)

que actualizen el error reverso y el coeficiente directo de
reflexidn.

6.4 HKcuaclones de aétualizacién del orden de D y gama.

Bl razonamiento que sigue es mds bien intuitivo pero
caonlleva a los resultados mostrados en Turner (que da unas

instrucciones en extremo simplificadas de cémo actualizar D).

Dejemos establecida la ecuacidn de recurrencia de D que serd

usada mas tarde:

R(n+1, i)‘ 'R(n i) # = [k y(i) ... y{i-n)]7T

D(n—l i)' % "D(n 1, i)' (6.48)

Para actualizar D(n,i), primero tratamos de hallar, para el
orden siguiente, cudl es el Ultimo elemento en D, por lo que nos
interesa el Ultimo elemento de D(n+l,1i), gqgue simbolizaremos:
Gltimo elemento D(n+l,1).

A partir de (6.30),

Mltimo elemento D(n+1l,i) = Wdltimeo elemento (R(n+1,i)~Y(i))
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si imaginamos que el vector C afecta tanto a Y como & R de forma
tal de formar los conocidos productos:

CTY = b = error reverso (6.43a); vy

RC = [0 ... sb(n+1,i)1, (8.19); y puesto que R "esta en el

denominador",

)

Qltimo elemento (b(n+l,i)/L0C ... sb(n+l,1)])
Gltimo elemento ([0 ... b(n+l,i)/sb(n+l,id])
b{n+l,1)/sb(n+l,1i)

I

Puesto gque el ultimo elemento de C{n+l.,1) es l; y como el
Gltimo elemento de D(n+l,1) va fue determinado, la ecuacidn de

recursién en el orden de D(n+l,1i) es:

+ C(n+1,1) b(n+l,1)/sb(n+i,1i) (6.49)

D(n+1,1) = ‘D(n,i)
0

La ecuaciéon de actualizacidén del orden de gama se determina
premultiplicando (6.49) por Y(i)T yv de (6.31) y (6.43a).

g(n+l,i) = g(n,i) + b2(n+1,1i)/sb{n+l,i) {6.50)
6.5 Ecuaciones de actualizacién del tiempo.

Para prosegulr explotaremos la propiedad de actualizacidn en
el tiempo de la matriz de covarianza, dada por (6.15).
Pogtmultiplicando (6.15%) por A(n,i):
R(n+1,i)A(n,1)=R(n,i)A(n,i1) + Y(i4+)Y(i+1)TA(n,1) (6.51)

Para reescribir (6.51) hagamos las siguientes asumpciones
para el estado estable, es decir cuando el filtro va ha alcanzado
la convergencia:

- Y(i+1) = Y(i), es decir que el meJor estimado no varia al tomar
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una nueva muestra, puesto que el algoritmo va convergiso; vy
~ R(n,i)a(n,1) = R{n+l,1)A{n+1l,1), lo que implica que el valor de
la potencia de loe bits recibldos es una constante independiente
de la etapa eéen que noes encontremos. Este ‘hecho fue comprobado
experimentalmente en la simalacldn.

-De modo que la ecuacidn (6.51) puede ser reescrita como:
R(n+1,i)A(n,i)=R{n+1,i)A(n+1,1i) + Y(1+1)YT(i)A(n,1i) (6.52)
Premultiplicando ambos miembros de (6.52) por R(n+1l,i)—-%,

A(n,1)=A(n+1,1) + R(n+1,i)-1|y(i+1) *

y(i—n+1)
¥[y(1)..y(i~- n)JA(n,1i) (6.53)

usando (6.48),

A(n+1,1) = A(n,i) Y(1)T A(n,i) (6.54)

- o}
{D(n—l,i)

prremultiplicando (6.54) por Y(i+1)T y usando la definicién de
gama (6.31):

Y{(i+1)TA(n+1,1) = Y(1)TA(n,i) -Y(i)T a Y(i)T A(n,i)
|D(n—l,i) (68.55)

f(n,i+1) = Y(i)TA(n,i) - g(n-1,1)Y(4i)T A(n,1i) (6.56)

de donde

Y(1)TA(n,1i) = f£(n,i+1)/(1-g(n-1,1)) (6.57)

‘con 1o gue de (6.54) obtenemos la actualizacidén en el tiempo para
A(n,i+1):
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A{n,i+1) = A{(n,1i) - 0 f(n,i+1)/(1-g(n-1,1i)) (6.58)
D(n-1,1)

Para la actuallzacidén de la energia reversa, establezcamos

los siguientes lineamientos en estado estable:

~la energia acumulada es 1gual en todas las etapas:
1) R{n+1,i)A(n+1,1)=R{n,1i)A(n,1)

~los coeficientes difieren de una etapa a otra:

2) A(n+t1,1i) # A(n,1i)

—18a covarianza de orden superior contiene a la de orden inferior:

3) R(n+1.1i) # R(n,1)

—la energia para un orden dado cambia en el transcurso del
tiempo:
4) RB(n,i+1)A(n,i+1) # XK(n,i)A(n.i)

—1la matrisz de covarianza al tiempo i+1 contiene a la matrizs del
tiempo anterior:

8) R(n,i+1) # R(n,i)

—cuando han convergido, los coeficientes no canbian en el tiempo:
68) A(n,i+1) = A(n,1)

—la Dprediccion al tiempo i+1 da esencialmente &l mismo valor que
al tiempo anterior:

7) Y(i+1) = Y(1).

De los cuales 1,2,4 y 6 fueron comprobados experimentalmente

en la simulacidn.

Con elloe podemos actualizar sb(n,i) de la siguiente manera:
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sea sgb(n,i+l) & AT (n,i+1)R(n,i+1)A(n,i+1) (6.59)
Usando (6.15) para la actualizacidn en el tiempo de R, ¥y (6.58),

R(n,i+1)A(n,i+1)=R(n,1)A(n,1i}-R(n, 1)1 YT(i)A(n,i)+

D(n 1, i)'

+Y(A+1)YT(i+1)A(n,1) —Y(1+1)YT(1+1)‘ YT(i)YA(n,1i)

D(n 1,1) (6.80)
Despejemos 0O YT(i) de (6.58)
D(n-1,1)
obtenemos:
YT(1) = (1-A(n,1i+1)/8{n,1)) {68.81)
'D(n—l,iﬁ

por lo qgque (6.60) da

R(n,i+1)A{n,i+1)=R{(n,i)A(n,i)-R{n,1i){1-A{(n,i+1)/B(n,i))A(n, i)+
+Y (i+1L)YT(i+1)A(n, 1))=Y (i+1)YT(i+1)(1-A(n,i+1)/A(n,i))A(n,1i),

‘degarrollando y simplificandc términos semejantes ze tiene
R(n,i+1)A{n,i+1)=R(n,i)A(n,i+1)+Y(i+1)YT{(i+1)A(n, i+1) (6.82)
por lo que

A(n,i+1)R(n,i+1)A(n,3i+1) = A(n,i+1)R(n,1i)A(n,i+1) +
+FA(n,i+1)Y(A+1)YT(i+1)A(n,i+1) {6.63)

en base al lineamliento 2), 8) v al 7) dados,

A(n,i+1)R(n,i+1)A(n,i+1l) = A(n,1)R(n,1)A(n,1) +
+FA(N,i+)Y(A+1)YT(1)A(n, 1) _ (6.864)
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vy usando la definicidn de error directo (6.43a), la de energia de

error directo (6.59) v la foérmula (6.57) llegamos a
gf(n,i+1) = sf(n,i) + fz(ﬁ,i+1)/(1~g(n~1,i)) (6.65)

que e la f6rmula de actualizacidn de la energia del error

directo.

Aplicando similares técnicas, las recursiones para C(n,i) v

para sb(n,1) pueden sger obtenidas, lo que resulta en:

C(n,i+1) = C(n,1) —|D(n-1,i+1)|r({n,i+l)/(l-g(n-1,1i4+1)) (6.66)

0
sb(n,i+1) = sb(n,i) + r2(n,i+1)/(1-g(n-1,i+1)) (6.67)
Para actualizar los coeficientes de reflexidn

recurasivamente, se precisa la actualizacidén de p.

Lo C(n,i)]R(n+l,i+l)(A(n,i+l)‘=p(n+l,i+l) : (6.68)
0

Usando la actualizacidén de la covarianza (6.158), el
predictor A actualizado a travées de las ecuacidn (6.58) y C, se

obtiene la actuslizacidn de p:
p(n+l,i+1)=p(n+1,i) + r(n,1)f(n,i+1)/(1-g(n-1,1)) (B.68)

Es importante notar que el dessarrollo de las ecuaciones de
actualizacién en el +tiempo permite que se acumule la influencia

de todoes los datos prevics en los pardametros estimados en curso.

Si el proceso que se estima contiene atributos gque son
variables en el tiempo, es deseable sopesar con mayor importancia
a las reclentes observaciones. Se puede incluir un factor

exponencial de olvide w en las covarianzas acumuladas. Los
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~valores tipicos van desde 0.8 a 1 (1 corresgponde a contemplar
todos los datos pasados). El algoritmo gque presentamos

subsecuentemente contempla el factor de olvido w.

Debemos anotar gque en la simulacidn se varidé el factor de
olvido desde 0.3 a 1, observdndose una enorme influencia sobre la
convergencia de los coeficientes, la cual sera comentada a su

debido tiempo.

6.6 E1 filtro Lattice para procesos conjuntos, especifico para la

ecualizacidn.

En los acapites anteriores se ha deducido en algin detalle
el algoritmo para la actualizacién de los parédmetros de la parte
"tipo prediccilién lineal” del Filtro derMalla, que e= la parte gque

se encarga de ortogonalizar la sefial de entrada.

El proceso de la ecualizacidén requiere sin embargo, no sdlo
de la parte mencionada, sino también de la parte "tipo TDL'. Esto
es asl debido a que el proceso total regqulere el comparsar la
sefilal ortogonal con la séefial de referencia almacenada & con la

seflal de referencia realimentada (en el periodo de autoajuste).

BEste tipo de procesos dque requieren de dos sefiales son

conocidos en la literatura como procesos conjuntos.

Para el efecto debe definirse un nuevo error de prediccidn
gue incluye muestras de ambos procesgos. Al error lo hemos llamado
c(n,1i), lo cual se wve de inmediato de la fig. 18. Los - dos
procesos mencionados son, de la fig.18, v(i) v b(i) (aw(i) en el
procegso de autoajuste). De esta forma, el error de prediccién de
N-ésimo orden c¢(N,1) es el error qgque deviene de estimar bi a
partir de {vi, vi-1,..., vi1-N}, donde g(i,N) son los coeficientes
de prediccién obtenidos al minimizar la suma de los errores

cuadrados.
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N-1
c(M,L) = bl - £ g(n+l) y(n,i) (6.70)

n=0

Sin embargo, como demostramos en el acdplite 4.4, gue '"para
mejorar la velocidad de convergencila del algoritmo se debe tratar
de gue todos los eigenvalores de la matriz R sean iguales, lo
cual se puede lograr medianﬁe la cortogonalizacidén de lae seflales
de entrada a los taps del ecualizador'”, en lugar de los y(i)
usaremos la eefial ortogonal r(i), lo gue aumenta la velocidad de

convergencia, asi:
N-1
c(N,1) = bi - 2 E=e(n+1) rin,i) (8.71)

n=0

Los coefilcientes Ke(n) gue minimizan co(N,i)2 son, siguiendo

el mismo proceso desarrollado en el acépite 5.3,
Ke(n+l) = E(c(n,i)r(n,i—l)) / E(r(n,i-1))= (6.72)
Ademéds, se tiene de (6.71),

c{ntl,id)=c(n,i)-EKe(nt+l) r(n,i-1) (6.73)

El coeficiente pe asociado a Ké se obtiene a partir de

(6.69),

pe(n+l,i+l)=pe(n+l,1i) + c(n,i+1l)r(n,i+1)/(1-(n-1,1i)) (6.74)

en la cual tantoc ¢ como r son tomados al mismo tiempo, lo cual
difiere de (6.69) puesto gque r sge obtiene de f a partir de un

elemento de retardo, lo que se ve de la fig. 18.

De la fig.l1l8. se wve que el error del orden O no es méae que
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la senfial de entrada, por definicidn.

Finalmente, de la misma figura =se wve gque la sefial de
realimentacidén en el periodo de autoajuste aw(i) se obtiene como
un sumatorio a partir de las salidas de los K=, 1lo cual es la

aplicacidén incremental de (6.71):
an+1{i) = an(i) + Ke(n+l,1i)r(n,1i) (6.75)
Esta es en definitiva 1la obtencidén de las ecuaciones de
actualizacidn para el procesc conjunto denominado Filtro de
Malla.

6.7 Algoritmo del ¥iltro de Malla.

El algoritmo consiste de la implementacidn de las ecuacioneg

de actualizacién del orden y del tiempo deducldas anteriormente.

Se inicializa reseteando las sigulentes variables:

rafn] “error reverso anterior (corresponde a r(n,i—-17])

galn] “gama anterior

palnt+l] “coeficiente "p' anterior de la parte tipo "prediccion
“lineal”

pealn+l] “coeficiente "p'" anterior de la parte tipo "TDL",

e inicializando al parametro covarianza reversa anterior & un
valor pequefilo gque asegure inversibilidad de la matriz de
covarianza,

sbaln]l=eps

v la covarianza directa anterior de orden 0,

gfal[0l=eps

Seguidamente se inicla el procesamiento de las secuencias de
256 datos..

Como s#e ve de 1la fig. 18, el error directo y reverso de
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orden ceroc son por definicién el valor de la entrada a la parte
tipo ‘'prediccidén lineal”, ©por lo que esto se egpecifica en el
inicio de la secuencia de 256 bits. También se da los valores de
partida de la energia directa y la energia reversa de orden cero,
sf[0] v sb[0] (de la definicién de matriz de covarianza de orden
0). Se inicializa gama de orden O a cero y se resetea la salida

del ecualizador de orden O (valores de inicio de la iteracidn).

Se debe hacer notorio que la inicializacién del error c[0]
depende de =i estamos en el entrenamiento o si estamos en el
sutoajuste. En el entrenamiento, de la fig.18, se ve que c{0] no
es més que la seflal almacenada b_r[il, mientras gque en el
autoajuste es igual a la salida del ecualizador. Esto determina
que con el objeto de inicializar ¢[0] en el autoajuste debamos

calcular previamente alcal, que es la esalida del ecualizador.

A continuacidén se calcula iterativamente los parcor (de

correlacién parcial, Turner ob. cit.) p[n+l] de la parte tipo
"predicecién  lineal”, con ellos se calcula los coeficientes de
reflexién reversos kb[n+l] v directos kf(n+l1l], 1los errores
directo fin+l1l] v reverso r[n+l], 1la covarianza directa sfin+1l] e

inversa sb[n+l] v la variable probabilistica gama, g(n+1].

Procedemos a calcular los parcor pcein+tl] de la parte "tipo
TDL"” wusando el wvalor hallade de ¢[0] en el entrenamiento
{autoajuste), a partir de los cuales se halla los coeficientes de

reflexidédn kcin+1], la salida del filtre al[n+1] v el error cn+1].

Para el calculo del error c{n+l1l] tenemos en el entrenamiento
que c[n+1]=b_rlfil-aln+1l], es decir se resta el valor almacenado
menos la salida del ecualizador, mientras que en el autoajuste se

resta la salida realimentada y cuantizada ad_r menos aln+1].

Luege s8e efectia un desplazamientoc en los registros, v

finalmente se calcula el valor del error de transmisidén. Todo lo
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afirmado anteriormente se resume en el siguiente algoritmo, el
cual eatd expresado en lenguaje basic, como es constumbre hacerlo

en la literatura de telecomunicacionesg.

for n=0 to ca-1 “"Inicializacion
ralnl]=0

gal{n]=0

pal{n+1]31=0

pcaln+1]1=0

sba(n]l=eps

next n

sfal[0]=eps

for i=1 to 256 “"Secuencias de 256 bits

al[0]=g[0]1=0

fFLOl=r[0]=y_x[i]
sf[0]=sb{0]l=w¥afal{Ol+y_r{il*xy_r(i]
sfal[0l=sf[0]

"Inicializacidn del error c[0]
En el entrenamiento
el0]=b_r(i]
En el autoajuste
for n=0 to ca-1
Pln+l]l=w*paln+l]+Ef[(ni*ralnl/(1-galnl)
kb[n+1l]l=p{n+ll/sbaln]
kfln+1l]i=pln+l1])/af[n]
fln+ll=f[nl-kb[n+1l*raln]
rintll=raln]-kf[n+11%f[n]
aln+ll=ainl+kcn+lilkrin]
next n
aca=salca]
decide(aca,ad_xr)
c[O]l=ad_r

for n=0 to ca-1 "Inversidén de la matriz de covarianza
pln+l]l=zw¥pa[n+lli+f(nl*krainl],/(1l-galnl)

kb(n+1l=pin+1]/sbaln]

kf(n+1]i=pin+1]/sf{n]

fn+l]l=f(nl-kbln+lJi*¥raln]

rin+ll=rain]-kf[n+11*kfn]

ef[n+l]l=finl)-pln+11¥kbn+1]

sbn+l]l=sba(n]-pln+l1*kf[n+1]

gin+ll=ginl+rnl*r[nl /ebln]

"Cédlculo del error cln+l]

En el entrenamiento pcin+ll=wkpcaln+l]l+cnlkr{nl/(1-glnl)
ken+1l]l=pcln+l1]/8b[n]
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aln+tll=alnl+ken+ll*krinl
c[n+ll=b_r[il-aln+l]

En el autcajuste
pon+ll=wkpcaln+ll+cnldr(n]/(1-glnl)
ke(n+ll=pc[n+1]1/8bln]
aln+il=alnlt+ke(n+ll*xrin]
aca=al[n+1]
decide(aca,ad_r)
c[n+il=ad_r-aln+1]

ralnl=rin] "Desplazamiento en los registros.
shalnl=sb(n]

pa[n+ll=pn+1l]

pecaln+ll=pcn+l] galnl=glinl

next n
aca=alcal
decide(aca,ad_x) “Calculc del Error de Transmisidn

err_t_a=-err_t_atabs{(b_rl(il-ad_r)/2}

next i '~ “FIN DEL ALGORITMO DEL FILTRO DE MALLA.

6.8 Diagrama de ¥Flujo General del Programa.
El diagrama general del programa, que contempla’tranemisién
gin ecualizacidén v con ecualizacidn (Filtro TDL v TFiltro de

Malla), se presenta-.-z conbtinuacilidn:
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{ Inicio. )

Dimensionamiento de wvectores
y declaracidn de variables auxiliares

Lectura del archivo b:\inicia.dat.
Los datos se almacenan temporalmente
en el vector b_r(]

Inicializacion de las variables para
| la transmisidn a partir de b_rl].

no
existe b:\data.txt?

Se borra b:\data.txt puesto gue se
usa en modo append

# total de secuencias = cuanto
= # bits Tx/256

Declaracidén de subrutinas:
genera, fft, ftr, c¢anal, intro, archivo, decide

G
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r 1=1 to cuant%

si

no

Imprime la tasa de error:
pe_a=bit errdéneos/Hbits Tx |

fin.

Imprime un resumen de las variables en curso
al principio de cada iteracidn

Genera los datos NRZ24
(Graficacion de los bits Transmitidos)

Trangformada Directa de Tourier
(Graficacidn del Easpectro NRZ)

Filtrado de datos en la Transmisidén

34 Ta graficacidn en cada item es opclonal, por lo que s8e la muestra
entre paréntesis.
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Distorsidédn sobre los datos por parte
del canal que cumple las caracteristicas
dadas por el CCITT.

[

Trangformada Inversa de Fourier

Ruido Gaussiano Aditivo. 4]

Transformada Directa de Fourier

Filtrado de datos en- la Recepcidn

Transformada Inversa de Fourier
(Graficacldén de los bits Recibildos)

Con ecualizacidn

a

Cadlculo del Error Sin Eoualfzacién

Sin Ecualizacidn
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LIntroducoién de datos a los ecualizadore%J

Filtro de Malla

Tipo de Ecualilzador
Filtro TDL.

[Algoritmo del Filtro

TDL (acdpite 3.4).

Dependiendo de la variable graf, se efectia el grafico
de Bits Ecualizados, Convergencia del Error y
Convergencia de los coeficientes del Filtro TDL

Algoritmo del Filtro
de Malla (acapite 6.7).

Dependiendo de la variable graf, se efectta el grafico
de Bits Ecualizados, Convergencia del Error vy
Convergencia de los coeficientes del Filtro de HMalla
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CAPITUILLO VII
"RESULTADOS DE LA SIMULACION PARA EL CANAIL DE TRANSMISION.

A continuacion procedemocs a sumarizar los resultados

obtenidos en la esimulacidén realizada.

7.1 Simulacidén de 1la transmisién a través de un canal con

distorsion.

Como primer paso hacia la simulacidn se ha elegido el modelo

matemético del canal, el cual fue ya detallado en el capitulo 2.

A continuacidn se precisa generar el tren aleatorio de datos

codificados en NRZ de valores +1, -1.

Las secuencias deben ser aleatorias para minimizar la
probabilidad de largas secuenclas de 0s (-1) o 1= (+1) que
determlinan la pérdida de sincronismo en una transmisidén resl, asi

como para homogenelzar el espectro de potencia.

Esto se logra con la subrutina genera, la cual hace uso a su
vez de la subrutina randu la qgue genera valores aleatorios con

distribucidén uniforme.

Los datos aleatorios comprenden secuencias de 256 bits, el
cual es un valor de compromisc entre velocidad para la simulacién
y suficientes valores para obtener un espectro méds o menos denso
(para el caso de la computadora 80386 a 25 MHz. usada). En el
caso de un supercomputador, como el usado en Prcakis (ob.
citada.) se habla de secuencilas de 20000 a 30000 bits.

A continuacidn, se muestrea cada bit 8 veces en un periodo,

v el resultado obtenido =e muestra en la fig.l1l9.



Se debe anotar que sl bien la figura 19. presenta el primer
cruce por O en 256, qQue corresponde al vector complejo y(Z56], lo
que en el dominio de la frecuencia representa una frecuencilia de
£f = 258 Hz, la misma figura puede ser usada para representar
cualgquier otra wvelocidad de transmisidn. Por ejemplo, si usamos
una portadora de 1B00 Hz (recomendada wpor el CCITT wpara
transmisgidén por modems a 1200 y 2400 bits/s, recomendacidon que
tiene su fundamento como veremos posteriormente) ¥y una velocidad
de transmisién de 1200 hits/s, estamos hablando de un primer

cruce por O en 3000 Hz.

Para poder almacenar este ceroc en el vector yv[(258], debemos
transformar 3000 Hz a la posicidn 2B68. Para ello simplemente s=e
resta la portadora v al resultado se divide para delta; de donde
resulta que delta = 1200/258 = 4.868 = baud / 258, donde delta v
baud son variables usadas en el ©programa vy que gignifican
respectivamente paso unitario y velocidad de transmisidn.

7.2 Espectro de frecuencia de la serial NRZ transmitida.

El espectro de potencia de la sefial NRZ (Feher, ob. cit), es

la funcidn
2AZT (sen(wfT) /(wfT) )= (7.2.1)

cuyo primer cero corresponde a la mencionada velocidad de

transmision, va gque
gen(wfT) = 0 para nfT=m,
lo gque da gqgue =1/T, que esg la velocidad de transmisidn.

La fig.19. nos muestra el egpectro de voltage de la sefial

NRZ el cual es aproximadamente la funcidn sen x [/ x, e38 decir la



raiz cuadrada de (7.2.1) —asumiendo una resistencia de 1 ohnm.
Presenta ceros en maltiplos de 256 vy wva de 1 a 2048 en la
frecuencia, que no es mds gue el resultado de B muestras por bilt

¥ 2568 bits, que es lo que asumimos previamente. Es de aqui que

surge la necesidad de disponer de un vector de dimension = 2048.

350
1 T o e
b 1 T | it e e e e

=

s b T | T '; ‘11 A
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g

f (Hz)
¥igura 19 Amplitud del Espectro de la sefial NRZ versus frecuencia.

En los graficos gue sgiguen hemos seguidoc la convencidn: eje
v= eje vertical= amplitud; eje t = eje horizontal= nlUmerc de

iteraciones (nimero de bits) de una corrida de la sgimulacidn.

Con la transformada de Fourier del tren NRZ almacenada,
prrocedemos a formar la convolucién del tren con el filtro de

transmisicon para lo cual se u=ga la rutina ftr.

Como se ve en el capitulo 2, la condicion de filtro acoplado
v de filtro que cumple el criterio de Nyguist de ISI nula,

determina que. la funcidén de transferencia del filtro sea el
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producto x/sen(x) sart{H(£)]), donde H(f) es la trasformada de la

funcidén coseno elevado.

Formamos el producto en la frecuéncia vy usgamos la subrutina
canal, la cual implementa las caracteristicas de distorsién de
amplitud v de fage para un canal telefdnico, como recomienda el
CCITT (Nufez, ob. cit.).

Seguidamente procedemos a tomar la tranesformada inversa de
Fourier de modo de volver al dominio del tiempo con el objeto de
afiadir el ruldo gaussiano de SNR = 36 dB. Un dato Util de niveles
de ruido en linea telefénica consiste en asumir 10000 pWpO para
una conversacidn libre de ruido=%, 100000 pWp0 para una
conversacidén con ruldo y leb pWp0 cuande el ruido es excesivo.
Los 100000 pWOp conducen a — 40 dBmOp, que estd cerca al valor de
-38 dBmCp recomendado por el CCITT. Este wvalor de -38 dBmOp
conduce a 36 dB, lo que para la potencia normalizada de 1 W, da
el wvalor de .00025 W para la potencia del ruido y esto a su vez
da un wvoltaje de ruido de .015 V sobre una reegistencia de 1 ohm,
el mismo gue lo inyectamos al canal. Hecho esto volvemos al

dominic de la frecuencia.

En la recepcidon formamos la convolucidédn con el filtro
receptor, el cual estd acoplado al filtro transmisor de modo de

maximizar la relacidn sefial a ruido.

Luego de Thecho esto, la transmisidén estd completa vy sdlao

resta tomar la transformada inversa de Fourier del tren recibido.

Efectuamos esta operacidon con la misma subrutina £ft, luego
de lo cual enviamos losg datos al archivo b:\data.txt mediante la

subrutina archivo.

356 Pogada, Omar. Introduccidn a los Sistemas de Microondas. Agosto de
1969. Dept. de Publicaciones. Facultad de Ing. Eléctrica.
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7.3 Bits recibidos para diferentes velocidades de transmisidn.

Hemos graficado los datos en QFRO vy  s=se los muestra en la
fig. 20.

1.

—
0 20 40 &80 80 100 120
t (# lteraciones)

—_ 258 b/s —— 1200 b/5 ------- 1800 b/s
Figura 20 Pulsos recibidoes para 3 diferentes velocidades de
modulacidn. Eje A=emplitud de los bits NRZ (+1,-1), Eje
t=ntimero de iteraciones.

Esta figura amerita un comentario detallado.

La figura fue obtenida enviando una secuencia de 256 bits,

usando tres veloclidades de transmisidén. Se usd un exceso de banda

alfa = 0.25, una semilla para generacidn de nimeros aleatorios
sem = 50, instante de decisidén = 4, una relacidn sefial a ruido
SNR = 36 dB vy fue realizado en la modalidad Transmisidon Sin
Ecualizacidn. .

En la figura se muestran los primeros 15 datos de la
gecuencia de 256 bits: -i, -1, -i, -1, -i, -1, -1, -1, -1, 1, -1,
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Cada dato tiene una duracién de 8 unidades, va que hemos

normalizado una de las B muestras por pulso a la.unidad.

Para una velocidad de transmisién baja, de 256 bits/s (linea
gruesa), se puede apreciar que los datos recibidos son
practicamente los datos enviados, excepto por la forma adguirida
al pasar por los filtros de Tx, Rx, v en menor proporcidén por la

conferida por el canal H(L).

Para una velocildad de transmisgidén de 1200 %bits/s (linea
delgada), se observa que 1la sefial recibida estd notablemente
distorsionada respecto a la seflal enviada. En este caso la
contribucidn mayor a la distorsidén estéd dada por las

caracteristicas del canal H(f).

Para una velocidad de transmisidén de 1800 bits/s (linea
punteada), se observa gue la sefial recibida estd terriblemente
distorsionada respecto a la sefial enviada. Al igual que en el
caso anterior, la distorsién estd dada por las caracteristicas
del canal H(L).

7.4 Explicacidn de la distorsidén observada usando las curvas de
distorseidén del CCITT.

Podemos explicar 1la distoreldn cualltativamente con la
fig.21.

BEn dicha figura hemos aproximado el espectro NRZ, el cual ha

sido previamente filltrado con el filtro de Tx, con un tridngulo.

Bl filtro de Tx. determina que la frecuencia de corte esté
en fn (1l+alfa), pero para el analisls que slgue hemes tomade el

caso ideal alfa=0, por lo que el corte estd Jjustamente en la fn.
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Figura 21 Anédlisls de la distorsidn observada usandoe la Tuncidn
de transferencia del canal dada por el CCITT.

En el caso de auna frecuencia baja d= +transmi=idn, el
tridngulc presenta la frecuencia de corte en la zona donde las

caracteristicas de amplitud y fase del canal son casi lineales.

Sin embargo, conforme se aumenta la wvelocidad de
transmisidn, entramos cada vezs mas en 1o zona no lineal de las
caracteristicas, lo que resulta en la terrible distorsidn.

anotada.

Es por esta'razén‘que la velocidad de transmisidn en linea
sin ecualizacidn, esta limitada a 1200 %bits/s para el caso del
espectro coseno elevado, gue ez justamente el caso del grafico,
en donde se ve 'que para esta velocidad estamos dentrao de ias

caracterigticae lineales del canal.
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Y ez aqui donde se aplica el procedimiento de scualizacidén
para contrarrestar principalmente la distorsién de fase

introcducida por el canal.

De la misma figura se puede mostrar el por qué de 1la
recomendacion del CCITT para una Trecuencia de portadora de 1800
H=z.

1.5

1
0.5
z 0
£
<
< -0.57
-1
-1.54
‘2._ T T T T T
0 20 40 60 80 100 120
' t (# iteraclones)
— 2800 Hz 1800 Hz ------- 1200 Hz
Figura 22 Recepcién de los bits para varias frecuenclas
portadoras. A=-amplitud de los bits NRZ; t=# de iteraciones.

La explicacidén es como en el caso de la distorsidn antes
analizada: &l establecer la portadora en el centro de las
caracteristicas del canal, la distorsidén es minima, en tanto gue
la distorzién sumenta con el corrimiento hacia cualguiera de los
dos extremos del espectro. En la figura 22. se muestran los bits
recibidos para 3 diferentes frecuencias portadoras. La figura me
llevé a cabo con una semilla de 50, decisidn = 4, SNR = 36 dB, y
una velocidad de modulacién baja de baud = 256 b/=2, de modo gque

el principal factor de distorsidn esté constituido por la
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variacién de la frecuencia portadora.
Nota: En la modulacidn BPSK cada simbolo enviado corresponde a un
bit, sin embargo usaremos el término baud que implica el envio de

unc o mas bits para dar cuenta de la velocidad de modulacidn.
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CAPITTOYr.O YIIT T ._

RESULTADOS DE LA STMOLACION PARA TRANSMISION CON ECUALIZACION Y
ANALISIS COMPARATIVO.

8.1 Resultados de la Ecualizacidédn con el Filtro TDL.

Los resultados obtenidos contemplaron la siguiente

inicializacldén de las variables:

semilla, sem=50;

velocidad de modulacidn, baud=1400 bits/s;
excego de anche de handa, alfa=0.6;3C
Trecuencia de portadora, fp=1800;

# de bits tratados=s, bits=1024;

periodo de aprendizaje de 1024 bhits;=27

# de coeficientes, ca=20;

instante de decisidn, decis=4;38
coeficiente de convergencia, mu=0.01.
relacidn seflal a ruido, sn=36 dB.

TLos resultados, gue muestran la tremenda mejoria lograda al

usar ecuallizacién, se los muestra en la figura 23; fueron

368 Como recomlenda el CCITT para transmision a 1400 b/s, se ha tomado
un exceso de handa alfa de .6

37 El periocdo de aprendizaje puede ser cambilado modificando la variable
aprende. En la presente corrida aprende=4, por lo que el aprendizaje comprende
toda la secuencia para secuencias de hasta 1024 bits. Para secuencias mayores
entramos en el vericdo de autoajuste, en donde va no se actualizan 1los
coeficientes de leos filltros sino gque se wusa los obtenidos en el aprendizaje.
En este periodo el error no se calcula con los valores verdaderos almacenados
sino con el valor esperado que previamente ha sido cuantizado.

38 E1 idnstante de decisidén influye de menera determinante en los
resultados. En muestro caso tenemos 8 muestras por cada pulso y del capitulo
7, al graficar los bits recibidos se ve que la menor distorsidn se produce en
el centro del pulso, lo que corresponde al bit #4.
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obtenidosg en la cuarta secuencia de 256 bits de los 1024 bits
enviados, desde la iteracidn 1800 a 1la 2048 (recordemos gue el
vector complejo es de dimensidn 2048 = 256 % 8 muestras/bit). En
la figura, los pulgos NRZ estdn normalizados a +1 vy -1, lo que
determina la amplitud en el eje vertical. Para referencia hemos

graficado los bits transmitidos con linea continua delgada.

A continuacidn, con linea punteada gruesa mostramos los bits
a la entrada del ecualizador TDL. En ellos se nota la enorme
distorsidén introducida por el canal telefdénico. Finalmente, con
linea gruesa continua se muestra a los bits ecualizados previos a

la cuantizacidn.

Hemos usado la velocidad de modulacidn de 1400 bits/3 como
un compromiso entre ser capeces de demostrar las propiedades- de
convergencia de losg algoritmos de ecualizacidn, v poderloc hacer

para un namero adecuado de lteraciones (1024).

Debe notarse que los pulsce recibidos presentan un cierto
retraso, lo que fiesicamente se debe a la extensidn del cable
telefénico. Esto fue implementado en la simulacidn definiendo una
fase negativa, lo gue en el dominio del tiempo se traduce en un

retardo.

En la fig. 23. e=s posible notar que para el bit 14,
correspondiente al tiempo 191Z-1916, existe error, puesto gue con
la cuantizacidn, el bit recibido daria +1 debiendo dar -1.
Ademés, para log bits 1, 4 v 13 el nivel de decieidn difiere
apenas de la referencia O, por lo que tienen una alta

probabilidad de presentar error.
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Figura 23 Compendic de Tx gin vy con ecualizacidn con el Tiltro
TDL. A=Amplitud de los bits NRZ; t=# de iteraciones.

8.2 Convergencia del Error Cuadratico yv de los coeficlentes del

Filtro TDIL.

Las figuras 24 vy 2B mnos muesgtran cémo se produce la

convergencia del error cuadratico, asi como la convergencia de

los taps del ecualizador.

La Convergencia del Error Cuadréatico no consiste de otra
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cosa aque de tomar la diferencia entre el it almacenado y el bit
transmitido v elevarla al cuadrado. Es claro que se produce un
error cada vez gue el error cuadratico es mayor o igual a uno,

(ver l&a fig: 24).

1.6

Ammrsemsamemennan)

.................................

..................................................................................................

...............................................................................................

..............................................................................

convergencia del emor

1000 1200
1 (# Neraciones)

Figura 24 Convergencia del error cuadrdtico para 1400 bhits/s. eje
vertical=Magnitud del Error Cuadratico; t=# de iteraciones.

A continuacién presentamos la filg. 25, la cual muestra la

Convergencia de los coeficientes del Filtro TDL.

Ee importante anotar que sge observa la convergencia del
algoritmo (definida como el crecimiento del coeficiente principal
hl del 10% al 90%, Schwartz, ob. cit.) en alrededor de 580
iteraciones, lo gque serd comparado con el resultado obtenido con
el Filtro de Malla.

De la figura se puede observar la convergencla de los 7
coeficientes principales, de los cuales hemaos remarcado log 2 méas

importantes.
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Figura 25 Coanvergencia de los coeficientes del Filtro TDL para una
velocidad de 1400 Dbits/s y mu=0.01. A=Amplitud de los coeficientes; t=# de
iteraciones.

Se debe consignar el hecho de que para iniciar la simalacidén

se encerd todos log coeficientes.

Otra aproximacidn igualmente valedera, coneliste en
inicializar el coeficiente central a 1 vy el resto a 0. Nosotros
no hemos predefinido un coeficiente central, va gque ello implica
retardar (ca-1)/2, en el presente casoc 10 pericdos, a los bits

recibidos, lo que complica innecesariamente el algoritmo.
8.3 Respuesta Impulsiva del Canal
Como veremos a continuacidn, nuestra aproximacidn al asunto

pregsenta una mayor semejanza Al comportamiento fisico de un

canal.
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BEs decir, si graficdramos los coeficlientes obtenidos (fig.
25), una vez que han alcanzado la convergencia, el resultado
geria un gradfico que empieza en cero, subke hasta 1.11, baja &

—-0.11, va a 0.086, contintia a -0.044 y finalmente va a 0.012.

Esto nos recuerda a un pulso gque al ser transmitido empieza
en cero, sube a su valor maximo, para luego decaer en forma

oscilatoria exponencilal.

Tal tipro de comportamiento es +tipico de los : canales
telefdnicoa, como lo encontramos en L.J.Millot, A General Class
of PAM EBcualizers en IEEE Transactions on Communications, June

1880. Grafico que reproducimos en la fig. 26.

Fipgura 26 Respuesta impulsiva de wWwn canal telefénico.

Es por este comportamiento fisico que en lo sucesivo, para
el Filtro de Malla, también usaremos la misma aproximacidén de

inicializar los coeficientes a cero.
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8.4 Resultados obtenidos al variar el coeficiente dé

convergencia mu.

En la figura 27 hemos varisdo wmu de 0.01 a 0.001l. En esta
figura ee observa gue no se alcanza la convergencia del error, lo
que es claro de la figura 28, yva gque 8e ve gue para 1024 bits,
los coeficientes apenas si han 1llegado a la mitad de los

correspondientes valores de la fig. 25.

1.27

convergencla del emrar

0 200 400 £00 800 1000 1200
t (# iteraciones)

Figura 27 Convergencia del Error Cuadrdtico para 1400 bita/s vy
mu=0.001. eje vertical=Amplitud del Error Cuadrdtico; t=# de
Iteraciones.

En la fig. 28., se ve que los coeficientes no oscilan tanto
en el proceso de convergencia, con lo gque al disminuir mu se
aumenta la estabilidad pero disminuye la velocidad de

convergencia.

De aqui resulta entonces que el wvalor recomendado de mu=0.01
es un valor de compromiso entre velocidad de convergencia vy
valores de los taps en estado estable que aseguren que el

algoritmo no diverja.

Si la wvariaciédn de mu es en el sentido de acelerar la
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g 200 400 GO0 800 1600 1200
I (# teraciones)

Figura 28 Convergencia de los Coeficientes del Filtro TDL
para una velocidad de 1400 bits/s y ma=0.001. A=Amplitud de
los Coeficientes; t=# de Iteraciones.

velocidad de convergencila, debe tenerse cuidado de elegir valores
cercanos al valor recomendado, por cuanto el incremento excesivo

de mu puede generar inestabilidad y divergencia del algoritmo.
8.5 Incidencia del nimero de coeficlientes en el Error Cuadrédtico.

En el grafico 29 podemos observar los resultados de
convergencia obtenidos cuando al Filtro TDL lo hicimos correr con
3 coeficientes y con el mu recomendado de .2/3 = .087.

En la figura se puede observar gue el algoritmo converge a
un valor muy cercano a 1, por lo gue se concluye gue el ntimero de
coeficientes no es suficiente.

En la figura 30 se muestra el resultado para 100
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Figura 29 Convergencia del Error Cuadratico para el Filtro
T™L con 3 coeficientes. eje vertical=Amplitud del Error
Cuadriatico: t=# de Iteraciones.

coeficientes v mu = .2/100 = .002. De ella se puede concluir que
una vez Que sge  encuentra el numero de tapg para &1 cual el
algoritmo converge (20 taps), el aumentar el numero de
coeficientes no conlleva mayor mejora. La decisgidn respecto al
numero de coeficientegs vendrid dada entonces por la mayor o menor

dificultad de implementacidn practica.
8.6 Resultados de la Ecualizacidn con el Filtro de Malla.

En lo que sigue trataremos con el Filtro de Malla, =obre el
cual realizaremos un estudio similar &l precedente, es8 decir,
analizaremos la ecualizacion obtenida en log bits transmitidos,
la convergencia del Error Cuadrdtico vy la convergencia de log

Coeficientes.
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Figura 30 Convergencia del Error del Filtro TDL »para ¢cs=100. eje
vertical=Amplitud del Error Cuadrético; t=# de Iteraciones.

Procederemos a variar los dos pardametros del Filtro de
Malla: .el coeficiente de inversibilidad de la matriz de
covarianza epeilon, {(eps) y el factor de olvido mu, demostrando

como en 2%, gue el algoritmo eg relativamente insensible a la

variacién de epsilon. .

Para la simulacidn con el Filtro de Malla sge inicializd las

variables de la sigulente manera:

semilla, sem=5H0;
velocidad de modulaciodon, baud=1400 bits/s;

excesgso de ancho de banda, alfa=0.8;

88  Satorius and Pack. Application of Least Squares Lattice Algorithms
tc Adaptive Egualization. IEEE Transactions on Communications, Feb. 1981.
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frecuencia de poftadora, fp=1800;

# de bits tratados, bite=1024;

periodo de aprendizaje de 10Z4 bits;

# de coeficientes, ca=20;

instante de decigidn, decis=4;
coeficiente de inversibilidad, eps=0.001;

factor de olvido, w:lf

8.7 Convergencia del Rrror Cuadratico y de los coeficlentes del
Filtro de Malla.

Al igual que la fig.23, la figura 31 muestra la mejoria
obtenida luego de aplicar la ecualizacidén sobre los bits
recibidos.

En.-ella se observa gque la ecualizacidén es mas uniforme gque
en el caso del Filtro TDL, £fig.23.

Esto se debe a la mayor velocidad de convergencia que

rresenta el algoritmo de Malla.
A continuacidn, de las filiguras 32 v 33 obtendremos
informacidén para determinar la wvelocidad de convergencia del

Filtro de Malla.

Vemos en la figura 32 gue el primer coeficiente adguiere el

90% de egu valor de estado estable en, aproximadamente, 180
pulsos.

Esto es mejor en casi 3 veces gque los 580 del filtro TDL con

mu=0.01.

Debemos anotar que aqul se cbserva también la respuesta
oscilatoria exponencial gue e tipica de un canal telefdnico
(Millot, ob. cit.). Los coeficientes varian desde 1.127 a -.017,
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-.12, .104, -.01, -.03 y .03.

En lo gue concierne al error en estado estable, hemos
hallado una total analogia con el Filtro TDL. Con 3 coeficientes
el error en estado estable fue de .88, muy cerca de 1. Con 20
coeficientes se muestra el resultado en la fig. 33, el cual no'
llega & alcanzar la. unidad vy giempre es menor gque el
corresgpondiente error del filtro de malla. Y con 100 coeficientes
2i bien existe una mejorisa respecto al caso de 20 coeficientes
(el error en estado estable es menor que 0.2), sin embargo existe
un gran incremento en la complejidad de implementacidén (100 taps

contra 20).

Antes de pasgsar al anélisiskdel factor de olvido, vale la
pena anotar aque conforme aumehta el grado de distorsidén
introducido por el canal, el comportamiento de los dos tipos de
filtros tiende a ser comparable. Para corroborar lo dicho hemos

corrido el programa para la velocided de 2400 bits/s, la cual
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Figura 32 Convergencia de los coeficientes del Filtro de Malla. A=Amplitud
de los Ceoeficilentes; t=# de Iteracionea.

constituye el limite actual para la transmision usando modulacion
BPSK (Lucky, Schwartz, etc.). Loes resultados se muestran en las
figuras 34 y 35, en las cuales gse ve gue los des filtros
convergen aproximadamente en 800, siendo el Filtro de Malla algo
superior por cuanto tan solo un coeficiente no da muestras de
convexrger, en tanto que esgte comportamiento lo poseen dos

coeficientes para el caso del Filtro Transversal.
B.8 Incidencia del factor de olvido w sobre la Convergencia del
Error Cuadratico.
En la fig. 36 presentamos la corrida del programa COM_CAD
(De‘sus siglas: Computer Aided Design for Comunications, nombre

gue no existe en los paguetes comerciales vy con el que hemos
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Figura 33 Convergencia del error cuadrdtico del filtro de Malla para Z0
coeficientes, 1400 bits/s, sn = 36 4B, eps=.001. eje vertical = Convergencia
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Figura 34 Convergencia de log coeficientes del Filtro Transversal para 2400
bits/s.

bautizado nueestro software), para w=0.8 < 1.

Kecordemos gque el factor de olvido es analizado en la
deduccidn del algoritmo del Filtro de Malla, y e lo emplea para
gque las muestras mds recientes tengan una mayor incidencia en los

resultados gue las muestras anteriores.
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Figura 35 Convergencia de los coeficientes del Filtro de Malla para 2400
bita/s.

De lo visto en la f£ig. 38, un factor de olvido inferior a la
unidad es més deseable para la ecualizacidn, puesto gque el arror

converge en alrededor de .000Q1L.

Qué tan inferior es la pregunta gque surge inmediatamente.
Para responderla debemos recordar el hecho capital de que los
resultados vistos los hemos obtenido en el reriodeo de

aprendizaje.

Para ver qué tan pequefio puede ser w, hemos desconectado el

aprendizaje luego de 768 Dbits, es decir 3 secuencias de
entrenamiento.
Para el efecto usaremos la mencionada velocidad de

trangmisién a 1400 bits/s con alfa=0.6.

B.9 Resultados obtenidos en el periodo de auntoajuste.

Con el objeto de determinar qué tan pequefio puede ser w por
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Figura 36 Convergencia del Error Cuadrédtico para el Filtro de
Malla con w=0.8 v 1400 bits/s. eje vertical=Amplitud del Error
Cuadrdatico; t=# de Iteraciones.

debajo de 0.8 efectuamos la sgimalacidédn con w=0.3.

La ecualizacidén no funciond.

En el pericdo de aprendizaje el error era tan pegquefio como
10 © =20, lo gque en principio nos hizo pensar que funcionaria;
sin embargo, al graficar los coeficientes =e vio que eztos =se
disparaban hasta 0.9 en el estado estable (una relacidn de casi
10 © 20 : 1).

8.10 Limite‘inferior para el factor de olvido w.

Adicionales simulaciones mostraron gque el limite inferior en

145



lo gue respecta a w, viene dado por 0.8, porgue en ese caso la
relacién entre los valores en el aprendizaje v el entrenamiento
es de 6:1, 1le cual es razonable. El resultado ge muesgtra en la
fig. 37.

0.7

0.6 S R

0.5 |

0_4.._....-----.-----4---.-7 ........................................................ R|V )| - P | R ¥ SV . "

0-3" ------------------------------------------------ ARRIRIE] . A RS

cofvergencia da! error

H
O_Mm,ﬂﬂmm“upu;u*m i) !

0 200 400 GO0 800 1000 1200
I (# heraclones)

Figura 37 Convergencia del error del Filtro de Malla para w=.9 v 1400
bite/s.

]

De todo ello concluimos gue el valor o6ptimo ae w egtd entre
0.9 v 1, puesto qgue para w=1 la relacidén entre los valores en el
aprendizaje v el entrenamiento es de alrededor de 1. Los
resultados para w = 1 se imuestran en la fig. 38 (para una
gecuencia de entrenamiento de 768 bits).

Finalmente, hemos comprobado, como establecen Satorius v
Pack (ob. cit.), que el algoritmo de Malla es insensible a la
variaclidén de épsilon o factor de inversibilidad de la matriz. de

covarlanza.

Lag similaciones realilzadas demostraron que la diferencia
entre el Errecr Cuadratico obtenido con eps=0.001 y aguel error

obtenido con eps-(.0056 no'superaba el 1,/10000.
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Figura 38 Convergencia del error del Filtro de HMalla para w=l v an periodo
de entrenamiento de 768 hlts.

Adicionalmente anotemos gque la simulacidén realizada con una
relacidn sefial a ruldo de 10 dB determiné gue el error en estado

estable sea mayor gue en el caso de SNR = 36 dB.

Este comportamiento s=e muestra en las figurasg 39 v 40 para
los filtros TDL v de Malla (compararlo con las figuras 24 vy 33).
En la transmigidn sin ecualizacidn se observd que los errores
crecen interminablemente, en tTanto gue con ecualizacidn no se
.producen més errores después del periocdo de aprendizaje, de lo
que coneluimos gue la ecualizacidén ez capaz de controlar la
produccldn de erroreg en presencla de Interferencia Intersimbolo
v Ruido Aditivo.
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Figura 39 Convergencia del error del Filtro TDL para una SNR de 10 dB., baud
= 1400 bits/s8 v alfa = .6.
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Figura 40 Convergencia del error para el Filtro de Malla. SNE=10, 1400
bits/s, alfa=.6.

8_.11 Analisis comparativo de los Filtroe TDL v de Malla.

A continuacidn procedemos a resumir las caracteristicas mas

importantes de uno y otro filtro en forma comparativa.
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i.— El Filtro TDL s&se caracteriza por su simplicidad en lo que

concierne al algoritmo de implementacién asi como al andlisis

matematico.
2.— E1 Filtro de Malla es mas complejoc en cuanto al algoritmo vy
al andlisis matemdtico, pero esto determina un aumento en. la

velocidad de convergencia respecto del Filtro TDL.

3.- La entrada al Filtro TDL es 1la sefial yv(i), la cual &3 no
ortogonal, en tanto que 1la entrada a la "parte tipo TDL" del
Filtro de Malla la constituye la sefial de error reverso r(n,i),

la cual es ortogonal.

4.— En el Filtro de Malla 1los eigenvalores de la matriz de
covarianza gson lguales, lo que determina un aumento en la

velocidad de convergencia.

5. — En las simulaciones llevadas a cabo hemos hallado que la
velocidad de convergencia del Filtro de Malla es=, para las mismas
condiciones de convergencia de los coeficlentes en estado estable
(fige. 25 v 32}, de alrededor de 3 (580/180) veces la del Filtro
TDL. Honig4© ha hallado gue el aumento en la velocclidad de
convergencia es de alrededor de 4 veces, Ppor lo gue nuestro

resultado estd dentro de un rango aceptable.

6.- E1 error en estado estable del Filtro de Malla es siempre
mencor, en una relacidén de aproxlmadamente 2 respecto del Filtro
Transversal. (Ver las figuras Z4 y 33 en donde el valor residual
del Filtro TBL =ze ve que es .25 v el del Filtro de Malla, .15).

7.— E1 Filtro de Malla eg recursiveo en el orden v en el +tiempo,

de modo de que si se necesita un filtro de mayor orden no se

40 Honig. Echo cancellation of wvoiceband data signals. IEEE
Transactions on Communications, Jan. 1885.
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precisa minimizar el error para hallar todo un nuevo conjunto de
coeficientes, sino que el nuevo coeficiente ez hallado en funcidn
de los calculados previamente. En el cazso del Filtro TDL es

preciso hallar un nuevo conjunto de coeficientes.

B.- Experimentalmente se halldé gue el Filtro de Malla se demora
alrededor de 4 veces en una corrida de 256 bits respecto de lo
gque se demora el Filtro TDL. De eszta forma. la mejora en el
namero de bits necesarios para converger se paga con tiempo de

computacidn.

8_.12 CONCLUSIONES GENERALES.

1.- La presente tesis nos ha permitido incursionar en el dmbito
de la transmisidon de datos con ecualizacidn, en donde a través de
los @&algoritmos del Filtfo TDL vy del Filtro de Malla hemos podido
efectuar el andlisis matemdtico de welocidad de convergencia.
incidencia de los pardmetros: mu, epsilon, w y numexro de
coeficlentes sobre los bits recibidos, con el fin de dilucidar

v

cuédl de los do=s Algoritmos es mejor.

2.— Como premisa para tal andlisis Themos debido modelizar el
canal telefénico con las recomendaciones del CCITT v hemos tenido
que investigar la mejor configuracidén de log filtros transmiscr vy
receptor con el objetoc de minimizar la Interferencia Inter
Simbolo.

3.— U=zando un modelo en banda base para el gsistema en la banda de
raso, se pueden usar todos los resultados desarrolladoalpara la
banda base, los cuales pueden de esta forma ser inmediatamente

transferidos a la banda de paso.

4.— Hemos hallado gue la cearacteristica del canal que a&asegura

transmision libre de ISI es la de caida senoidal, en donde el
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rarametro alfa mnos permite digminuir la =ensibilidad a la

sincronizacicon aumentando el ancho de banda de transmision.

5.— Del andlisis de maximizacidn de la sefial al ruildo @2 hallsd el
interesante resultado de gue la SNR depende unicamente de la
energia de la sefilal y de la densidad espectral del ruido blanco.
De esta forma dos smeflales de formas de onda diferentes pueden
proporcionar la misma probabilidad de error en presencia de ruidoe
blanco siempre gue tengan la misma energia vy que estén filtradas

por Tiltros acoplados.

6.— Hemos comprobado gque 1la -velocidad de transmisién en la
actualidad, wusando ecualizacién, estd alrededor de 2400 bite/s
para transmisién BPSK. E1l resultadc obtenido fue de 2400 bits/s
para un excesgo de banda alfa de 0.125, con 20 coeficientes, tanto
para el Filtro TDL (mu=0.01) como para el Filtro de Malla (w=1,
epa=0.001). Debe observarse que el erfor en estado estable es
cada vez maycr conforme se sumenta la velocldad, pudiende existir
problemas si por una w otra razdn exlsten cambhiocos grandes en el

canal.

7.- Uno, de los resultadosg centrales de la tesis consgiste el haber
egtablecido que 1la velocidad de convergencia del algoritmo del
Filtro TDL depende de la relacién del médximo eigenvalor al minimo

eigenvalor de la matriz de covarianza.

B.—- Como otro resultédo capital tenemos el haber podido demostrar
que la ortogonalizacidn de los datos de entrada al ecualizador de
Malla determina gue la matriz de covarianza sea diagonal,lc que,

por la conclueidn anterior, acelera la convergencia.

9.- Los resultados anteriores en lo aque respecta al andlisis de
convergencia, no hubieran sido poeibles gin previamente haber
profundizado en la teoria del Algebra Matricial. Por esta razdn

hemos hecho un estudio de dicha teoria, el cual se consigna en el
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Apéndice IV. De igual forma, el anédligis de los procesos

estocédsticos estacionarios (ergédicos), a través del wvalor
esperado; vy del ruido, a través de la autocorrelacidn v la
Transformada de Fourier, se ha baszado en la teoria que se

presenta en el Apéndice IIT.

10.~ ©8Se ha podido establecer la conexidén entre el proceso de
actualizacidn de los coeficientes de reflexién del TFiltro de
Malla, asi como la actualizacidén de los errores directo v

reverso, con el proceso de ortogonalizacidén de Gram—Schmidt.

11 - Hemos comprobado experimentalmente, a traves de
gimulacicnes, que para procesos estaclonarios, la energia de
prediccidén del ervror directo sf es igual a la del error reverso

sb.

12.—- Hemos sido capaces de exXplicar el por 4qué de 1la
recomendacidén del CCITT de usar una portadora a 1800 Hz. en base

a las curvas de distorsién dadas por el mismo organismo.

13.— Finalmente, a través de los graficos de bits transmitidos,
recibidos y ecualizados, hemos demostrado gque la teoria de los
ecualizadores, consideradog como el ajuste de pardmetros a través
del uso de los minimos cuadrados, realmente conduce a aumentar la
velocldad de transmisidn, manteniendo wuna tasa de error casi
nula. Este wpermite el mayor aprovechamiento de los canales
telefédnlicos v el consigulente ahorro al poder usar lineas
normalesg, a las gque se les ha dado el tratamiento de

ecualizacidn, para la transmisidn a velocidades cada vez mayores.

14.-~ En el oprincipio del apéndice IV, consideramos a 1la
ecualizacidén como la bisgueda de algoritmos que permitan invertir
eficientemente la matriz de covarianza del sgsistema. Por tanto, el
desarrollec futuroc de los ecualizadore=s no consiste de otra cosa

gue de buscar nuevos métodos de inversidn de matrices en forma

M
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Sptima. Por otra parte, la corriente actual en los reportes de
telecomunicaciones consiste en hallar formas de analizar 1la
convergencia de los Filtros de Malla, loe cuales son altamente no

lineales.

Ademéds, del acdpite 1.5, sabemos que la investigacién actual
en lo gque respecta a ecualizadores, contempla el uso de varios
codigog, entre ellos el de Trellis, para alcanzar velocidades

cada vez mayored.

Con todo esto, el campo de la ecualilzacidn tiene mucho gue
ofrecer para futuras investigaciones. El afdn de la presente
tesis ha sido contribuir a esta corriente de investigacidén de
ecualizacidén con un modelo de andlisis matemdtico, dado por la
Prediccidn Lineal y la Teoria de Algoritmos aque minimizan el
Error Cuadrético. Modelo gue ha sido implementadeo en Lenguaje
C++, de modo gue la comprobacidn de lo establecido en la tesis

sea inmediata.

El listado del programa que se muestra en el Apéndice IT,
revelard que es posible generalizar la investigacidn a otro tipo

de canaleg; usar diferentes configuraciones de filtros; usar una

modulacidén distinta; implementar otro tipo de ecualizador, etc;
lo cual se puede lograr modificando las correspondientes
subrutinas.

Con ello se deja abilerta la posibilidad de futuros andlisis
de convergencia para distintos tipos de filtros y distintogs

canales de transmisidn.



ANEXOS

APENDITCIE I .




APENDICERE I
EL LENGUAJE TURBO C+4+ Y EL MENU DE YINGRESO.

Para el efecto de la simulacidén se ha usado el lenguaje
Turbo C4+4+ v. 1.0 de Borland, debidoe a gque permite el wuso de

nuimerog complejos de dimensidn de hasta 3500.

Puesto que para nuestro caso dim = 2080, la capacidad del
lenguaje ee suficilente. Ademds este lenguaje es3 un lenguaje gque
nacidé en el campo de las telecomunicaciones, a saber, lo inventd
Bijiarn Strastroup en los Bell Laboratories (ref: Getting Started,

Borland 1990.)1 para simular un sistema de telefonia.

C++ es un lenguaje en cuya base estd la creacién de ciertas
estructuras comprendidas por funciones vy datos, llamadas clases,
a partir de - las cuales, por herencia, se‘puede generay otras
gstructuras mds complicadas. Esto es de suma utilidad cuando se
programa a una esgscala enorme ya que entre otras cosas permite un
ahorro sustancial de memoria, a la vez gue evita gue los datos

sean cambiados indiscriminadamente (ver ref. citeada).

Sin embarge, en nuestra aplicacién usaremos el lenguaje
Turbo C++ a un nivel llamémoslo clésico, debido a gue no usamos
estructuras para las Tunciones sino que usamos dichas funciones
en el sentido del Quick Basic & del Fortran. Esto determina que
maestros datos no sean protegido=s y  gue cualguier persona con
acceso a ellos puede cambiarlos; ademds de que el cdéddigo fuente

aumenta respecto a la programacion con clases.

Si debemos detallar algo del Turbo C++ nos referiremos a su
extensa disponibilidad de librerias. Por ejemplo, la manipulacidn

de complejos no es algo intrinseco al lenguaje, el cual en

1 Tuarbo C++. Getting Started. Borland International, INC. 1990, v. 1.0
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realidad posee un reducido ntmero de palabras clave (tokens). Sin
embargo, en base a las estructuras anteriormente mencionadas se
puede crear complejos, los cuales +vienen en la libreria com-—

plex.h.

Al igual gque en el @B o en el Fortran, usamocs lazos (for)
prara las repeticiones, (if) para las condiciones a ser cumplidas,

e inicialigacion de las variables previo su uso.

A diferencia de los lenguajes clasicos mencionados, el C++
precisa englobar el conjunto de ordenes que comprende la rutina
principal en llaves {3}, asi como también se necesitan llaves en
todo conjunto de 6rdenes que sigue a los lazog (for) v a los
condicionales (if), empero 31 sédlo hay una orden a continuacidn

de for & if, no se precisa llaves.

La rutina principal, asi como las subrutinas, tienen la
rosibilidad de retornar valores del tipco gue precede a la Ffunciodn

en su declaracidn; e.d. si tenemos la siguiente declaracidn:

int main()

{

return O

}

la orden return 0 se encarga de hacer cumplir el estamento de gue
la funcién main() retorna un valor entero (int como estd en el

parrafo anterior). Sin embargo para la funcidn genera:



void genera(complex y[], float baud, float fp, int b)
{

}
no existe ninglin valor de retorno, ni siquiera la orden return.
Esto se debe a gque "genera’” trabaja con los vectores en memoria,

razdn por la cual no necesitamos gque retorne nada (void = nada).

El manejo de vectores complejos de N  dimensiones, es
sencillo con C++. Esto se ve en la funcién genera, en donde
complex v[] determina que automaticamente se pasen de la funciodn
main a la subrutina un arreglo de vectores complejos, de dimen-

sidén 2050 en nuestro caso.

Mds sobre el lenguaje lo mencionaremos & medida que lo

necesltemos.

Una referencia especialmente 1vtil la constituye The C
Programming Language, $Second Edition, de Kernighan and Ritchie,

editado por Prentice Hall 1988.
ATT.1 Optimizacldén del Programa

Fue preciso rehusar al vector complejo v[] como elemento de
paso de resultados a la subrutina de almacenamiento en archivo.
Eato fue posible vya gue temporalmente no Son necesarios los
contenidogs de y[]. Esto se debid a gque cada definicién de varia-—
bles consume memoria, y puestce gque estamos trabajando con la
memoria convencional de 640 K (en el tiempo de compilacidn
llegamos a valores bajos como 36 K), es preciso efectuar optimi-

zaciones en donde sea posible.
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Antes de efectuar la optimizacién tuvimos problemas como el
siguiente: con dos wvectores gue empezaban con la misma letra vy
eran de igual longitud, ccurriéd que inexplicablemente el dato
pal7] se convertia en el dato p[7], lo cual detectamos después de
una prolija blisgueda. Soluciocnamos el problema dimensionando pa &
p con dim=8 vy usando solo hasta dim=7. Pero esto hace notar que

el manejador de memoria del Lenguaje C estaba en su limite.

Tuvimes ademds problemas en tiempo de linking. Estos proble-
mas no se deben a la cantidad de memoria disponible sinco al

namero de lineas de lenguaje fuente.

Para sclucionar ello se debid usar las subrutinas filtro vy
fft de manera optima. Es decir, la subrutina filtro (ftr) realiza
el filtrade de Tx y Rx dependiendo del valor de los pardmetros.
La subrutina f£fft por su parte, realiza la Transformada de Fourier
Directa e Inversa, dependiendo del tipo de pardmetros del argu-

mento.

Ademéds se llevd a efecto una prolija revisidén de partes del
codigo que se repetian de modo de ponerlas como subrutinas (p.ej:
subrutina void decide()) ¥ a que eliminemos rutinas de biblioteca
gue inicialmente las habiamos puesto para ciertas operaciones
como obtener la inicializacidén de variables stringPp desde el
teclado. Esta inicializeacidn fue realizada a través de un progra-—
ma independiente, el cual constituye el Mentt introductorio, como

lo discutiremos posteriormente.

Regresande al Programa Principal, puesto gue la dimensidn de
vy[] es de 2050, esto limita la graficacidn de la convergencia de
los coeficientes a los 7 primeros coeficientes, que son los més

representativos.

Puesto que son 7 coeficientes v digamos que dgueremos usar

una secuencia de 1024 bitse para el entrenamiento, estamos hablan-
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do de 716B elementos, los cuales no los soporta v(2048]. Hemos
galido del problema efectuando la escritura en el diskette b: en
modo append; de manera gue en cada pasada de 256 bits, del vector

v[] me usan 1792 valores, gque estd dentro de su capacidad.
En modo append, el archivo debe estar inicialmente vacio, va
gque en esta modalidad no se borran los datos anteriores sino que

ge agrega los nuevos datos al final.

Es por esta razdn gue siempre gue se inicia el programa

borramos el archivo correspondiente con la orden remove.

En lo que respecta a la graficacidn misma, cada grafico
supuso una escritura diferente en el wvector y[(], como se puede
nctar en el lenguaje fuente incluldo en el Apéndice II.

ATI .2 La generacidn de nimeros aleatorios en Turbo CH4+._

Tal generacidn no es del todo satbtisfactoria, puesto gue los

o

valores aleatorios generados egbidn tnicamente en el rango de 1

32787 .

Egsto determina gue exista una asimetria entre +1ls v -1s, lo
cual se puede obsgervar al imprimir la evolucidén en pantalla de la
generacidén de numeros aleatorios, en donde la asimetria estd en

un orden de 10 a 12%.

A pesar de ellb, los resultados obtenidos estan dentro del
orden de magnitud de losg similares resultados gue hemos visto en
l1a literatura de telecomunicaciones usada, como se anota en donde

es pertinente hacerlo.



APENDYXCIE 1D .




APIKNID T CE LI -
LISTADO DEL PROGRAMA EN LENGUAJE CA4+.

El presente programa ha sido desarrollado en Lenguaje C4+ de
Borland, versidén 1.0. Es necesario por tanto tener un PC con al
menos 7 Megas de Disco Duro disponible para poder instalar el
Lenguaje. En el Apéndice I se cita la biblicgrafia usada para

desarrollar el programa.

Como sge hace notorio en dicho Apéndice, si bien el programa
ruede ger corrido desde una XT, el tiempo que se tarda el compu-—
tador para efectuar la Transformada Rapida de Fourier es de

aproximadamente 3 minutos.

Es por esto que se precisa al menos de una migquina con una
velocidad de 25 MHz, en la cual el tiempo de la FFT se reduce a

30 seg.

La estructura del programa es modular, es decir que para
facilidad de manejo y de comprensién‘se lo ha dividido en subru-
tinasg. El programa principal se halla constituido por la transmi-
gion sin ecualizacidn, v con ecualizacidn usgando el Filtro TDL vy

el Filtro de Malla.

Se ha procurado gque las variables utilizadas sean las mismas

que fueron usadas en la teoria.

A continuacidén presentamos el listado del Programa.



/X PROGRAMA PARA TRANSMISION CON Y SIN ECUALIZACION.

PARA ECUALIZACION SE USA EL FILTRO TDL Y EI, FILTRO Dii MAT.LA

#include <stdlib.h>»

finclude <stdio.ho

#include <complex.h>

finclude <iostream.h>

#include <conio.h>

#idefine NWM 204841 //Dimensidén méaxima del vector complejo v[].
Fdefine N 256+1 //Namero maximo de bits de la secuencia.
#define CO 101 //NGmero médximo de ceceficientes.

ftdefine CO_G 7 //Namero de coeficientes a ser graficados.
#define MUESTRAS B //Numero de muestras por bit

int main(void)

{
clracr();

int i=0,J.k.,n,0,00=0,b=N-1;

int tdl, malla; //Variables para la evolucién en pantalla.

int evol_g; //Bvolucidn de genera.

int graf, tipo_g;

char *file="b:\\data.txt";//Puntero al archivo usado.

int entrena; //# de secuencias de b bits para el
S/entrenamiento.

complex y[NM];

double v_r[N], b_r[N]J, h_r[CO-1], ye_r[CO-11;

double a_r=0,ad r,e_r;

double a[CO], g[COl, f[(CO], r[CO]l, c[CO], kEf[CO], kb[CO],
ke[CO], p[CO], pclCO]l, sfL[CO], sb[CO];

double ga[CQ], ral[CO0l, pal[CO], pcalCO]l, sbal[CO]l, sfalll,aca;

FILE *ktextfile;
chary line[15];

// Puntero al archivo inicila.dat
/7 Guarda las lineas leidas
if ({(textfile = fopen("b:\\dlnicia.dat", "»")) ==
printf("Errvor opening text file for reading\n'");
exit(0);

NOLL)Y {

T //Carga las variables desde b:\inicia.dat
while ((fscanf(textfile, "%s", line) != EOF))
{

J=i++;

b_r(jl=atof(line);
].

felose(textfile);



double fp, alfa, err_t_a=0, bit_t, pe_a, ma, eps, w, sn;
int bits, cuanto, decis, ca;

int 1;

double baud;

double sem;

int transm;

transm=b_r[0];
sem=b_r{17;
baud=b_r[2];
alfa=b_r{3];
fp=b_r(4];
decis=b_r[5];
bits=b_r[67;

if (transm==1) evol_g=b_r[7];
tdl=malla=b_r[7];
sn=b_r{B];
entrena=b_r{97;
ca=b_r[10];
ma=eps=b_r[11];
w=b_r({127;
graf=b_r[(13];

if (remove(file) == 0 )Y{ //Borra b:data.t=zt para escritura

. //en modo append.

cout<<("\ndata.txt ha sido borrado debidoc a que se usa');
cout<<(" &n modo append\n');

}
cuanto = bits/b; // Maltiplo de b bits.

int NN=NM-1;

int Nl; //variable usada para generar data.txt

int t_r; //variable usada en la subrutina filtro para
//decidir si es filtro de Tx (0) o de Rk (1)

//Declaracidn de Funciones

void genera(complex y[], double b_r{], double &semn,
int evol_g, int NW};

//double &sem cambia el valor de sem por referencia

void fft(complex y([1, double d_i, int NN);

void ftr(complex y[], double baud, double alfa, int b,

int t_r, int HNN);

void canal(complex yv[], double baud, double fp, int b,
int NN);

volid noise{complex y[], double sem, double sn, int NN);

voild intro(complex y[(J, double y_r{], int NN, int decis,
int evol_g);

void archivo({complex y[], int N1, int tipo_g, int 1,

int ca,char %file, int b);
voild decide(double al, double &al);



Tor (1=1 ; l<=cuanto; 1++) //secuencias de 256 bits.

{

cout << '"\n\n\nResumen de Variablesg: ";

cout << "\n\nsemilla= "<< gem<<“\nfp= "<<fp;
cout << '"\nbaud= "<<baud<<'\ndecis= "<<decis;
cout << "\nexceso de banda= "'<< alfa;

cout << "\n# bits a ser tratados= "<<bits;

if(transmi=1)
{cout << "\n# de secuencias de entrenamiento (";
cout << N-1<<" bits c/u)= "<<entrena;}
cout << "\nRelacidn Seflal a Ruido sn= '<<sn<<" dB";
cout<<"\nGraficc en curso: ";
if (graf==0) cout<<"Bits Transmitidos";
if (graf==1) cout<<"Espectro NRZ";
if (graf==2) cout<<"Bits Recibidos";
if (graf==3) {cout<<"Convergencia del Error del ';

cout<<"Filtro TDL'";}

if (graf==4) {cout<<''Convergencia del Error del ';
cout<<"Filtro de Malla"
if (graf==5) {cout<<'Convergencia de los Coeficientes "
cout<<'"del Filtro TDL";
if (graf==86) {cout<«<"Convergencia de locs Coeficientes "
cout<<”del Filtro de Malla';
if (graf==7) cout<<"Bits Ecualizados con el Filtro TDL"
if (graf==8) {cout<<"Bitsg Ecualizados con el Filtro";
cout<<” de Malla';
if (graf==20) cout<<'Ninguno';
if (transm==2) cout<<"‘\n{ coef. TDL="<<ca<<"” mu="<<mua;
if (transm==3) {cout<<'\n# coef. Malla="<<¢a;
cout<<" eps="<<eps<<" w="<<w;
cout << "\n\nPaso "<<l<<" de << cuanto;
genera(y, b_r, sem, evol_g,NN);
if (graf==0 && l==cuanto){
cout<<"\nGrafico de los Bits T=.";
N1=NN;
archivo(y,N1,2,1,ca,file,b);
}
cout << "“\nm\nTransformada Directa.";
cout << "\nCalculando...'";
fft(y, -1,NN); // d_i: -1, FEFT directa; +1, FFT inversa.
if (graf==1 && 1<=1)

{
cout<<"\nGenerando Espectro NRZ en data.txt';
N1=NN:
archivo(y,N1,1,1l,ca,file,b):

}

ftr(y, baud, alfa, ¥, 0, HNN);
canal(y, baud, fr, b, NN):

cout << "\n\nTransformada Inversa.";
cout << "\nCalculando...'";

f£ft(y, 1,NN);

noise(y, sem, sn, NN);

wr b un Lty ue

}

}

¥



cout << "\n\nTransformada Directa.';
cout << "\nCalculando...";
fft(y, -1,NN);
Ttr{y, baud, alfa, b, 1, HNN);
cout << "\n\nTransformada Inversa."';
cout << "\nCalculando...";
fft(y, 1,HNN);
if (graf==2 && l==cuanto)

{
cout << "\nGrdfico de los Bits Rx.';
N1=NN;
archivo(y,N1,2,1,ca,file,b);
}
if (transm==1) //TRANSMISION SIN ECUALIZACION.
{
cout << “"\n\n\aCalculc del Error. Presione';
cout << " cualquier tecla para seguir...”;
getch(); ‘
double re,yr;
k=0;
for (i=decis; i<=NN; i+=MUESTRAS)
{
X+t

re=real(y[(i])};
decide(re, vr):

v rlkl=yr;
cout << "\ny_e["<<i<<"]= "<<real(y[il);
cout << br= "<<b_rlk]l;

err_t _a=err_t_atabs((b_rlkl-v_r(k])/2);
cout << err_t_a= "<<err_t_a;
}

cout << ‘‘\nfin error\n";

goto comun;

¥

//intro.cppr es comin para los dos algoritmos,
//se encarga de alimentar a la linea de retardos.

intro(y, y_r, NN, decis, evol_g);

Yo Tecualizacidén mediante el Filtro TDL.
if (bransm == 2)
{
cout<<'"\n\n\aEcualizacioén mediante el Filtro TDL";
cout<<"\nPulse cualguier tecla..."”;
geteh();
o0=0; :
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//lnicializacidén de los 00¢11c1entes y de los
//contenidos del Filtro TDL.

if (1l<=1)

{

for (i=1l; i<z=ca; 1++) // i++ equivale a i=i+1l

h_»[i]=0; //Ganancias del filtro TDL
//inicializadas a 0.

for (i=1l; i<=ca-1; i++)¢{

ve_r[i]=0;

if (tdl==1)//Bvolucidén de las variables en
//prantalla

{

}
¥
}

for (k=1; k<=b; Xk++)
{
o——; //5irve para la graficacidn.
//Ingresa nuevo dato.
ve_rlcal=y_rik]l;
if (tdl==1)
{
cout << " nuevo dato= ';
cout << " ye_r{'<<ca<<"]= "<<ye_rical;

cout << ve_r{'"<<i<«"]= "<<ye_r(i];

} ,
//Calculo de a_r, salida del ecualizador;
//ad_r, valor deseado y de e, error.
cout << "\n\nsalida del ec.';
a_yr=0;
for (i=1; i<=ca; i++)
{

a_r+=h_r[il%ye_r{i]; // p+=q equivale a p=p+qg
¥

if (graf==7 && l==cuanto){//Graficce de
//Convergencia de los Coeficientes del Filtro

//TDL.
for (i=1; i<=MUESTRAS; i++){
oo++;
yv{oo]l=complex(a_xr,0);
¥
}

decide(a_r,ad_r);

cout<<" ar= "<<a_x;

cout<<" b_ri"<<k<<"]="<<b_r[k]:
err_t_a+=abs((b_r{k]-ad_r)/2);
cout << " errt_a="<< err_t_a;
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if (l<=entrena)

{ //Periodo de Aprendizaje.
//Actualizacién de las ganancias h
//7del filtro.
e_r=a_r-b_rlkl;

for {(i=1; i<=ca; i++)
{
h_rlil=h_rliJ-mu#(ye_xr[il*¥e_x);
if (tdl==1) cout<<"\nh_r["<<i<<"J="<<h_r[i];
if (graf==5 && i>=(ca-CO_G+1) && i<=ca){
O++;
vik+tol=complex(0O,h_r(il);//con ca=7 vy
//256 bits estamos en 1792, dentro de la
//capacidad de v[].
//Graf. conv. coef. TDL.
}
}
¥
elsed
e_r=a_r-ad_xr;

for (i=1l; i<=ca; i++)
{
if (tdl==1) coutbt<<'"\nh_r['"<<i<<"]J="<<h_r[i];
iff (graf==5 && i1i>=(ca-CO_G+1) && i<=ca){
o++;
vik+ol=complex(O,h_r[il)://Graf. conv.
//coef. TDL.
}
}

¥
if (graf==3){//Graf. de Conv. del Error del

s /Filtro TDL
vikl=complex(e_r#*e_xr,0);
cout <<" error cuadratico=";
cout <<real (ylkl);

}

//Desplazamiento de los ve en el ecualizador.
for (i=2; i<=ca; i++) :

{
ve_r[i-1lj=ve_r[i];
if (tdl==1)
{
cout << "\ndesgpl: i-1="<<i-1;
cout <<" ye r[i-1]l="<<ye_ r[i-1];
¥
}

} //cierra el lazo de ecualizacidén para b bits
}//Cierra la ecualizascion con el Filtro TDL.

A — 12



if (transm

{

== 3)

cout << "\n\n\aEcualizacidn mediante el';
cout << " Filtro de Malla.'";
aestch();
0=0;
if (l<=1){
for (n=0; n<=ca-1; n-++)
{
raln]=0; //backward error anterior
//(al tiempo i-1).
galn]=0; //gama anterior.
praln+1]1=0; //parcor anterior de la malla.
pcaln+l1l]=0; //parcor anteriocr del procesgo adjunto.
sbalnl=eps; //covarianza backward anterior
//inicializada a un valor suficientemente
//pequeiio para asegurar inversibilidad
//7de la matriz de covarianza.
sfal[0]=eps; //covarianza fordward anterior.
¥
¥

for (i=1; i<=b; i++)

{

al0]=g[01=0;
flO0]=x[0]=y_x[i];
cout << '"\ni="<<i;
cout <<'"\nf[O0]l=r[0]="<<«Ff[O0];
af{0])=sb[0)=owksfalOl+y_r[il*ky_x[i];
cout <<" BE[0]l=gb[0]l="«<sf[0];
sfal0])=sf[0];
if (l<=entrena)
{
c[0]=b_r[i]; //Periodo de entrenamiento.
cout << " ¢c[0]="<<c[0];

3

else
{//Periodo de autoajuste.
for (n=0:; n<=ca-1; n++)

{
plntl]l=wikpaln+l]+E[(nl*ralnl]/(l-galnl);
kb[n+1]=pln+l1]/sbaln]l;
kf[(n+1])=p[n+1]/=f[n];
fn+l]l=f[nl-kbin+ll%raln];
rin+ll=ralnl-kf[n+11*%£[nJ;
alntil=alnl+ken+1l%r(nl;

T

aca=alcal;

decide(aca,ad _r);

c[0l=ad_r;

cout << "\nautoajuste: c[0]="<<c[0];
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a——;

for (n=0: n<=ca—-l1l; n++)

{
pln+il=wipaln+l]+Efnl*ralnl/(1-galnl);
eln+ll=pln+l]/shalnl;
kf(n+1]l=pln+l]l/sf[n]l;
fin+ll=f[n]l-kbin+l]¥ralnl;
rin+ll=rafn]l-kf(n+1Jkf(nl;
sfn+tll=ef(n]-pin+l11*kbln+17;
sbn+ll=sbaln]-pln+1l¥kfn+1];
gin+lli=glnl+rinl*rinl/sblnl;

if (malla==1) //Evolucidn de las variables
//en la pantalla.

{
cout << kb['"<<ntl<<"}7kEf="<<kbln+1];
cout << fl"<<n+l<<"]="<<f{n+17;
cout <<" r['<<n+l<<"]="<<rin+l];
cout <<" gl'<<n+l<<"]="<<gln+1];
¥

if (l<=entrena)

{//Pericdo de entrenamiento.
po[ntll=wkpecalntl])+einlkrnl/(1-glnl);
kelntl])=pcntl]l/sbin];
aln+ll=alnl+keln+li*¥r[nl;
cln+tll=b_r{il-aln+17;

s

else

{//Periocdo de autoajuste.
alntll=anl]l+keln+1]%rn];

//Los kelnt+l] ya fueron calculados en
//el periodo de entrenamiento.
aca=za[n+11;

decide(acsa,ad_r);

cntl)=ad_r-alfn+l];

if (malla==1){
cout << c"<<n+l<<"J="<<c[n+1];
coult <<" lo["<<n+l<<"]="<<ken+1];

¥

if (graf=—=6 && n<=C0_G-1){
o+
vii+ol=complex(O,kcln+1]);
}

//Desplazamiento en losg registros.
rainl=rinl); sgbalnl=sbin]l; paln+li=pin+1];
pecaln+ll=pcn+l]; galnl=glnl;
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}//Fin de una iteracidn n.

if (malla==1){

cout << gf["<<ca<<" ] shb="<<sf[cal;
cout <<" al["<<ca<<"]="<<alcal;

cout <<" cl["<<ca<<"]="<<c[ca];

he

aca=alcal;

if (graf==8 && l==cuanto){,//Graf. de Ecual. Malla.
for (j=1; J<=MUESTRAS; j++){
OO-++;
yv{oo]l=complex(aca,0);
3
¥

decide(acs,ad_r);

ery_t_a+=abs{(b_r[il-ad_r)/2):
cout <<"\nb_r["<<i<<"]="<<b_r[i];

cout << " ad_r="<< ad_r<< " errt_a="<< err_t_a;
if (graf==4) //Graf de Conv. del Errcr
{

viil=complex(clcal¥cl[cal,Q);

cout<<" error cuadr='"<<real (y[i]);

be

}//Fin de una secuencia de b bits.
}//Clerra la ecualizacién con el Filtro de Malla

if (graf==3 || graf==4)
{
Nl=b;
if (transm==2){
cout<<'"\n\nConvergencia del Error del Filtro TDL":
+
elsed{
cout<<’'\n\nConvergencia del Error del Filtro de Malla";
} )
archivo(y,N1,3,1,ca,file,b);
¥

if (graf==5 || graf==8)
{
N1l=b;
if (transm==2){
cout<<"\n\nConvergencia de los coefic. del Filtro TDL.";
¥
else{
cout<<"\n\nConvergencia de los coefic. del Filtro
cout<<”de Malla.':
3
archivo(y,N1,4,1,ca,file,b);
3
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if ((graf==7 || graf==8) && l==cuanto)
{
N1=NN;
if (transm==2){
cout<<"\n\nBits Ecualizados con el Filtro TDL.'";

¥

elsed{
cout<<"\n\nBits Ecualizadoe con el Filtro ";
cout<<de Malla.';

¥

archivo(y,N1,2,1l,ca,file,b);
}

comun: bit_t=h¥l:
pe_a=crr_t_a/bit_t;
cout << "\npe_a=""<< pe_a;
cout << "\n';

} // cierra el lazo 1, para secuencias mayores de b bits.
cout << '"\nEso es todo';

getch();
J
vold decide(double al, double &aZ2)
{
if (ali<Q) aZ=-1; else a2=1;
b
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//%ubrutina gue almacena los valores a ser graficados,
//los cuales le llegan en real(v[]), en el archivo data.txt

void archivo(complex yv[l,int N1, int tipo_g, int 1, int ca,
: char #%file, int b)

{

FILE *textfile; /% Punteroc al archivo usado 3t/

char modulos[50],is{207; :

double m,n[81;

int cal;

if (ca>CO_G) cal=C0_G; else cal=ca;

int 1,3.%k=0,q9,0=1;

int sig = 24; /% digitos significantes %/

cout<<"\n\n\alIntroduzca el diskette en b:.";

’

cout<<”" Pulse cualquier tecla cuando esté listo. .. \n";
getch();
if ((textfile = fopen(file, "a")) == NULL) {
printf("Error copening text file for writing\n");
exit(Q);
}

for (i=1; i<=N1; i++){
switch (tipo_g){
case 1: m=abs(y[il);0=0;
cout<<'"\n"<<i<<" NRZ="'<<m;
break;
case 2: m=real(y{il);o=0;
cout<<"\n"<<i;
cout<<" Bit(Tx/Rx/Ecualizadc)="<<m;
break;
case 3:
m=real(y[i]);
cout<<"\n"<<i+b%k(1-1);
cout<<" error cuadrado del Filtro (TDL o Malla)= "“<<m;
brealc;
case 4: k——;
for (J=1; J<=cal; J++){
k++;
n{jl=imag(yli+lk]);
cout<<"\n"<<i+k+b* (1-1)%cal<<" Conv. coef. n[";
cout<<j<<"]="<<nljl;
¥
break;

if (tipo_g==4){
itoa( (i+k+b* (1-1)*cal)/cal,is,10);
fprintf(textfile, “"%s ", is);
for (g=l1l; aq<=cal-1; g++){
gevtb(nfal, sig, modulos):
frrintf(textfile, "¥%s " ,modulos);
¥

gevib(nlfeall, sig, modulos);

N



fprintf(textfile, "%s\n',modulocs);

}
else{

itoa(i+b*k(l-1)*%o,is,10);

gevt(m, sig, modulos);

fprintf(textfile, "%s %s\n", is,modulcs);
1

}
fclose(textfile);
cout << "\n";
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//Subrutina gque genera ruido gaussiano.
void noise(complex y[]J, doubkle sem, double sn, int HNN)

{
cout << "\n\nRuido Gaussiano\n’;
cout << “"Calculando...’;
double gauss{double sem, double vr):
doukle randu(double sem, doukle &g);
int i; ‘ .
douhle vr,g; //vr = voltaje de ruido gaussiano
vr=gsgrt(l,/pow(10,sn/10));
for(i=1;i<=NN;i++){
randu(sem,g);
sem=g/i1k (NN/20)+300;
yv[il=complex(real(y[il)+gauss(sem, vr),0);
3 .
}

//5ubrutina gue genera variables aleatorias
//gaussianas, de media nula v voltaje de ruido vr.
double gauss(double sem, double vr)
c .
int 1i;
double a=0,ruido;
double g.,gl1;
double randu(double sem, double &g);
for(i=l;i<=12;4++i){
randu(sem, g);
gl=(32787.~g) /32787 .;
at+=gl;
sem=g;
F
ruido=(a-6)kvr;
return ruido;

¥
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//Subrutina gue sirve para generar randdmicamente,
//con distribucidén uniforme los datos del tren HRZ,
//con valores de +1 y —1.

void genera(complex y{], double b_r[], double &sem,
int evol_g, int HNN)
{

double g;
double randu{double sem, double &g);
cout << "\n\n\aGenerando valores aleatorios (";
cout <<MUESTRAS<<" muestras por dato)";
cout << “\nPresione cualguier tecla...”;
getch();
double gl,g2;
int u,v,c=0;
for (u=1 ; u<=NN; u+=MUBSTRAS)
{
Gt 3
randu{sem, g) ;
gl=(32767-g)/32767; //RAND_MAX = 3278687, maximo valor
//randémico
if (gl < 0.5)
b_r{cl=-1;
else
b_rlcl=l;

sem=g;

for (v=u; v<=u+MUESTRAS-1; v++) . // MUESTRAS muestras por dato
viv] = complex(b_ricl, 0);
if (evol_g==1) '
{
cout << "\ny[''<<v-1<<"] = " << y{v-1];
¥

¥

cout << "\nFin Genera.\n";

¥

//5ubrutina que genera valores aleatorios entre 1 y 32787
//a partir de un valor inicial o semilla.

double randu(double sem, double &g)

{

gsrand ((unsigned) sem);
g=(rand() % 100000);
return O;

¥



//Subrutina de Transformada Réapida de Fourier
//(Directa & Inversa).

void f£ft{complex v[], double d_i, int NN)

{

double pi = 4 % atan(l);
int j,i,m; :

complex temp,w;

J=1;
for (i=1; d<=NN; i++)
{
if (i<3d)
{
temp = y[JJ;
y[3d]l = y(id;
v[il = temp;
}
m = NN/2;
while(Jj>m)
{
J =3 — m;,
m = (m+l)/2;
¥
J = J + m;
¥

doubhle istep, mmax=1l;
double theta;

while (mmax < NN)

{
igtepr = 2 % mmax;
for (m=1; m<=mmax; mi+)
{
theta = pi *% (d_i%k{(m—1))/mmax=:;
w = complex (cos(theta), sin{theta));
Tor (i=m; i<=NN; i=it+istep)
{
J = 1 + mmax;
temp = w % y[J];
vl3l = y[i] - temp;
v[il = y[il + temp;
3
¥
mmax = istep;
¥

if (d_i>0) // Cdmputo de FFT inversa para d_i=1.
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{
for (i=1l; i<=NN; i++)
y[il = y[il/NN;
}
¥
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//%ubrutina Filtro (de Tx v Rx).

void ftr(complex y[], double baud, doubkle alfa, int b,
int t_r, int HNN)
{
if (t_r==0)
cout<<"\n\nFiltroc de Tx";
else ,
cout<<"\n\nFiltro de Rx";

double delta = baud/ /b, Ifn=baud/2, fl=fn ¥ (1 - alfa);
double fZ2=fn¥{1l+alfa);

double T=1/baud,a,ce;

// delta = paso discreto de frecuencia = 1/256;

// a= correccidn de amplitud = =/sen(x)

// T= periodo de muestreo.

// ce= coseno elevado.

double pi = 4 % atan(l);

int i=1;

double f£=delta;

while (f<fi1){
i4++;
f = deltak(i-1);
if (t_r==0){
a=pi*fkT/sin(pikf*T);
viil=y[ilJ*a;
yI[NN—-11=y[NN-1iJ%*a;
¥
¥

while (£<£2){
14+
£f = deltak(i-1);
a=piXfRT /sin(pikIL*T) ;
ce=zgqrt( . 8% (l-sin(pikT®k(f-fn)alfa))):
vlil=y[il*ce;
y [NN-1]=y[NN-i]*ce;

1f (t_xr==0)>{
y[il=y{il*a;
VINH-1i}=y[NN-1i]l%a;
1f (abs(y[il)>10000) y[il=y([i-1];
if (aba(y[NN-11)>10000) y[NN-1]l=y([NN-i+1];
//Bl par de lineas anterior sirve para permitir
//el ingreso de alfas > 1 v que atn asi no
//exigtan picos desmesuradeos en el espectro NRZ.
*
3

while (i<=NN/2-1){
i4++;



v[iJ=complex (0,0);
yINN—-i]=complex (0,0);
T

v[[NN/2]=complex (0,0);
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//8ubrutina que implementa las caracteristicas
//de Amplitud y de Fase como recomienda el CCITT.
/7 (Rec.

M102. Tome IV. Libro Naranja).

void canal(complex v{], double baud, double fp, int b,

{

double
double
double
double

int NN)

delbta=baud, /b, pi=4katan(l);

f1=300, £2=400, £3=1500, £4=2200, £5=2700;
£f6=3000, £7=3200, f;

tf, theta, a;

//tf distorsién de fase en milisegundos.
int i=1;
double integer, re, im;

cout<<"\n\nCanal";

for (i=2; id:NN/Z; i++)

{

f = £fp + delta¥(i-1);
if (f<«<f£4)

{

continue;

¥

else

if (£<£5)

{

}

a=-,0001034%f+1.2274;
yviil=y[il*a;
continue;

else
if (£<£6)

{

+

a=—.0001034%f+1.2274;
tf=(5.602747*%1ogl0O(£)-19.225)% 001;

theta = 2%¥pikmodf(Lfrtf, &integer);

re=a¥cos(theta);

im=a¥sin(-theta); // un retrasoc temporal corresponde

// a una fase negativa en la
// frecuencia.

viil=y[il*complex(re,im);.
continue;

elae
if (£<£7 | £>£7)

i

a=—_002Z2B8125%f+9.3548;
tf=(5.602747T41logl0(£)-19.225)%_001;
theta = Z¥kpi¥modf(fktf, &integer);
re=a¥cos(theta)

im=aXsin(—-theta);



viil=y[il*complex(re, im);

}

Tor (i=2; 1i<=NN/2Z; i++)
{

f = fp — deltak(i-1);
if (£3<L)
{

continne;

3
else
if (£2<1)
{
a=1;
tf=(~-2_5036B%logl0(f)+7.95193)%.001;
theta = 2%pi¥modf(fktf, &integer);
re=a¥cos(theta);
im=a¥sin{—-theta);
v [NN+2~1i 1=y [NN+2—-1i]*%complex(re, im);
continue:
}

else

if (fi<f || £f<f1)

{

a=.006%f-1;

if (£>f£f1)
tf=(-2.50368%1oglO(£)+7.95193)%.001;
theta = Z¥pikmodf(fxtf, &integer);
re=akcos(theta);

im=a¥sgin(—-theta);
VINN+Z—-il=y[NN+2-1i]%complex(re,im);
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//8%ubrutina que introduce lo= datos qQue llegan luego
//de atravesar. el canal y los filtros de Tx y Rx.

void intro({complex y[], double v_r[], int NN, int decis,
int evol_g)
{
cout << "\n\m\alntroduccién de datos al Ecualizador';
cout << " (TDL & HMalla).”:
cout << "\nPulse cualguier tecla...';
getch();
int 7=0,1;
for (i=decis; i<=NN; i+=MUESTRAS)
{
J-++s //3=3+1
v_ri(il=real(yl[il);
if (evol_g==1)
cout << "\nyr[" << j << "J:"<<y_r(jl;
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AXPFENDICE TILXI .

TRANSFORMADA DE FOURIER, SISTEMAS ESTOCASTICOS Y RUIDO.
A3.1 ta forma de onda correspondiente al espectro coseno elevado.

Estd por demostrarse que la respuesta  impulsiva del coseno

elevadao,

h(t) = wn/t sen(wn t)/(wn t) cos (wn t)/(1-(2wn t/1t)2)
(A3.1.1)

ge deduce a partir de la definicidén en frecuencia de H(w):

Hw) = 1/2 (1 + cog (mww / 2 wn)), abs (w) <= 2 wn
=0 otro caso (A3.1.2)
Para el efecto usamos la definicidn de la transformada de
Fourier:
D
h(t)=1/(2m) f H{w) exp(jwt) dw (83.1.8)
—
2wWn Zwn
=1/(2m) 1/2 f exp(jwt) dw + 1/(2w) 1/2 [ cos(nw/2wnlexp(jwt) dw
— 2w —2Zwn
(A3.1_4)
Zwn Zwm
=1/(4n)/(3t)exp(iwt) + 1/04n) [ (exp(imw/2wn)+
~2Wn -2wn

exp—(Jntw/2wn) ) /2 exp(jwt) dw
(A3.1.5)
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2wWn

=1/(2mt ) ksen(2wnt)+1/(8m) [ exp(iw(m/2wn+t)+esxp(jw(-

—-2wn T/ 2wn+t ) dw
(A3.1.6)
_ 2wn
=1l/(2wt)¥sen(2wnt) + 1/(8Bw)/J(/Zun+t) exp jw(m/2wn+t) +
—2wn
2wn
+ 1/(8m)/J(-n/2vun+t) exp Iw(-mn/2wn+t)
—~2wn
(A3.1.7)

= 1/(2nt)ksen(2vnt) + 1/(4m)/(m/2wm+t)k(-sen(2wnt)) +
+ 1/(41)/(~n/2wn+t)k(~sen(2wnt))  (A3.1.8)
= 1/(2mt)¥sen(2Zwnt) — 1/(4w) sen(2wnt) (1/(m/Zwa+t)+
4 1/ (-1t/2untt) ) (A3.1.9)
= 1/(2wt)%sen(2wnt) — 1,/(4m)% sen(2wnt) (L1/(t+m/2wn) +
1/(t—1t/2wn) ) | (A3.1.10)
= 1/(2nt)¥sen(2wnt) -~ 1/(4wt)% sen(2wnt) (1/(Ll+n/(2wnt)) -+
1/(1-1t/(2wnt)) (A3.1.11)

= 1/(2nt)*sen(Zwnt) - 1/(4nt) sen(2Zwnt) 2 / (1-(n/(2wnt))=2)

(A3.1.12)
= sen(Zwnt)/(2rt) (1 - 1/(1-(w/(2wnt))=) (A3.1.13)

= 1/2 gen(Z2wnt)/(wt) 1/(1-(2wnt/m)2) (A3.1.14)
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maltiplicando v dividiendo (A3.1.14) por wn y usando la identidad

sen Za = 2 sen a cos a,

h(t) = sen (wnt)/ (wnt) cos(wnt)/(1-(Zwnt/m)=) (A3.1.18)
1LaQD,

A3.2 Demostracidn de que las funciones pares en el tiewmpo son

funciones s6lo del coseno.

Partimos de la definicidén de la transformada inversa de
Fourier (A3.2.1)

[na)
H{w)= f h(t) exp(-jwt) dw ' (A3.2.1)
—
[wa)
H(w)= [ h(t) (cos wt - J sen wt) dw ' (A3.2.2)
—
Para una funcidn par se tiene £(t) = f(-t),
ror 1o que de (A3.2.2), poniendo —t en lugar de t©:
[an]
H(w)= [ h(t) (cos wt + j sen wt) dw (A3.2.3)
—

en donde hemos aplicado la definicidn de funcidn par para £(t) v

para el coe wt.

Debido & gue el producto de la funcidén par £(t) v la impar
sen wt dan una integral cero 6 puesto gue H(w) es tnica, la forma
en qﬁe (A3.2.2) iguale a (A3.2.3) es que H(w) no tenga componen—

tes imaginarios, se tiene:
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H(w)= [ h(t) cos(wt) dw | . (A3.2.4)

A3.3 Potencia de Ruido y Representacidon Espectral del Ruido.

En el estudioc de la ecualizacidn hemos supuesto gque el ruido
que se agrega & la séflal tiene un comportamiento estadistibo
gaussiano con varianza ¢2. Para continuar indicaremos la forma de
medir la varianza o2, asgi como la . media v otrés parametros de

interés.

Deseamos fundamentalmente saber cdmo puede determinarse en
forma cuantitativa el efecto gque 1los filtros lineales vy el

simgtema tienen sobre el ruido n(t).

El andlisis espectral de las sefiales aleatorias difiere
ligeramente del andlisgis de las sefilales deterministicas. Sin
embargo comparte muchos resultados hallados para el caso determi-
nistico, a saber: '

— gl andlisis esgpectral se basa en la distribucidn de potencia de
la onda;
-~ gse mantiene la relacidn inversa entre el tiembo v &l ancho de

banda, etc.

En 1la fig. 1 se muestra una sefial aleatoria, la cudl parece

tener una apariencia impredecible e irregular.

A pesgar de que la apariencia temporal es . totalmente irregu-
lar, a nivel estadistico el proceso presenta los pardmetros media
y varianza los cuales son constantes y fécileé de manipular. Nos
interesa saber si la trasformacidn espectral de la sefial presenta

alguna regularidad que permita que dicha sefial sea analizada
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nitd)

Figura 1 Proceso aleatorio.

cuantitativamente al pasar por filtros (por &j. de caida s=senoci-

dal) cuya resgpuesta es deterministica.

Para hallar el valor promedio (Bchwartz, ob. cit.) se usan
medidores de tiempo promedio. Por ejemplo, si se suministrara la
onda de ruido n(t) a un medidor de cc. se supone intuitivamente

que =ze obtendrad una medicidn del valor esperado E(n). En este

caso se estd comparando dImplicitamente un_  prompadio esperado o

-

o que es5 el que Ileva a cahbo

un medidor de cco.

Especificamente, si el instrumento tiene una constante de
tiempo T, =su lechbura debe ser

T

1= 1/T [ n(t) at _ (A3.3.1)
0

Eg claro gque como n(t) varia aleatoriamente, lo mismo =sucede

con 1. Dependiendo de cudndo =se realiza el promedioc indicado, =e
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obtendrdan diferentes numerocog f. Por lo tanto A ez una variable
aleatoria. Para encontrar en n alguna medida de E(n) se deben
tomar muchas lecturas sobre diferentes secciones de n(t), cada
una de T seg. de duracidn. El1 valor esperado A =3 entonces el

promedio estadistico de ellas. BEntonces

. T T
E(A) = BE(L/T [ n(t) dt) = 1/T [ E(n(t)) 4t : (A3.3.2)
0 0

en donde para el tercer miembro hemcs usado la propiedad de gue
las operaciones de expectacidn e integracion son intercambiagbles
(Papoulis, Probability, Random Variables, and Stochastic Proces-
ses. Mc Graw-Hill 19865).

Con la suposicién de que E(n) es constante, indeprendiente

del tiempo, se halla a partir de (A3.3.2)
E(n) = E(n) (A3.3.3)

Esto dindica gue en un sentido promedic, &l ruido medio n

proporciona una medicidn de E(n).

Sin embargo nos interesa saber Bl podemos evitar el tomar
muchas muestras. Nos interesa saber si aumentando el tiempo de
medicidén se puede lograr el misme resultado, es decilr que 0 se
aproxime cada vez mas a BE(n). La forma de averiguar si ello es
posible es a través de la varianza de n. 5i esta varianza tiende
a 0 a medida gue el intervalo de medicidn crece sin limite, =se

habrd logrado demostrar que

T
lim n = 1lim 1/7T f n(t) dt = BE(n). (A3.3.4)
Tarao Tam O
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Por la definicién de varianza,

T
var (A) = E(f - E(f))2 = E (1/T [ (n(t)-E(n(t))=2 at)
' 0 (A3.3.5)

gi dividimos la wvar (i) para el valor egperado de n al cueadrado

se tiene (Schwartz, op. cit.),
var (n)/E2(n) = 1/BT, BT >>1. (A3.3.8)

donde B es el ancho de banda del proceso, ¥ a grosso modo esta
relacionado con la rapidez de variacién de n (el casc de la
relacion inversa tiempo vs ancho de banda ya mencionada para las

sefiales deterministicas), v T es el tiempo promedio del medidor.

Por ejemplo, si B= 100 KHz v T = 1 ms, 1/BT = 0.01L. L&
dispersion alrededor del valor esperado es enfonces de 0.1 del
valor esperado (tomando la raiz cuadracda de (A3.3.6) y definiendo

la dispersion o desviacidn estdandar como la sgrit(var)=sqrt(cf)=cr)

De agui surge entonces lo gue queriamnos demostrar con
(A3.3.4), de gue si el medidor de co toma promedios sobre Iinter—
valos de tiempo mds y mds largos, sus lecturas nn tienden a E(n).
T>>1/B), PFuesto gue la varianza de la lectura i tiesnde a cero

conforme 1,7, esto indica que las variaciones alrededor de Fi{n)

decrecen an la misma forma.

Un proceso para el cual la ecuacidn (A3.3.4) es valida se
dice gue ea un proceso ergddico, es decir gue el promedio del
proceso puede ser determinado a través tanto de un  promedio
temporal como de un promedio estadistico. La ergodicidad implica

un proceso egtacionario, vy cualquier proceso no estacionario es
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no erxrgédico. Explicaremos posteriormente lo gue s=e entiende por

proceso estacionario.

A continuacidén apliguemos la metodologia seguida para
determinar E(n) a través de un instrumento de medida (en ese caso

un medidor de ce) a la determinacién de la varianza o2 del ruido.

Para el efecto wusamos un medidor de potencia total (rms +

cc) v se demostrara gue la o2 estd relacionada con  la potencia

rms.

S1i se define la potencia promedio total en un intervalo de T

seg. de duracidn:

T
Ppr = 1/T [ n2(t) dt (A3.3.7)
0

Tomando el promedioco de conjunto (esperanza) & los dos
miembrog de (A3.3.7) se demuestra, nuevamente intercambiando el

orden del promedio de conjunto con la integracidn, que
E(Ppr) = E(n2) = o2 + E2(n) (A3.3.8)
o2 = E(Ppr) - EZ(n) : (A3.3.9)

donde hemos hecho usc en (A3.3.8) de la definicidn de varianza:

g2 = E(n=2) - E2(n).

Ppr es una variable aleatoria, pero el promedio de lecturas
da una medida del segundo momento E(nZ2) o Potencia total. Como
E2(n) es aproximadamentc el cuadrado del valor de co., se& conclu-
ye gue la varianza o debhe proporcionar una maedida de la fluctua-—

cicén o potencia rms (Igqd). En adelante Ilamaremos N (el cuadrado



del valor de voltaje o corriente rms medido por un voltimetro ca)
a la varianza o*, puesto gue como se demostrard a continuacidn,

conforme T tiende a infinito Ia varianza es un proceso ergddico.

En Schwartz (ob.cit) se erncuentra gue

var (Ppr)/E=Z(Ppr) - 1/BT , BI>>1 (A3.3.10)

Entonces, cuando T-o (en la prédctica T>>1/B) la lectura Ppr

tiende a Ef(nZ2) con probabilidad 1, con lo gue se tiene la férmula

complementaria a (A3.3.4)

T
lim (Ppr-fiz) = lim 1/T [ (n(t)-n)2 dt = N (A3.3.11)
T T-o 0
Lo gue demestra gue la varianza o2 = Ppr-E2(n) = Ppr-h=2 es

un proceso ergodico.

De lo anterior se ve gue con un instrumento de cec se deter—
mina E(n) yv retirando la componente cc, con un instrumento r»ms ss
determina o2. 8e debe tener, sin embargo, gue T>>1/B, donde B es

el ancho de banda del proceso.

La siguiente cuestidn es por tanto, cdédmo se puede determinar
B. Intuitivamente sge puede concluir gue no podria esperarse
encontrar ruido con un ancho de banda B de 1 MHz a la s=alida de
un sistema cuyo ancho de banda sea de 100 Hz. Cualguier componen-
te de ruido gque varie tan rapidamente como en este ejemplo no

podria aparecer a la salida del sistema.

Basicamente, lo que se requiere es alguna medicidén de como
ruede variar el proceso del ruido en un intervalo de tiempo dado.
Especificamente para la fig 2 se nota gque cuando t2 - tl, n(t2)

llega a estar méds cercanamente relacionada o es méds predecible
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Figura 2 Definicidén de autocorrelacidn.
por n(tl). Cuandeo (t2-tl) aumenta, se espera menor dependencia
entre ambas +variables. ~Tste concepto s8e puede precisar més

exactamente definiendo la funcidén de autocorrelacidn Rn(tl,t2):

Rn(tl,t2) 4 E(n(tl)In(t2)) (A3.3.12)

Nétese que la funcidén de auvtocorrelacidn es la extensidn &
la variable misma (de alli el prefijc auto) de la covarianza de
dosg variables aleatorlas que existe en la teoria de probabilida-
des. Es evidente que gi t2-tl, Rn+E(n2). Si en algin intervalo
t2-tl, n(t2) v n(tl) tienden a ser estadisticamente independien-
tes (lo gue ocurrird en intervalos mayores gue 1/B), Rn—-E2Z(n) (=0
si E(n)=0. Recordemos de la teoria de Probabilidad gque el valor

esperado de dos variables independientes es E(xy )=E(z)E(v))

Bn proporciona entonces una medicldn de la dependencia de
n(tl) respecto de n{tZ).

Para simplificar el andlisis se supondrda gue Rn(tl,t2)

depende UGnicamente del intervale (t2-tl)=T1, y no del origen del
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tiempo tl. [Esto es similar a la suposicidén hecha anteriormente

de que E(n) es independiente del tiempol. HEntonces,
Fn{t) 4 En{t)n{t+tr)) (A3.3.13)

[ procesa para el cual esto se cumple, y para el cual E(n)
es independiente del origen del tiempo, se denomina Procesq
Estacionario.

Siguiendo un proceso semejante al seguido en el caso de la
media vy de la wvarianza del ruido, se puede demestrar gue Rn(T)

para un proceso ergédico puede obtenerse de:

T
lim Rn(t) = lim 1/T [ n(t)n(t+T) dt = Ran(T) (A3.3.14)
T T -0 0 '
Nota:(A3.3.14) incluye como resultado especial, cuando T=0, a

Ppr=E(n=).

Procederemos ahora a relacionar Rn(T) con el analisis

espectral del ruide n(t) vy definir un ancho de banda asociadeo B.

Recuérdese gue la funcién de autocorrelacidén Rn(T) se
introdujo para proporcionar una medicidén de las variaciones en el
tiempo del proceso aleatorio n(t). Rnir) desempefa entonces &l
mismo papel para procesos aleatorios gue la funeion del tiempo
misma desempefio en el caso deterministico. En el caso de funcio-
nes deterministicas se encontré la representacién espectral de
una funcidén del tiempo f{t) tomando su transformada de Fourier.
En el caso aleatorio se define formalmente la representacidén
espectral del ruideo n{t) como la Transformada de Fourier de

En(T). Denominando a esta cantidad Gn(f), se tiene
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Gn(f) = [ Rn{r) exp(—jwr) dr ‘ (A3.3.15)

—

Esta funcidén tiene un valor £finito, lo que determina gque
cuando Rn(T) +toma valores méds y mas proximos a cero (lo gue
implica que n(t) es cada vez mas independiente de n(t+T) © que
n(t) varia mids rapidamente), Gn se hace mds ancha en frecuencia.
Bsta propiedad es consistente con la relacidn inversa entre el

tiempo yv la frecuencia.

Rn puede encontrarse de Gn mediante la Transformada Inversa

de Fourier:

a
En(T) = [ Gn(f) exp(Jwr) dw/(2m)

—

ad»
Ra(T) = [ Gn(f) exp(jwr) 4f ' (A3.3.18)
Recordemasg que En(0) = E(nZ2) = Ppr éa la potencia total de

la onda de ruido. A partir de (A3.3.18) se tiene

oo

Rn(0) = E(nZ) = [ Gn(f) 4af (A3.3.17)

—a

De esta ultima ecuacidn =e ve gue la dimensidn de Gn es
correspondiente a la potencia. Por esta razdén Gn(f) se denomina
el espectro de potencia. Con ella ge mide la distribucidén de la
potencia del ruido en la frecuencia. Un instrumento medidor de

potencia sintonizado a una frecuencia fo y midiendo la potencia
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de un estrecho intervalo Af alrededor de fo podria proporcionar
una buena aproximacidén de 2 Gn(f) af. [Como las frecuencia
negativas son sélamente un artificio, podria duplicarse Gn(f) de
la ecunacién (A3.3.17) & integrarse =scbre las frecuencias pcositi-

vaa].

En el caso eapecial donde el ruido tiene un promedio cero,
E(n)=0, ¥

[en)

N = [ Gn(f) df, E(n)=0 (A3.3.18)
—w

De esta forma, la potencia rms del ruido o varilianza o2 = N,

{de la cual depende la probabilidad de error en la deteccidn de

pulsos), egtd relacionada directamente con Gn(f).

En la fig.. 3 =se da el par.autocorrelacién—densidad espectral
correspondiente a Rn(7) = N sen(2nBT)/(2nBr). E1 valcor promedio
del ruido ha sido considerado cero y de esta forma Bn(T) tiende a
cero para T suficientemente grande. Noétese también gque Rn(0) ha
sido fijado a N v que el A&rea bajo la curva de densidad espectral
es por tanto N.

Nota: (A3.3.18) para el casco de ruido hlanco da:

(= 0]

N = [ Gn(£f) df = noB. (A3.3.18a)

—D

En la fig.3 es evidente la relacldén inversa tiempo—ancho de
banda citada anteriormente. La funcidn Rn(f) tiende a cero para
un egpaciamiento T mayor a 1/B, lo que implica que n(t) y n{t+T)
llegan a ser inderendientes. FEI1 reciproco del ancho de handa

desempefia de esta manera un papel muy importante en la determina-

A — 40



Rdr)

Gn(f)
AN N

N sen(2WBET)/(2uBT) no/2

-

P VA\ 7Y ? F
-B {2 B

-
-1/ -1/2B | 17287 1/8

Figura 3 Funcidn de autocorrelacidn y de densidad espectral

cidn de la medida de la correlacidn entre una muesitra de n(t) y

una muestra tomada T seg. despuss.

81 en la fig. 3 hacemos que el ancho de banda tienda a @

2

tendremos el casc del pulsco de dirac. Egte caso particular es en

extremo importante, es decir, para
Gn(f) = constante = no/2, para toda £ (A3.3.19)
tenemos el caso del ruido blanco.

Aungue esto es, estrictamente hablando, inadmisible figica-
mente, mpuesto aqgue dimplica wuna potencia de ruildo infita (de
(A3.3.18)), es un buen modelo para michas situaciones tipicas en
las cuales el ancho de banda es tan grande gue sale fuesra del

intervalo de medicidn de los Iinstrumentos (o Ifrecuencias de

Interds).

A — 41



A este ruido de caracteristica derfrecuenoia plana se lo
llama ruido blanco debido a que e3s una "mezcla igual” de +todas

las frecuenclas.

A la fig. 3 se le llama con frecuencia ruido blanco limitado
en banda.

Para el ruido bhlanco, el par de transgformadas son:
Gn(f) = nc/2, Rn(7) = no/2 &(T) (A3.3.20)

Como la funcién de autocorrelacidén es un impulso, esto
indica que n(t) es5 siempre una funciocn no correlacionada oon

n{t+r), sin Iimportar lo peguefo gue T pueda ser.

Esto implica que n(t) puede wvariar en forma infinitamente
ridpida. BEn la prdactica, tal como se ha mencionadc, esto significa
gimplemente que las wvariaciones de alta frecuencia del ruido
estdn mas alld de la capacidad de los instrumento en la medicidn
particular cue se desea hacer. Por ejemplo, si los dispositivos
de medicién tienen una respuesta tempora >>1/8B, donde B es el
ancho de banda del ruido fisico rsal, el ruido se presentard para
tado propdsito practico como si fuera ruido blanco. Para un
ogeoiloscopio con ancho de banda de 50 MHz, ruido de B=500 MHz

aparecerd para todo proposito practico como yuido blanco.

A3_3_1 Senales Aleatorias vy Ruido a través de los Sistemas

Lineales.

Congidérese la seflal de ruido ﬁa(t) con densidaed espectral
Gne(f), potencia de ruido Ne v correlacidn Rne(rT) que entra al
gsistema lineal H(w) +tal como se muestra en la fig. 4.a. Nos

interesan & la =salida del sigtema ns{(t), Gns{f), Ns y Bns(T).



Intuitivamente se egpera que si el ruido a la entrada varia
a una velocidad proporcional a su ancho de bkanda, la cual es,
digamos lenta en comparacion con el ancho de banda del sisgtema
Beis, el ruido de salida difiere muay poco del ruido de entrada.
Si por otra parte B>>Bsis, las rdpidas fluctuaciones de ne(t) no
pueden pasar por el sistema y puede esperarse que ns(t) flucotte

mads 0 menos a la velocidad de Bsis.

BEsto es claro de wver de la siguiente expresion para Jla

densidad espectral, la cual depende decisivamente de H(w)Z.
Gne(f) = abs(H(w))2 Gne(f) (A3.2.1.1)

Lo cual se puede demostrar como sigue2 (los limites de los

integrales son de —o© a o):
sea la salida del sistema H,
ns(t) = f ne(t—a) h(a) da (A3.3.1.2)

multiplicando a ambos lados por ne(tl) y tomando el valor

gsperado,

E(ne(ti)ns(t)) = [ E(ne(tl)ne(t-a)) h(a) da (A3.3.1.3)
haciendo t=tZ,

Ree(tli,t2) = | Ree(tl,tQLQ)th(a) da. (A3.3.1.4)

Por otro lado, multiplicando a ambos lados de (A.3.1.2) por

ns(t2) y tomando el vealor esperado,

2 Papoulis, Sigtemas Digitales y analégicos, tranaformadas de Fourier,
estimacidn espectral. larcomwbo 5.A. 1878.
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Elns(tZ)n

haciendo t=tl1,

Resg(tl,t2

Para procesos

g(t)) = [ E(ns(t2)ne(t—-a)) h(a) doe (A3.3.1.5)

) = [ Rese(tl-a,t2) h(a) da.

egtacionarios sabemos

gue la

(A3.3.1.86)

covarianza depende

solo del espaciamiento temporal entre las muestras, luego, con

t1-t2 = v, (A3

H

Rse(T)

haciendo a = -

Ree (1)

Con v=tl1l-t2, d

Rasg(T) =

.3.1.4) se vuelve

[ Ree(v+a) h(a) da = Ree(r) * h(r) (A3.3.1.7)

o,
{ Ree(T—a) h(-a) d(-a)

e (A3.3.1.8),

Ree(T)

* -h{-r) (A3.3.1.8)

[ Ree(T-a) h(a) da = Ree(T) * h(v) (A3.3.1.9)

ror lo cue sustituyendo Rse de (A3.3.1.7) en (A3.3.1.8) da

Res(T) =

v tomando la

Gne(f) =

Ree(T) ¥ h(T) * -h(-71)

transformada de Fourier a
(A3.3.1.10) tenemos

abs(H(w) )2 Gne(£)

‘en donde hemos usado la propiedad de escalado

h(at) » 1/abs(a) F(w/a)

v hemos tomado

el valor absoluto.
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El siguiente ejemplo resume lo visto a la vez gque profundiza

en la relacidén de ruido de salida vs ancho de banda.
Supdngase gue se +tiene ruido blanco de densidad espectral
no/2 aplicado &a la entrada de un filtro pasabajas de ancho de

banda B Hz como =e muestra en la fig. 4.a., 4.b.

El ruido de salida es el ruido de banda limitada de densidad

ney) ——3 H<w) 2 mns(t)
Gne (F) Gore (F)
Knae (1> kns {712 <a)d
(wl

£ (b

Si Gne(FId>=mors2 (ruido blanao?, a la salida del Filtro pasabajas

wa tiana GnedPlonorZ, abs(PXIB 4y B an otre caso, gua dafininaos
cona RUIDOD BLANCO LIMITADO EN BANDA .
Figura 4 Ruido blanco a través de un filtro ideal. (a) Modelo del

sistema lineal. (b) Caracteristica de frecuencia del Ffiltro
(sigstema lineal).

espectral Gne(f) = no/2, abe(f) <= B, lo que resulta de aplicar
(A3.3.1.1). La potencia del ruido de salida es entonces

Ns = no B, gue resulta de aplicar (A3.3.18).

De aqui se ve gque al aumentar el ancho de banda del filtro
B, se lncrementa la potencia del ruide de salida. También se
inorementa la velocidad e variacion del ruldo de salida o se.

disminuye la correlacioén entre n(t) y n(t+v) para un v fijo.



A3_4 Bl Teorema de la energia.

Definamos y(t) + Y{w), vi(t) + Yi(w), yv2(t) = Y2(w),
Y2*(w) = YZ2(-w),

Se tiene que (los limites de las integrales van de -= a @),

[ abs(y(t))2 dt = 1/(2r) [ abs(Y(w))2 dw (A3.4.1)
Demostracidn:
Asumamos que la sefnial yl(t) va a pasar a través de un filtro de
caracteristica Y2(w) = Y1*(w), lo que determina gque y2Z(t) =
v1(-t) (por la propiedad de escalamiento ya mencionada).

sea g = yl(t) ® yv2(t) +» YI(w) Y2(w)

obtengamog "g" a partir de Y1(w)¥Z2(w) mediante la Transformada de

Fourier Inversa,

g = f y1(T) v2(t-1) dT = 1/(2m) f Yi(w) Y2(w) exp(jwt) dw
(A3.4.2)

en donde con la caracteristica mencionada del filtro Y2, vy la

implicacidén que ello tiene en v2, se tiene

g = [ y1(7) yl(-t+T) dt = 1/(2n) [ Y1(w) Y1*(w) exp(jwt) dw
- (A3.4.3)

con t=0,

g = [ yi(T) y1(T) &1 = 1/(2n) [ Yi(w) Yi*(w) dw (A3.4._4)

con t=T,
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g = [ v1(t) yv1(t) dt = 1/(2n) [ Y1(w) YI*(w) dw (A3.4.5)
de lo cual es inmediato, con y=yl, Y=Y1:

{ abs(y(t))2 at = 1/(2m) { abs(Y(w))2 aw 1QQD.

A3.5 TLa desigualdad de Schwarz.

Si al,...,an ¥y bl,...,bn son numeros reales cualguiera, se
tiene
n n n
(2 akbk)2 <= (Z ak2) (Z bk=R) (A3.5.1)
k=1 k=1 k=1

El signo de igualdad es vdlido si hay un numero real x tal que ak

* 4+ bk = O para cada valor de k=1,...,n.
Demostracidén: (En 1lo gue sgigue, todos los sumatorios van de
k=1,...,n). Para todo real x se tiene Z (ak x + bk)2 >= 0, esto

se puede poner en la forma

AxZ + 2 Bx + C >= 0 (A3.5.2)
donde

A = Z ak®, B = ? ak bk, C = Z bk=2. (A3.5.2a)
@Queremos demostrar que B2 <= A C. 81 A es cero, oada ak es ceroc vy
el resultado es trivial. Si A#0, podemos completar el cuadrado v

escribir

AxZ + 2 Bx + C = A(x+B/A)Y)2 + (AC-B=)/A (A3.5.3)
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El segundo miembro alcanza su valor minimo cuando x=-B/A, lo que

veemplazado en (A3.5.%2) da BZ<=AC, lo gue demuestra (A3.5.1).

Para demostrar gue el signo de igualdad es valido si existe
un % tal gque sakx + btk = 0 para todo k, partimos de x=-B/A, lo que

con la notacién (A3.5H.Z2Za) da

Ax + B = = £ ak2 + Z ak bk = O
= ¥ (x ak? 4+ ak bk) = 0O (A3.5.4)
para ak#0,
Ax + B =% (x ak + bk) =0 (A3.5.58)
lo que es cero si ¥ ak + bk = 0 para todo k, LQQD .

En lo anterior, el Zak bk no es mas que el producto interno
de dos vectores. Por otro lado, el producto interno ‘tembién se
puede represgentar como ff(t) g(t) dt, donde £, g =son dos funcio—
nes reales. 51 tomamos siempre el mddulo de las funciones, siendo
el médule wun numerc real, es posible que f y g sean funciones
complejas cualesguiera, lo que demuestra la desigualdad de
Schwarz para la aplicacidén considerada en la maximizacién de 1la

relacion SHR.
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APENDICE IY _
ALGEBRA MATRICIAL.

Para motivar el tema empecemoes afirmando gqgue la scualizacion
no es mds que una manera eficiente de Invertir la matrizs de

covarianza del sistema.

En la ecualizacidn uno trata de determinar el valor mas
robable de salida en funcidn de los valores anteriores y &l

dctual gque ingresan al filtro.

En procesos de economia se usa la regresidén lineal miltiple
para estimar el valor de una variable en funcidn de otras combi-
nadas linealmente. Por ej. el wvalor de las acciones de los
aviones dependen de los valores del acero, del caucho, etc; todo-

lo cual ingresa en forma de variables en una ecuacidn.

Para determinar el estimado se debe pues efectuar observa-—
ciones, y mientras mayor sea el namero de observaciones el

egstimado estard mas cerca al valor real.

Esto determina que el numero de observaciones en algin
momento supere al ntmero de incédgnitas, con lo cual el sistema de
ecuaciones <formado para hallar los coeficientes de ajuste se

vuelve inconsistente.

A pesar de ello®, a uno le interesaria conocer los mejores

valores poaibles de las constantes de ajuste. -

Ello me logra con el mecanismo de los LMS, el cuwal ya hemos

aplicado en €l capitulo 3 para obtener los Copt. De esta manera

2 Franklin,J. Matrix Theory. Prentice Hall 1968.
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ge logra un sistema que es consistente (el namerc de ecuaciones
es igual al de incégnitas) y que permite conocer Copt de manera

unica a través de:
Copt = R-1P : ‘ (A4.1)

En donde el procedimiento directo implica invertir la matriz

de covarianza R.

Y como deciamos al principio, la ecualizacidén trata con
algoritmos gue invierten en forma optima esta matriz, por lo que
ge cumple la afirmacidén de gue la ecualizacidn no es mas que la

eficiente inversién de una matriz.

Eiemplo: Para un ecualizador TDL de 2 taps, hallese el mejor

estimado de los coeficientes dados los sigulentes datos:

br = [1 -1 1 1] bits almacenados para referencia.

yO = [.7 0 O] vector que entra al ecualizador al t=0
vi = (0.4 .7 O] t=1

v2 = [-.6 .4 .7] t=2

v3 = [.6 —.6 .4) t=3

En el ejemplo se ve que inicialmente los bits eran todos
cero antes de gque empiece la transmisidn, lo que corresponde al

caso preventaneado de gue se habld en el capitulo 5.

A continuacién_ se observa que lcoa bits se desplazan en los
registros del Filtro TDL.

En el caso presente tenemés 2 taps qgue son las incdégnitas vy
3 datos, por lo que el esistema no tiene una solucidén exacta, sin
embargo podemos usar el método ILMS con la ecuacidon A4.1 para
hallar Copt.
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Primeramente formamos un sisgtema de ecuaciones de partida:

vO O 0 c0 bro
vl vO O * cl = |brl (A4.2)
v2 vl O c2 br2
vy3 y2 vyl br3

en donde hemos aumentado a la matriz con la UGltima fila, que

da cuenta del dato adicional.

Por tanto:

7 0 .Q cO 1
4 .7 O] * el = 1

-.6 .4 7 cZ -1
6 -.8B 4 1

Y # CTopt = br

Ugando el método de la matriz de covarianza dado en la ec.

(6.15a) yv con yO,...,¥y3, 0 considerando gue YT es+<:
Y = |.7 .4 -.6 .86
o .7 4 —-.8
0 O 7 .4

a partir de (A4.1)

RCopt = P = ¥T br {A4.3)

se tiene que:

R =Y¥TY = |1.37 -.32 -.18
-.32 1.01 .04
-.18 .04 .65

4 Friendlander, B. Cb. Cit.
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2.3
~.3

YT br =

por lo gque

R-1 = .81 .25 .21
.250 1.07 .003
.21 .003 1.597
v de (A4.1)
Copt = 1.7386
.2538
.004
Finalmente, para comprobar aue los coeficientes hallados

generan los estimados méds aproximados, tenemos que, de (Ad4.2):

7 1.7386 ’ = 1.217 -

-4 1.7386 + .7 .2538 = .8728 ~
-.6 1.7388 + .4 .2536 -+ .7 .004 = -.3389 7 -1
.6 1.7386 - .6 .2536 + .4 .004 = .8926 7 1

que en un proceso de ecualizacién se convierte en la inversidén de
la matriz de covarianza a través de la actualizacién de los

coeficientes C, como se demostrd en el capitulo 5.

A continuacién se explica lo relativeo a las transformaciones
lineales, la diagonallizacidn de wmatrices, los eigenvalores y los

elgenvectores.

A4.1 Conmstruccidn de una matriz a partir de una Transformacion

Iineal dada.

Recordemos que una Transformacién Lineal es una funcidén que
rartiendo de un conjunto llamado dominic genera elementos de otro
conjunto llamado recorrido. La propiedad basica que satisface la

TL es la de superposicidn:
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L(cA+dB) = ¢ L(A) + d L(b). (A4.4)

propiedad que es sgatisfecha entre otrae funciones por la deriva-—

cidn, la integracidn, la rotacidn respecto a un eje, etc.

Para el efecto de congtruir una matriz a partir de una TL
dada, consideremos las ecuaciones de rotacidn de un punto en el
rlanc (x,y) en gentido contrario al de las manecillas del reloj a
travée de un dngulo 8. Asi®, si P +tiene coordenadas (x,v),
entornices después de rotar, obtenemos P~ con coordenadas (x7,v7),

donde:

bre X cos® — y sen®

v % sen® + y cosB (A4.5)

a partir de las cuales se puede formar la matriz de la transfor-

macidén lineal:

cog8® —sen8
send cosB

pd
Y

= A }xk

x7|= L
. v

x| =

Donde la matriz bhuscada es A, e inversamente, dada A se

puede hallar la TL.
Encontremos la repregentacién matricial del operador deriva-—
ciém definido en el egpacio P2 con bhase (t2,t,1) gue tiene como

recorrido el espacio Pl con base (t,1).

Tenemos gue:

L(t2) = 2t 2t + 0(1) de modo que [L(tz)]TZQ

2
0
L(t) =1 0
1

Ot + 1(1) de modo que [L(t)]T= 1 \

5 Kolman. Algebra Dineal. Fondo Educativo Interamericano 1981.
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L{(1) =0 = 0t + 0(0) de modo que [L{(1)]T= iO»
0

con lo gque la matriz correspondiente a la derivacidn de P2 en P1

es:
A=1]20020
010

Tomemos p(t) = Bt2-3t+2, entonces L{p(t))=10t - 3, lo que

con la notacidén matricial:

(L{p(t))IT = {2 C O‘

A continuacidén formemos la representacidédn matricial para la
derivacién a partir de una base distinta en P2: {(t2+t+1,t4+1,1) v

la misma base en P1l: (t,1):

L(t2Z+t+1l) = 2t + 1= 2t + 1(1) de modo gue [L(t2)]T=|2
1
L{t+1) = 1 = 0t 4+ 1(1) de modo que [L{(t)]JT= |0
1
L(1) =0 = 0t + 0(0) de modo que [L(1)]1T= |O
0

con lo gque la matriz correspondiente a la derivacion de P2 en P1

A=1]1200
1 1¢0
Tomemos p(t) = 5t2-3t12, con lo gque la representacidn en la
nueva base P2 es p(t) = B5(t2+t+1) - 3(t+1) +2 = 5t2+2t+4;entonces
L(p(t))=10t+2 , lo gque con la notacidn matricial:
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[L(p(t))IT = |2 00 5 = |10
11 Oi }

S5e ve entonces (Apostel, ob. cit.), gque la derivada del
vector en la nueva base es inmediatamente obtenida con la repre-
gentacidén de la derivacidn como matriz en la nueva base multipli-

cada por el vector original.

De agui surge el hecho de gque con bases distintas se obtie—
nen distintas representaciones matriciales de una transformacidn
lineal. Parece natural entonces Intentar elegir bases de modo que

la matriz resultante tenga una forma lo mds sencilla posible.

La forma maéas sencilla es agquella en que todos los elementos,
excepto los de la diagonal principal son cero. En este caso
hablamos de las matrices diagonaleg, las cuales son extremadamen-—

te fdciles de invertir, por ejemplo, la inwversa de:

A =|3 0 O] es simplemente: . A-1 = |1/3 0 Q
0O 2 0 0 i1/2 0
0 0 4 a 0 1/4

Ad4_.2 Transformaciones lineales representadas mediante matrices

diagonales.
Notacidén: Si A = (aij) es una matriz diagonal, A = diag (all,...,ann)
Teorema A4.2_.1 Dada una transformacidén L:V en V, donde dim V = n.

Si I tiene una representacidn en matriz diagonal, existe entonces

un conjunto de elementos independientes ul,...,un de V y un
correspondiente conjunto de escalares Al,...,An tales gue
L(uk) = Ak uk para k=1,2,....n. (A4.8)

Demostracidn:

A - BB



Previamente recordemos de la matriz de la derivacidn, que
cuando se eligidé los elementos (t2,t,1) obtuvimos wuna matriz
diagonal, no asi _cuando se eligid (t2+t+1,t+1,1) comoc elementos
de la base.. De esto se ve, no rigurosamente, que se cumple
(A4.8), va que para el recorrido de wun elemento k—-ésimo sdlo
exigte un elemento de partida, el cual es diferente a cualquier

otro usado como elementoc de partida para otro elemento j, j=k.

Supongamos que L tiene una representacidn en matriz diagonal
A = (aik) con respecto a la base (el,...,en). La accidén de L

sobre los elementos de la base viene dada por la formula

L{ek) = £ aik ei (A4.7)
i=1
= alkk ek
puesto que ailt = 0 para i diferente de k. Estc demuestra (A4.6)

con vk = ek y Ak = akk.

Asi pues, el problema de hallar una representacidn en matriz
cdiagonal de una transformacicn. lineal se ha reducideo a otro, el
de hallar los elementos Iindependientes ul,...,un y los escalares
AL, ..., An gque satisfagan (A44.6). Tales elementos uk y escalares

Ak se llaman autovectores y autovalores de L respectivamente.
A4_.3 Polinomios Caracteristicos.

31 dim V = n, el prohlema de determinar los autovalores de
una transformacidén lineal L: V -+ V puede resolverse con la ayuda
de los determinantes. Deseamos hallar aguellos escalares A tales
que la ecuaclidn L(x) = Ax' tenga una solucidn x # 0. (Se elimina
®x=0 debido a gue =me trata de gue a cada eigenvalor le corresponda

un Ynico eigenvector). La ecuwnacidn L(x) = Ax puede escribirse:
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(AT - L)(x) =0 . (A.4.8)
donde I es la transformacién identidad. A es un autovalor =i la
ecuacidn anterior tiene solucién para‘x no nulo, en cuyvo caso (Al
- L) es no invertible (ya que es igual a 0). 831 A es una repre-
gsentacidn matricial de L, entonces AI - A es no singular (inver-—
tible) =i det(AI-A) = 0. A=i pues, si A es un autovalor de L debe
gatisfacer la ecuacidn '

det (AI - 4) =0 (A.4.9)

Esto sugiere qgque el determinante mencicnado deberia estu-

diarse como una funcidén de A.

Lema A.4_1: Si A es una matriz nxn cualguiera e I es la matriz

identidad nun, entonces la funcidén f definida por la ecuacidn
£(A) = det(Al - A) ' (A.4.10)
es un polinomio en A de grado n.

Definicidon: 8i A es una matriz nxn el determinante

f(A) = det(AI — A) se denomina polinomio caracteristico de A.

Antes de pasar a ver la traza de una matriz, veamos coémo se

halla los eigenvectores halladoe los eigenvalores.

Ejemplo: la matriz

WhN
wwH
A

tiene el polinomio caracteristico (A-1)(A-1)(A-7). Cuando A=7 el

sistema AX = 7X se convierte en:
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Bkl — %2 - =23 = 0
—2x1 +4x2 — Zx3 = 0
-3xl1 —-3x2 + 3x3

el cual tiene la solucidn =x2=%2x1, %3=3x1l, asi que los autovecto-—
reg corregpondientes a A=7 son t£(1,2,3). Para el autovalor A=1,

el sistema AX=X es

xl + %2 + 23 = 0
1l + x2 + x3 =

=x]1 + »®2 + x3 =

Para resolver la ecuacidn hagamos xl=a, x=2=b y x3=—a-b, por lo

gque todo autovector correspondiente a A=l tiene la forma:

{a,b,-a~-b) = a(1l,0,-1) + b{(0,1,-1)

Autova lor Autovectores - . dim_E( a )
t(1,2,3) t#0 1
1, 1 a{(l,0,-1)+4b(0,1,-1), a,b no simult. O

donde dim E(7)=1 significa gue el autovalor 7 ticne 1 autovector
asociado v dim E(1) = 2 significa gque los autcovalores 1 tienen 2
vectores asgociados (lo cual gin embargo no siempre es cierto,

pero si es clierto gue la dim es al menos 1).

Ad4_4 Traza de una matriz.

Sea £(A) el polinomio caracteristico de una matriz A, nxn.
Designemos las n ralces de f£(A4) por A1l,...,An, repitiendo cada
raiz miltiple las wveces gque indique su orden de mualtiplicidad.

Tenemoeg entonces la factorizacidn

f(A) = (A-A1)...(A-An). (A.4.11)



La suma de las raices de I1(R) se llama Eraza de A, ¥y se

designa con tr A. Asi pues, por definiciodn

n
tr A = ¥ Xi (A.4_12)
i=1
(na propviedad sumamenfe Iintieresante g5 la sigujente, que
rodenes caleular Ia fr A sin tenepr quea hallar lps elsenvalores
va que o5 Jigual a _la _suma de los elementos diagonales e A
LfApostol. ob. cit).
n
tr A = Z aii (A.4.13)
i=1

A4_.5 Matrices que repregsentan la misma transformacidén lineal.

Matrices lineales._

Demostraremos gue dos representacicnes matriciales distintas
de una transformacidén lineal tienen el mismo polinomio caracte-—

ristico.

Recordemos cdémo ge definen las represgentaciones matriciales.
Supongamos que L:V -+ W gea una aplicacidn de un espacic n—-dimen-—
sional V en un espacic m—dimensional W. Sean (el,...,en) vy
(wl,...,wm) bases ordenadas para V y W respectivamente. La
representacién matricial de L relativa a lasg bases elegidas es la
matriz mxn cuyas columnas constan de los componentes de
T(el),...,T(en) respecto a la base (wl,...,wm). Partiendo de
bages distintas se obtienen representaciones matriciales distin-—

tas.



Consideremos ahora el caso en el gque V=V, y supongamos cque
e utiliza la wmisama base (el,...,en) para Vy W. Sea A=(aij) 1la

matriz de T relativa a esta base. Esto significa que

n
L(ek) = 3 aik ei, k=1,2,....,n (A.4.14)
i=1
Elijamos ahora otra base (ul,...,un) wpara V vy W v sgea
B=(bkj) la matriz de L relativa a esta nueva base. Entonces
tenemos
n
L(uvwi) = £ bkj vk, J=1,2,....,n (A.4.158)
k=1
ya que cada wuj pertenece al espacio engendrado por el, . ...en

podemos esgcribir

uj = ¥ ckj ek, Jj=1.2,....,n (A.4.16)

La matriz n»n C=({ckj) determinada por los escalares cki es no
singular puestc que representa una transformacidén lineal que
aplica una base de V en otra base de V. Aplicando L a 1los dos
miembros de (A.4.16)

n
L{ud) = € ckj L{ek), Jj=1,2,...,n (A.4.17)
k=1

Introduzcamcs las matrices

E=[el,....,en] v U=[ul,...,un]
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Entonces (A.4.16) puede reesscribirse

U=EC (A.4.18)
Si ademéas

E'=[L(el),...,L(en)] v U'=[L{ul),....,.L{un)]
(A.4:14, 15, 17) se transforman en
E'=EA, U°=UB, U"=EC (A.4.19)
respectivamente. De (A.4.18),

E = UC-2 (A.4.20)
con lo gque

U"=UB=E " C=EAC=UC—*AC
por lo tanto

B=C—-1AC (A.4.21)
con lo que hemosg demogtrado el
Teoxrema A4_.5_.1: S5i dos matrices nxn A y B representan la misma
transformacidn lineal L, existe una matriz no singular C tal gue
AB=0-1AC

Ademas, si A es la matlrisz de L relativa a la base E=(el,...,en)} y

B es 1la matriz de [ relativa a la base U=(ul,...,un), entonces
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como C podemos tomar la matriz no singular que relaciona las dos

bases a través de la ecuacidn matricial U=EC.

Daefinicidn: Dos matrices nxn A v B se llaman semejantes si existe

una matriz no singular C tal gue B=C—1AC.

Lema A4.5.1: Dos matrices nxn son semejantes si representan la

misma transformacidn lineal.

Para demostrar el teorema A4.5.4 (dado posteriocrmente),

precisamos demostrar previamente:

Teorema A4_.5_.2: Sea L:V~V una transformacidén lineal, siendo F el
campo de escalares de V, vy dim V=n. 8Sea A 1una representacidn
matricial de L. Entonces &1 conjunto de autovalcores de L consta

de las raices del polinomio caracteristico de A.

Demostracién: Todo autovalor de L satisface la ecuacidn
det(ATI-A)=0 v puesto que esa es la ecuacion de definicidn del
polinomio caracteristico de A, £(A), de donde salen las raices

Ai, L consta de las raices de £(A4).

Teorema A4.5.3: Si ul,...,uk son auntovectores de una TL L:8~+V, y
los autovalores Al,...,Ak son distintos, entonces los autovecto-
res ul,...,uk son independientes.

Demostracién: La demostracidén es por induccidén en k. Supongamos

que ha e8ido demostrado el teorema para cualguier conjunto k-1 de
autovectores. Sean ul,....,uk, k autovectores pertenecientes a
autovalores distintos, vy supongamos gque existen escalaree ¢4

tales que



Z ciuwi =0 (A4.22)

Aplicando L a los dos miembros de (A4.22) vy utilizandoc el

hecho de que L{(ui) = Aiui encontramos

k
S ci Al ui =0 (A4.23)

i=1

maltiplicande (A4.22) * Ak v restando de (A4.23) tenemos

k-1
Z ci (Ai-dk) ui =0 ' (Ad.24)

i=1

Pero va gque ul,...,uk-1 son independientes, debe ser
ci(Ai-Ak)=0 para i=1,2,...,k-1. Puestc que los autovalores sgon
distintos tenemos Ai # Ak para i#k asi gque ci = 0 para .
i=1,...,k-1. Por (A4.22) vemos que ck esg también 0, por lo que
los autovectores ul,...,uk son independientes.

Prcocedemos entonces a demostrar el

Teorema A4.5_4: Si L:V-V es una TL, siendo F el cuerpo de escala-
res cde V y dim V=n ¥y suponemos gue el polinomic caracteristico de
L tiene n raices distintas Al,..._,An en F, entonces:

a) Los autovectores correspondientes ul,...,un forman una base
para V.

b) La matriz de L relativa a la base U=[ul,...,un] es la matriz

diagonal G gue tiene los autovalores comeo elementos diagonales:

G = diag(Al,...,An).
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¢) 51 A es la matriz de L relativa a otra base E={el,...,en],

entonces
-1 ]
G=C AC,

donde C es la matriz no singular gque relaciona las dos bases

mediante la ecuacidn
U=EC.

Demostracidn: Segin el teorema A4.5.2 cada raiz Ai es un autova—
lor. Puesto que existen n raices distintas, el teorema A4.5.3 nos
dice que los autovectores correspondientes ul,...,un son indepen—
dientes. Luego forman una base para V (que es de dim=n). Esto
demuestra a). Como L{ui)=dAiui, la matriz de L relativa a U es la
matriz diagonal G, lo que demuestra b). Para demostrar c) usamos

el teorema A4.5.1.

Observacidon A4.1l: La matriz no singular C del teorema anterior se llama matri=z

diagonalizante. 51 (el,...,en) es la base de los vectores coordenados
unitarios (I1l,...,In), entonces la ecuacidn U=EC demuestra gue la columa k de
C consta de los componentes de los autovectores vk relativos a (I1,...,In).

Para aclarar los conceptos, hagamos el siguiente ejemplo:

Sea L:R38-+R3 definida por

L(lal, a2, a3l)) = [0, aZ, al+a3].

sea S={[1,0,01], [0,1,03, [0,0,11} l1a basge natural para R3. La

representacidn de L regpecto a S es

Q 0 o]
A=] O 1 Q Congideremos ahora
1 O 1
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la base ordenada

S ={[1,0,-1], [0,1,0], [0,0,11} para R3.

La matriz de transicidén de 87 a S es C

S =8C
con C =| 1 0 O
0 1 0
-1 o 1
y C-1 = 1 0O ¢
0O 1 0O
1 0 1

entonces la representacidén de L respecto a 57 es

la cual es una matriz diagonal.

La eleccién de la base S~ estd de acuerdo a todos los
lineamientos establecidos en la teoria, es decir, obtenemos los
eigenvalores a partlr del polinomio caracteristico vy a partir de
ellos los eigenvectores. Puesto gue para R3 se obtiene 3 eigen-—
vectoree independientes, estos forman una base para R3, la cual

genera la mabtriz diagonal B.

Bl polinomio caracteristico se obtiene de:

det (AI~A)=0

=2 O O =0
0 A-1 0
-1 0 A-1

por lo que f£(A) = A (A-1) (A-1) = O
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de lo gue ge ve que las raices del polinomio, que por el teorema

A4.5.2 gon los elgenvalores, son A=0 y A=1 (raiz doble).

Para hallar el eigenvector asccilado a A=1 se procede de la

siguiente manera. De la definiciodon de eigenvectores:

AX = AX, donde A es la matriz asociada a la TL L,

(AI-8)X = O (A.4.25)
para A=1,

1 0 0QOllal O

0 0 of|laz|=|0

-1 0 0|la3| |0

el sistema conduce a

al =0
-al =0, donde al=0 vy a2, a3 son cualguier escalar,

por lo que los elgenvectores asocilados a A=1 son:

(0 s t):s(0,1,0)+t(0,0,l), con 8,t escalares diferentes de

0, digamos:

(0 1 0) + (0,0,1).

para A=0:
0 0 0] | al 0
0 -1 0jja2l=
-1 0 =1|]|a3 6]

el sistema conduce

gg
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a2 =0

al +ad =0, donde aZ=0 y a3=-al,
por lo que losg eigenvectores asociados a A=0 son:
(r O —r)=r(1,0,-1), con r diferente de 0, digamos:

(1 0 -1), que conjuntamente a log eigenvectores correspon—

dientes a A=l de multiplicidad dos dan la matriz C:

que fue usada en la deduccidn de la matriz diagonal.

La matriz diagonalizante C proporciona en el caso general la
transformacidn de base. En nuestro caso, puesto que usamos 1la

base natural para R3:

[GNe N
OrFH O
OO

la base T de vectores uk s3e obtiene de U=BEC, pero como E es la

matriz identidad, U=C.

U=EC demuestra que la columna k de C consta de los componen-—
taes de los autovectores uk relativos a I, como se establecid an

la observacion A4.1.
A4._.6 Autovalores en espacios euclideos.

Recordemos que los espacios euclideos e caracterizan porgque

poseen producto interno. Las propiedades fundamentales son:



L) (=,v) = (y.=x) (simetria)

2) (%4+z,yv) = (x,v) + (z,v) (linealidad)
3) (ex,y) = c(x,v) (homogeneidad)

4) (=,x) > 0 gi = # Q (positividad).

El siguiente teorema establece que los autovalores pueden

expresarse en funcién del producto interior.
Teorema A4.6_.1: Si E e un espacio euclideo, V un subhespacio de E
y consideramos una transformacidén lineal L:V-+E que tenga un
autovalor A con un correspondiente autovector x, entonces

A = (T(x),x)/(x,x) (A4.28)
Demoetraciodn: Puesto gque T(x)=Ax tenemos

(T(x2),x)=(Ax, =)= (x,x)

como x¥0 podemos dividir por (x,x) obteniendc (A4.28).

Definicidn: Sean E un espacio euclideo v V un subespacio de E. Una

transformacion lineal L:V-E se llama simétrica en V si

(T(x),v)=(x,T(y)) para todo x y para todo y de V.
El operador L =se llama hemi-simétrico en V si

(T(x),y)=—(x,T(vy)) para todo x v para todo vy de V.

Dicho en otras palabras, un operador simétrico L puede pasarse de wun
factor de wn producto interior al otro sin modificar el wvalor del producto.

Tal paso en el caso de wn operador hemi-simétrico cambia el signo del

rroducto.
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Ejemplo: S5ea C(a,b) el espacio de +todas las funciones reales
continuas en un intervalo cerrado [a,bl, con el producto interior

real

b
(£,2) = [ £(t)a(t) 4t

joi]

Sea V un subespacio de C(a,b). 8i L:V-+C(a,b) es una TL, entonces

b
(£,T(g)) = [ £(t)T(ag(t)) dt
&
Por consiguiente, las condiciones para la simetria y la hemi-—

simetria se convierten en

b
[ {E()L(g(t))—g(B)L(£(t))}dt=0 =i L es simétrica, (A4.27)

{F{E)L(g(t))+g(E)L{(£(t))}Iat=0 =i L es hemi-simétrica,
(A4.28)

—

con 1o gque para una funcidén fija en el espacio C(a,b), p, defina-—

mos L{f) = pf, producto de p y £f.
Para esa L, la ecuacidn (A4.27) se satisface cualesguiera sean £

v 8 en C(a,b) puesto que el integrando es cerc. Por consiguiente,

la multiplicacidén por una funcidn fija es un operador simétrico.

A - 69



Para el operador derivada, sea V el subespacic de las
funciones £ qgque tienen derivada continua en el intervalo abierto
(a,b) v que satisfacen la condicién.de contorno f(a)=f(b). Sesa
D:V-+C(a,b) el operador derivada dado por D(f)=f".

En (A4.28),
b
[ {f(t)g (t)+a(t)f" (£)}at=0
a
b

[ (£(t)g(t)) de=f(blg(h)-f(a)g(a)

a

Puesto que £ y g satisfacen ambas la condicidén de contorno,
tenemos £(blg(b)-f(a)g(a)=0. Asi pues, la condicién de contorno
implica la hemi-simetria de D. Las funciones constantes son las
dnicas autofunciones en el subespacio V. Pertenecen al autovalor

O por lo que el operador derivacidn es hemi-simétrico.

A4_.7 Ortogonalidad de los autovectores correspondientes a autova-—

lores distintos.

Los autovalores distintog de wna transformacidén lineal
cualguiera corregponden a autovectores independientes (segin el
teorema A4.5.3). Para las transformaciones simétricas y hemi-

simétricas podemos decilr atn méas.

Teorema A4.7_.1: Si L es una transformacién simétrica o hemi-
gsimétrica vy i A vy Q son aubtovalores distintos de T con los
autovectores correspondientes x e y, entonces x» e y son ortogona—

les; esto es (x,y)=0.
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Demostracidn: Escribamos L(x)=ix, L(y)=Qy vy comparemos log dos

productos interiores (L(x),y) v (x,L(y)). Tenemos
(L(x),y) =(Ax,y)=A(x,y) v (=, L{v))=(x,Qy)=0(=,y)

51 L es simétrica esto nos da A(x,y)=0Q(x,v). Por consigulente
(x,v)=0 puesto que A#Q. Si L es hemi-simétrica obtenemos A(x,y)=-

Q(x,y) que implica también (x,y)=0.

A4_.8 Representacidn matricial para operadores simétricos y hemi-

aimétricose.

Suponemos en lo que gigue aque V es un  espacio euclideo de
dimensién finita. Una transformacion simétrica ¢ hemi-simétrica
puede caracterizarse por su accidén sobre loe elementos de una

base cualquiera.

Nota: en lo que sigue trataremos con los operadores simétricos
Gnicamente, va gque sllos aparecen en la ecualizacidn. Ademés, a
loz operadoresg hemi-simétricos les corresponden siempre autovalo-

res cero (como en el caso del operador derivacidn).

Teorema A4.8_.1: Sean (el,...,en) una base ortonormal para V vy
L:V-V una TL. Tenemos entonces:

L es simétrica si (L(ej).,ei)=(ej,L{ei)) para todo par i,J.
Demostracidn: Tomemos dos elementos cualesquiera » ey de V y

expresemos cada uno en funcidn de los elementos de la base, sean

Xx=xjej e y=Zyiei. Tenemos entonces
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n n n n n
(L(x),v)=(2xjL(ed),y)=2xJ (L(ej),Zyiei)=2
J=1 J=1 i=1 J=1 i=1

™

=jvi(L{ej),ei).

del mismo modo encontramos

n n

¥»ivi(ej,L(ei)).

o]

(x,L(y))===%
j=1 i=1

por lo que la propogicidn se deduce al momento de estas ecuacio-

neg.

Expresemos estos conceptos por medio de la representacidn

matricial de L.

Teorema A4.8.2: Sean (el,....,en) una base ortonormal para V, v
sea A=(aij) la representacidn matricial de una TL L:V-+V respecto
de esa base. Tenemos entonces:

L es simétrica si aij=aji para todo par 3,7.

Demoatracidn: Puesto que A es la matriz de L tenemos
n
L{ej)=2 akj ek
k=1

Tomando el producto interior de T(ej) por el v teniendo en cuenta

la linealidad del producto interior obtenemos:

n
(T(e3),ei)=(3 akjek,ei)=F akj(ek,ei)
k=1 k=1

o}

Pero (ek,ei)=0 salvo gi k=i, asi que la dltima suma se reduce a

aij(ei,ei)=aij va que (ei,ei)=1 (base ortoncrmal). Luego resulta
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aij=(T(ej),el) para todo par i,J
de igual forma,
aji=(ej;T(ei)) para todo par i,J.

Para completar 1la demostracidén, basta aplicar el teorema ante-

rior.

Definicidn A4-8.1: Una matriz cuadrada A={aij) se denomina simétrica si

aij=aji para todo par i,J.

El teorema A4.8.2 establece gque una TL en un espacic V de
dimensioén finita &3 simétrica si su matriz relativa a una base

ortonormal es simétrica.
A4 .9 Diagonalizacidn de una matriz simétrica.

Teorema A4.8.1: Toda matriz A, nxn, simétrica es semejante. a la
matriz diagonal G=diag(Al,...,in) de sus autovalcres. Ademas

tenemos

G=C—-21AC
en donde C es una matriz no singular cuya inversea es su braspues—

ta.

Demostracidén: Sea V el espacio de dimension finita, vy sea
(el,...,en) la base ortonormal de vectores coordenados unitarios.
S1 »=Fxiei e y=Zyiei, consideremos el producto interior dado por
(x,yv) = Zxiyi. Para la matriz dada A, sea L. la TL representada
por A relativa a la base elegida. 5i el conjunto de eigenvalores
tiene n valores distinto=, tenemos n eigenvectores ortonormales
independientes que forman una base ortonormal (ul,...,un) respec—
to a la cual L tiene una representacién en matriz diagonal

G=diag(Al,....,in) (teorema A4.5.4), siendo Ak el autovalor
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perteneciente &a uk. Pueste que tantc A como G representan L,
seran semejantes, asi que tenemos G=C—1AC, donde C=(cij) es la

matriz no singular que relaciona las dos bases:

fual,...,un]) = [el,...,en] C

Esta ecuacidédn mueestra que la columna J de C consta de los compo-—
nentes de uj respecto de [el,...,enl. Por consiguiente, cij es el
componente i—-ésimo de wj. Bl producto interno de uj v ui viene

dado por

n

(uj,ui)=Z ckj cki

k=1
Puesto gue [(ul,...,unj es un conjunto ortonormal, eso demuestra
T -1 T
que CC'=I, con lo gue C = C .

Definicidén: una matriz cuadrada A se liama ortogonal si AAT=T

Ejemplo:
0 2 2

Sea A=|2 0 2 una matriz simétrica.
2 2 0

El polinomio caracteristico de A ee f(t)=(t+2)2(t-4), de modo que

gus valores propios son Al=-2, A2=-2 v A3=4. -

Para hallar los vectores propilos asoclados con —2 resolvemos

el sistema homogéneo (—21-A)X=0:

-2 -2 =2 =1
-2 =2 =2 »2| =
-2 -2 =2 x3
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Una base vpara el espacio solucidén del sistema consta de los

eigenvectores
vil=|-1 v vZ2=| -1
' 1 Ol .
0 1

vl v vZ2 no gon ortogonales, puesto gque (vl,v2)#0. Podemos
usar el procesgo de Gram—Schmidt tratado en el capitulo 5 para
obtener una base ortonormal para el espacio solucidn asociado con

A=-2. Sea ul=vl y

-1 -1 -1/2
u2=v2—-(v2,ul)/(ul,ul) vi = 0| - 1/2 1l = |=-1/2
1 0 1

Para eliminar las fracciones tomamos (usaremos la notacidn de los
prrogramas de computacidén, en gue el nuevo valor reemplaza al

anterior):

uZ2=2zuz2= | -1
-1
2
El conjunte [ul,u2l es un conjunto ortogonal. Normalizando

tenemos el conjunto ortonormal (mod = médulo v sqrt=raiz cuadra-

da):

ul=ul/mod wl=1l,/sqrt2 |-1

uZ=u2/mod u2=1/sqrt6 | -1

Hallemos una base para el espacilo propio asociado con A=4 resol-—

viendo el sistema homogéneo (4I-A)X=0
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4 =2 =2 x1 0

-2 4 -2 =2 = |0

-2 -2 4 x3 0
Una base para este espacio propio consta del vector u3d=|1
1
1

Normalizandec este vector, tenemos el vector propio

u3 = ud3/mod w3 = 1l/gqrt 3 |1
: 1
1

Puesgsto que los wvectores propios asociadocs con valores
propios distintos son ortogonales (lo gue se pusde comprobar
inmediatamente entre (u3,u2) y (u3,ul)), u3d es ortogonal a ul vy
u2. De este modo el conjunto [ul,uZ,u3d3] es una base ortonormal

para R3 formada por los vectores proplos de A. La matriz D es:

D =|-1/sart2 -1/=sqrt& 1/3qrt3
i/sqrt2 -—~1/sqrt6 1/sqrt3
0 2/sqrtb 1/Bqrt3

de lo cual se puede comprobar lo mencionado en la teoria, gque
D—3=DT. Y finalmente se& procede a hallar la matriz diagonal G

gemejante a A mediante:

D—-3AD = DTAD =|-2 O 0

1o gue se puede comprobar facilmente.

Finalmente hemoe llegado a disgponer del conocimiento necesa-
rio para entrar a analizar las Formas Cuadriticas, que las
hallaremos al analizar la velocidad de convergencia del algoritmo
del Filtro TDL.
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A4_10 TFormae Cuadraticas.

Sean V un egpacio euclideo real y L:V-V un operador simétri-
co. Esto significa gue I, puede cambiarse de un factor al otro en

un producto interior.
(L(x),y)=(X,L(y)) para todo par x,y de V.

Dada L, definamos una funcion de valores reales & en V mediante

la ecuacién
Q{x)=(L(x),.x).-

La funcion & se denomina forma cuadrdtica asociada a L. La
pralabra cuadrdtica esta sugerida por el teorema siguiente que
muestra que en el caso de dimensién finita Q(x) es un polinomio

cuadrdtico en los componentes de x.

Teorema A4_.10.1: Sea (el,...,en) una base ortonormal para un
espacioc euclideo V. Sean.L:V-+V una TL simétrica y A=(aij) la
matriz de L relativa a esa base. Entonces la forma cuadrédtica

Q(x)=(L({x),x) esta ligada a A del modo sigulente:

n n
W(x) = 2 ¥ alj xi =3 si x®x = 2 xi ei. (A4 .29)
izl §=1 i=1

Demostracidén: En virtud de la linealidad tenemos L{x)=Z =iL(ei).

Por consiguiente,

n n n n
Q{x) =( 2 %xiL(ei),Z xjej) = Z ¥ oxi oz (L(eid),ed).
i=1 J=1 i=1 j=1

Egto demuestra (A4.239) va que ailj=aji=(L(ei),ej).
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Definicidn: Sea V un espacio euclideo real con 1na base ortonormal
(el,...,en), v sea A=(alj) cualguier matriz nxn de escalares. La funcién de

valores escalared Q definida en cada elemento x=Zxiel de V por la suma doble

n n
Q(x) = ¢ ¥ oaijxixj (A.4.30)
i=1 j=1

se denomina la forma cunadrdtiica asocclada a A.

Si A es una matriz diagonal, entonces aij=0 para i#j de modo
gue la suma (A4.30) contiene 1Unicamente cuadrados y se puede

poney en la forma mids gencilla

Q(xz) = 2 aiixi= : (A.4.31)

En este caso la forma cuadrdatica se llama forma diagonal. La. suma
doble de (A4.30) también se puede expresar como un producto de

tres matrices.

Teorema A4.10.2: Sea X=[xl1l,...,#xn] una matriz fila 1lxn, y sea A =
(aij) una matriz nxn. Entonces XAXT es una matriz ixl cuyo Unico

elemento es

n n
z Z aij =i =J
i=1 j=1

Demostracién: El producto XA es una matriz 1xn, XA=(yl,...,vynl,

en donde el elemento yJ es el producto escalar de X por la

columna J de A:



n
vi = Z xi aij.

i=1

Por consiguiente, el producto XAXT e= una matriz 1xl cuyo tnico

elemento es el producto escalar .

n n n n n
A <

2 vy xd =2 (2 xi aij) xj = £ z aij =i =j.
J=1 j=1 i=1 i=1 j=1

con lo gue A4.30 queda

Q=) = XAXT (A4.32)

A4.11 Reduccidn de una forma cuadrdatica real a forma diagonal.

Una matriz simétrica real A eg semejante a la matriz diago-
nal G=CTAC, siendo C una matriz ortogonal (teor. A4.8.1) ¥
G=diag(il,...,An). Vamos ahora a demostrar due C puede utilizarse

para convertir la forma cuadridtica XAXT a una forma diagonal.

Teorema A4.11_1: Sea XAXT una forma cuadratica asociada a una
mabtriz simétrica real A, y sea C una matriz ortonormal (C—1=CT)

que convierte A en una matriz diagonal G=CTAC. Tenemos entonces

XAXT=YGYT= 2 AiyiZ, (A4.38)
i=1
donde Y=[(yvl,...,yn] es8 la matriz fila Y=XC (de transformacion de
base), v Al,....,An son los aubtovalores de A.
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Demostracidn: Puegto gque C ez ortogonal tenemos que C—1=CT., Por

consiguiente la ecuacidn Y=XC implica X=YCT, v chtenemos
KAXT=(YCTYA(YCT)T=Y (CTAC)YT=YGYT

Observacidn: El teorema A4.11.1 se expresa diciendo que la TL Y=XC reduce la

forma cunadréatica XAXT a ana forma diagonal YGYT,

Para finalizar, el estudic del Algebra Matricial hasta donde
la usaremos en la tesis, hagamos el siguiente ejemplo sobre

formas cuadrdticas.

Ejemplo: Determinar una matriz ortogonal C gue reduzca la forma

cuadratica Q(x)=axlZ+bxlx2Z2+cx22=2x12+4x1x2+5x22 a forma diagonal.

Para empezar escribamos Q(x)=XAXT, siendo A=|a w/2|=]2 2

‘b/Q c (2 5‘
Iia matriz A tiene los autovalores Al=1 vy A2=6. Los autovectores
correspondientes a 1 son t(2,-1), t+*0 (o t(-2,1) lo gue no altera
la respuesta). Los pertenecientes a 8 son t(1,2), t#0. Los dos
autovectores ul=t(Z,-1) v u2=t(1,2) con t=1/2qartd constituyen un

conjunto ortonormal. Por consiguiente la matriz

C=1/sarth| 2 1
-1 2

es una matriz diagonalizante para A. En este casco C3i=CT como se

puede comprobar inmediatamente. Facilmente se comprueba que

CTAC =1 O
0 6

De aqui resulta gque la forma diagonal correspondiente se constru-—

ve a partir de YGYT donde

YGYT =[y1l v2]|l1 0|yl = yv12+46y=2=11 y1=24A2 y=
0 6lvy2d
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Este resultade tiene una interpretacidn gecométrica sencilla,
representado en la fig 5. La TL Y=XC puede consgiderarse como 1una
rotacién gue aplica la base i;j en la nueva base ul,u2. Un punto
que regpecto & la primera base tiene ccordenadas (x1,x2) tiene
las nuevas coordenadas (vl,v2) respecto a la segunda base. Puesto
gue XAXT=YGEYT, el conjunto de puntos (x1,x2) que satisfacen la
ecuacidn XAXT=¢ para un cierto c¢ es idéntico al conjunto de
puntos (yi,yZ) gue satisfacen YGYT=¢. La segunda ecuaciodn,
escrita en la forma y12+6y22=c, es la ecuacidn cartesiana de una
elipse si ¢>0. La fig. 5 muestra la elipse correspondiente a 059.
%2

J2

us

Ui

7L

Figura 5 Rotacién de ejes mediante una matrisz ortoéonal. La
elipse tiene la ecuacidén cartesiana XAXT=9 en el sistema x1x2 v
la ecuacién YGYT en el sistema viv?2.
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APENDILCIE J
MANUAL DEL USUARIO.

A continuacidn explicaremos brevemente las operaciones
bdsicas del Ment de Ingreso, de modo-de due la utilizacidén del
rrograma sea lo mids 6ptima poeible.

Previamente, sin embargo, debemos detallar los archivos gque
contienen los diskettes que s=se entregan con los programas

ejecutables vy de datos.

Los archivos son (para el diskette #1):

1.—- aliases.txt : archivo de macros;

2.— data.txt : archivo generado por com_cadc.exe;

3.— inicila.dat : archivo generado por com_cad.exe;

4.— malla.dat : nombres de las variables y rangos recomen —

dacdos para el Filtro de Malla;

5.- rnoeq.dat ~: didem para Tranemisidn sin ecualizacidn;
6.—- tdl.dat : ldem para el Filtro Transversal;

7.- com_cad.dat : formatos de pantalla;

8.—- graf.dat ': tipo de grafico;

9.~- com_cad.exe : mend introductorio;

10.—- com_cadc.exe I programa en lenguaje CH+.

11.- grafico.wql : macro del QPRO.

12.— assign.com. : asigna el drive b: al a:

El segundo diskette contiene el archivo del lenguaje fuente
en C4++ de Borland:

13.- com_cad.cpp

ILa médguina due se va a utllizar debe poseer QPRO v.3.0, con

el siguiente directorio:
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c:\qpro\files

Debe poseer ademds la versidn 6.0 del Norton Utilities con

el siguiente directorio:
c:\nu

(Las maquinas del Laboratorio de Computacidén poseen tanto QPRO
3.0 cuanto NU 6.0). Verifiquese que el path incluya al HNU y al
QPRO, en caso contrario aﬁada al path los siguientes directorios:

c:\nu;c:\gpro;c:\grro\files
7 En vista de que se usa el comando keystack del NU 6.0, SE
DEBE INCLUIR LA ORDEN DEVICE = C:\NUNKEYSTACK.SYS en el
config.sys. Ademas, deben existir las O6rdenes files=20 v
huffers=20 en dicho config.sys.

Estamos entonces en condiciones de inicilalizar el sistema.

Para ello:

1.- Introdizcase el diskette de programas ejecutables (diskette

1) en el drive a.

2.— 8i. la maquina no posee drive b:, teclee:

a:Nagsgign b=ea

3.—- Seguidamente verifique gue existan los archivos ndos.com y

ndos.ovl en c:\NU.
4.- Una vez con los dos archivos mencionados a su disposicidn

teclee:

ndos. com
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esto instala el intérprete de comandes del MU en modalidad

shell. Para salir (cuando acabe de trabajar), teclee exit.

Hecho esto teclee

alias/r a:\aliases.txt
con lo cual se cargan 1los macros contenidos en el archivo
aliases.txt. Nos interesa el macro start, el cual =sera

wtilizado para la graficacién en el QPRO.

Ahora teclee
a:\com_cad

con lo cual se presenta en pantalla el ment de introduccidn.

Elija la opcidn deseada para Transmision en el ment Tipo de
Transmi=zioén. Egto le conduce a la pantalla de ediciodn, en la
cual se puede escoger:

— la velocidad de modulacién baud;

— la semilla sem;

- la frecuencia de portadora fp;

~ el instante de decisién decis;

— el nimero de bhits transmitidos;

— 21 nimero de gecuencias de entrenamiento entrena;

- el coeficiente mu;

— el pardmetro epsilon;

- el parametro w;

— el numero de coeficientes y

- la relacion sefial a ruido.

Una vez inicializadas las variables, se pasa a la ventana de
Graficacién. En ella se puede elegir el tipo de grafico a
efectuar, de 9 posibles:

— bits transmitidos;

~ esgpectro NRZ;'

— bits recibkidos;

Convergencia del exrror del Filtro Transversal;
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— Convergencia del error del Filtro de Malla;

— Convergencia de los coeficientes del Filtro Transversal;
— Convergencia de los coeficientes del Filtro de Malla;

—~ Bits ecualizados con el Filtro Transversal; y

— Bits ecualizados con el Filtro de Malla.

Ei menid estda configurado de tal forma gque pérmite el acceso
de datos moviendo las flechas del cursor para posicilonarse
adecuadamente ¥y a continuacidn introducir el valor deseado. Si
finalmente uno no desea cambiar los valores, sale de la iniciali-

zacidn con escape, v 8l desea cambilar, se lo hace con FZ2.

El programa fue disefiado de modo de que el tipo de grafico
sea definible =s6loc si estd previamente definido el tipo de
Transmisién. . De no estarlo sale en pantalla el mensaje de gue

previamente se debe definir el tipo de Transmisidn.

51 bilen es clerto gque en pantalla se muestran los rangos méas
adecuados (segin aconseja el CCITT para transmisiodn en la priacti-
ca), es poasible introducir valores entre 1 y 999889. Pero si uno
intenta introducir caracteres gue no sean nlmeros, el pPrograma no

lo acepta.

En el ment existe la actualizacidén de la hora en la esquina

superior derecha cada 8 seg.

Una vez que se ha elegido el tipo de transmisidon y el tipo de
grafico, nos movemos a la ventana GO, en la cual se graba la
inicializacién al archive a:\dnicia.dat y auvtomdticamente arranca

el programa en lenguaje C++, llamado com_cadc.exe.

Si no se desea reinicializar las variables (es decir, se
desea correy el programa con los antiguos valores), simplemente
no entramos a la ventana Tipo de Transmisidn ni a Graficacion vy

directamente wvamos a GO.



Si no se desea ningin tipo de grdfico, desde Tipo de Transmi-
2ién se puede ir directamente aVGO_ En este casco, antes de correr
Conm_cadc.exe, el programa da la opcidn de régresar a reiniciali-
zar el tipo de grafico (lo cual requiere reinicializay también el

Tipo de Transmisidn).

S1 por alguna razdn se desea terminar la ejecucién de

com_cadc.exe, teclear Control C o Control Break.

Una wvez que se ha corrido exitosamente com_cadc.exe, nos
resta graficar en QPRO. Para el efecto tecleamos:

start ‘'nombre del grafico'.

Por ejemplo, si hemos elegido graficar los bits transmitidos
podemos teclear: _
start btx o simplemente st btx.
E]l nombre "btx” es el nombre con el gue se grabard el archivo
data.txt, generado por com_cadc.exe, en el directorio c:\gpro\fi-

les.

De esta manera, el macro start, gque lo listamos a continua-

cioén:

ST¥ART=pushd “c:"pushd ~ cd\gpro\files™ keystack "/fr" 27 27
‘a:\grafico.wgl"” 13 @71"/fdc:\aproN\Nfiles\"13"/tic" 27 “b:\da-
ta.t=zt"” 13 @34 13 27 “/fa"27 27 29 "c:\aproNfiles\%1" 13 -
q  popd popd '

es multifuncional.

Primero guarda el directorio actual con pushd, luego cambia

al drive c:. Guarda el directorio presente en c¢: y cambia a
gproN\files; alimenta al teclado con la orden file retrieve
a:\grafico.wgl y cambia de directorio a c:\gpro\files. Luego

importa Tbh:\data.txt, arranca el macro grafico.wgl y almacena
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