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Resumen

El procesamiento digital de imdgenes es un conjunto de modelos y algoritmos que se
aplican a imagenes deterioradas, con el objetivo de mejorar su calidad y facilitar la extrac-
cién de algtn tipo de informacién, ya sea para la interpretacién humana o de maquinas
auténomas.

Entre los problemas mads interesantes a tratar dentro del procesamiento de imagenes se
encuentra el problema de inpainting, que consiste en reconstruir o restaurar partes deterio-
radas o perdidas de la imagen observada, a partir de la informaciéon disponible alrededor
del drea a ser recuperada, ademéds de remover objetos que no sean de interés pues ocultan
informacioén.

En la Gltima década, varios modelos de inpainting basados en distintos conceptos mate-
maticos han sido planteados para resolver este problema. En este trabajo, nos enfocaremos
en la formulacién variacional de Chan y Shen [34] basado en la regularizacién de variaciéon
total y el modelo basado en la ecuacién del movimiento de la curvatura media [12].

No sélo el planteamiento y la ejecucion de la restauracién de imdgenes son un proceso
complejo, sino también su implementaciéon computacional, por la gran cantidad de datos
que se deben procesar. Es asi que, en este trabajo se proponen algoritmos numéricos de se-
gundo orden basados en el método Newton semi-suave, pues existen términos no definidos

que regularizados presentan términos no diferenciables.
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Abstract

Digital image processing is a set of models and algorithms that are applied to damaged
images, with the goal of improving its quality and easy removal of disturbing information.

The inpainting or filling in is one of the most interesting problems in image processing. It
consists in reinventing some missing parts using the information around these. The goal of
it is to restore a damaged or corrupted image where the information has been lost. May also
be an interesting tool for remove artificially some parts of an image such as overlapping text
and modify the content.

Several kinds of approaches have been proposed to solve this problem. We will focus
on the variational formulation proposed by Chan and Shen [34] based on total variation
minimization and the model based on the mean curvature motion [12].

Not only the modeling of image restoration is a complex process, but also the numerical
implementation, due to the large amount of data to be processed. Thus, in this paper we
propose second-order algorithms based on semi-smooth Newton by the presence of non-
differentiable terms product of regularization of terms not defined.



Capitulo 1

Introduccidon

En la sociedad actual, las imdgenes digitales desempefian un papel cada vez mds impor-
tante, pues son fuente de informacién dentro de diversas areas como: la medicina, sistemas
de informacién geografica, astronomia, ciencia de los materiales, industria del entreteni-
miento y la industria de la seguridad, entre otros.

A menudo, se designa a la sociedad como sociedad de la informacién aunque, podria defi-
nirse también como sociedad de la imagen. Ya que, las imagenes digitales juegan un papel cada
vez mas importante no s6lo como medio de comunicacion, sino también porque permiten

la representacién compacta del mundo fisico que nos rodea.

Silo pensamos con detenimiento, es sorprendente darse cuenta de lo mucho que depen-
demos de las imdgenes, pues estdn presentes a diario en nuestras vidas. El origen de tal
fenémeno esté en los avances de los dispositivos de adquisicién, ademéds del aumento de
la capacidad de los equipos para procesar mas y mas datos. Esto ha dado lugar a una nue-
va disciplina conocida como la vision computacional. El extenso campo de aplicacion de los
mecanismos de vision artificial tales como: rayos X, tomografia computarizada, resonancias
magnéticas, imdgenes satelitales y cadenas de montaje, es una de las causas por las que el

procesamiento digital de imagenes ha ganado gran interés en las tltimas décadas.

El procesamiento digital de imdgenes es un conjunto de modelos y algoritmos que se
aplican a imédgenes deterioradas con el objetivo de mejorar la calidad y facilitar la extraccién
de alguin tipo de informacion, ya sea para la interpretacion humana o de maquinas auténo-
mas. Los avances computacionales han permitido implementar métodos mds robustos que

han hecho atractiva la aplicacion de procesamientos digitales en el mundo real.

Entre los problemas mas interesantes a tratar dentro del procesamiento de imédgenes se

encuentran:

o Filtrado de ruido (denoising): proceso mediante el cual se recupera a la imagen de
borrosidades por la intervencién de ruido, filtrando el mismo.



Figura 1.1. Filtrado de ruido de una tomografia.

e Deconvolucién (deblurring): proceso de correcciéon de una imagen, cuando los pixeles
se ven afectados por un movimiento brusco en el momento en el que se capturé la

imagen, creando un efecto de desenfoque (blurring).

Figura 1.2. Desenfoque en una fotografia.

o Escalado (zooming): en ocasiones el envio de imdgenes de alta resolucién se ve li-
mitado por el ancho de banda de transmisién, siendo necesaria una compresién de
datos. Durante la descompresion, las imédgenes pierden informacion y se requiere un
algoritmo de escalado capaz de estimar la informacién y minimizar asi la pérdida de

informacion.

-

Figura 1.3. Escalado de una fotografia.

e Restauracién de dominios perdidos en una imagen (inpainting): proceso que permi-
te reconstruir partes deterioradas, perdidas o con obstrucciéon de objetivos que ocultan
informacién en una imagen.



Figura 1.4. Restauracién de dominios perdidosFuente: Elaboracién propia.

e Segmentacidn: localizacién de objetos dentro de una imagen.

Figura 1.5. Segmentacién del sistema neuroldgico.

El tema central de este trabajo es la restauracién de dominios perdidos, pues es sin duda un
campo de especial interés tanto desde el punto de vista matematico como comercial. Este
es un importante desafio en la sociedad moderna, ya que se pueden reconstruir imagenes:
satelitales, moleculares, médicas y de obras de arte antiguo para su restauracion. Motivada
en estas aplicaciones, se presentan modelos basados en ecuaciones diferenciales parciales y
el clculo de variaciones, que buscan resolver este problema.

La alta complejidad de los métodos de inpainting hace menos atractiva la manipula-
cién de imagenes y su aplicacién en el mundo real. No sélo el planteamiento y la ejecucion
de la restauracién de imdgenes son un proceso complejo, sino también su implementacién
computacional, por la gran cantidad de datos que se deben procesar. Es asi que, en este tra-
bajo se proponen algoritmos numéricos de segundo orden basados en el método Newton

semi-suave, que resuelva el problema eficientemente.

El presente trabajo serd de utilidad en futuras investigaciones en el campo del proce-
samiento matemdtico de imdgenes y visién artificial, permitiendo que dichos campos se

desarrollen en nuestro pais y puedan adquirir un nivel cientifico considerable.

Se presenta, en el primer capitulo la importancia y las potenciales aplicaciones del proce-
samiento matematico de imagenes. Luego, en el segundo capitulo se recopilan los principa-
les modelos de restauracion de imagenes basados en métodos variacionales y en ecuaciones
en derivadas parciales. En el tercer y cuarto capitulo se detallan el tratamiento numérico
y experimentos computacionales respectivamente. Finalmente, se muestran y analizan los

resultados obtenidos.



1.1. Elrol de las imagenes en la sociedad

A menudo, se designa a la sociedad como sociedad de la informacién aunque, podria de-
finirse también como sociedad de la imagen. Las imagenes digitales estdn presentes en una
gran cantidad de situaciones, desde la vida cotidiana hasta su uso profesional en: medicina,
biologia, ciencias de la tierra, prediccién meteorolégica, las artes, aplicaciones de seguridad
entre otras, como lo muestra la Figura 1.6. El origen de tal fendmeno esta en los avances
de los dispositivos de adquisiciéon, ademads del aumento de la capacidad de los equipos pa-
ra procesar mds y mas datos. Esto ha dado lugar a una nueva disciplina conocida como la

vision computacional, donde se organizan y procesan las imagenes digitales.

Figura 1.6. Imdgenes digitales en la sociedad. Fuente: Elaboracién propia.

Por ejemplo, en el drea médica se ha hecho un uso considerable de las imédgenes, pues
varios diagnosticos se basan en ultrasonidos, rayos X, tomografias, resonancias, etc. Las mis-
mas que se pueden procesar para mejorar su calidad y extraer asi, informaciéon con mayor
precision. Otro campo importante es la teledeteccion, donde se busca realizar un seguimien-

to y cuantificacién de los cambios en los bosques, suministros de agua, urbanizacién y la



contaminacién. Ademads de aplicaciones como: la vigilancia de video, el analisis del tréafico

por carretera y la observacion de recursos de la tierra.

1.2. Imagen digital

Con el fin de apreciar la importancia del procesamiento digital de imagenes, es necesario
entender el proceso para pasar de una imagen continua a una digital.

En términos generales, una imagen digital o también conocida como imagen discreta se
obtiene a partir de una imagen analégica mediante muestreo y cuantizacion. El muestreo se
refiere a la discretizacion de las coordenadas, y la cuantizacion a digitalizar los valores de la
amplitud que definirdn los tonos de gris, en el caso de imagenes en escala de grises. En la
Figura 1.7 se observa de izquierda a derecha, una imagen continua cortada a lo largo por el
segmento AB, a la derecha la funcién unidimensional extraida, para luego realizar el proceso

de muestreo y cuantizacién, que se muestra en la parte inferior.
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Figura 1.7. Proceso de muestreo y cuantizacién.Fuente: [19]

En la Figura 1.8 se muestra una imagen digital después de aplicar el proceso de mues-
treo y cuantizacién. Como se observa, una imagen digital es la aproximacién de una imagen
continua. Esta aproximacion dependera de la cantidad de unidades de muestreo y cuanti-
zacion. La resolucion de una imagen dependera de las unidades de muestreo, mientras que

el tamafio estd definido por las unidades de cuantizacién.
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Figura 1.8. A la izquierda, la imagen continua y a la derecha la imagen después de aplicar el proceso
de muestreo y cuantizacién. Fuente: [19]

Resumiendo, la idea es superponer una rejilla sobre una imagen analégica y asignar un
ntmero a cada cuadrado de la rejilla, que puede ser el brillo o el nivel de gris promedio
en esa casilla. Cada casilla se conoce como pixel (abreviatura picture element). Esta malla
de pixels puede ser tratada como una matriz de n filas y m columnas, que correspondera a
la representacién matricial de una imagen. S6lo para dar una idea, de las cAmaras digitales
se obtienen imagenes de tamafio 320x 240 y pueden alcanzar hasta 3060 <2036 en cAmaras
profesionales. El tamafio de imdgenes médicas de resonancia magnética esta alrededor de
128 x128.

En una imagen a color, por ejemplo en el modelo de colores RGB (Red-Green-Blue), se
tienen tres matrices que representan la intensidad de cada color por pixel, como se observa
en la Figura 1.9.

Figura 1.9. Superposicién de las componentes de color en el modelo RGB.

1.3. Importancia del procesamiento digital de imagenes

En las dos tltimas décadas, el procesamiento digital de imdgenes ha ganado gran im-

portancia dentro de distintas dreas de la ciencia, debido a que cada dia la informacién visual



es mas importante y abundante.

Sin necesariamente saberlo, somos consumidores del procesamiento de imédgenes, pues
a menudo tenemos que lidiar con este. Es mads, la mayor parte de informacién que proce-
samos los seres humanos estd en forma de imagenes y de alguna manera, nosotros realiza-
mos procesamiento de imagenes sin notarlo, por ejemplo, cuando miramos algo, la primera
imagen que los ojos envian al cerebro estd fuera de foco; el cerebro intenta corregir esto
ajustando los lentes oculares, asi una nueva imagen es enviada de los ojos al cerebro. Otro
ejemplo es la estereovision, donde el cerebro convierte las imdgenes bidimensionales registra-
das por nuestros ojos en una representacion tridimensional, la que nos permite comprender
la profundidad de los objetos. Estos procesos de retroalimentacién son tan rdpidos que no
se pueden percibir ni sentir [19].

El campo del procesamiento digital de imdgenes estudia métodos que permitan mejo-
rar la calidad y la extraccién de informacién de imdgenes. Algunos ejemplos de imédgenes
dafiadas provienen de:

e herramientas médicas por la falta de definiciéon o el ruido presente en: resonancias
magnéticas del cerebro, tomografias de 6rganos internos como el corazén, rayos X de

nuestro esqueleto, entre otros.

e Satélites, pues las imdgenes de la tierra a menudo son borrosas o presentan nubosida-

des que ocultan informacién relevante.

e Camaras fijas, instaladas en cadenas de montaje con poca iluminacién, producen blu-

rring, pues la cAmara debe emplear un tiempo de exposicion relativamente alto.

e Robots equipados con cdmaras empleados en procesos de fabricacion como el control
de calidad.

1.4. Aplicaciones potenciales

En esta seccidn, se presenta una recopilacion de las potenciales aplicaciones del procesa-

miento matematico de imagenes (ver [23]).

e Restauracién digital, Gtil en la preservacion y restauracion de arte como se muestra
en la Figura 1.10, donde se toman fotografias de obras antiguas de arte para recupe-
rar o completar la informacién perdida. Las mismas que se almacenan para luego ser

utilizadas como plantillas para restauradores de arte.



Figura 1.10. Restauracion de arte.Fuente: Elaboracion propia.

e Reconocimiento y rastreo de objetos, se podria utilizar en el control de calidad de
partes industriales, donde se requiere extraer o seguir dichas partes para constatar la
correcta posicion y didmetro de los agujeros, como se muestra en la Figura 1.11. Se
utilizan aqui la segmentacién de imagenes, el reconocimiento de objetos y la teledetec-

cion.

Figura 1.11. Control de calidad de partes industriales.Fuente: [23].

e Reconstruccién en 3D, la profundidad de los objetos se pierde en las imagenes y se
requieren técnicas para recuperarla. Un ejemplo de esto son las imagenes de Resonancia
Magnética, donde gracias a la técnica de imdgenes volumétricas, se puede observar el
interior de objetos en 3D Figura 1.12.

Figura 1.12. Imédgenes de resonancia magnética.Fuente: [23].

o Clasificaciéon de objetos, en tareas de inspeccién industrial se busca reconocer obje-

8



tos con caracteristicas especificas para su posterior clasificacion. En la Figura 1.13 se
muestra a la derecha conectores en distintas posiciones y a la izquierda el conector a

identificar.

Figura 1.13. Reconocimiento de una etiqueta sobre un circuito integrado.Fuente: [23].

No s6lo se necesitan procesar imdgenes, sino también secuencias de imagenes, por lo que
el procesamiento de video se estd convirtiendo en un drea con mayor interés. Esto es ne-
cesario, por ejemplo para pronosticar el clima, mediante la estimacién y la prediccién del
movimiento de las nubes. En el reconocimiento facial de personas en movimiento en un
aeropuerto, por mencionar algunas aplicaciones.

1.5. Preliminares

La idea de una imagen digital es considerar una malla rectangular de pixeles y asignar a
cada pixel un nimero, que representard el nivel de intensidad de gris o brillo en la imagen.
Para hacer uso de los modelos basados en ecuaciones diferenciales parciales y el calculo de
variaciones, es necesaria una representacion continua de las imagenes digitales, que corres-
ponderdn a una interpolacién de la imagen digital. Por lo que es necesario introducir las

siguientes definiciones:

DEFINICION 1.1. (Espacio L?) Sea () un subconjunto abierto de R" y 1 < p < oo, se define
L’ = {f:Q =R, f medibley / IF(x)[Pdx < oo|}.
Q

Este espacio estd dotado de la norma

1/p
Ifler = | [ o]
0
DEFINICION 1.2. (Espacio L*)
L* ={f:Q— R, f medibley |f(x)| < C en casi todo punto de Q) para alguna constante C > 0}.
Este espacio estd dotado de la norma

|| fllre = inf {C : Ju(x)| < C en casi todo punto de Q}.



OBSERVACION. L7 ((Q2) es un espacio cuyos elementos son clases de equivalencia de funcio-
nes, donde dos funciones pertenecen a la misma clase, si en casi todo punto (c.t.p) de Q

coinciden, definiendo asi la siguiente relacién de equivalencia:

f~gsiysolosi f(x) =g(x), ctp. en Q.

Sin embargo, es comun considerar L?(€)) como un espacio de funciones.

Sea « = (y,...,an) un multi-indice y D* el operador de diferenciacion con respecto al

multi-indice, es decir
ol

pt=_ %
ox{...ox%;
N
con |a| =Y ;5 ;.

DEFINICION 1.3. (Espacio de Sobolev) Seal < p < oo y k € IN. El espacio de las funciones
y € LP(Q)), cuya derivada D"y, para |a| < k, existe y pertenece a LF(Q)) se denota por
WE?(Q)) y se conoce como espacio de Sobolev. Este espacio estd dotado de la norma

1/p
I lhgee = (2 / rDde) .
la|<k 7€

Seax = (x1,x2,...,%,) € R",|.| denotard la norma euclideana,

. 1/2
x| = (Zx%) .
i=1

OBSERVACION. En el caso especial de p = 2, el espacio de Sobolev se denota por H¥(Q)) = Wk?(Q).
Un espacio utilizado con frecuencia es H!(Q),

H'(Q)={y € L*(Q): Dy € L*(Q),¥i=1,...,N}

dotado de la norma 1/2

y el producto escalar
(v, 2)m = /Qy-zdx+/QVy.Vzdx.

DEFINICION 1.4. (Imagen) Sea () C R" un abierto acotado, se define una imagen u como una
funcién acotadau : Q) — R, es decir, u € L®(Q)).

El dominio () mas frecuente para una imagen u es Q = [0,1] x [0, 1].

DEFINICION 1.5. (Funcién de variaciéon acotada en () El conjunto de las funciones u de va-

10



riacién acotada BV(Q)) es un subconjunto de L'(Q)), tal que
IDu|(€Q) < o,

donde
|Dul(Q)) = SuP{/Q u(x) div ¢(x)dx : ¢ € CH(Q,R"), [l (ca) < 1}

es la variacion total de u.

Es decir, una funcién u € BV(Q2) es integrable y existe una medida Du tal que
/ u(x) divp(x)dx = / (¢(x), Du(x))dx paratodo ¢ € C'(Q,R").
Q O

OBSERVACION. Si u es suficientemente suave, es decir, Vu(x) € L'(Q), entonces la variacién
total de u puede expresarse como:

Du(x) = Vu(x)dx
y la seminorma de variacién total es equivalente a la magnitud de su gradiente,

Iullrviey = [, [Vu(x)ldx. (L)

Para tener una idea clara de las funciones de variacién acotada, se analiza el caso unidi-

mensional. Sea f: [a,b]R — , se define la variacién total de f en [a, b] como:

vy = sup Y- £ (k) — flxis)]

PER (o) i=1

donde P es una particién del conjunto de particiones B[a, b] del intervalo [a,b]. En la Fi-
gura 1.14 se muestran dos funciones que siendo acotadas en el intervalo [0,1], no son de
variacién acotada, mientras que en la Figura 1.15 se muestran dos funciones que pertenecen
a BV([0,1]).

1 _--‘""""-1-...__ 1
oe ]
0E }
0.4
02
o
0.2
0.4

-IE

-1 1 L 1 04 1 1 1 L
o 0z o4 o0.E o.e 1 o a2 o4 0.E os 1

Figura 1.14. Ejemplo de funciones que no son de variacién acotada en [0, 1].
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Figura 1.15. Funciones de variacién acotada en [0, 1].

En estos ejemplos, se observa que las funciones de variacién acotada son funciones sin
oscilaciones de alta frecuencia. El concepto de variacion total se aplica a imdgenes con regio-
nes que presentan discontinuidades, que pueden interpretarse como los bordes de dichas

regiones.

1.6. Métodos en el procesamiento digital de imagenes

A'lo largo de los tltimos afios, se han desarrollado varios enfoques para abordar el pro-
cesamiento digital de imdgenes. Se pueden mencionar los principales métodos basados en:
la teoria del filtro, el andlisis espectral, o en algunos conceptos bésicos de probabilidad y
estadistica. En el libro de Jain [24] se pueden consultar el detalle de estos modelos.

Otro tipo de herramientas se basan en modelos estocasticos, la transformada de Wave-
lets, en ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), y en métodos variacionales. Los modelos
estocdsticos hacen uso de la teoria del campo aleatorio de Markov ([26], [17]), mientras que
la transformada de Wavelet emplea técnicas de descomposicién [15].

En este trabajo nos enfocaremos en los métodos basados en EDPs y en el calculo de varia-
ciones, conocido como método de energia, los mismos que se han desarrollado intensamente
en el andlisis de imdgenes desde la década de los 90. Las ecuaciones en derivadas parcia-
les estan estrechamente relacionadas con conceptos fisicos, que con pequefias variantes se
han adaptado para su uso en el procesamiento digital de imagenes. Los modelos basados
en el método de energfa pueden explicarse mejor desde el punto de vista de los problemas
inversos, donde dada una imagen dafiada f se quiere hallar una imagen u sin dafos, el mas
simple y comtin de estos defectos, es el ruido. Es asi que, para lograr resolver el problema
de los dominios perdidos resolveremos primero el problema de filtrado de ruido.
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1.6.1. Meétodos variacionales

Los problemas inversos en el procesamiento digital de imdgenes estdn asociados a un
esquema estdndar descrito por:
f=Tu+ny

donde f es la imagen dafiada conocida y T un operador lineal que representa la influencia
del sistema 6ptico sobre la imagen original u. Dependiendo de las caracteristicas de este
operador, aparecen diferentes problemas como: denoising, deblurring, zooming, inpainting
y la descomposiciéon geométrica de una imagen. Se supone que 7 es una variable aleatoria

con media cero y varianza ¢ conocida, que podria representar ruido.

Asi, la idea es encontrar una imagen u a partir de la imagen observada f. La solucién
mas obvia seria
T f=u+T .

En la practica esto no es factible; ya que el operador T muchas veces es no invertible o su
inversa es imposible de calcular, ademads que la presencia de la variable aleatoria # da lugar
a un problema mal condicionado. Hadamard [21] fue el primero en establecer los criterios del

condicionamiento de un problema como éste.

DEFINICION 1.6. Se dice que un problema estd bien condicionado si se verifica que:

e Existencia, para cualquier f dado, existe una solucion u.
e Unicidad, la solucién u es tinica.

e Estabilidad, la solucion u depende en forma continua del dato f.

En los problemas inversos, la condicion de estabilidad es constantemente quebrantada.
Para abordar este inconveniente, se utilizan métodos de regularizacion, los mismos que buscan
restaurar la estabilidad de la solucién con relacién a los datos. En términos generales, se
puede decir que la regularizacién permite aproximar un problema mal planteado por medio

de una familia cercana de problemas bien planteados.

Los métodos usados en el procesamiento de imdgenes se basan principalmente en la
minimizacién de la energia de un funcional aplicado a una imagen u, por lo que se los

conoce como métodos de energia [1] . En forma general, estdn determinados por:
Efu] := Rlu] + Al f —ul? (1.2)
donde,

e el primer término se conoce como término regularizador o de suavidad. Este término
cuantifica la variacién dentro de una propia imagen, tratando que el gradiente de u
varie suavemente. Busca que las esquinas y bordes de la imagen queden lo mejor de-

finidas posibles.
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e El segundo, es la distancia entre f y u que cuantifica el nivel de fidelidad entre la
imagen solucién u (imagen procesada) y la imagen original f (imagen defectuosa ob-
servada).

o El pardmetro de regularizaciéon A, determina la influencia de los términos. Su valor
es critico para conseguir el equilibrio entre la estabilidad de la solucién y la calidad
de los datos. De hecho, si A es demasiado pequefio, se obtiene una solucién sobre-
regularizada y el suavizado en la imagen restaurada es excesivo. Por el contrario, si
el pardmetro A es demasiado grande se llegaria a la misma solucién inestable por la

presencia de ruido.

Para aplicar este método se parte de la hipotesis de que la imagen defectuosa f contiene
suficiente informacién para ser restaurada, y asi obtener un alto porcentaje de mejoras res-
pecto a su estado original. Dependiendo de la eleccion del término de regularizacion R]u]
se han desarrollado diversos modelos de restauraciéon de dominios perdidos.

1.6.2. Meétodos basados en Ecuaciones Diferenciales Parciales(EDPs)

En la seccién anterior se consideré un enfoque variacional, que plantea resolver el pro-
blema de minimizacién del funcional (1.2). La condicién necesaria de optimalidad para en-
contrar un minimo de E, bajo ciertos supuestos, esta dada por la ecuacién de Euler-Lagrange,
donde la primera variacién de E tiene que ser cero. En L?(Q)), serd

—VR[u] +2\(f —u) =0 en Q, (1.3)

que no es mas que una ecuacion en derivadas parciales, donde VR[u] denota la deriva-
da segtin Fréchet de R en L?(Q)), que en términos més generales, es un elemento del sub-
diferencial de Ru].

Para resolver esta ecuacion se puede plantear un esquema de evolucién en el tiempo o
también conocida como time marching. Esta técnica consiste en reformular el problema tal
que, se busca el estado estacionario de la versién dindmica de la ecuacién (1.3):

ou
— = —VR[u] +2A(f —u)
ou
con u(x,0) = f(x). Por tanto, pasamos de una ecuacién estacionaria a una evolutiva con
condicion inicial. En esta formulacion se debe destacar la introduccién artificial de la va-
riable temporal f, que permite describir la evolucién de la funcién u hasta estar lo sufi-
cientemente cerca de un minimo de E. En el contexto de las imédgenes, no se crean nuevas

estructuras, sino se va transformando la imagen inicial.

Existen EDPs que no provienen de formulaciones variacionales como son los modelos
de CDD inpainting [11], Cahn-Hilliard, y TV-H! inpainting. Otra posibilidad es trabajar

directamente con ecuaciones, sin pensar en la energia. En general, la idea de los métodos
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basados en EDPs es hallar la solucién de una ecuaciéon diferencial no lineal, de la forma:

opu + F (x,u(x, 1), Vu(x, t), VZu(x,t)) =0 si (x,t) € Qx (0,T]
u(x,0) = f(x) si x € Q (1.4)
onu =0si (x,t) € 9Q x (0, T]

donde u(x, t) es la versi6én restaurada de la imagen degradada inicial u(x,0) = f, Vuy VZu
respresentan el gradiente y la Hessiana de u respectivamente, que dependen del espacio de
la variable x. El proceso evolutivo que genera la ecuacion (1.4) da lugar a una familia de
iméagenes {u(x,t)},., a partir de la imagen inicial f. A medida que t aumenta, se espera que
u(x, t) sea cada vez una imagen mds y mds simplificada de f, como lo muestra la Figura 1.16.
Por esta razén, se denomina a t como variable de escala (scale-space theory [25]). La evolucion
de u depende del orden de la EDP.

L

Figura 1.16. Evolucioén en el tiempo.

Como se vera més adelante, la eleccion de F en (1.3) es determinante en el propésito de
preservar caracteristicas tales como bordes, esquinas y uniones.
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Capitulo 2

Modelos de restauracion de imagenes

En este trabajo, nos enfocaremos en la formulacién variacional de Chan y Shen [34] ba-
sado en la regularizacion de variacion total y el modelo basado en la ecuacién del movimiento
de la curvatura media [12] para resolver el problema de dominios perdidos.

La técnica de regularizacion de variacion total (TV) fue desarrollada por Rudin, Osher y Fa-
temi [33], para dar solucién al filtrado de ruido gaussiano. Sin embargo, esta técnica ha sido
aplicada en varios problemas del procesamiento matematico de imagenes, como el proble-
ma de dominios perdidos, que es de interés en este trabajo. Es asi que, para lograr resolver
el problema de inpainting resolveremos primero el problema de filtrado de ruido.

2.1. Filtrado de ruido (denoising)

El filtrado de ruido, se refiere al proceso de remover el ruido de una imagen, en donde
dada una imagen f con ruido se pretende encontrar una imagen limpia de ruido u, que
conserve las caracteristicas de la imagen observada f.

Figura 2.1. Filtrado de ruido de una tomografia.

El caso mas estudiado es el ruido blanco Gaussiano, donde el operador T es el operador
identidad y la imagen con ruido f se puede describir a través de la imagen u sin ruido més
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una perturbacion de la misma, es decir que el problema inverso es:
f=u+e

donde ¢ es un variable aleatoria independiente con distribuciéon normal de media cero y
varianza . La presencia de esta variable aleatoria da lugar a un problema mal condicionado.
Como se presento en el capitulo anterior, los métodos variacionales se emplean para resolver

este inconveniente.

2.2. Modelos de denoising basados en métodos variacionales

2.2.1. Regularizacién de Tikhonov

Una forma clasica de superar el problema de condicionamiento es afiadir un término de
regularizacion a la energfa. Esta idea fue introducida en 1977 por Tikhonov y Arsenin [36],
donde los autores proponen considerar el siguiente problema de minimizacién, utilizando
la norma L2(Q):

Blulf) =¢ [, V() P+ 5 [ () = £, 2.1)

Se busca 1 que mejor se ajuste a los datos, tal que su gradiente sea bajo. El problema de
minimizar E[u] con u € W'2(Q) admite una tinica solucién caracterizada por la ecuacién
de Euler-Lagrange (ver anexo ),

—2eAu+A(u—f) =0,
con condiciones homogéneas de Neumann en el borde g—z = 0, donde 7 es el vector normal

exterior a 0Q).

Como se puede observar, se penalizan las discontinuidades, puesto que encontramos s6-
lo soluciones suaves. Nuestro objetivo es mantener las caracteristicas generales de la imagen
inicial f, es decir, se busca determinar soluciones discontinuas, si es el caso. Se puede con-
siderar, reemplazar la norma L?(Q)) en la regularizacién de Tikhonov por la norma L}(Q),

esta es la llamada regularizacion de variacion total (TV).

2.2.2. Regularizacién de variacién total (TV)
Rudin, Osher, y Fatemi [33] propusieron el siguiente problema de minimizacién

in E 2.2
116%%1(10) A[u ’f] ( )

con,

Exlulf] = lullrvioy + 5 [ (F() — ()%

17



donde la solucién u es la aproximacién de la imagen sin ruido, y A una constante positi-
va. Asi, el problema de reducir el ruido se resuelve como un problema de minimizacién
n — dimensional, donde el espacio de btisqueda es el espacio de todas las imagenes de va-
riacién acotada (BV). Cuando u es suave, es decir, Vu(x) € L}(Q) se tiene (1.1), de donde el
problema de minimizacién puede escribirse:

A
min Vu(x dx+—/ x) — u(x))?dx. 2.3
Jmin [ Vu()ldr e+ [ (PG () 23
El primer termino de (2.3) tiene como objetivo que la funcién u varie suavemente en (),
es decir, evita oscilaciones en la solucién; mientras que el segundo, garantiza que la solu-
cién u preserve la caracteristicas de la imagen observada f. Si f € L?(Q), el problema de
minimizacién (2.2), tiene solucién tnica en L?(Q)) (ver [20]).

Se han propuesto varios algoritmos numéricos para minimizar E, con u € BV (Q)). La
mayoria de estos se basan principalmente en tres enfoques la optimizacién directa, el uso de
la variable dual de forma explicita en el proceso de solucién, y la resolucién de la ecuaciéon
de Euler-Lagrange asociada. Nos centraremos en el dltimo enfoque.

La condicién necesaria de optimalidad para encontrar un minimo de E, bajo ciertos
supuestos, esta dada por la ecuaciéon de Euler-Lagrange, donde la primera variacion de E,
tiene que ser cero; el cédlculo de esta se presenta en el anexo (1.2). Se busca la solucién de la

ecuacién

Vu
-V. (V—u|> +A(u—f) =0. (2.4)

2.3. Modelos de filtrado de ruido basados en EDPs

El objetivo de esta seccion es presentar algunos modelos basados en EDPs cldsicas para la
restauracién de imédgenes, tratando de seguir el orden cronolégico en el que aparecieron. Las
ecuaciones en derivadas parciales estan estrechamente relacionadas con conceptos fisicos,
que pueden ser adaptadas para su uso en el procesamiento digital de imagenes. Como es el
caso de la difusién isotrépica, que es una técnica que apunta a la eliminaciéon del ruido en
una imagen sin afectar los bordes.

2.3.1. Ecuacion del calor

Suponga que en una habitacién se tiene una fuente de calor en el medio. Con el pasar
del tiempo, el calor se propaga por la habitacién en circulos concéntricos, los cuales van
perdiendo intensidad a medida que se propagan. Es decir, el calor avanza y se aleja de su
fuente y va disminuyendo, ya que la temperatura de la habitacién tiende a ser homogénea,
por la transferencia de calor de la fuente. En el contexto del procesamiento de imégenes, si
se considera a la habitacién como una imagen y la fuente de calor como un punto originado
por ruido, se puede imaginar como el ruido se propaga y se atentia a través de la imagen.
Se puede emplear la ecuacién de calor para resolver el problema del filtrado de ruido.
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La ecuacion més antigua y mas investigada en el procesamiento de imagenes es, proba-
blemente, la ecuacién parabdlica lineal de calor [35]:

Ju — = >
{ F(xt) —Au(x,t) =0con xcQy t>0 2.5)

u(x,0) = f(x).

A continuacién, se presentan ecuaciones diferenciales parciales no lineales como modelos

para la restauraciéon de imagenes.

2.3.2. Ecuacion de difusiéon no lineal

Consideremos la EDP, propuesta inicialmente por Perona y Malik [31] en 1987, que con-
siste en realizar una difusién selectiva a la imagen, introduciendo en la ecuacién de calor un

coeficiente de conductividad no lineal.
% = div(g(|Vul?)Vu) con (x,t) € Qx (0,T)

W =0si(x,t)eQx(0,T) (2.6)
u(x,0) = f(x) si x € Q.

En este modelo se busca seleccionar una funcién g de difusividad adecuada, que permita

disminuir el ruido y realzar la imagen manteniendo cierta fidelidad con la imagen original

f.

2.4. Restauracién de dominios perdidos (Inpainting)

Durante el proceso de captura de imdgenes, es inevitable que en ocasiones aparezcan
cuerpos extrafios, errores en la transmision o defectos de la camara, entre otros factores, que
provoquen la pérdida de informacién, como se muestra en la Figura 2.3. Esto da origen a

regiones D C () del dominio de la imagen f, donde no hay informacion disponible.

)I(

Figura 2.2. Notacion general y objetivo del inpainting. Fuente: Elaboracién propia.

El problema de inpainting consiste en recuperar la informacién de regiones dafnadas
o perdidas de la imagen observada, a partir de la informacién disponible en las regiones
alrededor del 4rea a ser recuperada, ademds de remover objetos que no sean de interés,
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como se observa en la Figura 2.3. Varios modelos matematicos han sido planteados para
este problema, entre los cuales se destacan: el modelo de Mumford-Shah para inpainting
propuesto por Esedoglu y Shen [16] y el de, Chan y Shen [34] aplicando la reqularizacién TV.

K|
XYZABCDEEFGHIJKLMNOPQRSTU
[ ZABCDEEFGHIJKLM NOPQRST UvW?

Modificar contexto Reconstruccion de partes perdidas Remover texto

Figura 2.3. Ejemplos de aplicaciones de inpainting.Fuente: Elaboracién propia.

A pesar de su similitud con modelos de procesamiento de imagen habituales, tales como
la eliminacién de ruido o deblurring, el inpainting es un reto mayor, pues las regiones que
faltan son generalmente de gran tamafio comparadas con los dominios con ruido, donde los
pixeles contienen tanto el ruido como informacién de la imagen original;, mientras que en
problemas de inpainting no existe informacion significativa dentro del dominio faltante. La

informacion se encuentra alrededor de las areas a ser tratadas.

Gracias a métodos de procesamiento de imdgenes, especificamente el proceso de seg-
mentacion, es posible localizar los pixeles defectuosos, permitiendo la recuperacién casi to-
tal de la informacion en la imagen. Se debe aclarar que los algoritmos implementados en
este documento requieren del conocimiento previo de la localizacion de la regién perdida
de la imagen original. No obstante, es posible emplear algoritmos de segmentacién para la
deteccion de regiones como paso previo; el resultado dependerd asi en gran medida de la
precision de dicho algoritmo.

En esta seccion se presentan modelos basados en el enfoque variacional, y en ecuaciones

diferenciales parciales que se utilizan para resolver el problema de inpainting.

2.5. Modelos de inpainting basados en métodos variacionales

El método de energia, descrito en el capitulo anterior, se puede emplear para resolver
el problema de la reconstruccién de dominios perdidos con una pequefia modificacién al
segundo término de la ecuacién (1.2), pues en el dominio D C () no se conoce informacién

acerca de la imagen f.

En términos generales, se formula el problema de minimizacién del funcional E, deter-
minado por la ecuacion:
Efu] = R[u] + | Ap(f —u)|?, 2.7)
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donde Ap es la funcién indicatriz de D dada por:

Ap(x) = 0 sixeD
PPl A>0 sixeQ\D.

Se debe notar que la formulacion variacional esta sobre todo el dominio () de la imagen, en
lugar de plantear sélo el problema de dominio perdido D. La ventaja de este planteamiento
es la eliminacién simultdnea de ruido en toda la imagen y la aproximacién sera independien-
te del nimero y formas de los agujeros de la imagen. En este modelo global, la condicién

sobre el contorno de D se resume en el término de fidelidad ||[Ap(f — u)|>.

Dependiendo de la eleccion del término de regularizaciéon R[u| se han desarrollado di-
versos modelos, que pueden dividirse en dos grandes categorias: los geométricos que se
concentran en recuperar la parte geométrica de la imagen dentro del dominio perdido y los
que se enfocan en identificar la textura para luego completarla. En lo que sigue nos concen-
traremos en modelos de inpainting geométricos.

2.5.1. Modelo TV para inpainting

Como se explicé previamente, la regularizacion de variacion total (TV) fue desarrollada
originalmente para el problema de la eliminacién de ruido por Rudin, Osher, y Fatemi [33].
Posteriormente, Chan y Shen [34] la aplicaron al problema de inpainting. La regularizacién
TV es una técnica efectiva para resolver el problema restauraciéon de dominios perdidos,
capaz de recuperar bordes bajo ciertas condiciones, que luego serdn descritas.

El modelo TV inpainting consiste en encontrar u € BV(Q), es decir una funcién con
variacién acotada, solucion del problema de minimizacién,
min Ervlulf, D) = lullryio) + 5 [ ()~ u()dx 29
weBv(ay O T IRV T o b ’ '
donde A es un pardmetro positivo. Como se puede observar, el problema de minimiza-
cién (2.8) es idéntico al problema denoising (2.3). Se diferencian en el dominio del segundo
término, pues el altimo considera a todo (). Sin embargo, pueden ser resueltos de forma

similiar considerando la variante Ap(x), tal que

1
minJulrvio + 5 | Ap()(F(x) —u(@)dx, 29

donde

Ap(x) = 0 sixeD
PPl A>0 sixe\D.

Notemos que para x € D, el valor de u(x) estd influenciado solamente por el término ||u||rv;
mientras que, en () \ D el problema se reduce a la eliminacion de ruido (2.3) utilizando la
regularizacion TV. Al tomar A > 1 la eliminacién de ruido es limitado, por lo que la imagen

se mantiene casi sin cambios fuera del dominio perdido, es decir, en Q) \ D.
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La condicién necesaria de optimalidad para encontrar un minimo de Ety (2.8) bajo cier-

tos supuestos, esta dada por la ecuacion de Euler-Lagrange, determinada por:

V. <|§—Z’> F A= f) =0.

2.5.2. Modelo de bordes incrustados (Embedded edge model)

El modelo original de Mumford-Shah [30] emplea la férmula de la longitud de curva, y
estd determinado por:

E[ull'l = ./Q\F |Vu|*dx + alength(T)

donde I' es el conjunto de los bordes. Este modelo permite considerar los saltos bruscos
en las imdgenes, lo que le ha permitido alcanzar mucho éxito en la eliminacién de ruido y

segmentacién de imagenes.

Modelo de Mumford-Shah a trozos lisos

La idea de aplicar el modelo de Mumford-Shah a los problemas de inpainting, apareci6
por primera vez con Tsai, Yezzi, y Willsky [37], y fue estudiada nuevamente por Esedoglu
and Shen [16]. El modelo consiste en minimizar el funcional dado por:

A
Ems(u,T|f, D] = %/Q\r |Vul?dx + alength(T) + > /Q\D(u — f)*dx (2.10)

donde v, « y A son pardmetros positivos. Es importante notar que la solucién de este pro-
blema de minimizacién, no es sélo la imagen u completa y limpia, sino también el conjunto
de bordes I'.

Observe ademds que con D = @, es decir, si no existen dominios perdidos este modelo
corresponde exactamente al modelo clasico de Mumford-Shah para: la eliminacién de ruido
y la segmentacion [30].

2.5.3. Modelos basados en la curva elastica de Euler

La elastica es la curva que representa la deformada por flexién del eje longitudinal de
una viga recta, la cual se debe a la aplicacién de cargas transversales en el plano xy sobre la
viga. En esta seccion se presenta la aplicacion de la formulacién variacional de la elastica al

procesamiento de imégenes.
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Modelo elastica de inpainting

En [7], Chan, Kang y Shen proponen mejorar el modelo TV inpainting usando la formu-
lacién variacional de la eldstica, determinada por

E[u] = /()(oc+,[3x2)|Vu|dx, k= V. [ Vi ] .

[Vul

Asi, el modelo de eléstica para inpainting consiste en minimizar el funcional dado por:

A
Efulf, D] = [ ¢(0)|Vuldx +5 [ (u f)dx

donde,
P(s) = a + ps>.

Modelo de Mumford-Shah-Euler

Al igual que el modelo de TV inpainting, el modelo de Mumford-Shah es insuficiente
para problemas de inpainting a gran escala debido a la longitud de curva de energia. Para
mejorar esto, Esedoglu y Shen [16], propusieron el esquema inpainting basado en el modelo
de Mumford-Shah-Euler. En este modelo, se busca minimizar

A
Enet, T|f, D] = %/Q\r|Vu|2dx+/r(uc+,8x2)ds+E/Q\D(u—f)%lx,

notemos que la longitud de energia de la ecuacion (2.10) fue reemplazada por la energia
elastica de Euler.

2.6. Modelos basados en ecuaciones diferenciales parciales

Existen un grupo de modelos de inpainting basados en la nocién fisica de difusién, los
cuales han sido usados exitosamente para suavizar y recuperar dominios perdidos de ima-
genes. Sea D C () un area pequena a ser reconstruida y sea dD su borde, el proceso de
inpainting puede ser visto como un proceso de difusién isotrépica que propaga la informa-
cién desde 9D hacia D. Es decir, que esta técnica tiene la intencién de difuminar los colores
en las dreas faltantes.

En el afio 2000, Bertalmio [3] introduce la técnica de inpainting, donde se restaura una
imagen automadaticamente mediante el uso de ecuaciones diferenciales parciales. El algoritmo
es capaz de llenar simultdneamente pequeios agujeros, necesitando solamente la informa-
cién que se encuentra alrededor de dichos hoyos. El mismo estd inspirado en técnicas de

restauracion de arte. El modelo matematico resultante es una EDP de tercer orden.

El segundo modelo, es el propuesto por Chan y Shen [98], llamado curvature driven dif-
fusion (CDD), donde la cantidad de difusion aplicada estd basada en la cantidad de curvas
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isofotas en ese punto. Las isofotas son lineas dibujadas en regiones de brillo constante, usa-
das para caracterizar la estructura que poseen objetos extensos en el cielo como galaxias o
cometas. Las imdgenes en isofotas son similares a los mapas de contorno, los cuales mues-

tran lineas en regiones de elevacién constante.

El trabajo de Chan y Shen mejora el algoritmo presentado por Bertalmio, ya que evita
que el suavizado en las dreas perdidas se vea borroso.

En esta seccion se revisan modelos basados en EDPs que no provienen de formulaciones

variacionales.

2.6.1. Enfoque de Bertalmio

Este modelo se basa en la idea intuitiva de transportar la informacién a lo largo de las
lineas de nivel, o isofotas incompletas. Para cada punto x donde |Vu(x)| # 0, se define el
vector normal N(x) = Vu(x)/|Vu(x)| y T(x) el vector ortogonal a N(x) y tangente a la

isofota en el punto x como lo muestra la Figura 2.4,

Figura 2.4. Lineas de nivel o isofotas. Fuente: [1]

La idea bésica sigue siendo la misma, extender la estructura que rodea el orificio D.
Por estructura se entienden a las lineas de nivel que llegan al limite del agujero. En [3], los
autores proponen utilizar ecuaciones de transporte, para que la informacién se propague en
la direccién necesaria. La direccién mds natural para elegir es la direccién de las isofotas,
es decir, la direccién ortogonal al gradiente de la imagen Vu™, que es igual a (—d,u, dyu).
El modelo propuesto modela la propagacién del laplaciano en la direccién de las isofotas

mediante la resolucion de:

% (x,t) = V(Au(x,t))Vut(x,t) con x € Q
u(x,t) = f(x) con x €9Q y t >0 (2.11)
u(x,0) = f(x).

Para evitar que de lineas de nivel se crucen, los autores aplican, ademads, pasos intermedios

de difusién anisotrépica, lo que resulta en:

aalt‘ — V(M) Vit + 0V (g(|Va|) V)
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donde g(s) define el coeficiente de difusién y v un pardmetro mayor que cero. En [2] los
autores interpretan la solucién de la tltima EDP como una solucién directa de la ecuacién
de Navier Stokes para un fluido incompresible, donde la funcién de intensidad de la imagen
hace el papel de la funcién de corriente cuyas lineas de nivel son las lineas de corriente del
flujo. Se debe notar que, la ventaja de este punto de vista es que los problemas de fluidos

estan bien establecidos, tanto analitica como numéricamente.

2.6.2. Modelo de curvatura media

La curvatura de u estd determinada por:

curv(u) = V. Qgiﬁ,) ,

que representa la curvatura de las isofotas y es independiente de los valores de gris relativos
[12]. El modelo basado en el movimiento de curvatura media (mean curvature motion) para

{ %=V (\%) (2.12)
u=fen Q\D,

inpainting esta definido por:

2.6.3. Modelo CDD, enfoque de Chan y Shen

Este modelo, fue propuesto por Chan y Shen en [11], después del trabajo realizado sobre
el modelo de variacién total para inpainting descrito anteriormente (ver(2.9)). Los autores
proponen un modelo que involucra a la curvatura x de las isofotas. El modelo (2.9) consi-
deraba el coeficiente de difusién, 1/|Vu|, que solamente depende del contraste o la fuerza
de las isofotas, lo que le impide completar bordes. Es por esto, que los autores llamaron a
su modelo de modelo de curvatura de difusion impulsada (curvature driven diffusion, CDD). La

EDP propuesta es:
U (x,t) = div (g(‘@uv‘”) Vut(x,t) en D 2.13)
u=fen Q\D,
donde g es una funcién creciente tal que g(0) = 0y g(+00) = +oo. Es tipico elegir
g(s) =sf con p>1.
2.6.4. Ecuacién modificada de Cahn-Hilliard
La ecuaciéon de Cahn-Hilliard, determinada por
ou 2 !
Fri A u— AW'(u) (2.14)

con W(u) = (1% — u) un potencial no lineal, es muy importante en la ciencia de los materiales[5].

Esta ecuacion en derivadas parciales no lineal es una ecuacién de difusiéon de cuarto orden.
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Este es un modelo simple para procesos de separacién en fases de una aleaciéon binaria a
temperatura fija. La funcién solucién u representa la concentracién del componente metéli-

co en una aleacion de dos metales.

La modificacién a la ecuacion de Cahn-Hilliard y su aplicacién al problema de inpain-
ting, fue propuesta por Bertozzi, Esedoglu y Gillette [34]

{ W = Aledu — LW(u)) + Ap(u — f) (2.15)

u=0 en 90

donde Ap es la funcién indicatriz del domino perdido D.

El papel de € en la ecuacién original de Cahn-Hilliard (2.14) es muy importante, pues
sirve como una medida de la region de transicion entre dos metales en una aleacién, des-
pués de alcanzar un estado constante. En el contexto del procesamiento de imdgenes, el

pardmetro € serd una medida de la transicion entre los dos estados en la escala de grises.
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Capitulo 3

Tratamiento numérico

Se han propuesto varios algoritmos numéricos para la minimizacién de la variacién total
y esta contintia siendo un drea de investigacion activa. Como primera propuesta, en 1992 Ru-
din, Osher y Fatemi [33] proponen resolver el problema de minimizacién usando el método
evolutivo conocido también como time marching y un esquema explicito para la aproxima-
cién numérica. En lugar de utilizar el método evolutivo, en 2001 Chan, Osher, y Shen [10]
proponen resolver el estado estacionario directamente. Los métodos mds recientes, emplean
la distancia de Bregman [18].

En este trabajo, se plantea resolver la ecuacién evolutiva usando un método implicito,
donde cada iteracion en el tiempo esta asociada un sub-problema no lineal y no diferenciable

que seré resuelto con el método de Newton semi-suave.

Este capitulo esta estructurado en tres partes; en el primero se presentan aspectos me-
todolégicos, en el segundo bloque el método de discretizacién y finalmente los algoritmos

propuestos para la resolucién numeérica del problema de inpainting.

3.1. Aspectos metodolégicos

En esta seccién presentaremos la metodologia que se utilizard para encontrar la solu-
cién al problema de inpainting utilizando el modelo de variacién total (2.9) y el modelo de

curvatura media (2.12).

La ecuacién de Euler-Lagrange asociada al problema de minimizar el funcional ETy en
L%(Q) estd dada por:

Vu

que no es mds que una ecuacion en derivadas parciales. Para resolver la ecuacién (3.1) se
puede plantear su versién dindmica, que consiste en reformular el problema tal que, se busca

el estado estacionario de la ecuacién:

Jdu Vu
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con u(x,0) = f(x). Por tanto, pasamos de una ecuacioén estacionaria a una evolutiva, la cual

es una ecuacién de reaccién-difusién anisotrépica [12] en el dominio Q) \ D.

Finalmente, se presenta la resolucion de

=190 |9 (o) (33)

que corresponde al modelo de curvatura media. Este tltimo ambién puede ser visto como
una técnica de precondicionamiento para (3.2) y cancelar las singularidades debido al coe-
ficiente de difusion degenerada 1/|Vu| en Q \ D, como lo proponen Marquina y Osher en
[29].

Para resolver numéricamente (3.2) y (3.3) se plantea utilizar el esquema de Euler implicito,
es decir, un método implicito a un paso. En este método se obtienen esquemas iterativos de la
forma

W =k ARE (i

donde en cada iteracion se debe resolver el sistema de ecuaciones asociado, contrario a lo
que sucedia en los métodos explicitos, propuestos para estos problemas hasta ahora, donde

k

1k estaba determinado totalmente en la iteracion k.

3.2. Métodos a un paso

Los métodos a multiples pasos tienen asociada la siguiente expresion para k, p enteros
positivos
wou ..+ a,uf TP = h[Bo ¥ (uF) ... By (uFTP)],

donde p determinaré el nimero de pasos del método. Si ag, &, y Bo son distintos de cero el
método se conoce como método a p pasos. Tal que se busca obtener el valor de 1y, , suponien-
do conocidos los valores de uy, g1 ..., Ugyp-1-

Dentro de los métodos a pasos miltiples los métodos de Adams son los mas populares
y tienen la siguiente forma:

uktP — el = BB (i) . B, (uF ),

si B, = 0 se conoce como método de Adams explicito o método de Adams-Bashforth. Y si es
distinto de cero, se conoce como método de Adams implicito o método de Adams-Moulton que
en general tienen un error global menor y son mas estables, pero computacionalmente més

costos pues se debe resolver una ecuacién implicita.

El esquema de Euler explicito estd determinado por:
uF L = ok 4+ (ub),
que coincide con el método Adams-Bashforth a un paso. Mientras que el esquema de Euler
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implicito,
uk = ok + hT(ukJrl)’

coincide con el método Adams-Moulton a un paso.

3.2.1. Propiedades de los métodos a un paso

En esta seccion, se definen la convergencia, consistencia y estabilidad de los métodos a un
paso, asi como las propiedad del esquema de Euler explicito por ser el método numérico que
se empleard. Para aproximar y = y(x) solucion del problema de valor inicial, con x € [a,b]:

{ V= f(x,y)
y(a) = a,

considere el esquema general de los métodos a un paso:

Yo=n
yk+1 :yk+hq)(xk,yk,yk+l,f) kZO,...,Tl*l,

donde x* = a +kh, h = (b —a)/n y ® identifica al método a un paso, se denomina funcién
de incremento, si depende de la variable y**! serd un esquema implicito y caso contrario
serd un esquema explicito.

DEFINICION 3.1. (Convergencia) Se dice que un método a un paso es convergente en [a, b], si
se verifica que:

lim mé S =y =0
tim max [y(x") - y'|

independiente de la condicion inicial y(a) = «, donde y es la solucién exacta del problema

de valor inicial.

DEFINICION 3.2. (Estabilidad) Un método a un paso se dice estable, si existen constantes c;
y ¢z independientes de h tales que, para cualquier par de sucesiones {Xn},~q ¥ {¥n},>o
definidas por:

X0 = q1 Yo =2
k1 — ok 4 hqD(tk, xk’ xk“,f) yk+1 — ]/k 4 h[q)(tk,yk,yk+1,f) 4 €n]

se tiene

max [x, —yu| < c1]x0 — yo| + 2 méx |en|.
0<k<n 0<k<n-—-1

Esta nocion de estabilidad quiere decir que, una pequefia perturbacién en los datos implica
una pequena perturbacion en la solucién, independientemente del paso h. Note que siem-
pre se introducen perturbaciones debido a los errores de redondeo, lIo que hace que esta

propiedad sea indispensable para un método numeérico.

DEFINICION 3.3. (Error de truncamiento) El error de truncamiento en el paso n es ¢, deter-
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minado por:

() = y(x) + ho (xS, y ("), y (), £) + 1.

DEFINICION 3.4. (Consistencia) El método a un paso se dice consistente si

lim méx |&,| =0
h—00<k<n—1

para toda solucién y suficientemente suave dey’ = f(x,y).
TEOREMA 3.1. 5i el método a un paso es consistente y estable entonces es convergente.

PROPOSICION 3.2. 5i ® = (v, y, f) es Lipschitz respecto de la segunda variable, es decir, si
existe M tal que Vx € [a, | se verifica que:

|D(x,y1, f) — ©(x,y2, f)| < Mly1 — yal-

El método a un paso es convergente si, y sélo si, es consistente.

El método de Euler implicito converge con orden 1 respecto a h.

DEFINICION 3.5. (A-establilidad) Se dice que un método a un paso es A-estable si al aplicarlo
al problema de valor inicial test, definido por:

{ y =By Re(p) <0
y(0) = u,

la solucién numérica {y, },~ verifica que:

lim y, =0, Vn > 0.

n—o0

Si se aplica el esquema explicito de Euler, se tiene

P = g 4 gyt
= (14 Bh)y*

= (14 Bh)*yo,

yk“ tiende a cero si, y solo si,
|1+ Bh| < 1.

Los valores Bh que verifican esto, son los valores que pertenecen al circulo de centro en
(—1,0) y radio 1, como lo muestra la Figura 3.1. Luego, el esquema explicito de Euler no es
A-estable.
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Al aplicar el esquema implicito de Euler al problema test, se obtiene

yk+1 _ ]/k 4+ hﬁyk+1

1
k+1 _ k
—1-pnY

1 k+1
- <1—ﬁh> s

luego, la solucién numérica tiende a cero si, y solo si, se cumple que:

‘ 1

ol

condicién que se verifica para cualquier ph con Re(Bh) < 0y por lo tanto para cualquier
valor de 1 > 0. Por lo tanto el esquema implicito de Euler es A-estable.

1.5

0.5+

154

0.5

-0.51

-1.5

05

-0.5 1

-1.5

Figura 3.1. Regiones de A-estabilidad para los esquemas explicito e implicito de Euler.

3.3. Regularizaciones

En las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) el término,

Vu
|Vu|

no estd definido si Vu = 0 y no es diferenciable en cero. Para obtener informacién de segun-
do orden de este término, usaremos una regularizacion.

Las regularizaciones son funciones diferenciables que aproximan términos no diferen-
ciables y dependen en general de un pardmetro de regularizacién. Existen varios tipos, en
este trabajo detallaremos la regularizacién de Huber y la de Berkovier Engelman, que han

mostrados resultados satisfactorios en la implementacion numérica de diferentes tipos de
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problemas como se muestra en [27],[6].

Considere la funcién h: R — R tal que:

w 1, siw >0,
|[w] -1, siw <0.

3.3.1. Regularizacion Berkovier Engelman
Esta regularizacién es de tipo global, y consiste en reemplazar
|w| por |wle

donde |w|c = Vw? + €2 con € un parametro positivo muy pequerio, que es la regularizacion
de Berkovier Engelman para el valor absoluto. En la Figura 3.2 se observa que, mientras més

pequeio sea el pardmetro € la regularizaciéon en cero del valor absoluto serd mejor.

£=0.25
£=0.075
121 : £=0.05

Figura 3.2. Distintos valores para el pardmetro de regularizacion e.

Asi se regulariza h con una funcién C%((}), determinada por:

he(w) =

[wle”

Como se observa en la Figura 3.3 mientras mas pequefio sea el parametro € la regularizacién
de h sera mejor.
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£=0.5
£=0.25
£=0.05

Figura 3.3. Distintos valores para el pardmetro de regularizacion e.

3.3.2. Regularizacién de Huber

Esta regularizacion es de tipo local, es decir, que la funcién / sélo se modificard en una

vecindad del punto donde no es diferenciable, en este caso cero.

Sea y un parametro positivo suficientemente grande, la regularizaciéon de Huber para el
valor absoluto se define como:

|w]?

f)/i
Hv(w) = \w[z—

: 1
sifw| < 3,
1 1
29 S1 |w‘ > 7
Como se observa en la Figura 3.4 mientras méas grande sea el pardmetro -y la regularizacién

del valor absoluto sera mejor.
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Figura 3.4. Distintos valores para el pardmetro de regularizacion 7.

La primera derivada de la funciéon H,, con respecto a w estd determinada por:

H’ .
7() = S, o)

y es la regularizacién que se propone emplear en este trabajo.

Como se observa en la Figura 3.5 mientras mas grande sea el parametro -y la regulariza-

cién de h sera mejor.

5
— =15
— =20

0.5F

-15 i i i i i i i i i i
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 3.5. Distintos valores para el pardmetro de regularizacion 7.
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La soluciéon numérica al problema se aproximaré utilizando el método de diferencias fi-
nitas, el cual se reduce a resolver un sistema no lineal L(u) = 0. Si L es diferenciable se puede
utilizar el método iterativo de Newton cldsico, pero este no es el caso, pues la presencia de la
funcién max(1,.) proveniente de la regularizacion, hace que no se pueda aplicar este méto-
do. Para este caso, en [13] se define la Newton-diferenciabilidad. A continuacién detallaremos
estos métodos.

3.4. Meétodo de Newton semi-suave

Considere la ecuacion escalar no lineal f(x) = 0, el método de Newton es un algoritmo
eficiente para encontrar aproximaciones de los ceros o raices de f. Dado xo, la iteracién del
método de Newton sera:

f(xn)

Xn+1 = Xn — f/(xn)

con n=20,1,...

Note que este método requiere que f sea una funcién continuamente diferenciable y f'(x,) # 0
paran =0,1,.... El método se puede extender a sistemas de ecuaciones no lineales, del tipo
F(x) =0, con:

F:R" — R"

La iteracion del método de Newton serd:

F'(xy)Ax, = —F(xy)

Xpt1 = Xy +Ax, con n=0,1,...

No es necesario calcular la inversa de la matriz jacobiana ([F’(x, )] ') en cada iteracién, pues-
to que se obtiene Ax; resolviendo el sistema lineal respectivo. De esta manera resolver un
sistema de ecuaciones no lineales, se reduce a resolver una sucesién de problemas lineales.

DEFINICION 3.6. (Newton-diferenciabilidad) Sean D un subconjunto abierto de un espacio
de Banach X y F: D — Z un funcional. F es Newton diferenciable en el subconjunto abierto
V C DsiexisteG: V — L(X,Z), una derivada generalizada tal, que:

1
lim ———

F(x+h)—F(x) —G(x+h)h|lz =0,
ho0 ”hHXH ( ) ( ) ( ) ||Z

paratodox € V.
EjemPLO 1. Considere la funcién valor absoluto f:

f:R — R
x — |x|.

La funcién f es no diferenciable en 0. Sin embargo, mediante el uso de la derivada generali-
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zada

(x) = 1, six<O0;
s\ = —1, six>0.

para el caso x = 0 se obtiene:

o sih>0:|x+h—|x|— |1 =0,

esih<O:||x+h|—|x|+|hl|=|—x—h—x+hl =0.

Asi,
1
lim —|f(x+h) — f(x) —g(x+h)h| =0
h—0 |h|

y f es Newton diferenciable.

TEOREMA 3.3. (Iteracién de Newton) Sea X una soluciéon de F(x) = 0, con F Newton diferen-
ciable en una vecindad abierta de V de X. Si

IG) M zx <G,
para alguna constante C > 0 y para todo x € V, entonces la iteracion Newton
ep1 = —G () T F(x)

converge superlinealmente a X siempre que ||xp — X||x sea suficientemente pequerio.

PROPOSICION 3.4. La funcién méx(1,.): R" — R" es Newton diferenciable en R", con deri-
vada generalizada:
Gméx: R" — R"

1, (x)i >1,

3.5. Aproximacién por Diferencias Finitas (FMD)

Para discretizar una ecuacién diferencial parcial existen varios enfoques. Entre los més
importantes se pueden mencionar la aproximacion por diferencias finitas, los elementos fi-
nitos, y los métodos espectrales. En este trabajo, se aplicé el método de aproximacién por
diferencias finitas, que es ampliamente utilizado en el procesamiento matemaético de image-

nes, debido a la estructura de la imagen digital.

El método de diferencias finitas se utiliza para aproximar la solucién de ecuaciones di-
ferenciales. Basicamente consiste en aproximar las derivadas de una funcién en un punto
mediante la combinacién de las imadgenes de la funcién en puntos del entorno (puntos de la
malla). Dicha combinacién se obtiene a patir del desarrollo de Taylor en un punto.
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3.5.1. En una dimensién
Por el desarrollo de Taylor sabemos que
flx+h) = f(x) +hf (x) + 8(h)

de donde, la derivada de primer orden de la funcién f en el punto x se puede aproximar

por:
flath) = ()

flx) m = (3.4)
que se denomina diferencia hacia adelante. De forma similar se obtiene la diferencia hacia atrds
x)—f(x—nh
f(x) ~ f&x) = flx=h) £( ) : (3.5)
Sumando (3.4) y (3.5), se obtiene (3.6) diferencia centrada:
x+h)—f(x—h

La aproximacion de la derivada de segundo orden de f se obtiene tomando v(x) = f'(x),

f'(x) ='(x)
v(x+h) —o(x)

~
~

h
_fx+h) - f(x)
- h

fleth)—f(x) _ f(x)—f(x—h)
~ h h
h
St h) = 2f(x) + f(x —h)
h2 '

Para presentar el método de diferencias finitas, consideremos el problema unidimensional
que consiste en resolver una ecuacién diferencial de segundo orden con valores en la fron-
tera.

PROBLEMA 1. Hallar u : [a,b] — R tal que verifique:

u"(x) = f(x) con x € (a,b)

donde, tanto f como los valores de frontera, u, y 1, son conocidos.

Solucion: se considera una particiéon del intervalo [a,b] en n + 1 subintervalos, todos ellos
de longitud h = (b —a)/(n + 1), que es el tamario del paso de la discretizacion:

a=xp<x1<...<Xxp41 =0
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Se calcula, en cada uno de los puntos x;, un valor aproximado de u(x;), al que se notard como
u;. Se conocen los valores en la frontera, es decir, g y 1,11, asi nuestras incégnitas seran:
uy, Uy ... uy,. Utilizando la aproximacién de la derivada de segundo orden en x; = a + ih,
coni=0,...,n+ 1 se obtiene el problema discretizado, determinado por:

Uiy — 2U; + U q

h2 = fi/ Vi S n
Ug = Uy,
Upt1 = Up.
Desarrollando para n=3, se obtiene:
up — 2uy +u .
%:fl para i =1,
uz —2ur +u .
%:fz para i =2,
Uy —2uz +u .
%:]% para i = 3.
En general, despejando y expresando en forma matricial se busca resolver el siguiente siste-
ma lineal
Au=f,
donde A € R"*" es de la forma:
2 -1 0 0
-1 2 -1
1
A= ],Tz 0 0 ’
-1 2 -1
0 0o -1 2
y los vectoresu € R"y f € R"
U fl + Uy /h2

1) fo

Up—1 fnfl
Uy fn +Mb/h2

La matriz A es tridiagonal, simétrica y definida positiva, lo que garantiza que el sistema
lineal tenga solucién tnica.
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Considere un problema mas general, donde los coeficientes de #’ y 1 son funciones de x,

—u" + p(x)u’ +q(x)u = f(x) con x € [a,b]

IS

a Uuop,

(@)
u(b) = 1.

Solucion: el problema discretizado queda determinado por:

1 1 .
_hi(”i+1 —2u; + ui,l) + p(xi)ﬁ(ui — ui,l) + q(xi)ui =fi, Vi<n
Up = Ug,
Up41 = Up.

El desarrollo para n = 3 sera:

e =1

1

h_z(_”2+2u1 —ug) + %(”1 —up) + qiu1 = f1,
o =2

1 PZ

hj(—u3+2u2 —uy) + g(uz —uq) + qotla = fo,
e =23

1
h_2<_u4 +2us —up) + %(% —uy) + q3uz = f3.

Despejando y expresando en forma matricial se tiene el siguiente sistema lineal

1 2+ h2q1 -1 0 1 p1 0 0 u
2 -1 2—|—hZQQ -1 + i —pP2 P2 0 Uy
0 -1 2+ h26]3 0 —P3 P3 us

fi +ug/h? + prug/h
f3+ug/h?

Cuando en una ecuacién diferencial se especifican condiciones sobre la frontera del dominio,
se pueden destacar dos tipos de condiciones:

e condiciones de Dirichlet: se especifican los valores que la solucién debe satisfacer en
la frontera del dominio, y son de la forma

y(x) = f(x), Vx e

donde f es una funcién conocida sobre 0Q). Si f = 0, se conocen como condiciones
homogéneas de Dirichlet.

EJEMPLO 2. Consideremos un problema cldsico de valor en la frontera del intervalo
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Q = [0, 1], descrito por la Ecuacién de Poisson en una dimension,

%u
_ﬁ :f, en ()
u(0) =u(1) =0.

Solucion: aproximamos la derivada de segundo orden para valores de u en la frontera.
Se discretiza el problema al igual que el problema 1 tomando u, = u, = 0

C UWip1 — 22U+ Ui
12

:fi, VZSI’I

up = tpy1 =0.

Condiciones de Neumann: se especifican los valores, que la derivada de la solucién
debe satisfacer en la frontera del dominio y son de la forma:

W oy
ﬁ(x) = f(x), Vxe€oQ

donde 7 es el vector normal a la frontera 9 y f es una funcion escalar conocida sobre
0Q.

EJEMPLO 3. En una dimensioén, supongamos que ahora tenemos

’u

ﬁ —f, en () = [{l,b]
d
%(a) = du,,

u(b) = uy.

Solucion: la tnica diferencia con respecto al caso anterior es que, desconocemos el va-
lor de uq pero conocemos el valor de su primera derivada. Considerando diferencias
centradas para la discretizacién de la primera derivada, se verifica que:
Ul —u_q
/
u(a) = ———— = du, = duyg

() > ’

despejando,
U_1=uy — Zhduo,

como tenemos una incégnita mas por determinar, afitadimos una nueva ecuacién para

i = 0; reemplazando u_ en la discretizacién de la segunda derivada se obtiene:

uy — 2ug + uy — 2hdug _ 2uy — 2ug — 2hduy
2 - 12 = fo-
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Por lo tanto, en forma matricial tenemos A € IR™" de la forma

1 -1 0 0
-1 2 -1

1

A=—| 0 0o |
-1 2 -1
0 0o -1 2
u = (uo,u1,...,up-1)"y

(fo+ (2dua/h))/2

f= !
fuo1 — up/H?

En el caso del otro extremo, es decir, %(b) = duy se procede de forma similar y se

obtiene:
2 -1 0 0
-1 2 -1
1
A:_h_2 0 0 ’
-1 2 -1
0 0 -1 1
u=(uy, ... uy)"y
fi —uo/H?
f= :
fnfl
(fu+ (2duy/h))/2

PROBLEMA 2. Hallar una funcién u = u(x,t) conx € [0,1] yt > 0, solucion de la ecuacion:

%—Lu:f, xe(0,1), t>0 (3.7)

con condiciones de borde

u(0,t) =u(1,t)=0, t>0

y condicién inicial

u(x,0) =up(x), x€][0,1].

Si el operador diferencial L estd dado por:

o*u
Lu = Uﬁ,

la ecuacion (3.7) se denomina ecuacion del calor. Considere una barra metalica de longitud
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unitaria, u(x, t) describe la temperatura de la barra en el punto x en el instante t, el coefi-

ciente de conductividad térmica estd dado porv > 0 y f(x, t) representa la fuente calor.

Solucion: para resolver numéricamente la ecuacion de calor se discretiza tanto la variable

espacial como la temporal. Se utiliza la siguiente notaciéon
w; =u(x;,t), i=0,...,n,

y se aproxima el problema con:

w(t) + uhlz(ui_l(t) o) () = Fi(b), i=1,...,n—1,
u,(t) =0, Vi>0,

u;(0) =uo(x;), i=0,...,n.

=
o
~—

~~
~—

I

Matricialmente este esquema corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDO) de la forma:
ui(t) = vAu(t)+ f(t), Vt>0 (3.)
1(0) = ug

donde u(t) = (u1(t),..., up—1(t)), uo = (uo(x1),...,uo(x4—1)) y A esla matriz de discreti-

zacion.

Los esquemas mds utilizados para resolver (3.8) son los de Euler semi-implicitos, donde

k

v* serd el valor de v en el instante t = kAt para At > 0, el esquema semi-implicito con

parametro 6 es de la siguiente forma:

At

ud = Uo,

{ WUt  ABUR 4 (1 — 0)uF) + 0 4 (1—0) 5, k=0,1,...
0, de manera equivalente,
(I 4 vOALA)u ! = (1 — vAL(1 — 0) A)uF + gF+!
con ¢F1 = AHOFHT 4+ (1 —0) fF).
e 5if = 0, se tiene el método de Euler explicito:

uktt = (I oAtA)uk + Atf5, k=1,2,...

si At < %hz el método es estable.

e 5if =1, se tiene el método de Euler implicito:
W = (T4 oAtA) Wk ALY, k=1,2,...

el cual es incondicionalmente estable.
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e Si 0 = 1/2 se obtiene el método de Crank-Nicolson, también es incondicionalmente
estable.

3.5.2. En dos dimensiones

Para el caso bidimensional, el procedimiento es idéntico al empleado al aproximar pro-

blemas unidimensionales.

PROBLEMA 3. Sea Q) = (ay, bx) X (ay,by) C R?, un dominio rectangular. Hallar u : Q — R
solucion de la Ecuacién de Poisson,
*u  d%u
7Au:7%7@:f en Q)

u = g sobre 0Q)
donde d() es la frontera de ) y tanto f como g son funciones conocidas.

Solucién: Se define el mallado sobre el rectangulo (), a través de la particién sobre [ay, by]
con un paso de discretizacion h, = (by —ay)/(ny + 1) y de forma similar sobre [a,, b,| con
un paso de discretizacién h, = (b, —a,)/(n, + 1). Estas particiones definen los puntos
(xi,y;) € R? tal que

X; =ay+ihy, con i=0,1,...,ny+1

yj:ay—i—jhy, con j=0,1,...,n,+ 1.

En cada uno de los puntos (x;, y;) de la malla, se calcula una aproximacién del valor u(x;, y;),
al que notaremos como u;;. De forma similar que en el caso en una dimensién, podemos
aproximar cada una de las derivadas parciales usando el desarrollo de Taylor. La aproxima-
cién del laplaciano estard dada por:

02 02 —hy,y) —2u(x, hy,
)+ ) e MRt Z 2O )

N u(x,y — hy) —2u(x,y) +u(x,y+ hy)
12
Yy

Utilizando esta férmula en los puntos (x;,y;) de la malla (ver Figura 3.6), obtenemos el
problema discretizado:

"2 h2 -

{ Ui =2 U =20 i fii
ij
(3.9)

Uij = 8ij

donde f;; = f(x;,y;),coni=1,...,ncyj=1,...,n,.
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Figura 3.6. Malla con paso de discretizacion /iy y hy. Fuente: Elaboracién propia.

Si tomamos el mismo paso de discretizacion en (3.9) tanto para x como para y, y utilizan-
do ademas, un orden horizontal y luego vertical lexicogréfico; se tiene que el sistema lineal,

para condiciones homogéneas de Dirichlet, serd —Au = F, donde la matriz de discretizacién

0«
0

- -

L4 L]
X Yj

- -

L4 L

-

i

del laplaciano, A € R"*"" esta dada por:

reescribiendo,

-4 1 1 0
1 —4
1
—4 1 0
1 —4 1 1
1
1
1 —4 1
0 1 -4 1
1 —4
1
0 1 —4
-B I 0 0
I -B I
A=-31 0 0
: I -B 1
0 0 I -B
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donde I es la matriz identidad n x 1 y la matriz B tiene la forma

4 -1 0 0
-1 4 -1
B=1 o 0
-1 4 -1
0 0 -1 4

Notemos que la matriz A es tridiagonal por bloques, se puede probar que es definida positi-
va, y por tanto invertible lo que garantiza que el sistema tenga solucion tnica. Los vectores

2 2 . .
u € R" y f € R",son de la siguiente forma:
T
u = (ul,lr ey un,ll ul,Z/ e Un2, ey, un,n)

F= 1 futs fioees fapreeor fan)'

Si se consideran condiciones de Neumann, la matriz A sera:

-B, I 0 ... 0
I —-B, I
1
A::ﬁz 0 0 ,
I —B, I
0 0 I -—B

2 -1 0 0 3 -1 0 0
-1 3 -1 -1 4 -1
Bi=1 o0 0 |, B=1| o0 0
-1 3 -1 : -1 4 -1
0 0 -1 2 0 0 -1 3

A continuacion, se presenta las matrices asociadas a la discretizacién de las derivadas par-

ciales de u 3 3
g;a:D+ o (D7) 5%2:D;()(D;)
donde
Dy : diferencias en x hacia adelante,
Dy : diferencias en x hacia atrés,
Dy : diferencias en y hacia adelante,
D, : diferencias eny hacia atras
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2

las mismas que son matrices n? x n?, definidas por:

D; 0 O 0 -I I 0 0
0 D O : 0 —-I 1
o1 _
x_E 0 0 ’ y_ﬁ 0 0
0 D 0 0 —-I I
0 0 0 D 0 0 0 -I
D, 0 O 0 I 0 0 0
0 Dy O : -1 I 0
o1 b1
X_E 0 0 ’ y_ﬁ 0 0
0 Dy 0 Co... -1 I 0
0 ... 0 0 D 0 ... 0 —I 1

-1 1 o0 0 1 0 0 0
0o -1 1 ... -1 1 0
Dl—1 0 .0 Dz—1 0 0
h : ’ h
0 -1 1 -1 1 0
0 0 0 -1 0 0 -1 1

3.6. Aplicaciones

Después de establecer el método de discretizaciéon que se empleara para resolver el pro-
blema de inpainting, se presenta a continuacién la resolucion en MATLAB de una serie de

problemas que nos permitirdn alcanzar nuestro objetivo.

3.6.1. Problemas lineales

A continuacién se presenta la discretizacién de ecuaciones en derivadas parciales linea-

les en una y dos dimensiones.
PROBLEMA 4. Hallar y : (0,10) — R, que satisface la ecuacioén (3.10),

yo1,. 101 5 x
Y 10Y T 100Y T 10°%° (4) (3.10)

sujeto a las condiciones de borde,
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Solucion: El problema discretizado, utilizando el método de aproximacion por diferen-
cias finitas hacia adelante con condiciones de Diriclet, queda determinado por el siguiente
sistema lineal: 1 101

Au+ —Du+ —u =
"t Pt ot =
donde: A es la matriz de discretizacién para la derivada de segundo orden, D es la matriz

de discretizacion para la derivada de primer orden, f € R” determinado por:

Fien = ( pyeos ()

yu = (uy,uy,.. .,un)T. Conocemos la solucién exacta de la ecuacion (3.10), que se obtuvo
utilizando el comando dsolve del software matematico Matlab,

y=dsolve (’-D2y-1/10%Dy-101/100%y=-5/10%cos (t/4)*,’y(0)=0,y(10)=-1/27,7t") .

La Figura 3.7 muestra la solucién aproximada utilizando 100 y 700 puntos de discretiza-
cién. Como se observa, mientras mds pequefio sea el paso de discretizacion mejor sera la
aproximacion.

e

Solucién Exacta Solucién Exacta
Solucion Aproximada Solucion Aproximada

0.5

Discretizacion (x) Discretizacion (x)

Figura 3.7. Comparacion entre la solucion exacta y la solucién aproximada encontrada por el algorit-
mo implementado con n = 100 (a la izquierda) y n = 700 (a la derecha).

PROBLEMA 5. Resolver el problema eliptico en Q) = (0,1) x (0,1):

(3.11)

Au=—10x* (x,y) € Q
u(x,y) =0 V(x,y) € .

Solucién: El problema discretizado, utilizando el método de aproximacién por diferencias
finitas hacia adelante con condiciones homogéneas de Dirichlet en dos dimensiones, queda
determinado por el siguiente sistema lineal:

Au = f,
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donde A es la matriz de discretizacién del laplaciano y f € R" tal que:
fli)i<n = —10x7.

La Figura 3.8 muestra la solucién aproximada de la ecuacién (3.11), utilizando 50 puntos de

discretizacion.

700
600
500

— 400

=

< 300 \

I
200 GIHTTR
7 ,,/,4; % H ““‘“\\\ﬁu
74
5

7%

Ll AT \

75 % (AT A\

100 \ K (T
WY i

7y
2

60

(y) 0o ®)

Figura 3.8. Superficie de u aproximacién de la soluciéon (3.11).

3.6.2. Problemas no lineales

A continuacioén se buscard aproximar la solucién numérica de ecuaciones en derivadas

parciales no lineales utilizando el método de Newton.

PROBLEMA 6. Resolver el siguiente problema eliptico no lineal en Q) = (0,1) x (0,1):

ehu—ud=f

u(x,y) =0 V(x,y) € 0Q (3.12)

Solucion: el problema (3.12) discretizado estd determinado por:

1
3 _ ¢ .
Gﬁ (ui+1,j — 41/11‘,]‘ F Uit Ui+ u,',]',l) —upp = fi, L,j=1,...,n

En forma matricial con u3 = (u%, ., w:’l)T y A matriz de discretizacion del laplaciano, se
obtiene:

cAu —u’ =f,

notese que el sistema que se obtiene después de la discretizacion es un sistema no lineal por
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lo que se requiere del método de Newton para resolverlo. Sea

Fu) = [eAu—u’ — f],
F'(u) = [eA — 3diag(u?)),

de donde el esquema iterativo sera:

F'(uy)Auy, = —F(u,) n=0,1,...

Upt1 = Uy + Duy,.

Se implemento6 este algoritmo utilizando una tolerancia de 107¢ y ||Au,|| < 107 como
condiciéon de parada del algoritmo. De este modo, se obtiene una aproximacién a la solucién

de (3.12), con € = 1072, f = 1y n = 50 puntos de discretizacién, como se observa en la
Figura 3.9.

0.6 /'7“ /
% 04 ”/'//I'//ll //"”//l/','" \ \\\\

f"/ i
/////WW i

\\ ‘
\“\\‘\;\“\‘\‘\\;\‘%\\ “\‘\‘\‘\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\ |

50

20

(y) 0 o (x)
Figura 3.9. Superficie de u aproximacién de la solucién (3.12), tomando € = 1072, f = 1.

PROBLEMA 7. Dada una funcién f: (0,1) — R con ruido, se busca una funcién que mantenga
caracteristicas como saltos, y que no contenga ruido. Ya que este problema puede ser tratado
como una imagen en una dimension se resolverd utilizando el modelo de variacion total de
filtrado de ruido (2.3).

Solucion: A partir de (2.4), el problema se reduce a resolver:

o~ (%) A f) =0, (3.13)

sujeto a la condicion inicial u(0) = ugy u(1) = 1.

Notemos que este problema contiene un término no diferenciable. A continuacién, se

presenta la solucion numeérica del problema (3.13) utilizando la regularizacién de Berkovier
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Engelman antes mencionada.

Se define la variable g tal que se obtiene el siguiente sistema

=g +AMu—f) =0,
W =i, (3.14)

u(0) =uo, u(l) = ty41.
El problema (3.14) discretizado esta determinado por:

Uil — 2U; + Ui i — Yi— ]
—y i+1 hZZ i-1 _ Y4i hqllJr)\(Mi*fi):O’ Vi<n

2
Ujr1 — Uj o Hip1 — Uy
\/(h > + € qi = h

u(0) =up, u(l) =uy4q.

matricialmente se reescribe:

—yAu—D g+ Au— f)

F(u,q) = ( (D+u)2+€2)q_(D+u)

(3.15)

donde A es la matriz de discretizacion de la derivada de segundo orden, D~ la matriz de
diferencias hacia atrds y D, la matriz de diferencias hacia adelante. La matriz jacobiana
asociada a F, estd dada por:

—YA+AI —D7gq

F'(u,q) =
(1e,4) B—-D" diag ( (Dtu)?+ 62)

donde,

B = diag(b)D " diag(q)
D*tu

b=

El esquema iterativo estd dado por:

F’(uk, qk)A(uk, qk) = —F(uk, qk) k= 0,1,...
(tkg1, Gks1) = (k) + A(uk, gi)-

Se implement6 el algoritmo con n = 1000, v = 107%, ¢ = 1072, A = 10° y tolerancia de
10~° para el criterio de parada ||A(uy, gx)|| <tolerancia. El problema resulta inestable para
valores pequerios de €, por tal motivo, se proyecta g al intervalo (—1,1) en cada iteracion
del método de Newton; es decir, se utiliza 7 en lugar de g:

g = min(max(—1,4),1).
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La Figura 3.10 muestra el resultado para f = exp(—x) + # con # un numero aleatorio con
distribucion normal de media cero y varianza 0,1

T T T
funcién f
aprox sin ruido

Iy

I "‘ll“j \H \‘
“ i "“"‘““uu\ M\‘H |

" M ‘ iI“\ \‘hﬂ“\ il

Hir } i ” ll”\'h‘]"‘l il

0.4

0.2

Figura 3.10. Aproximacién de la funcién f

OBSERVACION. En (3.14) se pueden utilizar en lugar de la matriz de diferencias hacia atrds y
la matriz de diferencias hacia adelante, D¢ la matriz de diferencias centradas obteniendo el
mismo resultado. Sin embargo, no se pueden utilizar sélo diferencias hacia adelante o sé6lo
hacia atrés, pues se estarian tomando como conocidos valores distintos a las condiciones de

frontera.

3.7. Algoritmos propuestos para el procesamiento de imagenes

3.7.1. Filtrado de ruido

PROBLEMA 8. Dada una imagen f con ruido, se pretende encontrar una imagen limpia de
ruido u, que conserve las caracteristicas de la imagen observada.
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Solucion: se resolverd este problema de filtrado de ruido utilizando el modelo de varia-
cion total,

. A
n\b}n/Q\Vu(x)]derz'/Q(f(x)—u(x))zdx,

el cual se reduce a resolver numéricamente la condiciéon de optimalidad asociada, es decir,

resolver la ecuacién de Euler-Lagrange determinada por:

V. (%) A= f) =0 (3.16)

con condiciones homogéneas de Neumann d,u = 0, donde 7 es el vector normal exterior a

0Q). El problema regularizado utilizando la regularizaciéon de Berkovier Engelman sera:

—divg+A(u—f) =0,
¢ = (\VV—K\) (3.17)
dy,u =0 en 0Q).

Note que este problema es la extension al caso bidimensional del problema anterior (3.14),
asi la implementacién numérica es similar considerando las siguientes variantes:

$: R? — R? un campo vectorial tal que

¢ = (¢1,92),

de donde

VG = div — %!’ai;z.

Asi,

<\/(8xu)2 +(Q,u)2 + €2> 1 = it <\/ (Dx10)2 + (3y10)? + 62> ¢ = dyu.
El problema discretizado en forma matricial tiene asociado F tal que

—Di¢1 =Dy o+ A(u—f)
g1 ¢2) = | (y/(DIw)? +(DjuP +e) g1 — Dfu
(\/(Dfw? + (Dfu)2 +€2) g2 — D u

y su matriz jacobiana asociada F’

Al -D; Dy
F'(u,¢1,¢2) = | B1— DY diag(R) 0

By — Dy 0 diag(R)

donde R = \/(Dj{u)2 + (Dyu)?+ €2,
By = [diag(b1) Dy + diag(by) Dy |diag(¢1), Ba = [diag(by) Dy + diag(by) Dy |diag(¢2)
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con D+
Dy u
by = x U by = y

J(DFw)2 + (D u) + e J(DEw)? + (D)2 + e

El esquema iterativo asociado estd dado por:

F' (g, b, ) Ak, $p, $7) = —F(ur, dp, $5) k=0,1,...
(i1, Ph1s Prrr) = (e P, 9F) + Alug, f, 97).-

Se implemento el algoritmo con n = 256, ¢ = 107%, A = 3000 y tolerancia de 10° para el
criterio de parada dado por ||A(u, ¢f, ¢7)| < tolerancia. El problema resulta inestable para
valores pequefios de €, por tal motivo, se proyectan ¢; y ¢, en cada iteracién del método de
Newton, es decir, se utiliza el vector $ = (¢1,$2) en lugar de ¢:

/ ¢;/max(1,v/(¢1)” + (¢2)?
P max(L 19l ~ R
(¢1)> + (¢2)
Asi,

B; = [diag(b,) D} + diag(b2) Dy |diag(¢;) para i =1,2.

Se observa, el resultado obtenido después de 22 iteraciones en la Figura 3.11,

Figura 3.11. Imagen filtrada.

En la Figura 3.12, se observa que el filtrado de ruido depende del valor que tome el para-
metro A. Para valores pequefos de este pardmetro se obtiene una solucion sobre-regularizada,
donde el suavizado en la imagen filtrada es excesivo. Por el contrario, si A es demasiado
grande el algoritmo no filtra el ruido.
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Figura 3.12. Imagen filtrada tomando A = 500, 1000 y 5000.

3.7.2. Inpainting

PROBLEMA 9. Dada una imagen f con dominio perdido D, se busca una funcién u que se-
rd la imagen restaurada de f pues aproxima los dominios perdidos D con la informacién
disponible alrededor de estos.

Algoritmo para inpainting utilizando la regularizacién de Huber.
Solucion: se resolvera este problema de inpainting utilizando el modelo de variacién total
1
minEryulf, D] = | [Vuldx+ 5 [ Ap(x)(f(x) = u(x))dx,

el cual se reduce a resolver numéricamente la condicién de optimalidad asociada E7.,, = 0,
es decir, resolver la ecuacion de Euler-Lagrange determinada por:

Vu _
-V. (\Vu|> + Ap(x)(u—f)=0. (3.18)

Note que (3.18) es similar al problema de filtrado ruido, por lo cual se procede de manera
similar. El problema regularizado utilizando la primera derivada de Huber se presenta a
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continuacion:

—divg +Ap(x)(u—f) =0
méx(1,y |Vul)¢ = v Vu.

La discretizacion y formulaciéon matricial asociada estd determinada por F donde:
~(Dx¢1+ Dy ¢2) + Ap(x)(u — f)

F(u,¢1,¢2) = | max (1,7\/(Dju)2 + (Dju)2> ¢1 — yDiu
max (1,7\/(D;*u)2 + (Dju)2> ¢2 —yDyu

El método de Newton semi-suave permite encontrar las raices de F(u, ¢1,¢2), es decir, la
solucién de

F(u,¢1,¢2) = 0.
Ya que la funcién max no es diferenciable, F’ representara la derivada en el sentido de New-
ton y esta dada por:
Ap(x)I —-Dy -D,
F'(u,¢1,¢2) = | My — D diag(R) 0 ,
M, — Dy 0 diag(R)

notando R = max (1,7\/(Dju)2 + (Dju)z), M, y M, definidas por:
M; = diag(H)~y [diag(hl)Dj + diag(hz)Dﬂ diag(¢1),
M, = diag(H)~y [diag(hﬁDj’ + diag(hl)Dﬂ diag(¢2)
con hy, hp y H dados por:

+ +
Dxu Dyu

hy = , hy = ’
\/(D¥u)? + (Dju)? \/ (DFu)? + (Dy u)?

(i, {0, si (7y/(Dfu)2+ (Dju)z)i <1

1, caso contrario.

Ademas, ¢1 y ¢ denotan las proyecciones de ¢ and ¢, respectivamente, es decir:

¢ = o
méx (1, /($)7 + (92)?)
2 P2

~max (L9 @2
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El esquema iterativo que se resolverd hasta que F(uy, i, ¢7) este lo sufientemete cerca de

cero, sera:

F'(ug, ¢, %) D1tk i, $1) = —Flur, ¢, ) k=01,
(1, Phrs Prer) = (ks Pp, §F) + Ay, f, 7).

Gracias a la proyeccion realizada, la matriz F’ es una matriz definida positiva, lo que desde
el punto de vista de la optimizacién matematica es una ventaja pues se obtiene una direccién

de descenso
pr = —(F)'F.

Asi, el esquema de Newton semi-suave sigue siendo un esquema que converge superlineal-

mente, pero con la ventaja de ser globalmente convergente (ver [22],[14]).

Algorithm 1 Ecuacién de Euler-Lagrange

1: Inicializark =0 1o = f

2 gl =gi=0

3 A>0

4: ¥>0

5: Repetir

6:  F'(p 0, $7) A1, 1, $711) = —F (i 91, 47)
7. Actualizar

(1, Pryr Prsn) = (o P 90) + B(pksr, Py i)
9: k=k+1

10: Hasta HF(yk,(p,l,cplz))H < tol

11: Retorna pi

*

Algoritmo ecuacién de reaccién-difusién anisotrépica

Se presenta a continuacion la implementacion numérica de la ecuacién evolutiva de

(3.18). Se busca resolver el sistema regularizado utilizando la primera derivada de Huber,

g—l; =divg — Ap(x)(u — f)

méx (1, |Vu|)¢ = v Vu.

Se utiliz6 un esquema implicito para la discretizacién de la variable temporal, determinado
por:

= kg div (25 g () (6 — f)
\Vuk+1|
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La discretizacion y formulaciéon matricial asociado estd determinado por F:
u—d—AtDy¢1+ Dy ¢ — Ap(x)(ut — f)]

Flu, g1, ¢2) = | méx (1,y(/(Dfu)?+ (Dfu)?) g1 —7Dfu

méx (1,7\/(Dju)2 + (Dju)2> ¢ —yDu

El método de Newton semi-suave permite encontrar las raices de F(u, ¢1, ¢2), es decir, la
solucién de

F(u,¢1,¢2) = 0.
Ya que la funcién méx no es diferenciable, F’ representard la derivada en el sentido de New-
ton y estd dada por:
I+ AtAp(x)l —AtD;  —AtD,
F'(u,¢1,¢2) = | My —Df  diag(R) 0 ,
My — Dy 0 diag(R)

notando R = méx (1, 'y\/(D;fu)z + (D;u)z),Ml y M estan definidas por:

M, = diag(H)~y [diag(hQDx+ + diag(hz)Dﬂ diag(¢1),

M, = diag(H)~y [diag(hz)Dj + diag(hl)Dﬂ diag(¢7)
con hy, hy y H dados por:

D+
Iy = 24 , =

/(D)2 + (Dj u)?

JF
Dyu

\/(Dju)z + (Dju)zl

(H); = {O' si (7\/(D;fu)2+ (D;u)z)i <1

1, caso contrario.

Ademas, ¢1 y ¢ denotan las proyecciones de ¢ and ¢, respectivamente, es decir:

6 = S
méx (1, \/(p)7 + (¢2)?)
62 = i

méx (1, /(17 + (#2)7)
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Algorithm 2 Ecuacién de reaccion difusion anisotrépica

1: Inicializar k =0
2 Uy = f

3 Pp=¢;=0
4 A>0

5: ¥>0

6: Resolver

7
8
9

F' (e, 9 90 A1, Py Oei1) = —F (i 3, 97)
: Actualizar
(M1, Py, Dir) = (i D 0F) + Al pticsr, Oy $71)
10 k=k+1
11: SI la solucién no es estacionaria
12: k =k+1yvolvera6
13:  Caso Contrario
14: Retorna y

Algoritmo movimiento de la curvatura media

Se presenta a continuacion la implementacion numeérica de la ecuacion:

aa_‘t‘ = |Vl [v. <|§—Z|ﬂ — Ap(x) (1 = f). (3.19)

Para su implementacion numérica se utiliz6 un esquema implicito para aproximar la va-
riable temporal y se implemento el método de Newton semi-suave para resolver el sistema

asociado en cada iteracion.

k1 _ koA k1) gi Vit A k+1
u =u + At |Vu | 1v W — D(x)(u —f) .
Asi, se busca resolver el sistema regularizado utilizando la regularizacién de Berkovier En-

gelman, dado por:

Jou R
S = |Vulediv — Ap(x)(u — f)
|Vuled = Vu.

El problema discretizado en forma matricial tiene asociado a F tal que

u—d—NAt (R(D;(Pl + D;¢2) — Ap(x) (U — f))
F(M,(Pl,(Pz) = R(Pl — Dj{u ’
R — D;ru

donde R = \/ (D{u)? + (Dy u)? + €2. Su matriz jacobiana asociada F’
I—AHC = Apy]) —Atdiag(R)Dy —Atdiag(R)Dy
F'(u,¢1,¢2) = By — D} diag(R) 0
By — Dy 0 diag(R)
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donde,

By = [diag(b1) Dy + diag(by) Dy |diag(¢1), Ba = [diag(by) Dy + diag(by) Dy |diag(¢2)

C = (diag(b1) D +diag(b2)Dy ) (D5 ¢1 + Dy ),

con n
D;'u Dy u

bl = 7 b2 =
\/<D;u)2 + (D u)? + € \/(D;u)z + (D u)? + €2

Ademas, ¢ y ¢> denotan las proyecciones de ¢; and ¢», respectivamente, es decir:

¢ = A
mix (1, \/(p)7 + (92)?)

$2 = L -
méx (1, \/(p)7 + (92)7)

El esquema iterativo asociado estd dado por:

F' (i, ¢, $0) Ak, dp, $) = —F (i $, 97) k=01,
(51, Pher, Pr) = (i Pk 9F) + Al O, 97),

Se propone ademas, resolver la version estacionaria de la ecuacién (3.19), es decir:

Vil [v. (,gz‘ﬂ ~Appo (- f) =0, (320)

Asi, se busca resolver el sistema regularizado utilizando la regularizacién de Berkovier En-
gelman, dado por:

|Vuledivg — Ap(x)(u— f) =0
\Vulep = Vu.

El problema discretizado en forma matricial tiene asociado a F tal que

\/(D;ru)z + (Dy u)* + €2 (D§¢1 + Dy_fl’z) — Ap)(u—f)
F(u,¢1,¢2) = (\/(Dju)z + (Dju)2 + €2> ¢1— Diu ,
(v/ (D)2 + (D w2 +€) g2 — Dfu

y su matriz jacobiana asociada F’

C—Apl diag(R)Dy diag(R)Dy_
F'(u, 1, ¢2) = By — Df diag(R) 0
Bi — Dy 0 diag(R)
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donde,

R = (\Drup+ (D e),

By = [diag(b1)Dy + diag(b2) Dy ]diag(¢1), Bz = [diag(b1)Dy + diag(b2) Dy |diag ()

C= (diag(bl)Dj + dmg(bz)p;)) (D;(pl + Dyvpz) .

con
Dfu
by = ,
\/(D;'u)z + (Dyu)?+¢€2
Difu
by = =

\/(D;"u)z + (Dy u)? + €2

Ademas, 1 y ¢ denotan las proyecciones de ¢ and ¢, respectivamente, es decir:

fi= 5. I
méx (1, \/(p)7 + (92)7)

i = P
mix (1, \/(p)7 + (92)?)

Algorithm 3 Ecuaciéon del movimiento de curvatura media

1: Inicializar

2 u=¢=¢;=0

3 A>0

4 €>0

5: Repetir

6 F' (e P P D(ir, Piyr b 1) = —F (i i 9%)
7. Actualizar

8
9

(1, Phr Posn) = (o P 97) + D(pesr, D1 )

k=k+1
10: Verificar
11: SI la solucién no es estacionaria

12: k=k+1yvolverab
13:  Caso Contrario
14: Retorna i
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Capitulo 4

Implementacion y experimentos

computacionales

En este capitulo, se exponen los resultados y conclusiones obtenidas a partir de la imple-
mentacién de los algoritmos propuestos para resolver el problema de inpainting.

Se aplicé el método de aproximacion por diferencias finitas, ampliamente utilizado en
el procesamiento matematico de imdgenes, debido a la estructura de la imagen digital. Se
consideran Q) = [0,1] x [0,1] el dominio de las imagenes en escala de grises, 1, x 1, la
dimension de las mismas y iy = 1/(ny + 1) el paso de discretizacion de la variable x y en y,
hy=1/(n, +1).

Para evidenciar que estos algoritmos son eficientes cuando no se buscan recuperar pe-
quenos detalles, se presentan ejemplos sencillos de dominios perdidos asi como dominios

que seran un reto mayor.

4.1. Comparacién de modelos de inpainting

En esta seccion se presenta la comparacion grafica de los resultados obtenidos utilizan-
do: el modelo de variacion total, la regularizacion de Tikhonov para inpainting (ver anexo
A.1.1), movimiento de curvatura media y la ecuacién modificada de Cahn-Hilliard.

Como se observa en la Figura 4.1, para el primer dominio perdido que tiene el 15% de
dafio, los modelo de TV inpainting y curvatura media obtienen los mejores resultados pues

recuperan todo el borde, lo que no ocurre con el resto de modelos.

En los dominios perdidos restantes, ninguno de los modelos presentados es capaz de
recuperar los bordes, sin embargo se debe notar que la restauracion de estos es un reto
mayor pues el dominio a restaurar es de mayor tamafio y dificultad. Se puede concluir
asi que, para recuperar dominios relativamente pequeiios se obtienen excelentes resultados
visuales con el modelo de TV inpainting, pues es capaz de recuperar bordes.
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wj= sl o

a) 15 % de dominio b) 20 % de dominio ¢) 25 % de dominio
perdido. perdido. perdido.

Modelo de TV inpaiting.

Modelo de curvatura media.

Regularizaciéon de Tikhonov para inpaiting.

Ecuacién modificada de Cahn-Hilliard.

Figura 4.1. Simulacién de dominios perdidos.Fuente: Elaboracion propia.

4.2. Andlisis experimental de los algoritmos implementados

En esta seccion, se presenta la simulacion de dominios perdidos D y la reconstruccién
de los mismos. Para esto se utiliz6 imdgenes f con distintas caracteristicas como: brillo,
bordes, contenido y textura. Lo que permitié analizar el comportamiento de los algoritmos

propuestos en este trabajo.

La implementacién numérica se realizé haciendo uso del software de programacién
Matlab, en un equipo con procesador de Intel(R) Core(TM) i5 de 1.7 GHz con 8GB de me-

moria RAM.
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Experimento 1: en la primera simulacion se utiliz6 la imagen de Lena muy popular en el
procesamiento de imédgenes, ya que presenta una mezcla de detalles como sombras, bordes
y texturas. En este primer experimento se pierde el 25% de la imagen utilizando puntos
como se observa en la Figura 4.2,

Figura 4.2. Simulacién de domino perdido utilizando puntos.

En este experimento se pretende analizar el comportamiento del algoritmo 1, donde se
emplea la regularizacién de Huber, al que se denominé TV Huber y del algoritmo TV En-
gelman donde se utiliza la regularizacién Berkovier Engelman (ver apéndice B.1.2). Se busca
evidenciar la influencia de los pardmetros de regularizacién sobre estos algoritmos, para lo
cual analizaremos el niimero de iteraciones y el tiempo de ejecucion, es decir, el tiempo que

tarda cada algoritmo en alcanzar la solucién u para distintos pardmetros de regularizacion.

Para la implementacién numérica se fijo la tolerancia en 107, para el criterio de parada
dado por ||F(uy, ¢i, ¢7)|| < tolerancia, que corresponde al test de parada empleado para
hallar las raices utilizando el método de Newton semi-suave del sistema asociado en cada

iteracion.

El pardmetro A como se explicé previamente, es crucial para conseguir el equilibrio entre
la estabilidad de la solucién y la calidad de los datos. Si A es demasiado pequefio, se obtiene
una solucién sobre-regularizada como lo muestra la Figura 4.4, donde el suavizado en la
imagen restaurada es excesivo. Por el contrario, si A es demasiado grande el algoritmo puede
ser inestable. Esto se ve reflejado en la Tabla 4.1, pues mientras mds pequefio sea el valor que
tome A son necesarias mads iteraciones y el tiempo de ejecucion es mayor.
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Figura 4.3. Imagen restaurada utilizando A = 10

Los pardmetros de regularizacién 7y y € determinardn una mejor aproximacién de los
términos no diferenciables, tema muy importante en la implementacién numérica, ya que
el valor que tomen estos no influye en la solucién u pero si, en el tiempo y ndmero de
iteraciones de la convergencia de los algoritmos planteados.

En el caso del pardmetro de regularizacion <y, teéricamente hablando, deberia tomar un
valor muy grande lo que ocasiona més iteraciones y mas tiempo de ejecucion como se obser-
vaen la Tabla 4.1. En la practica basta tomar el valor oy = 10 para obtener buenos resultados.
Por otro lado, el parametro € deberia ser muy pequefio, lo que en la implementacién numé-
rica resulta en un problema inestable, por lo cual se utiliza una proyeccién. Asf, tomar 104
es suficiente en la practica. Se puede concluir que los algoritmos planteados son estables,
independientemente del valor que tomen los pardmetros A,y y €.

. Numero de Pardametro de Tiempo
Pardametro A . . o .
iteraciones regularizacién (min.)
10° 14 1.35
10* 12 y=10 1.14
2
TV Huber 10 16 372
20 v =100 3.03
10° 12 v =50 1.71
12 v=25 1.69
10° 13 0.55
4 104
™V 10 15 e=10 0.88
102 27 5.77
Engelman
—10-2
106 13 e=10 0.33
16 e=10"° 0.79

Tabla 4.1. Nuimero de iteraciones y tiempo de ejecucién, para distintos valores de 7y y €.

Como se esperaba la solucion encontrada por los algoritmos TV Huber y TV Engelman
con A = 10° y los pardmetros de regularizacién v = 10y € = 104, es la misma a simple vista
como se observa en la Figura 4.4. El emplear distintas regularizaciones en la implementacién
numérica con los pardmetros adecuados llevard a utilizar menos tiempo y menos iteraciones.
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La eleccion del pardmetro A, para el cual se obtiene una solucién aceptable visualmente
hablando, se realiz6 experimentalmente lo que se podria plantear como un problema de
optimizacion paralelo al problema de inpainting.

Figura 4.4. Imagen restaurada utilizando TV Huber y TV Engelman respectivamente.

Se evidencia que los algoritmos planteados son potentes, pues son capaces de recupe-
rar la imagen préacticamente en su totalidad utilizando aproximadamente un minuto lo que
es eficiente, considerando que las matrices que se emplean son de dimensién 3n? x 3n%. Se
debe notar que los resultados dependerédn de la precision en la localizacion de los pixeles
defectuosos. En este experimento se posee informacién exacta de su ubicacién como se ob-
serva en la Figura 4.5. La precisién de la solucion dependera del método de segmentacion
que se emplee para localizar los pixeles defectuosos.

Figura 4.5. Domino perdido utilizando puntos.

Experimento 2: se utilizé una imagen con varios bordes a la cual se incorporaron lineas
para perder el 25 % del domino como se observa en la Figura 4.4, lo que incrementa la difi-

cultad respecto al experimento anterior.
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Figura 4.6. Simulacién de domino perdido usando lineas.

En este experimento se pretende analizar el comportamiento del algoritmo 2, donde se
emplea la regularizacién de Huber, al que se denominé EDA Huber y del algoritmo EDA
Engelman donde se utiliza la regularizacion Berkovier Engelman (ver apéndice B.1.2).

El paso de discretizacion de la variable temporal At, se empez6 probando con 1/2 hasta
tomar 1/n, se evidenci6é que se emplean un niimero de iteraciones mayor. Se muestran los
resultados para A = 1/2.

. Numero de Parametro de Tiempo
Pardmetro A . . o .
iteraciones regularizacién (min.)
106 4/20 1.35
10* 4/18 v=10 1.14
2
EDA Huber 10 5/22 372
106 3/27 v =100 3.03
3/23 v =50 1.71
10* 3/18 v=25 1.69
10° 3/19
106 3/20 2.06
10* 3/13 e=10"* 0.68
2
EDA 10 3/19 3.36
Engelman 106 3/18 e=10"2 2.27
3/16 e=10"° 2.20
10 3/18 e=1073 0.96
10° 3/13 e=10"° 1.82

Tabla 4.2. Ntimero de iteraciones/sistemas no lineales y tiempo de ejecucién, para distintos valores
deAye.

Como se esperaba la solucién encontrada por los algoritmos EDA Huber y EDA En-
gelman con A = 10° y los pardmetros de regularizacion v = 10y € = 1074, es la misma
a simple vista, pues el emplear distintas regularizaciones en la implementacién numérica
considerando parametros adecuados, llevard a utilizar menos tiempo y menos iteraciones.

Se observa en la Figura 4.7 la imagen restaurada:
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Figura 4.7. Imagen restaurada utilizando EDA Engelman.

El resultado sigue siendo satisfactorio a la vista, a pesar de que existen zonas donde no
se alcanza la precision anterior (ver Figura 4.7).

Para evidenciar la relacion entre el paso de discretizacién h de las variables espaciales x
y Y, y el paso de discretizacion de la variable temporal At se presentan en la Figura 4.8 los
gréficos del error absoluto

[0 — “tHLZ(Q)

donde u, es la imagen original sin dafios de color azul y de color rojo se muestra el error
absoluto

| — ”t”Lz(Q)
donde u es la imagen restaurada que se obtiene con el algoritmo EDA Huber.

La Figura 4.8 muestra que el algoritmo es estable independientemente del valor que pue-
da tomar At. Ha medida que se aumenta este paso de discretizacion el error absoluto tiende
a cero, lo que resalta la potencia del método pues en los graficos de la primera columna se
estd comparando la solucién obtenida en cada iteracién con la imagen original sin dafio.
No se espera que este error tienda a cero pues el algoritmo proporciona una aproximacién
numérica de la imagen restaurada.
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Figura 4.8. Error absoluto versus el ntimero de iteraciones, con ki, y y A fijos.

Experimento 3: se utiliz6 la imagen con detalles grandes a la cual se le provoca un dafio

del 25 % en su dominio de la imagen utilizando puntos como se observa en la Figura 4.9,
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Figura 4.9. Simulacién de domino perdido utilizando puntos.

En este experimento se pretende analizar el comportamiento del algoritmo 3, donde se
resuelve el modelo de curvatura media estacionaria, al que se denominé Curvaturam y del
algoritmo CurvaturamT donde se resuelve la version dindmica; en estos se empleo la regula-
rizacién Berkovier Engelman. Se busca evidenciar la influencia de los pardmetros sobre estos
algoritmos, para lo cual analizaremos el ntimero de iteraciones y el tiempo de ejecucién, es

decir, el tiempo que tarda cada algoritmo en alcanzar la solucién u.

Para la implementacién numérica se fijo la tolerancia en 10~3, que corresponde al test de
parada empleado para hallar las raices utilizando el método de Newton cldsico del sistema
asociado en cada iteracién dado por ||F(uy, ¢}, $7)|| < tolerancia. En el algoritmo Curva-
turamT, el paso de discretizacion de la variable temporal At, se empez6 probando con 1/2
hasta tomar 1/n, se evidencié que los algoritmos converge en un niimero de iteraciones ma-
yor pero no se encontraron diferencias marcadas, por lo cual solo se muestran los resultados
paraA =1/2.

En la Tabla 4.3 se muestran los experimentos realizados para distintos valores de A y €,
como se observa el algoritmo Curvaturam no converge cuando se toma A = 10> 0 A = 103
y € = 107, mientras que el algoritmo CurvaturamT si lo hace en el caso de A = 10°. Lo
que no se considera una desventaja, pues nuestro objetivo no es obtener soluciones sobre
regularizadas, lo que se obtiene para A < 10?. Respecto al tiempo de ejecucion el primer

algoritmo tarda aproximadamente 0.2 minutos menos que el algoritmo CurvaturamT.
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. Numero de Pardametro de Tiempo
Parametro A

iteraciones regularizacién (min.)
10° 13 0.49
10* 12 e=10"* 0.42
10? - -
Curvaturam 106 8 e=10"72 0.21
12 e=10"° 0.41
10° 12 e=10"° 0.42
10* 11 e=10"3 0.29
103 - e=10"* -
10° 17/26 0.75
10* 17/26 e=10"* 0.65
102 - -
CurvaturamT 106 16/26 e=102 0.66
16/26 e=10"° 0.68
10° 16/26 e=10"5 0.68
10* 17/26 e=1073 0.65
10° 17/28 e=10"* 0.68

Tabla 4.3. Ntmero de iteraciones/sistemas no lineales y tiempo de ejecucion, para distintos valores
deAye.

Como se esperaba la solucién encontrada por los algoritmos Curvaturam y Curvatu-
ramT con A = 10° y € = 10~#, es la misma a simple vista como se observa en la Figura 4.10.
El emplear la ecuacion estacionaria y la evolutiva del movimiento de curvatura media para
resolver el problema de inpainting con los pardmetros adecuados llevara a utilizar menos
tiempo y menos iteraciones que en los experimentos anteriores.

Figura 4.10. Imagen restaurada utilizando los algoritmos Curvaturam y CurvaturamT.

Experimento 4: en este experimento se pretende comparar los resultados obtenidos uti-
lizando el modelo de TV inpainting y el modelo de curvatura media. Para lo cual se emple6
una imagen con circulos donde se debe completar varios bordes, como se observa en la

Figura 4.11
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Figura 4.11. Imagen con 10 % de dominio defectuoso.

El resultado obtenido por los modelos de TV inpainting y el de, curvatura media se
muestran en la Figura 4.12, visualmente la imagen restaurada u es la misma para estos dos
modelos. Para verificar esto, calculamos el error relativo respecto de u, la imagen original
sin dafos, es decir,

1o — ”HLZ(Q)/

para el modelo de TV inpainting el error es de 0.23 y para el modelo de curvatura media es
de 0.22, lo que no representa una diferencia significativa. Respecto del tiempo de ejecucién
el modelo de curvatura media es més rapido pues utiliza 0.4 minutos menos que el modelo
de TV inpainting.

C C

Figura 4.12. Imagen restaurada utilizando los modelos de curvatura media y TV inpainting.

Experimento 5: para este experimento se implemento el método del descenso del gra-

diente que tiene asociado el siguiente esquema:
Ukt =k 4 a(—E'[uf])

silo miramos con detenimiento este esquema es equivalente al esquema explicito a un paso,
donde el paso de descenso « representa el paso de discretizacion de la variable temporal At.
La eleccién de este pardmetro afecta directamente en la estabilidad del método. Para la im-

plementacién numérica de este método se utilizo la regularizacion de Berkovier Engelman.

En este experimento se fijo « = 1/100, para valores mayores por ejemplo 1/2 el algorit-
mo no es estable. Lo mismo sucede con el paso de discretizacién de las variables espaciales,
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donde se tuvieron que fijar en 1, pues también se pierde estabilidad. Ademads, el pardmetro
de regularizacion € se fijo en 0,01 pues para valores mas pequenos el algoritmo no converge,
por lo que no se alcanza el minimo del funcional E7y. Ya que no se verifica la condicién de
parada ||y — ug|| < tol se detuvo el algoritmo en 200 iteraciones. El objetivo de este expe-
rimento es comparar este algoritmo con los algoritmos propuestos y obtener conclusiones
del aporte de este trabajo.

Se puede recuperar regiones perdidas relativamente grandes, s6lo si, se tiene suficiente
informacién alrededor de dichas regiones. A continuacion, se presenta imagenes con regio-
nes perdidas del 5%, 7 % y 10 % junto con la imagen reconstruida. Los algoritmos de inpain-
ting reparan la zona dafiada, pero a medida que el drea a reparar aumenta, mds costoso serd
el método pues, es mayor la cantidad de pixeles que se deben estimar.

Figura 4.13. Dominio perdido del 5 %.

Como se observa en la Figura 4.13 se tiene mucha informacién alrededor de cada pixel
defectuoso y se obtiene una buena aproximacion, trata de adoptar los colores del sombrero
en la zona més clara y en la zona mds oscura toma los colores de la parte de la viga de
madera; como se esperaba no se recupera el borde del sombrero.

Figura 4.14. Dominio perdido del 7 %.

En la Figura 4.14, se evidencia que la restauraciéon dependera no solo del tamario del do-
minio perdido, sino también de la informacién que se tienen disponible y de las caracteristi-
cas como brillo, sombra que rodean al drea a restaurar. Por ejemplo, los pixeles defectuosos
del hombro se recuperan perfectamente, pues al rededor del mismo se tiene suficiente in-
formacién, lo que no sucede con los pixeles localizados en el espejo, pues como se esperaba
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no se pueden reconstruir el borde ya que los pixeles son de tamafio mayor a la informacién

disponible y prevalece el color que los rodea en mayor proporcién.

Figura 4.15. Dominio perdido del 10 %.

En la Figura 4.15, se muestran areas perdidas de mayor tamafio y con texturas. Como es
el caso del drea de las plumas donde la restauracion a la vista no es buena, pues se recupera
el tono de gris mds no la textura, lo que se esperaba pues el modelo de Chan-Shen recupera
bordes de regiones perdidas de tamafio relativamente pequefio, como los pixeles de las vigas
donde se recuperan el borde de las mismas totalmente. En la practica dependera del detalle
que se quiera obtener en la restauracion y del tipo de informacién que se quiera extraer, y
en este caso los algoritmos implementados cumplen lo esperado.

El ntimero de iteraciones y el tiempo de ejecucion obtenidos en los ejemplos que se aca-
ban de analizar, se muestran en la Tabla 4.4:

Algoritmo
% Dominio perdido Gradiente TV Engelman EDA Engelman Curvaturam CurvaturamT
5% 200 11 0.20 3/25 0.20 9 0.11 17/26 0.65
7% 200 11 0.22 3/24 0.20 12 0.15 17/26 0.68
10% 200 14 0.29 3/20 0.18 13 0.18 18/27 0.67

Tabla 4.4. Numero de iteraciones/sistemas no lineales y tiempo de ejecucién.

Se evidencia asi que, el algoritmo basado en la ecuacién del movimiento de curvatura
media emplea menos iteraciones y tarda menos en hallar la imagen restaurada, lo que no
implica que se debe desmerecer al resto de algoritmos pues todos resuelven los ejemplos
planteados en menos de 0.7 min y el costo computacional se puede decir que es pequeiio
comparado con la cantidad de datos que se deben procesar, y con el método del gradiente.

4.3. Aplicaciones de inpainting

Los algoritmos de inpainting presentados no sélo son capaces de recuperar informacién
a través de la reconstruccién de partes perdidas, puesto que se puede modificar el contexto
de las imagenes considerando los objetos que ocultan informacién como dominios perdidos.
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Se puede ademés remover texto y restaurar imagenes deterioradas. La localizaciéon de los
pixeles defectuosos se determiné con la ayuda de la herramienta Color Thresholder app de
Matlab, que permite crear una méscara a través de la intensidad de color. A continuacién se

presentan estas aplicaciones:

4.3.1. Remover texto

La Figura 4.16 muestra la aplicacién de la restauracién de dominios perdidos para su-

primir o remover el texto impreso sobre una imagen.

ABCDEEFGHIKLMNOPQRSWXYZABCDEE
FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEFG
HIJKEMNOPQRSTUYVWXYZABCDEEFGHLJ

ABCDEEFGHLI KLMNOPORSTU

£CDEEFGHI.IB;L]\-INOPQRSTUV\V

XYZABCDLEEF GHlJKLBjNOPQRS’flJV’
ZABCDEEFCHITKLMNOPQRSTUVWE

Figura 4.16. Ejemplo de la remocién de texto.

Para remover el texto, se considera como dominio perdido todos los pixeles donde se
encuentra el texto. La localizacién de los pixeles a ser restaurados se realizé en Matlab como
se observa en la Figura 4.17 la localizacion es exacta, lo que hace que el proceso de inpainting

obtenga una excelente aproximacién de la imagen sin texto.

ABCDEEFGHIKLMNOPQRSWXYZABCDEE
FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEFG
HIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEFGHIJ
KLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEFGHIJKL
MNOPQRSTUVWXYZABCDEEFGHIJKLMN
OPQRSTUVWXYZABCBEEFGHIJKLMNOP
RSTUVWXYZABCDEEFGHIJKLMNOPQR
STUVWXYZABCDEEFGHIUKLMNOZABCD
EEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEF
GHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEFGHI
JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEEFGHIJKL
MNOPQRSTUVWXYZABCDEEFGHIJKLMN
OPQRSTUVWXYZABCDEEFGHIJKLMNOP
QRSTUVWXYZABCDEEFGHIJKLMNOPQR
STUVWXYZABCDEEFGHIJKLMNOPQRSTU
VWXYZABCDEEFGHIJKLMNOPQRSTUVW
XYZABCDEEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY
ZABCDEEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZA

Figura 4.17. Domino perdido.
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Capitulo 5

Conclusiones

El algoritmo propuesto para inpainting puede ser empleado para reconstruir partes da-
nadas, remover objetos indeseados o cambiar el contexto de una imagen. Este es un proceso
complejo, especialmente cuando la intervencion del usuario es minima, pues existen apli-
caciones donde el usuario sefiala segmentos a seguir en la imagen para la coherencia en la
reconstruccion de las dreas defectuosas, otras donde se indica parches, es decir, patrones
para la restauracion.

En este trabajo se presentaron algoritmos numéricos de segundo orden basados en el
método de Newton semi-suave, que resuelven el problema de la reconstrucciéon de dominios
perdidos eficientemente.

Se presentan a continuacioén las conclusiones obtenidas y las lineas de trabajo futuras:

e Las imdgenes empleadas en los experimentos tuvieron que cambiarse a escala de gri-
ses, como se vio esta simplificacién no afect6 los resultados de inpainting. Este estudio
se puede extender a imagenes a color.

e Laintroduccion artificial de la variable temporal permite aprovechar el extenso campo
desarrollado para las ecuaciones diferenciales, y asi analizar propiedades como la con-
vergencia y estabilidad de los métodos a un paso. Ademads, existen fenémenos fisicos
asociados a estas ecuaciones, lo que nos permiten entender la l6gica que estd detras

del proceso de inpainting y proponen variantes para mejorar los modelos.

e Al realizar los experimentos computacionales se pudo evidenciar que los algoritmos
planteados son mas rdpidos que el método del gradiente, ampliamente utilizado para
resolver numéricamente el problema de inpainting.

o Experimentalmente se mostré que los algoritmos propuestos son incondicionalmente

estables, lo que se podria demostrar formalmente.

e Se obtuvieron resultados similares al emplear el modelo de TV inpainting y el modelo
de curvatura media, para resaltar las ventajas de este ultimo, se podria analizar el
orden de convergencia del método.
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Como se vio en los experimentos realizados en imdgenes con dominios perdidos re-
lativamente pequefios, los bordes se completan satisfactoriamente, pues no es per-
ceptible a simple vista la reconstruccién realizada. Y asi, no es necesario aplicar un
post-procesamiento. Si se busca completar bordes que presentan dominios perdidos
de mayor tamafio, se pueden utilizar modelos de orden mayor, como es el caso del
modelo geodésico donde se reemplaza |Vu| por g(|Vu|), donde g(s) = s” con p > 1.

Se puede utilizar la paralelizacién de los algoritmos planteados si se busca restaurar

imagenes con tamafios superiores a los 400 x 400 pixeles.

La eleccion del pardmetro A influye notablemente en el resultado del problema de
inpainting. Se puede plantear como trabajo futuro, el problema de la optimizacién del
pardmetro de regularizacién A que depende de la imagen a restaurar.

El modelo de Chan-Shen requiere de la localizaciéon de los pixeles defectuosos y como
se vio la precisién del algoritmo dependera del método empleado para la segmenta-
cién. Se puede plantear resolver un modelo donde se incorpore la segmentacién al

problema de inpainting.

Las aplicaciones mostradas en este trabajo contemplan solo imégenes, sin embargo, se
puede extender su aplicacion a secuencias de imdgenes, es decir, videos. Por ejemplo,
se desea retirar un cuerpo en movimiento de una escena. La reconstruccién de ima-
genes estaticas se considera de mayor complejidad que reconstruir un video pues se
puede extraer informacion a través de las imégenes en varios instantes, mientras que

en las imagenes eso no se tiene.

Se podria realizar una interfaz sencilla para una aplicacién amigable con el usuario.
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Apéndice A

Anexo A

A.1. Calculo Variacional

En esta seccion, se introduce una nocion del cdlculo variacional. Para un estudio mas de-
tallado se puede consultar el libro de Reddy y Rasmussen [32]. Sea Q) C R?, con 9Q € C%!. Se

considera el funcional

O[v] :/QF(x,y,v,vx,vy)dx (A1)

donde F es una funcién suficientemente suave, conocida como lagrangiano. Se considera el

conjunto de funciones suaves v : QO — R que satisfacen la condicién de contorno
v="h endQ. (A.2)

El calculo variacional pretende hallar u tal que minimiza el valor del funcional (A.1) y ve-
rifica (A.2). En este caso se demuestra que, la funcién u es solucién de una ecuacién en

derivadas parciales no lineal, conocida como Ecuacion de Euler-Lagrange.

En efecto, sean 1 un minimo de ®, w € C°(Q)) la direccién y se define p como:
p(€) = Olu+ew] cone € R. (A.3)
Puesto que u es un minimo de ®, por definicion p alcanza un minimo en € = 0,
p'(0) = 0.
Por tanto, se requiere calcular explicitamente la derivada de p:

p(€) = Olu + ew)
= / F(x,y,u + ew, uy + €wy, u, + ewy)dx,
Q

para calcular la derivada de p respecto de €, se consideran la suavidad de F y la regla de Ia
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cadena, tal que

d—p(e) le—0 = /Q a—F(x,y,u + €W, Uy + €wy, uy + ewy)dx

de de
[ OF oF oF
= /Q _%w + wa + auywy} dx
[OF o oF o oF
= Jq _aw aauxw—i— @auyw} dx
= a—F+ia—F+ia—F} wdx
~Jalou  dxduy  dyou, ’

entonces Vw € C5°(Q)

dp [ [3F 3 9F 93 oF B
%(6) |e:0—/Q |:au+axaux+ayauy] wdx =0

debe cumplirse asi que,
oF 0 oF 0 oF 0

ou " oxouy oyou,
esta es conocida como la ecuacién de Euler-Lagrange y

oF 9 OF 0 oF
5@[11} = Eﬁ-aaﬁ-@%

es la primera variacion del funcional ®[u]. Con lo cual la ecuacién de Euler-Lagrange se

puede expresar como:
00[u] = 0.
A.1.1. Regularizacién de Tikhonov

La regularizacién de Tikhonov supone que los datos son suaves y continuos, y esta de-

terminada por:
Rl = [ |Vup
Q
de donde, el funcional de energia a minimizar sera:

Efu] = /Q |Vu(x)|2dx+% /Q (u(x) — F(x))2dx. (A4)

Para hallar el minimo, se debe calcular la primera derivada direccional del funcional E con

respecto a la direccién v € C}(Q).
Dados u y v, la primera variacién de E sera [E'(u)](v) = p’(0) donde p(e) = E[u + €v].

Desarrollando (A.4), se obtiene:

E[u] = /Q(uf(—i—ui)dx—i— %/Q(u — f)dx,
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p(€) sera:

p(e) = /Q(u +€v)2 + (u +ev)§ + %(u +ev — f)%dx
o'(e) = /QZ[(u + €0)0x + (u+ €v)yvy] + (u + v — f)vdx
y evaluando p’ en 0
p'(0) =2 /Q U + uyvy + (u — f)odx
=2 / Vu.Vo+ (u— f)odx.
Jo

Sabemos que
Vow = Vow = —vdiv(w) + div(vw)

entonces, tomando w = Vu el primer termino de p’(0), obtenemos:

/Vu.Vvdx:/ Vo.wdx
Q Q

:/ —vdiv(w) + div(vw)dx
o

aplicando el teorema de la divergencia al segundo termino y, ya que div(Vu) = Au, se tiene

/ Vu.Vodx = —/ vAudx+/ v&nds
o) 0 a0 |Vl

suponiendo condiciones homogéneas de Neumann en la frontera, d,u = 0, donde n es el

que:

vector normal exterior, se sigue que:

/ Vu.Voudx = —/ vAudx
JO JO

por lo tanto,
[E' ()] (v) = p'(0) = —2 /Q vAudx + (u — f)odx

Y,
E'[u] = —2Au + (u — f).

Asi, la ecuacion de Euler-Lagrange sera:

—2Au+(u—f)=0
dyu =0

A.1.2. Regularizacién de de variacién total (TV)

El inconveniente en usar funcionales cuadraticos, como en el caso de la reqularizacién de
Tikhonov, es que no permite recuperar las discontinuidades de la imagen. Rudin, Osher y
Fatemi [33], propusieron la variacién total como funcional de regularizaciéon (A.5), para dar
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solucion al filtrado de ruido gaussiano.

R(u) = lullrvioy = [ [Vu)ldx = [ (/i +uax (A5)

Los mismo que propusieron minimizar el funcional de energfa determinado por:

/ Vut(x)|dx + = / (u(x) — f(x))%dx. (A.6)

Para hallar el minimo de (A.6), se debe calcular la primera derivada direccional del funcional
E, suponiendo que Vu # 0.

Dados u y v la primera variacion de E serd [E'(u)](v) = p’(0) donde p(e) = E[u + €v]

1
p(e) :/ \/ux—i-evx 24+ ( uy+€vy)2+§(u+ev—f)2dx
/ Oy (Uy + €vx) + vy (uy + €0y)
\/ Uy + €vy)? + (u, + €vy)?

v
0/(0) = / xux—i—vyuj F)odx

\/ Uz tuy
VoVu

) = [ gy + =S

integrando por partes el término

+ (u+ev — f)odx

de donde,

' Vu
/Q Vv—|vu| dx
Vu

yconw = 5 en Vo.w = —ov div(w) + div(vw), se tiene:

Vu . Vu Vu
/QVUW——/QUCJW(’V |)dx+/dlv( Vu |>

y por el teorema de la divergencia,

VoVu Vu Vu
= — di dx ——nd
/n V| /g” ”(yv |> * Joo U Tou] "

se toman condiciones homogéneas de Neumann d,u = 0, donde 7 es el vector normal exte-

rior, se sigue que:
/ . Vu
' ()] (0) = — /dew (\V—u> ¥ (u— f)odx

_ 7/0 (dw (,gﬁ) +(uf)) dx
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por tanto para cualquier direccién v se tiene

E'(4) = — div (yg—Z\) +(u—f).
pero esta debe ser cero. Asi, la ecuacion de Euler-Lagrange sera:

{div(ggl)ﬂuf):o

dyu = 0.
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Apéndice B

Anexo B

B.1. Cédigos de programacion en Matlab

B.1.1. Algoritmos generales

Algoritmo para resolver Problema 4

function [w,u]l=dfgp(a,b,p,q,f,n,uld,un)
syms x;
h=(b—a)/ (n+1);

Au=(1/ (h"2))* (—diag(ones (1,n—1),1)+2xdiag(ones(1,n))—diag(ones(l,n—1),—1));
t=1;

Aj=(—diag(ones(l,n—1),—1)+diag(ones(1,n)));

Ap (t, :)=subs (p,x,a+ (txh))xh*xAj(t, :);

Ap (n, :)=subs (p, x,a+ (n+h))+*h*«Aj(n, :);

K(t)=subs (f, x,a+ (t*h))+ul/ (h"2)+ (subs (p, x,a+n*h) ul) /h;
K(n)=subs (f, x,a+ (n*h))+un/ (h"*2);
Q(t)=h"2xsubs (g, x,a+ (t*h));

Q(n)=h"2*subs (q, x,a+ (n*h));

for t=2:n—-1;

K(t)=subs (f,x,a+(t+h));
Q(t)=h"2+subs (g, x,a+ (txh));

Ap (t, :)=subs (p, %, a+ (txh))*h*xAj(t, :);

end

B=Au+ (1/ (h"2)) xdiag (Q) +(1/ (h"2)) *xAp;

u=B\K"';

Sy=dsolve ('—D2y—2+Dy=10xt', 'y (0)=1,Dy(1)=2"',"'t");

y=dsolve ('-D2y—1/10«Dy—101/100xy=—5/10%cos (t/4) "', 'y (0)=0,y(10)=—1/2","'t");
gy=dsolve ('-D2y+2+«Dy—y=—t"2+1"', 'y (0)=5,y(1)=10"','t");

gy=dsolve ('-D2y+y=t', 'y (0)=1,y(l)=2"','t");
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gy=dsolve ('—D2y=t"', 'y (0)=1,y(l)=2","'t");

Sy=dsolve ('—-D2y—y/4=—t/4"', 'y (0)=4,y(5)=13.5","'t");
gy=dsolve ('=D2y+3+«Dy—2+y=0"', 'y (0)=0,y(1)=10"','t");
%=0:0.01:1;

t=a+h:h:b—h;
z=a+h:h:b—h;

w=eval (vectorize (y));

plot(t,w,'r',z,u)

legend('Solucidén Exacta', 'Solucidén Aproximada')
grid on

xlabel ('Discretizacidén (x) ")

ylabel ("u(x) ")

Algoritmo para resolver Problema 5

function [ul=df2(a,b, f,n)
syms x V;
h=(b—a)/ (n+1);

WMatriz de diferencias
K=zeros (n"2,1);

A=mlap(n,h);

for i=1:n"2;
K(i)=subs (f, [x,v], [a+tixh,a+ixh]);

end

u=A\K;

surf (reshape (u,n,n)) ;
xlabel (' (x)")
ylabel (' (y)")

zlabel ("u(x,y)")

end

Algoritmo para resolver Problema 6

function [ul=df2nl(a,b, f,n)
syms x Vy;
tol=1le—6;
ep=10"—2;

h=(b—a)/ (n+1);
d=ones (n"2,1);
u=zeros (n™2,1);

K=ones (n"2,1);
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A=mlap (n,h);

for i=1:n"2;
K(i)=subs (f, [x,v], [a+tixh,a+ixh]);

end

while norm(d)>tol
F=(—epx*Ax*u) tu.”"3-K;
Fp=(—ep*A) +3xdiag (u.”2);

d=—Fp\F;
u=u+d;

end

surf (reshape (u,n,n)) ;

xlabel (' (x)")
ylabel (' (y)")
zlabel ("u(x,y)")
end

Pkatym

Algoritmo para resolver Problema 7

function[u, iter]=Pkatym(n,1l,ep, f)
$1=10"2;
%ep=le—2;

epl=le—6;
syms x;
tol=le—6;
h=1/(n+1);
d=ones (n, 1) ;

e=ones (n,1);
A=(1/(h"2))*spdiags([e —2%e e],—1:1,n,n);

Oiferencia hacia atras

D=(1/h) *spdiags([—e e],—1:0,n,n);

%Diferencia hacia adelnate
D2=-D"';

Y=zeros (n,1);
u=ones(n,1);
g=ones (n, 1);

ug=[u;ql;

for i=1:n
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Y (i)=subs (f, x,1i*h);
z (1)=1ixh;

end
iter=1;
while norm(d)>tol

R=(ep"2.+((D2#u) .~2)) .~ (1/2);

B=diag(min (max(—1,q),1))+diag((D2*u)./R) *D2;

F=[ (—eplxA*u)— (D*q) +1* (u—Y) ; R.xg—D2xul;
Fp=[ (—epl*A)+lxeye(n) —D;B-D2 diag(R)];
d=—Fp\F;

ug=ug+d;

u=uqg(l:n);
g=uqg(n+l:2*n);
iter=iter+1;

end

plot(z,Y,'r',z,u)
legend('funcidén f','aprox sin ruido')

end

B.1.2. Algoritmos para el procesamiento de imdgenes

Algoritmo para la eliminacién de ruido Problema 8.

function[u,iter]=TV_denoised (I, 1, ep)

Al=imread(I);

if(isa(Al, 'uint8'"))
Al=rgb2gray(Al);
Al=im2double (Al) ;

else

Al=im2double (Al) ;

end

[m,n]=size (Al);

rg=imnoise (Al, 'gaussian',0,0.01);

imshow (A1)

dim=n+n;

tol=le—6;

d=ones (3*xdim, 1) ;
u=zeros (dim, 1) ;
gl=zeros (dim, 1) ;

g2=zeros (dim, 1) ;

ug=[u;gl;q2];
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hl=1/ (m+1);
h2=1/(n+1);
[Dxt,Dxa,Dyt,Dyal=mdiv(n,m,hl,h2);

K=reshape (rg, [dim 117);

iter=0;

while norm(d)>tol
R=(ep”2.+ (((Dxaxu) ."2)+ ((Dya*u) ."2))) .~ (1/2);
ng=((gl.”2)+(92.72)) .7 (1/2);
gqmax=max (1,nq) ;
W= (spdiags ( (Dxaxu./R),0,dim,dim) xDxa) + (spdiags ( (Dya*u./R),0,dim,dim) xDya) ;
Bl=spdiags ((gl./gmax),0,dim,dim) *xW;
B2=spdiags ((g2./gmax),0,dim,dim) *W;

F=[—(Dxtxgl)— (Dyt*g2) +1* (u—K); (R.*xgl) — (Dxaxu); (R.xg2)— (Dyax*u) ];
Fp=[lxspeye(dim) —Dxt —Dyt;Bl-Dxa spdiags(R,0,dim,dim) sparse(dim,dim);B2-Dya sparse (dim,

d=—Fp\F;

norm (d) ;

ug=uqg+d;

u=uq(l:dim) ;
gl=uqg(dim+1:2% (dim)) ;

gz=uq ( (2 (dim))+1:3% (dim)) ;
iter=iter+1;

end

subplot (1,2,1)
imshow (reshape (Y, n,n))
subplot (1,2,2)

imshow (reshape (u,n,n))

end

Algoritmo para inpainting utilizando la regularizacién de Huber.

function [uk,iter]=TV_inpainting(n,m,I,P,1,gammal)
¥parametros

%1=10"6;

gammal=10;

tol=1le—6;

W™Matriz de discretizacion
hl=1/ (m+1);

h2=1/(n+1);

dl=n+m;

[D1,G1,D2,G2]=mdiv (n,m,hl, h2);

%$Inicializacion
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K=reshape (I, [dl 1]);
D=reshape (P, [dl 1]);

M= [];
M(:,1)=K;
iter=0;
uk = zeros(n"2,1);

pk = sparse(dl,l);
gk = sparse(dl,l);
zk = sparse(dl+2xdl,1l);
C = sparse(dl,dl);
Wp = sparse(dl,l);

F = @(u,q,p) ([=(D1lxq)—(D2xp) +1% (D.* (u—K) ) ;
max (1, gammalxsgrt ( (Glxu) .2+ (G2*u) ."2)) . g— (gammalxspeye (dl,dl) xGlx*u) ;
max (1, gammal*sgrt ( (Glxu) .2+ (G2*u) ."2)) .*p— (gammal*speye (dl,dl) *G2*u) 1) ;

tic;
while norm(F (uk, gk, pk))>tol
while norm(d)>tol
Wl=gammal~*sqgrt ( (Glxuk) .2+ (G2xuk) ."2);
W = max(1,W1l);
T=sqgrt ( (Glxuk) .2+ (G2*uk) ."2);
vl =spdiags (gammalx (Glxuk)./T,0,d1l,dl);
v2 =spdiags (gammalx (G2*uk)./T,0,d1,dl);
for i=l:size (W1l);
if (Wl(i)<1)
Wp (1) =0;
else
Wp (1) =1;
end

end

Wp=spdiags (Wp,0,dl,dl);

norma=max (1, sgqrt (gk.”2+pk.”2));
norma=1./norma;

norma=spdiags (norma, 0,dl,dl);

Bl = —gammalxspeye(dl,dl)*Gl...

+Wp+* (vlxspdiags (norma*qgk, 0,dl,dl) «Gl. ..
+v2xspdiags (normaxgk, 0,dl,dl) *G2) ;

B2 = —gammalxspeye (dl,dl)*G2...

+Wp* (vlxspdiags (norma*pk, 0,dl,dl) *G1. ..
+v2*xspdiags (normaxpk, 0,dl,dl) «G2) ;

E = spdiags(w,0,d1l,dl);
Fp = [+l%spdiags(D,0,d1,d1), -D1, -D2;B1l,E,C;B2, C, E];

Fe = F (uk, gk, pk);

norm(Fe) ;
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d=—Fp\Fe;

zk = zk+d;

uk = zk(1:n"2);

gk = zk(n"2+1:n"2+d1);

pk = zk (n"2+dl+1l:end);
iter=iter+1;

M(:,iter+1l) = uk;
end
toc;
t=toc/60

o

% S%Evolucion en el tiempo
% [~,bl=size(M);
% for i=1:b

% L = reshape (M(:,1),n,m);
% imshow (L) ;

o

% pause
% end
subplot(2,2,1)
imshow (reshape (K, n,m) )
subplot (2,2,2)
imshow (reshape (uk,n,m))
subplot (2,2, 3)
imshow (reshape (D, n,m) )

end

Algoritmo para inpainting utilizando la regularizacién de Berkovier Engelman.

function [u,iter]=TV(n,m,I,P,lambda,ep)
¥parametros
$lambda=10e6;

ep=le—4;
tol=le—6;

Matriz de discretizacion

hl=1/ (m+1);

h2=1/ (n+1);

dim=m#*n;
[Dxt,Dxa,Dyt,Dyal=mdiv(n,m,hl,h2);

%Inicializacion
K=reshape (I, [dim 1]);
D=reshape (P, [dim 1]);
u=zeros (dim, 1) ;
gl=zeros (dim, 1) ;
g2=zeros (dim, 1) ;
ug=[u;ql;q2];

%d=ones (3+xdim, 1) ;

iter=0;
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F = @(u,q,p) ([lambdax (D.* (u—K) ) — (Dxt*g+Dyt*p) ;
sqrt ( (Dxaxu) .2+ (Dyaxu) . "2+ep”"2) . xg—Dxax*u;
sqrt ( (Dxaxu) .2+ (Dyaxu) . "2+ep”2) . *p—Dyax*u]l) ;

tic;

while norm(F (u,gl,g2))> tol
$while norm(d)>tol

iter=iter+1;

R=(ep”2.+ (((Dxaxu) .”2)+ ((Dya*u) ."2)))."(1/2);
ng=((gql.”"2)+(qg2.72)) .7 (1/2);
agmax=max (1, nq);
W= (spdiags ((Dxa*u./R),0,dim,dim) *Dxa) . ..

+ (spdiags ((Dya*u./R),0,dim,dim) xDya) ;
Bl=spdiags ((gl./gmax),0,dim,dim) *W;
B2=spdiags ((g2./gmax),0,dim,dim) *W;

Fp=[lambda*spdiags (D, 0,dim,dim) —Dxt —Dyt; ...

Bl-Dxa spdiags(R,0,dim,dim) sparse(dim,dim); ...

B2-Dya sparse(dim,dim) spdiags(R,0,dim,dim)];
Fc=F (u,ql,g2);
norm (Fc)
d=—Fp\Fc;
ug=ug+d;
u=uqg(l:dim);
gl=ug(dim+1:2% (dim)) ;
g2=uq( (2* (dim))+1:3* (dim)) ;
U(:,k+1)=u;
k=k+1;
end
toc;
t=toc/60
% % %Evolucion en el tiempo
% [~,bl=size(U);
% for i=1:b

% L = reshape(U(:,1),n,m);

o

imshow (L) ;

o

pause

o

end

subplot (2,2,1)
imshow (reshape (K, n,m) )
subplot (2,2, 2)

imshow (reshape (u,n,m))
subplot (2,2, 3)

imshow (reshape (D, n,m) )
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end

Algoritmo de reaccién-difusiéon anisotrépica utilizando la regularizacién de Hu-
ber.

function [uk,iter,L]=TV_int(n,m,I,P,RA0,1)

toll=10"—-3;
gammal=100;
r=1/2;

WMatrices de diferencias

hl=1/ (m+1);

h2=1/(n+1);

dl=n+m;
[D1,G1,D2,G2]=mdiv(n,m,hl,h2);

Dominio perdido rectangulo mxp
K=reshape (I, [dl 1]);
D=reshape (P, [d1l 1]);
f=reshape (Ao, [d1l 11]);

M= [];

M(:,1)=K;

N=100%ones (n"2,1);

iter=0;
uk = zeros(n"2,1);
pk = sparse(dl,l);
gk = sparse(dl,1l);
zk = sparse(n”2+2+dl,1);
C = sparse(dl,dl);
Wp = sparse(dl,l);

F = @(u,gq,p,d) ([u—d—rx ((D1xq)+ (D2+p)—1* (D.* (u—K)));
max (1, gammalxsqgrt ( (Glxu) .2+ (G2*u) ."2)) .+ g— (gammalxspeye (dl,dl) *Gl+u) ;
max (1, gammal*sgrt ( (Glxu) .2+ (G2*u) ."2)) .*p— (gammal+speye (dl,dl) «G2*u) 1) ;

1=1;
while norm(M(:,1)—N)>toll

dk=M(:,1);
tol=1/1;
while norm(F (uk, gk,pk,dk))>tol
R=sqgrt ( (Glxuk) .”2+ (G2*uk) ."2);
Wl=gammal~*R;
W = max (1,W1l);
ng=((gk."2)+(pk."2)) .~ (1/2);
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gmax=max (1, nqg) ;
B=(spdiags ((Gl*uk)./R,0,dl,dl)G1l) ...
+ (spdiags ((G2*uk) ./R,0,d1l,dl) *G2);

for i=1:d1;
if (Wl(i)<1)
Wp (1)=0;
else
Wp (1)=1;
end
end

Wp=spdiags (Wp,0,dl,dl);

Bl=gammalx+Wpx*spdiags ((gk./gmax),0,n"2,n"2) *B;
B2=gammalxWpxspdiags ( (pk./gmax), 0,n"2,n"2) xB;
E = spdiags(W,0,d1,dl);

Fp = [speye(dl,dl)+rx (l*spdiags(D,0,d1,dl)),
—r*D1, —rxD2;Bl—(gammalxspeye (dl,dl)*Gl),E,C;
B2— (gammal*speye (dl,dl) xG2), C, E];

Fe = F (uk, gk, pk,dk);

norm (Fe)

zk zk—Fp\Fe;

uk = zk(1l:n"2);

gk = zk(n"2+1:n"2+d1);

pk = zk (n"2+dl+l:end);

iter=iter+1

end

% iter=0;
M(:,1+1)
N=M(:,1);

1=1+1

uk;

end

[~,b]l=size (M) ;
L=zeros(b,1);
for i=1:b
L (i) =normalL2 (f,M(:,1i),1/b);
end
plot (L)
legend('\Delta t=h/5")
grid on
figure
fEvolucion en el tiempo

% for i=1:b

o

L = reshape (M(:,1i),n,n);

o\

imshow (L) ;

o

pause

o\

end
subplot (2,2,1)

imshow (reshape (K, n,m) )
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subplot (2,2,2)
imshow (reshape (uk,n,m))
subplot (2,2, 3)
imshow (reshape (D, n,m))

end

Algoritmo de reaccién-difusién anisotrépica utilizando la regularizacion de Ber-
kovier Engelman.

function [u,iter]=TV_itc(n,m,¥,D, lambda, ep)
¥parametros

%lambda=10e6;

ep=le—4;

tol=le—6;

W™Matriz de discretizacion

dim=m#*n;

hl=1/ (m+1);

h2=1/(n+1);
[Dxt,Dxa,Dyt,Dyal=mdiv(n,m,hl,h2);

%$Inicializacion
K=reshape (F, [dim 117);
D=reshape (D, [dim 1]);
u=zeros (dim, 1) ;
gl=zeros (dim, 1) ;
g2=zeros (dim, 1) ;
ug=[u;ql;q2];

iter=0;

U=[1;
N=100+ones (dim, 1) ;

U (:,1)=sparse(dim, 1);
U(:,1)=K;

k=1;

@Discretizacidn variable temporal
r=1/2;

F = 0Q(u,q,p,v) ([uU—v—r* (—lambdax (D.* (U—K) ) + (Dxt xg+Dyt*p) ) ;
sqgrt ( (Dxaxu) .2+ (Dyaxu) . "2+ep”2) . xg—Dxax*u;

sqrt ( (Dxaxu) .2+ (Dyaxu) . "2+ep”2) . xp—Dyax*u]l) ;

tic;
while norm(U(:,k)—N)>tol

v=U(:,k);
tol=1/k;
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while norm(F(u,gl,g2,v))> tol

iter=iter+l;

R=(ep”2.+ (((Dxaxu) ."2)+ ((Dya*u) ."2))) .~ (1/2);
ng=((gql.”2)+(g2.%2))."(1/2);
agmax=max (1, nq) ;
W= (spdiags ((Dxa*u./R),0,dim,dim) *Dxa) . ..

+ (spdiags ((Dya*u./R),0,dim,dim) xDya) ;
Bl=spdiags ((gl./gmax),0,dim,dim) *W;
B2=spdiags ((g2./gmax),0,dim,dim) *W;

Fp=I[speye (dim, dim)—r* (—lambdaxspdiags (D, 0,dim,dim)) —rxDxt —rxDyt; ...
Bl-Dxa spdiags(R,0,dim,dim) sparse(dim,dim);...
B2-—Dya sparse (dim,dim) spdiags(R,0,dim,dim)];

Fc=F(u,ql,gq2,v);

norm (Fc)

d=—Fp\Fc;

ug=uqg+d;

u=uqg(l:dim);

gl=ug(dim+1:2* (dim)) ;

a2=uqg ( (2 (dim) ) +1:3* (dim) ) ;

end

U(:,k+1)=u;
N=U(:,k);
k=k+1
end
toc;
t=toc/60
subplot (2,2,1)
imshow (reshape (K, n,m))
subplot (2,2,2)
imshow (reshape (u,n,m))
subplot (2,2, 3)

imshow (reshape (D, n,m))

o\

fEvolucion en el tiempo
[~,bl=size(U);
for i=1:b

o° o

oe

I, = reshape(U(:,1),n,m);

o\

imshow (L) ;

oe

pause

end
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Algoritmo de curvatura media.

function [u,iter]=curvaturam(n,m,I,P,1,ep)
¥parametros

% 1=10"5;

% ep=le—3;

tol=1le—3;

WMatriz de discretizacion
hl=1/ (m+1);

h2=1/(n+1);

dim=m+n;

[Dxt,Dxa,Dyt,Dyal=mdiv(n,m,hl,h2);

%Inicializacion
u=zeros (dim, 1) ;
gl=zeros (dim, 1) ;
g2=zeros (dim, 1) ;
ug=[u;gl;q2];
K=reshape (I, [dim 1]);
D=reshape (P, [dim 1]);

iter=1;
M= [];
M(:,iter)=K;

Fe = @(u,q,p) ([ (sgrt ((Dxaxu) .2+ (Dyax*u) ."2+ep”2) .» (Dxt*q)) ...
+ (sgrt ( (Dxaxu) .2+ (Dyax*u) . "2+ep”2) .+ (Dyt*p))—1% (D.* (u—K) ) ;
sgrt ( (Dxaxu) .2+ (Dyaxu) ."2+ep”2) . xg—Dxaxu;
sgrt ((Dxaxu) .2+ (Dyaxu) . "2+ep”2) .xp—Dyaxul);

tic;

while norm(Fe(u,ql,g2))>tol
R=(ep"2.+ (((Dxaxu) ."2)+ ((Dya*u) ."2))) .~ (1/2);
ng=((gl."2)+(g2.72)) .7 (1/2);
gmax=max (1,nq) ;
W= (spdiags ( (Dxa*u./R),0,n"2,n"2)*Dxa) ...

+ (spdiags ((Dyaxu./R),0,n"2,n"2) «Dya);
Bl=spdiags ((gl./gmax),0,n"2,n"2) xW;
B2=spdiags ((g2./gmax),0,n"2,n"2) «W;
Cl=spdiags (Dxt* (gql),0,n"2,n"2)*xW;

C2=spdiags (Dyt*(g2),0,n"2,n"2) *xW;

Fp=[—1lxspdiags(D,0,n"2,n"2)+Cl+C2,
spdiags (R, 0,n"2,n"2)«Dxt spdiags(R,0,n"2,n"2)xDyt;
Bl-Dxa spdiags(R,0,n"2,n"2) sparse(n™2,n"2);
B2—-Dya sparse(n”2,n"2) spdiags(R,0,n"2,n"2)1;

F=Fe (u,ql,g2);
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d=—Fp\F;

norm (F)

ug=uqg+d;

u=uqg(l:n"2);

gl=uqg (n"2+1:2x (n"2));

gz2=uq ( (2% (n"2))+1:3x(n"2));
iter=iter+l

M(:,iter+l) = u;
Stol=1/iter;

end

% %Evolucion en el tiempo
[~,b]l=size(M);
for i=1:b

L = reshape (M(:,1),n,m);

o0 oo o

o

imshow (L) ;

% pause

% end

toc;

t=toc/60

subplot (2,2,1)

imshow (reshape (K, n,m) )
subplot (2,2,2)

imshow (reshape (u,n,m))
subplot (2,2, 3)

imshow (reshape (D, n,m))

end

Algoritmo movimiento de la curvatura media.

function [uk,iter]=curvaturam_t (n,m,I,P,1,ep)

¥parametros
%1=10"4;
%ep=le—4;

WMatriz de discretizacion

hl=1/ (m+1);

h2=1/(n+1);

dim=m+n;
[D1,G1,D2,G2]=mdiv (n,m,hl, h2);
r=1/2;

K=reshape (I, [dim 1]);
D=reshape (P, [dim 1]);
iter=0;

M= [];

N=100+K;

M(:,1)=K;
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uk = zeros(dim,1);
pk = sparse(dim,1);
gk = sparse(dim,1);

zk = sparse (3*dim,1);

F = @(u,q,p,t) ([u—t—r=*(sqgrt ((Gl*u
% (D1lxqg) +sgrt ((Glxu) ."2+ (G2*u

M2+ (G2xu) L 12) L.

)
) .72) .x (D2xp)—1x (D.x (u—K)));
)
)

sgrt ((Glxu) .2+ (G2*u) ."2+ep”2) . *g—Gl~*u;
sgqrt ((Glxu) .72+ (G2xu) . "2+ep”"2) . xp—G2*u]) ;
j=1;
tol=1;
tic;

while norm(M(:, j)—N)>tol

tk=M(:,3);
tol=1/73;
while norm(F (uk, gk, pk,tk))>tol
W = ((Gl%uk) .2+ (G2*uk) . 2+ep”2) .7 (1/2);
nor=(gk.”2+pk.”2) ."(1/2);
agmax=max (1, nor);
C=(spdiags ((Glxuk) ./W,0,dim,dim) +«G1l) ...
+ (spdiags ((G2*uk) ./W,0,dim,dim) *G2) ;

Bl =spdiags (gk./gmax,0,dim,dim) *«C;
B2 =spdiags (pk./gmax,0,dim,dim) «C;
Cl=spdiags (Dlxgk, 0,dim, dim) «C;
C2=spdiags (D2*pk, 0,dim,dim) xC;
E = spdiags(W,0,dim,dim) ;

Fp = [speye(dim,dim)—r*Cl—rxC2+r*xl*spdiags (D, 0,dim,dim),
—r*«E*xD1, —rxExD2;
B1-G1l,E, sparse(dim,dim) ;B2—G2, sparse(dim,dim), E];

Fe = F (uk, gk, pk, tk);

d=—Fp\Fe;

norm (Fe)

zk = zk+d;

uk = zk(l:dim);

gk = zk(dim+1l:2xdim);

pk = zk ((2xdim)+1:3%dim);

iter=iter+1;

end
M(:,3+1) = uk;
N=M(:,3);
j=3+1

end

toc;

t=toc/60

o

Evolucion en el tiempo
[~,bl=size (M) ;
for i=1:b

L

o°  o°

o\

reshape (M(:,1),n,n);
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% imshow (L) ;

% pause

% end

subplot (2,2,1)
imshow (reshape (K, n, m))
subplot (2,2,2)

imshow (reshape (uk,n,m))
subplot (2,2, 3)
imshow (reshape (D, n, m))

end
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