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INTRODUCCIÓN

Como una retribución al esfuerzo realizado por la Escuela Politécni

ca Nacional, en formar Profesionales técnicos que constituyen .el

ten de la Tecnología de nuestro país, se presenta este trabajo titu-

lado "DETERMINACIÓN DE TRAYECTORIAS. ÓPTIMAS DE ESTADO MEDIANTE MÉTO-

DOS NUMÉRICOS".

El avance de la ciencia en todos Tos campos, ha llevado al origen de

complejos sistemas de control, los cuales deben ser diseñados por

el Ingeniero de control, de acuerdo a parámetros de fuñcionianrbento

deseados. Las técnicas cTásicas de diseño han visto limitadas sus

aplicaciones a sistemas de una sola.entrada y una sola salida, con

condiciones iniciales nulas -donde ofrecen 'buenas respuestas-, debi-

do, a la complejidad de los sistemas, especialmente en aquellos que

se requiere optimizar la utilización de los recursos disponibles co-

mo: tiempo de trabajo, gasto de energía, etc.

La alternativa es entonces, la técnica del control óptimo, destina-

da a optimizar las entradas de control, las trayectorias de estado

y a mantener criterios de rendimiento preestablecidos.

Este trabajo es un complemento, de la Tesis: "SOLUCIÓN DE LAS ECUA-

CIONES DE RICATTI POR MÉTODOS NUMÉRICOS COMPUTACIONALES" presentada

por el Sr. Ing. Marco Araujo en el año 1980, en la cual se resuelve
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el problema del control óptimo para el caso del Regulador Lineal. De

aquí la necesidad de generalizar la solución para sistemas no linea-

les multientrada y multisalida, variables en el tiempo, lo cual cons_

tltuye el objetivo de esta tesis.
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1.1. OBJETIVOS Y ALCANCE DE ESTA TESIS

Vista la necesidad de contar con métodos de diseño de sistemas de

Control Óptimo, se han planteado los siguientes objetivos:

- Presentar una herramienta útil de cálculo, para conseguir la solu_

clon general del Problema del Control óptimo mediante la utiliza-

ción de computadores Digitales.

- Incrementar el bloque de programas digitales» existente en la Fa-

cultad de Ingeniería Eléctrica, con esta,s técnicas de control, ta_

les. que sirvan para que el diseñador y el estudiante de sistemas

de Control se orienten en la resolución de los cada vez más com-

plejos problemas. , ̂  _

El trabajo presentado se divide substancialmente en dos partes: aná_

lisis teórico de\a y conformación de métodos numéricos com-

putacionales.

En la parte teórica se contemplan los requerimientos del control óp-

timo que son:

- Obtención del modelo matemático.

- Definición de los condicionantes.

- Definición de la Medida de Rendimiento.

Como punto de partida en la búsqueda de métodos de solución. Se rea_

liza el análisis mediante técnicas variacionales hasta obtener las

condiciones básicas del control óptimo.
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En.la parte práctica, se pretende encontrar procesos iterativos, ten_

dientes a calcular control y trayectorias óptimas de estado, cum-

pliendo con las condiciones matemáticas o, establecidas en la teoría,

tal que, mediante la utilización de dichos algori-tmos sea factible

la solución de problemas del tipo no lineal, con condiciones de bor-

de separadas.

Es necesario dejar claro los 1 imitantes que se tiene en los :progra_

mas, a fin de que el usuario pueda utilizarlos con seguridad.

- No es el objetivo de esta tesis realizar a'nál-isis de estabilidad

de los sistemas ni controlabilidad ni observabilidad, por lo tan-

to se asume que los datos del problema son válidos y no tienen -

ninguno de los problemas anotados.

- La precisión de los resultados y aun la seguridad de que la solu-

ción converge , está en funcqón de la exactitud propuesta, es de-

cir del ancho del subintervalo en que se divide el intervalo de

..tiempo en cuestión; por lo tanto la exactitud se considera para

los ejemplos, por lo menos la décima parte del ancho t0, tf .

\

- Con fines prácticos; se puede resolver hasta sistemas de/quinto ô

den, para garantizar la capacidad de la memoria del computador u-

til izado - ADDS - PC/-II de 64 Kbytes.'

i
- En los problemas a ser resueltos se debe tomar en cuenta que las

>
funciones de Control y'trayectorias^admisibles no deben estar li-

mitadas por ningún contorno. Caso contrario, se deben modificar

los programas. ,
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1.2. DESCRIPCIÓN POR CAPÍTULOS

La parte teórica de esta tesis se encuentra sustentada en el Capitu-

lo Segundo, empezando por la formulación del problema en variables

de estado, la definición de las condiciones de contorno y la e"le£

clon del funcional que representa la medida de rendimiento.

La sección 2.3 presenta la solución general del problema del control

óptimo. Se expone, como Información, el método analítico llamado

PROGRAMACIÓN DINÁMICA, visto brevemente, puesto que ya se lo analizó

en un trabajo anterior.

La técnica del cálculo varlaclonal es Introducida en la sección 2.3.2

sin Intentar profundizar en los principios matemáticos de .ésta teo-

ría, se dan las definiciones .básicas que .van :a servir para encontrar

el conjunto de ecuaciones que definen el control óptimo y que son la

base para el desarrollo de los métodos numéricos.

En el Capitulo tercero se tiene definido claramente el problema y

se dan tres métodos alternativos de solución, analizándose su des-

cripción matemática,sus algoritmos y ejemplos de aplicación. En- la

sección 3.1 el método de la pendiente mas pronunciada, en 3.2 el nré

todo variación de extrémales, y en la sección 3.3 el método de cuasj_

1Inealizaclón.

Finalmente, se dedica el capitulo cuarto a extractar las ventajas y

desventajas de cada método estudiado, a fin de sacar conclusiones y

posibles recomendaciones.
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En los anexos se incluyen listados completos de los programas crea-

dos, listado de variables utilizadas, y el modo de empleo de los prp_

gramas.



EL PROBLEMA DEL CONTROL ÓPTIMO

El control óptimo tiene como objetivo primarlo, minimizar los costos

de operación de procesos físicos, sociales y económicos. Se vio la

necesidad de buscar soluciones óptimas a los sistemas de control, en

cuanto se presentaron procesos que debían cumplir ciertos .crltenlids

estrictamente.

Los sistemas clásicos de control buscaban hasta cierto punto, mediajn

te métodos Iterativos, alcanzar el diseño de parámetros que hagan

de un sistema: "Aceptable", de acuerdo a márgenes de error preesta- •

blecldos. Dicho funcionamiento aceptable está definido en términos

de tiempo y frecuencia como: rizado, tiempo de estabilización, so-

bretiro, ganancia, margen de fase, ancho de banda, etc.

Es importante señalar que el factor decisivo en el desarrollo de la

teoría de Control óptimo ha sido el surgimiento de los computadores

Digitales, con cuya utilización se puede resolver en alta velocidad,

los algoritmos necesarios.

En este capitulo se describe formalmente el problema del control óp-

timo y se dan las condiciones que debe cumplir el sistema. En tal

virtud, el problema estarla listo para ser "traducido" a instruccio-

nes en lenguaje computacional5 siguiendo los métodos descritos en el

capitulo siguiente.

- 7 -



2.1. LIMITACIÓN DE LAS TÉCNICAS CLASICAS DE CONTROL

Las técnicas clásicas tales como simulación, análisis matemático o

métodos gráficos enfrentan el problema de control sin tomar en cúej]_

ta la factibilidad práctica de la solución. Es decir que se resoj_

vía un modelo matemático como tal, no como un problema de Ingenie-

ría. Aún, con los sistemas automáticos, se busca compensar ciertos

parámetros a fin de obtener un funcionamiento deseado, pero no se

exige el cumplimiento estricto de alguna medida de rendimiento.

Se hizo prioritaria la necesidad de di.-señar un sistema de control

que a más de llenar los requerimientos físicos del problema, también

haga cumplir una optimizacion de recursos, tal es el ejemplo de un

sistema industrial, en donde a más de cumplir -ciertas tareas especi-

ficas, se requiere optimizar la utilización de energía^ recursos hu-

manos, tiempo, etc.

Planteado de esta maneras se puede concluir que el Control óptimo -

viene a resolver el problema de Ingeniería, en todas sus especialid^

des.

2.1 .1 . SÍNTESIS HISTÓRICA

Se tiene conocimiento de que probablemente el ejemplo mas antiguo de

cintro! automático se originó en Alejandría durante la primera mitad

del tercer siglo A. C.. Se trata de un reloj de agua creado por Kte_

sibios,.conformado por un tanque de agua sin ningún escapes que acu-

mula la entrada de agua (Fig. A). Si la velocidad de entrada se man
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tiene constante, el nivel en el tanque da una medida del tiempo. Por

tanto, para que el reloj de agua sea preciso, es importante mantener

constante la velocidad del agua que entra en el tanque. Las vasijas

de rebose (vertederos), sin duda alguna, se usaron con este 'fin en

la antigüedad; pero desperdician grandes cantidades de agua y no son

aseadas.

\-pi_orAPOR /

SUMIN/5T75C
D£

AGUA

UL

Figura A. ';

Reloj de agua y su vasi ja de--Regulacion

Los registros antiguos árabes indican se empleo un flotador en forma

de cono, como regulador del suministro de agua, el cual obstruye la

entrada de agua, cuando aumenta el nivel.

Con este ejemplo se ha querido demostrar que los sistemas de Control

automático empieza con el hombre. Sin embargo, ha de pasar mucho

tiempo, para que se tenga un conocimiento más explícito de los prin-

cipios, aún cuando estos ya eran muy utilizados.

Se establecieron técnicas de diseño en distintas épocas, pasando por

los diagramas de bode, lugar de las raices, que empleaban conceptos
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de: respuesta en la frecuencia, ancho de banda, ganancia, etc.

Más adelante se desarrolla la teoría de los servomecanismos como una

de las grandes conquistas de los diseñadores de Control. Lógicamen-

te estas técnicas se limitan a sistemas lineales o con mínimas no

linealidades en los elementos,que podían superarse.- Sin embargo, la

ciencia tuvo su despegue después de las guerras mundiales lo que pro_

vocó la aparición de complejos sistemas que debían ser controlados,

es entonces cuando McDonald desarrolla el primer concepto de control

óptimo para sistemas de control en el año 1950. Su objetivo era mi-

nimizar la respuesta transitoria del tiempo en un sistema realimenta^

do para entradas escalón. En 1957, Draper y Li escribieron concep-

tos teóricos para el Control óptimo de una máquina de combustión in-

terna, en el cual se tiende a optimizar el consumo de combustible.

Desde entonces., se ha escrito algunos documentos sobre este campo.

Con el surgimiento de la era aeroespacial, toma vigencia el interés

por diseñar sistemas que optimizan la utilización del tiempo y la e-

nergía.

Esto ha motivado para que grandes investigadores como Bel Imán, B:er-

tram, Kalman en los Estados Unidos, Boltyanskii, Gram Krelidge y Po_n_

tryagin en otros países, dediquen sus-esfuerzos a desarrollar la tep_

ría del Control óptimo. Adicionalmente, la teoría del Cálculo Vari_a_

cional y los computadores digitales han sido las herramientas indis-

pensables para hacer efectivo el trabajo creador de los diseñadores.

Cabe mencionar también, la importancia que ha tenido la teoría de Es_
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tados, como modelo Ideal para representar los sitemas, cuyas venta-

jas se pueden extraer de este trabajo.

2.1.2. OBJETIVOS DE CONTROL ÓPTIMO

Superando las limitaciones del Control clásico, se desarrolla la teo

ría del Control óptimo con claros objetivos que son: determinar las

señales de control, tales que causen: que el sistema o proceso a

ser controlado, satisfaga sus condicionantes físicos y al mismo tiern

po minimice o maximice (según el caso) algún criterio de i; funciona-

miento.

Es evidente.que la' factibilidad de emplear el control óptimo ; está

condicionada al uso de un computador, debido a la complejidad de las

ecuaciones, que generalmente son no lineales con condiciones de bor-

de en dos puntos.

El problema enfrentado forma parte de lo que es: el problema , géne_

ral de control, y por lo tanto este trabajo se enfoca solamente a

resolver esta gran parte. Puesto que: aun cuando es un computador

el que determina la ley de Control óptimo, en lazo cerrado, no se

han tomado en cuenta las perturbaciones que pueden afectar a Va salj_

da del sistema, que causarla variaciones en la realimentación y .-por

tanto se alteren las condiciones originales del sistema; es decir

que podría fallar la minimización de la medida de rendimiento. Más,

este aspecto de la teoría de Control amerita un estudio específico,

que no se contempla en este trabajo.
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2'1 .2. DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA DEL PROBLEMA

2.2.1. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

El éxito de un sistema de control se fundamenta básicamente en su cp_

rrecta formulación matemática, elección de parámetros controlados,

etc. De aquí, que se busca siempre encontrar un paquete de ecuacio-

nes que describan lo más cercano a la realidad, cómo funciona un prp_

ceso, prediciendo la respuesta al sistema ante cualquier entrada an-

ticipada.

Los métodos utilizados en este trabajo utilizan la teoría de estados,

para describir un proceso. Esta teoría'tiene grandes ventajas, y ti-

na de ellas es que unifica la presentación de los sistemas varia-

bles en el tiempo y los invariables, facilitando de esta manera la

solución de las ecuaciones. Otra ventaja es, que puede ser programa_

da la solución, fácilmente en una computadora, sin importar la linej^

lidad de los sistemas, es decir que la teoría de estados es el fun_

damento para el estudio del problema de control óptimo en sistemas

no 1ineales.

A continuación se enuncian algunos conceptos de interés que se intro_

ducen en la teoría de estados:

DEFINICIÓN N^ 1

VARIABLE DE ESTADO: x(t), es la función del tiempo cuyo valor en

cualquier tiempo determinado es el estado del objeto abstracto en

tal tiempo.
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Los estados x(t)s describen generalmente la situación interna de un

sistema, como por ejemplo: su posición, velocidad, aceleración, etc

y se obtienen a partir de las relaciones matemáticas propias del prp_

blema.

En forma compacta se describe como estado de un sistema:

x,(t)

X(t) = (2.1)

xn(t)

donde x , ( t ) , x 2 ( t ) .. x (t) son cada estado en: ;par t icular , por ejem-

plo : x , ( t ) = pos i c ión , ' - x 2 ( t ) = ve loc idad , etc.

D E F I N I C I Ó N N^ 2

ESPACIO DE ESTADO.- Es el conjunto de todos los estados X ( t ) . .. : !que

describen un sistema.

D E F I N I C I Ó N N^ 3

VARIABLES DE CONTROL.- u ( t ) 5 son todas las func iones del tiíempo,

que actúan como entradas del s is tema.

Análogamente al estado, existe una. descripción compacta para el con-

trol :
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u(t) =

u,( t )

u2(t)

( 2 . 2 )

u (t)
rrr '

DEFINICIÓN N^ 4

TRAYECTORIA DE ESTADO.- X ( t ) , son todos los valores que obtiene x(t)

durante el Intervalo (t0 3 O, con t como parámetro implícito. Pues
T ~

to que X(t) depende del valor inicial X(t0)s de t y de las señales

de con.trql 3 la trayectoria de estado es un funcional que toma -valo-

res de acuerdo a estos parámetros.

Pueden existir señales de entrada que no influyen en el estado,e in-

versamente pueden existir señales de salida que no son influencia-

bles por el estado. Estos casos son llamados incontrolables e inob-

servables, respectivamente.

EJ. 2.1. DESCRIPCIÓN DE MOTOR DC.

Las ecuaciones simplificadas que describen un motor DC son

las siguientes:

Ri + L -4- i = V - K, -4— 6 (inducido)dt dt

dt2 dt (inercia)

(2.3)

(2.4)

Se procede ahora a identificar en variables de estado una ecuación
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matriclal que relacione el voltaje de entrada V con el ángulo 6 del

eje de salida:

= 1, x2 = 6 , x3 = .. 6 ; en forma compacta:

dt

x, + x, =

x, = - _R_
L

(2.5)

(2.6)

- X

(2.7)

(2.8)

en forma matriclal resulta:

- -R o Kf
L U L

. 0 0 1

Kt n B
J U J

X +

1
L

0 (2.9)

Para encontrar la relación entre el voltaje de entrada y el ángulo 6
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se requiere resolver la ecuación matricial 2.9. Para esto es necesa-

rio tener las condiciones de borde suficiente y mediante algún méto-
d6

do analítico obtener las trayectorias: i(t), 0(t) y d£ (t)

Hasta aquí s en la ecuación 2.9. se tiene el modelo matemático del prp_

blema, mas adelante se analizan*, las condiciones o limitantes que se

deben tomar en cuenta.

2.2.2. DEFINICIÓN DE LAS CONDICIONES DE BORDE

Es necesario precisar las limitantes del sistema a controlarse, tan-

to de las variables de estado como las de control, a fin de podei"

resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que describe al pro-

ceso.

Al respecto cabe señalar la forma general del sistema de ecuaciones

de estado:

x(t) = a (x(t), u(t), t) (2.10)

Donde x(t) y u(t). tienen la forma expresada en las relaciones 2.1. y

2.2.

El ca.so más general está dado con 2.10 no lineal y variable en el

tiempo, que sera el tipo de problemas que se pueden resolver al fi-

nal de este trabajo.

En la realidad, las entradas de control y las trayectorias de estado

estarán limitadas por algún contorno; sin embargo, por ahora no se
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considerara ningún limitante en este sentido.

Los siguientes conceptos formalizan lo anteriormente enunciado.

DEFINICIÓN Ns 5.

CONTROL ADMISIBLE.- Es el control que cumple los condicionantes fí-

sicos del problema, dentro del intervalo de tiempo en cuestión: |_tos

LfJ -

DEFINICIÓN N2 6.

ESTADO ADMISIBLE.- Son trayectorias admisiblessaquellas que están

dentro de los limites físicos del sistema, dentro del intervalo |t0,

El in t e rva lo t 0 , tJ es aquel espacio del t iempo dentro del cual
L y J

se analiza el proceso a controlarse, por lo tanto, todo control o tra^

yectoria debe calcularse para ese intervalo de tiempo.

Para aclarar este punto, conviene el siguiente ejemplo:

EJ. 2.1. CONDICIONANTES FÍSICOS DEL EJEMPLO 2.1.

- Voltaje de entrada: V = u(t)

Condicionante: O < V < Vmax

- Corriente de armadura: i(t) = x,(t)

Según la potencia del motor i(t) tiene un valor máximo.
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Condicionantes: x,(to) = 0 (antes de arrancar)

Posición angular: 8 = x2(t)

Condicionantes: X2(t0) = O (referencia!)

x2(tf) = 9f

Velocidad angular: a = x3(t)

X3(t0) = 0

X3(tf) = af

en forma matricial, se tiene:

X(t0) =

0

0

0

, x(t f ) =

I

ef
_ af _

(2.11)

2.2.3. DETERMINACIÓN DE CRITERIOS DE RENDIMIENTO

En general, un sistema de control óptimo está descrito por la ecua-

ción:

x(t) = a (x(t)s u(t), t) (2.12)

y el rendimiento del sistema por la expresión:

ítf rJ = h (x(tf), tf) + I gíx(t), u(t),t) dt ,

to

(2.13)

por lo tanto, el control óptimo se enfoca hacia las trayectorias x(t)



- 19 -

y controles u(t)s tales que minirnizen la medida del rendimiento 2.13.

La expresión del rendimiento puede tomar una de las siguientes for-

mas de acuerdo al tipo de problema:

PROBLEMAS DE TIEMPO MINIMO.-

Se da este caso en un sistema que debe pasar de un estado ; inicial

x(to), a otro estado final'x(tf) en el menor tiempo posible.

La expresión de J seria:

J = f f dt , (2.14)

^to

donde el tiempo mínimo es igual a: tf - t0 .

PROBLEMAS DE CONTROL DEL ESTADO FINAL.-

Cuando se trata de alcanzar el estado final de un sistema, lo más

cercano a un estado deseado: r(tf). La forma del rendimiento seria

la siguiente:

J = I fx,(tf) - r.(tf)]2 , (2.15)
i=i L 1 r 1 f J

en esta expresión, las desviaciones positivas o negativas pesan 1-

guals ya que el error es cuadrático. Aquí se aplica el concepto de

NORMA de un vector:

x(tf) -r(-tf) R es la NORMA del vector X(tf) - r(tf) respecto a
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R, y equivale a:

íx(tf) - r(tf)J R [x(tf) - r(tf)) (2.16)

T: indica la transpuesta de la matriz

R: es una matriz real, semidefinida positiva, n x n, de pondera-

ción.

Para formalizar esta expresión, es necesario, enunciar la siguiente

definición.

DEFINICIÓN N2 7

Una matriz real simétrica R es semidefinida positiva (o definida no-

negativa), si para todo vector z, se t-iene:

zT Rz > O , (2.17)

es decir que existen algunos vectores que hacen:

Rz = O , y

:?T Rz = O , por lo tanto, (2.18)

el resto de z darán:

zT Rz > O , (2-19)

esto implica que todos los elementos de la diagonal de R son nonega-

tivos.
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Volviendo a la medida del rendimiento, se encuentra una expresión ma_

tríela! compacta:

J = X(t,) - R
(2.20)

De acuerdo a los valores que tome la matriz R,es la ponderación de

cada una de las desviaciones respecto al valor deseado de estado. Es

decir que R.'-: (ii-ésimo elemento de R) determina la Importancia de

la desviación de X:(tf) de su valor deseado.

PROBLEMAS DE CONTROL DE MÍNIMO ESFUERZO.-

La concepción del "mínimo esfuerzo" está en relación directa a cada

sistema en particular, dentro de lo que significa: la transferencia

de un sistema desde un estado inicial arbitrario x(t0) = x0 3 hasta

un estado final o conjunto de estados finales específicos. Por ejem
pío:

En la operación de un vehículo aeroespacial5 considerando que el im-

pulso del cohete es u(t) y asumiendo que la magnitud del impulso es-

tá en proporción al consumo de combustible, se desea minimizar el

gasto total de combustible. La medida de rendimiento sería:.

ffJ = [ u ( t ) dt , (2.21)

si existe varios controlessy la razón del gasto del esfuerzo de con-

trol del i-ésimo control es C. u . ( t ) | , i = 1, 2, . . . m (C. es una

constante de p r o p o r c i o n a l i d a d ) , se puede m i n i m i z a r con la expresión:

J =

to

b, u , ( t ) dt , ( 2 , 2 2 )
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b.: son los factores de ponderación de los u.(t) y b. ̂  O

Otro tipo de problemas seria como el siguiente ejemplo:

Se considera una red eléctrica con una fuente de voltaje, sin

tos almacenadores de energía, donde la fuente de voltaje es u(t). Se

desea controlar la red con la mínima disipación de energía de ". la

fuente. La corriente que se consume" es directamente proporcional a

u(t), por lo tanto la medida de rendimiento seria:

t

J = .[ U2(t) dt , (2.23)

para varios controles,.se tendría la siguiente forma general de medi_

da de rendimiento:

J = f f íuT(t) R u(t)
Jt0 [

dt (2.24)

J = u(t) dt ' (2.25)

donde R es una matriz real simétrica definida .positiva, de pondera-

ción. Los valores de R podrían ser variables en el tiempo, lo cual

significan a que se desea variar la ponderación de gasto del esfuer-

zo de control, durante el intervalo de interés [t0, tf]

PROBLEMAS DE RASTREO

Se da este problema, cuando se trata de mantener el estado x(t) de

un sistema, lo más cercano al valor deseado r(t), durante todo el in
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tervalo |t0,

La medida de rendimiento podría ser:

J = x(t) - r(t)| Q dt (2.26)

donde Q es una matriz real simétrica n x n , s e m i d e f i n i d a pos i t i va ,que

da la impor tancia re la t iva que debe tener .-.cada de sv i ac ión , de los es_

tados- respecto de los valores deseados correspondientes.

F ina lmen te , cabe menc iona r el caso genera l , en el que estarían invo-

lucrados todos los casos a.nterioresadel cual se puede obtener la si-

guiente expresión para la medida del r end imien to :

J = x(tj-r(tj
f H

|X(t ) - r ( t ) u(t) dt (2.27)

La función que desempeña cada uno de los términos de la expresión -

2.27. ya se explicó en los párrafos anteriores.

La selección del criterio de rendimiento, es decir: encontrar los

términos que debe contener el funcional J, asi como los valores de

las matrices de ponderación Hs Q(t) y R(t), es un punto de gran im-

portancia, en el cual,se deben tomar en cuenta los compromisos que

podrían existir entre los diferentes parámetros de un sistema. Por

ejemplo:

En el vuelo de un vehículo aeroespacial, se tienen los siguientes pa_

rámetros:
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- Tiempo de vuelo

- Gasto de combustible

- Ángulo de elevación, etc.

Reducir el tiempo de vuelo puede significar excesivo gasto de combus_

tibie; aumentar el tiempo de vuelo podría ocasionar que se altere el

ángulo de elevación, etc. Es decir, que debe existir una correcta -

ponderación de cada parámetro, a fin de que la medida de rendimiento

sea exactamente lo que se desea tener, como elemento de medida para

catalogar si un sistema está siendo bien controlado o no lo está.
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2.3. EL PROBLEMA DEL CONTROL ÓPTIMO, MÉTODOS ANALÍTICOS DE SOLU-

CIÓN.

2.3.1. PROGRAMACIÓN DINÁMICA

En vista de que este método ya ha sido tratado en un trabajo ante-

rior, en esta sección se lo estudiará muy brevemente.

Una vez que ha sido determinada la expresión que define la medida de

Rendimiento, el siguiente paso,es encontrar la Ley de Control óptimo

que minimize este criterio. Para esto, existen básicamente dos métp_

dos: La Programación Dinámica y el Cálculo de Variaciones.

Para entender la Programación Dinámica., es necesario aclarar que su

fundamento, está en un concepto llamado optimalidad.

PRINCIPIO DE OPTIMALIDAD.-

La ruta óptima para un proceso de decisión mu.ltietapa, se indica en
la Figura N£ 2-1. .

ce.

Figura N^ 2-1.

a) Ruta óptima desde a hasta e. (b) Dos posibles rutas ,oftimas"'des:-^^v

de b hasta e. //" "*-;
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Llámese Costo Jab, la decisión de seguir la ruta a-b, entonces la cte

cisión tomada en (a ) , resulta con un Costo Jab, más la restante a un

costo Jbe. El mínimo costo Jae* desde a hasta e será por lo tanto:

Jae* = Jab + Jbe (2.28)

Surge la siguiente aseveración:

- Si a-b-e es la ruta óptima desde a hasta e, entonces, b-e es la ru-

ta óptima desde b hasta e.

Prueba de la contradicción.-

Se supone que la ruta óptima .desde b hasta e es b-c-e, entonces

Jbce < Jbe

y que:

Jab + Jbce < Jab + Jbe = Jae* (2.29)

Pero, 2.29 sólo puede ser satisfecha,siempre que se anule el preceder^

te que Jae* es- la mínima ruta desde a hasta e, lo cual lleva a una

contradicción, por lo tanto la aseveración queda demostrada.

En otras palabras: un plan óptimo tiene la propiedad de que,. cuaj_

quiera que sea el estado inicial y la decisión inicial, las siguien-

.tes decisiones deben constituir un plan óptimo, independientemente -

del estado resultante de la primera decisión.
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Ahora,se procede a mostrar una formula para resolver el problema del

control óptimo mediante este principio.

RELACIÓN'.DE RECURRENCIA DE LA PROGRAMACIÓN DINÁMICA.

El problema del Control óptimo.para un sistema de Control Invariante

en el tiempo, de orden N:

x(t) = a(x(t), u(t)) (2.30)

Consiste en determinar una ley de Control óptimo u(t), que minimiza

el criterio de rendimiento:

J = h (x(tf)) +
" t,

g (x(t). u(t))dt (2.31)

Realizando las transformaciones de sistemas continuo a Discreto, se

obtiene la siguiente relación1 de recurrencia:

<-K,N (x(N-k)) = min ,
ü(N-k)

gD(x(N-k), u(N-k) + JN_(k_1))N(aD(x(N-k),u(N-k)))

(2.32)

La demostración de esta relación, obtenida en base al principio de

óptima! idad, se puede encontrar en la obra "OPTIMAL CONTROL, T.HEORY,

Donald Kirks Capitulo 3, pags. 67-70.

Esta relación de recurrencia-,se presta para ser convertida en un pro_

ceso .computadonal, lo cual ea una de las ventajas de la Programa-

ción Dinámica para resolver problemas de Control óptimo..
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Es importante deducir las características de este método para fines

comparativos, por lo tanto,a continuación se enuncian algunas de e-

11 as :

CARACTERÍSTICAS DE LA'PROGRAMACIÓN DINÁMICA

i) OBTIENE MÍNIMOS ABSOLUTOS.-

Este método, emplea un proceso directo para resolver la relación 2-

32, por lo tanto, los mínimos obtenidos son globales o absolutos. Se

puede ver que esto es factible, puesto que se trabaja con el conjun-

to de controles admisibles que causan trayectorias admisibles, y . se

consideran solamente los controles que satisfacen el princtpio de o¿

timalidad. Esto se visualiza en la Figura N2 2-2, donde el Control

óptimo está en la zona rayada.

Todos los
controles

Controles que
satisfacen el
principio de"
optimalidad

Figura N* 2-2

Subconjuntos del espacio de Control

ii) PRESENCIA DE CONDICIONANTES.-

Controles
que causan
Trayectorias
Admisibles
Controles
Admisibles

Como se puede deducir de la Fig. N2 2-2, la presencia de condiciona^

tes facilita la búsqueda de la solución, puesto que reduce el campo

a considerarse.
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iii) FORMA DEL CONTROL ÓPTIMO. -

Este método provee una solución del tipo lazo cerrado o retroalimen

tados. para todos los valores de estado admisibles.

El proceso computacional no produce un tipo de expresión para u

mo:

u(t) = f(x(t),t)

sino que, ésta se -puede obtener aproximadamente a partir de la solu-

ción tabulada de la relación de recurrencia 2-32.

iv) LIMITACIÓN POR DIMENSIONALIDAD.-

Viene a ser la gran desventaja; y consiste en que,, para sistemas de

mayor dimensión, -el espacio de memoria requerido es demasiado gran-

de, lo que lleva a problemas de capacidad de computador con el cons_e_

cuente gasto excesivo de tiempo de operación. Esto se hace evidente

desde sistemas de tercer orden en adelante.

En los párrafos siguientes, se va a estudiar con mayor detenimiento

el método que utiliza cálculo variacional, que como se verá, presen-

ta mayores ventajas en cuanto a versatilidad y velocidad, aunque el

principal limitante está en que no existirán limitantes para el esta_

do y c'ontrol admisibles.

2.3.2. EL CALCULO VARIACIONAL

Es conveniente revisar las siguientes definiciones que se introducen
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en este campo, antes de entrar directamente al problema del control

ópt imo.

D E F I N I C I Ó N N2 8

F U N C I O N A L J ( x ) . -

Es una regla de correspondencia, que as igna a cada func ión x dentro

de un cierto D o m i n i o ti , un único valor real . El conjunto de núme-

ros reales asociados con las func iones en fi , se denomina Rango del

f u n c i o n a l .

D E F I N I C I Ó N N2 9

LINEALIDAD DE J(x) . -

J(x) es un funcional lineal de x si. y solo si satisface:

i .- El p r inc ip io de Homogeneidad, es decir:

J(ctx) = a J(x) (2 .33)

para todo x e U .

ii.- El principio de aditividad, es decir:

J(x, + X2) = J(x,) + J (x2) (2.34)

para todo x,, X2 y x, + x2 e ñ .



- 31 -

DEFINICIÓN N2 10

INCREMENTO DE UN FUNCIONAL.-

Si x y óx son funciones, -para las cuales el Funcional J está defin_i_

do, entonces el incremento de Js representado por Ajs es:

AJ = J(x + óx) - J (x ) " (2 .35)

donde AJ depende de x y <5x s y óx se denomina la variación de la fun_

ción x.

DEFINICIÓN N2 11

VARIACIÓN DE UN FUNCIONAL.-

La variación es tan importante en el calculo de.máximos y mínimos de

los Funcionales,como lo son los diferenciales para encontrar-máximos

y mínimos de las funciones.

Puesto que el incremento de un Funcional se define como:

AJ(x, óx) = óJ(x, óx) + g(x, óx)-||óx (2.36)

donde: óJ es lineal en óx si se cumple que:

lim g(x5 óx) = O (2.37)
óx •*• O

Entonces J es diferenciable en x y óJ es la variación de J evaluada
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para la función x.

DEFINICIÓN N2 12

MÁXIMOS Y MÍNIMOS DE FUNCIONALES.-

Un Funcional J cuyo dominio es ti tiene un extremo relativo en x*.

Si existe un e > O tal que para todas las funciones x dentro de ti

que satisfacen:.

x - x* < e (2.38)

el incremento de J tiene el mismo signo.

Si: AJ = J(x) - J(x*) > O (2.39)

entonces, J(x* ) es un mínimo relativo

Si: AJ = J(x) - J(x*) < O (2.40)

entonces, J(x*) es un máximo relativo.

Si 2.39 se satisface para un e arbitrariamente grande, entonces J(x*)

es un mínimo absoluto o global; similarmente si 2.40 se cumple para

cualquier e grande, entonces J(x*) es'un máximo absoluto o global, x*

es denominado extremal y J(x*) es referido como un extremo.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO VARIACIONAL

Sea x una función del tiempo, -dentro de un dominio ti 3 y J(x) un Fun
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cional diferenciable en x. Se supone que las funciones en íí no son

limitadas por ningún contorno.

Si x* es un extrema!, la variación de J debe ser nula en x*, es de-

cir:

<5J(x*s <5x) = O

para todo 6x admisible.

Mas adelante se verá la utilidad de este principio, en la obtención

de las relaciones matemáticas del control óptimo.

ANÁLISIS DE LAS CONDICIONES QUE DEBE CUMPLIR UN EXTREMAL.-

Ahora se procede a estudiar un Funcional que involucra varias funcic^

nes independientes y.sus primeras derivadas, que para el caso pueden

ser variables de estado.

Se hallaran las condiciones que deben cumplir tales variables .para

ser extrémales y por ende minimizar el funcional J.

Sea el funcional J de la forma:

r'f . '
J(x) = I g(x(t), x(t),t)dt • (2.41)

Jto

con las siguientes condiciones de borde para x(t):

-x(to) y to especificados
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-x(tf) y tf libres

Ademas: x,, xz3 .... XM son funciones independientes con la primera de
IN

riva-da continua; g tiene primeras y segundas derivadas parciales con-

tinuas respecto a todos los argumentos.

Tiene sentido analizar este-caso como mas representativo puesto que,

en la práctica casi siempre se conoce el estado actual (x(to)) de!

sistema y se debe saber a que estado (x(tf)) se llegará, dentro de

un tiempo'limitado tf) que puede ser libre o especificado.

Para visualizar las condiciones.de borde consideradas, es convenien-

te expresarlas en la figura N- 2-3.

x(t)

X.

Xo •-

T¡ tf

_ t

Figura N^ 2-3

Trayectoria de estado extremal y su vecindad.

En adelante: x* representa una función de estado extremal y x una

función admisible.

De la Figura 2-3 se deduce la relación:

6x(tf) = 6xf - x*(tf) (2.42)
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que será utilizada en la.siguiente deducción: sea el incremento del

Funcional J: -

t +6t t

= f g(x(t),x(t),t)dt - [ g(x*(t),x*(t),t)dt
Jto Jto

(Z.43)

AJ =
to

g(x(t),x(t),t)-g(x*(t),x*(t),t) dt + g(x(t),x(t),t)dt

tf+6tf

AJ = g(x*(t)+6x(t),x*(t)+6x(t),t) - g(x*(t),x*(t),t) Ldt

tf+6tf

g(x(t),x(t),t)dt (2.44)

expresando el primer integrado en series de.Taylor alrededor de

x*(t),x*(t), resulta:

(x*(t),x*(t),t)6x(t) 6x(t)l dt

tf+6tf

+ O (6x(t), 6x(t)) + ... + I g(x(t),x(t),t)dt (2.45)

Jtf

donde: O (óx(t), 5x(t)) representa los términos de 2do orden en-

6x(t), 6x(t) que serán ignorados en adelante.

Integrando por partes el-término que contiene 6x(t) se tiene;

tf

I = I ̂  (x*(t), x*(t),t) 6x
'. o° X

(t) dt

8
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x(t),t) 6x(t)

L,

t

f

0 ' t o

d
dt ^?- (x*( t ) ,x*( t ) , t ) <5x(t)dt-

Puesto que x(t0) es especificado,, todas'las trayectorias admisibles

deben pasar por x(t0)s entonces-.<5x(to) = O,' quedando por lo tanto:

I =
sx

6x(t) - 6x(t)dt

(2.46)

El segundo término Integral de la expresión 2.45 puede ser escrito

de otra manera:

'tf+6tf

g(x(t), x(t),t)dt = g(x(tf), x(tf),tf) 6tf + O (6tf) (2.47)

Substituyendo -2.46 y 2.47 en 2.45 resulta:

AJ = x(t ),t Ux(tf) + g(x(t )s x(t ), t
T T l

<st,

,<5x(t)dt

(2.48)

I T
Es conveniente expresar g (x(tJs x(t^), tf) en función de

mediante expansión de Taylor:

g(x(tf), x(tf),tf) = g(x*(tf), x*(tf),tf)+ H-(x*(tf)f¿*(tf),tf)]6x(tf)

^ (x*(tf),.x*(t ),t) I fix(t^) + O ... (2.49)
v ^ '
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Substituyendo 2.42 y 2.49 en la expresión 2.48, y conservando solamen_

te los términos de primer orden, se encuentra la variación del funci_o

nal J:

SJ(x*s <5x), = O

(x*(tf), x*(tf), tf)
Sx T T T

g (x*(tf), x*(tf),tf)-

*f

t

1 X*(tj

dt

(2.50)

Una vez que se ha obtenido la variación del funcional J ,cabe aplicar

el teorema fundamental del -Cálculo variacional s a fin de determinar

las condiciones que x(t) debe Cumplir para ser un extremal 5 entonces

se tiene:

= O ,

el término integral debe ser nulo

(x*(t), x*(t),t) - 5 x*(t)st) = O (2.51)

Esta relación es denominada Ecuación de Euler.la cual debe cumplir

un extremal x*(t) ,independientemente de las condiciones de contorno.

Las condiciones de borde se especifican a partir del término fuera

del integral de 2.50, por lo tanto resulta:
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«Sx,

T .
x*(tj <5tf

En resumen: para que una trayectoria x(t) sea extremal, debe satis-

facer las relaciones 2.51 y 2.52. Las condiciones de contorno se

obtienen*substituyendo los datos respectivos (Estado final libre o

especificada, y tiempo final libre o fijo). En adelante se conside-

rará solamente el caso de tiempo final tf fijo y estado final x(t )

libre,por ser el caso más representativo de los sistemas prácticos

resultando un problema no lineal, con condiciones de borde separa-

das.

Hasta aquí se ha visto las relaciones matemáticas del cálculo varia-

cional que determinan las condiciones de una curva extrema 1, dadas

por la Ecuación de Euler 2.51 y la Ecuación de las condiciones de

Contorno 2.52. Ahora, se puede introducir directamente el problema

del Control óptimo, el cual, como se anotó anteriormente consiste en:

encontrar un control admisible u*(t) tal, que cause que el sistema:

x(t) = a (x(t), u(t),t) (2.53)

alcance una trayectoria óptima x*, tal que minimize el criterio de

rendimiento:

J(u) = h , u(t),t) dt (2.54)
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Además, se asumen las siguientes condiciones:

i.- Las regiones admisibles de estado y control no están limitadas

por ningún contorno.

ii.- x(t0), t0 son especificados

iii.-x(t), es un vector n x 1

iv.- u(t), es un vector m x 1

v.- h es una función diferenciable en el tiempo.

En base 'a v.- se tiene:

h(x(tf), tf) = dt h(x(t),t) dt H- h(x(tfl), tj

reemplazando en la relación 2.54.3 se tiene:

tf
J(u) = íg(x(t), u(t),t)

(2.55)

h(x(t),t)] Idt + h(x(tfl),t(dt

puesto que x(t0) y t0 son especificados, entonces no tienen influen-

cia en la minimización de J(u) y por lo tanto el termino h(x(t0),t0)

puede ser ignorado. Mediante la regla de derivación compuesta se

obtiene:

t

Jt,
J(u) = f |g(x(t),u(t),t)+ ail<x(t),t)

T.
(2.56)

Se forma un Funcional aumentanda Ja(u)a al incluir un termino que re_
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presenta las ecuaciones diferenciales del sistema dadas en "la expre-

sión 2. 53:

Ja(u) •= g(x(t), u(t),t) +
T.

x( t ) + ~ ( x ( t ) s t )

pT( t) a(x(t), u(t),t) - x(t) -dt (2.57)

Se han traducido los multiplicadores de Lagrange variables en el tiem

po: Pt(t), P2(t) ... PN(t), puesto que las condiciones deben satisfa,

cerse en todo el intervalo de tiempo establecido t0) tf| .

Se define una función g aumentada:

ga(x(t),x(t)su(t),P'J[t),t) ± g(x(t)su(t)5t)+Pl(t) | a(x(t) 3u(t) st)-x(t)

jnr
O. A

(x(t),t)
T. 8h,x(t)+^(x(t)st) (2.58)

que resume lo anterior:

Ja(u) =
t,

g (x(t)s x(t), u(t), p(t)s t) dt (2.59)

Ahora se determina la va r i ac ión de J a ( u ) , con las supos ic iones dadas

en i hasta v y ademas Considerando que los estados f ina l e s pueden

ser especif icados o l i b res . Se in t roducen las var iac iones 6xs Sx,

6 u 5 6p y fit .

En base a la ec. 2.50 para un extrema! , y aumentando los términos
g 8a

r) ~*'r

de' acuerdo al incremento de argumentos de g .
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SJa(u*) = O = ^ (x*(tj, x*(tjs
9 x

f , f
i . I s f

(x*(t_), x*(t_), u*(t,)s p*(t), tf)_ , _
I T

- (x*(t,).,x*(t,),u*(t,),p*(t,),tJ x*(t,)
'f 'f

T.

_d_
dt

1 3U

9p

(x*(t), x*(t), u*(t), p*(t), t)
T]
6x(t)

(x*(t), x*(t), u*(t), p*(t), t)

(x*(t), x*(t), u*(t), p*(t), t)

Mt)

dt

(2 .60 )

A fin de determinar las condiciones que hagan 6Ja = O se arreglan

los términos que contienen h, dentro del integral

9 x
LÍL
3 X

( X * ( t ) , t )
T.

^4 (x* ( t ) , t ) _^.
dt

T

*(t)

8h ( x * ( t ) , t ) ( 2 . 6 1 )

- U t i l i z a n d o la regla de derivación compuesta en el ú l t imo término

(x*( t ) , t ) - 3 2 h x*(t) -

3 2 h
3xa t (x*( t ) , t ) ( 2 . 6 2 )
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- Asumiendo que las segundas derivadas parciales son continuas, se

puede intercambiar el orden de diferenciación, entonces estos tér-

minos sumados dan cero.

- El término integral de 2.60 queda:

f

to
(x*(t), u*(t),t)) I + p*(t) ||¿ (x*(t), u*(t),t)

dt [- P*T(t)

p*'(t) 8U
£• (x*(t), u*(t),t) óu(t)

a(x*(t), u*(t),t) - x*(t) 6p(t) Idt (2.63)

El resultado de esta integral debe ser cero, independientemente de

las condiciones de contorno en un extremal. De aquí resulta que:

x*(t) = a (x*(t), u*(t), t)) (2.64)

- Esta ecuación debe cumplirse>pues corresponde a la ecuación de es-

tado, entonces, el coeficiente de óp(t) es cero.

Para que el coeficiente de 6x(t) sea cero, se debe cumplir:

P*(t) = - \¡£ (x*(t), u*(t), t) p*(t)- |£ (x*(t), u*(t),t) (2.65)

lo cual es factible, ya que. los multiplicadores de Lagrange son ar-

bitrarios.
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La variación 6u(t) es independiente^ por lo tanto su coeficiente de

be ser cero, entonces:

, u*(t), t) p*(t) (2.66)O = - (x*(t),u*(t),t)

Los términos de 2.60 fuera de integral, también deben anularse para

que la variación sea cero, por lo tanto;

O =
1T í

f£ (x*(tf), tf)- p*(tf) 6xf + g(x(tf), u*(tf),tf)

f£ (x*(tf), tf) + P*T(tf) fa(x*(tf), u*(tf), tf)] 6t. ..(2.67)

Aplicando las condiciones propias de cada problema se puede encontrar

la relación de condiciones de borde, a partir de la ecuación 2.67.

Se han determinado hasta aquí, las condiciones necesarias para resoj_

ver el problema del control óptimo, las cuales tienden a cumplir el

Teorema fundamental del Cálculo de variaciones.

Ahora resulta conveniente introducir una función auxiliar.sque permi-

te sumplificar las ecuaciones mencionadas, tal es, la función Hamil-

toniano definida por:

T,H(X , u(t), p(t), t) = g(x(t), u(t), t) + p'(t) a(x(t), u(t), t)

(2.68)

Substituyendo esta función en las condiciones 2.64 hasta 2.67 se ob-

tiene:
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x*(t) -^ (x*(t), u*(t), p*(t), t)

8__H
8 x > P*(t), t)

3 HO =ff (x*(t), u*(t), p*(t), t)

y

(2.69)

(2-70)

(2.71)

o =
} T

s tf) - p*(tf) | Sx H(x*(t), u*(t), p*(t),t)

ÍMr(x*(tf), tf)
O L i I

ót (2.72)

Se tiene un conjunto de 2N ecuaciones diferenciales de estado-coesta

do (2/69 y 2.70) y un conjunto de m ecuaciones algebraicas (2.71)que

deben ser satisfechas por el Control óptimo en el intervalo t0) tf 1

y como se anticipo, resulta un problema con condiciones de borde se-

paradas, poco simple de resolver por métodos convencionales.

CONDICIONES DE CONTORNO.-

Se supone conocida la condición inicial x*(t0) = x0 y el tiempo ini_

cial t0 3 por lo tanto con el estado final y el tiempo final quedan

las siguientes alternativas:

i- Problemas con tiempo final fijo

i-1 Estado final x(tf) fijo

i-2 Estado final x(tf) libre

i-3 Estado final x(t,-) condicionado a un lugar geométrico,
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i i- Problemas con tiempo final, libre

ii-1 Estado final x(tf) fijo

ii-2 Estado final x(t ) libre

ii-3 Estado final x(tf) condicionado a un lugar geométrico.

No es el objetivo de este trabajo analizar cada una de estas posibi-

lidades, sino que el análisis del Capitulo III, se orienta con las

condiciones de contorno dadas en i-2, es decir, se considera t. espe
T

cificado y x(tf) desconocido o libre. Se ha optado por este tipo de

problemas, por ser los de mayor generalidad, tomando en cuenta : que

pueden ser lineales o no lineales, variantes en el tiempo, multiva_

riables y no limitados por ningún contorno.

Finalmente se puede deducir que el Cálculo variacional resulta ideal

para resolver el problema del Control óptimo, en la generalidad de

sistemas, tal como se ha mencionado... Sin embargo en este trabajo se

ha limitado el trabajo para sistemas que aceptan estados y controles

admisibles no limitados por ningún contorno. Para cuando sea neces_a_

rio trabajar con estados y controles limitados o condicionados, exis_

te el método del mínimo de Pontryagin en el cual se trata este caso.

Cabe mencionar que en la Programación Dinámica en cambio, el proble-

ma de Control óptimo se facilitaba cuando existen suficientes limi-

tantes a la función Control.

En todo casos.cualquiera de los dos métodos son aplicables analítica-

mente para sistemas semcillos únicamente, siendo creciente la difi-

cultad de solución con la complejidad de las ecuaciones. De aquí

nace la necesidad de implementar métodos numéricos que permitan me-
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diante el uso de un Computador, solucionar cualquier sistema no l i -

neal de orden superior.



APLICACIÓN DE MÉTODOS NUMÉRICOS

En el capitulo anterior se estudio la formulación del problema de

Control óptimo y los posibles métodos de solución. El tema central

fue la técnica del cálculo Variacional, como la mejor alternativa pa_

ra enfrentar este problema, y se dieron los lincamientos necesarios,

más adelante, para definir un modelo matemático mediante esta técni-

ca.

Una vez que -se ha determinado que el problema del Control óptimo es

un conjunto de ecuaciones diferenciales, de primer orden, no line_a

les y de condiciones de borde separadas, se ha visto que la solución

no es simple, a pesar de que las técnicas variacionales se conocen -

desde hace mucho tiempo. Esto se debe a que, recién co'n el surgi-

miento de los computadores digitales de alta velocidad se hace posi-

ble Introducir métodos numéricos, para resolver complejos sistemas

físicos.

En este capítulo se desarrollan tres métodos iterativos, que utili-

zando las condiciones matemáticas del capítulo II permiten encontrar

la ley de Control óptimo y las trayectorias óptimas de estado: el

método de la pendiente más pronunciada, el método variación de extre_

males y el método de cuasil inealización.

Estas técnicas se han codificado en lenguaje BASIC para el computa-

dor A.D.D.S. sistema DOS, por estar el equipo disponible para la rea_

- 47 -
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lización de este trabajo.

3.1. MÉTODO DE LA PENDIENTE MAS PRONUNCIADA

En general, los métodos que se estudian en este capitulo, están dise_

nados para resolver problemas del tipo No lineales, de dos puntos de

valores de contorno.

Dichos problemas resultan de la aproximación variacional, en el caso

de que no se consideran limitados por ningún contornor las variables

de estado y control,y que el estado final es libre y el tiempo final

es fijo. Las ecuaciones que describen este tipo de problemas son:

x*(t) -U= a(x*(t), u*(t),t) (3.1)

(x*(t), u*(t), t) ] p*(t)

ff (x*(t), u*(t), t) (3.2)

T
, u*(t),

+ fj(x*(t)s "*(t), t) (3.3)

x*(t0) = x0 (3.4)

P*(tf) =g-(x*(tf)) (3.5)

Cabe mencionar que el principio común en que se basan los tres meto,

dos a estudiarse,está en que se emplea una suposición inicial para

P*(t) = - f£ 3a
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obtener la solución al problema, la cual no satisface alguna de las

cinco ecuaclones-3.1 hasta 3.5-, esta so luc ión es entonces v á l i d a pa_

ra obtener un ajuste a la suposición I n i c i a l , tal que , la próxima s£

l u c i ó n esté más cercana a satisfacer las cinco condic iones anotadas.

Si es que eventualmente , este proceso i terat ivo converge, entonces -

las condiciones se satisfacen y las so luc iones encontradas será: es_

tado y Control ópt imos.

i
Por ahora se supone conocido u ( t ) y se resuelven el conjunto de ecua_

clones diferenciales 3.1 y 3.2 tal que las trayectorias nominales de

estado-coestado sa t i s fagan las condiciones de contorno 3.4 y 3.5.

Si la solución encontrada satisface la condición 3.3.:

- n' °

entonces x(t)s u(t) y p(t) son extrémales, por lo tanto son trayectpj

rías y controles óptimos.

Si no es ese el caso, entonces se busca una fórmula para reajustar -

el valor supuesto de u(t), mediante el siguiente análisis:

3.1.1. DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA.-

En el capitulo II, cuando se estudió la condición fundamental del

cálculo variacional, que debia cumplir el control óptimo, se llegó a

determinar que la variación del Funcional aumentado Ja es:

r _ y
SJa = [!Y (xn(tf) - p1(tf) 1 6x(tf)
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> P1(t)> t}

- (x̂ t), uV), p t ) , t) 6u(t)

+ a(xn(t), u'U), t) - x^t) 6p(t) Idt

donde: 6x(t) = x1 + '(t) -

(3.6)

(3.7)

y

6u(t) = ui

6p(t) =

(3.8)

(3.9)

i = índice de iteración.

Si se satisfacen 3.1, 3.2S 3.4 y 3.5, entonces resulta:

t

6Ja = f
Jto

Se tiene que:

, t) 6u(t) dt (3.10)

óüa -es la parte lineal del incremento AJa, donde;

AJa = J(u1+l) - Jíu1), y (3-11)

si la norma de Su, es decir: 3 es pequeña, el signou - u

de AJa estará determinado por el signo de 6Ja. Puesto que el objeti_

vo es minimizar Ja, se quiere .hacer que AJa sea negativo. Si se se-

lecciona como 6u(t):
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l(t) = = _ T
Su.

(3.12)

t e t oí

T: Medida de paso > O en la dirección de la gradiente de H.

Entonces: 5Ja = - T 9H (t) 8H
3u (t) dt « O (3.13)

puesto que el integrado es nonegativo para todo t e It0, tfj . óJa

será cero solamente cuando:'

3H1 f 1- (t) = 0 para todo t e toa tf

la dirección de la pendiente más pronunciada está en la gradiente de

H, por lo tanto el reajuste de u1 se realiza en base del anterior

valor u y una medida (T) de paso en esta dirección (más corta hacia

el valor'mínimo del funcional Ja).

(3.14)

gráficamente se tiene:

Figura N^ 3.1.1.

Pendiente más pronunciada para encontrar el mínimo de un funcional J
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Un aspecto Importante de este método está en determinar un valor ad_e

cuado de la medida de paso T. De la figura 3.1.1. se deduce que si

el valor escogido es muy grande, se puede sobrepasar el campo del

funcional,y por lo tanto llegar a una divergencia. Por otro lado,

si el valor de T es demasiado pequeño, él tiempo utilizado en enco_n_

trar el extremal será muy grande, puesto que se estaría recorriendo

en pasos muy reducidos.

El algoritmo desarrollado permite determinar el valor más adecuado

para T entre 0,25 y 1.00, tal que,siempre se tenga el mayor decreci-
r) Hmiento de r— hasta llegar a cero.
o U

La integración de las ecuaciones diferenciales se realiza con el mé-

todo de RUNGE-KUTTA-SIMPSON DE CUARTO ORDEN, por ser uno de los mas

precisos 'que existen, mientras que la'integración numérica de funcio_

nes se efectúa con la técnica de SIMPSON, métodos muy bien descritos

en la obra:- MODERN METHODS OF ENGINEERING COMPUTATLON de Robert L.

Ketter y Sherwood P. Prawel Jr.

Esta técnica es ejecutada en el computador, mediante el siguiente aj_

goritmo.

3.1.2. ALGORITMO Y FLUJOGRAMA

Para usarse un computador digital, todas las variables serán discre-

tizadas en intervalos de tiempo adecuados, tal que,no hagan de la s_o_

-lución ni muy imprecisa ni demasiado larga. Con este antecedente, a

continuación se dan los pasos necesarios para resolver los problemas

de Control óptimo mediante la técnica de la pendiente más pronuncia-
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da.

1.- Seleccionar una aproximación a la his tor ia de Control . . u . . ( t )

t eít0, tf| . Donde, este in tervalo se d i v i d e en NI sub in te rva^

los de ancho i g u a l a E -exactitud-:

NI =
t.p - t

(3 .15)

generalmente, de algún conocimiento previo del problema se ob-

tiene un valor constante de u (t), donde i = O, como suposición

inicial .

2.- Empleando este valor supuesto, se integran la ecuación de esta-

do dada por 3.1 bajo la condición inicial x(t0) = x0a desde t0

hasta tf. Se almacena el -vector resultante x"*(t) en la memoria

del computador.

3.- Substituyendo el valor de x^tJ encontrado en el paso 2, en

la ecuación 3.5, se obtiene la condición de borde p1(tf). Uti-

lizando esta condición de borde y el vector x^t) obtenido, se

integra la ecuación de coestado 3.6 desde tf hasta _tQ. Con los

vectores x^t) y p^t) obtenidos y u(t) supuesto., se evalúa

3H /Su desde t hasta tf y se almacena esta función en memoria.

4.- Se e v a l ú a , la norma

guiente fó rmula :

, a fines de comparación, con la si-

8H1

8u rJt0

9H / , x

8 U U^

T
9 H / , \ ^ (t).dt

0.5

(3.16)
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Si ALFA, se cumple . (3.17)

donde ALFA es una constante de error, preestablecida de acuerdo a la

precian 6n que se desea, entonces termina el proceso iterativo y la

salida es el control y trayectorias extrémales.

Si 3.17 no se cumple, se procede a reajustar la entrada de control

mediante la relación:

(tk) k = Os 1 , .. NI-1 (3.18)

Se reemplaza u^t.) por u1 ("O, y retorna al paso N2 2 para calcu-

lar nuevas trayectorias de estado.

Este métodospuede- alternativamente utilizar como criterio de parada,

el valor que se obtiene del rendimiento, cálculo que.se realiza en

cada iteración, a fin de tener la historia del rendimiento en fun-

ción de las iteraciones que se realicen, mediante la comparación:

J1+l - J1 < ALFA . (3.19)

pero con la desventaja de que el proceso termina en cuanto se encuejí

tre un extrema!, que bien podría ser relativo o absoluto, siendo- el

objetivo alcanzar extrémales absolutos.

El programa codificado como "CONTROL. BAS" está diseñado en doble

cisión, para determinar: trayectoria óptima de estado, trayectoria

•de coestado e historia de control óptimo en función del tiempo; Re_n
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dimiento y Norma en función del número de iteraciones, mediante el

método de la Pendiente mas pronunciada.

La figura -3.1.2. indica un diagrama de bloques general de esta técnj_

ca, en el cual se anota también el método numérico seguido en los

cálculos.

Nomenclatura de los datos que se introducen por teclado

N : orden de estado

M : orden de coestado

E : exactitud

ALFA : Constante de error

X0 : estado inicial

u0 : control inicial

: numero máximo de iteraciones

El bloque N2 7 comprende la determinación del valor adecuado para

TAO(T), como medida del paso, y puede variar desde 0,25 hasta 1.00

tal que siempre se cumpla que:

(3.20)

Cuando se cubren todos los valores y sin embargo no se cumple 3.20,

se utiliza el ultimo valor de TAO (T) probado y se da en la pantalla

del computador una indicación de inestabilidad.
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DIAGRAMA GENERAL DE BLOQUES

MÉTODO DE LA PENDIENTE MAS PRONUNCIADA

Figura N^ 3.1 .2.

INGRESO DE DATOS POR TECLADO

N , T F 5 E , A L F A , X 0 5 U O S I

CALCULO DE LA EC.

DE ESTADO •*• x\t)

CALCULO DEL RENDIMIENTO -»- J

RUNGE-KUTTA-SIMPSON

CALCULO DE' LA CONDICIÓN

DE BORDE

CALCULO DE LA EC.

DE COESTADO + p(t)

EVALUACIÓN DE ̂3 u

CALCULO DE LA NORMA

3H i T 9H dt
0.5

MÉTODO DE SIMPSON

SUBRUTINA PARA INGRESO

DE DATOS

x = a (xs us t)

o. u

J = h + jg(xa us t)dt

9h
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CALCULO DE T

MEDIDA DE PASO

u. = u - T

NOTAS

10

IMPRESIÓN RESULTADOS

Trayectoria Estado x(t)

Trayectoria Coestado p(t)

Control u(t)

Rendimiento J1

Norma =

En la Impresión de los resultados, x ( t ) 9 p(t) y u ( t ) 9 se emplea el

tiempo discreto en Intervalos Iguales a E.

- El rendimiento y la Norma se dan en función del #. de Iteradoon

- Se considera que el tiempo'Inicial TI es = 0.

3.1.3. EJEMPLOS.-

A fines de comparación de resultados,se resuelven tres ejemplos con

los tres métodos estudiados en este trabajo.

En el planteamiento de un problema se emplea un subprograma creado -

exclusivamente para Introducir las ecuaciones necesarias. El espa-
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ció de memoria que ocupa, depende de cada método y se indica en el

planteamiento de los ejemplos.

Es importante la instrucción CHAIN MERGE5puesto que permite enlazar

el subprograma de datos con el programa principal. A continuación -

se indica la distribución del subprograma de datos:

N£ de INSTRUCCIÓN . DATOS DEL PROBLEMA

5000 ' "EJEMPLO A"

5010 A(l) Ecuaciones de estado

5020 A(2)

A(N)

G(J) Función g (x(t)s u(t), t)

DHU(J) Función 9 H/ 3 u

Bfl) Ecuaciones de coestado

B(N)

H Función h(x(tf))

ttHX(N) .... Función 3 h/ 3x

6000 CHAIN MERGE "CONTROL"

EJ. 3.1.A.

Determinar la trayectoria óptima de estado del siguiente sistema:

x(t) = -x(t) + u(t) , x(0) = 4

y la medida de rendimiento:
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ú = X2(D + I iu2(t) dt

Entonces se tiene:

ec. de estado: A(l) = - x(l,J) + u(l,J)

Integrando del rendimiento: G(J) = .5*(u(l,J)) " 2

además el Hanm'lloniano es:

H = u2(t) + p(t)(-x(t) + u(t))

-derivando'respecto al control, resulta

|̂  = u(t) + p(t) : DHU = u ( ! 5 J ) +

-derivando H respecto a x( t ) , queda:

-la función h(x(tf)) es : H - x(ls NI-1) " 2

y derivando 9 h/ 8 x : DHX(l) = 2* x (15 NI-1)

Con estos datos se forma el subprograma denominado "EJEMPLO A. CON",

y los resultados obtenidos son los siguientes.
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S ce 1"
-:

N
.

IS
 

C
M

 C
N

 
CM

 
!>

l
'~

;̂ 
O

 O
 O

 
O

1 
1 

1 
1 

I
Ü

! 
LU

 U
i 

U
: 

U
I

CM
 N

 N
 ^

' 
¡>

i>
 K

- 
*\'

 
•-]

 
Ct

í
r-

' 
-O

 
J
j"
¡ 

<
' 

O

^-
 Í

O
 K

¡ 
C-

- 
<•

f-
.j 

Q
 

)-.•
"! 

f-
.j 

.r
.i

^
 

D
- 

-G
 «

ÑÍ 
C

M

CM
 

CM
 C

J
'•
_
' 

'̂
-'
 

'̂
y

1
1

!
U

! 
U

i Ü
J

vj 
h

 
K

I 
K

' 
N'.

i
O

 
¡X

 N
 
C

 C
C

T
-!
 

C
O

 1
V
. 
-
r
l 

T
-l

r-O
 

r- 
h'>

 e
n 

-0
h

 
C

M
 O

 í
í'í

 U
'í

-0
 -

U 
<*

 r
/ 

K
;

K
Í 

r--
.. 

r.¡
 

-.
 

G

1

.-
 
..
. 

r-J
DJ

 0
- 
-.

 -
• 

^-
i

L-
,1 o 1 U
i in
 u

i
a,

 <
í

CO
 C

M
jV

: 
"3

"

C"
; 

CO
O

 
CM

.

r"
¡ 

t

r í
 N

'•~ '
 '•—

•'
\ U
! 

LU
*t

 C
M

^
 0

-
T

-
. 

f
X

Ü"
! 

O
^

 
i"'
""
.!

U'
; 

ü~
¡

!•-••-
 r

-o

H- 
i-

r* .
- 

J
-
.-
.
 

T
-¡

CM
 

iM
 

iM
 
W

O
 

'C
1 

O
 
O

i 
j 

1 
1

LU
 

LU
 Ü

J 
U

J
t-
í 

1̂-
 
r,

 
C

O
-J

T;
 

h
'¡

 
l"
-j
 

^J
K

- 
C

M
 N

 C
M

CM
 C

'-J 
!̂ 

O
r- 

T-Í
 <

! 
r-j

<i
 in

 K
. 

CM
C'.

í 
CM

 C
M 

CM

CM
 y

 C
M

 C
M

'-—
 '

 
'%

-••
 

'•—
 •" 

* 
f

l
i

l
i

U
1 

U
i 

U
! 

U
I

-
 K

' <
 in

Ñ
[ 

=
s
}'
 

<
Í
 

T
-
I

<
 

Cf
í 

1̂
 

O
CO

 
N

 
C

C
* 

-^
»-

i 
C

 
Ch

 
£>

íf
; 

Ü"
j 

~J
 

^í
"

K
, 

K
- 

K
, 

p>

U"
 ^

n 
r~ 

¡TI

I"
-
!
 

i.
*
'í

i 
i î i 
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TAO = 0 . 5

U0 = 1.5

EJEMPLO REACTOR ni.il ̂ ^r^' _o. KIRi<
ORDEN DE E3TAOO= 2 '
ORDEN HE CONTROL= 1
TIEMPO FINAL= .S'
c-X AOTITUD- „ 08
ESTADO INTCI-AL X 1 (0)= -05
E S T A DO INICIA L >' 2 í O) ~ O
PASO INICIAL^ .5
CONTROL. INICIAL U i < t) 1, 5

t

TRAYECTORIAS

ESTADO xl (.t?

ÓPTIMAS

íi O j

ESTADO x2 ( t )

4

r0431799553334713
3.81605é>ó24054^Q9D-02

3.421388^39023013D-02
3.07^4593727S52S2D-Q2
2. 722T-27459263302D-02
2*. 3 i ¿93275272B3 62D-O2
\. 81293450295^2510-02
\ i 71^-640073478220—02
3,, 62343^13641 í A67D-O3

-6 b 31 6'77"y^ 1S7 1 60490-03

-2- 7^4284373521805D-O2
-4-612788185477257D-02
- B0579589307308197
-6.53844B4S2753846D-02
-6.950Í2Í3729381560-02
-7,0864185690879R2D-02
-6.-96725547313 6902E>-O2
-6. 5-"'0?-604030óO':?.1 3D-07
-5. 9427237429571 .1 50-02
-5. O 1 : ^ 30 12433O5211>-02

d—• r~. i— {—• "~r r\\ oi,.-L«Li-rí ! H!-''.Jo ÓPTIMOS

Plí COESTADO P2ít)

72
7999999

.1 , 06369936466217

. ^OB52f52Sa 1 0501 i
-6Ó156Í1986978149
,. 3965"77894APí-76526
,256177693605423
r 159>..4"71í-/3:t 45752
9.354157745833¿¿5D-02
4 . ̂ 9-0.6956336498260-02
?. 26726792"̂ 52742SD-02
7.32123153284l?21D-03
5.90127950999S858D-04

- 1972307430391312
,1458688378334045
7.2063S32S1469345D-02
2.631065063178539D-O2
-1„4073^1100275517D-03

-2.366497181355953D-O2
-2, 4 373̂ -28235650060-02
-2,0901577547 192570-02
-1.479951478540S970-02
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hJ T S n" D R T A D t" L C'? W T F:: D t _

0 0
'•' .. 03
0 - i 6
0 „ 2-'-
0 , 32
O B ^ _
O , 43
0 -56
O e ^¿t

O ,72
0 . 7999999

ITERACIÓN

s '
T'

"x

4
5
6
— T

B
9
10
« j

12-
i 3

1 4 "
15
16
17

1.B
19

20

i. I*AÓ 10

1, 194316
, 343586
., ¿j 1 7 r") -2. ¿3. 4

. ^698^76
, 375f-986
.3176164

, 2B4356S
.2676314

-261574
,.26205-55

.PPWDTHT,.WTO •
. .

¿•^¿71
"í ^j ¿!. "1 "^ "7 O

•j *p f ~i o íij <=; t=;

9S455753E-02
"7, 53B-465E-02
6,-¿L60504E-02
5,. 77 ¿LI 17E-O2

5.207S6SE-02
4 r 307285E— 02
4.459146E-02
A Tí4.4.7P¿-cr f")^

-4.019845E-02
3B 9¿L¿LA/L3E— O2

r 0375006
3. 686Q2iE~02

3. 655476E-02
3, 626626^—02
3, 60.1 C?26E-02
3. 58O^23E— 02
- 0356 1S2

NOPMA
. . . . _ . . . . ... . . .

r 2946436
,26755^2
.241 0246
, 2093225
, 161 7*17
„ 1351S59
, 1 i 48753

„ lOVT.^S"7

9. 12&-91E-02
S. S565S3E-O2

, 075-?631
8.20S5S7E-02
7 . ̂ 66 1 86E-02
5-22^85'7E-02.
¿i , 2^473 i E-02

« 0400952
r¡3V7569

3. 54^366E-02
3, 3?*7S°«!?-02
3/13S595E-02 -

:'A3D FINAL TAO=
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Ejemplo" " # 3

«•;^Í25J_PR I NT" "EJEMPLO #3 CASO 1 D. KIRK"
K.í sobo' " EJEMPLO' #3 D.-"KIRK" PENDÍ ENTUMAS PRONUNCIADA

1—"¿fX"/! r-í—rTT^-i \> i \  CÑ > •*" ' ' T \i v ó - r \ ' j r / H ~"v"/% -Ts.-x'-is ~
'. 2 ! ¡DU4O tí t X P ——X \ . \J ) —í~ t l . i J / —r i - ± . U J ' f r ' \ l ~ " A ', 1 . vJ / -i.,1

, _ l S7Q?) M=(") ^ ~ " ~i j ' »_' — -^ ̂ .' n—<-'

5230"i*t _ _ _ _ _.
; = l 5240" DHX <2)=0

is~529"07DjHÜ]^Jr=Ú"á"lJ"5 +"P"(27Jl"
17 í 53"C)C)" B ("J ) ='X"'("!_, J) x_2+"."5*X"C 2,'J )'-';2:

la'nBA'TO""3 TIT " " """ "

*0 ( f , J ) --:2

6000 CHAIN MERGE "CONTROL"

20
i

21:

2?;

--'-'EJEMPLO--#3- CASO 2 D.—KIRK"
-5OOO—'—EJEMPLO---^32--,- KIRK- PENDÍ ENTE- MAS PRONUNCIADA

—5O2-O-
27 '

«-1, J ) A2)-*X C-2, J ) +U ( i , J ) • -
P-503O B<-tO»=-2*X- (1-y-J) +P-<2, J)•*-(1 + S*X < i , J-) *X (2 ,-J ) )

. IU ¡—5940—E42)-^-X-<2. J )-P-< 1-, J ) -P (2, J ) * (1-X (1 , J )'""'2)
23 I —r-j- ., ¿- ' -

HU3gí—5230-DHX (-1 > =2*X-( 1. NI-)— '
r , t í f í •_—524Ü - DHX- (-2:

. 5*U(1,

* \< J ) =U (1 , J ) +P-< 2, J )

3*i 54_9.í>—.' ,.__ .. . .. . .

3~V--¿OOO-CHAIN-MERGE-. "CONTROL"
3 ti

3 7 ;
3ü

A3

<l¿

¿5

4 G

¿7

4-í;

C9

£0

51

52

53

r'

j_4JU25 J-ERINT^'EJEMPLCL.. #3 .CASO 3 . D. .KIRK" _ _
50OQ__1_EJEMPLQ_ ±¿33 __ ,._KIRK.-._.PENDIEÑTE_ MAS..PRONUNCI ADA.
5U i ü A/, 1_ )_~X (2.._J) _

! ^-1^L^J^L~^L(L^

LlsfíAP—lálílC^JrX í.2*! J > r ¿(.C, J > -p < 2 ? J) * VI_r X.Lij. J) t¿>"171171771
t=: T-J r'_ 22O _H = 1 C)*0<_í 1 .NI) '"-2

523OlÉHXJ^ i.)j=2O*X < 1,. NI)""!_ " 1
i l'2J?'2_Pjb|X_(2)"=Ó

-?P-.PHU ( j')'=Ü"("í lí") VFTi", J )
r

se

57

58

5S

60

ei
B2

62

_5490_'

6obo CHAIN" MÉRGÉ"""CONTROL"
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'(Tfi-L

T ~ . — en

[L_ÜRQEN..DE_ESTAD-0=..2 „„ .

..ORDEN DE...CONTROLA. 1_ -

._IIEMPQ_EINAL=_.l
1 L. EXAC.TJHJD=__. 1
'j___ESTADÜ._.INICLAL. X_. i_ tO) = ..
:L_ ESTADO..INICIA! X.
• ' PASQ._INICIAL~._1 , ,
1L.CDNXROL_INICIA1 U..l_. í t). -.^.1

_ F=:R:Olx!LJh4)

TRAYECTORIAS.. ÓPTIMAS—
22 I

ESTADO _>LÍ Ct ) -ESTADO. x2 ( t )

...O ... 1.

u_

,. 6

. .aooo.0.01

.J?ÜO.OOCll
_Q_.

^.9772434830665589
..9507185S16764S32
.. 91 55BB9749.526978
.3725504875183106
.821940004825592
.7637305855751038
- 69752997159.95789
.6225795149803162
- .5377540588378906-

1174725219607353
2199712097.644806
3104 i 71 454206464
3921490609645344
4687111973762512
5437304377555847
6208594441413879
.7037601470947266
7961026430130005
901547903782959-

. COESTADDS .ÓPTIMOS.

COESTADQ..P..1 Ct) _ COESTADO P2.CO

O
n

«a!

.._!. 6133536Í003B757.
-..1..64127.4333O001S3
.„!..451035.022735596
..._1.254660248756409
„ 1.059816718101501

8715217113494873. .
_ . 6929331439753723 _.

L_.o_^7onaooi 5260437726974437
_. .3721502125263214 ....
2323093414306641 .,_
1076855063438416

_ _
221 o_ ..9oooaai
531_O_1

•ífl

.37.59690821 i 7OS07. .....
...1851579248905132 _
..4.20670807.361602BD-02
-7-1201264358245350-02
r.., 1548093259334564
-..2092045694539615. „
-.2352204173803329
--2341380119323731 . ...
-..20Z7048718929291

57

58

5S

eo

-8.. 79244506359100.3D-02
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6L
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-HISTORIA- DEL.. CONTROL.

—( t i

A

¡U'tí • O™.O
inri—o—i

r...370 1501
-.1800127
-.0371607

7.576228E-02_
17 - Q. 4 153
"•s [_, Q -.3. _ -212
10í_.ü_^6 2382265
20Í_D_. 7.Q0000.1 236516
25 i G..._. SQOG.O.CÜ 20944 i 1
2- | .0_^?XiOO..Cl01 1592193
- L-O—l S ..84463 1E-02

a 3
27

21'

25

Qf Z'¿

'fifi*

«0

- 5 J

«5

d-5

Hft 4D

50

52

53

54

53

56

£7

53

LJET^RACJQN
1

í i
i T?
i _

; ¿1

i ._!

1 6
; 7

S
í 9
! 10
' 11
i ., 0

i 13
i 14
! 15
I

[ PASO FINAL
i

í
í
!

!

l

i

.„ ..RENDIh-IENTO

..__ .8594797

„. 8476248
. 8469403
. 8459328
. 8456235

.8453615

...34 3 8.5 2 8

. 84498^3

. 8439446

. 8447427

. 3440273

.8445881

. 8440941

. 8444867
__. .3441454

T£0=

- . . - , . . , ... .. . .

•

. — .

._NQEyiA ._ ...

. 2998323

. 1165707
9. 750549E-02
4.73S529E-02

_2.469594E-02
1 . 249355E-02 _

_ 1 ._7B7335E-02 _] '_. ,". *

1 . 19527^-'"^
6.7S5813E-03

S.039B15E-03
4. ?06177E-03

5.435.3.05E-03
X. 516644E-03
3. 690616E-03

'. • .

- . 25. . .
•

„.-. „ _ — _.. . — — — , _

•

60 í
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g u __ÜRDEN_DE_ CQNTROL==_ 1

1 ? nJP îJÍFT^T/r !.77T77 """".7 "TZ7Z7
u^^ESTÁ^^ÍMICIÁL"'^2""(lVr^'c;r

2 ^ ; CONTROL""!Ñ'í Cf AL" Ü'l"~ tj^F'̂ J^

"TRAYECTORIAS^""

~E3TADO~"x"í (t) ESTADO x2(t>"

Ü . 7OOO'
~'J T '815 O 0"
~0""T9"000"

C>Í
C) I" "
0 i""~

i" "
T 9918469190597534"
\

~ "93 i 4509630203247
". 3824792504310608
.8224866390223272

~75203359 í 2704463
_. "¿"71227455139 1602
T57973355054S5535
T47¿79790354454"04
"T 36128830909729"

-.T629702597856522"
-.306075930595398 '
-. 43270114O642 1661"
-.54697Q771686554
-.6533797383308411
-. 7564611434936524
-. 860720098018̂ 4̂ 2
-. 97048962Í 1624146
•1.089803576469421'
-1 . 2221403Í2194824"

"COE3TADOS ÓPTIMOS

'COESTADa'PI Ct)'" "COESTADQ "P2<tV"

^l~^0 d~
«r"o~.'T

0
h-D-.

E, i O" . 7"OOOOOÍ"
s , r ~o""T"8 ero 00 o i
sa I (J T9üDOOíTi

4
55

5C

err

2.'074437379837036" '
2/152002311431885" "

•ÍV9898774523B70S5 "'
"I':sr080365i809fi92"~
T.'628623366355896 ""
" r74524577B56063S4""
'I/2S789448738O931
1."1381596326820
"IV 00513768196 106"
" 8902294635772705" "
'779512053728 í 0304""

9219790"69709777S
"6328507£6iBI945B"
"4"4rO75S9 12563324

Vr47B344649076462" " :

'47636384546756744D-02"
:2V559553139944077D-02
:'6." 9T2942975759506D-02
-BT53959B536491394D-02--

-4": 84"6278950572014D-02

t—

59

60

61
í~

«L
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quui ~
Sfiflí HISTORIA DEL CONTROL

io!~~"t u 'I"Tt>

:2t"~"cr~Ó ~ -."9200191
u!~"~0~7í " " """-". 6317596
".0.2. — . 4405241
- , - 0 .3 -. 2792505
i :, '"""Ó ~". "4 -- -7Í4SO756 "
T: " "0"T5" -4. 6S7789E-02
iu f~~Q"~ 6" "" """ 2. 489062E-02
\ ~~0~~.' 700000 i" " "~"¿ . 83 1 404E-02""
2n: 0 . 8ÓOOOU1 S. 5ÜSÍ&6E-02
L-S. Ó . 900UUUÍ ' 7. 73U893E-U2
z ? , 0 1 .0477551

• SÍL h~ ITERAC"! ON RENDÍ M I ENtO™

2 - : 1 1. B86034" "2
E.J, 2 1. 17206"
29 i 3 1 .069688
a-i 4 1.Ü4947Q 4

LILi-U- 5 1.05006 1
£ f l f l - 6 1 . U503S4 6

=:. 7 1.050561 3
^¡ 3 1.05067 " 2
33; 9 1.050745 1
a e j 10 i .050798 i"
3 7 ' 11 1 . O50S37 1
0-3 ¡ 12 1,050866 7
2Ü t

.

- •-

. • •

.

_ .. ...

•

. ... . . . . .

NuRHA
•

. Í240él """ '
9331255 •""
31 19779 • "* "
.237345E-G2 " "
. 4/7427E-02
. 6^-1734E-03 ;

. 993285E-03 " '" "

.767766E-03

. 999434E-03 "
-461103E-03 " " ..........

. 071tí2SE-03 " " .
-872654E-04 '~ ' " ' ''"

. . .
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6

7

8

9

1 0

1 1

- -5

disu
1fií

i?
1 £

17

13

12

2O

21

i •

~¿ ••

• 2C

•>í*

2̂

2!

' 3.1

32

34

3ñ

t:uü
'B||

ctf
40

41

42

42

4-1

4á

45

4?

48

49

£0

M

52

53

54

SS

se
57

UÍH

1

j
1i
!
i
j
j

i
1

L , ._

¡

I

: EJEMPLO #3*"CÁ

.. _ -.

TEI Mtí^kS R-FcOrMLJtMC
SO 3 D. KIRK

-

_„ _ _ . . . _

.-.

^ i r^»r>^

i ORDEN DE ESTADO* 2
; CROEN DE CONTROL* 1 ':
i TIEMPO FINAL=
i EXACTITUD^ . 1
! ESTADO INICIAL

1

X 1 ( 0 ) * . 1

^PA~SOTTÑÍCIAL="~1 '"" ' ~
• CONTROL" "IÑÍCÍ'AL""Ú "i ítV 5
,
*
i
! t

I .

i 0

i o - i
j 0 .2
! u . 3
( 0 .4
i 0 .5
i 0.6
i 0 . 70 00 Ó Oí
¡ 0 . B000001
| íj 79"0'0'0 0'0'í
i 0 1
1 ,

i

1 ' * .
1

! t
i
j o o
< 0.1
! O . 2
i
0 . 3
0.4
U . ü

¡ U . 6
j O~~.~7Q~Ü 0 0 0 1
j Q~ 800O001
1 — "O"~790OOOO1"

"TRAYECTORIAS" ÓPTIMAS

ESTADO xl Ct)

^1 . 0"045O4OB4537097
~T7 01 633942 1272273
1. 03192615509̂ 332
1 . 047349452972412

~ 1TO5S63831 1 1 fi 45" ~"
í . 062 1 23775482 1 78
1. 0548015832901
í . 03465 1 041 030384
"17000349843025203 r"
. 9533S66S77555B47

' '••

COESTADOS ÓPTIMOS" "

COES l ADO Pf (t)

9. 478830337524414 ""
1 1.279 i 7575336 i 82" ~ " '
12. 9677734375 " ' ~ "
14. 675140380859r38~ ~
1"6. '25264739990234 •""'
17. 57o48y^¿-O47o-6c.
"18V551O3.:v02O01'953" " " *' ~ "
"19. ÍS48 11 859 13086 ' ' "
~1 9; 4 1606521606445 ~ " '-
' 19. 41777229309082
19.'270O195312̂ . ' ™- - " -

-- - - ...

-V- '~

ESTADO x2"(t) ~

0
8.999267965555191D-02 " "'
-1464491039514542 """
.1649270504713058" "" "
. 1 4̂ .223 173255*9204
3. 243626356 124S73D-02

-1 . 260262727737427D-02' "
-.1334965080022312 '.-. " " "
-.2691128253936768*"" -' J "~
-.4066532254219055"' "
-.5326330133628345""

— .„ ... . . . .. .

* .. .

~COESTADO"P2'<tV " "" '

'̂19743240923649902
'16.591796875"

" 15V3837108612O605
- I'4. Oj. ¿969879 í 5039 " " " """

"" •12V55577-46887207 " ' "
TO. 96253̂ 95080566' ' " '

""•9.268637657165527' """
"•" 7.490602493236133 "
•" 5.643326396942139
""-3:766045808792114 - . - -
'" 1.872507214546204

63 I



•yo _ _._..

3 •

4 ¡'

HISTORIA DEL CONTROL

". u " i " ' ( t>

O O

u

o /70000ÓT
_" scipdcTóY
,"9000001

1 [ 9. -1

2.407775
.U 90 1633
í.570997
1V216375
.8353021'
". 457B653"
".1151193'
-. 15S2S2S
-.'32S7447'
-.3686489"
-".2605018

ITERACIÓN RENDIMIENTO NORMA'

11_7. 6567
"93/21523"
73". 85161"
22 ."23831
"8 ."625317
2Ó'.'S37Í'4
91" 766002
"23. 50414
8. i 92516
Í20_I 632B3
'ÍO.'18243
24/53094
7.643627
"l"9V6O935_"
"l 0_. 94104
25/84679"
6/833895
i7.77365"
i 2". j." 148 6"
27i 60264"
5/78254r
15. 09906"
13.53674"
29"." 44431"
4.780189
12.26419
14/45245"
301 51319"
4 '.'263325'
10.72171"

18. 417G5_
"15J 87407
"15. 5"i"ÍÍ2"

"62512
14202
61 OSB
42206
92992
01393
69215
90004

' 05434

14
"14
"14
15

J.4
14
14

"15
"15
13.50752

"14"-" 59754
"16753824
15,
12,

"14.
"i 7.
15.
l i" .
"13".
"i 8'.
15".

1491
60814
34349"
"40992
"24204"
27443™
84106
350"! 4

"31954"
9.8O0839
•13'/08343
"18/90795"
"15V36435"
'"8/958122""
12^55325
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3.2. MÉTODO DE .LA VARIACIÓN DE EXTRÉMALES

Este procedimiento, para calcular el Control óptimo de un sistemasse

basa en la resolución del conjunto de ecuaciones diferenciales redu-

cidas de Estado-Coestado, utilizando las condiciones iniciales forma_

das por xo (dato del problema) y po supuesto inici.almente. Resuelto

el sistema de ecuaciones, se calculan los valores de coestado fina-

les -p(tf)- y se prueba si cumple la condición de control óptimo da-

da por la expresión.

|p1(tf) -|¿ (x1̂ ), tf) <ALFA (3.21)

3.2.1. DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA

Dado el conjunto de ecuaciones diferenciales reducidas de estado-co-

estado:

x(t) = a (x(t), p(t), t) (3.22)

p(t) = d (x.)t), p(t), t) (3.23)

con las condiciones de borde siguientes:

x(to) = x0 (3.24)

p(tf) = 0; h((tf), tf) = O (3.25)i

A fin de resolver el sistema formado por las ecuaciones 3.22 y 3.23,

se supone una condición de borde: p^to) = Po, donde i=0 -inicial-,
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Las soluciones encontradas serán x°(t) y p°(t). Si se cumple que

P°(tf) = O, entonces si.está con. la solución, es decir, que p0 su-

puesto es correcto. S'i no sucede así, se debe modificar el valor ê _

cogido para p(t0) y volver a calcular el sistema 3.22 y 3.23.

El método de Newton permite ajustar el valor de p(t0) en función de

los valores determinados de p(tf). Gráficamente, este ajuste se ob-

serva en la Figura 3.2.1;

Figura 3.2.1.

Ajuste de p(t0) en función de p(tf)

Inicialmente se tiene el punto q, de coordenadas p°(t0) y p°(t ) (es•f

te último valor se obtiene al calcular el sistema de ecuaciones 3.22

y 3.23). Se calcula la tangente al punto q y extrapolando hasta el

eje de las abscisas s.e encuentra la primera aproximación: p'(t0 ).

Ahora se calcula p'(tf) de igual forma que p°(tf), y se encuentra la

tangente al punto que determina estas coordenadas. La extrapolación

de la tangente determina una nueva aproximación p2(t0).

Si la suposición inicial p°(t0) ha sido bastante buena, el proceso -
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converge rápidamente hacia la so luc ión .

CALCULO DE LA TANGENTE a g.-

Se puede determinar, r ea l i zando una perturbación del valor I n i c i a l

p° (t0.) e n ó p ° ( t ) y c a l c u l a n d o las ecuaciones d i ferencia les de estado

coestado, para h a l l a r p ° ( t f ) y 6p° ( t f ) . De la f igu ra 3 . 2 . 2 se obti_e

ne la re lac ión de la tangente para las per turbaciones:

F igura N? 3 .2 .2 .

Re lac ión entre 5p°( t 0 ) y 6p°( tJ

tga =
6p°(t f )

Ó P ° ( t 0 )

la ecuación de la tangente viene a ser la recta:

P°(t,) = tga p°(t0) + b

de donde:

(3.26)

(3.27)

b = pO(t ) _ tga p°(t0) (3.28)

substituyendo 3.28 en 3.27 resulta:

p(tf) = tga p(t0) + (p°(tf) - tga p°(t0)] (3.29)
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se determina p ' ( t 0 ) , donde p1( t f ) = O

O = tgot p ' ( t o ) + P°(t f) - tga p ° ( t 0 ) ]

despejando p'(t0), resulta:

P ' ( t o ) = p°( t 0 ) -

general Izando

Pi+I(t0) = p1

5p(tf) -i
P°(tJ

fip'(t)

(3 .30)

(3.31)

(3.32)

Esta relación permite calcular el i+1-ésimo valor de p* ( t 0 ) a en base

al i-ésimo valor encontrado.

GENERALIZACIÓN PARA SISTEMAS DE N-ESIMO ORDEN.-

Sean, el conjunto de 2N ecuaciones vectoriales, diferenciales de e¿_

tado-coestado:

x(t) = a (x( t ) , p(t), t) (3 .33 )

p(t) = b (x( t ) , p(t), t) (3 .34)

cuyo criterio de rendimiento es:

t f
J = h (x(t ), t ) + g (x(t), u(t), t) dt

1 ' Jt »
(3.35)

la relación 3.32 se convierte en:
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1+1 f 4. \ n1P it0 J - p Px(p(to),tf)-PP(p(to),tf)

(3.36)

El término Pp(p(t0),tf). , es una matriz evaluada en t = tfl que in-

dica la influencia del cambio del Coestado i, sobre la trayectoria -"

de coestado, al tiempo t.

Px (p(t0)s tf)3 da el cambio del coestado i, sobre la trayectoria de

estado, al tiempo t. Matrlcialmente se expresan:

3pi(t)

9~pT(T7)"

3PN(t)
3P, (t0)

9p.(t)

3PN(t)

3Pw(to)

(3.37)

9X,(t) 3X,(t)

3X(t)

3P. (t0) ' ' * 3PN(t0)

(3.38)

CALCULO DE LAS MATRICES DE INFLUENCIA: Pp y Px.-

Sean las ecuaciones reducidas de estado-coestado 'dadas por:

x(t) = , p(t), t) (3.39)
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-p(t) = Hr (x(t), p(t), t) (3.40)

Derivando parcialmente respecto del valor inicial de coestato, se

tiene:

p(t0)
x(t) = ap(t0) (3.41)

3p(t0) P(t) = 3P(t0)
3_H
9x (3.42)

Si las derivadas del lado izquierdo son continuas, se puede interca^n

biar , el orden de der ivac ión y u t i l i z a n d o la regla de der ivac ión corn

puesta, resu l ta :

_ _
dt

a x ( t )
3 p ( t 0 ) 3 P

3x( t )
9 P

3p( t )
a p ( t 0 ) (3 .43)

_ _
dt

3 p ( t )
3 p ( t 0 )

3 x ( t ) 9 2 H 1 3.p( t )
9p J 3 p ( t 0 ) (3.44)

Utilizando las definiciones dadas en las expresiones 3.37 y 3:.38, se

pueden reescribir las ecuaciones 3.43 y 3.44.

_d_
dt t)

32H
(t)

(t)

, t)

, t)

, t)

(3.45)
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(t) , t) (3.46)

Estas expresiones representan 2N2 ecuaciones diferenciales de primer

orden, cuya solución vienen a ser 3.37 y 3.38. Y para resolverse se

utiliza el método de Runge-Simpson de Cuarto Orden, con las siguiej]_

tes condiciones de borde:

3x(t0)
= O , (Matriz nula n x n) (3.47)

PP
ap(t0)

I , (Matriz identidad nxn)(3.48)

Las condiciones dadas en 3.47 son cero, ya que un cambio en cualqui^

ra de los componentes de p(t0)s no altera a x(t0) (que son condicio-

nes iniciales).

Sin embargo, un cambio en un j-elemento de p(t0)> sólo afecta a

p.(t0), de aquí que las condiciones dadas en 3.48 resulten en una
j

matriz identidad.

Ahora que se ha descrito matemáticamente el método "Variación de ex-

trémales", se puede desarrollar el algoritmo, que.,, computacionalmen-

te permite resolver el problema del Control óptimo.

3.2.2. ALGORITMO Y FLUJOGRAMA.-

Este método ha sido estructurado en un algoritmo que consta de los

siguientes pasos.
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1.- Formar la función Hamlltoniano. mediante los datos del problema.

Derivar H respecto al control u(t) e igualar a cero, cumpliendo

con una de las condiciones del Control óptimo:

O (3.49)
U

A partir de 3.49 se despeja u ( t ) y se reemplaza en el conjunto

de ecuaciones de estado-coestado, resul tando el conjunto de e-

cuaciones diferenciales reducidas de estado-coestado.

x ( t ) = a ( x ( t ) , p ( t ) , t) (3 .50)

p( t ) = b ( x ( t ) , p ( t ) , t) ( 3 . 5 1 )

2.- De acuerdo a la naturaleza del problema, se realiza una suposi-

ción del valor in'icial de p (t0)9 Índice de iteración i = 0.

Estos 2 primeros pasos se realizarán para cualquier problema,en

forma manual. A partir del tercero, se resuelve en el computa_

dor,

3.- Utilizando p(t0) = p (to) y x(t0) = x0 como condiciones inicia-

les se integran el conjunto de ecuaciones dadas por 3.50 y 3.51;

y las ecuaciones de influencia 3.45 y 3.46, con las condiciones

iniciales 3.47 y 3.48.

Para los siguientes cálculos se vio que es necesario contar con

las matrices Pp y Px evaluadas en t = tf, por lo que se almace-
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nan solamente esos valores, al igual que p (tJ y x ( t j

4.- Ver i f i ca r si el cri terio de parada se cumple :

I p 1 ( t } - (x1 <ALFA
(3.52)

Si.se c u m p l e , se puede emplear el valor de p ( t 0 ) para reinte-

grar el con jun to de ecuaciones reducidas de estado-coestado y

asi sobtener las trayectorias óptimas de estado del sistema.

Si no se cumple el criterio 3.52 -ALFA es constante dada en el

problema- se c a l c u l a un nuevo va lo r de p ( t 0 ) mediante la e-

cuación 3.36, para volver al paso N 2 3.

En la integración de los sistemas de ecuaciones d i fe renc ia les se em-

plea el método numérico de RUNGE-SIMPSON DE CUARTO ORDEN, tanto para

las ecuaciones reducidas de estado-coestado, como para, las de i n f l _ u _

encia . • •

También se requiere un método para invertir matrices N x N -en la e-

cuación 3.36- y siendo la inversión de la matriz, parte fundamental

del algoritmo, se estudió el mejor método para esta aplicación. Exi_s_

ten métodos iterativos y de eliminación, los primeros atienen la ven-

taja de ser programas muy simples y la gran desventaja de ser alta-

mente sensibles a los errores computacionales acumulativos,y la posj_

bilidad de divergencia de la solución. Los métodos de eliminación,

en cambio, a parte de ser complejos en programar, garantizan encon-

trar la solución, si es que esta existe. Con este antecedente, se

empleará la subrutina de Cholesky para invertir matrices.
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En el cálculo del criterio de parada, se empleara la siguiente fórmu_

la:

N • •
N O R M A D 2 |Pi(t f) - |̂ 7 (x1( t f ) ) [ < ALFA ( 3 . 5 3 )

i = orden de estado

N = orden del sistema

El valor del rendimiento será determinado en cada interación, en tan_

t'o que el Control se calculará al final, cuando se tengan las traye£

torias óptimas de estado.

FLUJOGRAMA.-

La figura 3.2.3 describe en bloques la secuencia de los pasos de prp_

gramación que se tiene en el método "Variación de extrémales" en la

Determinación de Trayectorias óptimas de Estado.

Nomenclatura:

N : orden de estado

M : orden de control

TF : tiempo final del intervalo

TI : tiempo inicial (se considera TI = 0)

E : exactitud

ALFA: criterio de error (terminación)

Xo : estado inicial

P0 : coestado inicial

NMX : número máximo de iteraciones
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En el bloque 5 aparece COE, como coeficiente del factor de modifica-

ción para el nuevo valor de p (t0). Esto se hizo con la finalidad

de inicial izar el programa con pequeñas modificaciones y sucesivame_n_

te aumentarlas, variando COE desde 0.1 hasta 1. Esto es necesario -

debido a la inestabilidad que se tiene en el inicio del método.

3.2.3. EJEMPLOS.-

En el planteamiento de un problema se utiliza un subprograma creado

para introducir todas las ecuaciones necesarias. Este subprograma -

se enlaza con el programa principal "VAREX.BAS" mediante la instruc-

ción CHAIN MERGE "VAREX"'.
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i¿ÍNDICE DE

ITERACIÓN

DIAGRAMA 'GENERAL DE BLOQUES

. VARIACIÓN DE EXTRÉMALES

Figura N£ 3 .2 .3 .

INICIO J

INGRESO DE DATOS POR

TECLADO

N,TF,E,ALFA,)t",R» y

NMX,M

CALCULO DEL SISTEMA DE

EC. REDUCIDAS DE ESTADO

COESTADO:RUNGE-SIMPSON

4to. ORDEN x(t)5 p(t)

CRITERIO DE PARADA

CALCULO DE LA NORMA:
N

NORMA=,Z P,(tf

j : ORDEN DE ESTADO

|5-(x(tf)
O A - T

\j

CALCULO DEL SISTEMA DE

2N2 EC. INFLUENCIA:

RUNGE AIMPSON 4to.ORDEN

SUBRUTINA PARA

INGRESO DE DATOS:

x = a(x>p9t)

p = b(xsp9t)

u = f(xspst)

J = h+í g (x s u s t )d t

82h
3t 3

CALCULO DEL CONTROL

CALCULO RENDIMIENTO
f
Tg(x3u5t)dt

to
r

SUBRUTINA

INTEGRACIÓN

SIMPSON
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CALCULO DE NUEVA CONDICIÓN

INICIAL DE COESTATO

92hpÍ+l(to)=pn(to)+COE*
3X'

Px-Pp P(tj-1 1̂
SUBRUTINA INVERSIÓN

DE MATRICES

CHOLESKY

IMPRESIÓN RESULTADOS:

TRAYECTORIAS ESTADOS x(t)

TRAYECTORIAS COESTADOS p(t)

CONTROL u(t)

RENDIMIENTO. J(i)

NORMA N(i)

NOTAS

- En la impresión de los resultados, x(t), p(t) y u(t) se utiliza el

tiempo discreto en intervalos iguales a E.

- El rendimiento y la Norma se dan en función del # de iteración.

- Se considera que el tiempo inicial TI = 0.

El programa está disenado para que las ecuaciones del problema ocupen

los siguientes espacios de memoria:

^ de INSTRUCCIÓN

4720 REM

4730 A(l)

4740 A(2)

DATOS DEL PROBLEMA

"EJEMPLO A"

Ecuaciones reducidas de

Estado-coestado
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^ de INSTRUCCIÓN DATOS DEL PROBLEMA

4970 A(2N)

5010 PA Valores de las ecuaciones

5020 PB de Influencia

5990 PD

6700 DHX(I) Datos de la medida de

6710 u(I,J) rendimiento, control.

6980 N ( I , N I )

10000 CHAIN MERGE "VAREX"

A fin de aclarar este procedimiento, se desarrollan los siguientes _e

los:

EJEMPLO N^ 3 . 2 . A .

Determinar la trayectoria óptima del siguiente sistema

x(t) = - x(t) + u(t)3 x(0) = 4.0

y la medida de rendimiento:*

O = x2(l) •+ í 1 u2(t) dt
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El Hamiltoniano es:

H(x ( t ) , u(t) , p(t), t) = 1 U 2 ( t ) + p(t) (-x( t) + u( t ) )

O -
U ~ 3 u

O = u ( t ) + p ( t )

entonces: u(t) = - p(t) •+ u(l,J) = - P(1,J)

reemplazando en la ecuación del sistema, resulta:

x(t) = -x(t) - p(t)

P(.t) = p ( t )

Se tiene el conjunto de ecuaciones de estado-coestado:

x(t) = -x(t) - p(t) + A ( l ) = - x ( ] 3 J ) - x ( 2 5 J )

p(t) = p(t) ^ A (2 ) = x(2,J)

la matriz función de Influencia es:

Px(t) = PA(1,1) Px(t) + PB(1,1) Pp(t)

Pp(t) = PC(1J) Px(t) + PD(1J) Pp(t)

donde:



PA(I,I) = o PB(I,I) = o

Pc(l,l) = O PD0,1) = 1

r\

La función 5— es necesaria también en este algoritmo, por lo tanto
O A

DHX(l) = 2 . X(i3 NI),

NI equivale a tf en términos discretos,

La función g(x(t), u(t), t)s queda:

G(J) = 0,5 .(u(l,JK)

Finalmente, el subprograma formado se denomina "EJEMPLO A.VAR" y prp_

duce los resultados que siguen..
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4720 ' ír-j «fnp'í. o d-~\ s barred t»nk reactor E cap 6 d. k:Írk

47?6 ' MÉTODO s VARIACIÓN DE EXTRÉMALES
4727 '

-̂̂ 5O A (2 ) = , 5-X (2., un - í X < 2 ^ J > 4-, 5) *EB
4-7AO '-•>:-̂ ,4. x f3}-J?^2-^(X (i s ¿>-r,,25>
4770 A'3>=—2-MX í 1 .; J ̂  -X <3 , J ) >-í-50* ' X <A,,a}~/í33J>)-MCv'2,JJ^,5>/'Xí:i ,̂  > 4-̂

4970 ' " •
50Í O FS-EXP * 25* Y f. 1 - v i / í X í 1 5 J > +2) ^
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3.3. MÉTODO DE CUASILINEALIZACION

Los métodos hasta aquí estudiados están diseñados para resolver el

problema no lineal de condiciones de borde separadas. El método de

cuasilinéalización en cambio, va a resolver el problema lineal, de

condiciones de borde separadas, por lo que, un aspecto importante de

este algoritmo constituye la linealización de las ecuaciones difere-

ciales. Los siguientes párrafos describen analíticamente este méto-

do:

3.3.1. DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA.-

Fundamentalmente son dos pasos para llegar a la solución: el prime-

ro es linealizar el problema, supuesto no lineal de condiciones de

borde separadas y el segundo es resolver el conjunto de ecuaciones -

reducidas -diferenciales de estado - coestado linealizadas.

LINEALIZACION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO-COESTADO

Sean las siguientes ecuaciones diferenciales reducidas de estado-co-

estado, que representan un sistema de control .no lineal:

x(t) = a(x(t), p(t), t) (3.54)

p(t) = -~-(x(t), p(t), t) . (3.55)

Las cuales han s ido obtenidas al resolver la ecuación 8"H/ 8 u = 0,des_

pejar u ( t ) y reemplazar en el conjunto de ecuaciones de estado-coes-

tado o r ig ina l e s .



- 106 -

Las condiciones de contorno especif icadas son x ( to ) = xo y p(tf) =f

tf es fijo y x('tf) es libre.

Realizando la expansión en series de Taylor de las ecuaciones 3.54

y 3.55, alrededor de las trayectorias conocidas x (t) y p (t) 3

t e tos tf| y reteniendo solamente los términos hasta de primer

orden, resulta:

= a(xn"(t)5 p^t), t)

Íx1+'(t) -
\ t)

x 4.3 p

-(3.56)

- x^t))

(x^t), pn ' ( t )s t)) (x1 + ' ( t ) - xn'(t)J (3 .57)

Donde los jk-ésimos elementos de las matrices indicadas son:

3a 3a 3 a .

jk

3 2 H
3 x . a x k

(3 .58)

Es conveniente reescribir las ecuaciones 3.56 y 3.57 de la siguiente

forma, a fin de resaltar su presentación como un sistema cuasilineal.
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A | 2 ( t ) p ( t ) + e , ( t ) (3.59)

= A2i( t ) A 2 2 ( t ) p i + ' ( t ) + e2(t) (3.60)

ó matricialmente:

A , 2 ( t )

A z i ( t ) A 2 2 ( t )

.i-H e , ( t )

e2( t)

= A(t)

e , ( t )

e 2 ( t ) (3.61)

Donde la Matriz A( t ) tiene los siguientes componentes:

A,2(t) - 9p

A 2 , ( t ) =
8 2 H

9x 8 p

e , ( t ) = - A , , ( t ) x( t ) - A l 2 ( t ) p(t) + a

e 2 ( t ) = - A 2 l ( t ) x ( t ) - A 2 2 ( t ) p ( t ) - (3.62)

evaluados en las trayectorias x (t)s p (t)a conocidas

INTEGRACIÓN DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE ESTADO-COESTADO LINEALIZADAS

Se hace necesario contar con una suposición Inicial de las trayecto-
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rías de estado y coestado: x°(t)., p°(t)s t e t0s tf 5 a fin de poder

evaluar el sistema de ecuaciones 3.6].

Primero se resuelve el sistema de 2N ecuaciones homogéneas:

A12(t) Pi+I0t) (3.63)

= A2l(t) A22(t) (3.64)

Utilizando N conjuntos de condiciones iniciales,

xH'(t0) = O s PH'(t0) = (l O . . O j

xH2(t0) = O , PH2(t0) = O 1 . . O

xHrJ(t0) - O , O O . . O (3.65)

De aquí se obtiene N soluciones que se almacenan en la memoria del

computador: xH'(t), xHft), ... xHN(t) y pH'(t) , pHz(t)s ... pHN(t)

Ahora se debe generar una solución particular x^(t) y p^(t)5 ,' inte_

grando el sistema 3.61 bajo las condiciones iniciales x^(t0) = x0 y

PP(t0) = 0.

Por el principio de superposición, la solución global del sistema 3,

61 . es :
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= c, x H l ( t ) + c/2(t) CM x ( t ) + x p ( t ) (3 .66)

p | T ' ( t ) . = c , P H ' ( t ) + c 2 p H 2 ( t ) CM P H N ( t ) + pP( t ) (3 .67)

los valores de c , 3 c 2 a . . . c., que hacen:

p i + ' ( t f ) = Pf

deben ser determinados. Evaluando la ecuación 3.67 en t = t, y des-

pejando c se obtiene:

PH'(tf) PH2(tf)

c = | P H ' ( t f ) P H 2 ( t f )

P H N ( t f ) J c + pP( t f ) (3 .68)

P H N ( t f ) ] "' [Pf - pP(t f ) j ( 3 . 6 9 )

Cumpliendo con una de las condiciones del Control óptimo se tiene:

P(tf) - f <x <tfj (3.70)

Con lo cual , la expresión de c se mod i f i ca a la s i gu i en t e :

c = P H I ( t f ) - M x H ' ( t f ) P H 2 ( t f ) - M x H 2 ( t f ) p"n(t f )- M x™(t f ) ,

+ M xP (t.) - P P(tJ (3.71)

donde:
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DIAGRAMA GENERAL DE BLOQUES

CUAS.ILINEALIZACION-

Figura . 3'.3.1 .

INICIO J

INGRESO DE DATOS POR

TECLADO

N3TF,EsALFA,X0(t),P0(t)s

x(0)5 NMx, M

INTEGRAR ECUACIONES HOMO

GENEAS PARA N CONDICIONES

INICIALES.

MÉTODO:RUNGE KUTTA-SIMPSON

ALMACENAR XH'(t),xH2(t),..

PH'(t), PH2(t).:.

INTEGRAR ECUACIONES PARTI-

CULARES PARA ;1 CONDICIÓN

INICIAL

MÉTODO RUNGE KUTTA-SIMPSON

ALMACENAR xp(t)s pp(t)

CALCULO DE C(I)

CALCULO DE x i + l

i+l

SUBPROGRAMA PARA INGRESO DE

DATOS:

MATRIZ A(t):

COEFICIENTES DE LAS EC. LI-

NEAL IZADAS

ECUACIONES: ESTADO-COE.

F(I) = x' = a(xsp,t)

Hx(I) = -p =

ECUACIONES:

9H

u(t) = f(x,p,t)

G(t) = f(x,u,t)

h Ltl 3zh
o X a X

SUBRUTINA DE INVERSIÓN

DE MATRICES CHOLESKY
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CALCULO DEL RENDIMIENTO
ftf

J=h(x(tJ)+ rg(xsust)dt
f Jt0

SUBRUTINA DE INTEGRACIÓN

NUMÉRICA SIMPSON

CALCULO DE LA NORMA

ÑOR (G)

RESULTADOS

x(t) s p(t)

u(t), J(i)

NORMA (i)



E] valor de c obtenido en la ecuación 3.71 es válido para reemplazar

en las expresiones 3.66 y 3.67 a fin de obtener las trayectorias de

estado y de coestado que satisfacen el sistema 3.61.

3.3.2. ALGORITMO Y FLUJOGRAMA

Una vez que se ha visto el fundamento matemático del método de cuasj_

linealizacion, se puede describir un algoritmo que permita resolver

el problema del control óptimo no lineal de condiciones de borde se-

paradas.

1.- Se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales reducidas de

. estado-coestado, al resolver la ecuación SH/8 u = O y reempla_

zar u(t) en las ecuaciones originales.

2.- Utilizando las expresiones 3.56 y 3.57; determinar las ecuacio-
i -j

nes lineal izadas en términos de x (t) y p (t).

3.- Realizar la suposición inicial de x^t) y p^t) para t £Ít09 tfl

con i = 0.

4.r En base a x* (t) y p^t) se evalúa la matriz A(t).

5.- Se integra el conjunto de ecuaciones diferenciales homogéneas -

desde t hasta tfa utilizando los N conjuntos de condiciones i-

niciales dadas en 3.65.

Calcular la solución particular de 3.61 por integración numéri-

ca desde to hasta tf, utilizando las condiciones iniciales.
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xp(t0 ) = x0 y pp(t0 ) = 0. Se a lmacenan estos resultados

6.- Se determinan los valores de c u t i l i z a n d o la expresión 3 . 7 1 5 y

se c a l c u l a n las i+1-ésimas trayectorias en base a 3.66 y 3.67,3^

demás se c a l c u l a el rendimiento J para estos valores .

7.- Ca lcu la r la Norma, como .criterio de parada, en base a la compa-

ración de las i -ésimas y las i+1-ésimas trayectorias.

NORMA =

i+i
X

P1+f

i
X

x1'

2 < Max
j=l . l t

Max
t

Si NORMA <ALFA

Donde ALFA es una constante de error preestablecida.

Entonces el proceso i terat ivo converge a la s o l u c i ó n y se obt iene las

trayectorias óptimas de estado-coestado que satisfacen las ecuaciones

reducidas de estado-coestado.

8.- Si NORMA > ALFA 5 se u t i l i z a n las i+1-gsimas trayectorias obteni_

das para ir al paso 4 y repetir el proceso i terat ivo, hasta que

se sat isfaga el criterio de parada.
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Es necesario aclarar, que los métodos"numéricos utilizados en este

algoritmo son los mismos que se emplearon en los'anteriores métodos

de Pendiente mas pronunciada y variación de extrémales. Es decir:

- Integración numérica de Ecuaciones diferenciales de primer orden,

mediante el método de Runge-Kutta Simpson de 4to. orden.

- Integración numérica de funciones, con el método de SIMPSON.

- Inversión de Matrices, mediante la subrutina de Cholesky.

3.3.3. EJEMPLOS

Por razones de comparación, con los métodos de variación de Extréma-

les y Pendiente más pronunciada se exponen en esta sección los mis_

'mos ejemplos anteriores resueltos en las secciones 3.1.3 y 3.2.3.

Asi mismo el criterio para exponer los ejemplo- es el siguiente: el

primer ejemplo es el 6.23 de la obra. OPTIMAL CONTROL, D. Kirk, con

fines de aclaración del planteamiento de las ecuaciones. El segundo

ejemplo es el problema del Reactor Químico, no lineal, que se cono-

cen las respuestas, con la finalidad de comparar los resultados obt§

nidos. El tercer ejemplo es el 6.27 de la misma obra, y que no -.se

conocen las respuestas se lo resuelve bajo diferentes factores de

ponderación de las variables. De esta manera el método de cuasilinje

alización tiene la ocasión de demostrar sus bondades para varios ti-

pos de problemas y con diferentes condiciones iniciales.

EJEMPLO N^ 1
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Ejercicio 6.23 tomado de D. Ktrk. "OPTIMAL CONTROL".

Encontrar la trayectoria y control óptimos del sistema

x(t) = - x( t ) + u(t) , x(0) = 4

y la medida de rendimiento:

J = .x2(l) + I \2(t) dt
o

se calcula el Hamlltonlano:

H = \2(t) + p(t) (-x( t) - u( t ) )

|J= O = u(t) + p(t)

de donde: u(t) = - p(t) : u(l,J) = - p(l,J)

f = - P ( t ) = - P ( t )

entonces las ecuaciones diferenciales-reducidas de estado-coestado

son:

x( t ) = - x(t) - p(t)

= - p(t) . : Hx( l) = -u^

se determina la matriz A(t) :
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,l)= = - 1

A2,(1,1) = -

La función G(J) del rendimiento es

G(J) =

La función h(x(tf)):

H = x (15 NI) "2

= 2 x(1) : DH x(l) = 2 * x (1, NI)

||T= 2 : DH x(l,l) = 2

Está :claro que ellntervalo t0> tf está dividido en NI subinterva-

los, tal que:

donde E es la exactitud o ancho de sublntervalo deseado.

Se forma el subprograma para la introducción de las ecuaciones, den
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tro de los números de instrucción .señalados

4800 ' EJEMPLO , No. 1

4810 - - MATRIZ A (t)

5800

6100. . F (I)

6110 Hx ( I

6400

6700 u (t)

6710 G (J)

6720 -'H . ' .

6730 . . :.3h/

6900 .

8030 LPKINT "EJEMPLO No. 1"

10000 . CHAIN MERGE "CUASI"
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_, ,1 r^,i~5 í-y- *->. t «- /. 4., , 1 -1 «_ H — ——— — • —- -—- — — ' r- - -- • - • — — — _

* 484O-A21 (-iTi'^

-l->-=—X"< 1-, J->—P í-l-

8 rí &'—6"7"3O~DHX t'l") =2-*-X (-1-, MI > — •

2 * ! _, - , *~' ' "~

^'!—sO-3O-bPRI-NT—"EJEMPLO-6-. 23 -DE-Ü:- KIRK "
"" r—1-OOOO-CHA-IN-MERGE- "CUASI "

23— DE- D.~KIRK

t — ORDEN" DE-.~eONTRQL= -2

D^^-7- i— --------
INIC-IAtr-X - í~ (O) ="4

-TRAYECTORIA -X-<t)"-DE"-INICID= O ~-
-TRA-YECTORIA--P(t>-DE" INICIÓLO

"* -TRAYECTORIAS-ÓPTIMAS *• •

n

-3r561Í8997-lS64224 •--
0--.-2 3; 158021494746208
O---3- 2.-786459624767303 - -

^¡--0—=-4 2.442785486578941
sal—°~s"5 " 2- 123559415340424
^í—O—.-6 í .825536646795273
5l j— O—.-7000001 -1-. 5453S4937O47958
^ [--O—rSOOOOO 1 "- -1 .-28 1 654953956604
'• :—O—-9OOOOO1-- -~""1 ¡-O30252099O371-7
!̂l"~o-1 -1 - 7891603708267212 -

"U
SSL_

J



r.| * "" " COESTADOS" ÓPTIMOS" "*'
uuif """ "

t - - - - - • CQSSt"ado 'p "1 "(t)'

a :
,o¡T>""0 .580632209777832 "

,,.:""Tf~~2 ~~ .7091357194900513
1 t : — C T T 3 " * : 783771336*0
(4r—O"". 4 '. 8ÓÓ20 12219429016
^:—0-_5 "; 9573003053005161"

1,-,r-0~r6 — "~ 1'- 057930293995972-
,-1""0~70000Ol "1. 169248938560486'

'O""."SOOOOOI" 1 . 2922
- -°'—O~V9000OO 1 I; 428123B31748965
.O:-O~T-

'HISTORIA"DEL'CONTROL

" ü i (f.)

Tf"0 -.'5806322
.-^j--^ ~-."641'6978

-O"" -2 . 7091858
..Q-^^ --.7B37713

¡(ft:—Q—.'¿T-~- "-".8662012
:. ' O"" /5 -". 9573003
si."~"O~V6' -1.05798
•i- :—CTT7000001 -1. "169249

' •"" "-1.428124
_0._.T .. ._£

4! —ITERACIÓN RENDIMIENTO NORMA

«i 1" i"."l'é>127 "5:578321
¡̂~ 2 "1/1'6127 8V195639E-O8

4!li ~rr. . . ~T:"T:".T;V~ •."."";•;"••;••. r. rr:T.*.'. rrr::.-.
numero "de "i't'er ación "es ==" 2'

¿6 r
L

40 -

»t
5 1 '

i me:.
IríVí

b?

52 [__:

55h-:50 I

( 51 ¡

: e- [r
63 I



- 12CT-

l\O "N2 ~2
Si

1 0 1

1 'I
.. r

f j "ejercicio-" :S"Tl"RRED"~TANK. dT ki'rk "' **J CUAS I LINEAL I Z ACIÓN **
-.-: ~_ 4B1Ó _""_' "" " " "_ "_ """ "~ " ' ~ "|_~

i--\1382o"j3L<i]=Ex>'<25*x u^^ i ~ T . I T """
i _4B30_ ALJ2) =100*(X (2, J)"V. 5") *<23~X ( i". -JIJO *AL"( i V/"(Y( í . J) +2) A2

' " * " " " ~
"_AL"Í 5')_=x < i",'J)+"• 25"
"AL~(6">=P<2, J)-P(1 , J>"

?._ i 4BSO_AL (7) =5*P C 1 s J) -"-2

23 í—^^LJfM í!̂ ^ *ALl;5) +AL(4)
2 - A 1 49ÓO_Al"ÍJ f, 2|_=ÁL fl >"_ _¿_ J"" I"T1

2cí 4?20~ATÍ"72 ,"2) =- f-ALTl) ™
2-,j 4930 A'Í2"<lViT=- '

a9 ¡ 4950 _A 12 ̂ 2 , 1) =0
;o j- 49¿;cT ~Ar2T2V'2) ==O

21, 4970 A21 ( i , i ) =—2-í-All (2
32J"498^A^^2^ÍT^ALT3)'¥ALÍ6)

3, i "̂t?^ 2̂.1.̂ "'. 2) =5"2i"í2T1"> _'_
I-A [ 50OO~~A2T( 2", 2")"= :̂2
yii~50TO"Ti22TrríT=2H-ÍO^F'( 1 , j ) *AÜ~C5)~-AL (4)

_ _
"222","Í ) =-AL

___ _
/^^>^"<^ÍTJT+T25T*'('2+5»P Cl", J~) *AC< 5)") +"(
FT2T=.5-X C2", J)"-Ü"<2","j)jt-. 5)*AL (n .
ALT7)"=5*p'( i , j )V-2^AL': sr" " _
tí.?.(1.}"=:s'2*'(""X ' f"l)"5)-P"<l"rJ>_)-50*"íAL_(6)*(X (2,

} ' " ^ 2 J L ( ̂ ' ' "
/, 5 f 6400 '

45 ! —
A ¿:' [J^720 "S"( JT="X"(i"","'J )?t2"-*-X_(2", J > *2+~. f* ( ÜTi~J 5^2'í

43 ¡ ¿"730 DHX <"i")=0 ~" ' '" ~ " I
49 ' 6740 jDH'Xl 2") =0 "'

si~6"760""FOR""r="l"TÓ" N
r -^yy^- FOR- ̂ ^ -TQ-W —

53,

5 5 1 "2T9UO '" " "~ " " "" " " ~~
56 | BCí30~EPRINr" "EJEMPLO ~: REACTOR" QUÍMICO' DE" DT KIRK"~'r~'
£ 7 ¡ TD'OOO"" CHAIN" MERBE ""CUASI" ' " ' " — '



r*
 \:

-i 
o-

s
- A
-'

x_
. r-: ~-- o o <1 r" tn U
i

I o bl a-
* o

 
r-- 0- 'M

* in co
» 

Op
-

- 
K

;
v
¡ M> -0

1 
--0 íT

j
í¡
r

t

J
. O 0 Ct
'

!~
. -•0 s
jj en tn T
í

r-.
i

Cu Ch O< M
- c-: CQ

1 
!

CU
 

C
i

IT
i 

"
v

C*"
°" 
^

Ñ
 K

°t 
[/

I'- 
.' 

r'
 :

in
 O

^1
 

O
'

i"*.1
 r 

•''.-'
=:j- 

I/.J
r-i

 T
-!

™
: 

fV

O
Í 

K
:

0-
! 

Li"
:

en
 a

;
in

 i> * 
«

í o í- F 
.'

£r r; f - «1 in T
-! -h xj Ch M K
1

CC
1

.-
i E

1 C EL h
* C-
i

l"~
. •5 -o ce. •M Ifi to Gü !*

""
_
.

ll" r- '"
'•
i /

i
'"
i CO xf
í m C
'' co ¡••O ai C
r

¿1
'

r-
't

K
.

Ch r-
i

{•''
•

K
'

í Q if.
¡ ü"
.

Ü
"j K
*

Ch M» ro h. Cr- ir. LO Ch Cr
-

f~-
\f •

J C
:

0' "0 :í" Ü*
J

t" Í
! •rr O
í

T
-1

x
T

; c6 in CD iT
j

[f
: »

i" Cr
- 

v
t-1

 
•

ij~
i

C'-
-Í 

* '
O

' 
L

'

ll~
Í 

i

ai
 

',
f''/

 
*

CG
 

^ 
.

C-
i 

-
r- 

-
C"

) co 
•

Li
l 

.
0

 
- 

-4

^-
.

-t-
1

•w N CI
.

O C
j

<r IL- CD Lu O Ü

r c -
 
^

•: 
N « 
c-¡

V
 

T
-
í

1
 
l"
.

r 
xT

( 
rs

t 
¡---"f

c
 

Q
j

' 
í"

•=
 
r.

!

c 
r*^

• 
i" 

•!
«r 

¿h

- 
co

e 
-̂!

cv T
-
' '"
.

Cr r-
¡

>i;> x
| C'-
t ^ Ü'I N ID '•—
 '

CU Cr
-

i'~
":

1 
í

e.-
 c

-
T-

i 
-ij

Cr
- 

C-
J

¡X
 
i"

T-1
 e

n
xí*

 x
C«

("••
. 

C
'

<i
 r

^
r^

 
o*

-
<

 
r-O

O
 ^

U
"' 

v
f

K
1
 r

'!
--

fl 
xT

:
K

' 
K

-
r>
 ^ .

 
«

i D K« Cn N N h ^r 0. '•-,
>* x
!

Ü
Í

l~
:

Cu C
O

<
» CO
-

i c. l«
l

Cs O
*

•r
 •

f1
--

T
-4 C-
;

!/•
!

LO o- 0"
?

N r-
i in (*~

; =

j. c^ h c^ C-: IM K
'

.•"*
.

K
:

í-
''' r-í f
'i 1-- <
r

T
J r-
i

ü"
: >

i C
¡

ü
"i C U
!

Cr Ch {X < ~J i1̂
.

^t r- xí
~ Cí
t

,x
.

ü'
i «

! C
;

L 
-.

M Ch C" .-j 0 c-: t> !> co -j h- î* C-
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HISTOR1 A PF!. CONTROL

u 1 (í:>

C IDN " REh¡D 1M I E

•3. 35797i£-02 2.. i 96*47
2. 7772̂ -6̂ -02 - 1299644
2, 75254.4E-07 "?\7

„O527SB5
3.337789F—02

6 2-75934SE-02 ,0212462
7 2-^ólB^SE—07 í n3370*9E—02
3 2.763517E-02 S„24S33E-03
9 2.764̂ 67E--02 4» 9S0803E-03

2,765203E-02 2-953291E-03
2,765573E-02 1.72*727E-03
2„ 7657.93E-02 9. 999275E-04

numere: de íterariones =
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s! 1 .. . . _
g ¡

1 * |L~"" ~ " i~\j _TT.r~"'.. ir" n un
*'2\- #3 - D . . KIRK-- -CUASILINEAL.IZACION ~
*'3| 4S02.. F_£I.). = X (2, J) —- _ _ .

£ UL—4S03..JF.t2)_==-X ( i , J).+ (1-X (1. J ) r -2 )*X (2, J ) -P í 2, J ) „ . .
t-;«»48.0.4.HX.(l^-=+2*X Cl. J).-P(2, J) * (1+2*X (1, J );*X <2 , J X ) .
1 G L _ . 4 S 0 5 _ H X C2).=+X (2, J J ^ P ( 1 , J ) + P C 2 , J).*(I-X..(i , i3J^2> _.

1 ^ /} n T- r\ < •" ' l~> t \ •< o v v / < T \. v .' •—. T \- _—rr.Cj wI'-U... .H

21 r 4 S 5''") A

-r- i. ^.S.6.Q_^
;i: .4S3T)__,A
:""rí 4-SS.O., A

'•" j4J?2.Q_ ¿V2 i_í .2, .j?_) .=r~ JL. .

5í-| ^5L40_A22U.1, 2).~ 1 +2j^X (1 ? J ) •*|rX_C2, J )
/-^ 31 ¡ n 9iE=¡("j A^^ í ̂  i ^ =—1
^> _ í -T-y-—•-— -n—-—- .— í -'-

3" L_óZí.\0™H~_0 . .
351 4ZlÜL_ElH.Xj;.l.)._=Q .

29 ! ¿750. D2HX (2.2.) pü

LZCL..UJJ.. , .ai.=-e.( 2, a >
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V'L- ORDEN DE- CONTROL»- 3 - -
'./--TI-EMPO- FINAL=- -I--- - - - - •—
^¡—EXACTITUD*-.; i— --
^¡— ESTADO—INICIAL—X- 1- (O)« - l -
"'—ESTADO-INICIAL-X-2 C 0 ) = O-~i s t
1G

1.'

U U B l

-TRAYEC-TQRIA-X<t)--DE INICIO=-1
TRAYECTORIA-P(t) DE INICIO*- 1

- TRAYECTORIAS OPTIMAS-

• ESTADO-M 1 < t> - -ESTADO-x 2-01)

33

34

--O-.4-- -
--O--.-5
-O—=-6
-0—,.-70OOOO 1 ~

-O-iSOOOOOÍ-
--0- .-90000O1--

- -.-994006336841 6473
-'. 9770354733336717-
-. 9503959589637816-
.91507626BS36B559

- .-8717144504189491
-.-8205844052135944
-.7615907937233284
- - 694266639649863
- .6177713796496391
- .-5308881849050522

. Q. .

-1172755211591721
2200164571404457
31119S361217975Ó
3942123129963875
4726521-968S41553'
5501941740512B4S
630543977022171
7174253530139923
S145S7801694S7
9257898330688477

I

COESTADOS OPTIMOS

37
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' 39

40
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- -1-25-

. 142135E-02

0"~."5
O—T&-

2i.\ 0~7 7000001
~ — 0~ 3000001

O

1763939
209B393

• 2 1 5409r
-1948323
1503021
0844028
~r I92093E:-07

2

-]8íl.: ITERACIÓN -------- RENDIMIENTO NORMA -----

27

23
2<( i . 870043- ' '62B637¿

. 8743O19 ------ . 4016392

.--8741725 - - 3.812969E-03
~--S741781 ---- 5. 114079E-05

rra'nierD~"de-"i'teraci'anss =
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1 2

i a e

1..EJEMPLO....#32..._KIRKL...CUASILINEALIZAC.ION..
X ( 2 , J )

)r.?*X.(2, J) -P (2, J)
HX _(.V_> =+2*X (.1 ,. J > -P <2 , J > *11 +2*X C i , JJ_*X (.2.,. J.) )
HXJ_2 ).=±X.( 2 5 J j.+P.C i.a. J )_±P ( 2 , J ) -*_< lj^.X.<_l , J ) ""-2 )

2 l =-l-2*XÍ ) *X < J)
1 _1 12 a.2 )_= 1 ~ x-(. i j- l±

H=X N I ) -'-
> f c x ..

DHX 2 ) =0

D2HX ( 2 , i ) =
Uí'l", J )=-P ("2 ",

' ("i","

LPRINT "EJEMPLO #3 CASO 2 D. KIRK"
MERGE' •' cu ASI""
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CONCLUSIONES

Se ha visto hasta aquí, la formación y el funcionamiento de tres mé-

todos numéricos que resuelven el problema, del control óptimo: el

método de la Pendiente más Pronunciada, el de variación de .Extréma-

les y el de Cuas i 1inealización.

Claramente se vio que la estrategia fundamental de estos métodos, es_

tá en considerar que alguna de las condiciones del control óptimo

que se determinaron en el capitulo segundo, no se estaba cumpliendo.

Entonces se buscó formar un proceso iterativo, tendiente a hacer CUJTI

plir aquella condición no satisfecha, en base a un valor inicial da-

do.

En el método de la Pendiente mas Pronunciada se considera que no se

cumple la condición:

(4.1)

Por lo tanto, el proceso iterativo, tiende a determinar el Control

u(t), que haga cumplir esta condición, en base a un valor dado ini-

cial mente U0(t).

Asi mismo, en el método variación de extrémales se considera que la

condición no satisfecha es:

- 132 -
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p(tf) =|£ (x(t f)) (4.2)

Entonces, los valores supuestos inicialmente son de p ( t 0 ) s tal que,

conjuntamente con x ( t 0 ) se pueda resolver el conjunto de ecuaciones

diferenciales reducidas de estado-coestado. Con estos resultados se

forma un proceso iterativo que permite ajustar p ( t 0 ) 9 hasta que los

resultados cumplan con la condición 4 .2 ,

En el método cuasilinealización, se supone que las condiciones ins£

tisfechas son las ecuaciones de estado y coestado:

x(t) = a(x(t), p(t)3 t) • - (4.3)

P(t) = -f£ . (4.4)

Por lo tanto, el algoritmo tiende a reajustar los valores supuestos

de x(t) y p(t), tal que cumple con las condiciones 4.3 y 4.4.

4.1. CARACTERÍSTICAS PRINCIPALES DE LAS TÉCNICAS ITERATIVAS

Con el objeto de comparar las ventajas y desventajas que poseen los

métodos estudiados, a continuación se analizan cada uno de ellos, en

base a los criterios: suposición inicial, requerimiento de memoria,

convergencia, cálculos necesarios y criterios de parada.

4.1.1. MÉTODO DE LA PENDIENTE MAS PRONUNCIADA

Como se puede ver en los tres ejemplos resueltos en el capítulo ter-
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cero, la forma de plantear los problemas es muy simple para este mé-

todo, requiriendose muy poca elaboración por parte del usuario. Es-

to se compensa con la baja precisión de sus respuestas> según lo ob-

tenido en el ejemplo N2 2 del Reactor Químico cuyas respuestas son

conocidas. Las siguientes son las características propias de este

método:

SUPOSICIÓN INICIAL

Este método necesita de un dato inicial de Control Uo(t)9 te Jto» tfl

el cual se obtiene de algún conocimiento previo del -problema..

En el ejemplo N2 2 se observa que al variar este valor inicial se va^

ría la velocidad de convergencia.

También es importante el valor inicial de la medida de paso ( TAO )3

puesto que influyen en la convergencia y en la velocidad.

MEMORIA

Consecuentemente con la simplicidad del métodos la necesidad de memo_

ría es la menor de los tres métodos. Se almacenan en cada iteración

x(t), p(t), u(t), rendimiento y norma.

CONVERGENCIA

Una de las características de este método es su facilidad de conver-

gencia para un rango de condiciones iniciales; hecho que lo hace uti_
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bien, el planteamiento de los datos. Sin embargo esto no es un obs-

táculo para su utilización. Sus características son:

SUPOSICIÓN INICIAL

La condición p(0) es requerida al inicio del algoritmo y cabe decir

que es importante realizar una buena condición de arranque para ga-

rantizar la convergencia.

MEMORIA

Se almacenan los valores de las ecuaciones de influencia en t = tf 5

p(t0) y las condiciones iniciales de estado. Además de criterio de

paradas historia de Control y rendimiento en cada iteración.

CONVERGENCIA

Se ha visto que es más sensible a las condiciones iniciales propues-

tas, pero cuando converge, lo hace,visiblemente. Se utiliza un fac-

tor llamado COES el cual atenúa las modificaciones iniciales al p(t0)

con el objeto de ayudar a la convergencia.

CÁLCULOS

Se requiere integrar 2N ( N + l ) ecuaciones d i f e r enc i a l e s de primer or-

den, para lo cual se u t i l i z a el método de RUNGE-KUTTA-SIMPSON. Ade-

más se invierte una matriz N x N en cada i teración, mediante la sub-

rut ina de Cholesky. Se c a l c u l a el rendimiento y el criterio de para_

da.
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CRITERIO DE PARADA

El proceso Iterativo termina cuando se cumple la condición

<ALFA

donde ALFA es una constante predeterminada.

ó cuando se ha llegado a un numero limite de iteraciones (predetermi_

nado). Esto es para prevenir divergencias.

4.1.3. MÉTODO DE CUASILINEALIZACION

Como se vio en el planteamiento de los ejemplos, este método presen-

'ta una similitud al método variación de extrémales, sin embargo es

más eficiente y rápido para las aplicaciones. Sus principales cara^c

teristicas son:

SUPOSICIÓN INICIAL

Se requiere proveer al programa de trayectorias de estado y coestado,

que pueden ser valores constantes para el intervalo Ít0, tJ. Son da
l T)

tos propuestos de acuerdo a algún conocimiento previo del problema.

Cabe decir que estas suposiciones iniciales, no necesariamente deben

satisfacer las condiciones de borde, pero si lo hacen aquellas gene-

radas a partir de éstas.

MEMORIA
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Se requiere almacenar las soluciones homogéneas de estado y coestado

para las N condiciones iniciales y las soluciones particulares de e¿

tado-coestado. Además se almacenan las trayectorias'l ineal izadas x ,

x1 5 p1 y p1 , a fin de calcular la desviación máxima como -:crite-

rio de parada.

CONVERGENCIA

Se deduce de los ejemplos resueltos que: este método no tiene difi-

cultad de convergencia cuando se utiliza un conjunto de trayectorias

iniciales razonable; y de hecho es más rápido que el método * varia-

ción de extrémales para hallar la solución.

CÁLCULOS

Se integran 2 x N x N ecuaciones homogéneas diferenciales de primer

orden, y 2N ecuaciones particulares mediante el método de RÜNGE-KUT-

TA-SIMPSON. En el cálculo del rendimiento se utiliza el método -¡de

integración numérica de funciones de SIMPSON. También se utiliza la

Subrutina de Cholesky como método de inversión de matrices N x N a en

el calculo del coeficiente c(I).

CRITERIO DE PARADA

Se ha utilizado el cálculo de la desviación máxima entre dos trayec-

torias consecutivas, con la siguiente fórmula:

N f . i
NORMA = 2 max x1+'( t) - xl(t) + max p1+l(t) - pí(t)|l

=l I J J J J
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donde: j = índice de estado

1 = índice de Iteración

Si NORMA < ALFA, o si se ha llegado al máximo de iteraciones preest¿

blecido, se termina el proceso y se puede disponer de resultados

impresos.
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4.2. CONCLUSIONES

En el siguiente cuadro se resumen las principales características de

cada método analizado., con el objeto de comparación:

CARACTERÍSTICA PENDIENTE MAS

PRONUNCIADA

VARIACIÓN DE

EXTRÉMALES

CUASILINEALIZA-

CION

Suposición

Inicial

Uo(t)

[t0>

Po(t0) , p0(t)

te t0s

Importancia de

la Suposición

Inicial.

Generalmente

existe un rango

dentro del cual

hay convergen-

cia.

Con mala •

sicion inicial

puede haber dj_

vergencia.

Es menos crítico

que en variación

de extrémales.

Criterio de

Parada.
nft } - i-
P( V " 37

Se cumplen las _e

cuaciones de es-

tado-coestado.

Memoria Requiere:

u(t), x ( t ) ,p( t )

8 H ,
BU 3 J

Requiere

2(NxN) matri- .

ees de influen_

cia

u(t),x(t),p(t)

J3 p(tf)

Requiere

u(t),x1(t),pi(t)

x1"l(t)sP1-'(t)3J

(NxN) matrix de

1inealización.
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CARACTERÍSTICA PENDIENTE MAS

PRONUNCIADA

VARIACIÓN DE

ESTREMALES

CUASILINEALIZA-

CION

Convergencia Generalmente .es

rápido con una

buena suposi^

ción inicial.

Una vez que se

inicia la con-

vergencia lo

hace rápidamejí

te.

Converge muy

rápidamente.

Calculo Se requiere in-

tegrar 2N ecua-

ciones diferen-

ciales.

•Se calcula 8 H
S u '

Rendimiento , pa

so.

Se integran

2N(N+1) ecua-

ciones diferen_

ciales.

Se calcula la

inversión de u_

na matriz NxN.s

se calcula pa-

som Rendimien-

to.

Se integran

2N(N+1) ec. di

ferenciales.

Se calcula Ren

dimiento, inve

sion de una ma

triz. Desvia-

ción de trayec

torias .

Se obtienen las siguientes conclusiones:

1.- Queda en claro que no siempre los tres métodos convergen a la

solución, y aun si esto sucede, puede ocurrir en algún extremal

relativo.

2.- Una solución global o absoluta puede considerarse cuando: se

prueban los métodos con varias condiciones iniciales y se obti_e_

ne el mismo resultado.
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3.- Para empezar a resolver, un problema se debe iniciar con el mé-

todo cuasilineaüización o pendiente más pronunciada. Una vez

obtenida la solución con varias condiciones iniciales, se debe

probar con los otros dos métodos, tomando como condiciones ini-

ciales los resultados obtenidos en el primer método.

4.- En el ejemplo # 3 se considero tres casos el primero con

h(x(tf)) = O, el segundo con h = xf(tf) y el tercero con h ..= •

10xf(tf) y efectivamente, como se anticipó en la sección 2.2.3,

la presencia de los factores de ponderación en el estado final

producen que la solución ajuste su estado final a cero, con la

intensidad que da el factor, significa que en el tercer caso

la trayectoria de estado tiende a cero en t = tf con mayor a-

proximación que en los otros casos, como sucede realmente.

5.- El método de la Pendiente más pronunciada es generalmente len-

to una vez que se aproxima a un extremal.

6.- El método de variación de extrémales en cambio avanza rápidamejí

te a partir de la quinta iteración, si es que la convergencia -

se da.

7.- En cuasilinealización se ha encontrado un método idóneo para es_

tas aplicaciones, puesto que es rápido una vez que hay conver-

gencia, y no es muy sensible a las condiciones supuestas por lo

que generalmente converge y los resultados son bastante aproxi-

mados en vista de que se está integrando directamente las ecua-

ciones de estado-coestado y se comprueban las trayectorias en
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todo el Intervalo t0s tf .

8.- Se considera que el aporte de este trabajo ha sido positivo, en

la consecución del problema del Control óptimo. Pues si bien

se conocía 'la solución del Regulador lineal, ahora se posee una

herramienta útil para enfrentar el problema no lineal.

9.- Cabe anotar como conclusiones, las facilidades que se ha tenido

en cuanto a la utilización del computador ADDS PC/2 de 64 Kbyts

de propiedad del Cuerpo de Ingenieros del Ejercito, sin cuyo

equipo no hubiese sido posible que este trabajo se culmine a

tiempo. Además la facilidad de contar con una buena bibliogra-

fía en la Escuela Politécnica Nacional ayudaron a la documenta-

ción del mismo.
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4.3. ' RECOMENDACIONES

Es Inevitable y necesario que avance la ciencia, y como -tal no exis-

te trabajo científico concluido, por lo tanto se espera que este tra_

bajo de tesis se continué. Fundamentalmente son dos los objetivos -

que al momento se pueden ver:

1.- Desarrollar métodos numéricos que resuelvan el problema del Cor\_

trol óptimo para cuando las trayectorias y el Control estén li-

mitados por algún contorno, es decir no linealidades del tipo:

b < u(t) < a

d < x2(t) < c-

2.- El mas ambicioso, que considera: tomar en cuenta perturbaciones

deterministicas sobre la señal de salida del sistema de Control,

para aplicarlas como señal de error al sistema qae calcula la

ley de Control, óptimo (computador), de esta manera corregir las

desviaciones de las trayectorias reales respecto de las trayec-

torias óptimas, causadas por las mencionadas perturbaciones.

COMENTARIOS FINALES

Ahora,que se ha llegado a vencer el desafío propuesto hace algunos me_

ses, cuando nació la idea de llevar a tesis de grado la solución de

un problema de Ingeniería de Control, se puede, con gran satisfacción

ver cumplidos los objetivos. Esta ha sido una gran experiencia, no

solo en el aspecto técnico sino en el humano, puesto que, para lograr

la consecución de los resultados fue necesario trabajar con ahinco y
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sólo gracias a la colaboración desinteresada por parte de profesores

y amigos se alcanzó el éxito en la empresa. Si bien es cierto que

en esta obra no están vertidos todos los conocimientos5 sin embargo

refleja la experiencia adquirida por el autor a lo largo de su carre_

ra estudiantil.
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A N E X O A

MANUAL DE USO DE LOS PROGRAMAS

En general, para utilizar uno de los tres métodos establecidos se's_u

giere el siguiente procedimiento:

MÉTODO

PENDIENTE MAS PRONUNCIADA

VARIACIÓN DE EXTRÉMALES

CUASILEALIZACION

NOMBRE DEL PROGRAMA PRINCIPAL

"CONTROL"

"VAREX"

"CUASI"

1.- Elegir el método a utilizarse

(Se recomienda iniciar con cuasilineálización,pendiente más prp_

nunci.ada).

2.- Segün el método escogido, preparar el subprograma de Datos, ;de

acuerdo al planteamiento de los ejemplos.

3.- Encender el computador e inicial izar Fecha y hora.

4.- Disponer del dyskette que contiene los programas principales.

5.- Teclear C > A :s ENTER

6.- Correr el sistema:

A > GW BASIC, ENTER

7.- Tipear el subprograma y cargarlo en -el Diskete.



Sale "Ejemplo .CON"

.CON" significa que se va a trabajar con el método de la Pen-

diente mas pronunciada.

.VAR" con variación de extrémales, y

.LI" Con cuasilinealización

Incluir la instrucción de cadena

* 10000 CHAIN MERGE "Nombre del Prog. Principal"

8.- Correr el subprograma a partir de:

RUN 10000 para variación y cuasilealización.

RUN 6000 para control
n

* 6000 para pendiente mas pronunciada -

9.- Ingresar los datos solicitados en la pantalla..

10.-• Final izada la entrega de datos, el programa corre.s indicando, en

cada iteración los valores calculados de: medida de rendimien-

to y criterio de parada, como control para saber si los resulta_

dos convergen.

En cuanto se cumple el criterio de paradaóse llega al limite del

Numero de iteraciones, el programa se detiene y se puede dispo-

ner de los resultados impresos.



A N E X O B

LISTADO DE VARIABLES UTILIZADAS

VARIABLE NOMBRE FORMATO

u(t) Ley de control

x(t) Vector de estado

p(t) Vector de coestado

h(x(tf)) Función del rendimiento

8h/ 8x Derivada parcial de h respecto de x

x(t) Ecuación diferencial de estado

p(t) Ecuación diferencial de coestado

J Función del rendimiento

Norma (G) Criterio de parada

U0(I) Función control de inicio

8H/8 u Derivada parcial del Hamiltoniano

respecto del control u(t)

g(x,u3t) Integrando del rendimiento .

TAO Medida del paso de iteración

t Tiempo discreto

h

DHX(I)

y(G)

z(G)

uO(l,J)

DHU(J)

G(J)

TAO

T



A N E X O C

CONTIENE:

1.- LISTADO DEL PROGRAMA "CONTROL.BAS"

2.- LISTADO DEL PROGRAMA "VAREX.BAS"

3,- LISTADO DEL PROGRAMA "CUASI.BAS"



,10 "~ 'ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL - QUITO ECUADOR
i.20-" 'FACULTAD DE INGENIERÍA ELÉCTRICA

U tí U30" - - - - -
BRft40 """DEPARTAMENTO D E ELECTRÓNICA Y CONTROL '" - - - - -
,50 TESIS DE GRADO ' . " ~ ' •- ' -
,o60 EDGAR' RENE 'JARAMILLQ'PARRALES" " " ' "-
.,.70""" JULIO DE 1'. 986 " ' "" ..-.—. — . ..
ltsa~ TRAYECTORIAS ÓPTIMAS DE ESTADO'MEDÍANTE 'MÉTODOS NUMÉRICOS
,..90" " ~ * " - - - - - - - -- --- -

,¡100 MÉTODO": PENDIENTE MAS'PRONUNCIADA J

W110 "" ESTE'MÉTODO ESTA DISENIADO PARA'RESOLVER EL PROBLEMA
.!.±20 — — DEL CONTROL' ÓPTIMO DEL TIPO "NO- LINEAL-CON CONDICIONES
^l3Cr DE -BORDE' SEPARADAS." LA"FILOSOFI A" DE ' ESTA TÉCNICA ESTA
,_14O ' 'EN 'CONSIDERAR QUE' NO SE ' SATISFACE LA CONDICIÓN DE;
^150 dH/dU *=0 ~. POR"* TANTO EL" MÉTODO- ITERATIVO - TIENDE A HACE?
" C U M P L I R ' T A L " ECUACIÓN;

«,1SG ------ ' ---------- 'LENGUAJE' UTILIZADO : BASIC
- ------------------ TIPO":- BWBASIC" ---

-200 ---- : - ' ----------- COMPUTADOR":- A. D- DrSV~ PC/2 - "64 'Kbyts2
2í O*2 3^_i ..'

2.25XT"LPRINT

^290' DEFDBL—XyP — — -
",300—"r ENTRADA' DE DATOS
^310" INPUT-"ORDEN- DETESTADO, "N=" ,'N'

3*330—INPUT~"TIEMPO-FINAL"TF = "-;TF
3S 34'Cr- INPUT ~" EX ACTITUD' E^'^E
^350"TNPUT-"CONSTANTE "DE- ERROR, "ALFA ^"..ALFA
^36Cr~INPUT- "MEDIDA "DE PASO,-"TAÓ ='*', TAO
,'.37Cr-INPUT- "^"MÁXIMO DE" ITERACIONES FROG. PR . , NMX=" , NMX
rj3SO"-INPUT-""ORDEN 'SISTEMA DE" CONTROL, M="tM—'

4400-DIM~-X (t^-100)-, U (Mv 100) , A <N)-; J (NMX ) yY (NMX ) , W2T (NMX) ,-W1ríOO) —
^410-DTM- UO(M, 100) , D X < N ) , Q (N)- , CI CN)". 2 (NMX >\ (NMX )-T 'M •< 100) , DHU<100)
^¡420- DIM-p(Nf 100)-B(N) ,DHX(100>-, G(100) ,-S(N)-,DP(N)-,-PI <N) ,PF(N) •• -
¡7430:-DIM ' WíN- j - lOOh, CCN/100) --------------------------------- = -- ~ ------ :-.--. ........... -
440~TAU=TAO" ............. _ - . , . _ — - - ..... ---------- _. ..... --------------------- _. ....... .3

V.45O-REM--* CONDISION" INICIAL DE* ESTADO-*
I = 1- TO-N ..... - ......... -

'.,470- INPUT-" -XO = " , X O < I )
" 4SO- NEXT ------------- - ....... -

REM -Í6-CONTROL- INICIAL -Uo<t)-*-
PAJ510-FOR--I = 1~TO--M - - • • -
gj(¿520--INPUT--IIUO=-"JCI < I > • - - - - - -

^530 • f 1 O R - J = 0 - TO NI - -~
"^540-UQ< I ,-J) =CI ( I ) - - - - - -
1(3550- N E X T - - J , I - -• - -

c o '



1:

2 ¡

_ _ I ^ 1 .TO. M
P.SC?(¿"FÜR.. J~o ..TO .NI.
»¿oci, u.(r. j;.=uo.(i, j
'l061_P_NEXT_a, I

FOR_ 1=1 N
~xiTi>=xo(i)

68 C

_ _
71 T=TIN_ „ _ ' _ "_ " __ " _ * '!'
72Í5̂ "̂ _ J.'Jl'M~y "1" _'" ""CALCULO DETESTADOS ""
'?¿Q_J_^i__ 1 __ 1 ESTA' SECCIÓN DHL' J=ROGRAMA_SE__ENCARGA"DÉ"" RESOLVER "
7*4CLl _ ^ _ " LAS ECUACIONES "DIFERENCÍALES DE "ESTADO UTILIZANDO
750_j_2_ ' _7"™ "LA "CONDICIÓN 'INICIAL XgYt) , Y "EL 'CONTROL "INICIAL
7¿o j__ ""u "" 1 '¿L* MÉTODO" EMPLEADÓ""ES_EL ALGORITMO "DE IRUNGE-KUTT A

" " " ""~" " ORDEN

a.» 800 GÓSUB 50OO

3.B20"Ñ£XT

I= TO
"-• 050 "X ff , Jj. = XI <
=5 S6CTNEXÍ5" 17
2.370 FQR ""!=!' TO

_ _
6 fi fl B9CTH:;2 HT = A " ÍV*E

.= -92( X < , j ^ X l l ) .

£r??^lti^?Jl-I 1
' "l = Í""TO N_

' .so GOSÜB soco"

" i "= i_q N
«iOOÓ* X ( í . J ) « X Í ( I
soTOiO NEXT " ........ "

sooc

FOR"I = 'Í""TO"N

E? TÓS'cr'NEXT • • - - - - -

s»..?ó90""FOR" 1 = 1 TO N" ".
Et/íYoo""íá"<r)"=xi ( i ) " +DX (i;

..... ".
.

G2 1,



s l i iO_ X ( I . a > = Q ( I )
•• i 120" N E X T . . „ . " . . _
7 i i3q_j=j+i
S Í140_FQR 1 = 1 TÓ IM
s.t i " 5 0 X I < ñ . = < 3 < I )

•"1170_TIN=T_ _
' Ñ 1200 ELSE

Q i¿1200 ' CALCULO DE "JOESTADOS_
** lb'i~2J~o"'_1"SE""PROCEDE A CALCULAR "EL SISTEMA E E "ECUACIONES

i3Í22ü"; ' EMPLEANDO" EL'MÉTODO DE" INTEGRACÍON NUMÉRICA'AN

y u 3 Í25 _ „ " _ _
5000

.
^ i ¿so PF( i > ^ D H X ( i )

r 1310

-si 340
ai 1350 FQR 1 = 1 TQ N

c • 13 7 O ~J^p- X.T "H*"

eosuÉ"" "

P ( i'. "J)"=PI ("

íi^L l ~ ~ - -
R Í=T"T

<2_c ) = B ( i )*
ÑEXX""_Z ...... T"
FOR_i«i_ "fg "N"
"P"(í_, JJ=PlXÍ)J
NEXf"

3 r̂ i

531590' _
54t600 "PTÍ, J)"=PI TÍ) "-K3-TÍT

"GGS'ÜS" 50'OG

co

61

62



«
UU

___ 1 = 1 TO N " ' ' ' '• "
urjL670"DPTl> = C K 1 ( I )+2*K2( I>+2*K3( I )+K4<I) )76
7 1630"NÉXT
P¡ Í690_FQR"T=Í "TO N " " .
9rj"i7ócrs"(i)=pi (i) - D P c i ) - • • • • • -

u!1720~NE'XT~~" "" ". " " "" " " ~ "" - "- "-

13; I74Ü"~FOR~~! = I~'TÜ N "
^ > _ ^ i750""pr(T)"=s (i) •-•* • •
^ Í5;"""ÍT60' NEXT"" "" -" •"" ' " " "

16:~~"r770 TIN-1 . - - . . — - . _

. 17'~"Í7SO""IF~"J"<TI"THEN""'1850"ELSE"~1350 "

•í«,r- IBOO~" '""" " CALCULO" DEL" RENDIMIENTO "~*
at,;—181O"-' SE" CALCULA' EL FUNCIONAC" MEDTDA"DE -RENDIMIENTO'
rj~ 1820 J EN "BASE "A'INTEGRACIÓN NUMÉRICA "DE FUNCIONES
2l'.—1B30 "~~ DE"SIMPSON.

, i-B5D"""K==I " • ~" ' ™

27: r880*~G03UB"-5000

__

1"9'OO T- i F ~
i91:o~J— NI '
1-920-GOSUB-500C

r95Cr*R=l~

l97O~*T=TI'-í-R*E

3 ¡ --- 199O— IF-a = Nr OR"T=TF-THEN 2000" EtSE 2020
^ — 2000- WZT-<L)-=WZrCt) *E/3 ---- . ------ '
ls í — 20TO~ GOTO-2120 ------------------ ------ -------
^ I - 2O20~ Xr ' K=l— THEN-2030 : EL3E 203O — '"
^.' -- 2O30--GDSUB-50OO — ------ — — - ..... — -------
,!:— 204O-WZT-<L-)=WZT CLT+2*G ( J)" --------
A 3 i _ _ _ _ __ _ ^ __ ___

!r — 2O70-GGTQ- '1970 ----------- -------------------- ----------

47 !

f l í íJS—2-1-10-GOTO -2060 -— — - —
bO i

|—212O-G03UB--5UOO

"¡—2Í50-Y (-0) «9999999!
j '2í"4ü™Y (L")'r=H"r-WZT(L) " ' •

53 j—2-1-5O-IP-Y (L)<Y(L-l)'-'-THEN-2180-ELSE--3400
54 _

55 ~

-2180 — - CALCULO DE-LA- NORMA™- - -
"|—2i9O-: --AQUÍ SE DETERMINA EL CRITERIO DE PARADA
Sd|—2200—-- -- -EN BASE A LA' ECUACIÓN dH/dU. •

toL"—"T'JLIV.LT.'" _.r..'._ . . " . . ' . - " "'".'. "...." -.'- -....._"- --!_'.'. -.„. 1
C1!



r ' 2210 K=l- •
1 — 2220 7=71 - - - -
l. . -o^Tr") - 1="T Tim- -"Lí J TI

**;—2240 GOSUB"3370
«,'--2250" MQ=M<J>-
,'"-- 2260"7=7F

' 2 2 7 0 -JaNI- -'

J
--2290 hF=M (J )™

JÍJ—22SO-GOSUB •3370

&
; — 233O-"T-=TH-R*E- - - - ....... - - • ......

\l' — 2-350-IF--J=NI-DR T=TF"THEN"236G "ELSE-23SO
^j— 2360 "N (L->=N<L> *E/3 ------------- ..... ----- ........
"- .'— 237O- -GOTO-24QO -------------- ------------------------------
."í — 23eO-IP-K=l--THEN 2440 • ELSE -239O .....
I" ! — 2390~ GOSUB -337O --------- ..... -------------
- 24OO-N (L-)-=N <L)-+2*M < J) - ....... — ~ --------
2-t i

~2420 K—
243O"GOTO—2330 •
24-40-G03UB-337Ü-

J) —

muVL~~24-70---GOTG- 2420- ——

fi*'?'—24-90—IF-Z-fbKALFA-THEN 2500-ELSE 2530
3*.-—250^-6070-^-2790 - —

^¡—253o—'CALCULAR- NUEVO- CONTROL: --
^r—-254O-PR-IN7—"-ITERACIÓN- " . L •*
¡"f—255O- PRINT-~URENDIMIENTD=I1Y (L)
^ ;—256O- FOR—r = l--7!> M
/!—25-7O-FOR-J=O"TO-NI
^r 25BO-V<-!TJ>=U<-!-yxT>
'̂-•-2590- NEX7—J-,I
—260O-

¡_—2610-FOR- J=7I-TO NI
J!r~-2620- W(I-,-J)=X(-I. J) —
^-—2630-C -(ITJ>=P(I-, J>- - - —
r^—2640-NEXT- J,-I- —
]?¡~-S650--IF-b=NMX 7HEN- 2780--
*'J|- 26ÓO -PRINT"-"ERROR="2 (D--

PRINT - - - - - - - - - - - - - • -
52 f— 269O-SOUND-200, 2 ------

53 1--.270O-SOUND- 100,3 ..... - -
yyl— -2-7ÍÜ--SOUND- 500,2 -

-I = i -70- M-
¡—2730- FOR- J=0 70 NI ..... -- .............. -

S 7¡ ._- 27-4O-6O3UB 5OOO ...... - ..... -
b G [ — 2750 -U (I , J)-V-< I, J)~7AO-x- DHU<J)
5D



*!_2760 NEXT_J,I
s!__ 2770 "GOTO "620 "" ""
7':_I2Z§5LPRJNT "LIMITE DE ITERACIONES, . ."POSIBLE DIVERGENCIA1

9:"""280b~" ___ _ _ _

11!' 2'S2b""lNPUf "''iKPR'ESI ÜN~ "DE "RESULTADOS"SÍ /'ÑO'
i*L 2830 IF os=iVsi" "THEN 2340 ELSE"

fe' ñ'fíLZ^8¥L™"T"GlP.Í° "2|¿° T" 363073880 ~ "
^'. ' 2860 LPRÍNTj " '^^"* TRAVECtQRI_AS " O P T ' l h i A S *

ÍT_J~ " ""_~ j 7™ "*_ ""*" ""
'=1 -JQ--N— "---•-•-—----—-••-- ----- --•-

i = r""2B90_LPRÍNT"í[ _t_" " ^"_^__ mj~2. "g^tido~x'lfN'lT'("f') "'"" "
i p i 290O LPRINT ""I . 777". '. /\ ._1_7, . - _ . - . . ."". ... 7. , . 7777777". 77 ""

I + i"YO NI
zj! 2"94CniFrRlNT~"'rÓ" [7~7~" ~ 'XTÑT"J) "

r?: 298Q"NE:XT™I' " r"" '

i,-,' SOÓCr'CPFTÍNT""" * COESTADOB ÓPTIMOS "*
30¡"™3ÜTD~I1PRINT ™"

^ ;S¡~~*3a30™LP'R'"IN1 "€ coestado p " N " (t) "
z-í' 30"4'<
s-ví 3O"5í
331 3Ü50~FOR~"J=TI TD""Nr-l " "
3r i 3070~LPKTNT ""O "L""; P í N, J )

• jjj^i 30"9O""NEXT~J ~"~ "
as • 3rO"a~LPR"I WT~TF~",~~ "~ PF ( I )
4 r | 3Tí-c:rLPRiNT"ir".~77.7™7.:; 7;. . .. 77: 7... rrr:•.";••"'.. .v;
4,:"~3t2Cr'íílEXT"T """ " " ~™
fl;I 3':.3O"CPRINTir7:V7777"7: - 7777.~7~7 r.T7~' V VV . . . . . .
oí "3l'4"íJ~LFRiNr """
4dr~"3rí50""LPRINT"ir "" HISTORIA'"DEC" CONTROL"

' ,:,| 3T6Cr L P R I N T ~ " '
fi5¡ 3iyO""M=MÜM ~

43!—3200"'LPR'INT""IIt"""; " u " I " ( t ) "

52r~323O"~CPRINT"" "0"EX " "," UCH'J ) ~ ~ "

53 1 ""'"^ " '~*~ '
¿4 325O""NEXT ~"J, I". " " - -
\¡ ~326"Cr~LPR I NT""~;".". v; . r. -".V7VT."7"r. .\ \~~. .';-. /.~r;-; /w:
sa 3270" LPRINT " ~"
S7—32BO" LPRINT" ITERACIÓN R E N D I M I E N T O -•" ' N O R M A "
53r~3290' 'L.PRINT" . .T". .-; . . . .v.'. ; .'.'/; ;v. —.—.-.-.-—-;;". r:.-:.-.
c«\" FOR"I = 1"TO- VV ' " '-»



¡,-""'3310'LPRIN7 I," " ' Y ( I ) " , ' "'" " Z Í D "

6!~~~3320"MEXr "' "" " ' ' ' — •
,?""3330 ""LPRINT ""T . . . . . . . . ~. ' . .:.. ' . yy; . .'
or~3340~LPRINT' "PASO FINAL TAO=n;7AO ~
E. OO Wjí.' I PPlJ-í'J I ~ ' ™ ' • — • — ' ' — • ._..-. - _ _ ™ , — - '~-

ic!—336'0™END - . . - - - . _-..—

M; 3370"~GQSUB" 5000 " "" "" ' ~
,,: """338O "M"( J)"=DHU (J) ̂ 2 " " " ~ ."
13| "339O" RETURN " ' " " "" " "

':—3400"TF TAO>;-25"THEN 341O' ELSE "3550 "™"

i j ELSE"3430
343O-TAG-= 'TAO-.25 • * ' " "

vlt íf—345O" FOR~I = 1~ T O ' M - '
j^ f - -346O"FGR'J=0"TD NI"

^.f"-3480:"NEXT"JV I—
.,L"3490"'FOR—r=i""70 'N"~

. :~~3530"NEX1 " J , I ~~ ..... "'~
^ :'" 3540" GQTCT 2720". ---- ...... -- -- .....
..'i — 3550~IF"BB=íl-THEN"3560 ELSE" 35BO
^ 1 - 35-¿J'0-pRINT- "'INESTABILIDAD" -----
'!'— 3570-GOTO--2180 ------------ ------ •

;..«; — 3-fíOO" IF-TAO>'r THEN" 3610 EL.SE' 3440 - ..... -
,-Í — 3'6rO™AA=O --------------------- ---- ...... ------
^,"—3620-8070-3440 -------------- -------------- "-"-
— 3B30" CPRINT~" -------- ...... *~ ' 'TRAYECTORIAS ÓPTIMAS ------- •*

1lt- "ESTADO x l ( t ) ' —— - -"ESTADO >c2

• • o r ,"1"" ~" x o c í ? 7 — , - • x o < 2 > ' : - 1
<r" 3¿í8O""L:í=E ~ " "•" "

flfji 37OO""tlPRIN7 ^ 'O"L " j * " "X"C'1","J"?' " """ ~, " ~~" " X C2, J)

-a 6 ' *~ "~
/,7 i 3730"LPRIMT"7~.'7T .\. ;""-•", rv"rvyv';"7%~~~~7~;';~7~~.".'. •-"""."; .".", ."."; .'- ".7 . . . , . . -. ..
^\T "" "
4¡j—3750-LPRIN7"" * ' COESTADOS ÓPTIMOS *" ~
5!.Lj—3760"LPRINT " ~" ~" ' " ' ....... .-

CV*3770-LPRINT' "t COESTADO Pt C t) COESTADO P2(t)
-3-78Cr-LPRINTil

t.e \I TO"NI~ " " "
gp'(™ 381-0-LPRINT "0"L -, P (1 \t : ~, PC2,J) -

BO I '

r,!—3S30-NEX7 -J ™" •
"ar—3S4O- LPRINT"-.,.---.
1 }—3S5O- LPRINT

J& «v



3S60 _GQJP .3140
3870 _' __
_3SBCL_ LPRINT" .'_' _
38<?P._LPRINT_.

TRAYECTORIAS

EBADO x i( t)

ÓPTIMAS

ESTADO x.2 (t)
ESTADO x3<t>"

"I 3910 LPRINT1

' 1 N O X 0 ( l ) XO (2)

X (1 , J) , X (2 . J )

397C? NE
39SÓ"~LPRINf1'

23 j 3990 LPRINT
~ __ 4000

J ' _5Jí 10 .LPR I N" __
'ftP 4020 LFRl'Nf "'t

COE_ST_ADOS

COÉSTADD~P1Ct)

ÓPTIMOS

COE9TP30 P 2 ( t ) '_ __
COÉST ADO" P3C t ) "

2? | 4030 LPRINT"
2t i

3C'I 4040 L=O
TO NI

LPRINT "0"L," P (1, J )

__
35¡2_4Ó8C N X T _ J_^
2r [ 4090 "LPRIÑT"1"1"

^ __ ^5<14> "PENDIENTE MAS PRONUNCIADA"
4./'{ ^Í3~Ó_LPR~INt "'"'"ORDEN ~DE EBTADO="N
42 j 4'i'4"O"'L'FrR"l'NT""'" ORDEN "DÉ" CDNTROiT= "_M_ "~

S43 ! 4l50_L>RT NT "" Tl"EMPü""F ÍÑÁL=^TF~ ~

A5Í~4"r7C>"jr'0"Fr""Í'=T"Td"N ~~"

47 !~""4'f90""NEXT " /"

liAftí 4220TPRINT' "CONTROL" "INICIAL" U" I "' Ct ) "CI (I) 7

4̂ |""c*

s^.

enL
6 i ,'

e?\""

425"íJ"RETÜRN ......
4270 ....... ...... " " ; ............
4990" '7NGRE30' DE~DATOS '1EN*"BASE 'A 'SUBPROGRAMñ "ENCADENADO

RETURN "~ ' """" ..... " ...... ~" " "' " ...... "~ .........

L-
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Ü-UIÍ ""
4"" "'DEPARTAMENTO' DE" ELECTRÓNICA' Y CONTROL __ _ ....... _
5 ""' TESIS DE GRADO " ...... _ ___ " ^ "" _
"¿T~ '""EDSAR'REÑE JARAMILLQ ' PARRALES" _~ '_" T~_T""_~ "1""'" ..... ""
7 'j"ÜUÍp"DE i. 980 ..... " """ "" " " "" " " ' """ ....... "

r̂~l[-r~'-METdDO"":'"'-" VARI ACIÓN" DE'EX'TREMALEST " VARÉX . BA'S" """"*_
,*'—15™'" " "" ' " MÉTODO'ITERATIVO "TENDÍ ENTE"" A"'ENCONTRAR LA
t;--"'2cj"' ""' SOLUCIÓN' GENERAL" DEL" PROBLEMA"" DEL CONTROL "

—T^g—f ÓPTIMO "DEL"TIPQ""NO"LINEAC"CaN""CONDICIONES "
~3D'~V DE" CONTORNO 'SEPARADAS', EN" BASE A""HACER~ —

«~ITO~LPRÍlv¡T

ÍS:140""D"EFDBL""X7P ~ ~ " ~™"
„' IsO""' ~" ' ENTRAD'ff" DE "DATOS
es I—f&O" INPUT~"ORDEN' DE" ESTADO ,"'N=ir,N" " ""

I9-0"INPUT— irTIEMPO FINAL TF~ = " , TF'

2TO~'INPUr~n CONSTANTE" DE ERROR,' ALFA =",ALFA "" " ' "
22D""INPUT""#"MAXTMO DE ITERACIONES PROG. PR. , NMX- " , NMX " '" " '
225"INPUT"11 ORDEN " DEL" CONTROLA ír, M ' ---------- -----
¿— '— •-
235 6=1 • ' " ~

X'flO"; ÍO'07","U"CMriOO) , A •(lüTrJ CNMX) , YI (10) ,WZTÍNMX) ,V<M,"100)" '

4Í!"270~"DIK"PXÍÍÜTÍ'0)",~ G(ÍOO)-,PP(10, 10) .PFC10) " '• ----- .........
4¿~2sü~DiM"PDTiayior, wuo", i eco-, c c í o , 100 ,YX 10, ico , P A C I Ó , i o > - , PBÍ 10, 10)
,. 290"™' ...... " " ""'"'" ........ ' •
.;.;¡~3üCr~' " ...... " ..... CONDISION"INICIAL"'DE ESTADO .........

da¡ — 34O"'NI = INTTCTF-Tir/E)"- ........ ---------- ..... ------------- ' ..... ------- ---- --------- -
ÍÍ¡L—35O"~'- -• " ...... ..... CONDISION ' INICIAL DE .COESTADO
50 ¡~3-óO -FOR" I=
,". ¡— 37O"TNPUT""lf PD= " ', X O ( I
e"jh-3so-NExr-r ---------- -

90- REM -------------------3

CRflf—34-0"xr<-r)=;
i 7 r™S50-NEXT •" — " • • — - - - —-
53¡ 560-* - - -— — • —- - -v-. . . . . .
lw|—570--— SE RESUELVEN' LAS 2'N- ECUACIONES-DE-ESTADO "Y COESTADO

-580--^-- - - SIMULTÁNEAMENTE CON" LAS CONDICIONES DE BORDE X o í O ) Y
[—532—'—" - P o ( 0 ) - INICIALES,-'MEDIANTE'EL- MÉTODO DESINTEGRACIÓN
: - • - - - -A DE RUNGE-KUTTA SMPSON DE CUARTO ORDEN/-

60



SMPSON DECUARTO ORDEN.

CALCULO DE ESTADOS

^790J<Í ( T ) =
^SOO"~NEXf
"Si (J"T=TTÑTE72"
"820 FOR 1 = 1 TCTN

rr ) /2

B5"0"BOB'Ufi"

í u ! íüü"* ("ITJ r^Ti TIT *+K2"< 17/
^ro-NEXT
92'CTGOSÜB 4 '̂9'CT

T = l~TO N ;
)' =A* ( I ) "*E" "" ~

'9"6"0~ T=TI W+H
97(T"FQR""r.= 1 " TO N

"99'CTNEXI
4690

¿5¡ — roio~FOR "i = r TO
A3r" í020"'K4"rcy=A"ci)
x 0 j 1030~~NEX"I " ' -
"51i --- 1040' FOR'T=rTO N

-r= (Kl < I

55

"rO'6'0""NEXT
-1'070~ FQR-T=1~'TQ N
-TOBO- Q-C n =x r< i >-H-DX c i >—

CI K3 CI") +K4TI

56 ¡~ 1090—X í I", J ? =0 ( I ) "
5 7 j rroo-NEXT
¡B¡—íi io~a=j+i — • -• -
S 9 j 1120-FOR I-1'TO N
G0¡—1-130-XI ( I )" = Q ( 1 )

!}U¿H 3"~ "
' !Hj3f



1140
riscr TIN=T""- ' .............
1 1 6 Ü ' T F " J > N I THEN 1170 ELSE 710

""USO" FDR "I==N+1 TO 2 * N ~
¡— ri90-FQR~J^Tr-TO NI
;— T2ocr PCI" , j ) = x c i ? o > ' •;•
¡ — 121 0' NEXT- -Jyi " .......
— 122O"'FQR"iI=N+l" TO 2*N "
< — 123ü"FOR"a=TI"TQ NI .....
r- -1240- P ( i - N y J ) = P < i , J)
: — 125O- NEXT--J . I
l—1260--* CALCULO-DEL- RENDIMIENTO ~- - -

^i—1261 ' SE-CALCULA EL' 'FUNCIONAL—r" MEDIDA • DE" RENDIMIENTO
.*':—1-262-' ~ EN- BASE-'A-INTEGRACION-NUMER-ICA-DE- FUNCIONES DE
v*JlI i <r-»A--r. *. ... . —. ... - GTMOonM-' - • • - - - - --£. [—126o — blnrüUN.

< ,M r-~~1270" "K— 1" ~ ~ "" * '

. f -
23\•

t:3OCT-GOSUB-6"700

27 i
.... i 134O" GOüUB-6700 :

_ . 1-37U R='l ~*
& 3,:—l-380~ü=TI

*3'—l:390-T-Tr+R*E-
-i4OCí—j=a34 i

- í — 1410— IF-J=NI-nR-T=TP THEN- 142O-ELSE 1440
l-4-2Cí-W2-T-<&)-=WZT<G)-*E/3-
14-30-GOTO-1-540-- ..... ~ ......
1-440-- IP~ K=*i--THEN-150ü- ELSE
1-450-GOSUB- -670O --- «—- -----
14-6O-WZTO)—

O "K—l
i i 48U"R—Fí"*~ t "

' I 149O-GOTO-1-390 - —
j— 1500-GQSUB-6700 — —
j—1510-WZT(G)=WZ-T(G)+4*G(J)
J~1520-K=0- •
'!—1-530- GOTQ-1490
{—t54O-GOSUB-6700-
¡—Í-55O-REND (O)=999999999̂
,—156O-REND(G)«H+WZT(G)

"rtj—15/0—* — CRITERIO-DE-PARADA :-'• -••
r̂-T-1571--' SE- CALCULA- -LA-NORMA-RESPECTO-A -LA • ECUACIÓN P(tf)=dh/dX
[~1"1572---' '-• •-— -•-- - --
-158O--GO3UB- Ó70O - •' - - -54
"1590-FOR"-3>1»TO-N - - -

Sü

61

160O-NORM«t> -------------------

1610-NORM»NORM+ABS<P(I,NI)-DHX (I) )-
1620-NEXT-I ............... - .......... -
1630"NOR<G)=NORM - -- -- ........
1640- -IF- ÑOR (G)< ALFA THEN- 4280 ----

166O-— ' ___
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23

Mili
ÍÍJfi
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2S

25

;o
31

•j£

3-,

3B

3^

;

.

r {'¿¿ó'*

~~"1670"
: Í6SO
:~~ i 690"
; i~7oc>~"
1 I"7ÍO'™
• 1720
! Í73O
i Í740
• 1750
Í760"

- 1770
: 1780

r 1790
; iS'OÓ
" Í8ÍO
! 1820
; 1830
i 1S35

r 1340"
'1850'

r ÍSéU
; 1B70

\- i
; 1 v 1 0
¡~ T?20~
Í I93Cf-

;— 196'0"
i 1V/Ü"

— - - - - • - - ........ — . .. . - - - -

PASO 2
„. . - 'CALCULO MATRIZ DE INFLUENCIA

T"ÍN=TÍ " "" " :"""".
FO'R 1 = 1 ~TO " 2*N*N " "" ""
J=0 :.:.
Y C I , J ) =0
Vi c i ) =o
NtiXT
I=^N+1

V < I , J)«l
i ^ i j. i , —- j.
IF I=2*N*N í HEN 1S20
"1 = 1+ <N+1)
GOTO 176O
Zt=l
' ' SUBRUTINA ESTADO CON Y í I , J ) '," FKD

St INTEGRA tL SISTEMA' DE ECUACIONES DE' INFLUENCIA
'r~' MEDi"ANTE~"EL" METÜDO "DH'TíUNGE-KÜTTA ' SIMPSüN DE CUAR
,, . 70 "ORDEN "Y CON~LAS~CONDI CIONES"DE" BORDE DADAS.""

*
BUBKÜ i iNA ttí I PiUU

N=2*N*N
"J = l
KÜH 1-1 1 U N . .

Y-CI7J)-=YI(I)

1=1 IN ' •-
. . , —CALCULO DE ESTADOS "~- - •

GDSUB~4-¿90 -" --—....- . _:X;.
FOR""T="1 "TO""N ^' ' - :-;;

NEX^"
j — i .lN+t./.¿ . -. "' " ' '

I"=1'~TO "N

2OOO~NEXT
2O rO~GQSÜB~4690

ÍO40-NEXT
V-J^.-.-pQ.^

í I rJ~)"=Y I~< I ) ••• +K2 í I
íí*,— 2O7O-NEXT -
'a[' 2OBO-GOSUB- 4690- — —•
^ |—209O—FOR- I = t~TO -N -
a1|—2100-K3(-I)--F
"U-rn
53 "

S^

2MO-NE-XT ------------- ----------------------- -------

— -2Í30--FQR— 1 = 1— T O - - N -
¡6 i—21-4O-Y (-1 -,-J ) =YI í - I ) • -+K3 (I )•
^¡—2150-NEX7-
*'¡—21-6O—GOSUB -469O- - - - - - -
'"í—21-7O- FOR-I = 1--7O- N

—
1-BO

219O
K4 (I)
NEXT--

FI ( I ) *E- -

03 I



sr~*2200" FQR 1 = 1 TO N
c ;—221 O "DY " < I) = í \< 1 C I ) +2*l<2 ( I) +2*K3 (I) +K4'í I)

Ctíty«~"~2220""NEXT ' ~ "
-: I = i "TO N

=YI C I > +DY < I ) " ""

"NEXT

:. "2300 NEX1 "'"
, ,!—2310"TIM=T ' '
. , -~2320'"IF"'J>NI "THEN'2330" ELSE 1BBO

ir—2340-
1;j" 2350"
r j r*"236"0~ FGR" I =T"TO N"
r - : " 2370"FGR~ L=l "JO N

.. r"2400~K=K-M
\—2'4TO~'NEXT * L.'~I ; "
¡j^—:2420~"K=N*N+1 "~
.%;—243CTFOR* I = l~Ta N

24-90— SE 'ACABA DE RESOLVER LA MATRIZ DE"INFLUENCIA

r,5 ;—2S10 MULTIPLICAR D2HX ( T 5 L> *PX ( I, C?
37i"""2520"GaSUB"6700~ "
35 ¡ 233cJ~FQR~I = l" TO""N " "

? '"J=1~TO N " ""' "
2550~ 'SG="0

D2HX CI,">O *PX'CK:r J) "

<¿ r "2590"" HP Cl , J)"='SG ~

¿I j— 26'ia"" • — ------ DBTENBD~HP-(T-, C)
f -7 ! X_ O J^. -J

4 P , 2630"' " — - -SUMARA' HPT! y O "-"FP C I~ C)
— 26'40-FGR'- I = r"TO NT ------- ' ---------------------------- •'-

r:L)=HP(r,C) -PP(I'VL)

J j 2680 OBTENGO "MA CT;
j~2690— IF-N=T- THEN-2700-ELSE- '2740 ------------- "

3¡ — 273O--GOTO--3990

5Ü i
r

00 j

-SE* INVIERTE' LA™MATRI Z™ MA OT, L')"' MEDIANTE LA"



e

2750 ': SUBRUTINA DE CHDLEBKY, CGMO MÉTODO ELEGIDO

a i 2820 '
O F~QR~I = 1~ TO NT '

~2B4p~FQRjJ==l""Ta"~N' . "
"2850 BTlYJT=fÍA ( I , J )

'2890~ I =

2930""'I="I + r~
2940" GDTO" 2900

"29ocT~GOTO' 2920
297Ü""1 3GBR7~CHDCESEY
29Sü~FDR~~I=T"TO"N
"29"9"0~ JETaN+iT^CE TI")

0TQ
"("I7I )' =0~THEN "3030 '"ECSE~3080

3"04ü "EUSE~30¿0"
¡ f '3ü"40"~FRrNT"nmat r i"z"cfe~i nf rüeñc i a no i n vert i ble"

3.1 '

3l|

3h.

30 / O" UUTO~3O20
= 1 — rHEN~31'BCT

• ¿títíj—3ITCT
' R-R ¡ --'i -± u

23 j ^~3"Í"3íT
¡a r-3T40-

^.í| ¿1 r̂o

^¡ 3Ti£ -.)~L"crrrr-B7 I~TT

_, ._ _. . ., - ,. _,
47¡ 3210 r=r+i
£B ¡ 3220™GDTD'"31 80

so ¡ 3Z4(7"7I=:"2 "
M j - 3250-TTi v J )-=B' rr ,-j r/B cr, r .

52i__
MÍ
5Sf—3290-IK=:
^ .„ ;



6 '—3320 FOR MQ=i TO J-l • - -- - -
7 -- 3330-SUML=SUML+L(I. hQ) *TÍMD, J ) •-

GL_. 3340 - N E X T - • - - ..... -
"— 3350- L-< I, 0 > = B < I , J)-3UML-

^!_ 3380—GOTO-33 i O
'' 1—3390 -I F-L, ( 1 , 1 ) =0- THEN --3680-
ML_3400--'

TO N+l
'•—3420-SUMT=O — -—
'f—343O--FQR -K=1-TO -I-i
;:. 344O ~SUMT=SUMT-+L- < I 5 K > *T < K, J-)

i- C>^ri—íü — ÍNC. A I—fv -—— ___

*"L—348O-NEXT—J—
23 , _ , . _ ,

2iL-3:50O—I-F-I=N—THEN-3540-

2'' |—3530-GOTO—3300 —
iui—3540--F-OR— I=-1-TO -N-
23 ! -r^.

31 i .̂,- I

3S9-0-FOR— I=N-1-TO-Í.-STEP --1---
3600 -SUM=0- -------- •- ------------ ..... — -

- (-1 , J ) *N < J
37 |__3630-' _______________ — -

~-36eO-TEMR=I
—3690—IF..-IK=N—THEN-3040

1M*!_37QO- FOR-J-i-TO -N-M ..
¿5 i" —r~,. r~- f-\ T T- / T T\ ft5[™372.0...NEXT -

Í7¡—373O-SAVEL=L-C I , LO

55 !_3.7.5Q- S C I , J ) =B ( I + 1 , J ) ...... _______
53 I—376Q.-NEXT. -J -------------- ....... -- -
51 j __ 377.00-. « I.,. lX=LCI-t . l . . l ) -- .....

_..I^N=.i— THEN-3810 - -

*s ¡_3B2Q_B ( N , J L=SAVEJ
:?í __ 383Ü-NEXT _____________
'3L_-3B40. L(N,.1).=5AVEL.
s? i __
ce

* "
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GDTG 3300

= N _. T H EN 3 9 5
+l_

GOTQ2B90
RESULTADOS

FDR_J~I...T_Ü
NEXT

t3QSUB_670p_
FOR I = O N

SR =SR+MAI C , ) * F % H ( K >

GOSUB 6560

J jZírf'J z ?
ÑÉXT i

FÜR I = 1 T O N

**!_
£7 ¡

«t

**Í
i —

50 ¡

5 2 ¡

4200
~422C)
~4230
']4232
423'4~

3235
4240

"4245
4250

"42 ¿O
"4270
~_42SO'
'4285
"4290
"43"cícr
"4305

^ '^270
RÁCIQÑ"

PR NT l RENO I M f ÉNTO " R E D 3 )"

__PRINT _ __ '.'^sbüND"'"3ooJ"5" _"""7"" _ " " _ " " i r""i™rr~i
GOTÓ"590 ~" " ~

"_JI""I_ I RESULTADOS "FINALES ;
"PR'IÑT "LIMITE" DE'TTERAC IONES ".".". POSIBLE"DlVERGÉNCIA '
"j.NPpT"" IMPRESIÓN DE RESULTADOS "S
IF Q*«1ÍSÍ1I""THEN"755Ó" ELSE""4655"
"ON N" GDTO""43OÚ,7Ói'0,7300



íft

¡/"•"4310-FQR- 1 = 1 TO N
í, i"™ 4320'" LPR I NT' " t
-,-'""4325" LPRINT ".'. .
wr~4327" LPRINT 'O " , ,"
. ; ~432B"t>E
1¿Í"""4330"FOR"J«TI + 1'TO' NI "
!. • ™4335"'LPRINT "o"L -,'- • -
,,í"434Q" L=E-

estado' >í "N" (t) "
. . . . .r.v. v „ . : /.

XOCN) ........ ' .....

------------ ......... X"ÍN,'J)

LPRI

#•""

.,, ~43B5" LPRINT
11 \ Ü "~'439O*"FOR"~X = r"TO
ÍÜti ~^^0"0~LPRIN"T "1Tt

" LPR I NT "*."-:
—c1oe3tado~Fr'Nl'TtTir

-r-T1*Mtt-/-4--^-tI

4420"'LPRTNT"1IOtlL~7
2^L_ ', n ; 2T425~C=OE—
¡Ir-^oQ-
2, f—4'435-
2& 'I,

2ü '.

$ ' 21'."~4470- LPRINT- HISTORIA. DEL CONTROL"

NT

3ÍÍ

43-40~tlPRINT--
EX-EX"í-£
NEXT-J. r

' JU4fiL
LPRINT

-LPR I NT " 1TERACION
LPRINT";- . -— ;-.-.-.•:"

46-OO"FOR-'I = l * T O ' G - ' '
-461O-LPR.INT I,-

'4580
"4590

!~459P'

RENDIMIENTO NORMA"
-"

RENO (I) ; ---- ÑOR ( I )

*-L.
53¡

54

53

56

SV

5K

SS

60

C1

LPR-INT1". .•.";.":-.-. . ." :v. . ;...:. . :~: .
L P R I N T " " " n u m s r o ^ d e iteraciones ="
LPRINT' ll=r== = = =======5=== = = ss:====: = = =

END ~" "

-4640
4650

>55
-466O
-4670
"46 80
-469O
-4^0O-N=NUM
-4710'

— -AGUI-INGRESAN-LAS-EC-;-- DE-ESTADO- Y - COESTADO

IF—ZE=1"THEN 5000-



iifl

"499CT"RETURK) " ' '
'SOPO""' "~ DATOS"MATRIZ" INFLUENCIA"" '

_ , - , " D A T Q S ~ K A T R r r " I N F L U E N C I A' I ._ _ . _ _ .. _ _ _
•̂ . ..-,..->. , c a m b ' í o "de nombr e"~ Ta.~s"var i ablés" efe "Tas ~"ec."~"dif érehci al es

,o| ó"arO'~E=T
i! ¡"~&o"20~~POR~"r= 1~"TO' *N""
12| ¿'03D~FOFT"I1"=I~TO""N"""'
1,! ¿TtT40"~P")Trr",lD~^Y (K," J V
1 a \O 50" K=K> 1
P, j 5USO"~NEXT" Cri

K=N^2~~4-~T
.

1Er~6'O9O"FDR~Ll=l~" TG'N"

61 "10 " K=K-f-"l"~" '
fil"20~~NEXT LT7 I

FOR"~I=1 "TO~"M

=1— TO-N --------
A CI ;K) *PX <K

17 K ) *PP C K

3, l ¿^4a-K=i
-, i—625O-FDR--r=l—TO-N

R- -L;=í ~TO~N

¡ — éf310— ' -------------- SIGUÍ ENTES" NA2 ECUACiONEB EN~FI C K ) ™
I 6-3-20—'- - _— - _ -

,.;,) — ¿y330-FÜR— I— Í-TD- N ------- ; ---------- ----------- -------

• 6*34"0~"FQR~" ̂ -=1 TO • N • " , ------- •* —
SX=O"

*! Í—65-70-FOR-K«l—TO-N-
I*,- K) *PX fKTL-) ------- ^— -
I~K) *PP (K7L-) --------------

tí IÍD ! — 6400-NE-XT- K- ---------------------------------------
íTtfB •— 641O -D (-!-,- L-) =SX+SP --------------------------------

| — 6420-NEXT—

52 rh~644-0"
'i 6450—FOR-ti» 1—TO
I / f\_ /_ (~i t~r T. / ix \. p\ T it o ^ D v^'^^i i. \I / LJ i 1 . L

>»K«K-H
»-• NEXT--L,-Í

í—6500-—- -"' TENGO- LISTAS 'LAS- 2*N^2 EGv-DE-LA-MATRIZ DE-INFlr.
I--6510--' -- ---PARA RESOLVER- MEDIANTE-LA-SUBRUTINA ESTADO



I
2 .'

--6520- RETURN
r--653O -------
¿540 •" "" ......' SUBRUTINA DE-CALCULO DEL COE ,;

DE ACUERDO 'A LA' ITERACIÓN G "~-T;-'-

"6560 IF"t3>3 -
6570~CQE=rr

6590

- 659O- IF-GMO -THEN 6620
— 66OO-CQE=COEH-. I"1

• -661 O- RETURN- ------- - - —

— 6630- RETURN- •— - - —
— 6990" RETURN " " " ----- *" - - •

^r-7010-1_PRINT— • " --------------- *"

V.'i — 7O3G-L.PRINT— "t ---------
rj— 7O4O-LPRINT11-;-. . . ; .v~ ,
I — 7050-t:PRINT~-0!

TRAYECTORIAS ------ ÓPTIMAS

ESTADO"* 1 Ct) -- — - ;
.~-.— ................. ..-

XOÍÍ) ---- ----

*

•£j=TI"*-l—TQ-NI
-70SO-UPRI NT~U O "L- . -X-

•--• ESTADO' x2(t)

•-• XOÍ2)

-X<2, J)

*¿ j—7í-i-O-tLPRTNTJJ —2y - - - - --, rNT_

-̂l-3€»— l=PR-INT CQESTADOS ÓPTIMOS

COESTADO pl (t) COESTADO "P2 (t )

3? ¡
--, r"

2S;
r-

-ÍO ¡

45 í
!

-7-t80-FOR-0«—TI—TO--NI-
-7-190—hPRINT ~ " O" L—j -Píí,J) - P C2y J )

—721:0 --NEXT—J -
--72-30-tPR I NT "-.-.-,-;-— T~—--rr-i*. - - - —«.-•=-. . - .-——--•-.
-7-24O-LPRINT - - -
y~ic.i_'U GOI O~ 44o(.)~" " • ' ~ •
-7̂ -60—*
-7-3OO-UPR-INT"" _-^ TRAYECTORIAS
-73-í-O-bPRINT—: —
—7-320-LPRINT—"t- ESTADO-x l-(t-)
—ESTADO-x.3 <t->-"

ÓPTIMAS *

ESTADO -x2ít)

j

s'¡

s

XO(l)

»T
-L'IÍÓL

"L.£?:

7340-LPRINT— 01 --------- ,--,

- 7-560 -FOR~J=TÍ+1-TO-NI- -------------- ̂ ----------- '—
7-370-LPRINT---"a"L--, ------------------ X(-Í-,J)

7380— L=E-4-L. _____ ___ - _ • __________ ....... _____ • _ •• ________ . _____ - ______
7390_ NEXT-J. -'• -•- ---------- ..... ..... -- -------- ------
7-40C*- LPRINT".-. .......... ......... .. ....... ... ̂,. .-,.-

XOÍ2)

74 10 -LPRINT -

aar



_74ip LPRINT
6 f_742pLLPRINT_" ' ' _ / " . _ . . " ' *' . "_ __"CQESTADO'S _ ~ ÓPTIMOS _ "*-"
?\' LPRINT" " '_' J' J
EÍ_75f!:ÓlLPRINT ""t / . COESTADQ^Pi .<t)_ . ".".'._"_'"""." . /COESTAOO P 2 í t )
& í " "COESTADO > 3 < t ) " * "" " •

1 0 j 7450_yPRINTM . . _ . . . . -
11! ^2-^-J~-^--±.- vi.-_ • .
^ j 7450_L=0_~ „. _ " ]

7470 FQR "j=fl "ff'Nl"

^Irír[ Zf?P. Lf^.?^J "?I|L:.' _ f ( i ? J L _ _ ? _ P ( 2 , j >
15: T_H1^3, J)_"^ ^_ L"J_J1.,.J_1: 1 "-*.— ^':;" "-
ifi I 7490 L=É+L - -- - - ^

J7^Cí_C)_NE_XT_J
7520 LPRÍNT"

7530_LPRINT _ :

I^540'_bOTO"_"446Ó " "" " ! _ " _ ] _
7550 LPRINT CHRíTiVf""" VARIACTlON DE EXTRÉMALES

Z 70 LPRINT "ORDEN DE ESTADO N = " N
2*| 756-0 LPRI NT "ORDEN DE CONTROL N = " M
2sr3759bjrPRINf'^TIEM>0 'FIÑAL="TF

25 í" _7"é^L^?Ól!VI «-^^JJ.JM?"^'-' .1 _
r v p 7610 FD'R' í^i_ TO_N" "J* _ _Z -TTl ~_1
so i 7620 LPRTNf" "ESTADO J N I C I A L jOjCJ1 (O) = " X O C I )
23! 7630 N E X T

"7"640JFOR_" I=^N+Í TÚ 2"^Ñ
I765"0^^1]5]^SÜPOSI£"I"ON IÑTCIAL DE PO í " I-N " ) =" XO ( I )
^"¿¿O^NEXT^ ZJTJL "" _!' _
7670 GOTO 4290
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*L-.l—.'ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL - QUITO- ECUADOR
frL-.2_-'-FACULTAD. DE INGENIERÍA ELÉCTRICA- -
G ¡ -r /

'S_A_ -'-DEPARTAMENTO . DE ELECTRÓNICA Y- CONTROL- . - -
B¡_-5—- --TESIS DE GRADO - - ~- -_
a_6—-'.EDGAR-.-RENE.JARAMILLQ. PARRALES — . - -

1C| 7—.--.JULIO- DE.ll.986 — - - - i
1 ' j B --TRA YECTORI AS. OPTI MAS- DE- ESTADO MED I ANTE ..MÉTODOS- NUMERI CUS

VJ; IO-_1METODO..:_.. CUASILINEALIZACION..-^.. ".CUASI. BASI1. - "̂  .. -
1J| 15.— ;...'_ ESTE. MÉTODO ESTA-PROYECTADO-RARA..OBTENER. . .
15i_.20^J .LA. SOLUCIÓN .DEL...PROBLEMA . GENERAL.. DE. CONTROL
1;-L.J25.™: .:. ÓPTIMO ..DEL..TIPO. NO-LINEAL _ CON_ CQNDICI ONES. .
17L.30_J _ ..DE. CONTORNO. SEPARADAS,.. .MEDIANTE-LA- LINEALI .
1 b; 35__'_ ZAC ION. DEL 31STEMA ..DE'. ECUACI ONES- DE . ESTADO

" '...40—.'. CQESTADO -REDUCIDAS....Y_.SU_-INTEERACION.. NUMERI .
__45_L _. CA..COM. EL .METODD..DE.RUNGE-KUTTA_SIMF?SQN . .

Sír_--so—- DE .CUARTO ORDEN. __ ,
*"!.:-_ 10.0 : '. „,. '._:
-'• l_L20_Ci_EAR_ ' __„
£"u._l30. _.CLS _.
2tL-ÍAO..JDEFDBL...X,R _. .—. '' : ...

-;_ .1_43 INGRESO DE.DATOS.- _ ._...
2ií!. 145 .INRUT-J1 ORDEN. DE. ESTADO....N~.'l. N
-^ 46-INP.UT-"TIEMPO FINAL TE.'jz .J.', TF
5C:_. ;3S_ INPUT.i'EXACIITUD.E^11 ,£__

?"¡ LS-Q-INRUT.̂ 1 ORDEN. DE CONTROLA" , M

:íll;_.2.1.CL.DIM_Z.C1.0,NI^} , XI CÍO') , XCLÍ 1 Q , N ) , Y (10, NI ) , X P < N , N I .) , D H U ( N I + 1

35-a60.-.INPUT._"CONSTANTE DE ERROR,. .ALFA = " , A L F A
37i.l¿Z£L..INP.LLTl-^.4fc.MAXIMO..DE_.ITER6CÍOWES. PROG. PR . ,
3 S L-2SO-DIM..WZ.JJNMX)_ J .REND(NMX> - G C N I + 1 ) , U < M , N I + 1) , X ( N , N I + 1) , P ( N , N I + 1) , N ( N M X )
3ííi_29J:J_DIW.PE.CN,.NI_). , .SU. . (N,NI_J s X W Í N . N . I ) S P V ( N ? N . I - ) , N O R . ( N M X ) , M X N I ) . . . . . " . . . . . .

<-! X20 WEXT." " " ~r

45 j 330 _ J NPUT._!LX.(.t)j=!L - XT.
45 d3f2tX.IWEUIJiP.( tA.~ V., PT

4SL_AiO__FOR__I_r=I.__TO'. N
4*U-4ZCL.EOR.arrTL.T.O ..NI
SflL_430._.X.CL, J).=XT.

^\. .NEXr_J..,.J.
5:1 L_46.0_J:OJ:í_L=i...TO..N
54! 47Q FQR 1 = 1 TO 2*N _„
55

5G Jt2.Q-.NEXI-I.. ....

£S I 52p_XC ( I , L ) =X I (I) .
50[T530IÑEX,T_IÍ.L. I.. . __
61¡ _540 '_ TENGO ALMACENADO LA MATRIZ DE CONDI3IONES INICI
sir̂ SÓ""'" " "" " " PARA LAS ECUACIONES HOMOGÉNEAS.



^ LUIUf
nnn;"

4 Í " _ _

& r _5¿p"'" _ r * 1
6L^79-XI~ "'.I' "VI... . . "COMENSAR A RESQLVER"L"AS^ ÉC; HOMOGÉNEAS
7'. 58q_FOR_jl_=Í~TO N~ _ _ _ _ _ _!_'!_ „ ~_ L
E¡ J590_ FQR_ 1 = 1 Tp 2*Ñ _ '

1c[^l_c"ÑExf~:r\""_^""" '•••""•""~ ".""."1"."'" ~H."I-' '-"-71-'. '
iv 620 ZE=p ___ _' " " ~ "i - i ¿>3o_GQsüBj"¿á"o"~^_"f"^~ ^'_nT__i""i~i" _~T~n_"^i~*r"zir"^z i" ~
i . i :_ 640 GOTO 1250" " "" "" "* """ "
i".
i:- __6¿jO__'_ _ • ___ SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES HOMOGÉNEAS
-.sf 670 '' ~ MÉTODO ":RUN"GE-KUTTA"STMPSQÑ" 4 "URDEN""

-.r 690_0 -0_
u- _ 705_FÜR ̂1 = 1 tp"2'*~Ñ"

2-^_l 7̂ -9_"Ẑ í-' ̂ r̂ .í (I)
sv _"72"Ó jOEXf""^_ "'

£il̂ ^̂ Z?~̂ "î Zr~~"J ~"
2^r 7̂ P~'"~"_TuüB̂ '̂̂ 0"™̂ 1'̂ '̂70 "H r_

ePA! 770" "2(1, 3") =xi a')
U M II ; _„• ,_

-7L-J92_NEiíZ
-3 L__?̂ L° J"=Ir I>L_" T'ZTII
2.-f S"20 GOSUB 47"ÍO

T= 1~ TO~N
í > =A~ri) *H'

321 850 NEXT

• j vwJBOSUB 47"10
3 ^ i ~91Ó"~FQR""I=1""TP"N"

4o V-50
¿i I 940 FOR ~I=T~TO" N

"2 ÍII?^?r?T? "í?.7̂  n I") ""^^^
«I 960 "ÑEXT ~~ ~

^ J9"8'0"~FOR""I=T~TD "N

^ ¿5 j

«9 4? •

AP '—"

1 Í U Ü ; í02CTFOR"r=í"~TO' N

s, Í 1040" NEXT

54

LS

56

3

r07CT~K4 CT )"5=A~'CI)' *E
rOBO"NEXl "

N'
57 ¡ ri'OO "DX" C I ) = (K1 ( I X + 2 * K 2 f I ) + 2 * K 3 C I ) +K4 ( I ) ) 76™
S f i ¡ — — - ' "-
53 !

CO j

-r
E,r



¿¡""iliO " N E X T

f i f i a ; " " ü4c rz ( i , J ) = Q C D

,-. " i i 70™FO'R' I'= i"" TO N
i .. '" i I SO""X I CT) =Q ( I ) '

% *,r~i2oo
|S'~~12ÍO""IF""J>NI THEN"i220 HLSE''750 ~ " "~ ~~ ' " ' '
l i . :~ '1220'N=NUM " " ' " " ' — "
t 7 l ~ ~ T 2 3 0 " R E T U R N ' " ' "" "' " """ ' '"' ~ '

lsf"1240~r "" IDENTIFICARLOS" XH;~ PH,""" V^" ALMACENAR

•*••• !

•¿i i i -¿^JD

23. l"280~?(T+M*2*NrJ>¿=2 C I . ' J )

"I30O""NEXT JTI~T " " """ '"" . '
~r3"10"~FDR"T=l TO"N "~" ~""~ ~" "
~I320~XHTT"Í"L)"=2TCT~,NI} _ ""

"r35O~NEX"P"I "
, ..f 1'3£Q"~NEXT"L
J - ¡ ^ f ^ r _. . . „ . . '

((Br̂ Î SO""' " RESOLVER" LAS ECUACIONES PARTICULARES' '
33 ¡—139*0""' MÉTODO DE" RUNBE-KUTTA SIMPSDN DE CUARTO ORDEN

N
=xo CD

3.¿ •

2 ;* j í 45"0

¿*( I46O*

GOBUB~630
1 49"0~ FOR"'I =~r"TCT"N
I50O"FDR™ü=Tr"Ta "NI

1 r^ro" xp'crra ) =7 x i; j )
i 1520" PPTI ,""J } -"^ CT+N,~J X
1 1530" NEXT" J~: I ''

^í— 1555-GQSUB--6700 •
.} 15¿0

e .;—Í570"FOR-"J=1-TO-N
52
53|—1530- SG=0-
t r 159O FOR ' K — 1 TD~ N ~ "

jUJ.[—16QO"SB=Sfl -+- -D2HX ( I , K) *XH ( K ? - J > - ~ ~
fi'|¡r—I-610-NEX-T-K — -
!,r— 162O-MXH (I - , - J ) -SG • • - — - -"
;; - -1630-NEXT-JyI - -

= j

r—1650 — • • • - - • "' RESTAR PHU-,J> — MXH(I- ,J)--



3 ;

=1_TO NJ==1~TO 'N "' "
7¡ ióacTPM ("i . J) = PH ( I , j ) -MXH ( í, J)

1690 ' INVERTIR Ph"<

_
i 7 04 L=

3 W Ü i T706_ i Prf ( I , L") ¿ i / PM"( I , L } '
"ÍZ"1^í_t3"Ó'Tp""2S90
"1720 ~FDRr "I = i" TO " N ......

1760 '

21 1 1780 1 = 1
rzr^TVCTjF'^r-MC JHEN "1S4O
23; i"sT;Vo CE"riT=r3" " "
£¿: ISIO"~IF~I=Ñ" THEN"Í86"C>

1*790
í-8'4"o~cE"?'ry=T™:"
í"85LT"GQTO""l"BIü

"SUBRUTINA "DE^CHOLESKY PARA INVERSIÓN"

— i'S9"0™NEXT
33 ; ÍVOO 1=1

-- ' B C T I ) ' = a " T H E N ' 1920"ELSE 1970
193CT ELSE"195Cr

í93CT-pFrrNT-"T1ATRIT~PM CI , J ) " NQ-INVERTIBLE"
r?4CT*STOFr*""

19óO GOTO""1910
1-970 -IF-r^l'*THEN- '2070

44'— 201 0-B •(•!-,- J ) =3AVEB ......

^ I — 2O3O- I F- J =N-t- 1— THEN-2060¿j '

d3f-"205O- GOTO- 1990 '

, p--2O70-L < 1-,-Í") =B.( I-, 1 > - - -•
,j—208Cr-T-c i yi >•=!'" ~ " " ~
' r—2Ü9G"- IF- Í=N-THEN- 2120™

" — 21-10-GOTO- 207O ------
J -4 '

2120-1=2 -
2 i 3 O" "¿J
-2Í-40-T ( 1 , J ) =B ( 17 J ) /B (-!,-!•>- - "' ..... ---------

- 215O--IF J==N-(-t THEN 218O ..... - - -------- ......

c - 2170-GOTO 2
60 !— 2ieo--iK=2 •

¡ -2190-0=2 - '• ••-
';—-220O-SUML=0 "



- L . . •
3 í

5! 221.0...FOR.MQ:=:i TO. J-I
0 L ..2220 . SLJML=SUML+L ( I . MO) *T ( M O , J )
7| 223.0 .NEXT „
6L.2240. L ( I , J ) = B . Í I , 0 > - S L J M L ....
5 : -__2250_IF._J_-r . THEN. 2280... . _

• ' . _227P_GOTO_2200_. _ .... "...
1 :L._22SO_. IF...L.C I, I ).=Cí_ THEN 257.0 .
iv 2290 '

J=j4-l TQ N-Hl

1¿ L-232Q_.FÜR .K=I. ..J0_. I~Í... . _____ '_
1 V L. 2JS3CL.SUrlT=SUMT+L ( I , K) *T < K . J )

- Í Ü O L-?35Q._.T.( J a . . ) = (B ( I , J) - S M T )_/L.< I , I )
l í l»" __ 2360 / „ . . _ . , . _______ . ____________ ...... ."

: 2390._IF..__I-N... THEN 2430.
lt__24pp _J—.!+.! . .

2_4.ÍOJK=I_77—1. ""_ ."
! 2420 GOTO 2190

so; 2460 ̂EXT _I ._

^; 24BO FOR Í=N-1 TÓ 1 STEP

s J 5 ^±4 CJ" "
35 * 2-P5-P...N (.1 L~K.Í IL~SMJl.
a s I™ 25l5¿L. N'EX TJ 1_ "„!_„' ̂
*c "7 SAO

260O 5AVEJ=B(I ) _ _ _ _ _ _ _ _
2 6 1 0 N E X T

B_<_I ,_ >_=_B (_I i s J _„_ ...... ...... _ _ _
N£XT_ J _ _ „ " _ " _ " " * _ " '

__ _LJ.f ̂  ÍJ =L_("Í + 1 , U " "'_! ."_" ""_" "
I / = HEN "2700 " " "

53 j 2690__Bpjq 2630
54 rL27p_0__FOR" ¿«l'TQ ' N+l

^ZÍ5_fTÑVjI=SAV^EJ_
¿720 NEXT'

57 S 2730_L"(>T," 1 ̂ «SÁVEL" ""
58r™2"740 rk"«iK+V-'
ss l 2750 J =
60

El

62

S3



*,_..- 276.0.. BOTO... 2.190.. . . .. ........
*•- ___ 2770...: ________ ........... ..
?L_.27SQ_FaR.....I = l..TO N . . . .. _____ .....
B!_ 2790. MAI (I ,MC)pN(I>. .. ........ „ _ ..... ...
s ! __ 2B.QCL.NEXT ___ ........ _ . _ .

1C! ____ 2S10_IF...MC~N ..THEN 2340
11 __ 2S20_.MC7=MC-*:.l ____________ .' _______ J
:2| __ ZS3.0_.eaTQ-.17SO._. __. . .....
15 ;. J2B4C).../ _____________ ____ ..... . _ .RESULTADOS
lj; _ 2S3.0_FQR .1=1 ...TQ .IM __________

j2SZO _.!E'M < I ,. J_>_=MAI.C I , J ) ________________________________

2_890_._1 _ ....... _ ..... . ._ . _______ EORMACIQN.. DE JlXjLtf_>_
"290CL_FQR.._L=1_..TQ. N,.._.

22 í _ 2230_5G~SG_+._P2HX C.I., hU.*X.CK%

ütfO- : 2960 NEXT I

970 _J ___________________________ FDRMACI.QN_.DE_J1XP < t f )

300O FOR K=l. TD N ______ _______
5*0 10 SB=SS +.-D2HX( í _, K) *XPjt]< i N I )

3 ! ? 302O NEXT _ _K

3 ¿

33 ' 30.4CL_NjEXT I .
3-vL_3C>5p_J _ 1

3 5 f 306ÍL-: '...1 FORMACIÓN DE MULT C I )
a n f 307O FOR 1 = 1 TO N

37 »1̂ 0_I11J1JJ JJLrDHX JiLrfíXj: I ) +MX£.LI.Li:ElP C I , N I )
3S[" 3Q9'o ÑE.XT ___________________ ______

35 i 31.0_Qm: __ . _____________________ CALCULO. DE C (I..)
~c i 31 IO FOR 1 = 1. TO N _____________ __ __

3_1_40_ SB.=ñSG _+ 1 PMJ.I , K ) *MULTjí K

3J.50 NEJ<f. K.__._l L_l"._l." J
* 3 } 3160 C U ) = <

T O N I

4( s EVALÚAN LAS T R A Y C T O R IAS +

6'} '

ta í



1

3

5 —3310 • N=NL¡M"
l\O FOR M=l TO N .

(1¡;1 .— -3330' I = r ..........
}*-*.r— 3340-FOR ' L=l "TO N

~3350-FüR-J:=Tr TO NI

3370-NEXT-J7L. ™ -"" ' .' ' """ '
K>0 'Tu' N*<2*N-1T STEP 4"~

JL í¿:—3400" SUX My J > 'SU (M7 J ) +C C I ) *Y (M-f-KV J T
^ lt.;—341O-NEXT*"J •

,[— 3440- FOR-J^TI-TO- NI
^r— 3450™X'CM7-J)-=SU (M/J) +
20! — 3470- NE>CT"J' ---- .....
~'— 3480- NEXT- M .....

23\O T"~i
2ltp~352O-FOR "11= 1—TO- N
^ l.—3530~FOR"*J'=TI"TO~"NI

2£ í ""'" '~' '
2..i—335O-NEXT—J7'L ' ~

STEP-4'

^i — 358í:?-SU-<MvJ-)=SU(ri,-J)-+-CCI) ̂YXK'-f-M, J)
ÜJu- 3-59Cr-NEXT-J -------------- -----
J— -3600r—I='I-Fí -----

361O""NEXT'"'K" "

¡¡'—3é>5O-NEXT"J"-
^ i—36&0-MEXT -M—:•*'

+PP(M,

' --- ;- --------------- ~ CALCULO"DEL RENDIMIENTO ----------- '. •': "• '
¡— 3671™* ------------ SE-CALCULA EL FUNCIONAL MEDIDA DE' RENDIMIENTO'
! — 3-¿í72"J ---------- MEDIANTE" INTEGRACIÓN NUMÉRICA" DE SIMPSON. ----

A¿

i5- TI=0—
•O-T=TI~

^370O~J-TI""
!>---37-ÍO-GOSÜB~6700

— B í J)
¿c { 3'7^-O""T=TF
,!'—374O- J=NI—
ll\ -0700

f - 3760 GF=GíJ~)" '" '—?.'. t
-37-7O-

52 I—378O--R=1

—3eoo-T=T:

*""—3S20-IF-0=NI-OR T=TF THEN 3830 • ELSE--385O-

eo

—383O- W Z T ( G ) = W 2 - T ( G > * E / 3 - - --
'—3S40-GOTD-39SO -

3S5O-IF-K=1-THEN- 3910 ELSE 386O



-r,. —
2 i

i_
3 !

<[__ ~ "

s ! __ 3860 _GÓSUB 6700
cf "3S7Ó" WZT(G>'=WZT<G)+2*G<J)

e
s ; 3900 G O T Q 3 B O

loí 39 TÓ 'GDSQB"670Ó"

_
3930 "K"==O _' _ "
394Ü)"~GüTO~~"3S9Cf

39¿0
_

1 7 "3975J5R I NT """"I TEFlAC I OÑ" " G
1 3 t ~3980~PR"I NT""" REMD I MI ÑTD

_ CRITERIO DE PARADA " '
4005 "' ' "'_" SÉ" EVALÚA "LA~ NORMAREN"" BASE A T.A"GOMPARACION

"DE"LAS'TRAYECTORIAS i CON LAS i+1
23 4010 GOSUB 7600
T,| ~~4O2'0". ~
2s T~ 4060~IF~TNOR"rG") < ALFA' "TREN "4155 TREN"4070
25 ¡ "407"d T " '
27 i 4'OBO"TF~S=]ÑlM5r"THEW"4"l 50"
raí 4"09"Cr~PFriNr"nERROR=llMOR"CG) " •
23 í **1UU L3 = l3-t-l

. 3Í1Í 4TTC— -""
3Í; 412Cr"PRTN1
r2í "4T^íT~GOTD"~580
3, i -4J4C)™' ~~" "

3t ¡ ^Tí'5D~PRlNT~irUIMrTE"DE" ITERACIONES, . . .POSIBLE DIVERGENCIA"

3S ;~"^ i"60 ~GDSUB"~80OO" ~' "~
|Uü 1 42'S"0~"T *•*•-** RESULTADOS FINALES

T Q H"—yoj., i -— —'
,,, ( 4"2"9íI"O^~ icí~G"OTO""43"00 ,"70007"7260 "' ~
.Cíh"4"31jU "HPRINl ir~~* TRAYECTORIAS ÓPTIMAS" #"

¿2 i~"43ro~rohn^~r"TO"N
^( 4320~CPR3TíT"~"""t "" " estado x "N"
4 3 j 4325"LPR"INT '_r ,

27^"CPRTN"i ""O' — -— - XCTCN)

"4335~CPR I NT " irD " L" ~
£0r--43-40-T.=£

5 1 1

52 í

53 | -r-^^
•4370~CPRTNT'54

55 43BO-LPR1NT-" * -CQESTADOS1-ÓPTIMOS-"
"43S5~~LPF:It4T "5G

57f-4-390
53¡—'4400- LPRINT * "'t- coestada-p"N



6
7 i

S !

"4405"
~440S
"4410
"4420""
-4425 "
"443O"
-4'435"'
-4"4'4O~
-4-450"
••4460~
-4470-
-44SO-

LPRINT".". . . ' . . ' .
t_=0 "•
FOR" J^TI"TO NI
•LPRINT" "0"L ", P « N .' J )

NEXT "J
'LPRTNT ' " : . .
NEXT"T .....
CPR I NT " 1 V. 7
t_PRINT — -
LPRINT" 1 1 - - - - - -
LPRIN1

t

'HISTORIA "DEf CONTROL:" : -

449Cr-
500- EX=0

¿i510"tlPRINT-
- 520 "LPRI NT" .-.-.-.V-. -

45'40-LFRINT— HO"EX —im,
24 i

'¿i'.

27,

-4570-LPRINT"-: :\~.- v;;-;"r; r; . . . -.--;-.-.-™™
-43SCT-L.PRINT
~4590 -tlPRINT"• ITERACIÓN""" R E N D I M I E N T O NORMA"

~-4oOC7— FOR- I=Í - -T
•-40-Í-ü-LlPR-IhH-- —7
-4-62O-NE-X-T-T

REND ( I ) ' NOR'CD -

-4,5-40- n-pRi NT - <*~~n umero" d e 2

6éX)— ENEr
4TO O ENTRADA D£ DATOS

"4720 -N=
-4730

UISTA DE"DATOS DE LA~MATRI2 A

5830~SP=O

) *Z-<KH-N,

5SSO-A (*!') =SX+SP
589O-NS-XT" I
•90O-"

592O-SX=0
593O™SP=O- ...... .-



31

p¡— -S96O- SP=SP+A22<I,K)*Z (K+N, J) - -. - ~ .
*:—597O-NEXT-K- - - - — -- • - • • - • - • •
°¡—598O - A(I+N)=SX+SP — . - . ; . -
7i—599O-NEXT-I -- -
BU- -6000—I F- ZE=Í-THEN 0030 ELSE 6010 -- - - -»~ -- - - - -
9 i—6O-10-N-2*N r -

.— óO2U ~RETURN "' *• ~~ " ' ™ ~ •*-
"| 6030—' " ' -— FORMACIÓN • DE- LAS- E O.--- PARTICULARES- - - -
UV-£O4O—'- FUNCIONES-A<x<tO -:D(t)--. t>~
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