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1.1 INTRODUCCIÓN-- El problema de la optimización nace con el objetivo

de ahorrar ciertos "costos" en íuncionamiento de un

sistema.

En la medida que los problemas de control involucran un mayor número de va

riables, la necesidad de encontrar soluciones más confiables a estos problemas

condujeron a desarrollar técnicas involucradas con el control óptimo de siste-

mas.

El problema de optimización conduce a la necesidad de definir un "índice de

funcionamiento", el mismo que representará la característica fundamental s£

bre la que se quiera controlar y optimizar un determinado sistema. Este "índj^

ce de funcionamiento" se lo conoce generalmente como "función objetiva" -

o como "función de costo".

El problema de control óptimo tiene que ver con la optimización de una fun-

ción de costo lo que se logra encontrando su mínimo valor con respecto a una

determinada variable que generalmente es la del control del sistema.

En el control clásico, el controlador es diseñado en función de ciertos pará-

metros del sistema mediante ensayo y error. También se pueden satisfacer

condiciones de invariancia, cambios en los parámetros y rechazo de perturba,

ciones.

El control óptimo estudia las técnicas de optimización matemática y la for-

ma de aplicarlas al control mediante un método de síntesis.

Generalmente, la variable controlada en un sistema de control es una medida
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del error del sistema. El objetivo del control óptimo tenderá a minimizar el

área bajo la curva que representa la variación del error en función del tiem-

po. Esta condición puede expresarse por la siguiente integral:

tf

T - fe (t) dt

J ~ J to

donde e (t) es el error del sistema y 3 es la función de costo.

En la mayor, parte de los casos prácticos, el comportamiento de un sistema se

optimiza eligiendo el sistema de control, dé manera tal que lleva a un mínimo

( o un máximo ) la función de costo. El control resultante puede ser lineal, -

no lineal, estacionario o variable en el tiempo^ y depende del índice de funcio-

namiento. El diseñador es el encargado de formular la función de costo basara

dose en los requisitos del problema, lo cual supone un conocimiento profundo

dei sistema que se va a controlar.

Para el presente trabajo presentaremos en un primer trabajo las técnicas ceri

tranzadas para el control óptimo de sistemas lineales. En una segunda parte

realizaremos un análisis del control descentralizado para finalmente obtener -

las conclusiones respectivas acerca de las ventajas y desventajas que implica

la utilización del control jerárquico en el diseño de un control óptimo de un -

determinado sistema.



1.2 OPTIMIZACION DE SISTEMAS LINEALES CON FUNCIONES DE COSTO

CUADRATICO.-

En nuestra parte introductoria hablamos de que la función de costo po-

dría ser escogida de acuerdo con el criterio del diseñador. En nuestro caso,

definiremos lo que es una función de costo cuadrático de la siguiente forma:

Empecemos definiendo lo que es una forma cuadrática:

N N

i = 1 j = 1

Qij Xi$Í

la misma que puede ser expresada como:

XTQ X = X

Q

x e Rnxl

q> t. Rnxn

por lo tanto, una función de costo cuadrática es aquella que contiene térmi-

nos cuadráticos y que representan en conjunto "el gasto" o "funcionamien-

to" del sistema. Por lo tanto:

donde:

= X (tí)

tí = tiempo final

to = tiempo inicial

tí

to

. llx(t) II 2 + |u(t) 2) dt
!Q R
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IÜ.>Síí?: ~ son matrices de ponderación

X = estados del sistema

_U = controles del sistema

Esta forma cuadrática permite obtener ecuaciones sencillas al encontrar ios mí-

nimos o máximos de estas funciones de costo.

Utilicemos la función de costo así definida para resolver el problema del regu-

lador cuadfatico lineal, cuya configuración es la siguiente:

R

Fig. 1.1 Regulador cuadrático lineal. Diagrama de bloques.

En este caso, lo que se desea calcular es el .Valor óptimo de la ganacia de rea

iimentación K* tomando en consideración el índice de funcionamiento presera

tado anteriormente.
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En este sistema se cumple:

X (t) = A X (t) + B u (t)

y.que es la ecuación de estado.

Recordemos que:

= 1 x(tf) •/ 4-.2
tf

to

X (t) u(t) ) dt
R

es la función de costo. Nuestro propósito es minimizar J pero tomando en cuen

ta que está sujeto a la restricción que representa la ecuación de estado del sis-

tema.

El problema de control óptimo trata de encontrar los valores óptimos tanto de

control como de estado que minimicen 3.

Para resolver lo planteado debemos construir una función ampliada que conten

ga restricciones de tal forma que la minimización se realice como si se trata-

se de un problema que no tenga restricciones.

Construyamos esta función y que llamaremos el hamiltoniano H

H = 1 • 2

O 2

*TX(t) ' + i u(t) . + Jx * (A X (t) 4- B u (t) )
R
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Jx * se define como K (t) X (t)

Si deseamos encontrar un mínimo con respecto a las variables debemos reali-

zar lo siguiente:

- O

Ru (t) + BT Jx*

O = R u (t) + BT Jx*

* -i T
' u = -R B Jx

donde debe darse que R debe ser una matriz definida positiva.

Reemplacemos el valor de u en H

*H = i
2

1-2 . *T *TX (t) I I - £ + i u " 1 Ru" + Jx"1 (AX + Bu" )
" Q 2

H = 1 X
9 T *T-

- 1 J BR B J + Jx AX
- X -- X --

2 Q 2

Por el valor se tiene:

J* (tí) = 1 XT (tf) P X (tf)



J* (t) = 1 X (t) T K (t) X (t)

Entonces:

dX

Jx* (t) = K (t) X (t)

J (t) = \_ XT K (t) X

t 2

por lo tanto:

u* = - ÍT1 BT K (t) X

* *u = - K X

donde:

* -1 T
K = R A B K (t)

y que representará nuestra ganacia óptima.

Por lo tanto:

1. XTK X 4- I XT QX - \_ XT K B R'1 BT K X + XT KAX = O
2 2 2

Usemos el siguiente artificio:
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KA = í (KA + (KA)T) + 1 (KA - (KA)T )

2 2

que representa la suma de una matriz simétrica más una que no lo es

Pero:

KA - (KA)T = O

pues es un escalar y entonces:

1 XT (K + Q - K BR -1 BTK + KA + ATK) X = O

Como:

X ( t ) ¿ O

Entonces:

K + Q - KBR [ BTK + KA + ATK = O

que es una ecuación implícita de primer orden y que se conoce como la Ecua_

ción Diferencial de Ricatti y que generalmente se representa como:

K' = -Q + KBR'1 BTK - KA - ATK = f Ecuación 1.1

cuando K = 0 , K es una constante y se cumple que f (K) = O
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y que se le conoce como Ecuación Algebraica de Ricatti.

Existen muchos métodos para solucionar la ecuación de Ricatti entre los cua-

les mencionaremos los siguientes:

MÉTODO DE EULER: donde se realiza la siguiente aproximación:

K ^ K (t) - K (t - A t) = f (K)

At.

despejando K (t) tenemos:

K (t) = f (K) A t + K (t - A*)

y si despejamos K (t — ZXt) tenemos

K (t - At) = K (t) - f (K) At

y haciendo que K (tí) = H

Cuando A t tiende a cero el método se hace más exacto, el método me-

jora calculando en forma iteratica el valor de K. En la solución puede ocu-

rrir ciertos problemas de simetría y que pueden evitarse haciendo lo siguiente:

K (t) = 1 (K (t) + KT (t) )

MÉTODO DE RUNGE KUTTA: Este método es usado cuando deseamos alta -

precisión y se asume la siguiente configuración:
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K (t — At ) = K (t) -Át (KO + 2K1 + 2K2 + K3 )

6

donde: Ko = f (K)

Kl = F (K (t) - KoAt, t - At )

2 " 2

K2 = F (K (t) - Kl At , t - .At )

2 2

K3 F (K (t) - K2 At )

la precisión que se logra con este método es del orden de ¿At .

Si: K2

Kl
> >' 0.01

debe disminuirse el ¿\>t escogido.

Para reducir los errores de redondeóse recurre a la regla de Grü que dice:

K ( t - At) = K (t) - At (KO + (2 - \/~2) Ki + (2 +\Í2) K2 + K3)

6

donde:

KO y Kl tienen la misma forma descrita anteriormente.

K2 = F (K (t) - (\[~2 - i) ..KoAt - (2 - N/l) K^ At, t - At )

2 2 2

K3= F (K (t) + NÍT K1 At - (1 + \T2) K2 At, t- At)
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1.3 E3EMPLOS DE APLICACIÓN.-

Ejemplo 1

Sea el siguiente regulador de tiempo descrito por:

X. — X j -f U,

y sea:

.00r
J = (X/ + u/ ) dt

O

podemos observar que A=l: B=l? Q=l, R=l de tal forma que la ecua-

ción de Ricattl toma la forma de:

0 2K = -2K + K - 1 = 0

donde: 2+ \ Í+F 2¿ 2 \f~2~ 1+ \J~^"

si K se desea positivo entonces K = 2.^1 y el control óptimo se hace

u x (t) = - 2.* X1 (t)

lo que hace que:

XJ[ = - l.f X1 (t)

cuya solución es:

X. (t) = e t f Xi (0) + constante
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Ejemplo 2

Sea el sistema de la Figura 1.2

PLANTA

U

G A N A N C I A

K ÓPTIMA D£

REALIMENTACÍON

c/f
X2

dt

Fig. 1.2 Realimentación óptima de estado.

Si se desea encontrar K de forma que minimice a

oo
X .

Q R ) dt

donde:

Q = con u > O



y lo que debemos encontrar es:

u = - K X

La ecuación de la planta es:

/ \l

x2

)

-

•\ 1

0 0

L /

-\l

x2

^ J

4-

s >.

0

i

usando la ecuación 1.1 de Ricatti para cuando f (K) = O

se llega a la siguiente ecuación:

ATP + PA + PBR 1BTP + Q = O

y realizando todas las simplificaciones se obtiene:

1 - p122 = O

= O

y haciendo que P sea positiva definida:
\ Pi2

P =

J12

\JuTT

1 \Iu + 2

entonces;



K = R 1 BT P

= ( 1 ) ( O i )

1 Mu

NÚ + 2

1
i

Mu + 2

de donde u óptimo = u es:

u* = - KX = - X 1 - (u + 2)V2 X^

l.¿f DISCUSIÓN DE LA SOLUCIÓN AL PROBLEMA DEL REGULADOR CUA

ORÁTICO LINEAL.-

El problema de la optimización sugiere el uso de un programa de compL¿

tador que calcule la forma iterativa los valores óptimos del control y del esta,

do de tal forma que minimice la función de costo.

En nuestro problema consideramos función de costo cuadrática. La programa-

ción con funciones cuadráticas es un caso particular de la programación no Ü_

neal. De alguna forma el problema de la programación cuadrática se reduce -

en un problema de programación lineal lo que simplifica el método a ser utili_

zado. Debido a este circunstancia los problemas de programación son conside-

rados como una clase aparte.

Los problemas computacionales cuando se usa programación no lineal son más

complicados. Desafortunadamente para la programación cuadrática y lo mismo

para la programación lineal no existe un método que garantice la solución para

un número finito de iteraciones. Se han desarrollado algoritmos aislados y al-
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gunos de ellos utilizan las técnicas de aproximación mediante el gradiente

de la función en la que se está trabajando. A continuación detallamos esta -

técnica.

Consideremos el siguiente problema:

Tratemos de maximizar la siguiente función f

' max ( f (X) ) / AX < b : X. > O i = 1, ... , n )

donde:

X = vector de dimensión n

A = una matriz constante A

b = un vector constante de dimensión m

f (x) = función de costo no lineal de X variables

Presentamos un ejemplo de dos dimensiones para ilustrar el problema. La re-

gión sombreada de la figura 1.3 presenta la región donde los valores de X -

satisfacen las condiciones del problema. Las curvas desde F hasta F5 re-

presentan el lugar de ios valores constantes de la función de costo en un or-

den ascendente: FO < Fl < F2 < F3 < F4- < F5. Los puntos El, E2, E3, E4 -

y e5 son los puntos extremos de la región permisible. De la figura se puede

ver que E3 representa la solución más óptima y que condice al valor máximo

de f (X) . Por lo tanto:

f ( X ) = Fmax —

Mientras se satisfacen las condiciones, la pregunta es: ¡Cómo implementar un
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algoritmo que conduzca a esta solución y sabiendo que f (X) no es lineal?.

X 2

Fig. 1.3 Variación de la función f dentro de la región permisible.

Empecemos con el punto X que pertenece a la región permisible. Nuestro -

problema es avanzar desde X en la dirección del incremento de f (X). Aun

más necesitamos realizar este avance en la forma más rápida posible. El gra.

diente de f (X).

ó.f
(X) =

es un vector que señala la dirección más rápida de incremento en el valor de

esta función. La trayectoria debería avanzar desde el punto inicial de X en

la dirección del gradiente. Por lo tanto ya que f (X) es no lineal, la dirección

de su gradiente cambiará a lo largo de la trayectoria. Por lo tanto la direc-

ción de este avance debe ser revisado de tiempo en tiempo.
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Uno de los problemas cruciales en la aproximación mediante gradiente es el -

escoger el tamaño del pase de avance. Existen varias maneras de establecer -

el tamaño de este paso. Como se señaló anteriormente el tamaño es dependien

te del gradiente pero no es necesariamente colineal con esta función.

Veamos una manera de definir el tamaño del paso:

Introduzcamos una notación apropiada que nos permita graficar esta explica-

ción:

Sea: X. = un punto situado en la región permisible después del paso i

r. = vector unitario en la dirección del paso a partir de X.

Como vector unitario:

r.T ,i r. = 1

d. = un escalar cuyo valor es la longitud del paso tomando desde

X. en la dirección de r..

Por lo tanto:

Xif, = X. * d. r.

la Dependencia de la nueva dirección de r. viene dada por:

*. = H. V7f.i i V ir.

H. es una matriz nxn llamada matriz directriz o métrica,
i
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Para especificar H. existen varias técnicas pero cuando:

H. _ I n

V f i

a dirección del nuevo paso es colineal con fi desde X.. £sta técnica -

es denominada el método más rápido.

De acuerdo con esto:

í ( X^f ) = f ( XL + di . \ fi)

Para maximizar la función debe cumplirse que:

d f ( x i + i ) = V7 fT V7 f. . = o
d ( d O v ' v 1 + 1

debe asegurarse que X. . se encuentre dentro de la región permisible. La ú_[

tima ecuación implica que los dos puntos sucesivos son ortogonales, lo que quie

re decir que la trayectoria de la solución óptima se da en pasos zigzagueantes

que forma un ángulo recto entre sí.

En la mayoría de los casos está técnica del ascenso o descenso más pronuncia

do son llamadas tácticas del gradiente de paso pequeño y son muy lentos en -

su convergencia.

d. es la longitud del paso y el algoritmo de cálculo será dado en el capítulo

III en todo caso será un valor que se encontrará entre O y 1 como límites m

ferior y superior respectivamente. Para unos casos el valor del paso será varia,

ble, haciendo que se llegue a obtener un óptimo a medida que la convergencia

se vaya produciendo.
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1.5 CRITERIOS GENERALES Y MÉTODOS DE OPTIMIZACION.-

En la mayoría de los casos el índice de funcionamiento de un determina,

do sistema depende en un gran número de decisiones y en realidad el objetivo

nuestro será reconocer como tomar el mejor grupo de decisiones que nos per-

mita solucionar los problemas.

Por lo tanto, nosotros requerimos de lo siguiente:

1. Una función de costo o índice de funcionamiento que nos permí_

ta cuantificar los efectos de cualquier decisión.

2. Un modelo que nos permita predecir los efectos de cualquier deci_

sión.

3. Un conocimiento de todos los factores del medio tanto pasados,

presentes como futuros.

Se han desarrollado algunos métodos para resolver el problema de la optimiza

ción, es decir, determinar los controles que satisfagan el conjunto de puntos -

que optimiza a la función de costo y que satisface además las restricciones.

Cuando se da la formulación matemática del problema, las técnicas usadas -

para la solución vienen de teorías clásicas y pueden ser clasificadas dentro -

de las tres categorías siguientes:

a) La programación matemática

b) La programación dinámica

c) Cálculo variacional: principio del máximo y cálculo variacional

clásico.
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Por otro lado, cuando no se da una modelación matemática nos vemos obliga

dos a usar métodos directos de optimización.

A continuación se presenta un resumen esquemático del método correspondien_

te a cada formulación del problema:

Formulación del problema Método

Procesos estáticos Teoría ordinaria sobre máximos y

1.1 Problemas sin restricciones mínimos

max J = J (X)

X vector

1.2 Problemas con restricciones Método de Lagrangíano

de igualdad

max 3 .= J (X) sujeto a

g (X) = O

1.3 Problemas con restricciones Método de Kun - Tucker

de no igualdad

max J = J (X) sujeto a

h (X) < O

l.'f Problemas lineales

max J =

Método Simplificado
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i = 1, . . . j N

1.5 Problemas generales no

lineales

max J = 3 (X) sujeto a

§i(X) ( < = > ) b.

j = 1, . . ., m

Sistemas dinámicos

2.1 Problemas lineales

Programación no lineal

Teoría de Kun - Tucker

en particular

- Métodos variacionaies

J = J ( X3 ü, t, ) sujeto a - Programación dinámica

0 = X - A (t) X - B (t) u

= O

2.2 Problemas no lineales

3 = J (Xj u, t ) sujeto a

0 = X - £ (X, u, t) = O

3, ¿ no lineales

- Método del gradiente

Cuasilinealización

Sistemas dinámicos o estáticos

complejos

Método de descomposición y coor_

dinación vistos en programación -

matemática y cálculo variacionalj

control jerárquico y en optimiza-

cíon.

Para escoger un determinado método debemos realizar las siguientes considera
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cíones:

1. ¿Es un problema de sistemas dinámicos o constantes?.

2. ¿Es un problema de naturaleza lineal o no lineal?.

3. ¿Es un caso monovariable o multivariable?.

4. ¿Existen restricciones?.

El método que escojamos para la resolución de tales problemas requerirá dos

clases de preguntas adicionales:

a) Sobre el nivel matemático

1. ¿Existe solución?.

2. ¿Existe una única solución?.

3. ¿Son necesarias condiciones de opt milidad?.

4. ¿Existen suficientes condiciones de optimilidad?.

5. ¿Cual es la naturaleza de un extremo?.

b) Sobre el nivel computacionalt

1. ¿Existe una solución numérica al respecto?.

2. ¿Se definió el computador para el trabajo?.

3. ¿Si es que se usa un método iterativo, existe convergencia?.

4. ¿Cual es el tiempo de cálculo?.

En la práctica se deben realizar todas es tas formulaciones pues cada una de

ellas tiene su importancia dentro del cálculo computacional.

Para resumir lo anteriormente descrito realizaremos el siguiente diagrama de
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En el siguiente capítulo se analiza en forma completa una de las técnicas de

optimización jerárquica.
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flujo que define los diferentes estados en la formulación y solución de probl

mas de optimización.

e-

DEFINICION DEL PROBLEMA EN FORMA GLOBAL

DEFINICIÓN MATEMÁTICA DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN

-CRITERIOS RESTRICCIONES -MODELO MATEMA

TICO

1.

CARACTERÍSTICAS DE LA SOLUCIÓN

EQUIPO NECESARIO PARA

ENCONTRAR LA SOLUCIÓN

PRECISIÓN REQUERA

•DA EN LA SOLUCIÓN

ESCOGITAMIENTO DEL MÉTODO DE OPTIMIZACIÓN

V

IMPLEMENTACION PRACTICA DEL PROCEDIMIENTO

DE SOLUCIÓN

Fig. 1.4 Diagrama de flujo para la formulación y solución de los problemas de

optimización.
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" C A P I T U L O I I

O P T I M I Z A C I O N J E R Á R Q U I C A

2.1 INTRODUCCIÓN

2.2 MÉTODO GENERAL DE COORDINACIÓN

2.3 MÉTODO DE TAMURA

2.^ OPTIMIZACION USANDO LA DESCOMPOSICIÓN

DE SUBSISTEMAS CON EL CRITERIO DE

TAMURA
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2.1 INTRODUCCIÓN.- Como pudimos observar en ei anterior capítulo, los

sistemas dinámicos se encuentran descritos como -

un conjunto de ecuaciones diferenciales multidimensionales lineales o no linea,

les de primer orden.

La solución a estas ecuaciones son múltiples y uno de los métodos descritos -

es la solución por medio de las ecuaciones de Ricatti.

Generalmente, los modelos de sistemas reales a menudo comprenden ecuacio

nes diferenciales de un alto orden, suponiendo además que estas ecuaciones -

involucran ciertos retardos propios del sistema.

Las técnicas de solución que podemos encontrar y que sé encuentran mejor -

descritas en el curso de control óptimo incluyen: La Programación Dinámica

(DP), las técnicas de aproximaciones sucesivas, el cálculo de variaciones, etc.

Las ecuaciones de Ricatti son ecuaciones diferenciales (para sistemas conti-

nuos) o ecuaciones de diferencias (para sistemas discretos) no lineales con un

número de elementos n (n+1) para un sistema cuyo orden podemos deno
2

minar como n.

La desventaja principal tanto de las ecuaciones de Ricatti como de la Progra.

mación Dinámica para resolver los problemas de Control Óptimo de sistemas

lineales multivariables radica en la gran cantidad de memoria de computador

que es necesario emplear. El incremento de esta memoria está en función dj_

recta del orden dei sistema. Como una desventaja adicional se contempla la

acumulación de errores debido al error de redondeo que se produce en cada -
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iteración. Esta última desventaja puede dar lugar a que se produzca una ínes_

tabilidad en el cálculo numérico.

A continuación detallamos el método de aproximación jerárquica para la reso-

lución de estos problemas.

Formulemos inicialmente cual es el problema que vamos a resolver, tanto con

el problema de optimización como el de control de sistemas interconectados -

dinámicamente. Se trata de descomponer un sistema dinámico en N Subsiste

mas que interaccionan entre sí, y cuya iteración se representa mediante nue-

vas entradas que representan la influencia de los otros estados sobre un subsis_

tema en particular.

Considermos que el problema se halla conformado por N Subsistemas conecx:

tados, por ejemplo, como indica la figura 2.1

Para cualquier subsistema i X. es el vector de dimensión N.. U. es un vec-
M i 1 1

tor de Control de dimensión M.. Z. es el vector de entradas de dimensión -

r. y que será generado por los estados de los otros subsistemas y representa

la influencia de los otros estados.

Asumamos entonces que los sistemas por sí mismos pueden ser descritos por

ecuaciones diferenciales lineales, es decir:

X. (t) = A. X. (t) + B. u. (t) + C. 2. (t) Ees. 2.1i i i —i i —i —i

donde: X. (0) = X.O es decir tenemos como dato X.O
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Asumamos también que el vector de entradas Z. es una combinación lineal

de los estados de los demás subsistemas. Es decir, Z. tendrá la siguiente re

presentación:

N

Z. = > L, . X.

J = I

Esc. 2.2

donde: L.. es la ponderación de la influencia del estado X. sobre el nue
iJ • J -

vo estado Z..i
SISTEMA DINÁMICO

1

Fig. 2.1 Ejemplo de un sistema interconectado dinámicamente

_i



Para nuestros propósitos debemos definir adecuadamente la función de costo

del sistema .e coherencia con la descomposición del sistema en N Subsiste-

mas. Esta función de costo como lo mencionamos en el anterior capítulo re-

presenta el índice de funcionamiento de dicho sistema y en realidad el pro-

blema de control óptimo será encontrar los controles óptimos de cada subsis-

tema, que produzcan los estados óptimos y las trayectorias óptimas con el -

propósito de minimizar la función de costo que tendrá la siguiente forma:

N

J = x. ( i 11*1 «II
Qi

i II y i w I I 2R + i
-i

w s
-

dt

que en realidad es la forma cuadrática y describe el funcionamiento de un sis

tema lineal formado por N Subsistemas interconectados en forma dinámica.

Este sistema además es continuo:

Esta función de costo tiene las siguientes restricciones:

i) X . (t) = A. X. (t) + B. U. (t) + C. Z. (t)

2)

N

L.. X.

Debemos indicar además que Q. y P. son matrices semidefinidas y además
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R. y S. son matrices definidas positivas.

Las matrices Q. están definidas semipositivamente cuando la forma cuadraj.
Ttica F asociada: F = V Q V >_ O donde V es vector de dimen-

siones compatibles al producto. De manera similar la matriz R. está defi-

nida positivamente si F > O .

Nosotros usaremos la siguiente notación en el presente trabajo:

2 T
I|X|| - X L X

L

que es una forma cuadrática.

Si la relación de interconexión dada por la ecuación 2.2 es substituida en la

ecuación 2.1 es posible encontrar una descripción global de la forma comun-

mente conocida para cualquier sistema. Es decir:

X = A X + B u

donde:

X =

'

X— n

y u =
U2

•

Un

Para el caso que estamos analizando es difícil dar una interpretación física al

término cuadrático

del término lx

Z.i II S. ya que siempre puede ser combinado dentro
I
~ para el caso global. Sinembargo, es imperiosa la ne-
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cesidad de usar este término, ya que este "pseudo", control Z., al constituir

el Hamiltoniano para nuestra solución, permite descomponer el problema de -

optimización del sistema en N Subsistemas de optimización para cada sub-

sistema, según se analizará en el método de General de Coordinación en el -

siguiente numeral.

Dado a que va reducirse el problema global de optimización a N problemas

de optimización a N subsistemas conviene analizar con mas detalle lo que -

es un subsistema.

La definición de un subsistema, lo que conduce a la definición de un subpro-

blema de optimización puede ser hecha en base al conocimiento físico del -

sistema o en general en base a una conveniente descomposición analítica (ma

temática) del sistema, conveniente desde el punto de vista de su solución.

Puesto que el objetivo de esta tesis no es el estudio de modelos descentrali-

zados vamos a realizar la descomposición en forma analítica.

Podernos asumir que en nuestro estudio, los sistemas se hallan formados por

N subsistemas que tienen la siguiente representación:

U.—i

x.

ct -mo.El i

Subsistema

1

Y.

Z.

JX
• >
V

í\

.moFig. 2.2 El i— subsistema.
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. j X . j M.j Y., Z. son vectores que tienen respectivamente:

Mu., MX., MM.. MY., MZ. componentes.
1 ? j ? ^

Estos vectores representan lo siguiente:

U. Entradas tanto al sistema global como al i— subsistema (perturbacio-

nes o ruido sobre el que no tenemos ningún control).

X. Entradas intermedias que provienen de otros subsistemas.

M. Variables de control para el i— subsistema.

Y. Salidas, tanto para los subsistemas como para el sistema en forma glo-

bal. Podrían por ejemplo representar el producto final de un sistema -

de producción.

Z. Salidas para el subsistema i y que representa la alimentación para -

otros subsistemas. Para el caso de un sistema de producción represen-

tarían los productos intermedios.

Para un vector global de entradas, U, el subsistema está completamente des-

crito en el estado estab'Je por las siguientes ecuaciones vectoriales:

Z. = T. (M ., X . )-i - i - r - i

Y. = S¡ ( M., Xi)
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T-, 5. son respectivamente de dimensión M . y M ..r i K zi y:

Podemos interpretar la interconexión como:

X. =

V. = 1 hasta N

Y es aquí justamente que estamos asumiendo la descomposición en N Sub-

sistemas. L.. es la matriz de interconexión con Mv. filas y M-. en -—jj Xi J Zi
columnas y provee un acoplamiento lineal entre los subsistemas.

Lo-que en realidad estamos alcanzando es hacer que la función de costo u ot>

jetiva del sistema sea una función aditivamente separable de la siguiente for-

ma:

Analicemos el método general de coordinación para el caso del control jerár-

quico o descentralizado para poder realizar un estudio más detenido de la des

composición de problema de control óptimo en N subproblemas de control -

con cada índice J. de funcionamiento. Debe recalcarse que en lo sucesivo,

que es objeto y escencia de la presente tesis, no se trabajara con la modela-

ción de sistemas descentralizados (descomposición de un sistema en N subsis-

temas) sino que se analizará la parte del control solamente que implica la des



composición de un problema de optimización en N subproblemas de optimi-

zación además debe considerarse que no se usarán las entradas de control M.

puesto que se restringe el trabajo de tesis para métodos de lazo abierto y fi_

nalmente por limitaciones tecnológicas y por escapar del nivel de esta tesis -

este problema será abordado con el uso de un solo computador y no bajo el -

criterio de control computacional distribuido.



2.2 MÉTODO GENERAL DE COORDINACIÓN.-

Nuestro propósito fundamental es en realidad tratar de minimizar 3.

Mediante diversas técnicas, esta minimización puede efectuarse realizando las

diferentes etapas que para ello amerita.

Sobre esta base, el método general de coordinación sostiene que un problema

en general de minimización puede convertirse en un problema de maximiza-

ción simple, en una estructura de dos niveles más sencillos todavía de ser reí

sueltos.

Parece extraño que esto pueda acontecer pero en realidad es posible esta afir

mación.

En control óptimo se utiliza la ayuda de los multiplicadores de Lagrange pa-

ra resolver nuestro problema de minimización. Un resumen de estos concep-

tos se da en el apéndice "C". Usemos estos mismos conceptos para construir

una función "dual" la misma que será la que vamos a maximizar con respecto

a algún parámetro que en realidad equivaldría a minimizar nuestra función de

costo.

Definiendo nuestra función de costo como:

J = > U X. (Tf) 2
p. -

1 2

K(t) Q. ! i
x

R . + l Z i W | S . ) dt

La función Dual 0 (A) será' :
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0 ( X ) = Min ( L (x, u, z, X ) )

x} u, z

Ees. 2.2

Donde L es el Lagrangiano que se forma usando los multiplicadores de Lagrari

ge de la forma siguiente:

Partiendo de J = f ( x (i), x (t), u (t), z (t), t )

sujeta a las siguiente restricciones:

1. X (t) = A X (t) + B u (t) + C 2 (t)
N

2. Z. = > L.. X.* L- i j j
j= i

Introduciendo las restricciones dentro de J tenemos:

N

L (x, U, Z, x ) = /{ 1 . [ [ X (T)
.2

p.

•T

K II x, .2

' Q;
U.

z. •

N
2 T \

) + X ( Z . O L - . X . ) dt

R.
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Donde: X - : es vector de dimensión r de los multiplicadores de La

grange.

L ; Lagrangiano que ha sido formado usando los multiplica

dores de Lagrange

La dualidad de Lagrange asegura para casos como el presente que todas las -

constantes utilizadas son lineales y además que las funciones de costo son cua

cráticas es decir el problema es convergente y podemos afirmar que:

max 0 ( 1 0 = Min

A ~ -
Es decir, una forma equivalente de resolver el problema de minimizar J su

jeto a las restricciones antes anotadas es maximizar 0 ( _k) con respecto

Este problema podemos resolverlo dentro de una estructura de dos niveles de

la siguiente forma:

para una A
rí

A dada:

tenemos que:
M N

t f

JJl X ( T f ) l l 4-

0

I ( X 4 - U + Z ) 4-
~ i-» i-i r» 'Q R i i

T
k' L X

J \\i

lo que quiere decir que el Lagrangiano es una función lineal aditivamente se-

parable y por lo tanto puede ser descompuesta dentro de N independientes

sublangrangianosj uno para cada 'subsistema.
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V*

Por lo tanto para un A, — /\a que puede ser tratado como

trayectoria conocida, es posible la minimización del Sublangrangiano:

t f

2 /

una

L = 1/2 I I X ( t f ) l l
2 T T-

IIU.U)M-llZ(t)ll)fKZ-> K L X- d t
P' J I i Q i R
1 0 i ¡ 1

en forma totalmente independiente para los N Subsistemas y en donde la mi_

nimización de cada subsistema se encuentra sujeto a las restricciones dinámi-

cas dadas por las ecuaciones diferenciales que definen el comportamiento del

sistema.

M-

Esto nos permite a nosotros obtener J3 (X) de la ecuación 2.2

0 ( x*) Puede ser mejorado sucesivamente mediante un intercambio iterativo
-&•

de información con el segundo nivel lo cual mejora 0 ( X ) usando las N

independientes minimizaciones del primer nivel.

En el capítulo anterior hicimos una introducción respecto al método de opti-

mización que vamos a usar. Este método era el de Gradiente. Para nuestro

caso es fácil obtener una expresión simple de lo que será el Gradiente en te£

mino de las soluciones para el primer nivel. El gradiente viene dado en tér-

minos del error en la relación de interconexión.

V
N

L.. X. e.i = e

Y si usamos estos valores para verificar la convergencia del proceso iterativo

podemos concebir la siguiente estructura jerárquica en dos niveles como mués
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tra la figura 2.3

Min h
Fig. 2.3 Estructura de la optimización jerárquica en dos niveles.

Sobre el nivel 1 para \ N dado, que se obtiene del segundo nivel,

L. se minimiza tomando en cuenta todas las restricciones, luego que se obtie

nen los estados X. y los controles U. de cada subsistema se los compara y

si es necesario se ios substituye para formar el vector de errores. Si se cum

pie con algún criterio, de error preestablecido el proceso termina, caso contra

rio se regresa al nivel dos para actualizar el valor de \n alguna técnica

del gradiente y nuevamente alimentar el nivel 1 hasta cumplir con el crite-

rio anteriormente expuesto.

Para actualizar \e pueden usar diferentes métodos, como por ejemplo, el

método del gradiente

k+l k k k

V ( t ) - V( o -f oc d ( t ) o«?utf
donde:

oC = longitud o tamaño del paso



d = dirección de búsqueda

Cuando se usa el método del descenso más pronunciado

K " K
( t ) = e ( t ) v t /. o ¿ t ¿ tf

Si usamos el método del gradiente conjugado tenemos:

K4- J K4- I K-j- l K
(t) = e t í J -j- j3 - d ( r

donde:
tf

El criterio de error usado dice que:

e ( t ) * O

Este método podríamos denominarlo como el de Coordinación de objetivos ya

que existen objetivos plenamente definidos para descentralización. Esto es pa

ra el nivel inferior el de minimizacion para cada subproblema independiente -

que está coordinado por el nivel superior y entre los cuales existe intercambio

de información según se muestra en el esquema de la figura 2.3

Ejemplo de Optimización usando el método general de Coordinación.-

Consideremos el problema más simple de minimizar 3 ,



T

J =

O

Con las siguientes restricciones:

= X -

Sea: Z. = -2

_ x

Entonces:

X, = X. + U, + Z

dt

U-, ~ .-,

Construyamos el Lagrangiano como:

T

O

x21 + x22 4- u2j, + u22 +'z21 + z22 4- PI ( - x1 + Xj, + z1 + u1 )

" X1) dt

Pero puede el Lagrangiano separarse en:

L = L. 4- L~ para X , X dados donde:
1 2 | 2.
-T

X, dt
/

( ' *1

X2 4- U2. + Z2. +p ( -X + X, + Z. + U. ) 4- \2. - ^ X.
1 1 1 i ' i J. i • i l J A 2 ^ J

/ " " i / — i - i - - i . * ,
X22 4- U22 4- Z22 dt

O



Construyamos el Hamiltoniano para el primer subsistema:

H = U

bu
2U1 + p, = O

= O

OH

b\JL + X. 4- pJL

z, = o

= XJ L + u1 + zi = o

De igual modo se procede para el segundo subsistema.

Podemos entonces calcular los valores de x, u, z y actualizarlos mediante el

ensayo del error dado por:

X )

2- 2X

z-
2

Si el valor de este error no cumple con el criterio de convergencia es necesa-

rio actualizar el valor de A y X mediante el siguiente algoritmo:

-. fc -, K . k k
X (t) = X (t) + ^ d (t)

c^ = tamaño del paso
k

d = dirección de búsqueda



k
Cuando se utiliza el método del ascenso mas pronunciado d se calcula con

K k

d ( t ) = e. ( t )

pero si se usa el Método del Gradiente conjugado

k t - l k4i ktl k

d ( t ) = e ( t ) 4 d { t ) ( O* t ¿ T )

d o n d e r

/3 =

d t
X /

O

e (í ) e ( t )

•O

. O O
d = e



2.3 MÉTODO DE TAMURA.-

Corno pudimos observar el método desarrollado nos presenta una estruc

tura de dos niveles bien definidos. Lo expresado en el anterior numeral puede

extenderse hacia el caso discreto y es en esta forma, corno se lo realiza en -

un computador. El método desarrollado como lo mencionamos es el de coordi

nación de objetivos.

a continuación vamos a exponer los principales criterios y puntos de vista pa-

ra desarrollar un método bastante atractivoy que presenta una estructura en -

tres niveles para la optimízación de sistemas lineales discretos que tienen un

índice de funcionamiento con formas cuadráticas. Este método es conocido -

como el Método de Tamura ya que este autor fue el primero en desarrollar-

lo.

Empecemos desarrollando el Método de Coordinación de objetivos para siste-

mas discretos.

Nuestro problema en realidad es minimizar la función de costo;que sigue:

N K-!

3 = 1 X: (K)
P.

+ \ 1 ( X. (k)

k=o

Q¡
Zs (k) s.

U, (k) R,

T1 X. . P. X. representa el costo para el intervalo terminal. El sumato-
- i i i v v

rio interno representa el costo en los demás intervalos de la

secuencia de optimización.



De acuerdo a lo anteriormente expuesto esta optimización debe tener ciertas

restricciones y en realidad estas son:

X. ( k + i ) = A. X. (k) + B. U. (k) + C. Z. (k) Ees. 2.3

i = 1, 2, 3 . . . , N; k = O, i, 2, . . . K - 1

Z. (k) L X (k) Ees. 2.4

Y k = O, 1, 2, . . . K - 1; -Vi = 1, 2, . . ., N

Ees. 2.3 Representa el sistema en sí mismo y es una ecuación de diferencias

que describe al subsistema i.

Ees. 2.4 Representa la interación con los otros subsistemas.

En este punto construyamos nuestra función aumentada que nos permitirá resoj_

ver el problema como si no existieran restricciones.

L( x ,u, z, X ) =

N K-l .
2 \ 2 2 2

1/2 I I X , ( K ) 1 I - > !/2( I I X . C k J I I - IIU.Í k ) ! l - I I Z . ( k ) l l ) -
P ¿ I ' 0. ' R ' S

k = 0 i i i

L X ( k !
U J

L(x,u<jZ,\ =\
E e s . 2. 5



y nuestro criterio para minimizar es encontrar el gradiente de esta función y

compararlo con un valor cercano a cero Q_ en la misma forma que lo hicimos

para el caso de funciones continuas.

Pero como podemos observar en Ees. 2.5 solo hemos considerado la restricción

2.4 pero no está considerada la restricción 2.3, por lo tanto, debemos cons-

truir una función aumentada nueva y que representa la Modificación de Tamu_

ra, Ja misma que contempla esta restricción.

De lo expuesto entonces nuestra función será:

— ÍT— ( 2 \~~ i 2 2 2 T ^\ = > ' / a n x ( K ) i i + ) t i /2(i ix(k)ii uiu(k)iu iiz(k)ii ) f x (?(k)-y L xm) +

~ ¿ _ ' p ¿L_ I I Q I R í o 1 f ¿- ÍJ J

1 = 1 ^ -I k=0 ~i Bi -i j = l

T
p |- X ( f c ~ l ) f A X ( k - ) f B U ( k ) f C Z ( k )

f í f

donde £ son los nuevos multiplicadores de Lagrange para introducir las nue_

vas restricciones.

A donde el valor inicial de X es conocido, es decir X. (0) se dará como dato.

Ahora que el problema está dado apliquemos nuestro criterio de Coordinación.

Inicialmente nuestro propósito esminimizar J con respecto a u, pero de -

acuerdo a lo que hemos mencionado, ahora debemos maxirnizar la función au-

mentada para resolver nuestro problema de control puesto que:
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Max L = Min J- p u

Anteriormente encontrábamos el Gradiente como criterio de convergencia del

problema iterativo para dos niveles pero veamos que sucede en este caso:

El Gradiente de L para un p dado es:

Grad. I =: - X. (k +.1) + A- X. (k) + B. U. (k) +Q. Z. (k)— ~i ~i i 1 1 1 1

Para toda k entre O y K-l

Para toda i entre 1 y N

donde los valores de X.? y U. son las soluciones a nuestro problema de mini-

mización de J con la restricción 2.3.

Con lo anteriormente expuesto en el método de Coordinación podemos encon-

trar el gradiente para un valor de "X y nuestro problema también contempla.

rá la restricción 2.4 y habremos contemplado nuestra optinnización.

El Langragiano en realidad puede ser descompuesto en N Subglangragianos

uno para cada subsistema. Pero el Subglangragiano puede en sí mismo ser -

descompuesto en función del subíndice k lo que conduce a un nivel ínfimo

para obtener una optimización paramétrica diferente a la optimízación funcio

nal que se venía realizando. En este caso será una descomposición mediante
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2A OPTIMIZACION USANDO LA DESCOMPOSICIÓN DE SUBSISTEMAS CON

EL CRITERIO DE TAMURA.-

Para empezar nuestro problema planteado construyamos el hamütoniano

de dicho sistema.

El Hamütoniano para el i * subsistema será definido como:

H. ( X, U, Z, K ) = 1 (
-i i

X: (k)
Q¡

u. (k) R.
Z, (k) s.

~T

( z. - ^TL.. x. (k) ) + Pj (AL x. (k) + B. u. (k )+-

C. Z. (k)

.y reemplazando en nuestra función aumentada tenemos

K - I

L = i II X. (K) II2 Pi - gT (K - 1) X. (K) + ̂  H. - pJ (k - 1) x. (k)
2 1 k=0

y asumiremos que p. (-1) es Oi

Apliquemos las condiciones necesarias para el instante K=0.

para k = O

Debemos minimizar H. (x. (0), U. (0), Z. (0) ) dado el X. (0)— i -i —i -"i i
•3

con respecto a y. (0) y Z. (0) y considerando un valor fi jo de p = p
1 1 . — —

Aplicando la diferenciación vectorial tenemos:



>Tp.* (0)= O

T *
R. U. (0) = - B. p. (0).— i — i * — i rc i * '"I "I

U. (0) = - R/ B. p;* (0)
™ i -~i —i "i

x .r
= 5. Z. (0) + A.(0) + C. p. (0) - O

1 ~1 ' " 1 1 —

T * "\
5. Z. (0) = - C. p. (0) - A (0)- i — i —i Ki —'

Z (o) = - S C P (o) +

Para k = 1, 23 3, . . - , K-l es necesario minimizar H- (X. (k) , U. (k), Z.

*
k ) - p; ( k - l J X . (k) con respecto a: X. (k), U. (k), Z. (k).

_ L | — | _ | _J

Entonces:

R. U.

-R. U. (k) = B. p.* (k)— 1 - 1 -i Ki

U. (k) = -R". B. p.* (k)
—i . -i -i Ki



- 5. Z. (k) = A . (k) + C. p_. (k)

f 2; X. (k) -t - 1 — 1
A[ E * (k) - E * (k-1)1 1 1

-Q. X. (k) = A. E| M ~ EÍ (k-1) - L- )J -Jl

X. (k) =
- / T

s:. L..
- j -ji

Finalmente para k = K es necesario minimizar:

1 II X¡ (K) II2p - p.*T (K-1) X. (K)
2 i P. i i

con respecto a X- (K) y obtenemos para el instante final que:

P. X. (K) = E. (K-1)

X. (K) = P."1 p.* (K-1)

Por Jo tanto nuestro algoritmo de solución será:

Para K = O

U. (-0) = - R. l B.T p.* (.0)
— i -i -i Ci



Z. (O) = -S ' 1 ( C . T p * (O) + A¡* (0) )—i • ~i 1 ^ 1 i

Para k = 1, 2, . . . , K-l

U. (k) = - R. { B.Tp. * (k)
-1 -1 -I M

Z. (k) = - 5. l ( C.T p.* (k) + "X.* (k) )— i —i —i ~i ~ i

N

X . ( k ) = -Q-1 ( A . . T p * ( k ) - p
" ~ ' ~ J

Para k = K

X. (K) = P. p * (K-l)i i i



Por lo que el problema de minimizar J qudaría completamente resuelto -

usando una estructura de tres niveles.

Para el primer nivel substituímos los valores de /V*^ y P f * ) dentro de

las expresiones obtenidas anteriormente y calculamos los valores de X . ( k ) ,

U.( k ) , y 2 ) ( k ) ,' los valores serán óptimos y que permitirán para que -

en un segundo nivel calcular el gradiente de la función apmpliada para un va
Ji.

lor dado de p, es decir \/M p _ * Con este valor podemos mejorar el va-
~ £ r E

lor de p hasta optimizarlo.

Para el tercer nivel en función de p optimizada podemos encontrar el gra

diente de Wíy mejorar A* para optimizarlo. Habremos encontrado los valores

óptimos cuando los dos gradientes se hagan cero.

x -*•
Finalmente analicemos el método de Actualización de ios valores de P y ~\, "i

Usando la técnica del gradiente conjugado -p y A pueden ser actuali-

zados mediante el siguiente algoritmo

Sea i = número de iteraciones:

Entonces:

r. ^ jP = £ + d . . d

donde: d1 = g (p1) + f > . . d



e^ (p ) = error o valor del gradiente para un p dado en la i ' iteración:

K - l

Además (k))

K-!

e (pM (k) ) T *e (P1"1 (k) )

k=0

Definido así el problema pasemos a su implantación compir&cional en 'di si-

guiente capítulo.-

Ejemplo del método de Optimización usando el algoritmo de Jamura.-

Considere el sistema dado por las siguientes ecuaciones de diferencias:

X1 ( K + I ) = X1 (K) + U1 (K) + Z J L (K)

( K + i ) = - X2 (K) + U2 (K) + Z2 (K)

Z1 (K) = X2 (K)

Z2 (K) = X1 (K)

La función de costo viene dada por:

3 =

k = 0

X , (K) + XZ^ (K) + U/ (K) + M^ (K) + Z/ (K) + Z , (K)1



El Lagrangiano puede ser escrito como:

L ( X, U, Z, X) = . i (X, (K) + X2 (K) + U2. (K) + U2- (K) +
—

(K) (K) - X (K)

Con Jas restricciones dadas por las ecuaciones diferenciales.

Podemos al Lagrangiano escribirlo de otra forma:

(x X (x22 + u22 + z22

X- Z- - X, X? que es igual a la suma de los lagrangianos y que están

sujetos a restricciones dadas por las ecuaciones de estado. Aplicanco el algorit

mo de Tamura tenemos que para el primer Lagrangiano se tiene:

UJ[ ( O )

ZJ[ ( O )

X,

u1 ( i )

- p[ (o)

- PI (o) + X j (o) )

- ( PI (i) - PI (o).- 7

- P I ( i )
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( 1 ) =-( P J L (1) + X { (I) )

(2) - P (1) -

( 2 ) = - P (2)

Z1 ( 2 ) = - (P j L (2)

X1 ( 3 ) = PI (2)

Una vez calculados los X, U, Z, pasamos a calcular el gradiente dado por:

grad. = - X{ (K+l) + X1 (k) + UJ[ (k) + Z{ (k)

sino cumple debe actualizarse p, de tal forma que converja para un cierto va

lor de p óptimo.

Luego realizaremos sobre el tercer nivel el cálculo del nuevo gradiente dado

por:

N

grad. = Z. (k) - N L-. X. (k)

1 — I

Es necesario anotar que el valor dado por p se almacenó ya y el gradiente

entre el 2do. y 3er. nivel lo que hace es mejorar ios valores de X, U, Z, ac~

~\ /tualizando el valor de los multiplicadores de Lagrange A, ( K ).

La actualización de los multiplicadores se lo hace mediante cualquiera de las
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técnicas ya mencionadas en el algoritmo de Coordinación.



C A P I T U L O I I I

SIMULACIÓN DIGITAL PARA OPTIMIZACION JERÁRQUICA

3.1 ALGORITMO DE OPTIMIZACION DE SISTEMAS LINEALES DI5CRE

TOS CON FUNCIÓN DE COSTO CUADRATICO

3.2 PROGRAMA MAESTRO Y ENTRADA DE DATOS

3.3 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO DE

TAMURA

3.f SALIDA DE RESULTADOS



3.1 ALGORITMO DE OPTIMIZACION DE SISTEMAS LINEALES DISCRETOS

GON FUNCIÓN DE COSTO CUADRATICO.-

En el capítulo anterior realizamos todo el análisis del Algoritmo de Ta

mura, para optimizar sistemas lineales con función de costo cuadrático.

En este capítulo empezaremos por enunciar nuestro problema, a continuación

pondremos el Algoritmo por medio del cual resolveremos numéricamente el -

problema e implementaremos un programa de computador que permita correr

ciertos ejemplos típicos.

Debemos tener en cuenta que la solución del problema numérico ameritó el

uso de un computador para su solución pero además de esto, la necesidad del

control jerárquico obligó a la implementación del problema usando el algor it

mo aquí presentado.

Nuestro sistema se halla descrito mediante ecuaciones de diferencias (siste-

ma dinámico) y para determinado subsistema tenemos:

B. (k + 1) = A. X. (k) -f B. u. (k) +C;Z. (k)•—'i •—i i —i i 1 1

donde el término C. Z. (k) aparece luego de haberse realizado el desacopla-

miento y en realidad Z. (k) representa la combinación lineal de los estados

de los demás subsistemas, y que puede expresarse mediante el siguiente suma

torio:

N

Z. (k) = f Lij X. (k)
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con Í variando entre 1 y n

con k = = O, 1, 2, .... , K-l

El valor de K viene dado por la función de costo que tiene la siguiente

presión:

N K-I

J = J_
2

X- (k)
.2

P. "h ± ) ^
2 4 .̂

1 ̂ i <k> |29,*
Uj (k•'y

Para cuando k varia entre O y k y para i entre 1 - n.

Aquí podemos observar que todos ios sistemas se hallan descritos mediante -

ecuaciones que describen sistemas discretos y si se nos presentara un sistema

continuo, es necesario discretizarlo para poder aplicar en él3 las ecuaciones -

que se hallan desarrolladas en el presente trabajo. Para discretizar un sistema

continuo podemos recurrrir a cualquier método que para el efecto existe.

De acuerdo al capítulo anterior nuestro algoritmo es el siguiente:

Para el nivel 1:

* *Dados los multiplicadores de Lagrange X ¡ (tí? Pj M calcular:

Para k = 0:

U. (0) = - R.'1 B.T p.* (0)i ~*i ~i — i
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Z. (0) = - S.'1 ( cJ e¡* (0) + "X?!

para R = 1 hasta K - 1

U. (k) = -R."1 B.T p..* (k)

z. (k) ^-s.'1 ( c.TE¡* (k) + A ' ( k ) )
1 1 1 1 — <-

j (k) = -S-"1 ( A.T E .*(k) + E . * (k - l )+ 2^ (X¡

para K = K

para K = O hasta K

para i = 1 hasta N (todos los subsistemas).-

Para el nivel 2:

Los X. (k), U. (k), Z.(k) calculados son usados para verificar s i U M p— i —i —i ' • p -p

representa el error, está dentro de los criterios de convergencia. Si todavía no

se encuentra es necesario actualizar el valor de p mediante alguna de las téc
\

nicas del gradiente y realizar nuevamente el cálculo de x, u, y z hasta -

que V7 M p sea del valor deseado.

Para el nivel 3:
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Una vez. que se ha obtenido el V M p deseado se guarda el valor de p y el

mismo que será usado para mejorar los valores de x usando el otro gra

diente: V 0( X )

= - X. (KH) + A.X. (K) + B.U. (K) + C.Z. (K)
n* *™J- ~1~1 —1—1 —1~ 1

= O, I, 2, . . . . , K

= 1, 2, 3, . . . . , N

y representa el error entre los niveles 1 y 2

N

V 0 ( x ) = ZA (K) - \j Xj (K)

X = X * .̂
] = i

= O, 1, 2, . . . , K

= 1, 2, 3, . . . , N

y representa el error entre los niveles 2 y 3.

La implantación del método de algoritmo de Tamura sugiere una. estructura -

de tres niveles que gráficamente puede visualizarse mediante el gráfico de la

figura 3.1
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TERCER NIVEL COORDINADOR DEL

TERCER NIVEL

SEGUNDO
NIVEL

PRIMER

NIVEL

Fig. 3.1 Esquema de descomposición jerárquica dado por Tamura.

Los ejemplos fueron conocidos en el programa implementado en el computa-

dor DATAGENERAL 450 de la UNIVERSIDAD CENTRAL DEL ECUADOR,

usando el lenguaje intérprete BASIC.



3.2 PROGRAMA MAESTRO Y ENTRADA DE DATOS--

El programa se compone de tres partes principales. En realidad dado que

se usa el computador DATA GENERAL <f50 no hace falta la segmentación del

programa y en consecuencia no se usa un programa maestro. Así pues el progra

ma está constituido por un solo conjunto de instrucciones divididas como mues-

tra el diagrama de bloque de la figura 3.2

INGRESO DE DATOS

OPTIMIZACION USANDO EL

ALGORITMO DE TAMURA

V

SALIDA DE RESULTADOS

Fig. 3.2 Diagrama de bloques del programa de optimización jerárquica.-

Cada uno de los bloques puede estar desarrollado en la siguiente forma tomari

do en cuenta que nuestra implementación se lo hace con el Lenguaje intérpre-

te BASIC.

Entrada de datos.- De acuerdo al algoritmo presentado los datos necesarios -

para la implementación deben ser los siguientes: el orden
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del sistema que lo representaremos por N; el número de estados temporales

de la función de costo que está representada por Kl; las matrices de datos,

A.Bj del sistema dinámico; las matrices de ponderación de la función de cos_

to P, Q, R y 5; así como los valores iniciales de los estados X y £ de los -

multiplicadores de Lagrange

Es necesario anotar que la corrida de varios ejemplos típicos debería contem

piar la posibilidad de cambiar ciertos valores de ponderación de los estados -

para un mismo sistema, también es posible que los datos de información que-

den almacenados en forma permanente dentro de un archivo de dados.

Dentro del algoritmo es necesario considerar el tamaño del paso en el mejo-

ramiento o actualización de los multiplicadores de Lagrange para lo cual se

introduce cierto porcentaje de cambio Al. Todo esto puede observarse en -

el diagrama de f lu jo de la figura 3.3
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Fig. 3.3 Diagrama de Flujo
de la entrada de. datos INICIO

INGRESE "NOMBRE AR
CHIVO"

A B R A ARCHIVO HE IM
PRESIÓN

GRABE: N, K I , A í , A2,
A, B, C, P, Q, R, S,V

#
P , X

CIERRE ARCHIVO

I M P R I M A LAS MATRI-
CES A, B, C, P, Q, R, S
T, H, X

SI EXISTEN ERRORES
CORRIGALO

INGRESE: f i l a , columna
matriz y dato

INGRESO DE DATOS

1. MENÚ DE OPCIONES
2. INGRESO POR TECLADO
3. V E R I F I C A C I Ó N CORRECCIÓN

DE ERRORES
t. GRABACIÓN EN ARCHIVO
5. MATRICES DE PONDERACIÓN
6. T A M A Ñ O DEL PASO
7. CONDICIONES INICIALES
8. SALIDA AL P R O G R A M A PRIN-

CIPAL

SI

PARE Y REGRESE
AL BLOQUE PRIN

CIPAL

INGRESE N

INGRESE K

INGRESE TAMAÑO DEL

PASO

INGRESE MATRICES -
A, B, C

INGRESE MATRICES

P, Q, R, S

INGRESE CONDICIONES

I N I C I A L E S
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3.3 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO DE TAMURA

Una vez ingresados los datos, la implementación computacional del alg£

ritmo se lo hace fundamentalmente en función del método presentado y anali-

•zado el capítulo II e introducido como algoritmo en este capítulo. Cabe ano-

tar que ía estructura del programa permite observar claramente como la opti_

mización jerárquica computacional contempla los tres niveles anteriormente -

expuestos. Dado que el BASIC del Computador usado contempla operaciones

matriciales como: ingreso de matrices, inversión de matrices, multiplicación

de matrices y asignación de valores de una matriz, se han evitado muchas sub_

rutinas de tal forma que con una sola instrucción se han,obviado todo un gru-

po extenso de instrucciones teniéndose como resultado un programa bastante

compacto y resumido. La disposición física del programa hace fácil observar

ios diferentes bloques que están de acuerdo con ía estructura jerárquica plan_

teada en este trabajo .según se muestra en la figura 3-4

Es necesario recalcar que por limitaciones computacionales el programa solo

calcula los valores óptimos realizando in dimensionamiento unitario de tal -

forma que los "subsistemas" así considerados son sistemas que tienen en sus

ecuaciones de diferencias tan solo coeficientes numéricos y no vectoriales.
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MUNU DC OPTIMIZACION

1. MIINU 1311 OPCIONES
2. INGRESO POR ARCHIVO
3. INC'.imsO POR TECLADO
"t. GRADACIÓN IDil RESULTADO.1

í. SALIDA AL PROGRAMA PRIN
CIPAL

NOMUIlli DHL ARCHI-
VO
AllllA UL ARCHIVO

CRAI.MI DATOS
Y RESULTADOS
CIERRE ARCHIVO

Pnrn 1 -
Pora k a
Calcule

1 . . . N
1 ... K-l
X, U, Z

Para 1
Pnrn K
Calcula

- 1 .
* 1 -

GrntJ.

. N
<. - 1

M|>

PONGA ISL NOMOIld
DIÍL ARCHIVO

AR11A CL ARCHIVO DE
LUCTUIIA

LEA H, Kl, AI , A2, A, h.
C, P, Q, U, S,\\ X (0}

CIUIIUG EL ARCHIVO

ACTUALICE EL VA
LOR DE "

l'nru 1 . 1 . , . N (Á)
l'nro K - I.. . . K-!
Alttinccnc p . (K)

Pora i • I . . . N
Pnrn K • I . . . K-l
Cnlctilc </l, (lí)

Fig. 3.^ Diagrama de flujo de la Gptimización usando el Algoritmo de Tamura
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Para actualizar el valor de los multiplicadores de Lagrange p y X se lo

hace mediante la técnica de la conjudada del gradiente que usa una pondera-

ción de los valores ya calculados para encontrar el valor óptimo de estos muj_

tiplicadores.

Algoritmo:
j£

Calcúlese p. (K ) de la siguiente forma:

donde

mo:

donde

. ,í- i+l M i i

es el tamaño del paso para la iteración i y que se calcula co

100

es el valor absoluto de la función de costo para la iteracción

q es el porcentaje de variación que deseamos de 3

H es el hamiltoniano del sistema

u es el vector de control

d. es la dirección de búsqueda en la iteración i y que determina hacia

donde debe calcularse el valor de p en función de lo pendiente del

gradiente que se está calculando.

Il\/Mp I I *

> = p .
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é = >= p

Por lo tanto el diagrama de f lujo es el siguiente y que varía en ei valor de
* ->*

\ / M p por \ J0X para cuando se desee actualizar el valor de p o A res-

pectivamente así:

= - X .(k-D- Af X((k) - .B.Ujfk)- C(Z((k)

= 2 ( ( k ) -

Por lo tanto se tiene la siguiente figura.

INICIO

Es la primera iteración?

Calcule el valor de (3.

Calcule el tamaño Calcule tamaño paso

d = M p - R M p
M \l i-í

(k) = p. (k) + a^i d. (k)

F 1 N
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Para calcular el valor del tamaño del paso se usa la siguiente expresión:

q/!00 r j'l
,-j _ , o

¡ " IISH/-3U ![

INICIO

CALCULE J PARA LA

ITERACIÓN i

'

CALCULE

PARA LA ITE

o i 2

RACIÓN i

CALCULE o(.

F I N

Fig. 3.6 Diagrama de flujo del cálculo del paso.

Al término del cálculo se preguntará si desea imprimir resultados o no. Si se

desea imprimir resultados se pasará al bloque de salida de resultados volvien

do al Menú principal o en caso contrario los valores obtenidos serán guarda-

dos en archivo.
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3.íf IMPRESIÓN DE RESULTADOS.-

Una vez que se ha terminado el cálculo de los valores óptimos se regns

sará al programa principal, en cuyo menú existe la impresión de resultados.

El menú de impresión de resultados contempla la posibilidad de realizar la -

impresión de resultados si estos se encuentran en la memoria real del compij

tador o si se encuentran grabados en disco en algún archivo de resultados.

Por lo mismo debe contemplar la posibilidad de imprimir el nombre del archi_

vo; el sistema calculado, los valores iniciales, los valores óptimos de las tra-

yectorias de los controles, de los estados, así como también el valor mínimo

de la función de costo. De esta forma deben considerarse los siguientes as-

pectos:

1. Averiguar el sistema que va a imprimirse

2. Averiguar si el periférico de salida está listo para recibir la información

de los resultados.

3- Imprimir los resultados.

A continuación se muestra el diagrama de bloques de la impresión de resulta

dos.
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1. MENÚ DE OPCIONES

2. INGRESO POR TECLADO

3. INGRESO POR ARCHIVO

. SALIDA AL PROGRAMA

PRINCIPAL

VAYA AL PROGRAMA
PRINCIPAL

NOMBRE DEL ARCHIVO

NOMBRE DEL ARCHIVO
ABRA EL ARCHIVO
LEA LOS RESULTADOS
DE VALORES ÓPTIMOS
CIERRE EL ARCHIVO

IMPRIMA EL NOMBRE ARCHIVO

IMPRIMA TODOS LOS VALORES ÓPTIMOS

GRABADOS CON SU RESPECTIVA LEYENDA

Fig. 3.5 Inpresión resultados Diagrama de Flujo

La Fig. 3.6 Muestra el diagrama de flujo de la posibilidad de imprimir los da-

tos total o parcial del problema, para casos en los que se corrie-
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ra el mismo sistema con diferentes valores en las matrices de pondera

ción, en las condiciones iniciales} en el tamaño del paso, etc.

•El Menú de impresión de resultados debe contemplar las siguientes op-

ciones:

Menú de impresión de resultados.-

Nombre del archivo de resultados

Lista de opciones

Impresión del sistema:

Matrices A, B, C

Matrices de ponderación P, Q, R, 5,

Condiciones iniciales

Trayectorias óptimas

Controles óptimos

Estados de realimentación Z. óptimos

Función de costo mínimo

Salida al Menú de impresión

f lg .3 .6 Listo de opciones: Menú de impres ión



En el capítulo IV se presentarán ejemplos típicos que muestran como se elabc)

ró la imple mentación digital del algoritmo de Tamura.
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C A P I T U L O I V

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

4.1 RESULTADOS

4.2 CONCLUSIONES

4.3 RECOMENDACIONES
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¿M RESULTADOS.-

Para ilustrar la bondad y eficiencia de los programas desarrollados se pre

sentan los resultados de algunos ejemplos de optimizacion mediante la descom-

posición jerárquica usando : el algoritmo de Jamura. Como no es nuestro ob-

jetivo la modelación de sistemas descentralizados, en los ejemplos que presen-

tamos a continuación se parte ya del modelo matemático de los sistemas con-

siderados. Los resultados obtenidos se ensayan con diferentes alternativas co-

mo son: Cambio en los valores iniciales de los estados del sistema, cambio -

en el tamaño del paso, cambio en los valores de las matrices de ponderación,

etc.

E3EMPLO 1

Sea el sistema de la figura 4.1 cuyo sistema de ecuaciones de diferencias es

el siguiente:

u
V

A

SUBSISTEMA

1

SUBSISTEMA

2

X.

X
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X1 ( K H- 1) = X J L (K) -t- U1 (K) + X2 (K)

( K + 2) = X (K) (K) - X2 (K)

Sea la función de costo:

J = (K) ;2 (K) + U j (K) 4- (K) 4- Z¿2 (K) Z22 (K)

Agrupando los datos y poniéndoles en forma matricial se tiene:

MATRIZ A MATRIZ B

-1

MATRIZ P MATRIZ Q

MATRIZ R MATRIZ S



Para el sistema se dan como valores iniciales:

•• MATRIZ MATRIZ p MATRIZ X

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0.5 0.7

0 0

0 0

0 0

Los valores iniciales del tamaño del paso son: Ai = 0.2

A2 = 0.3

Los resultados podemos observar en las siguientes hojas del computador.

El resultado converge para 24- iteraciones entre el nivel Í y 2 y para 15 entre

el nivel 2 y 3.

Existen ciertas leyendas del menú que resultaron difícil de discriminar especiaj_

mente para estos primeros ejemplos. En ejemplos sucesivos se hará una impre-

sión del sistema en su totalidad.
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EJEMPLO 2

Sea el sistema descrito por las mismas ecuaciones del ejemplo 1, pero lo que

en realidad vamos a cambiar es el tamaño del paso para poder observar la m

fluencia de este elemento en el cálculo de los valores óptimos.

Por lo tanto:

al = 0.1

a2 = 0.1

Los resultados oe la simulación digital de este ejemplo podemos observarlos

en las hojas del computador presentadas a continuación.

Como podemos observar ios resultados de la variación fundamental se presen-

ta en el número de iteraciones. Como el tamaño del paso disminuyó, el núme-

ro de iteraciones aumentó así para el nivel 1 - 2 aumentó de 24 a 53 y para -

el nivel 2 - 3 aumentó de 15 a 46. En todo caso el número de iteraciones si-

gue siendo menor para el segundo nivel.
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EJEMPLO 3

Sea el ejemplo 3 el mismo ejemplo 1 pero con los siguientes valores inicia-

les:

MATRIZ P MATRIZ \ MATRIZ X

0 0

0 . 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

4.2 -2.5

0 0

0 0

0 0

El tamaño del paso cambia a: al ~ 0.2

a 2 = 0 . 1

Los resultados podemos verlos en las siguientes hojas obtenidas del computador.

Los resultados cambian radicalmente, pues en este caso el sistema.depende de

ios valores iniciales de las trayectorias. Cambia el valor de la función de cos-

to, los controles y el número de iteraciones. Se ve como para el primer nivel

el número de iteraciones es menor que para el nivel 2 pues el valor del paso -

inicial es mayor para el primero que para el segundo nivel.
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EJEMPLO

Sea el sistema descrito por las siguientes ecuaciones de diferencias:

X1 (K + 1)

X2 (K + 1)

X3 (K + 1)

~

-0.1 0.05 0.05

0 -0.2 0

0.2 -0.1 -3

XjíK)

X2 (K)

X3 (K)

-f

0.025 0

0 0

0 0

ii (\S\ . \

u2(K)
\n la siguiente función de costo:

1/211X11 (iixii 4- nuu |- u* in
i i i

Donde las matrices de ponderación son las siguientes:

MATRIZ P

2 0 0

0 2 0

0 0 2

MATRIZ R

0.5 O O

O 0.5 O

O O 0.5

MATRIZ Q •

2 0 0

0 2 0

0 0 2

MATRIZ 5

L

1 O

O 1

O O

Tenemos como valores inciales de las trayectorias los siguientes valores:
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X (0)T ( 2 -3

Tomemos como condiciones iniciales de los multiplicadores la Lagrange:

X "\
Los valores de las matrices cuyos elementos son cero es decir: b 3 A

E* = 9 \ £

Los resultados de la simulación digital podemos observar a continuación en las

hojas del computador obtenidas.

Tomamos como valores iniciales del paso para los dos niveles 0.2 las trayecto-

rias X convergen para los tres sistemas a cero y para un número relativamen-

te pequeño de iteraciones pues para el nivel 1 - 2 el número de veces es de -

90 y para el nivel 2 - 3 es 39. Estos resultados son muy similares a los pre-

sentados por Jamshidi según muestra la copia del gráfico de las trayectorias

obtenidas por este autor en un computador Hewlt Packard 968 ( 4 ).
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EJEMPLO 5

Sea el sistema descrito por el ejemplo 4- la variación que vamos a realizar es

cambiar el valor del paso de la siguiente forma:

Ai = 0.1

A2 = 0.1

Los resultados podemos observarlos en las siguientes hojas del computador -

presentadas a continuación.

Al cambiar el tamaño del paso efectivamente el numero de iteraciones aumen

ta, pues para el nivel 1-2 aumenta de 90 - 146 y para el nivel 2 - 3 aumenta

de 39 a 80. El valor de la función de costo se mantiene aproximadamente -

igual. Los valores de las trayectorias siguien convergiendo en igual forma que

se observa en la copia del gráfico.
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EJEMPLO é

Se ael sistema descrito por las ecuaciones del ejemplo 4 con la misma función

de costo cuyas matrices de ponderación son las siguientes:

MATRIZ P

3 0 0

o i o

O O 0.5

MATRIZ Q

0 O

1 O

o i

MATRIZ R MATRIZ S

0.7 O O

O 0.7 O

O O 0.7

0 O

1 O

O 1

... hojas del Computador

Los resultados conducen a un nuevo valor de Ja función de costo pues el valor

de Jas matrices de ponderación cambiaronj lo que conduce a Ja solución de un

problema totalmente distinto. Los valores de Jas trayectorias óptimas también

convergen a cero.
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EJEMPLO 7

Sea el sistema del ejemplo 6 al que cambiamos el tamaño del paso. Los resuj_

tados se presentan a continuación:

Lo más destacado de esta solución es que el número de iteraciones varía. Con_

servándose la tendencia en los ejemplos anteriores en lo que se cambió el ta-

maño del paso.
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EJEMPLO 8

Sea el sisiema descrito por el ejemplo 6. Los valores que vamos a variar son

las condiciones iniciales dadas por el vector de trayectorias X (K) para cuan

do K = 0. Entonces:

X (0)T = ( 4 -5 1.5 )

Efectivamente el valor de 3 cambia y el numero de iteraciones también, pero

las trayectorias convergen al mismo valor presentados en los ejemplos 4, 5, 6,

y 7.

Los resultados podemos observarlos a continuación en las hojas del computador

que son presentadas.
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EJEMPLO 9

Sea el sistema descrito por las siguientes ecuaciones:

(K + 1) = - 0.1 X i (K) + 0.02 X2 (K) + 0.1 X3 (K) -i- 0.2

X2 (K+ 1) = 0.01 X ! (K) - 0.2 X 2 (K)

X3 (K+l) = 0.1 A JL (K) - X 3 ( K ) + 0 . 1 U2 (t<J

(K + l) (K)

Con: 3 = u x. (5) ii2p + u x u2 + nú n2R

K = o

Con los siguientes valores iniciales:

"X1 (o) = o

x2 (o) = o

x3 (o) = 0.5

= 7

Los resultados podemos observar en las siguientes hojas.
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<f.2 CONCLUSIONES.-

En todos los resultados obtenidos en la simulación digital del método de

Tamura podemos observar que efectivamente este método funciona, y medíante

comparaciones realizadas con ejemplos típicos corridos en otros computadores

podemos afirmar que los resultados son confiables.

La descentralización permite alcanzar el control óptimo de una manera más -

eficiente, y su efectividad aumenta para casos de ejemplos de sistemas cuyo

orden es elevado, puesto que en muchas de las ocasiones los requerimientos de

espacios de memoria así como de rapidez de ejecución conducirán necesaria-

mente al uso de este algoritmo y de otros algoritmos de descentralización pa

ra la realización de control óptimo de aquellos sistemas.

Una de las acotaciones más importantes que debemos realizar en este trabajo

es que la simulación digital se la hizo con el uso de un solo computador, por

lo tanto, es necesario mencionar.que no se está realizando un control óptimo

descentralizado, si no que se hace la simulación del control óptimo distribui-

do.

La introducción del método de Coordinación tiene su razón de ser en función

de entender porque se llega al algoritmo de Tamura. En realidad los métodos

de coordinación pueden constituirse como cierto tipo de métodos clásicos pa-

ra realizar el control óptimo.

Podemos afirmar que el método de Coordinación se presenta como un método

de coordinación de objetivos ya que los mismos de cada uno de los subsistemas

se encuentran coordinados en forma jerárquica por • un
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coordinador ubicado en un nivel superior al de los subsistemas.

Podemos decir que el método sirve para resolver problemas no lineales y linea

les de sistemas de gran escala, es decir, de sistemas de un alto orden N5 con

términos cuadráticos, para facilitar la obtención de expresiones más sencillas

de entender. Los requerimientos de almacenamiento no son un problema, y -

más aun serían insignificantes si se tuviera la oportunidad de realizar el con-

trol óptimo distribuido, es decir usando varios computadores y microprocesa-

dores, que realicen los cálculos de cada subsistema en forma individual.

Es más sencillo trabajar con ecuaciones algebraicas y de diferencias que con

ecuaciones diferencias. En el método de Coordinación y mucho más en el me

todo propuesto por Tamura, la resolución de las ecuaciones especialmente en

el nivel más inferior, son sumamente sencillas. Si se pudiera hacer un estudio

respecto al uso de las restricciones, así como también de las condiciones de

borde, en realidad estas condiciones tampoco constituyen un obstáculo difícil

de superar con estos métodos.

Sin embargo no podemos decir que el método del control jerárquico usando Ta

mura o el método de Coordinación tengan todas las ventajas ya que en reali-

dad no sucede esto. Existen algunos tópicos no tratados en este trabajo puesto

que es necesario realizar un estudio matemático profundo que nos permita en

tender el uso de ciertos términos introducidos tanto en la función de costo co

mo en las restricciones respectivas. Uno de estos términos es:

T
Z S Z

que constituye un término cuadrático, y que el autor del algoritmo justifica



su utilización en base de la si mulación digital realizada pero no colabora con

un . desarrolla matemática que justifique efectivamente su uso. En nuestros

ejemplos, este termino en algunas corridas fue eliminado y los resultados cori

dujeron a una no convergencia del método, por lo tanto podemos afirmar que

efectivamente este término es usado para evitar singularidades, es decir inter_

valos de no convergencia del método utilizado.

Uno de los problemas más importantes que tuve que resolver es el escogita-

miento de Ja longitud del paso para la resolución de la actualización de los -

multiplicadores de Lagrange. En realidad no podemos aplicar un determinado

método para calcular el tamaño del paso3 ni siquiera el método presentado en

el capítulo III es confiable, ya que en determinadas circunstancias, nos encori

tramos en intervalos de no convergencia, y el tamaño del paso no se ajustaba

de ninguna forma para la resolución del problema. En realidad, debemos men

clonar que en algunas ocasiones, fue preferible escoger un paso de valor coris

tante, o a lo mucho que variara en forma linealmente descendente, para que

un determinado ejemplo pudiera tener solución.

Se realizaron varias corridas con un paso determinado, y se escogió el que me

jor cumplía con los requerimientos del problema. En los casos más generales,

ningún valor en el tamaño del paso es confiable de ser utilizado para asegurar

una convergencia en el método, y por lo mismo es necesario realizar algunas

corridas del programa para encontrar el valor óptimo apropiado del valor de -

la longitud o tamaño del paso.

Otro de los problemas presentados en este trabajo, es el uso de un computa-

dor que utiliza terminales de tiempo compartido, y que es difícil determinar



ni el tiempo de ejecución fue largo en un determinado ejemplo. Muchas de las

ocasiones, el tiempo de la ejecución fue largo, el numero de iteraciones reque

ridas variaban con el tiempo de ejecución así como también con el tamaño del

paso seleccionado inicialmente. Para sistemas de un alto orden3 el tiempo de -

ejecución crecía sustancialmente.

El método utilizado no es confiable para efectos de control, puesto que los va

lores óptimos calculados del control, son usados al f inal de las Iteraciones, pue_s

to que es necesario determinar si la convergencia se produjo o no, y además -

ver si cumple con la restricción que representa la combinación lineal de todos

los estadors que inciden sobre un determinado subsistema.

Como habíamos mencionado, el término cuadrático

z 7 T
z = z s z

no representa una situación real.

Sinembargo a pesar de todas estas restricciones y anotaciones, en su forma -

conceptual, los métodos de descentralización son conceptualmente fáciles de

comprender.

Todo lo que hemos mencionado respecto al método de Coordinación podemos

hacerlo extensivo al método de Tamura, considerando que debemos tener en

cuenta que existe un nivel adicional que guarda cierta analogía con el según -

do nivel, hablando exclusivamente del escogitamiento del tamaño del paso en el
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cálculo de la actualización de los multiplicadores de Lagrange.

Entre las ventajas del uso del algoritmo propuesto por Jamura, una de las prin

cipales es, que el nivel más inferior, el cálculo se reduce a la solución de ecua

ciones triviales.

Uno de los problemas más importantes encontrados en la implementacion de -

este algoritmo, es la falta de herramientas computacionales más poderosas que

hubieran permitido realizar la implementacion computacional en una forma más

generalj considerando la posibilidad de dimensionar los subsistemas en función -

de características físicas del sistema que representa una determinada planta, -

que sustituye una situación real física.

En los ejemplos corridos se consideraron varias alternativas, y es por esto que

para ilustrar las bondades del método, se cambiaron los diferentes valores del

tamaño del paso, de las condiciones iniciales, de los valores de las matrices -

de ponderación de la función de costo, etc. En algunas ocasiones el método

no convergía por lo que fue necesario cambiar el tamaño del paso, para en-

contrar una solución aceptable al problema.
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4.3 RECOMEND ACIONES--

Una vez que se ha completado con este trabajo que resulta pionero

dentro de los trabajos de Control Óptimo descentralizado a nivel de la Facuj_

tad de Ingeniería Eléctrica, debemos decir que apenas es un "pequeño capítu

Jo introductorio" de trabajos que serán realizados posteriormente.

Podríamos hacer una lista larga sobre los temas en los que será necesario ini

ciar una Investigación, que permita el Área de Control y Sistemas de la Fa-

cultad tener una información actualizada de tópicos que se están tratando a

nivel mundial y que tienen su aplicación en la solución de problemas que in-

volucran un gran número de variables, un tiempo de ejecución mínimo, así -

como también soluciones confiables, que permita realizar un control también

confiable, pero solo mencionaremos algunos temas que no se pudieron tratar

en esta tesis entendiendo sobre todo al nivel de complejidad de la misma, y

a su carácter de trabajo primerizo.

Entre estos tópicos que podríamos mencionar están:

La implantación de un programa que considere no solamente la deseen-

• tralización en forma diagonal y unidimensional, sino que permita la in-

troducción de las dimensiones de los subsistemas a gusto y criterio del

diseñador.

El estudio detallado de otro tipo de algoritmos de descentralización para

realizar control óptimo de sistemas lineales.



La implementación del Control Computacionai Distribuido, mediante el uso

de varios computadores, o minicomputadores, realizando para ello un estu

dio de las comunicaciones entre computadores o minicomputadores traba-

jando en paralelo, para lo cual es recomendable conocer profundamente la

arquitectura no solo de ios computadores, sino de los microprocesadores.

Un estudio más profundo de algoritmos, de actualización de valores de pará-

metros, utilizando para ello toda la teoría que se pueda encontrar en métodos

numéricos, tópicos tales como: rapidez de ejecución, estabilidad de los algo-

ritmos, introducción de términos que permitan asegurar la solución de no sin-

gularidades o evitarlas si es que se produjera} etc.
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A P É N D I C E A

MANUAL DE USO DEL PROGRAMA



Manuai de utilización del programa.-

La disposición física dei programa permite una fácil identificación de todas las

partes contempladas en el enunciado del problema y básicamente en la estruct^j

ra del algoritmo. Los objetivos de la tesis fueron propuestos en el capítulo Ín_

troductorio, y que fueron satisfechos en su totalidad en los capítulo II; III, y -

IV. El programa consta de tres partes, como se describió en el capítulo III, y

la ejecución del mismo resulta fácil y sencillo.

Para utilizar el programa es necesario conocer la lista de variables utilizadas

y que en la ejecución de ejemplos será necesario mencionar.

Estas variables son las siguientes:

N = numero de estados o trayectorias del sistema.

También representa el número de Subsistemas.

K = número de estados temporales dada por la función de costo.

Al = Tamaño del paso para actualizar los multiplicadores de Lagrange pv .

A2 = Tamaño dei paso para actualizar los multiplicadores de Lagrange. A

A = Matriz de estados del sistema

B = Matriz de controles del sistema

C = Matriz de estados de interacción del sistema

Pj Q, Rj S = Matrices de ponderación de la función de costo.
-r «

H, P = Matrices de multiplicadores de Lagrange inicial.

X = Matriz de trayectorias del sistema

U = Matriz de controles del sistema

Z = Matriz de estado de interacción entre los subsistemas.



Una vez que se conoce las variables, se procede a la ejecución del programa,

Es necesario, debido a que se utiliza un computador de tiempo compartido, -

pedir la asignación de tiempo de consola o terminal. Ya en el terminal se pro

cede de la siguiente forma:

1. USERNAME Corresponde a la primera parte de su clave de en-

trada.

2. PASSWORD Corresponde a la segunda parte de su clave de en-

trada.

3. BASIC Ingresa a la edición del compilador BASIC del com

putador.

En este momento es necesario chequear los archivos que tiene almacenado en

el disco de su directorio, para lo cual introduce el comando FILE.

Chequeado de esta forma el contenido de su directorio, es necesario cargar -

a la memoria de imagen de la consola, el programa correspondiente a la simu

lación del algoritmo de Tamura, para lo cual se procede de la siguiente forma:

NEW ^TAMURA' (NEWLINE)

A continuación se procede a correr el programa con la instrucción RUN.

El programa es de tan fácil manejo debido al listado de instrucciones claras

que permiten una ejecución sin problemas.

Ejemplo:



NEW "JAMURA

RUN

MENÚ PRINCIPAL

1. LISTA DE OPCIONES

2. INGRESO DE DATOS

3. OPTIMIZACION USANDO EL ALGORITMO DE TAMURA

4. RESULTADOS

/ESCOJA OPCIÓN x -

Aparece luego el listado de opciones del ingreso de datos que permiten una se_

ríe de alternativas fáciles de ejecutar:

INGRESO DE DATOS

1. LISTA DE OPCIONES

2. INGRESO POR TECLADO

3. VERIFICACIÓN Y CORRECCIÓN DE ERRORES

4. GRABACIÓN EN ARCHIVO

5. NUEVOS VALORES EN LAS MATRICES DE PONDERACIÓN

6. NUEVOS VALORES EN EL TAMAÑO DEL PASO

7. NUEVOS VALORES EN LAS CONDICIONES INICIALES

8. SALIDA AL PROGRAMA PRINCIPAL

ESCOJA OPCIÓN •> 2

Aparece inmediatamente las variables a ser ingresadas.
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Debemos mencionar que cada ingreso tiene su mensaje en pantalla de tal íor_

ma que es difícil cometer errores en el ingreso, aunque es factible realizar -

tal ingreso y corrección de errores, volviendo al menú de ingreso de datos y

proceder a corregir los errores mediante la opción.

3- Si se quiere grabar en archivo se coloca el nombre del archivo y se espera

hasta que ei sistema grave sus datos en la memoria del disco o de la cin-

ta, según el caso; pero para ello necesariamente deberán existir datos en

la memoria de la consola.

Si el ingreso de datos ha terminado, es necesario regresar al programa princ£

pal para poder continuar o escojer otras opciones presentes en el Menú.

Si la opción escojida tiene que ver con la ejecución del algoritmo, aparecerán

otras opciones en la ejecución, y será necesario escojer alguna de ellas, como

por ejemplo, si el sistema a calcularse está presente en la memoria de Ja con_

sola o si se gravó en archivo.

Para obtener resultados es necesario ir al Menú de resultados, el mismo que

presenta otra lista de opciones, que en una forma completa contempla los re-

querimientos de información del sistema.

Vf. En el siguiente apéndice se presentan los listados del programa.

*
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A P É N D I C E B

LISTADO DEL PROGRAMA



LISTADO DEL PROGRAMA
0001-

101

0003
O U 0/J
oo o a
0 u o 6
0007
OOÜH
0009
003.0
001 1
0012
0013
001 H
0015
.OOlb
0017
Oul t i
0019
002 U
o o a i

OOE3
002"
0025
OU26
0027

oo.5o
O u 3l
0032
0033
0034
0035
0036
0037
0038
0039
.00 'I O

0042
O U 4 3
O U 'I í|

PRINT ."•
kcí-í
REí-*
PR [NT ."

PH [NT ,"
PRIW7 ,"

PKIWT |"
ESCUELA POLITECMCA NÁCIOKAL

*******"

* *** A * *"

** A * * * *.

********
'T ."

PKINT
HRIWT

F A C U L 1 A U DE i fsGtNl t t t lA. ÉLECIK l l 'A A A * A * A A A A I (
* A * r * * A A A A t "

A H E I - J I O DE E L E C T R Ó N I C A Y C O N T R O L . * * * * * * * * * . «

PRINT ."
PRU'IT ."
PRTN f ."
P R IN i ,"
p R i N r
PRINT
J N P U r ."
T,F CKO
PRIN1
PRJNT ."
PRTNT
PRINT ."
PRINT
PRINT ."
PR1KT
INF'U r .»
PR IMT ."
PRINT ."
PRINT ,"

00/16
0047
O O H (\9

o o 5 o
0051
0052
01)53

0055
Oüb6
O U 57
OOSB
0059
OU60
0061
oofaa
0063

PRINT
P R I N1
PRINT
P R1 N T
PRINT
P R í N T
PRINT
P R I N T
PRINT

P R I -X1

PRINT ,"
PRJ.N1 ,"
PRINT 1"

PRlNT ',"
INpUT ."
IF CS<>
PRINT
PRIN1 ,"
PRINT

PRL-SIOKE t Hhd LlNt 1 lE-CLA P A R A CQN1 1KUAR." t C $
"XXXXXX. i l THEN GOTO 0025

<ia> OP1IH 12AC ION ÜE .SISTEMAS LINEALES DISCRF10S r

COK FICCIONES DE COSTO CUAORATICO"

REALIZADO POR : MARCO V1NICIÜ ÜRTIZ T I R A D O ,"

PRESIONE I NEW LIME í UcLA PAR A CO NT I NUA H." , CS

A T E i\ I O f>¡"
ESTE P R Ü K K A f A RIÍAÍ.l¿A FL 'CALCULO UE VALORES OPTlHQS T A N T O HE CtlMKOl. CÜ^O UC ."
ESTADO Mil: MINIMIZA LA FUiNClOh DE COSÍO C U A D R Á T I C A -- J -- . PARA RESOLVtR"
LOS PKOBLEMAS SL PRbS^-l•lrA^ LNA SEKIE DE AL T ERNATI VAS - W I J F PODRAN SER E S C C G J Ü A S "
UE ACUERDO COK EL C R I T E R I O DEL USUARIO DEL P R U G R A K A , PAlíA LO CUAL ESNLCESAR tu"
TENER EI\-CUr.NlA LAS SIGUIENTES INDICACIONES:1 1

1.- UfiBE ESCOGERSE EL f í l S l E f / A CUYO ORQE|\ SEA EL MAS GRANÜtr Dt IOOCS LOS "
. SJSTEl/AS CARGADOS FK LA MEMORIA DEL COMPUTADOR. E V I T A R A EL f-.RROH üt REDI"

2.-.CUIDE QUE LOS VALUKES E^ LOS POHCKNlAjES UE CfiMBIO SEA DE L'N V ALGR COMPREN."
OIDU ENTRE O Y 1 ."

3.-.UEÜt TOf'AK LN CUEMA fiUE F.L PPUGRAMA REALIZA UHA UPCIUN A I A VE/. SI DESEA"
KFALIZAh CUALHUlEiKA DE LAS IRhS Ul-'ClONES DEBE RfcGKÉSAK Al. PROüRAM.A HRlMCI,"
PAL"

n.- OLBtÑ EXLSTlR SlhMI-KE 0¿IUS PARA REALIZAR C U A L W U 1 E H UFCIÜN. CASO C Ü M R A R I Ü "
DEBE REGRESAR AL Hf-.wU IIE INGRESO DE DATOS DEL PROGiíAf/A P R I N C I P A L "

b.- SI DESEA IMPRIMIR V A R I O S SISTEMAS Y ALGUNO üE ELLOS SOBREPASA EL D lf ENS10."
NAM1EMQ DE M=12 TL F O R M A T O DE If-'-PHEfilON KO A L C A w Z A N! FJ'I LA PAfsTAI.LA"
NI EN EL PAPEL, Y LO ^EJOR SERA ÜüTtNCR LOS DATOS EN FORMA INDIVIDUAL"
Rt.ALJ.7.Af\DO LAS SIGUIENTES 01 ERAc 1 CNfcS ¡ "

A.- MAT PRl^r A---> lI^t'RI^E UKA M A 1 R I 2 <A> FILA POR F I L A "
H.- PRINT X---> IMPRIf/E LA V A h I A Í i L E X."
PRESIONE I NEW LlNE 1 TE-CLA PAKA CON 1 IN'UA R " , CS

" X X X X X X " THEN GOTO U05/J

M E U H H I K C I P A L

PRINT,11!.- MENÚ PRINCIPAL"
PRINT
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01P.9
0 1 3 0
0131
0 1 3¿
0133
0 1 3 / 1
0135
0 1 3 6
0137
01 3ü
0 1 3 9
01 / Jü
0 1 4 1
OH2
0 1 4 j
0 ) 4 4
0145
O M 6
0 1 4 /
0 1 4 M
0 1 4 9
0 1 lí (¡
Ol'Jl
0 1 '.i 2
01 f J3
o i a 4
0 1 55
01 56
01 b /
0 1 '..i B
Olb'9
01 hO
0161
0 L f o n

0163
0 1 Í3 «

O l f a 5
0 1 f>6
0 1 b /
0 1 f . M
0 1 6 9
0 1 / 0
0171
Oí 72
0 1 7 3
0 1 / 4
0 1 7 5
0 1 7 6
0 1 7 7
0 1 7 9
0 1 7 9
01ÜU
OlM
O l O ¿

01H.5
0 1 Bij
0.1 B 5
0 1 ̂ 6
0 1M /

0168
0 1 09

K? H X 1 I
GHüUU 0 4 / 3
PR1M ." < ! ? _ > "
PK'IiV"!
Pi - ÍJr iT ."
P H I W T
Pií I NT
FOI-Í r= i i n N

p \u m T A B
HJIí J = l TU

p K i i'j r us
MiX ! J
PK r iJ i
P K 1 1'! I

M-.X1 I
fiflSUÜ (\¡\l'.\;'í J MI ," <1 P.> "

P K 1 K 'I

p K T u í ."

P \< 1 í-i 1
PHMl-íl

F O K i=j ru H
PIUE-JT i AB
r-uii ,1 = 1 lo

P ^ X M T U S
ú ' f -XT J

piunr
P K 1 N T

K K X 1 J
GOSU6 (MI/ 3
PK JN1 ," < ! ? _ >
pivir- j ]
p K i r J T ."
P«IivT
f Uií 1= ] 1 lí 14

PK iN 1 T A H
uní j = j r t j

t-MMM I US
fv n >, i j
P K I M l

PR l í - :T
^ ^ - x r i
G U ¡3 1 ' 1 í U 4 7 j[
pli J.N f ." <] ¿> "
P tí I N | 1"
p K i ¡si r
PKIM
FÚR 1=1 10 N

PKIN'I 1 AH
F U h' J = ] | (j

I'IUNT US
K' h X 1 J
PHIN1

' PKl iNT
K b X T 1
GUfiUM U/I / í
PK ri'¡T . "<12>
P ¡í I I'J T
PK1NT ."
P K J N T

P R 1 N T

C X 9 )

M
I&G

uin
M

J>lí

11

C X 9 )
rJ

JM; .

( X 'í )
|v

l^G

n

•itUti#..ifíiHil'n ( L , J )
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LISTADO DEL PROGRAMA 10<í
0190 FfJH 1=1 "10 N
0 1 9 1 , H K I H í T A H ( X 9 J í
0 1 9 2 FÜH J=i iu N
01 9j f ' K I N l USLNt i «-Hitltfl .liban» , (MI, J) ;
O 1 9 H K' h X I J

0195 PR I I 1 I
O l 9 b P K I H F
0197 N'Exl I
0 1 9 Ü
0199
0 2 0 0 p f f l í JT
0 2 0 1 p k t M f ." MTF
0202 P K I N T
020J PMNT
020'J HJR .1=1 '10 N
0205 PRTNI ÍAH(X9);
020b FÜH J=1 10 H
020f PKim U S 1 M G ."-HtiltH iilltHU " , tS (I , J) ;
02Ü5 NEXT J
0209 P K 1 M T
0210 PkíHT
O 2 1 1 K E X V 1
0212 GQSUÜ D'J73
0213 GOIU 0515

0215 r / A 7 ri'íplJI "MATl-i l?. HE LAIDAS IN IC IALES ."/H
OP.lb r / A T INPUT "NATKI 'Z ÜE MUL i T f-'l. IC ADÜRFlü ' P* ." , (
Oal"7 P R I I - I F . "<! 2 > "
0218 F U K 1=1 10 N
021-9 , ' P K i r J I
0?2( í PrilHT ." P A K A EL ÜUt jS IS1 Kí-'A " , I
0 2 H 1 P K 1 M T

022 j p K i i s I
I MI 'U] ." X O = V " , X t i , I)
P K I r-H

Mi x 1 t
0 2 ^ 7

P K I i-i T
0 2 3 1 PRINT ." E S T O Y C A L C U L A N D O LUS V A L G K K S UIJ F IMOS DE l .AS T K A U C K H U A S "
0232 H K i i v F
0233 P R F N I ." UHUMAÍi C X 3; DK Ltlfi C U M K U L U S C U ) Y C)E LAS Í^E AL U' Kf . T A "
02-ííi PKIN r
0¿35 P K I U T ." C T o h L ñ IJfc tt is E S ' l A t i n s ( 7. ). i Mi ! F A V U ^ EíiPtK A K í ! 1 í ! "
023f i pK ' j l - i í
0 2 3 / jF N<>(] 1HF.I-I GÍUü <)2<H)
0¿!3() 1UPU1 , "<12> NC r . X l ñ f E N Í.1A10S PRH. ñ 1 Dí-'E FKEi» L IKE] P A R A C Q N H f v U A R " , B $
0239 C J O H J O'j ' l ' j i
02'1'j liF.f
0211 l í fe r / Ü I I E K í í I i i r ' A M E N I U U E I. ( I r . J )
02^2 firJC
n2 M 3 D I<v L lh. r i-. D , A 9 (K13
O 21 >\i J=l 10 W

F Ü H 1 = 1 | u I )
1K I=.l IHEí R t i T U (12'19

0 2 ^ 7 L E T L C l , J ) = A ( l f J J
02 *0 G Ü T O 0251
0219 LF-7 I (1, J ) = n
025'ü LET A 9 ( I ) = A t l r [ )
02íil K E X Í I
02SH
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Kbr/

-í'i Rf:.v C A L C U L O DE LUS V A L O R E S ;s ni-: —> x u z

L E Í Y / = O
0237 i.r.i Y Ü = U
OaÜK LET Y b = l

LET 1 9 = 1

L E T I B = 1
o a d i FOH 1=1 10 IM

K= O UE l . tJH U t U ) Y

Q2M
U I* / ff. 1 , N ) , U C K 1 , N)
L E Í I; t \ 13 = - ] A (1 / K U , 13 ) MU I , l) * I I. \ I)
I .LI ¿ u , i ) = - j * ( i / í i i i , r ) ) * i f : ( i , n * T u , í 3 + H ( i , j . ) )
H f c M

K - IOab9
0 2 7 0
027 J
0272
n a / i
027 'i
n J 7 'i'J C 1 J

0¿7b
0 2 7 /
o ? / w
o a ? 9

h'EM H A R A - K = 1
hfc-v

HÜR K=R Id Kl
Ltl S<3=0
f O K J = l I t J M

l.E i :.;9 = srHi. ti , ,1)
1 ' 1 'l 1 ti • U A | J

LEÍ XU ,JJ= -1 *C1 / "
Ltl b(h, IJ=-1*M/H
Ltl 7. ( i\ J) = - 1 * t 1 / S

N'Exr K
, i ) ) * C C C I , 1)* r i l ( f I ) + H C K - , 1 3 )

02»1 P A R A K =

K HI-

H* IJAUÜ

L E Í X CtM + I . - O ^ í l / I 1 U. , í ) , > * 7 ( X I , 13
K t. X 1 I

y ni i/ r - - í tu ,H)
1 F Y ' j = l I M I I W GÍ .MU U P . 9 1

O a « / G O T O 03U3
0 2 Ü B RE!-'
02B9 HE^ C A L C U L O D E L G R A O T K I v T b P A K A Ul\-

1 = 1 I U Ií
HJ1Í K = l TU K l

L E Í (• ( K , !)=-! * X ( K - t - 1 , I ) + A 9 ( U * X t K r I J + i . l C l , I ) * U [ K , I J - f - C C T , ] . ) * / ( ; < , I )
N L X F K
K I J R K = I i u K I

I f - M C K , 13 ~ H > . O O Ü ( K . ) 0 0 1 T I U n G Ü I C 0393
IF A H S ( t - i ( K , 1) 3 > 1 U O u l U b ' N G ü l C G 5 3 / I

r ' b X T K
L . E ' 1 J f l = l

O í U t ) K E X 1 1
0 3 0 1 L E ] Y '.i = Y 5 -M

03Ü3 REÍ-' C M L C l i L t l DEL R R A D l t K 1 Tf P A R A Uí\A D A D O

0305 1)1 iv f- ' l CM f N )
0306- F Ü K n=l T i ) K
0 3 U ? F U I í K = l I U K ]
0 3 0 H L h T S í * = Ü
0 3 U 9 f ^ U R J = l 10 M
0 3 1 0 L E Í 3 a = S H + L
0 3 1 1 i - l E X T J
0312 Ltl FHK, U)=ZIK, 133-Sil
0313 IvEXI K
Ojlíl NF.XT 13
03lb FOK 13=1 TU tu

, JJ *X [K, J1



LISTADO DEL PROGRAMA 106
0316
0317
0316
0319
0320
0321
0322
0323
032q
0325

KUH K t\ ] 70 K J
IF MI (MI, 730 '
i F A Ü S (M1 (K t\

2>. U 000 O 001 THF.h G O I Ü O'121
njJMOüO THF.K G U I O 0539

LtT 19=1
N'EXT 13
GOTO 0575
PR7NT .M<1H'
P R IN f
P R J N T ,"
P R 1N T

f A T R I 7.

0327
0 3 £ a
0 3 2 9
0330
0331
033¿
0333
033^
0 3 3 ^
0336
0 3 3 7
0330
0339
03 ' JO
03'H
o 3 /J a
03 '13
0 3 4 4
03 /J3
0 3 4 6
0317
0 3 4 0
0 3 '1 9
03 '50
03l3l
0352
03133
o 3 y /j
0355
0356
03b 1
035ü
0359
036u
03bl
030?¡
0363
036¿|
O36'j
0 3 6 6
0367
0 3 6 I S
03&9
0 3 ? U

0371
0372
0373
0 3 7 4
0 3 / 5

0 3 7 6
037 /

0 3 7 6

FOH 1=1 T U K l t l
P K J N 7 T A B Í X 9 } f
FUR J=l TU N

PRINT USIfoG . " - ## / / # . f f / f /M 'V
* K X 7 J
PKINT
p R : N i

N'Ex 1 I
INHUr . "PHESlOiVE [ MCW LIME J
7F A . S < > " X X X X " THEN I5UTU 033R
G 0 í 0 U 7 /1 9
PK l> T ." <1 2> "
PfíIN T ."
•P R ! iv 7
FOü 1=1 fu Kl

PRIN Í 1 AU C X 9 ) ;
FOH J=i ro w

PRUJT USJNG ."-HVilti . tifitifi" ,
N t X T J
p R i r.j r ,
PR l iMT í

K E X í I
INHUT " P R L ñ í U M E t NEW LIME 1
IF A : ¡ Í < > " X X X X . " ÍHEN C5070 0366
GU7U Ü7'I9
PRlN I ." <!?.>"
P fí I N T "
HKlNV
FOH 1 = 1, 10 Kl

PRIN7 1AH ( X 9 ) ;
FÜR J=l 10 H

PR1N7 USIINJG .H-titttm.tí#fHtlt ,
h' b X T J
P R I i'J 1
P K I « 7

K'EXT I
Ii^pUT . "PRES10WE t N£W LIME ]
IF A S < > " X X X X . » THEN GU70 0366
G Ü f U U7'19
píírf'/f ."<12>
P R I (M T
FÜK 1=1 70 Kl

HKINT . T A B ( X 9 ) ;
FOR J=l IU N

P R I N T USI foG "-ffVtttl >tttt11ti>1 ,
P!£X I J
F R J U T
PfílNT

K-EX r i
IHPUI ."PhESIOHE 1 ivEh LIKE
IF A S < > " X X X X . 1 1 TMEN GÜ70 0 3 7 9

x ( 1 , J ) ;

T t C L A P A R A C O N T I N U A R . " / A S

.

U ( i . -1 J ;

T b C L A P A I Í A C O N T l M J A R . » í A«

7. U, J) ;

T K C L A P A H A C Ü N r i N U A R " , A í

T ( I , J ) i

] 7 & C L A P A R A C O N T I N U A R L A S

HA I R I 7. U»
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0379
0 3 B O
03B1
03^2
03H3
03 «4
03Ü5
0 3 6 6
0307
03Bíi
0 3 6 9
03 9 U
0 3 9 1

03^2
0393
0 3 9 4
0 3 9 5
0396
039 /
0398
0399
04 CU
0 4 0 1

0 4 0 2
0 4 0 3
0 4 0 4
Olí' 5
Cu 16
0 4 0 7
0 4 0 H

- 0 4 0 9
0 4 1 0
0 4 1 1
0 4 1 ¿

0 4 1 3

0 4 1 4

0 4 1 5

0 4 1 6
041 7
0 4 i a

• 0 4 1 9

0 4 2 0
0 4 2 1

0 4 2 2
04?. 3
0 4 2 4
0 4 2 5
0 4 2 6
0 4 2 7
0 4 2 ti
O Í J 2 9
0 4 3 0
0 4 3 1

0 4 3 2
0 4 3 3
0 4 3 4
0 4 3 5
0 4 3 6
0 4 3 7
0 4 3 8
0 4 3 9
0 4 4 0
0 4 4 1

• HH INI ." < 1 2> "
PKlf- íJ ."
PR1MT
FUH 1=1 70 K l

P R 1 N T l A t í ( X 9 ) ;
FON J=l 10 N

HKIM1 IJSING ."~tl*Íilif.tlUIIHn , H(
N E X T J
PRirn
PHIMT

K E X l I
INPU1 . "PRESIONE 1 "hW LI.NE J T
IF A S < > " X X X X » THEN G O T O 0 3 9 2
GUIO 0749
REM
KEl^ S O Ü R l ' T l f J A P A N A kL
h1 1 P
DIK Ü C K 1 D i K2 (Kl , N)
L E t Y f l = Y ü + l
IF T Ü = 1 T H E N GUIO 0 4 0 0
G O T O 0 /109 -
f - O R 14=1 TO N

F C J R K 2 = t 10 K l
LEÍ D C K ? J = f ' ( K 2 , J.4) .
L E T 7 ( K 2 / I 4 3 = T ( K ? f I 4 ) + A l * n t

|x' h X I K 2

K E y. T TU
/ - A ] í^2 = M
LEÍ I H = T U + 1
G01U 0261"*" ^
LET ü 7 = 0
LE7 Sb=ü
FOR K2= l 10 Kl

LE 1 S'l-5f+l' C K 2 , I ) "2
LEÍ S6 = Shtf 2 ( K ' d f 1) "2
L£ I S S = S 7 / S f c
L t T I) (K2 )= t f I K 2 , ' 1 ) + S 5 * M 2 ( K 2 , 1)
C-ÜSUB U520
LE7 T C K 2 f U = l C K 2 , I J H A l * f H K 2 )
U ti l ' 2 C K 2 f í ) = M ( K 2 f I)

K E X T K 2
G O F O 0261
REF
RE/-1

REí^ S U H R U 7 I N A P A H A E|_ i-
REF
LHí Y / = Y / + i
OH1 ÜHKl) , i . ¡ 3CK l ,NJ
IF J.9 = J 1HLN G O T O U429
G ü T 0 0 4 3 9
FOR 12=1 70 H

K O R K 2 = l TU K l
LEÍ DI ( K 2 ) = M 1 ( K ? , J 2 J
GÜSUH 0527
L E Í H C K 2 , I d ) = A 2 * Ü ) C K 2 3 + H C K 2

K E X 7 K2
K ' E X T 12
LEÍ 1 (J = I S + 1
f A T K 3 = H 1
G 0 7 Ü 0261
FÜR 15=1 70 N

LE7 5 4 = 0
LEÍ S3=0

'-.' J ) ;

E C L A P A R A CONTI IVUAR."

f E J O t í A H I K N T f l DE p

K 2 )

E J U R A ^ I E N I O ÜE LAMJA

, 12)

f^ A 1 R I 7. H * 1
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0 4 4 2 - FOR K 2 = l FU K l
0 4 4 3 LE! S 4 = 5 4 -i-r^ 1 ( K 2 , 1 5 ) " 2
0444 LEÍ S3 = S3*-V3 Í K d , 15J "2
044b LF.T S2 = S4/s;í
0446 L E Í D 1 ( K ¿ ) = M 1 (rtH, I S ) +S2*«3(K2, ibj

0447 LLT H ( K 2 , I b ) = H C K 2 r l 5 ) + A a A l ) l C r f S )
0448 t_£T N3U¿, I5)=F1 (KR, Ib)
04.49 N E X T K2
0450 K'EXT Tu
0 4 5 1 G O ] Ü 0 2 6 1
0 4 5 2 *RE^
0¿i5j 5E.v C A L C U L O DE L¿ FL'^CJC'* fot : C O S Í O CCM LOS V A L O R E S C p T Í ^
u H 5 - ^ E,--
0155 FRlfrT ,"<12> J = I ( X t C K ) " 2 A P l + ( ( X I ( K J ViJ I + U t "2RI +2 I " 2S J } ) /2,"

, O (i 5 6 K O K 1 = 1 . 1 O N
0 4 ^ 7 " FOH K= l T U K l
0 4 5 B LEÍ L l = L J + X C K r I ) " 2 * n t I , I J + U C K f t ) ' > 2 A N C I , J J t - Z ( K f . I ) " 2 * S ( l , I )
OÍJ59 K É . X I K
O t & U Ltil L 2 = . S * C L 1 + X ( K H - 1 . , I ) K 2 * F ( I , T )

• 0¿ |6 ] K ' E X T I
RE1UHN

0¿(6¿1 pRlNT ." LA FUNCIÓN DE CÜSTU fS = 'SL2
O í l 6 b P R l N T
0^)66 Pt^INT ."NUMERO DE ITERACIONES E N T R E NIVEL 1 Y 2 = --- > " , ía

PR1MT ."NUMERO OE MEHAClONLS E'VfRh WJVtL ¿ Y 3 = --- > !1 , Y 1

P R j N T
0^70 1NPUT ."PRESIDIE t NEW LIME ] ItL'Lí PAíU CQM I t K LIAR " r AS
0471 1F A3<>"XXXX." 1HEM RO I U 0472

-0472 GOTO 0719

• 0173 REÍ'
'QQl'4 PRlI'H
0475 1NPUT ." E X 1 5 I E ALGUM ERRUH EN LA MATKI7. ? (ñl/ tKEW LÚE) J .%XS
0¿J?b 1F XS^/'S!" I H E N ' G O I O Oí)78
047? RETl'HN
0 4 7 8 IWUT ." INGRESE LA FILA . " / L 4
0 4 7 9 J N P U T ." INGRESE LA COLUMNA . " ,L3
0 4 B U INPUT ." 1WCRF.SE LA i M A T R U A C O K H E K I R S E - - - - - > " / B i
0 4 B I IF I 1 W = " A . " iHfc l 'J G O l ' Ü 0¿ttíO
QU&2 IF HSi="b.H THEiv Gü T U 0 4 « 3 D
0 4 6 3 IF S¡D = "C/' IHEÍv G O T O 0'49¿
04Bíi iF HS = "P.M [HEiVi G Ü T Ü u 4 9 4
0 4 6 5 IF H.ii=irO.M T H E M tUJ T U U 4 9 6
0 4 6 6 IF B b = " f V . " Í H t W CU; I O U4'i0
0 4 6 7 IF 6í=irS." fritív G O T O o 5 0 U
046ü ÍNpUl ." INGKdSE EL VALOR DEL F.Llif'fiMO = . " * A ( L 4 , L 5 )
0 4 8 9 G ü [ ü O l í /
0 4 9 0 1MPUT ." I N G R E S E HL V A L O R DEL E L H l v E ^ T O = , " r H C L 4 , L 5 )
0 4 9 1 G O T O 0 1 3 1
0 4 9 2 INPUT " I N G R E S E fcL V A L U R PEL KLH>tMÜ = ." r C (L*l , L5)
0 4 9 3 R O J O O 1 4 <5
0494 I N P U T ." 1 N G H E S E EL V A L O R OEL RÍ.E.vEKTO = " , P C L 4 f L 5 )
0495 GUIO U159
O ü 9 f a iwpur ." INüRfcSt EL V A L O R DEL F|.lifEMÜ = ." r (i(l.ü, Líi)
O 4 9 7 G 0 1 O O 1 7 2"
0 4 9 y J. ivpUT ." IMíKhSE EL V A L O R ÜEL FUt í^EMO = . " r l U L « , L 5 )
0 4 9 9 c o r o u i a g

I N P U 1 ." IHGKESc F.L VALOR ÜEL EL h * £ r\ O = ,"fa(L4,L5)
RUTO U199

O S O J RE^ C A L C U L O Oí£L PA^O EN FUNCIÓN OBL HAMZLTOK T ANÜ
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OÍ> OS O í r " U 9 Í K 1 , fO , I 9 ( K 1 , N J
O 5 O 6 REf^
O Í 5 Ü 7 f - 'AT U9=U*R
o s e a \j A r 19=T * H
Ob'09 íj A T H 9 = U 9 -H 9
0 5 ) 0 Í ^ A í H Ü = F h N C H 9 )
0 5 1 1 L E T h5=0
O b l H FOR J9 = l TO K1

0 5 1 3 REÍ-1

051 /4 F O N K t í = l T O K l
O S l b Ltl H 7 = H / - t - H 9 ( K f i , J 9 ) *WHJ9 , K 3 )
O S l b N E X Í KH
0517 L £ f H5=H3+H7
O b l H NEXT J9
0 5 1 9 K E T U R M
05HO r t tM
0521. REP SUURUr iNA P A R A E l . C A L C U L O DEL P A S O

RfcK
G O S U U 0 4 5 6

0 5 2 4 G O S U B 0502
0525 P R 1 N T ." A 1 = U 1 / 1 0 Q * ( L 2 / H 5 ) "
0 5 2 6 H E T U R H
0527 R & K -
Obítí REí/ SUURUTINA P A R A EL C A L C U L O ÜEL P A S O
0529 REf
0530 GOSUH U'456
0531 GOSUd 050H
053a LE] A 2 = H 2 / l O O * L a / H 5
O S 3 J R E T U K N
053/4 PRlM ."<12>"

-0535 P R T N T
0536 P K I N T ." EL SISTEMA D J V E R G t F.N EL - C A L C U L O DEL P *."
0537 P R l N I
0536 STOP

p r t i M r ."<ia>"
p K i N i
PKIIMT ." tL S 1 S 1 E M A O l V h R G E EN LL C A L C U L O DEL LAHDA»
P R I f J T
P R I N T
S 1 0 P

0 5 4 5 PN1NF . "<12> I N G R E S O D E O A f O S . "
PR1NT
PRIM

054IÍ pRl i \  ." 1.- iHUrCE [)£ UPCIOMFS."
0 5 ^ 9 P H I N f
0'550 P R I N T ." ?..- 1N6HESO POR TECLADO. "
0 5 5 1 p"RiMl
0552 PRINT ." 3.- V E R I F I C A C I Ó N Y C O R N E . C C . I O N DE E R R O R E S »
0553 P K J iN f
0 5 5 4 P R I N T ." y . - G R A B A C I Ó N EN A R C H I V O . "
O 5' 5 5 P K I N T
0 5 5 6 P R I N T ." 5.- NUEVOS V A L O R E S EN LAS t / A T N I C E S DE P0|\R AC J ON "
O S 5 7 P R I M T
055U P R I N F ." 6.- WUEVOS VALORES EN QL 1 A M A N 1 0 DEL PASO"

0559 PK'INT
0 5 6 0 P R I N T . " 7 . - N U E V O S V A L O N E S EN LAS -COISDIC IONES I N I C I A L E S "
0561 P I Í I N T
056d P R l N T . " Í J - - SALIUÁ AL MENÚ PR U;C IP^ L."
0563

0565 INPUT ." ESCOJA LA OPCIÓN > " , B S
0566 IF HS=."1." 1 H K N G C T O 05^5
0567 IF BS=."B." rHt'N GUÍO 0059
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056ÍJ ' IF 0¿.= "a." THhiM G O T U üüf lü
0569 IF n-ffl=."3." IHEiV G O T Ü 0 1 1 5
0 5 7 0 IF tJJS='"l." IHEN G O T O 0 6 5 5
0571 IF Bj>="5." T r i E N G Q T ü 0 1 0 7
0 5 7 2 IF BS~"b." ' T H E M G O T ü u»92
0 5 / 3 IF 6¿="7." THtM G010 0211
O'j7¿| G U T O 05 /15
0575 KEM
0576 KF.f OPT1MIZACION USANDO I-L A L G O R I T M O DE TAMl'RA
0577 RF.fv1
Ob/8 P K l W f ."<12> MENÚ UE Up r I.M I Z ACIÓN "
0579 pKjIvT

PK-TNT ." 1.- ÍNDICE Üfc W'CIONES."
P H IN T

l'¿ Pfí INT ," E.- INGRESO IHHECTO pUR I E C L A Ü O "
Q3ÍV3 pRjJ-jT '
O b ü y P R I N J ." ¿.- IN GR ESO UESOE UN A K C H 1 V U UE U A 1 0 S "
0505 pR'lívT
0 5 3 6 P K I N T ." qr- G R A B A C I O f v OE R E S U L T A R O S EIM A R C H ' ] \ / 0 ? "
O 5 Ü 7 P R IN T
O'JflH Prt iNT ." 5 . - S A L I D A AL P R O G R A M A PKHC1PAL."
ü 5 Ü 9 P R I í« T
0 5 9 0 INPUT . " E S C O J A LA OPCIÓN > ." ,BS
0591' IF l3:í=É"l." THEN G O T O 0 5 / f l
0592 IF Bír=Mí;." TriEN GOTO 0228
0593 IF ÉJ5 = "á." IHEN GOTO
059M IF B:-f=M/J.n THEh GOTO
0595 JF BS-"^11 THEN GG10 ÜÜ59 '
0596 GOTO 05/8
0597 GOTO 0578
059ÍJ IWPÜT ."<12> NOMBRE UEL A f ? C H [ V U EN UUE SE G P A B O EL SISTEl 'A > ." ,
0599 UPEN FILE (1,3),CS
0600 IMPU1 FILE C/l) , N , K J , A 1 , A 2
0601 DIK A U, iv) ,B LK', ÍO , C Ck, NJ , P CN,rO » C U\^) , R(Nr M) ,S Ch,!O ,H(Kí , M f T (Kl , N:
0602 Dlt' X C K 1 + 1 ,N) ,H9 (M ,r.) , Hü Cr,f K1 )
0603 FUR 1=1 |0 N
060£j FOR J = l 10 N
0605 INPUT FILE (U) ,A ti , JJ
0606 N L X F J
060/ f « E X l 1
060a FÜK 1 = 1 ID N
06H9 FOK J=) 10 N
06)0 IfJPUT FILE t f l ) r H C J , J )
061 I K E XT J
061 H I\EXT I
06 J 3 FOU .1 = 1 10 W
061/4 FUH J=] 10 M
0615 1MPUT FILE ( Q),CCI,J)
Oólb K'EXT J
0617 K'EXf I
0610 FOH 1=1 TO N
Obl9 f-UH J=1 10 H
Ob2U INPUT FILE (<i) , P C I , J)
0621 N h X T J
06ÍI2 ^HXT I
062J FOH 1=1 10 M
062íf FUH J=l TO i'J
0625 IMH U 1 FILE t U 3 / mi, J )
0626 Iv'EXl J
0 6 2 7 K ' £ X T I
062¿1 FOR 1=1 10 ÍJ
0629 FUH J=l 10 W

IK'PUT FILE (/I) , R ( E, J)
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0 6 3 1
063ÍÍ
0633
0634
06313
06.16
0 6 3 7
0 6 3 Ü
0639
0610

O 6M
0 6 4 2
0643
0 6 4 4
0 6 4 5
0616

O 6 'I 7
0618

0619
0 6 5 0

0632

0657
06'JU
06139
06 bO
0661

W C X 1 ./

ñ C1, .1)

FUK r=i TO N
H O h J = l 1(1 W

IMPU'I FILE
K E X 1 J

N e x i i
FOU 1=1 10- K 1 - t - l

FUK J=) 10 N
1 N P U I FILE (43,XCI,J)

ív E X T J
N E X T 1
FUR 1 = 1 '10 Kl

FUK J=l TU H
INPUT FILE ( 4 ) , H t I , J )

K h X I J
N E X T I
FUK 1=1 ÍO Kl

FUR J = l |0 N .
FILE C 4 ) , T ( I , J )

J
NEXI 1
CLOSIi
G O 1 O O ?. 2 B

t í R A U A C I Ó N EK'

0663
0661
0665
0666
066/
0668
066S
0670
0671
06/2
0673
0674

0675
0676
Q b l l
067ü
06/9
06»U
06Ü1
068H

0603
0631
06B5
O h Ü 6
06H7

06aa
0689

06^0
0091
0692

Rtf /

IF N=u IHEN G U I O 0 6 6 0
G O T Í J 0 6 6 4
P R l í ^ r , M < l 2 > N O h X I S i E N U A i ü S > "
J N P U T ." P R B S I O N E (IvEU L^EJ P A R A CON I INlJAP." , ÍJ £
I F U 3 < > " X X X X X X X " 1 H E W G U I O 0059
G U I O OÍ I 'JS
I^PUT ."<12> NÜI'BRE DI1-!. A R C H I V O fc'N tL OUE SE E ñ l A G R A H A M ü O El. S I S T E M A

UPEN F l L b C 5 , 1 J , C *
P R I M Í FILE C5),M
P R 1 W I FILE C 5 ) f K l
P K ' l f v T F I L E ( b ) , A l
p«r f i r FILE ( s ) , A 2
FUK 1=1 ro u

FUK J = l 10 N
P R 1 H T FILE - C5) •

>",Cs

r,.l)
N b X l J

FUH 1 = 1
F U H J

10 N
Tu -J

f FILE (5) ,»U ,J)

J
rvF.Xl 1
FÜR 1 = 1 TO M

FÜK J = l 10 N
P R J . N I FILt C 5 ) , C C I , J J

W t X T J
fvExl I
f-UK 1 = 1 10 N

h U H J = 1 10 ^J

HIUWT FILE l 5 ) , P U f J )

Ktxr J
K E X I I
FUH 1 = 1 1 0 W

FOR J=l 10 N
PH1M1 F I L E (53, P C I , J)

J
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0 6 9 q NEXT I
0 6 9 5 FOH (.= 1 TO N
069b FOR J=l 10 W
0 6 9 7 H R 1 N I - H I L E ( 5 ) , H C J / J )
069« Nt X1 J
0699 N E X T 1
0 / C O FOR 1=1 TU N

• ' 0 7 0 1 • FOR J=l rO N
0 7 0 2 'PRJi ' IT FILE ( 5 ) / S U , J )
0 7 0 3 N f c X l J '• :

O 7 O « N t X T I
0705 FÜR 1 = 1 ÍO - K l + 1
o / u f a F-UIÍ j = i ro N

^ 0 7 0 7 - P f í l N T FILE ( 5 ) , X ( Í , J )
~ 0 7 0 a NEXT J

.. 0 / 0 9 N E X T I
0 / 1 0 FÜR 1-t 10 KI
0 /11 FOR J=l 10 M
0 7 1 2 PR1NT FILE C 5 3 ,HU, JJ
O 7 1 3 H t X T J
0 7 1 « N E X T I
0 7 1 5 FOK 1=1 [O Kl
O V 1 G FÜR J=l 10 N
0717 PK1MT K1LE ( S ) , T ( I , J )
0 7 1 8 N f c A ' l J
O 7 1 9 N1 F. X i I
0720 CLOSh
0721 G O T O 0 5 4 5
072a KEM
Of23 HE// R E S U L T A D O S

- 0724 REr-'
0725 J N P U T ." I v O M O H E UE LA IMPRESIÓN DE RESULTADOS P A R A E S C R I T U R A l;N pAPtl. —>",OS
072h A U 0 1 T US '
0 7 2 7 HR jU I ." <1 2> "
0 7 2 8 PRlf ' fT i" M-EN'U DE .RESUL T A DOS,"
O / H 9 HRIMI
0 7 3 0 P H I N F ." ) . - L I S T A DE O P C I O N E S "
0 7 3 1 P R j f r T .» ."
0 / 3 2 P R 7 M 7 ," 2.- Í J I S T B M A EíJ M E M O R I A OE I . A CUNíJOl.A."
0 7 3 3 H R J N T
0/3/J PRINT ." 3.- SISTbMA EN ARCHIVO Ot RESULTAÜUS."

0735 PKIM
0/36 PKltj] ." íl.- SALIDA AL P R O G R A M A PKINC1PAL."

0737 P WiN T
0 /3 t l l ^p l fT ." E S C O J A LA O P C I Ó N ----> » ,B$
0 7 3 9 ]F US="1." THEN fUMU 0 / 2 7
OMO ÍF Bi^"^11 Thtfc C,crO 0745
0 7 4 1 IF btís.'^11 T h f c W G G T ü Ú9Ü7
0 7 4 2 AUU1T
0 7 4 J )F Ü5="íl." THEN G O T Ü U059
0 7 4 / 4 G Ü V O 0 7 2 7
O Mi5 REf-'
07 «fi REK SISTEMA EN' LA CONSOLA
074*/ Rt->.

O'Mti LET Ci=" IECLAOO"
0749 PRJNT ."<Í2> KEKU DE IMPRESIÓN DE RESULTADOS"
0 7 5 0 P R l M
0 7 5 1 pííIM ." • S I S T E M A EN EL A R C H l V O - " > " r C S
07 5'¿ PRjf ' .T
0 7 5 3 PHINT . " ! . - L I S T A DE OPCIONES."
O 7 5 ¿I P R IN T
0 7 5 5 PRim ."2.- IMPRESIÓN DfcL S I S T E M A : M A T H l C E S - - > 1 A ] , IB] , 1CJ "
0 7 5 6 P R T MI
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0 7 5 7
0 7 5 0
0 7 5 9
0 7 6 U

0 7 6 2
0 / 6 . 5
07 M

0 7 6 7
0 7 6 íl
0 7 6 9
0 / 7 1 )
0-7 7 1
0 7 7 2
0 7 7 3
0 / 7 1

0 7 7 5
0 7 7 6
0 / 7 7
0 7 7 Q '
0 7 7 9
0 7 Í Í U
0 7 Ü 1 .
0 / H 2
0 ? 8 j
0 7 8 1

0 / Ü 5
0 7 ü fa
0 7 0 7

PR lNT ."3.-
PRINX
PRINT ."M - •
P R I N T
p« iw r ."b.

PR1N f ."b.

P R 1 (i T
P R J N T . "7.
P R I N T
PRI -NT ."8 .
P R I N F
P R I N T ."9, •
PRIM
LET- X9 = 1N

- J .KPRÜ5IOH DB LAS KA 1 R I C E S DE t:

- CC1M01C1ÜNES IN IC IALES"

- 1 KA iHCl O R I A S Ó P T I M A S . "

- C O N T R O L E S ÓPTIMOS,"

- E S T A D O S z* i o p | i ( / o s "

- . .FUW.CIQN DE C O S T O f / I iVIfO."

- S A L I D A AL MENÚ DE IKPKHs 10M."

J M P U T . "HSCÜJA U
IF.-»S=."
IF tít="
IF B4=.»
IF H^="

IF Bi="

IF tKé = "
IF üS="

IF bS="
jF- HM = "
P f í lM l ."

' P K I N T
PRlNT ."
P R I ru
P R I N T
FOR 1=1

1 "
2."

3."
q i'

5]"
6"

A"
a»
9"
<i

i

•| [ i f - ;w
T H t N
THfcN
THhN
T h E N
ÍKfcN
T h r: W

1 M F. «

T H E M
2> .

0 M

F'CIU'N DF- 1MPRFHIU|\rj
« O T O U 7 f ! 9
CÍÜTO Ü 7 8 2
G C T Ü 0836
G C T O 0886
G C T O 03?3
P G T O U 339
G C T O u3rj3
G C - T O U'45¿
G G T O 07 2 P-

SIS I E M A ." r C S

0 7 8 a H K I N r T A B t X 9 ) ;
0 / 8 9
07 9 t)
0 7 9 1

0 7 9 2
0 7 9 3
0 7 9 4
0 7 9 5
079b
0 / 9 7

0 / 9 8
0 7 ^ 9
0 H 0 (i
081M

0 8 0 2
0603

F - U R 0 = 1
PH\rn

N E X T
PHII-JT
P K I fo 1

K E X 1 I
iNpur ."

j

lü M
US1NG

E íí 1 n i1) K
JF A S < > " x X X X . " 1
PR J.IM 1 ."
PRINI ."
P K 1 W T
P K I K T
FHH 1=1

<i 2> "

."-ttlftiU.UIíHil" , A ti , J j ;

t NF_W I.IÍ1E J í K C L A P A R A
HEW R Q I O 0 7 9 7

T O N
P h I N 1 T A a 1 X 9 J ;

' F-UH J ~\8 0/1 PRIMT

OÍ105
O B Ü f c
O Ü Ü 7
0 8 0 8
0 8 0 9
Ot i l o
0 8 1 1

C d l 2
0813.
0 8 1 4

0 8 1 5

08U
0 8 1 7

- 0 8 1 B
0 8 1 9

Nt: X 1

PRIH1

P R I N T
N E X T I
INPUI ."
IF A S < >
P R J N 1 ."

PRINT ."
P R 1 í-i T
p R i N I
FUR 1=1

PRIN'l
FOH J

J

PR
" X

<1

IU M
US I «tí

E S I (Jl'Jt:
X X X . " 1
2> "

.u-fttttiit.titttt#u , n (i r J j ;

l Wfcn LUJE J I L C L A P A R A
HF.N f iü f O 0 8 1 1

T O H
T A ti C X 9 ) ;

= 1
PHi rJT

N ' E X J J

10 N
us i NI;. " - f t # / ? # . # W',C (1 . J) j

M O M p £ R A C l Q K - - > [ R J , I O J , t H l , t S l . "

t- A I R I /.

C O M Í I K ' U A R " , A S

' A 1 R 12

C O K ' I I K ' U A R " , A S

' A ! R I 7.



Ü91H

O 9 b O

0952
0953
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0 9 ' l f c - FOH 1 = 1 1 O N

FO-K J = l TU N
1UPUT FILE (6) , SU,.H

[ \FXT J
I

FOH 1 = 1 '10 Kl-U
FOK J=l fO N

1NPUT HILE
Kt-.XT J

K E X 1 I
FUH 1=1 f O Kl

FUH J=l TO N
' IMPUT FILE

NF-XT J
t v E x T I
P0l< 1 = 1 T O Kl

FÜ1Í J = i TO N
. J.NIMJT T ILE

N E' X 1 J
N E X T ' I
FUH 1=1 IU Kl

FUH J=l T U N
INPU7 FILE

W E X T J
k E x T I
FOH 1=1 10 K l

FOK J=l 10 N
JMPUT FJLE

rtEXT J
K E X I J

FILE (6)
FILE (6)

0956
0 9 5 ?
0 9 5 8
0959
0 9 f e ü
0 9 6 1
09 6 ¿
0 9 f > 3
0 9 6 Ü
09fo5 .
O O & f i
0 9 6 7
09b(í
0969
0 9 7 U
097 I
09 ' / 2
0 9 7 3
0974
0 9 7 5
0 9 7 6
0 9 7 /

0976
0 9 7 9
09BU

(6 ) ,xu

(6) , HU, JJ

t f e ) , T ( T , J)

( t i ) , u c i

( 6 ) , Z ( I , J)

1NPUT
G L O S E
G O l Ü 0 7 4 S
I W P U I . " < i a > Ut
IF B S = " S " IHtN
G U I O O U 0 1

Y 7
Y«

EA SALIH UEL
G D T Ü 0983

pK'OnKAf'A'r tS/M)

09ÜJ
0984
09 «5
09M6
0967
091ÍH
09BS
0990
0991
0992
099j
0991
099^
0996
0997
0998
0999
1000
1001
1002
100J
lUÜí]
1 005
1006
1007
i oua

tfoo
P R I N I
H'íPU f '.
QPEiv F
P H 1 f J T
p R i ¡̂  r
p R ] N T
P R 1 fo T
/OH J =

FOH

"<1 ?.
II J M

ILh
FILE
F ILE
FILE
FILE
1 IU
J = t

PRIMT
NEXI

K'EXT I
FOH 1 =

FOH
PR

KEXT
N E X T 1
FUH 1 =

FOtí

J

1 '10
J = l
INI
J

1 'lO
J = l

PRIMT
K E X I

K'EXT I
FOH 1 =

FOH

J

1 TO
J = l

PÍÍIMT

> "
<; R E s t
C7, 1 J
C7) ,
17),
en ,
CV),
[J

i o w
FILE

M
IU E'J
FILE

N
TU N
FILE

N
TO M
FILE

EL
,ES
M
K l
A l
A2

17)

(.7)

17)

(7)

MOMHKE UEL A K ' C H l V O DE R E S U L T A D O S - - - - >.",hí

A C U J )

H C I , J )

C( I , J)

, P C I , J )
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A P É N D I C E C

CONDICIONES NECESARIAS PARA UN

EXTREMO LOCAL
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Sea la función f (X, _u ) sujeto de la restricción g. (X, u) =i

•V: = 1, 2, 3, . . . , n

Nuestro problema de minimización nos dice que :

3f = o

lo que constituye una condición necesaria

y representa una condición estacionaria.

Encontrarnos ahora la condición suficiente desarrollando en series de Taylor,

Obteniendo la segunda derivada para obtener un mínimo necesitamos que:

h2 f + 2 k h f + k 2 f > O Ecuación C 1
XX XU UU

lo que puede expresarse como:

donde:

> O Ecuación C2
,

k j
fxx fxu

fxu fuu
J

h

k
L )

h ^ k coeficientes > 0

f vv -

9x2

f UU =-

f X
c)x3u
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x, u,t j;

donde:

J" - 0 (

Por lo tanto:

J.= 0 (

f f

L (x, y, t )
to

tf.

(X(tf¿tí) / / ' L (X.U.O- X { X - f (X,U. f/ -:>-•> - y- --¡-i

Como ya definimos el Hamiltoniano podemos colocarlo en la integral:

t f
—
O" ^ 0 (X(.t-n, f f

T.
Hí X.U,X. t ) - X X ( t M (ff .

3 —
to

y es sobre esta función sobre la cual vamos a trabajar. La función así construj_

da se denomina Lagrangiano ya que A es ei vector de los multiplicadores

de Lagrange que ayudaron a construir una función aumentada, la misma que no

tiene restricciones y que usaremos para encontrar los valores óptimos de los -

diferentes controles que minimicen la función de costo J.

Si asumimos que las restricciones impuestas son independientes y además si -

las funciones tanto de costo como la 'que representa los estados de los subsis-

temas son continuos y continuamente diferenciales de primer orden, deben sa

tisfacerse para el Lagrangiano y para la función ampliada J las condicio-

nes estacionarias del Lagrangiano. Por lo tanto:

= O - O •= O = O
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Sea la función f (X, _u ) sujeto de ía restricción g. (X, u) = O
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Nuestro problema de minimización nos dice que :
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lo que constituye una condición necesaria

y representa una condición estacionaria.
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Obteniendo ía segunda derivada para obtener un mínimo necesitamos que:

h 2 f + 2 k h f + k 2 f >0 Ecuación C 1
XX XU UU

lo que puede expresarse como:

donde: h., k

f xx

fxx fxu

fxu fuu
'v *

h

k
L )

coeficientes > 0

3 2 f

f UU =-

•3x2

> O Ecuación C2

f X _ _
c)x3u
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De C2 podemos decir que la matriz J d c o b l o n a debe ser definida positi_

va para un mínimo local.

fxx

fxu

fxu

fuu
> O

Veamos ahora ciertas restricciones de igualdad.

1. Empecemos con algún ejemplo:

Maximice la siguiente función:

f (x; y) = x + y

2 2sujeto a que x + y 1

a) Eliminación: y = + \ I -X

f (x, y) = g (x) = x + \ i - x'

que es una función sin restricción.

b) Substitución

Sea X = COS

y = SEN

f (x, y) = h (0) = C O S 0r + S E N

y vemos que reduce las variables en la restricción.
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c) Usemos los multiplicadores de Lagrange.

Sea f (x, y) sujeto a g (x, y) = O, creamos una nueva función que se_

rá una función aumentada de la forma siguiente:

F (x, y, A ) = f (x, y) + *X g (x, y)

donde A es un multiplicador de Lagrange, una variable adjunta que va

a ser evaluada.

Obtengamos las condiciones necesarias para obtener un mínimo utilizando el

método de los multiplicadores de Lagrange.

1. Fx = fx + "X gx = 0

2 . Fy = fy + Agy = 0

3. Fx = g (x, y ) = 0

De la restricción g (x, y) = O obtenemos la siguiente condición:

í dx + e d = 0x by y

donde: dx

Encontremos la condición suficiente para el máximo:

De la ecuación Cl se tiene que:
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"? /
h Fxx • 2hk Fxy + K Fyy < O ( > O para el mínimo)

Si K =, 1 .dx dy
Fxx Fxy

Fxy Fyy

dx

dy
< O Ees. C.3

.h i
Fxx Fxy

Fxy Fyy

h

i
< O

Trabajemos ahora con nuestras funciones vectoriales:

Sea: f (XI, X2, . . . , Xn ; 1,. . , . . . , Um ) sujeto a

gi (XI, . . . , Xn; Ul: U2: . . . , Um ) . = O

Construyamos entonces nuestra función ampliada en función de los multiplica-

dores de Lagrange:

) = f (x, u) + (x, u)

"\ T= jf -í- sS A i g. y a esta función se Ja conoce
i = 1

como el Hamiltoniano.

La condición suficiente se expresa como: (aplica- dn la ecuación C.3 )

+ hT H xu + hT H xx h = O

lo que se encuentra aplicando diferenciación vectorial.
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Hasta ahora solo hemos visto para el caso de sistemas continuos estáticos, va

yamos a ve.r para el caso continuo y dinámico.

Cualquier sistema dinámico se encuentra descrito a variables de estado mediara

te:

X (t) = f (x (t), u (t), t) con to <_ t < t í ecuación CA

to, tí, x (to) son valores conocidos

La ecuación C.4 representa la restricción en nuestro sistema.

Escojamos la función que deseamos minimizar y que representará en realidad

Ja función de costo:

Sea entonces:

J = 0 ( X (t-f), tf ) + /
tf

to
L ( X (t), U (t), t ) dt

El Hamiltoniano en este caso podemos definirlo como:

M f X j U j X j f J = L (<X ' ,U , f ) - ATí(:X,U,n

y lo que en realidad se busca es el» valor óptimo de ij (t) dentro del intervalo

t "<~ (tu, tf) de forma que minimice la función, de costo en este caso, J.

Definamos entonces la función aumentada:
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7"
cr = j- f x ( x - f (x, u,

donde:

f f

7*0 ( x ítf), r f j f / L (x, y,
f o

Por lo tanto:

0 (Xftftt.f)

f o

L (x-.iy;- x í x - f (x ,a, f d f

Como ya definimos el Hamiltoniano podemos colocarlo en la integral:

f f
— ?V T. N
«T - 0 f X f . f f ), f f ) ^ / H (X ,U ,X , t J - X X ( f M df.

7 l " " J )
te

y es sobre esta función sobre la cual vamos a trabajar. La función así construí^

da se denomina Lagrangiano ya que A es el vector de los multiplicadores

de Lagrange que ayudaron a construir una función aumentada, la misma que no

tiene restricciones y que usaremos para encontrar los valores óptimos de los -

diferentes controles que minimicen la función de costo J.

Si asumimos que las restricciones impuestas son independientes y además si -

las funciones tanto de costo como la 'que representa los estados de los subsis-

temas son continuos y continuamente diferenciales de primer orden, deben sa

tisfacerse para el Lagrangiano y para la función ampliada J las condicio-

nes estacionarias del Lagrangiano. Por lo tanto:

s= O = o a* •= o = o


