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1.1 INTRODUCCIÓN

La Teoría de Control Óptimo es muy importante dentro del

diseño de sistemas modernos, esto ha permitido avances tecno-

lógicos en todos los campos. Su objetivo es la maximización o

minimización de los costos de operación de procesos físicos,

económicos y sociales.

Es muy difícil abarcar todo el desarrollo del Control Óp-

timo; sin embargo, es necesario estudiar al menos sus bases, y

qué mejor hacerlo trazándonos un objetivo, corno el de encon-

trar una solución al problema del Regulador mediante la ecua-

ción de Ricatti.

Este trabajo es una introducción al estudio de la Teoría

del Control Óptimo y sus aplicaciones. Un estudio en esta área

proporcionará tanto al- estudiante como al ingeniero, una

herramienta útil para entender los avances en la teoría y

práctica del diseño de sistemas de control.

Del campo del Control Óptimo y de las innumerables in-

quietudes que existen aún por esplarecer, se han escogido: El

Problema del Regulador Óptimo Lineal, y del análisis de este

problema se obtiene la ecuación diferencial matricial de

Ricatti. De la misma manera, de la definición del problema

invariante en el txernpo se llega a la ecuación matricial

algebraica de Ricatti., que es la solución del Problema del
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Regulador Óptimo Lineal en estado estable.

Si bien en ciertos casos, se puede obtener la solución de

estas ecuaciones en forma matemática, resulta prácticamente

difícil en otras;, por lo que se dan métodos computacionales

para obtener la solución de las ecuaciones mencionadas ante-

riormente.

1.2 OBJETIVOS

Se desea proporcionar al lector interesado un trabajo que

reúne muchos conceptos, ejercicios, programas, conclusiones y

generalización de fórmulas.

Otros de los objetivos que se desea llevar a cabo con

este trabajo son: El primero, realizar un estudio al problema

del regulador y resolverlo con herramientas que proporciona la

Teoría de Control-Lineal; el segundo, aiialisar en detalle el

problema del regulador óptimo lineal tanto el determinístico

como el estocástico; el tercero, aplicar el Control Óptimo

para obtener las ecuaciones de Ricatti; y el cuarto, solucio-

nar las ecuaciones de Ricatti en el computador digital.

Además, se pretende dejar las bases teóricas necesarias

para que en un trabajo futuro se utilice el control óptimo

para el diseño de. algún sistema en tiempo real; pues, toda la
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teoría que se desarrolla es aplicable para el caso de control

de procesos por computador.

1.3 IMPORTANCIA DEL CONTROL ÓPTIMO Y HE LA ECUACIÓN DE RICATTI

La importancia del estudio del control óptimo se puede

observar en los adelantos tecnológicos que se "han logrado con

la aplicación de su teoría. La aplicación del control óptimo

es grande, tanto en el aspecto civil como en el militar.

Puesto que uno de los principales problemas del control

óptimo es el de regulación (problema del regulador lineal

continuo), del cual se deducen las ecuaciones de Ricatti,

entonces la importancia del estudio de estas ecuaciones es

evidente. Realmente, la solución de un problema mediante las

ecuaciones de Ricatti representa un método muy usado en la

optimisación de un sistema.

1.4 DESCRIPCIÓN DE LOS CAPÍTULOS

En el capítulo 1 se hace un análisis del problema que se

pretende resolver.

En el capítulo 2 se da mayor atención al problema del

regulador corno también la forma de resolverlo; además se

estudia con detenimiento las versiones determinísticas y

estocásticas del problema del regulador óptimo lineal. Luego

se realiza un estudio del set-point del regulador y del pro-
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2.1 FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DE CONTROL

2.1.1 Introducción

En esta primera parte se estudiarán los siguientes tipos

de problemas de control: el problema que se tiene en el segui-

miento y en el regulador, cuando en la planta se presentan

perturbaciones, lo que nos conduce al análisis de parámetros

en la planta, condiciones iniciales, variables que van hacer

observadas y que nos darán información acerca del estado de la

planta. Para una mejor comprensión se citan varios ejemplos.

Este capitulo finaliza con un análisis de las diferentes

formas de control óptimo que existen; de esta manera se pre-

tende dar una imagen más clara, de las diferencias entre ellos

y de estas elegir el mejor control deseable dentro de un

sistema.

2.1-2 Formulación del Problema del Seguimiento y del Regulador

A continuación se describirá en términos generales una

clase importante de los problemas de control, el cual es el

problema de seguimiento..

Dada una planta (ver fig- 2.1), la cual no puede ser

modificada por el diseñador; las siguientes variables son

asociadas a ella:
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perturbación p

variable de
entrada u

variable de
referencia r

PLANTA
* variable controlada

variable
observada y

ruido de
observación v

fig. 2.1

a.- Una variable de entrada u(t), la cual influye en la planta

y puede ser manipulada.

b.- Una variable de perturbación p(t), la cual influye en la

planta pero no puede ser manipulada,

e.- Una variable observada y(t), la cual es medida por medio

de sensores y es utilizada paẑ a obtener información acerca

del estado de la planta; esta variable observada es

•asnalmente afectada de un ruido de observación v(t).

d.- Una variable controlada s(t), la cual es la variable que

deseamos controlar.

e.~ Una variable de referencia r(t)3 la cual representa el

valor al que debe llegar la variable controlada s(t).

Además, la planta puede ser descrita por un set de ecua-

ciones diferenciales, 'de la forma:



x(t) = f[x(t), u(t), t] 2-0

donde: t, es la variable de tiempo.

x(t), denota el estado de la planta.

•u(t), es la variable de entrada o variable

de control.

El Problema del Seguimiento en términos generales es el

siguiente:

"Dada una variable de referencia, encontrar una variable

de entrada apropiada; tal que, la variable controlada

siga a la variable de referencia"; es decir,

s(t) ~ r(t), t > to 2-1

donde: to, es el tiempo en el cual el control se

inicia,

Cabe señalar que el rango de valores, de la variable de

entrada u(t)? en el que está permitido variar se encuentra

limitado por los elementos que componen la planta.

Los Sistemas de Seguimiento diseñados deben cumplir el

requerimiento básico 2-1, para lo cual se necesita tomar en

cuenta los siguientes aspectos.
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1_- La influencia de perturbaciones, originando trayectorias

imprevistas para la planta.

2.- Los parámetros de la planta que podrian no ser conocidos y

que pueden variar.

3.- El estado inicial de la planta que podría no ser conocido.

4.- La variable observada no podría dar directamente la

información acerca del estado de la planta y además

estaría afectada con ruido de observación debido al

sensor.

La variable de entrada a la planta es generada por un

"Controlador", por lo que es necesario distinguir los dos

tipos de controladores: controladores en lazo abierto y con-

troladores en laso cerrado.

Los primeros generan la señal de entrada u(t) basándose

en valores pasados y presentes, solamente de la variable de

referencia (ver fig. 2.2); es decir,

U(t) = [r(T), to < T < t ], t > te 2-9

perturbación
P

variable de

'!_

T

CONTROLADOR

/ariable df
entrada

11

li

1 '
PLANTA

variable
controlada

*r.

2.2
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Los controladores en laso cerrado tienen la ventaja de

obtener información acerca de la planta por medio de la varia-

ble observada, ya que esta variable es la que se realimenta;

esta operación puede ser representada por (ver fig. 2.3):

u(t) - fio [r(T), y(r)3 to < T < t], t > to. 2-3

perturbación
P

variable de
referencia

variable de
entrada

CONTROLADOS

variable, controlada
2

ruido de
observación

variable
observada

y

fig. 2.3

Cabe destacar que ninguno de los controladores toma en

cuenta valores futuros de la variable de referencia o de la

variable observada. El conjunto de la planta y controlador

serán referidos como un "Sistema de control".

Las características que destacan a un controlador en laso

cerrado se citarán a continuación:
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- Pueden acumular información acerca de la planta

durante la operación, de esta manera son capaces de

reunir información acerca del estado inicial de la

planta.

- Reduce los efectos de perturbaciones.

- Compensa los parámetros variables e inciertos que

tiene la planta.

En cambio los controladores en lazo abierto.

- No tienen acceso a ninguna información acerca de la

planta excepto antes de iniciar el control.

- No son afectados por ruido de observación puesto que

ellos no utilizan la variable observada-

Una clase importante al problema del seguimiento consiste

en tener una variable de referencia constante en largos perío-

dos de tiempo; en tal caso, es usual referirse a la variable

de referencia como el set point del sistema y es entonces

cuando se habla del "problema del regulador". En este caso el

problema principal es:

"Mantener la variable controlada en el set point a~ pesar

de la presencia de perturbaciones que actúen sobre la

planta."

Para tener una mejor visión de los problemas mencionados,

se citarán a continuación dos ejemplos.
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2.1,2.1 Ejemplo 1

En este ejemplo se describirá el problema de control.

Imagínese un objeto moviéndose en un plano, en el origen

del plano está una antena, la cual se encuentra en la direc-

ción del objeto en todo tiempo. La antena está manejada por un

motor eléctrico; el problema de control es comandar al motor

de tal manera que se cumpla:

8(t) » 3r(t), t > to 2-4

donde: 0(t) es la posición angular de la ante-

na.

Or(t) es la posición angular del objeto,

y se dispone de este valor ya que

es un ángulo mecánico que siempre

se encuentra en la dirección del

objeto.

Nuestro sistema se encuentra formado por:

- .La planta, consiste de la antena y el motor.

- La perturbación, es el torque ejercido por el viento

sobre la antena.

- La variable observada, es la salida de un potenciómetro

(sensor) montado en la base de la antena.

En este ejemplo: 8(t) es la variable controlada, Gr(t) es
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la variable de referencia y, entrada a la planta es un voltaje

de entrada al motor. Tanto 8(t) como 8r(t), ángulos mecánicos

son convertidos a variables eléctricas por medio de transduc-

tores (pueden ser potenciómetros), Entonces, la diferencia

entre 9r(t) y 0(t) es amplificada y utilizada como voltaje de

entrada al motor, lo que mueve a la antena; es asi que, la

diferencia entre or(t) y 8(t) se reduce.

Una representación a este esquema de control se da en la

figura 2.4.

posición
angular
dsl objeto

3r

señal
eléctrica

POTEN
CIOMETRO

CON:
LA]

/"

r
voltaje posición

de entrada a n g u l a r
si motor del actor

V

PPO -» MOTDP Y
30R ANTENA S

PLANTA

POTI
CIOM1

uido de
observa-

ción

f
TNJ
3TRO

SENSOR

señal eléctrica

fig. 2.4

El esquema representa un controlador en laso cerrado, ya

que es necesario compensar las perturbaciones externas; tales

como, torques del viento, o variaciones de los parámetros de

la planta; tales como, coeficiente de rosamiento diferentes a

temperaturas diferentes. Este es un ejemplo típico al problema

de seguimiento.



15 -

2.1.2.2 E.1 enrolo 2

* Problemas de control rrrultivariable, donde la planta tiene

varias entradas y varias variables controladas, son usualmente

rnás difíciles de analizar. Considérese -un tanque de agitación,

este tanque tiene dos alimentaciones; sus flujos pueden ser

ajustados por válvulas.

La concentración del material en cada alimentación no

puede ser manipulada. El tanque tiene una salida y el problema

de control es diseñar un sistema que ajuste automáticamente

las válvulas de alimentación, así como mantener constante la

concentración y el flujo de salida en valores de referencia

dados.

La forma gráfica se puede apreciar en la figura 2.5.

señales actuantes
para las r-
válvulas

rsf.
flujo

CONTBOLADOR
ref.
concen-
tración

alimen-
tación 1

válvula 2
válvula 1

agitador

SENSOR DE FLUJO

SENSOR DE CONCENTRACIÓN

alimenta-

1
ción 2

1 flujo d
salida

fig. 2.5
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Este es un típico problema del regulador.

Las variables de entrada son los flujos de alimentación.

Las variables controladas son el flujo y la concentración

de salida.

El set-point o las variables de referencia tienen dos

componentes: El flujo y la concentración de salidas deseadas.

Las perturbaciones que pueden ocurrir son: variaciones en

la concentración, variaciones en los flujos resultantes de las

variaciones de presión antes de llegar a las válvulas, pérdida

de fluido debido a evaporaciones y fugas. Tanto la concentra-

ción corno el flujo pueden ser medidos y se convierten en las

variables observadas. El controlador en laso cerrado utiliza

estas medidas, así como los set-points para producir señales

eléctricas o neumáticas para ajustar las válvulas.

2.1-3 Formas de Control Óptimo

Se empezará analizando la estructura de los sistemas

reguladores y de Control Óptimo.

2.1.3.1 Definición 1

Si se cumple la relación - funcional:

U*(t) = £ [x(t)5 t] 2-5

Para el Control Óptimo al tiempo t, entonces la función £

se llama ley de control óptimo o control óptimo de realimenta-

ción o también control óptimo de laso cerrado.
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La estructura de la ley de control óptimo es:

CONTROLADOR

f

" V "-* / I

J pT.ñKJTA

k

fig. 2.6

2.1.3.2 Definición 2

Si el control óptimo está determinado corno una función

del tiempo para un estado inicial especificado; es decir,

u#(t) = s Cs(to}? t] 2-6

el control óptimo se dice de laso abierto. Y su estructura es:

CONTROLADOR PLANTA

abierto a tí

fig. 2.7

2.1.3.3 Estructura de los Sistemas Lineales

Las ecuaciones para sistemas lineales e invariantes en el

tiempo son:

J3

2-7



- 18 -

Y para una entrada de referencia n(t), se tiene la si-

guiente representación de los sistemas lineales.

! 1 ̂ - «O

ia(t)

I

x(t) L(t)

•\
I
1
I

1
I
1
1
I

jUJ \+
AQ

i v_y
! 1
1 1

1
1

I
!

fig. 2.8'

2.1.3.4 Estructura de los problemas del regulador lineal.

Las ecuaciones para el regulador lineal son:

2-8

Y se obtiene la siguiente estructura para los reguladores

lineales:

PLANTA

CONTROLADOR

fig. 2.9
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2.1.3.5 Estructura de los -problemas del regulador lineal en

la que interviene la matriz de Ricatti.

Las ecuaciones del problema del regulador en este caso

son:

¿L(t) = 2-9

Y la estructura:

ET(t)|-

P(t)

fig. 2.10

= A(t) sCt) 4- B(t)

2.1.3.6 Estructura de los problemas del regulador de salida.

Las ecuaciones del problema del regulador de salida son:

2-10

Y la estructura del regulador de salida es:



•u(t) x(t) z(t)

fig. 2.11

Después de haber formulado los problemas que existen en

control, a continuación se estudiará en detalle el problema

del regulador lineal óptimo.

2.2 PROBLEMA DEL REGULADOR ÓPTIMO LINEAL HETERMINISIICO

2.2-1 Intr educción.

Considérese un sistema lineal variante en el tiempo

definido por la siguiente ecuación diferencial de estado_

- >:(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t)

Estudiaremos el problema desde el momento en que se trae

al sistema, desde un estado inicial arbitrario hacia el estado

cero tan rápido como sea posible. Existen muchos criterios que

expresan la rapidez con a'un estado inicial es reducido al

estado cero; el más utilizado es el criterio de la integral

cuadr-ático.
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2-11

donde: El(t) es una matriz simétrica definida posi-

tiva.

El factor [xT(t) Rl(t) x(t)] es una medida de la cantidad

que el estado se "ha desviado del estado cero en un tiempo t;

T?l(t) es la matriz de ponderación; es decir, determina cuál es

el peso asociado a cada una de las variables de estado.

La integral [2-11] es el criterio para la desviación

acumulativa de x(t), respecto al estado cero durante un inter-

valo de tiempo [to,tl],

Corno se vio anteriormente, en muchos problemas de control

es posible identificar una variable controlada s(t). En el

modelo lineal se tiene:

s(t) = D(t) x(t) 2-12

Como el problema nos pide reducir la variable controlada

z(t) a cero tan rápido como-sea posible; entonces, el criterio

[2-11] será modificado a:

T(t)RAt)2:(t)dt 2-13

donde: R3(t) es una matr-is simétrica definida posi-

tiva y matriz de ponderación.
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Las ecuaciones [2-11] y [2-13] son equivalentes, entonces:

ti t2

to to

Ahora insertarnos ' [2-12] en esta ecuación:

ti ti

to

Entonces: Ri(t) = D*(t) R3(t) D(t) 2-14

Ahora es necesario incluir la variable de entrada en el

criterio para de esta manera, limitar las amplitudes de la

entrada y que no crezcan indefinidamente.

ti
I lz T( t) R3 ( t) z( t) +u T( t)R2(t)u(t)} dt 2-15
to

Igualmente JRs ( t ) como Es ( t ) son matrices simétricas

definida y sernidef inida positivas, y de ponderación, la impor-

tancia relativa de estos dos términos en el criterio [2-15]

están determinadas por estas matrices.

Además es necesario incluir un tercer término; el estado

final x(tl), cuando debe estar lo más cercano posible al esta-

do cero.

ti
¡LzT(t}R,(t}z(t}+u r( t) J?, ( t) u ( t) ] dt+xT( ti) plX( ti) 2-16
to
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donde: Pl es una matriz simétrica semidefinida positiva.

Ahora se está en posición de introducir el problema del

regulador lineal óptimo determinlstico.

2.2.1.1 Petinician 3

Consideremos el sistema lineal variante en el tiempo.

x(t) = A(t) x(t) -i- B(t) u(t) 2-17

donde: x(to) = Xo " 2-18

con la variable controlada: s(t) = D(t) x(t) 2-19

Considerando el criterio:

ti
2-20 I lz7(t)R2(t)z(t}+uT(t)£2(t}u(t)]dt+xT(tl}Pix(tl)

to

donde: Pl y E3 son matrices simétricas semidefinidas

positivas, y R2 matris simétricas definida positiva para el

intervalo to < t ̂  ti.

Entonces, " el problema está en determinar una entrada

u-i'(t), to < t < ti, para la cual el criterio es mínimo " y se

le denomina -problema del regulador óptimo lineal determinísti-

A continuación se obtendrá la solución analítica a este

problema.

2-2.2 Solución analítica al Problema del Regulador Óptimo

. Lineal Deterministico _
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Para resolver el problema del regulador óptimo lineal

deterministico es conveniente re-escribir el criterio [2-20] .

J
a 1x(t^} 2-26

tro

donde: Ri(-fc) es una matris simétrica semidef inida posi-

tiva.

Bi(t) - D*(t) Rs(t) D(t) 2-27

Supóngase que la entrada buscada que minimiza este

criterio existe y se lo denota como u*(t)3 to < t ̂  ti.

Considérese una entrada:

-a(t) = u*(t) + eu(t), to < t < ti 2-23

donde: ü(t) es una función arbitraria de tiempo y e es un

número arbitrario .

Revisemos cuánto afecta al criterio [2-26] esta entrada

u(t).

Debido al cambio en la entrada, cambiará el estado:

x(t) = >:*(t) + ex(t), to < t < ti 2-29

donde : x#(t ) es el estado óptimo.

x ( t ) se debe determinar .

La solución x(t) en [2-29] satisface la ecuación dife-

rencial [2-17] junto a u(t) escogido en [2-28] , dándonos:

x*(t)+ eí(t) = A(t)x*(t) + eA(t)x(t) 4- B(t)ia*(t) + 6B(t)u(t)
2-300.
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Además se sabe que la solución óptima también satisface

la ecuación de estado:

x*(t) = A(t)x*(t) 4- B(t)u*(t) 2-31a

Restando las ecuaciones [2-30o] y [2-3ld] , se tiene:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 2-32Q.

Con la condición inicial:

x(to) - 0 , la solución de [2-324 es:

y\.Lrf\'t£j\.íjU.\\ftUl O O O ~¿—«_*o °-
to

donde: §(t,to) es la matris de transición de estado.

Efectivamente se observa que x(t) no depende de e.

Considérese el criterio [2-26] con la entrada [2-283 y

con la variable de estado [2-29], Entonces:

Cl

to

Cl

ix'*(t) +ex. T( t) ] J?! ( t) [x* ( t) +¿jr( fc)
CO

[u* ( t) +¿u ( t) ] dtt [x-r { tj.) *áf . T( t)



- 26 -

t) ̂  (t)5( t) +u*r( t) R¿ (t) u* (t) +u"r( t) R2 (t) eu(t)

t) K2 (t> u * (t) +e2u.r (t) R* (t) u (t)

t) p±x* (tj f ex'r (tj P-̂ t tj_) -̂ e2̂ . T( t)

=¡lx*T(t)Ri(t)x*(t}-i-i2*T(t)R2(t)u*(t)
tr/7

el

\l?r(t}R í t} y' ( i-} -HJ' * (t\ ( fcVuV t\ dt+y- r( t~]\,J\. . V L-/ ¿V-j \ L-/ L̂ \oy^^L¿ > •-•/ "-i V1--/ "•\.Lj/ J •-* L-T ĵ'i. . V '-í

o

Este criterio se minimiza cuando e=0, pero se tiene una

expresión cuadrática en £3 por lo que el mínimo se tiene:

cuando la primera derivada con respecto a £ es cero evaluado

en e=0.

Entonces se tiene que:

tz
( tPxt)=0 2-3'J

Sustituyendo [2-33^ en [2-31'D , se llega a:
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ti t ti

co tro to

Realizando cambios de variable, y reordenando las in-

tegrales, se tiene:

ti ti Cl

/

f ' C
[ 75-T( t)B T(t] <£T(T, t) dtj.fi, ( T ) X " ( T ) ÍÍT+ I u.T(t)R^(t) u* (t) dt-*-J J

tfl M tO

ti
2 . r ( t )B T ( t ) ^T(t^r t) dt] Pxx* (t^) =0

CO

Cl

ÍH.T(t) [BT(t] 1^(1, t)R1(i}x*Mdi;+R2(t)u*(t)+B:r(t)VT(t^ t) P^x
co to

2-32

Definirnos:

t .

(t) = f ^ r ( T f t)J21(T 2-33

Por- lo que la integral [2-32] , queda:

ti
í. "^í ir) f5 ^*(¿) o (t) -rJv ( ¿) í2* (t) 1 cft—O 2—34

c£í
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Donde: uT(t) =(= 0 para todo to < t < ti; luego, para

la igualdad se cumpla, es necesario:

BT(t) p(t) 4- R2(t) u*(t) = 0 2-35

donde: Rz(t) es no singular para to < t < ti

Entonces: u*(t) = - R2-i(t) B*(t) p(t) 2-36

Es necesario conocer p(t) para obtener la entrada óptima.

Para encontrar p(t), es necesario convertir [2-33] en una

ecuación diferencial, para lo cual: primero, igualamos t=ti,

dándonos la condición final p(ti) = Pi x*(ti) 2-37
ffótf

Luego, derivamos [2-33] con respecto a t:

O L *» T —

f

iR^Mx*^} dr+e*T[~^}P^x* (tj ] -J^ (fr) x* ( fc)

_a 31/ f-vi Vi í T-\? f f-^ -y7' ¿ M 9_';j.íy> V i*-} ¿J V *-/ -'\ V ^ y - r t - x 1 ^ / ¿ j o í
3t

Ahora, sustituyendo [2-36] en la ecuación diferencial

[ 2-3K3-:
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,
de

2-39

Cuyas condiciones de borde son:

x* (t0) =x0 A p (tt) « 2-40

Las ecuaciones diferenciales [2-38] y [2-39] pueden

colocarse en forma de matrices, de la siguiente manera:

2-413
3t p C t )

=
A(t)

-RÍ ( t)

Considerando este conjunto de ecuaciones diferenciales de

estado de un sistema lineal con dimensión 2n, con la matris de

transición 6(t,to). Y particionando la matris de transición

correspondiente a [2-41] de la siguiente manera:

(t t \ Uf ̂ o;

, fc0)

Se puede expresar el estado, al tiempo t, en términos del

estado y la variable p(t) en el tiempo final ti; es decir,

Introduciendo las condiciones de borde [2-4©], se tiene:
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(t) =elx (t, tj) x* (t±) +e12 (t. tj p̂ * (

En forma similar, se obtiene p(t):

p (t) =®21 (t, tj x*( fc,.) +e22 (t, tj p (t.,
P í t) =e21 (t, tj x* (tx) +0̂  (t, tj p̂ -* (

Despejando x*(ti) de [2-43] y colocando en [2-44], se

obtiene:

P (t) = [B51 (t, tj +0^ (t, tx) Pj [exl (t, f^) f 9^ (t; ^J PJ ^x* í t)
2-4-5

Lo que se demuestra, que p(t) tiene relación lineal con

í" +• ̂  a <=.••! -1. T/ ; , d-sO. .

p(t) = P(t) x*(t) 2-46

donde: p ( « = f^i( ^ ^^ +a« < fc' ̂  pi] [8ii( ̂  fc^ +6^ ( ̂  t±) P±]

Luego de encontrar p(t), se puede obtener la entrada

óptima [2-36].
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2-47

Esta es la solución del problema del regulador, el cual

ha sido obtenido bajo la consideración que exista una solución

óptima. A continuación se resumirá lo que se ha obtenido:

TEOREMA 2-1:

Considerando el problema del regulador óptimo lineal

deterministico, entonces la entrada óptima es generada por

medio de una ley de control lineal de la forma:

u*(t) = -F(t) x*(t)

donde: F(t) = + R2-i(t) B*(t) P(t)

La matriz P(t) está dado por:

p( t) = t, tt

donde:

811, 812, 0215 022 son obtenidos particionando la matris de

transición 0(t3to) de la ecuación diferencial de estado:

'x(t)
P(t)

A(t)
2-41

donde: Ri(t) = Rs(t) D(t)
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Este teorema nos da la solución al problema del regulador

en la forma de una ley de control lineal. Esta ley de control

genera la entrada óptima para cualquier estado inicial.

Una interpretación gráfica se encuentra dada en la figura

2-12:

x(t)
SISTEMA

MATRIZ DE
REALIMENTACIÓN

F(t)

fig. 2-12

Después de haber formulado y solucionado el problema del

regulador óptimo lineal determinlstico, se está en capacidad

de deducir las ecuaciones de. Ricatti, tema que a continuación

se estudiará.

2.2.3 DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DE RICÁTTI

En nuestro siguiente análisis, P(t) tiene un papel prin-

cipal, para la cual' se va a derivar la ecuación [2-46] 3 apli-

cando la regla de la derivada de una rnatris inversa.

( t) ( t) 2-48
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Entonces:

- [e21 {t, ta) +e221t. 3 ( t- /- } -í-0 ' { / - f - l P l -^t11 *• ' 1' 12 ^ ' 1' 1-*

-1

2-49

Puesto que 8(t,to) es la matriz de transición de [2-41],

se deduce:

6t
d®21(t,t¿

6t

at

2-50

Sustituyendo [2-50] y [2-46] en [2-49.], se obtiene:

-P(í:]A(t) C@

+P ( t) 3 ( t) J?2"" ( t) B T( fc)

ei:L ( fc, t

2i

P

, t±> P
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2-51

La condición de borde para esta ecuación diferencial es:

PCti) = Pi

Esta ecuación [2-51] es conocida como la . ECUACIÓN

MATKICIAL DE RICATTI. Puesto que Pi es simétrica para la

condición final de P(t) y la ecuación matricial diferencial

para P(t) es simétrica; entonces, la solución P(t) será

simétrica para todo to < t < ti. Esta simetría será utilizada

más adelante cuando se calcule P.

Ahora, determinemos la matriz P(t) a partir de un sistema

óptimo en laso cerrado descrito por la siguiente ecuación

diferencial:

¿(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

pero: u(t) = -F(t)x(t)

¿(-b) = [A(t) - B(t)F(t)]>:(t) . 2-52

Y consideremos el criterio [2-26] a ser minimizado.
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t

«a

t)x(f)

donde: P(t) es la solución de la ecuación matricial dife-

rencial.

*fH

+ [R,(t)+FT(t)R,(t)F(t)]

con la condición final: P(to.) = Pi

Esta solución es debido al teorema del criterio de la

integral cuadrática, cuyo enunciado es:

Dado un sistema: x(t) - A(t)x(t) + B(t)u(t)

fcl
y el criterio a minimizar:

Jx r(t) R^ (t)x(t) dt+x T(
to

la solución a la ecuación diferencial matricial es:

-F(t) - AT(t)P(t) + P(t)A(t) + Rx(t)
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Luego de esta explicación, continuaremos con la deter-

minación de la matriz P(t):

se sabe que: F(t) = Ra-M t )BT(t )P(t ) , entonces: [2-53] queda:

-Í( t) = [A ( t) -B(t=) R? (t)Br( t}P(t) ] TP( t) +P(t) [A ( t) -B(t) R? (t)BT(t)

Reemplacemos P(t) por P(t)

=̂  ( t) -P( ü)B( t)R^- ( t) B T( C> P{ t) +P( t) A ( t) +A r( C) P( C)

Y es la misma ecuación matricial de Ricatti, obtenida en

[2-51]. Finalizamos este tema con un resumen de lo obtenido.

TEOREMA 2-2:

La entrada óptima para el regulador óptimo lineal deter-

ministico es generado por una ley de control lineal:

u*(.t) - -F*(t)x*(t) con F*(t) = R2-Mt)B^(t)P(t)

La matriz P(t) simétrica semidefinida positiva satisface

la ecuación matricial de Ricatti.

Con la condición final: P(ti) = Pi
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Como se observa, la matriz P(t) no solamente nos da la

ley de realirnentación óptima, sino que además permite evaluar

el criterio para un estado inicial dado.

Después de haber estudiado la solución del regulador

deteministico variante en el tiempo; es el momento de estudiar-

la solución en estado estable; es decir, invariante en el

tiempo.

2.3 SOLUCIÓN EN ESTADO ESTABLE AL PROBLEMA DEL REGULADOR

ÓPTIMO LINEAL DETERMINISTICO

2.3-1 Introducción.

Desde el punto de vista práctico, por lo general se

consideran periodos de control largos [to,ti]. Este es el

punto de inicio, a partir del cual se realizará ' un estudio del

comportamiento, asintótico de la solución al problema del

regulador determinístico cuando tx tiende a infinito.

Los principales resultados que se pueden resumir son:

1) Cuando el tiempo final ti se aproxima al infinito, la solu-

ción P(t) de la ecuación matricial de Ricatti.
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Con la condición final: P("bi) = Pi

se aproxima a la solución en estado estable P(t) y es

independiente de Pi.

En el caso invariante en el tiempo, las matrices A, B, Rx

y Rs son constantes y la solución en estado estable P es

también constante y es solución de la ecuación algebraica

de Ricatti.

0 =2£-PBZ2*1-S ̂ P+PA+A *P 2-54

La ley de control en estado estable es:

u ( t ) = -F(t)x(t) 2-55

donde: F ( t ) = R2-i(t)B^1(t )P( t ) 2-56

que minimiza el criterio

t}u.(t}}dt 2-57
to

2) La ley de control en estado estable es estable asintótica-

mente .

Puesto que [2-51] existe para la ley de control [2-55], en
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el sistema de laso cerrado u(t)-0 y s(t)-i-0 cuando t~*a; esto

es verdad si x(t)--0 lo que significa que el sistema en lazo

cerrado es estable asintóticamente .

Después de haber revisado los resultados de la solución

en estado estable, se esta en posición de estudiar las

propiedades de estos reguladores • óptimos.

2.3-2 Propiedades en Estado Estable de los Reguladores Óptimos

Las propiedades que se revisarán a continuación, estarán

dedicados al caso variante en el tiempo. Primero se expresarán

algunos resultados:

TEOREMA 2-3:

Considérese la ecuación rnatricial de Eicatti.

2-58

Supóngase que A(t) es continua y limitada, B(t), D(t), Rs(t) y

Ra(t) son continuas y limitadas en el intervalo [toaco]3 y

además: Ra(t) > al Rs(t) > J3I para todo t 2-59

donde a y 3 son constantes positivas.

1) Si el sistema: x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 2-60

s(t) - D(t)x(t)
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es: a) completamente controlable, o

b) exponencialrnente estable.

la solución P(t) de la ecuación de Ricatti [2-58], con la

condición terminal P(ti) ~ 0, converge a una matris P(t)

simétrica semidefinida positiva cuando to. -* ro. P(t) es la

solución de la ecuación de Ricatti [2-58].

2) Además si el sistema [2-59] es:

c) completamente controlable y observable, o

d) exponencialmente estable.

la solución P(t) de la ecuación de Ricatti [2-58] con la

condición terminal P(ti) - Pn., converge a"P(t) cuando

ti - co para algún valor Po_ > 0.

A continuación se demostrarán estas propiedades.

La demostración de esta primera parte no es muy difícil,

Se sabe que:

fcl

2-61

Esta expresión es función del tiempo final ti; es decir,

tiene un límite alto. Ahora, si el sistema es completamente

controlable (a), entonces existe una entrada que transfiere el

estado x(t) al estado cero en un tiempo tx'. Para esta entrada

se puede calcular el siguiente criterio
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J [z r(T) K3 (t) z-(t) +u(i)R2 (t) u(t) ] CÍT 2-62
t

Este número es un valor grande para [2-61] , luego se

puede tomar una entrada u(t) - 0 para t > ti* .

Ahora si el sistema es exponencialmente estable (b), x(t)

converge exponencialmente a cero si se deja u(t) = 0. Entonces

ti

TdT 2-63

converge a un número finito cuando ti-*o, puesto que D(t) y

P.3(t) son limitados.

La expresión que se presenta en [2-61], posee un limite

superior bajo las condiciones (a) o (b) . Como esta expresión

es función ti, se dice que no decrece monotónicamente . Esto se

demostrará a continuación.

Supóngase que lo anterior no es verdad, entonces pueden

existir tiempos tx" y ti" con ti" > ti'; tal que, para ti=ti"

el critex'io es menor que para cuando ti-ti'.

Ahora se aplicará la entrada óptima para ti" en el inter-

valo [to,ti']. Puesto que el criterio de la integral es no

negativa, el criterio para un intervalo pequeño da un valor

menor o igual al criterio para un intervalo grande [to;ti"]_

Esto es una contradicción, luego la expresión [2-61] es
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función de ti y no decrece monotónicamente; como la expresión

[2-61] tiene limite superior, es función de ti, y no decrece

monotónicamente, entonces posee un limite cuando ti-̂ .

Puesto que x(t) es arbitrario, cada uno de los elementos

de P(t) tiene un limite, entonces P(t) tiene un limite que se

denotará como P(t); además se concluye que P(t) es semidefini-

da positiva y simétrica,

A la solución en estado estable P(t), le corresponde una

ley de control óptima en estado estable.

u(t) = -F(t)x(t)

donde: F(t) = R2-i(t)B*(t)P(t)

Con esto finaliza la demostración de la primera parte, ahora

con relación a la estabilidad de la ley de control en estado

estable se tiene los siguientes resultados:

Considérese el problema del regulador óptimo lineal de-

terministico y supóngase que las consideraciones que se toma-

ron con respecto a las matrices A, B, D, Rs y Rs se satis-

facen .

Entonces, si el sistema [2-60] es:

a) uniforme y completamente controlable y observable, o

b) estable exponencialrnente.

Se deduce que:
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1) La ley de control óptimo en estado estable

u(t) = -RS-

es estable exponencialmente .

2) La ley de control en estado estable minimiza el criterio

to

para todo Pi(i,j) > 0. SI valor mínimo del criterio [2-64],

alcanzado por la ley de control en estado estable, está dado

por : x* ( to )P ( to )x( to ) 2-65

La solución de la ecuación de Ricatti [2-58] con P(ti)~0

converge a P(t) cuando tl-c°. Y para la ley de control, se

tiene:

2-66

Si el integral converge y7 Rs(t) y Rs(t) satisfacen las

condiciones [2-59]; entonces, tanto s(t) como u(t) convergen a

cero cuando t-^>-

Bajo estas condiciones supóngase que el sistema en laso

cerrado no es asintóticamente estable, entonces existe un

estado inicial tal que x(t) no se aproxima a cero mientras que

z(t)-0 y u(t)-0.
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Esto es un problema con la completa reconstructibilidad

del sistema (a) , o con la estabilidad exponencial del sistema

(b) . De agui que el sistema en lazo cerrado es asintóticarnente

estable. Además por las leyes de uniformidad es estable ex-

ponencialrnente .

Para la demostración de la parte (2) , se supone que

existe otra ley de control que produce un valor pequeño para

[2-64] , debido a que [2-64] produce un valor finito cuando es

utilizada la ley de control; esta otra ley de control también

produce un valor finito; entonces, por el mismo argumento,

como para la ley de control, esta otra ley de control es

asintóticarnente estable. Esto significa que para esta ley de

control,

T( t} R3 ( t} z( t} +a T( t] R¿ ( t} u ( t) ] dt+x r( tj

[zT(t)R3(t}z(t}+uT(t}R2(t}-u(t)]dt

Puesto que la expresión derecha está minimizada por la

ley de control en estado estable, no puede- habei» otẑ a ley de

control que produzca un valor más pequeño para la expresión

izquierda.

Luego, la ley de realimentación en estado estable

minimiza el criterio [2-64] para todo Pi(i7j)>0, lo cual
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implica que la ecuación de Ricatti converge a P(t) para todo

Pa-(i,Ó)>0-

A continuación se estudiarán las propiedades en estado

estable del regulador óptimo lineal invariante en el tiempo ,

2-3,3 Propiedades en Estado Estable del Regulador Óptimo

Invariante en el Tiempo _

Considere el problema del regulador invariante en el

tiempo para el sistema:

x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) 2-67

z(t) = D(t)x(t)

y el crite-
rio:

co

2-68

donde: Es ̂  0, £2 > 0 y Pi > 0.

La ecuación de Ricatti asociada, está dada por:

-P ( t} = D rR3D-P ( t)-J3S;*B TP ( ü) +A TP ( t) +P ( L-) A 2-69

con la condición de borde: P(ti) - Pi 2-70

Con estas consideraciones, las propiedades de estos

reguladores son :
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a) Se asume que Pi-0, entonces cuando ti-*», la solución de la

ecuación de Ricatti se aproxima a un valor constante en

estado estable P, si y solo si, el sistema no posee polos

que son al mismo tiempo inestables, incontrolables y

reconstruibles.

b) Si el sistema [2-67] es estabilisable y detectable, enton-

ces la solución de la ecuación "de Ricatti [2-69] se

aproxima al único valor P cuando ti-*0 para todo Pi>:0.

c) Si P existe, esta matriz es una solución simétrica

sernidefinida positiva de la ecuación de Ricatti,

0= D TR-PBRB TP+A TP+PA 2-71

d) Si P existe, esta matriz es estrictamente definida positiva

si y solo si, el sistema [2-67] completamente reconstrui-

ble.

e) Si P existe, la ley de control en estado estable es:

u(t) - -Fx(t) donde: F - Rs-̂ Î P 2-72

y. es estable asintóticamente; si y solo si, el sistema

[2-67] es estabilisable y detectable.

f) Si el sistema [2-67] es estabilisable y detectable, enton-

ces la ley de control en estado estable minimiza el crite-

rio .

ti
Iim f \ T ( fr) 7? Z ( t} 4-D T( 1-] & 17 ( ¿-\ r-rf-4-v Tl i- \Pytf- \ — 73, l L -̂  \* I •í-\--^ ¿* \ ¡ - t - i \ ¡ J\j^ L¿ \ ¡ J U. L, T -̂A. ^ LJK i Ji ,, JL \« / »_i t «_J

CQ
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para todo Pií:0. El valor al que llega este criterio es:

-*i- \J O ) JT .X \ O ) ¿* / 4t

A continuación se demostrarán estas propiedades.

Para la parte (a), supóngase que el sistema no es com-

pletamente reconstruible, entonces puede ser transformado a

una forma canónica reconstruible de la siguiente manera:

u(t)

2-75

donde el par (Axx, Do.) es completamente reconstruible.

Particionando la solución P(t) de la ecuación de Ricatti

[2-69] de acuerdo al particionamiento en [2-75], se tiene:

p(
(t)

2-76

Luego, la ecuación de Ricatti se reducen a las siguientes

ecuaciones matriciales:

,-i i

( t) +A2P¿ ( t) ] + [P̂  ( t) ( t)
2-7

2-78
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( t) =- í2(t)B2]. y-i
13 í t) t)

2-79

Se puede observar que con las condiciones finales Pn(ti.)=0,

Pi2(tx)=0 y P22(ti}=0? las. ecuaciones [2-73] y [2-79] se sa-

tisfacen con Pia(t)=0? Ps2(t)=0 para t<ti.

Con estas identidades, la ecuación [2-77] se reduce a:

-> f f.\ T>~~'-
•11 t C/ ̂l"2 (t) ^_ (t} -hP̂  ( £)

2-80

Esto significa que los valores característicos de Ass no

afectan la convergencia de Pn(t) cuando t^-^de aquí se dedu-

ce que la convergencia de P(t) no es afectada por los polos no

reconstruibles; por lo tanto, el sistema [2-67] es completa-

mente reconstruible.

Ahora, el sistema [2-67] se transformará a una forma ca-

nónica controlable, así:

cbr(&) _
c?t

X(t) 4- 2-81

x(t)

Donde el par (An, Bi) es completamente controlable.

A continuación se supone que el sistema no es es-
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tabilizable, luego Ass no es asintóticamente estable; enton-

ces, existe un estado inicial de la forma col(0, xae) tal que

x(-t)-*oo ( no importa corno es escogido u(t)).

Por la consideración asumida, completamente reconstrui-

ble, para tales estados iniciales, el criterio

ti
I [z T( t)R3z( t) +u r( t) R2u (t) ] dt 2-82
to

nunca converge a un número finito cuando ti-co. Esto indica que

P(t) no converge a un valor finito cuando ti-̂ ° si el sistema

[2-67] no es estabiUsable. Sin embargo, si [2-67] es estabi-

lizable, siempre se puede encontrar una ley de control que ha-

ga al sistema en laso cerrado estable. Para esta ley de con-

trol, el criterio [2-32] converge a un número finito cuando

ti-™; este número es un límite superior para el mínimo valor

que toma el criterio.

Anteriormente se obtuvo que el mínimo valor1 que toma el

^. vjj_,--«-í^ro Q r> "i ^ j , . ~ - , ,CZ1 OC-L 1U \_¿.—O.ÍJ QS xiancion cío ~cl QT-3® no c3,eorvso© moriO'nonios.mQii—

•ce, esto demuestra que el mínimo valor del criterio [2-82]

tiene un límite cuando tii-*<o; con lo que se concluye la demos-

tración de la parte (a).

Ahora la demostración del literal (d) es fácil, así:

Supóngase que el sistema no es completamente reconstruible;

entonces, si al sistema se lo transfiere a un sistema de forma
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canónica reconstruible y con Pi=0, entonces P(t) se representa

como:

, (t) O
P(t) =

O
2-83

De esto se desprende la existencia de P, y además es sin-

gular. Esto prueba que si P es estrictamente definida positi-

va , el sistema es completamente reconstruible.

Para probar que P es singular y que el sistema es recons-

truible, se asume la siguiente consideración: la existencia de

un estado inicial diferente de cero; tal que,

[\_zT(t)^z(t}+-a'r(t}R,u(t)]dt = O 2-84j
to

Puesto que Rs>0 y Rs>0, esto implica que

u(t)=0 y a(t)=0 para t>to 2-85

Pero esto significarla que existe un estado inicial diferente

de cero que causa una entrada cero y una respuesta z(t) que es

cero para todo t. Esto es una contradicción a lo asumido, com-

pletamente controlable3 y por lo tanto la asunción que P es

singular es falsa, por lo que queda demostrado este literal.

Ahora demostremos el literal (e). Se asume que P existe,

entonces se tiene un sistema que no tiene polos inestables,

incontrolables y son reconstruibles.
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Como se vio en el literal (a), en la representación

canónica reconstruible del sistema, P está dado en la forma:

•PIX O

O O
2-86

Esto demuestra que la matriz ganancia de realimentación

en estado estable tiene la forma:

xl O

O O
o 2-37

Esta expresión significa que la rnatris ganancia de reali-

mentación en estado estable abandona la parte irreconstruible

del sistema, esto implica que si la ley de control en estado

estable lleva al sistema en lazo cerrado a ser estable asin-

tóticamente; es decir, el sistema en laso abierto es detecta-

ble.

Además, si el sistema en laso cerrado es estable asin-

tóticamente, entonces el sistema en laso abierto es estabili-

ble.

Se observa que estabilidad y detectabilidad son condicio-

nes necesarias para que la ley de control en estado estable

estabilice asintóticarnente.

Se vio antes que la ley de control en estado estable no

afecta ni es afectada por la parte irreconstruible del siste-
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tna; por lo tanto, si el sistema es detectable, se omite la

parte írreconstruible y se asume que el sistema es completa-

mente reconstruible.

Ahora, si se convierte al sistema en una forma canónica

controlable como en [2-81], y particionando la matriz P(t), se

tiene:

2-88

De la ecuación de Ricatti [2-69], Pn(t) es la solución de:

-Plt (t) = AT7?,A -Paa (t) SJ

y
U,

2-89

Puesto que el par {Azi, Bi> es completamente controlable

y además PiiCtO tiene una solución asintótica Pío. cuando tx-*c°3

tal que (Axi - BiFi), con Fi ~ Rs-^Bi^Pn, es estable asintó-

ticamente.

La ley de control para todo el sistema [2-81] es:

F= F

0]
P12 ¿ 22

l-ll 2-90

Con esta ley de control, el sistema en laso cerrado está

descrito por:
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2-91

Para terminar la demostración del literal (e), se conclu-

ye gue si el sistema en laso abierto es asintóticamente esta-

ble tanto An-BiFi como Ass son asintóticamente estables.

Esto indica que detectabilidad y estabilidad son condiciones

suficientes para garantizar que en laso cerrado, la ley de

control en estado estable será asintóticamente estable.

Ahora demostremos la parte (f).

La ley de control en estado estable minimiza el criterio

[z T( t) R¿z{ t) +u r( t} R2u ( t) ] dt 2-92
tu

y el valor mínimo de este criterio se encuentra dado por

>:T(to)Px(to) . Ahora considérese el siguiente criterio

±̂ - f [z 7( t) R,z (t) + u T( t) £,17 (t) ] dt+x T( t-J Pixítj 2-93
co

con Pi S: 0. Si el sistema es estabilisable y detectable, el

criterio se reduce a

u(t)ILíu(t)]dt = T̂(t0)Sr(fc0> 2-94
to

donde s y u son la variable controlada y la entrada generada
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por la ley de control en estado estable. Esta ley de control

en estado estable no sólo minimiza [2-92] , sino también [2-93]

Suponiendo que existe otra ley de control que da un valor pe-

queño en [2-93] , entonces esta ley de control se convierte en

u ^ u . d 4-
£0

2-95

si Px > 03 entonces:

Pero se sabe que el lado izquierdo de esta expresión es

minimizado poz% la ley de control en estado estable y no existe

un valor menor a • xT(to)Px(to); luego, esto es una contradic-

ción, lo que significa que [2-93] es minimizado por la ley de

control en estado estable; de aquí queda demostrado este

literal.

El literal (b) ? se demuestra inmediatamente del literal

(f)-

Por último demostremos el literal (c). Supóngase que el

sistema [2-67] es estabilizable y detectable, y P' es alguna

matriz simétrica semidefinida positiva y solución de la ecua-

ción algebraica de Ricatti.

Considérese la ecuación diferencial de Ricatti [2-69] con
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la condición final Pn. - P'.

La solución de la ecuación de Ricatti es P(t) = P'; entonces,

la solución en estado estable P está dada por P', esto indica

que alguna matriz P" de la ecuación algebraica de Ricatti es

la solución en estado estable P, de aqui que el valor en

estado estable P es única solución semidefinida positiva de la

ecuación algebraica de Ricatti, con esto queda demostrado este

literal.

Resumiendo estos resultados, se tiene:

Los literales (b) y (c) indican que los estados de esta

bilidad y detectabilidad son condiciones suficientes para que

la ecuación de Ricatti converja al único valor P para todo

Pl(i,0)=0» y que la ecuación algebraica de Ricatti tiene una

única solución semidsfinida positiva,

Después de haber analizado el problema del regulador

determinístico, a continuación se estudiará el problema del

regulador estocástico.

2.4 PROBLEMA DEL REGULADOR ÓPTIMO LINEAL ESTOCÁSTICO

2.4-1 Introducción _

Este problema permite obtener la solución transitoria

para el caso de un sistema lineal que tiene perturbado el

estado inicial y debe regresar al estado cero lo más rápido

que sea posible, limitando a la ves la amplitud de la entrada.
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El problema es entonces diseñar una configuración realimenta-

da, la cual reduce los desajustes (offset) iniciales rápida-

mente y contrarresta los efectos de perturbaciones en estado

estable.

Así, considérese la planta representado por el sistema

que se describe a continuación:

¿(t) - A(t)jc(t} + B(t)u(t} + v(t)

2-96
z(t) = D(t)x(t)

donde: u(t) es la variable de entrada.

s(t) es la variable controlada.

v(t) representa las perturbaciones que actúan

sobre el sistema.

Matemáticamente, representamos las perturbaciones como

procesos estocástioos, al que le modelamos como la salida de

un sistema lineal excitado por ruido blanco; entonces, se asu-

me que v(t) está dada por:

v(t) = Da(t)xc>(t) 2-97

Aquí xa(t) es la solución de:

xa(t) = A¿i(t)xci(t) + w(t) 2-98

en la cual v?(t) es el ruido blanco. Además se asume que tanto

x(to) como xci(to) son variables estocásticas.

Combinando el sistema con las perturbaciones, se tiene:
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*

O Ad(t)
r^l , j_y
2£ 1 f_, 1 +

B ( t ) "

. ° .
77 / i~ \-

0

wít)f

) = [-D(t) OjxCt)

2-99

donde: x(t) es el vector aumentado e igual a

col[x(t),xd(t)].

Se observa gue [2-99] no es un sistema completamente controla-

ble . Ahora, tomando el criterio cuadrático integral del pro-

blema del regulador determinístico; en el cual, se incluye la

presencia de una perturbación, se tiene

ci
E

2-100

donde: E es el valor esperado o esperanza matemática

Entonces, el problema general es rninimisar

E uT(t)R2(t}u(t)]dt
to

para el siste-
ma: ¿(t) = B(t)u(t)

Este problema se denomina "problema del regulador óptimo li-

neal estocástico". Todo lo anteriormente indicado se resume en
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la siguiente definición:

2.4.1.1 Definición 4

Considérese el sistema descrito por la siguiente ecuación

diferencial de estado

x(t) =A(t)x(t) +5(t)u(t) + w(t)
2-102

con la condición inicial x(to) = ;-:0 2-103

y la variable controlada s(t) - D(t)x(t) 2-104

En la expresión [2-102], w(t) es el ruido blanco con

intensidad v(t). El estado inicial xo es una variable estocas-

tica, independiente del ruido blanco w(t), con:

E {XoXo-̂ }- — Qo 2—íes

donde Qo es la matriz de variansa.

Además considérese el criterio

El
to

2-106

donde Rs es una matris simétrica definida positiva para

to ̂  t í ti; y, Rs y Pi son matrices simétricas semidefinidas

positivas. Entonces, el problema es "determinar para cada ins-

tante u, en el intervalo [to?tx], una entrada u(t) como fun-

ción de toda la información del pasado y para el cual el cri-
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terio se ha minimizado", a este problema se le denomina "pro-

blema del regulador óptimo lineal estocástico".

Si todas las matrices en el problema formulado son cons-

tantes, entonces se refiere al problema del regulador óptimo

lineal estocástico invariante en el tiempo.

La solución a este problema se analizará en el siguiente

subtema.

2-4_2 SOLUCIÓN ANALÍTICA AL PROBLEMA DEL REGULADOR ÓPTIMO

LINEAL ESTOCÁSTICO

Este problema exhibe una diferencia esencial respecto al

problema del regulador deterministico, y se debe a que el rui-

do blanco hace imposible predecir exactamente cómo el sistema

va a comportarse. Entonces, a priori, lo mejor es no- determi-

nar, en el periodo de control [to,ti], pero si reconsiderar la

situación en cada instante t, en base a toda la información

disponible.

En este instante t el comportamiento futuro del sistema

está enteramente determinado por: el estado presente x(t)., la

entrada U(T) para T > t., y por ruido blanco W(T) para T > t.

Toda la información del pasado que es relevante para el futu-

ro está contenido en el estado x(t). Por lo tanto, considérese

la siguiente ley de control

u(t) = g [x(t), t] 2-107
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donde la entrada corresponde a cada posible valor del estado

en el tiempo t.

Esta ley de control presupone que cada componente de es-

tado puede ser medido con precisión en cada instante. Como se

señaló antes, esta es una consideración irr-ealista, más aún en

el caso estocástico, donde el estado incluye componentes que

describen las perturbaciones o las variables de referencia;

pero es improbable que estas componentes puedan ser medidas

fácilmente-,

La solución a esta dificultad queda planteada y no se

resolverá en el presente trabajo.

Volviendo al problema de la versión estocástica, se tiene

que la presencia del ruido blanco w(t) no altera la solución

del sistema [2-102] excepto, para incrementar el valor mínimo

del criterio. A continuación su discusión y demostración:

La solución lineal óptima al problema del regulador ópti-

mo lineal estocástico es escoger la entrada de acuerdo a la

ley de control lineal

u(t) = -F*(t)x(t) 2-108

donde F*(t) = R2-i(t)B*(t)P(t)

en el cual P(t) es la solución de la ecuación matricial de

Ricatti

-P(t) -^(t) - P{t)B(t)S¿*(t)BT(t)P(t) •*• Ar{t)P{t) + P(t)A(t)

con la condición final P(ti) = Pn. 2-110

y el valor mínimo del criterio está dado por
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tr [P(tJa •*- fp(t)V(t)dt] 2-111
J
tro

Como se observa, se da la mejor solución lineal al pro-

blema del regulador estocástico.

Para demostrar, se supone que el sistema está controlado por

medio de una ley de control lineal.

u(t) = -F(t)x(t)

El sistema en laso cerrado está descrito por la siguiente

ecuación diferencial.

] = [A(t) - B(t)F(t)]x(t) + w(t]

y el criterio, por

ti

to

Pero este criterio puede ser expresado como

tr [?(£)£ + / P(t) V( t) dtl 2-112
ZQ

donde P(t) es la solución de la ecuación matricial

diferencial.
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con la condición final P(tl) = Pl

Ahora, P(t) satisface la desigualdad ' P(t) > P(t) 2-114

para todo: to < t < tx, donde P(t) es la solución de la ecua-

ción de Ricatti [2-109], con la condición final [2-110].

Si: F*(r) = R2-i(T)BT(T)P(r) t < T < tx 2-115

la desigualdad se convierte en:

tr [P(t)cr] -> tr [P(t)a] 2-116

donde a es una matris simétrica semidefinida positiva. Esto

demuestra que [2-112] es minimizado por F de acuerdo a [2-115]

Luego, el criterio [2-112] está por [2-111]? con lo que se

concluye: que la ley de control [2-108] es la ley de control

lineal óptimo.

A continuación se analizará algunas propiedades de la

solución al problema del regulador con perturbaciones.

Ahora, se supondrá que la partición de la solución P(t)

de la ecuación de Ricatti [2-109]3 de acuerdo a la partición

x(t) - col[x(t),xa(t)] es

*L2 í fc>"
2-117

12 (t> P«<t)

Si la matriz ganancia de realimentación óptima está particio-

nado como
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F*(t) = CFi( t ) F2( t ) ]

Entonces, se obtiene Fi(t) = R2-i(t)B^(t)Pn(t)

F2(t) = R2-Mt)B^(t)Pi2(t)

Además ? de la ecuación matricial diferencial se obtiene

2-118

con Pn(t) = Pi

con Pi2(t) ~ 0

( t) 5 ( t) ̂  ( t) B T( e) P12 < e) -KD/C t)
/( t) P22 ( t) +Pa2 ( t) Aá ( t)

( t)

Se observa

el© las

con P22(tn.) =

Pll y Fxa aon. la.s p

el© 1 sistems. el©

la. £±siar-s, 2—13

W cíe ble¡neo

Perturbación
Dinámica

xa

u.
V perturbación

x
PLANTA

realimentación

fig. 2-13
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Volviendo al problema general del regulador óptimo. En la

práctica se presentan periodos de control largos, lo que..sig-

nifica el interés para cuando ti-*3, obteniéndose la ley de

control óptimo en estado estable para el regulador estocástico

en la medida que minimice

-̂  -,.1- . E I lzT(t}R,(t}z(t] + uT(t)Rz(t}u(t)]dt 2-119
to

Para esta ley de control óptimo en estado estable, el criterio

[2-119] está dado por

CJ.

^̂  —^— rtr[P(t}̂ (t)]dt 2-120
to

Además, para el problema del regulador estocástico y una ley

de control, invariantes en el tiempo estable asintóticarnente 3

la expresión [2-119] queda

-̂  E [zT(t)R2(t)z(t)t— » j

Luego, la ley de control óptimo en estado estable minimiza

[2-121] con respecto a las otras leyes de control invariantes

en el tiempo.

Se observa que desde [2-119], el valor minimo [2-121] está da-

do por

tr (PV) 2-122
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Hasta el momento se ha considerado la teoría de control

lineal para sistemas de tiempo continuo, en el siguiente

subtema se revisará la misma teoría para sistemas de tiempo

discreto.

2-5 PROBLEMA DEL REGULADOR ÓPTIMO LINEAL DETSRMINISTICO

DISCRETO

2.5-1 Introducción

Análogamente al problema de tiempo continuo, se define al

problema del regulador discreto de la siguiente manera:

Considérese el sistema lineal discreto

x(i-t-l) =A(i)x(i) +B(i)u(i) 2-123

con: x'(i0) = *0 2-124

9-195
controlada

Además considérese el criterio

> f j} 7 i f Í } ~\ V ™ í 1 "i P V f 7 ^"2 \ *-*• \' J \' 1 \y-T_/

2-126

donde RaCi-t-l) > 0 para i = io, io+1, ...... ix-1, y, R3 >^%

y Px ^ 0. Entonces el problema para "determinar la entrada

u(i) para i = io, io+1, s ix~l", se lo denomina problema
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del regulador óptimo lineal determinístico de tiempo discreto.

Si todas las matrices son constantes, se referirá al pro-

blema del regulador óptimo lineal discreto invariante en el

tiempo.

Los dos términos del surnatorio no tienen el mismo argu-

mento [ sCi-í-1), u(i) ]. Esto se debe a que el valor inicial de

la variable controlada s(io) depende del estado inicial x(io)

y no puede cambiar? es por eso que no "hay término que incluya

z(io) en el criterio. Asi mismo3 el valor final de la entrada

u(ii) afecta al comportamiento del sistema después del instan-

te final ii; por lo tanto, el término que involucra u( ii)

puede ser excluido.

El método que se va a utilizar- para derivar la ley de

control óptimo es diferente a la del caso en tiempo continuo;

en el cual, se usaron cálculos de variaciones elementalesr en

este caso se utilizará la programación dinámica. Así:

Definimos la siguiente función escalar:

u U) . , .iK.ij.-l5 4

rbr(z),í] + X T ( Í L ) P1x(ii) para i==i0/¿0-*-i, , . . . , i±

_ = x^ííj,) ^^"(¿x) para todo i = Í-L 2 - J 2 T

Se observa que FCx(i), i] representa el mínimo valor del

criterio, calculado en el período {i, i+1, . . . . , ii>; cuando

en el instante "i", el sistema se encuentra en el estado x(i).



- 67 -

A continuación se obtendrá una ecuación iterativa para

esta función;

Considérese el instante (i-1) y la entrada u(i-l) es ar-

bitrariamente seleccionado, pero u(i) , u(i-í-l) , ,u(ii-l)

son escogidos óptimamente con. respecto al estado del sistema

en el tiempo "i"; entonces, se puede escribir el criterio en

el periodo {i-1, i,

Para determinar u*(i~l), C la entrada óptima en el tiempo

(i-1) ], se escoge u(i-l) de tal modo que la expresión

zT(±}R3z(i}-rur(i-'L)P^u(i-^} +r[jcí'i),í] 2-128

sea minimizada.

El valor mínimo de [2-128] es el valor mínimo del crite-

rio evaluado en el período de control {i-1, i, . . . . , ii-1}.

Luego, se tiene la igualdad

r[x(í),í]

Utilizando las ecuaciones [2-123] y [2-125], y racionali-

zando la notación, esta expresión toma la forma
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r[x,¿-l] = -2JS. [A{¿-l)A"HB(Í-l)u]rR1{Í

+ u ̂ (i-i) u t-r(U(i-i)jí4-£(i-i)u],i) Z_130

donde «i<¿> =UT(¿}^(¿)D(i)

Esta es una ecuación iterativa de la función r(:c, i). Pero, se

desea encontrar una solución de la forma

donde P(i), i=io, io+l3 ...., ii, es una secuencia de

matrices a determinarse.

De [2-127] se desprende que: P(ii) = Pi

Sustituyendo [2-131] en [2-130], se obtiene la entrada óptima

y está denotado por

u(i-l) = -F(i-l)x(i-l) para i - i0+l, . . . . /i^ 2-132

donde

2~133

La inversa de esta matris existe, puesto que RaCi-l) >

(definida positiva) y BT( i-1) [Ri( i )+P( i ) ]B( i-1 ) es una matriz
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semidefinida positiva, cuya suma da como resultado una matri

definida positiva.

Entonces, si se sustituye [2-132] en [2-130], se llega a

obtener la siguiente ecuación de diferencias de P(i)

2-134

para ± - ifl-KL, . . . i±

Estos resultados se resumirán de mejor- manera, en el siguiente

teorema.

TEOREMA 2-5

La entrada óptima del problema del regulador óptimo li-

neal determinístico en tiempo discreto, está dada por la si-

guiente función

u (i) = -Fl±)x(i) paxa. i = ic,iG+l, . . . . ,̂ -1

donde

*

2—135

además .,
para

La secuencia de matrices P(i) para i^io, io+!3...,

satisface la ecuación matricial de diferencias
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PU) =^
2-I3S

para i = ifl,ia-*-!,.. . i±-l

con la condición final P(ii) = Pl

El valor del criterio [2-126] que se logra con esta ley de

control es

Se puede observar que la ecuación de diferencias debe ser-

resuelta con el tiempo hacia atrás, de la siguiente manera:

primero calcular F(i) y luego calcular P(i).

Cabe señalar que la ecuación de diferencias es la equiva-

lente a la ecuación de Ricatti en tiempo continuo.

Después de haber analizado el problema del regulador óp-

timo lineal deterninistico en forma discreta, a continuación se

procede a dar solución a este problema.

2.5.2 SOLUCIÓN EN ESTADO ESTABLE AL PROBLEMA DEL REGULADOR

EN TIEMPO DISCRETO

En el presente estudio se analizará el caso donde los pe-

riodos de control son largos, desde io al infinito. Los resul-

tados que se obtienen serán idénticos al del caso continuo,

como se observará en el siguiente teorema.
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TEOREMA 2-4

Considérese el problema del regulador y su solución dada

por el teorema 2-3. Asumir que A(i)3 B(i), Rx(i-t-l) y Rs(i) es-

tán limitados para i > io, y que Rs(i+I) > al, R:s(i) > ]3!

para i £ io. Donde a y £ son constantes positivas.

1) Si el sistema [2-123] es:

a) completamente controlable, o

b) exponencialmente estable.

Entonces, la solución P(i) con la condición final P(ix)-0

converge a una secuencia de matrices semidefinidas positivas

P(i) cuando ix-̂ 0 y es la solución de la ecuación diferencias

[2-135] y [2-136].

2} Si además el sistema es:

a) completamente controlable y reconstruible, o

b) exponencialrnente estable.

Entonces, la solución P(i) con la condición final P(ix)=Px

converge a la matriz P(i) cuando ix-03, para alguna matris

Pi(i,d) ̂  0-

En el siguiente teorema se analizará la estabilidad de la

ley de control en estado estable que corresponde a la solución

P en estado estable.

Considere el problema del regulador y suponer las consi-

deraciones que se mencionaron en el teorema 2-4 respecto a las

matrices A, B, Ex, Rs y Ra-
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Ahora si el sistema [2-123] es;

a) completamente controlable y reconstruíale, o

b ) exponencialrnente estable .

Entonces se llega a las siguientes conclusiones :

1) La ley de control óptimo en estado estable es

u(i)=~F(i)x(i) donde F(i) se obtiene sustituyendo P(i)

por P(i) en la ecuación [2-135] y además es exponencialmen

te estable; y

2) La ley de control óptimo minimiza el criterio

para todo P^(ifj) ̂  O

El mínimo valor que toma el criterio es xT(io)P(io)x(io)

La demostración de este teorema es la misma demostración que

se realizó en el caso continuo.

En los siguientes teoremas se analizará el caso invariante en

el tiempo.

Considere el problema del regulador óptimo lineal discre-

to invariante en el tiempo; además considérese al sistema tan-

to estabilizable y detectable. Luego, se llega a las siguien-

tes conclusiones :

1) La solución de la ecuación de diferencias PC i) y la condi

ción final P(ix)=Pi converge a la solución P constante en

estado estable, cuando ii-*<» para alguna matriz Px(i,j) > 0
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2) La ley de control óptimo en estado estable es invariante en

el tiempo y asintóticamente estable; y,

3) La ley de control óptimo en estado estable minimiza el

criterio [2-137] para todo Px(i,j) > 03 y el mínimo valor

de este criterio es:' ' XT( io )Px( id)

2.6 COMENTARIOS

En este capitulo se ha tratado con sistemas de control

cotí realimentación de estado donde los componentes de estado

pueden ser medidos en cualquier instante de tiempo.

Además se ha analizado, cómo los sistemas de control li-

neales con realimentación de estado pueden ser diseñados de

manera óptima al ser sensados mediante el criterio integral

cuadrático.

También se ha estudiado las características de estabili-

dad y la sensibilidad a perturbaciones.

No hace falta decir que ya se está en capacidad de apli-

car algunos métodos numéricos para encontrar la solución de la

ecuación algebraica y diferencial de Ricatti, y esto es justa-

mente lo que se hará en el capítulo siguiente.
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3.1 INTRODUCCIÓN

Una vez realizado el estudio analítico de las ecuaciones

algebraica y diferencial de Ricatti, a continuación se proce-

derá a obtener estas mismas ecuaciones en el computador digi-

tal y se le aplicará a varios ejercicios de interés.

Se ha escogido dos métodos para resolver numéricamente la

ecuación diferencial matricial de Ricatti, estos son: el Méto-

. do de Integración Directa (Runge-Kutta) y el método de Kalman-

Englar. En la siguiente sección se revisarán estos méto'dos que

son importantes para el problema del regulador.

3.2 SOLUCIÓN POR EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN DIRECTA

La ecuación matricial de Ricatti está dada por

con la condición final P(ti) = Pi

Una aproximación directa, es la de considerar la ecuación

diferencial como un sistema de n2 ecuaciones simultáneas dife-

renciales de primer orden no lineales (asumiendo que 3?(t) es

una matriz nxn) y utilizar una técnica numérica para integrar

estas ecuaciones desde ti hasta t en intervalos de tiempo -6t

El método que se utilizará es el de ' Kutta-Simpson (regla

de 3 a 1 ) cuyo proceso es el siguiente:
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La ecuación diferencial puede ser- escrita como

¿(t) = £[£(t)]

Este método utilizado para resolver ecuaciones diferenciales

de primer orden escalares, se ha generalizado para resolver

ecuaciones matriciales, obteniéndose los siguientes resulta-

dos:

Se denotará la variación negativa de tiempo con el siguiente

símbolo St. Entonces, se obtiene:

B(t-ot) = £(t) - ot[P0 4- 2P1 4- 2P2 +P3]/6

donde: ££ = fCE(t)]

El = £[£(t) - 0.5 6t ££]

£2 = fCE(t) - 0.5 6t £1]

E3 = ±CECt} - 6t £2]

El error que se obtiene está dado en el orden de "o5".

Se debe ir calculando E(t) para t=ti-ot, tx-26t, ti-Sot, ....

Además^ se debe tomar en cuenta las condiciones que debe

cumplir 5t con relación a las constantes de tiempo del sistema

y a la exactitud deseada de la solución.

Es conveniente simetrisar la matriz después de cada paso.

A continuación se revisará el método de Kalrnan-Englar.

3.3 SOLUCIÓN POR EL MÉTODO DE KALMAN-ENGLAR

Este método es aplicable a la solución de la ecuación de
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Ricatti invariante en el tiempo, y se basa en las siguientes

expresiones:

De la ecuación [2-46], se tiene:

donde: tin-i = ti - 6t

Las matrices 9±d(t3"to) se obtienen de la partición de la ma

tris de transición 9(t7to), en el sistema

donde:
Z =

¿(t)
p(t]

A

-BTZ

= Z

Como 8( ti-t-i, ti) = e(-Z6t) , se puede evaluar mediante una

serie de potencias, asi:

eM = I + M + M2/2! + M3/3! + ......

Para llegar a la solución de la ecuación de Ricatti es

necesario aplicar repetidamente la ecuación [2-138]. De igual

forma al caso anterior es necesario simetrisar la matriz en

cada paso.

Para la mayoría de los problemas existe un 6t bastante

pequeño con lo que se obtiene resultados precisos. Los cálcu-

los pueden ser largos cuando el principal interés es calcular

la solución en estado estable.
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Esto es en esencia el método.

Con la finalidad de demostrar la valides de estos méto-

dos, a continuación se procederá a realisar ejercicios prácti-

cos, de manera que se pueda observar la utilidad que presentan

estos métodos para obtener la solución de la ecuación de

Ricatti.

3_4 EJERCICIOS DE APLICACIÓN

Los ejercicios que se plantearán a continuación se resol-

verán por ambos métodos.

E.-ierrrplo 1.

Es deseable determinar la ley de control que causa la

planta

x2 ( fc) = -jq < t) + 2Xj ( t) •»- u ( t)

para minimizar el criterio

El tiempo final "T" es 10 . Encontrar la ley de control

óptimo integrando la ecuación de Ricatti.
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Solúeion-

Puesto que los programas irnplementados se trabajan con

matrices, entonces el primer paso es expresar el problema en

forma matricial. Luego

A =
0

l

1
B =

0

"i o
0 2

je, - i ,-«P(D = o o

Además cabe anotar que el orden del sistema es n-2 y el

número de entradas es m-1.

Estos datos se introducen en el computador y se obtienen

los siguientes resultados.

(ver anexo Al).

2,

Considérese la siguiente planta

.¿L (t) = -x2 (ir)

X2(t) = x>

Determinar la ley de control que minimiza el criterio

f dt



Solución.

De igual forma, es necesario obtener las matrices del

sistema y de ponderación, asi:

A =

" 0 1 0 "

0 0 1

0 0 -2

B =

0"

0

1.

1 0 0

0 0 . 1 0

0 0 0

= 0.1 P(T) =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

El orden del sistema es n=3 y el número de entradas es

m=l.

Introduciendo estos datos en el computador se obtienen

los siguientes resultados.

(ver anexo A2)

3.5 SUBRUTINAS PARA LOS PROGRAMAS IMPLEMENTADOS

Debido a que las subrutinas son un poco grandes, y con la

finalidad de dar mayor continuidad al trabajo; se ha visto

conveniente, exponer las subrutinas en el anexo B'l.

3.6 COMENTARIOS

En este capitulo se ha obtenido, a más de la solución de

la ecuación de Ricatti, la entrada óptima y los vectores de

estado óptimos, por medio del computador digital, y con ayuda
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de los métodos anteriormente mencionados.

Realizando una comparación entre los métodos Runge-Kutta

y el de Kalman-Englar, se puede indicar que el primero de

ellos tiene mejor precisión y sus resultados son más exactos;

además la integración se realiza en los limites de integración

deseados.

Esto no ocurre, con el segundo método, ya que en este se

debe ingresar el número total de pasos discretos que desea el

usuario, contados desde el tiempo final hacia atrás. Luego,

este número total de pasos, puede o no incluir el intervalo de

integración que requiere el primer método.

Los dos métodos tienen el mismo objetivo, si cual es

determinar la matriz solución de la ecuación diferencial de

Ricatti; estos métodos son rápidos comparados con los de otros

métodos existentes.

Los resultados obtenidos con estos métodos son satisfac-

torios, con lo que se demuestra la precisión y valides de

ellos.

En resumen, para los dos métodos se obtuvieron tablas y

gráficos de las siguientes matrices:

- matriz solución de la ecuación diferencial de Ricatti.

- matris ganancia de realimentación en lazo cerrado.

- vectores de estado óptimos, y

- vector de entrada óptima.
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Con respecto a los gráficos, estos indican el comporta-

miento de la planta para minimizar un cierto criterio. Estos

gráficos varían a medida que los valores de P y F se alejan

del valor en estado estable. Además, se observa que los vecto-

res de estado y la entrada óptimos tienden a cero; esto se

debe a que nuestra inferencia es cero. Esta tendencia nos

indica que el sistema es estable alrededor del origen.

A continuación se revisará un método para obtener la so-

lución de la ecuación de Ricatti en estado estable.
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4.1 INTRODUCCIÓN

En este capitulo se obtendrá la solución de la ecuación

matricial algebraica de Ricatti en el computador digital y se

aplicará a varios ejercicios.

Se ha escogido un método para resolver la ecuación alge-

braica de Ricatti; este es, el método de Diagonalisación que

da la solución numérica, a partir de la ecuación diferencial

matricial de Ricatti.

Los ejercicios que se proponen servirán de ayuda para

comprobar la validez del programa que se va-a implementar, a

continuación se revisará el método.

4.2 SOLUCIÓN POR EL MÉTODO DE DIAGONALIZACION

Como se vio anteriormente, la solución en estado estable

asintótica se expresa como:

P = WsaWlS-1

donde: Wss y Wis se obtienen particionando la

matriz W, asi:

"22

Esta matriz consiste de los vectores característicos de

la matriz Z
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donde:
A

-A

Las n primeras columnas de W corresponden a los valo-

res característicos de Z con parte real positiva, y las

últimas n columnas de W corresponden a los valores carac-

terísticos de Z con parte real negativa.

Generalmente 3 algunos o todos los vectores característi-

cos de Z podrían ser complejos, así que las matrices Waa y

Wi2 serían complejos.

Pero, la aritmética compleja puede evitar-se de la si-

guiente manera:

Si ̂  es un vector característico de Z que corresponde al

valor característico T con parte real negativa; entonces, su

complejo conjugado ¿S es también un vector característico que

corresponde al valor característico T con parte real negativa.

Luego, las últimas n columnas de W contienen pares de vecto-

res columna complejos conjugado. Esto siempre se cumple cuando

se logra una transformación lineal no singular; así:

y
"22

u

En cuyo caso, todos los pares de vectores columna comple-

jos conjugados que se encuentran en la col(Wi2 y Wrzs) son

reemplazados por dos vectores: real Re$&) e imaginario Im( eO
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en la coKW'is y Wss).

Entonces se llega a la siguiente igualdad

lo cual demuestra que Wss y W'is puede ser usada para calcu

lar P, en ves de utilizar Wss y Wxs.

Pa^a. £i.ria.l±2:s.r" , s© c5.s-3ra.ri loa ^s.sos j>s.r-s. oalouils.^ P :

a) Formar la matris Z y utilizar alguna técnica numérica .pa-

ra calcular los vectores característicos que corresponden a

los valores característicos con parte real negativa.

b) De los n vectores característicos formar la matris 2n x n

V*''12

donde W'isy W'22 son nxn submatrices, que están formadas de

la siguiente manera:

Si ^ es un vector característico real, entonces forma

una de las columnas.

Si e y e forman un par complejo conjugado, entonces el

Re( eO será una columna y el Im(̂ ) será otra columna.

c) Calcular P: _
P = WUftffo
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A continuación se aplicará este método en algunos ejerci-

cios.

4_3 EJERCICIOS DE APLICACIÓN
>

Utilisando los mismos ejemplos anteriores se comprobará

que con los tres métodos se obtienen los mismos valores para

la parte estable.

Ejemplo 1.

Considere la planta

x2 ( t) = -x1 ( t) + 2^ ( t) + u ( t)

que minimiza el criterio

f ízl ( t) H- 2̂ | { t) + u2 ( t) ] dt

Encontrar la ley de control óptimo en estado estable.

Solución.

Puesto que los programas implementados se trabajan con

matrices, entonces el primer paso es expresar el problema en

forma matricial. Luego



88 -

A =
O 1

-1 +2

'1 O

O 2

B =
Fo
1

= 1

Además cabe anotar que el orden del sistema es n-2 y el

número de entradas es m=l.

Estos datos se introducen en el computador y se obtienen

los siguientes resultados .

(ver anexo A3) .

E.1 emolo 2.

Considérese la siguiente planta

T2 (fc) =

u(t)

Determinar la ley de control en estado estable que mini-

miza el criterio

dt

Solución.

De igual forma, es necesario obtener las matrices del
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sistema y de ponderación, asi:

A =

ro i o'
0 0 1

0 0 - 2

1 0 0

O 0.1 O

0 0 0

= 0.1

El orden del sistema es n=3 y el número de entradas es

m=l.

Introduciendo estos datos en el computador se obtienen

los siguientes resultados.

(ver anexo A4).

4.4 SUBRUTINAS PARA LOS PROGRAMAS IMPLEMENTA3X)S

Debido a que las subrutinas son un poco grandes, y con la

finalidad de dar mayor continuidad al trabajo; se ha visto

conveniente, exponer las subrutinas en el anexo B2.

4.5 COMENTARIOS

Como se puede observar la eficiencia de este método es

aceptable, debido a que los subprogramas para calcular los

vectores característicos es un poco largo, sin embargo sus

resultados son satisfactorios.



- 89 -

sistema y de ponderación, asi

ro i o
0 0 1

,° o -:_

n o o"
0 0 . 1 0
0 0 0

B =

- 0.1

El orden del sistema es n=3 y el número de entradas es

m=l.

Introduciendo estos datos en el computador se obtienen

los siguientes resultados.

(ver anexo A4).

4.4 SUBROTINAS PARA LOS PROGRAMAS IMPLEMENTADOS

Debido a que las subrutinas son un poco grandes, y con la

finalidad de dar mayor continuidad al trabajo; se ha visto

conveniente, exponer las subrutinas en el anexo B2.

4.5 COMENTARIOS

Como se puede observar la eficiencia de este método es

aceptable, debido a que los subprogramas para calcular los

vectores característicos es un poco largo, sin embargo sus

resultados son satisfactorios.
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Debido a la configuración de la matriz Z , los valores

característicos de esta matriz no tiene parte real cero, y los

valores característicos en lazo cerrado y en estado estable

son precisamente los valores característicos de Z que tienen

parte real negativa.

Además como se observó, en los gráficos de los vectores

de estado y entrada óptimos; al variar el valor de la matriz

de realimentación en estado estable, la respuesta del sistema

cambia en la misma medida en que estos valores se alejen del

valor verdadero en estado estable, obteniéndose diferentes

tipos de respuestas, entre ellos: oscilatorio, subamortiguado

y sobreamortiguado.

Es así que de acuerdo a las características que se desea

tener en la señal de salida, se puede variar la matriz de

realimentación.

Por último, se puede indicar que la precisión de este

programa es menor a los dos métodos anteriores.

En el último capítulo se darán las conclusiones finales.
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5.1 ANÁLISIS DEL TRABAJO TERMINADO

Términos como: "control óptimo", "ecuación de Rica-tti",

"criterio de rendimiento", etc., son términos que se han

considerado durante el desarrollo del tema; el cual, que

se cree que al finalizar el presente estudio se consigue

dar una visión más clara sobre cada uno de elloo.

- El análisis que se realizó en la ecuación diferencial ma-

tricial de Ricatti, no se queda solo en la base dé un

conocimiento matemático, sino que a la. vez relaciona esta

ecuación a la solución de un problema particular del

control óptimo, "El Problema del Regulador Cuadrático

Lineal".

Es por esto, que fue necesario estudiar la Teoría de Con-

trol Óptimo, y asi buscar un camino adecuado que permita

obtener la- ecuación diferencial de Ricatti. Esta inquie-

tud se originó al realizar el análisis del Problema .del

Regulador Lineal Deterministico.

~ Para un completo estudio de la ecuación de Ricatti, en el

dominio del tiempo, fue necesario analizar el Problema

del Regulador en estado estable, y llegar a su solución;

ello condujo a obtener la ecuación algebraica de Ricatti.

- Es aquí donde se demuestra que la ecuación diferencial

escalar de Ricatti es un caso particular de la ecuación

diferencial matricial de Ricatti,
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La ecuación algebraica de Ricatti nos indica, que si la

matriz de Ricatti E es constante; entonces, el sistema

óptimo resultante es lineal e invariante en el tiempo.

A manera .de introducción, el siguiente subterna que se

analizó, fue el comportamiento del sistema cuando se

presentan perturbaciones, y la solución a este problema;

es por eso que el subterna lleva como titulo: "El Problema

del Regulador Lineal Óptimo Estocástico".

- El último subtema del Capitulo 2 fue, el Problema del

Regulador Óptimo Lineal Deteministico Discreto. Después

de analizarlo se concluye que el Problema del Regulador

Continuo y el Discreto son duales; esto es, que las pro-

piedades y las soluciones tienen la misma estructura.

- En los capítulos 3 y 4, se obtienen las soluciones de las

ecuaciones de Ricatti (diferencial y algebraica) por

medio de métodos computacionales. En estos capítulos se

utilizaron técnicas iterativas para hallar sus solucio-

nes.

5.2 REALIZACIÓN DE LOS OBJETIVOS

- El alcanzar los objetivos fueron la meta de este trabajo.

- Los objetivos que se plantearon en el Capítulo I se han

logrado, y de esto puede dar testimonio un lector neutral

que lea el presente trabajo.
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5.3 CONCLUSIONES

La importancia de la Teoría de Control Óptimo; se debe, a

que la teoría moderna de control está basada en: técnicas

variacionales, teoría convencional de servomecanismos y

el empleo de computadores de alta velocidad; es por esto,

que los campos de aplicación de los Sistemas de Control

Óptimo son numerosos,

- Debido a que es muy importante el estudio del Control

Óptimo se deduce que, también son de gran importancia los

factores que intervienen en un problema de Control Ópti-

mo, como es el caso de la entrada óptima u*.

- En los problemas reguladores, u* se obtiene de la matris

de Ricatti £, y siendo los sistemas reguladores de gran

interés en el Control Óptimo, es evidente que obtener la

matriz de Ricatti juega un papel muy importante.

- Por lo mencionado anteriormente, se deduce que la parte

fundamental de un problema de regulación de Control Ópti-

mo es obtener la entrada óptima u*.

— Después de encontrar la entrada óptima; entonces, se está

en la posibilidad de diseñar un controlador adecuado,

para mantener una salida deseada.

- En estas conclusiones no se especifican ,las ecuaciones de

Ricatti (algebraica y diferencial), ya que las dos ecua-

ciones persiguen el mismo objetivo, el cual es encontrar
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el control óptimo; es por esto, que se habla en forma

general.

Además se llega a deducir que, la teoría de control li-

neal con realirnentación de estado puede ser integrado a

la teoría -de reconstrucción de estado, para así lograr

una sola teoría denominada "Teoría de Control Óptimo

Lineal Realirnentada" .

Con respecto a las técnicas de programación utilizadas en

este trabajo, se mencionaran las ventajas y desventajas

encontradas:

Programa Runge-Kutta.- Es nn programa que tiene la mejor

precisión, la ejecución del programa es rápida, se

obtienen valores de P y F, que se encuentran dentro

del rango de integración, pero esto no asegura tener-

la solución en estado estable; como se observó ante-

riormente, estos valores se utilizan para calcular-

los vectores óptimos; además se puede obtener el

valor en estado estable si el rango de integración

es grande, caso contrario los gráficos que se obtie-

nen no serán los reales.

Programa Kalman-Englar.- Este método tiene menor preci-

sión al programa anterior, su velocidad de operación

es parecida al programa de Runge-Kutta, tiene la

desventaja de llegar o no a la solución en estado

estable, ya que depende del número de pasos discre-

tos que se ingresaron durante la ejecución del pro-
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grama. Este número debe estar en el orden de las

centenas para lograr la solución en estado estable,

y poder calcular los vectores óptimos.

Programa de Diagonalisación.- Este programa es grande, y

el tiempo de ejecución se hace más largo a

medida que la dimensión del sistema se incre-

menta. Con esta técnica se obtiene la solución

en estado estable con. una precisión aceptable.

Cabe señalar , que por ser este programa muy

grande, puede ser sustituido por- otra técnica

de programación mas simple.

Estos métodos son de gran utilidad por su rapidez, con-

flabilidad y precisión; es por esto que los resultados

son satisfactorios.

A pesar de que los programas irnplementados pueden traba-

jar con cualquier orden del sistema, se recomienda utili-

zar sistemas de hasta orden tercero y en computadores de

alta velocidad, caso contrario el trabajo se vuelve largo

y tedioso.

Cabe mencionar que los programas se realizaron en el

lenguaje de programación Quick Basic V4.5, debido a que

este pagúete es muy versátil y fácil de entender su pro-

gramación, se pueden utilizar computadores IBM o computa-

dores compatibles con IBM, permitiendo de esta manera

llegar a la mayor parte de usuarios.
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De los gráficos que se obtuvieron; se puede indicar que,

estos muestran el comportamiento de un sistema en el

dominio del tiempo, y debido a que nuestra referencia es

cero, tanto los gráficos ds los vectores de estado ópti-

mos y el gráfico de la entrada óptima tienden al valor de

nuestra referencia. Además' se observó que, si se varia el

valor de la rnatris de realimentación óptima, también

variará la salida del sistema, de esta manera su pueden

variar las diferentes especificaciones que se tienen en

un sistema corno máximo sobreimpulso, tiempo de estableci-

miento, estabilidad, etc..

Resulta difícil enumerar todas las conclusiones que se ha

obtenido en este trabajo; sin embargo, quienes tengan la

oportunidad de seguir paso a paso el contenido de este

trabajo, notarán que se obtienen a lo largo de todos los

capítulos, otras conclusiones; de tal importancia, depen-

diendo de la manera de como se lo enfoque.





En este anexo se encuentran las siguientes tablas

correspondientes al método de Runge-Kutta:

1.- Tabla de valores de la matriz #P#

2.- Tabla de valores de la matriz *F*

3.- Tabla de valores del vector #X#

4.- Tabla de valores del vector #U*

Cabe señalar, que al presentar un grupo de seis columnas

de valores en una sola hoja, ha sido necesario presentar

ciertos datos que son de interés como son: valores iniciales,

valores finales, valores donde se presentan los máximos.
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En este anexo se encuentran las siguientes tablas

correspondientes al método de Kalman-Englar:

1.- Tabla de valores de la matris *P*
~N

2.- Tabla de valores de la matris *F-K

Cabe señalar, que al presentar un grupo de seis columnas

de valores en una sola hoja, ha sido necesario presentar

ciertos datos que son de interés como son: valores iniciales,

valores finales, valores donde se presentan los máximos.

"En este caso no se presentan las tablas corespondientes a

los vectores #X# y *U#; debido a que son las mismas tablas

obtenidas con el método de Eunge-Kutta, esto se determina ya

que todos los valores que tienen estos dos métodos ( de #P#

* y #F# ) son iguales.



I—
1

ír
-i

C
C

IH
.J?

K 
1

í 
—

 [

C
J) c
e

E
—

i
."
"r
"

'"
í
.
ll
.
.

is
a 

&•
£«

& 
tis

a&
ft

M
S

ft
 O

íS
íK

íM
 íí

si
S

l i
ljÜ

Í̂
Í

«w
 c

ss
es

» 
«s

a 
<s

s»

í*
*
^

l*
v
^
1

-•—
no

cí
-



E
—

i
ft

*~
i

C
JC C
j

I—
I

C
.J

3
•c

e

«*
-• 

"
"C

J?

-•I
 

fl

O
"

e
n E.
.. 4

ir» R
f'í

<
!C

I 
a 

10
 

11
 
i 

a

—
* C

'a-
«-

"ii
 ir

a



f»
.

H
-̂

K
.

C
"'

3

ÍÍS
R

íí 
*

es
» 
t^

* P
O

D
O

 e
n

C
T

J

¡3
ÍÍ

-

«
O it.-
iifc

.-d
i

v-
H

3
h
"
H

I



•F-^^F: Ki.1*. t »
í/£í¿! Í/!"/*X " íi"
«'ií^¿« f
f-íf--?^^- i JL.

G^fSs $
ñP&TP'*?*
^GsííG is u

tu ü IITÍ I\

ÍÓ¡-Í:'.'LÍÍÜ
TIT
JU

L4rr Tfr
!ÍU

f.ínTi"ír¡rTnr-
í lUi íJt í iüü



'ri S-. j. un

K3 &&VRXM KK ^»W hft fciíiílW
^ yíííítSíV i¿V f SñíW$«£ \?S itítSfyí?



I 
I 

I
I 

I 
I

i-
t-

w
ip

.

«s
a

e
n

CT
Si

ij-.
-ji 

j..̂
-O

' C
T'

ti

I 
1—

I



A continuación se presentan los gráficos correspondientes

a los dos métodos anteriores:

1.- Gráficos de la matris *P#

2.- Gráficos de la matris #F;I;

3.- Gráficos del vector #X#

4_~ Gráficos del vector #U#

Los dos primeros gráficos se obtienen, con los valores de

#P# y #F# calculadas con los dos métodos, los gráficos

siguientes son calculados con variaciones de la matris #F#-

asi:

a) gráfico 1 y 2 corresponden a los valores de #p# y #F#

calculadas con. cualquiera de los métodos.

b) gráfico 3 corresponde a los valores de #F# siguientes:

F = [ 0 6 ]

c) gráfico 4 corresponde a los valores de #F# siguientes:

F = [ 4 7 ]

d) gráfico 3 corresponde a los valores de #F* siguientes:

F = [ 5 2 ]

e) gráfico 4 corresponde a los valores de #F# siguientes;

F = C 3 3 ]
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A continuación se encuentran las siguientes tablas

correspondientes al método de Runge-Kutta:

1.- Tabla de valores de la matris *P*

* 2.- Tabla de valores de la matris #F#

Estas tablas de valores corresponden a variaciones de la

matris de ponderación #R2*3 asi:

Rs = 10

El resto de valores son los mismos
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A continuación se presentan las siguientes tablas

correspondientes al método de Kalman-Englár:

1.- Tabla de valores de la matriz #P#

2.- Tabla de valores de la matriz #F#

3.- Tabla de valores del vector #X#

4.- Tabla de valores del vector #U#

Estas tablas de valores corresponden a variaciones de la

matriz de ponderación #R2#, asi:

R2 - 10

El resto de valores son los mismos
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A continuación se presentan los gráficos correspondientes

a los dos métodos anteriores:

1.- Gráficos de la matris *P*

2.- Gráficos de la matris #F#

3,- Gráficos del vector *X#

4.- Gráficos del vector #U#

Los gráficos se obtienen con los valores de #P# y #F#

calculadas con los dos métodos anteriores y con la variación

de la matris de ponderación
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ANEXO A2

En este anexo se encuentran las siguientes tablas

correspondientes al método de Runge-Kutta:

1.- Tabla de valores de la matriz

2.- Tabla de valores de la matris

3.- Tabla de valores del vector #X#

4.- Tabla de valores del vector #U#

Cabe señalar, que al presentar un grupo de seis columnas

de valores en una sola hoja, ha sido necesario presentar

ciertos datos que son de interés como son: valores iniciales,

valores finales, valores donde se presentan los máximos.
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A continuación se presentan los gráficos correspondientes

al método de Runge-Kutta:

1.- Gráficos de la matriz

2.~ Gráficos de la matriz

3.- Gráficos del vector

4.- Gráficos del vector

Los gráficos se obtienen con los valores de #P# y -KF;

calculadas con el método mencionado anteriormente.
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A continuación se presentan las tablas correspondientes

al método de Kalman-Englar:

l.~ Tabla de valores de la matriz

2.- Tabla de valores de la matris

3.- Tabla de valores del vector

4_- Tabla de valores del vector

Cabe señalar, que al presentar un grupo de seis columnas

de valores en una sola hoja, ha sido necesario presentar

ciertos datos que son de interés como son: valores iniciales ?

valores finales, valores donde se presentan los máximos.
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A continuación se presentan los gráficos correspondientes

al método de Kalman-Englar :

1.- Gráficos de la matriz

2.- Gráficos de la matriz

3.- Gráficos del vector

4.- Gráficos del vector

Los gráficos se obtienen con los valores de #P# y

calculadas con el método mencionado anteriormente.
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ANEXO A3

En este anexo se encuentran las siguientes tablas

gráfico correspondientes al método de- Diagonalisación:

1.- Tabla de va-lores de la matri

2.- Tabla de valores de la matri

3,- Gráfico del vector #X# "

4.- Gráfico del vector #U#
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A- continuación se presentan las siguientes tablas y

gráfico correspondientes al método de Diagonali^ación:

1.— Tabla de valores de la matris #P-K

* 2.- Tabla de \^alores de la matris *F*

3.- Gráfico del vector #X*

4.- Gráfico del vecto'r #U#

Estos datos obtenidos son producto de variar la matris de

ponderación #Rs#, cuyo valor se cambió a:

R2 = 10
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ANEXO A4

En este anexo se encuentran las siguientes tablas y

gráficos correspondientes al método d& Diagonalisación:

1.- Tabla de valores de la matriz

2.- Tabla de valores de la matriz #F#

3.- Gráficos del vector *X<K y #U# con intervalo de tiempo del

Método de Runge-Kutta,

3.- Gráficos del vector #X# y #U# con intervalo de tiempo del

Método de Kalman-Englar .
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ANEXO Bl

A continuación se presenta el listado cíe programas de los

métodos Runge-Kutta y Kalman-Englar, junto . a ellos se añadió

el programa principal. •



DECLARE SUB MftTRIXTC ( K A í U , T u l ) , «!f N i , E B ! ( ) , E i ! ( ) , T2! ( ) , Ll")
DECLARE SUB HATRIJET ( B A i O , T i í l í , M í , H í , E B Í U , H8Í , !!}
DECLARE S U B GRAPHICS ( N ! , M ! , B ! ( ) , T í , G P T í U , Q P T Ü t J / C K A i ! , F R ! ( Í , X f l P Í O , U Q P ¡ ( )
'SDYHAHIC
DECLARE SUB ENTRADA (íl!, Aíí), Tí, OPTÍU, QPTÜU, OPA!U, OP5!(), ID?!(}, CPÍÍ), CPL!(lf AUXPÍd, AUXPiíí))
DECLARE SUB 6RAFIC (Tí, N!, H!, Hí, Hií, LDAD!(), BAÜXídJ
DECLARE SUB TASDIñ (N! f DIAM), A?, HÍ3 -36Í)
DECLARE SUS CUADRO ()
DECLARE SUB TA3KU (Ni, KUTTAIW, CKA!, .A!, T!, 3!, Hí, AS, T8!, JBi)
DECLARE SUB FACÍ ÍL!, Ll!)
DECLARE SUB INVERSA ÍR2ÍO, H!., Hí)
DECLARE SUB D (R2ÍÍ), B!(), &S!(Í, Ni, Mí, CCÍO)
DECLARE SUB At ÍN!, A!O, Aií ())
DECLARE SUB TIEMPO (NP!, T!, Aíí), EBlíi, Eií(i)
DECLARE SUB TRANSFERENCIA (NP!, EBM), KA!O, R!J
DECLARE SUB RAICES (HPÍ, EB!l), EÍM). B!}
DECLARE SUB ECUACIÓN IEBW, Ei!(lf u!, Vi, R!, NPÍ)
DECLARE SUB MULTIPLICACIÓN (Hí, Dfl!(). DilU, D2!(), D3!(), PÍO, DDÍÍ), Aíí), Alíí))
DECLARE 3ÜB HODIFICAR (Hií, I!, H!, Alííi, A2!(), Tul), T2ÍD, Íl!, E9Í} T9í(), VEL1Í), AXíi
DECLARE SUB RANSOC (N!, Q4Í, NÓí, T9Í(), Ai!(), VEL!{)3 E9!, R¡, A2ÍÍ), Hií., Il¡)
DECLARE SUB NOñMALIlADOC ÍQÍj i!. Mi!, U!, T9ÍD, Aí!(), Ni, TÍÍt), A2!í)} T2ÍÍJ)
DECLARE SUB HORKC1 (Ni, Tiít), T2ÍÍ), Ü8¡)
DECLARE BU3 ORDENACIÓN (Hí. EBíti, Eüí), Ll, Hí, IHÍO, IRflít), REÍ(i)
DECLARE SUB RAN60 (H!, Q4!, Huí, T9!(), AIÍ(), VELÍO, E9Í, Rí, Kií, Jií)
DECLARE SUB NORMALIZADO (Qí, Ií, Hi!, U!, T9Í(), Ai!(), Hí, Tií(J)
DECLARE SUB NQRHi (H!, Tií(J, UBÍ)
Y = B
6 ; CLS J CALL CUADRO
LÓCATE 3, 24: COLOR li¡ PRINT u« H E N U P R I N C I P A L »a: COLOR 5
LÓCATE fi, 16; PRINT '("s LÓCATE é, 17; COLOR U; PRÍNT i; LÓCATE 6, 23: COLOR 5: PRINT M ingreso de tetns fe las eatrica
LÓCATE 9, 22: COLOR ii; PRÍNT " ÍSOLUCIOM'EH ESTADO TRANSITORIO»': COLOR 5
LÓCATE U, U¡ PRINT a(a: LÓCATE 11, 17; COLOR 11; PRINT 2; LÓCATE íi, 20: COLOR 5: PRINT n) Método ds RÜH6E-KUTTA"
LÓCATE 13, 16: PRINT "(": LÓCATE 13, 17: COLOR U; PRINT 3; LÓCATE 13, 20: COLOR 5: PRINT 'i Hetodo de KALHAN-EN6LAR'
LÓCATE U", 23: COLOR 11: PRINT M ÍSOLÜCION EN ESTADO ESTABLE*': COLOR 5
LÓCATE 18, 16: PRINT "("¡ LQCñTE 18, 17: COLOR ii; PRÍNT 4: LÓCATE 18, 28: COLOR 5: PRINT B) Hstodo por DIABOKALIZACION1
LDCATE 23, U: PRINT <('\E 2B, 17: COLOR U: PRÍNT 5: LÓCATE 23, 28; COLOR 5; PRINT ") Salir"
IB : LÓCATE 22, 31: PRINT "IH6RESE LA OPCIÓN [ ]"i : LÓCATE 225 51: COLOR 11; INPÜT "", R: COLOR 5
IF Y = i OR 55 = 4 OR S = 5 THEN GOTO 15
IF R = 5 THEN END
ÍF R O i THEN 6 ELSE 23
15 : IF R = 2 THEN 17
IF R = 3 THEN 19
IF R = 4 THEN 22
IF R = 5 THEN END
SOTO 6
20 : CLS ; CLEAR , , 4BÜ90
CALL CUADRO
LÓCATE 2, 23: COLOR 11: PRINT "« INGRESO DE DATOS »": COLOR 5
LÓCATE 4, 6: PRINT "ORDEN DEL SISTEHA N = "; : COLOR 11: INPUT ", N: COLOR 5
LÓCATE 4, 40: PRINT 'ORDEN DEL VECTOR DE CONTROL M = u; : COLOR U: INPUT uo, H: COLOR 5
IF Y = i THEN i
D1H A(2 t N, 2 t N), B(N, M), BYÍN, H), Rl(2 í N, 2 í N), R2(2 í N, 2 t H)
DIH P(2 t N, 2 I H), HÍN, H), B(N, N], Dl(2 í N3 2 t Ni, D2(2 í N, 2 t N)
DIH 03(2 í N, 2 I íi), Pl(5), D0(2 t N, 2 I N), T(1000), DEL?(10S0), MDI(2 t N, 2 í N), FDI(«, H)
DIH T8(2 í N, 2 I N), Ai(2 t N, 2 í N + 1), T2(2 I N, 2 í N), AUX(2 í N, 2 t H)
DIH C(2 t N, 2 t N), ID(2 t N, 2 í N), TT(2 í H, 2 t N), CC(K, N), FKKH, N)



DIM TTÍ(2 i N, 2 t Hí, Hfi(2 t H, 2 I H), RE{2 i NJ, REP£2 * N), REN(2 í H)
DJH AV(2 t N, 2 t Hí, E9{2 í N}, El{2 í HJ, IHB(2 í HJ, !H(2 i H}, H12(H, HJ
DJM H221H, HJ, RY(2 í H, 2 í HJ, H{2 í H, 2 í N), Ti{2 í H, 2 t K), LOADÍ2BBB)
DIH DD[2 t H, 2 * HJ, KUTTAUflflflJ, KALMANÍ2BB9J, FR(2BBflJ, FKÍ2B99J, GAUXÍ2B3B)
DIH OPTÍH, N), OPTilH, H), XOP(2B39), OQPÍ2993), XOPR(20BBÍ, XOPK[2BBfl), UGPRÍ26S9), L!CPi:í2223)
DIH OPAIN, Hí, OPBtH, HJ, IDPíH, HJ, CPÍÍI, HJ
DIH CPLÍN, Hí, AUXPÍH, HJ, AUXPilH, Hí
REM IH6RESO DE DATOS
1 ; IF H >* 5 THEH 2
LÓCATE 6, 7: COLOR 11¡ PRIHT "HftTRIl ÍAÍ": COLOR 5
LA = 7; FOR I = 1 TO H: POR J = i TO H; LÓCATE LA, 5: PRIHT "Ai"; I; Vi ¿M °) = p; : COLOR ií¡ -INPUT ", A(I, •]}
COLOR 5! AYIJ, -3} = Aíí, ü}: LA = LA * i; HEXT J; KEXT I
LÓCATE 6, 20; COLOR 11: PRIHT "HATRIZ mp: COLOR 5
TA = 7; FOR I = i TO N: FQR J = i TO H: LÓCATE TA, 24; -'P'RIHT nBÍ'j I; ",'i J; "J = 3p¡ COLOR II: 1MPÜT-", B(I, J)
COLOR 5: BY(I, JJ = B(I, -Jj; TA = TA * i; HEXT J: HEXT i
LÓCATE 6, 45; COLOR II: PRIHT "HATRIZ ?R3t"¡ COLOR 5
TA = 7; FQR I = i TO H: FDH -J = i TO N: LÓCATE T¿} 43: PRIKT "RSÍ'j I; ","} -J; a J = \ : COLOR U; INPUT ", Ri(I, 3J
COLOR 5; R1Y(I, OJ = RUI, J J : TA = TA í- I: HEXT -3: HEXT I
LÓCATE 6, 64: COLOR II: PRIHT "MATRIZ tR2t': COLOR 5
QA = 7: FQR I = 1 TO h; FOR J = 1 TO H: LÓCATE QA, 62: PRIHT BR2(a} I; ","1 J; E J = "i ; COLOR II; INPUT '*, R2ÍI, -JJ
COLOR 5: RY(I, JJ = R2ÍI, J); QA = QA + 1: NEXT -J: NEXT I
X = 3 i N A 2 T H i H T H A h i 8: IF X >= 25 THEH X = 25
21 ; LÓCATE 23, 22: PRIHT "LOS DATOS ESTAH CORRECTOS [S/H] : [ ]B? ; LOCftTE 23, 53: COLOR II; INPUT ""., V?; COLOR 5
IF V$ = B3B OR V$ = "5" THEH Y = 1: BOTO 6
IF V$ = 'N" OR V$ = "n" THEH 23
BOTO 21
2 : LÓCATE 65 34: COLOR 11; PRIHT "HATRIZ ÍAfi COLOR 5
LA = 8: TA = 9
FOR I = 1 TQ H: FOR J = 1 TO H
LÓCATE LA, 20 í TA + 3: PRIHT "Afj I| H, Dí J; a) = 3; J COLOR II: IHPUT afl, A(I, JJ: COLOR 5; AYÍI, aj = AÍI, JJ
TA = TA * i: IF TA = 4 THEH LA = LA t i: TÁ = B
HEXT J: HEXT I
3 i LÓCATE 23, 22: PRIHT "LOS DATOS ESTAH CORRECTOS [S/N] : [ 3'j i LÓCATE 23, 53; COLCR U: IKPÜT.", V$¡ COLOR 5
IF Ví = 'SB OR V? = "sa THEH 3
IF V$ = 'N" OR V$ = 'nu THEH 23 ELSE B
3 : CLS : CALL CUADRO: LÓCATE 2, 28: COLOR U: PRIHT ü« INGRESO DE DATOS »": COLOR 5
LÓCATE 4, 6; PRIHT 'ORDEN DEL SISTEMA H ="; : COLOR II: PRIHT H: COLOR 5
LÓCATE ¿, 40: PRIHT 'QRDEH DEL VECTOR DE COHTROL H ='} ; COLOR 11: PRINT H: COLOR 5
LÓCATE 6, 34: COLOR 11: PRIHT "HATRIZ ÍBí": COLOR 5
LA = 8: TA = 9
FOR I = 1 TO N: FQR J = 1 TO H
LÓCATE LA, 29 i TA + 3: PRIHT "B(B; I; ","} J¡ "J = "i : COLOR 11; IHPUT "", B(I, J); COLOR 5; BY[I, J) = 8(1, J)
TA = TA + i: IF Tfi = 4 THEH LA = LA + 1: TA = 8
ÍÍEXT -J; HEXT 1
9 : LÓCATE 23, 22: PRIHT "LOS DATOS ESTAH CORRECTOS [S/H] :[]";: LÓCATE 23, 58: COLOR 11; IHPUT Ba, V*¡ COLOR 5
IF Ví = "SB OR V? = -s" THEH 4-
IF V$ = 'N- OR V$ = 'nfl THEH 3 ELSE 9
4 : CLS : CALL CUADRO: LÓCATE 2, 23: COLOR 11; PRIHT n« INGRESO DE DATOS »B; COLOR 5
LÓCATE 4, 6: PRIHT "ORDEN DEL SISTEMA H ='j : COLOR 11: PRINT H: COLOR 5
LÓCATE 4, 40: PRINT 'ORDEH DEL VECTOR DE COHTROL H ="; : COLOR 11: PRIHT H: COLOR 5
LÓCATE 6, 34: COLOR 11: PRIHT "MATRIZ ÍR3Í": COLOR 5
LA = 3: TA = 0
FOR I - 1 TO H: FOR J = 1 TO N
LÓCATE Lñ, 29 I TA + 3: PRIHT "R3(u; I¡ V; J; ') = ';: COLOR 11: IHPUT ", R1(I, J): COLOR 5: R1YII, J) = RUI, J)
TA = TA + 1: IF TA = 4 THEH LA = LA + 1: TA = fl
HEXT J: HEXT I



41 : LÓCATE 23, 22: PRINT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/N] :"[ ]"; : LÓCATE 23, 5S; COLOR íi¡ JHPUT ", V$; COLOR 5
ÍF Vi = "3" OR V5 = "E" THEN 5
ÍF Va = "N" OR Ví = V THEN 4 EL3E 41
5 : CLS ; CALL CUADRO-, LÓCATE 2, 28: COLOR 11: PRINT "« INGRESO DE DATOS »a: COLOR 5
LÓCATE 4, 6: PRINT "ORDEN DEL SISTEMA íl ="; : COLOR U: PRINT N: COLOR 5
LÓCATE 4, 49! PRINT "ORDEN DEL VECTOR DE CONTROL H ='$ ¡ COLOR lí: PRINT M¡ COLOR 3
LÓCATE 6, 34: COLOR 11; PRINT "MATRIZ ÍR2Í"! COLOR 5
LA = 8; TA = 9
FOR I = 1 TO M: FOR J = í TQ M
LÓCATE LA, 20 i TA * 3: PRINT "R2("; 1} Y; ¿I '1 = "5 ¡ COLOR 11:. IHPUT "f R2(If J): COLOR 5: RY(I, J) = R2(I, 3)
TA = TA T i; IF TA = 4 THEN LA = LA + 1: TA = B
HEXT J¡ NEXT I
42 ¡.LÓCATE 23, 22: PRIHT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/N] ; [ J"i : LÓCATE 23, 58: COLOR ii¡-INPUT ", V?; COLOR 5
IF VI = "S* OR V$ = MsB THEN Y •= 1: GOTO 6
IF VI = "H" OR Vi = V THEN 5 ELSE 42
REH MÉTODO DE RÜN6E-KUTTA
17 ; CLS : CALL CUADRO: CKA = i: TS = .1
FOR I = 1 TO H: FOR J = i TO H: R2(I, J) = RY(I, JÍ¡ NEXT J: HEXT I
FÜR I = 1 TO N: FOR J = 1 TO H: BU, J) = BY(I, J): HEXT J: NEXT I
FOR I = i TO 11: FOR J = 1 TO HÍ Ri(I, JJ = R1YÍI, -3): HEXT J: NEJT I
FOR I = 1 TQ N: FOR ú = i TO N: A(I, -J) = AYÍI, J J : H(I, J) = 8: NEXT -3: NEXT I
LÓCATE 3, 14: COLOR 11; PRIHT "íINGRESO DE LIMITES DE INTEGRACIÓN DEL CRITERIO?'; COLOR 5
LÓCATE 5, 21: PRINT "LIHITE SUPERIOR DE INTEGRACIÓN = "; : COLOR 11: INPUT ", A: COLOR 5
LÓCATE 6, 21: PRINT "LIíííTE INFERIOR DE INTEGRACIÓN = "¡ : COLOR 11: IHPÜT ", B; COLOR 3
LÓCATE 8, 19: COLOR 11: PRINT ACONDICIONES INICIALES DE LA MATRIZ Pl ": COLOR 5
LÓCATE 9, 28: COLOR 11: PRINT aí ftL TÍEKPO FINAL "¡ A; "í": COLOR 5
L - 18: TA = 9
F0« I = 1 TO N: FOR J = 1 TO N
LÓCATE L} 29 i TA T 3: PRINT "P("¡ I; "(°; J¡ ni = fi; : COLOR U
INPUT ", Ktl, J)¡ COLOR 5: TA = TA T li IF TA = 4 THEN L = L * i: TA = %
HAÍ!, -J) = Aíi, -J): KÜTTAÍCKA) = H(I, 3): CKA = CKA t 1
NEXT J: HEXT I
20 : LÓCATE 23, 22; PRíHT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/N] : [ 1a; : COLOR 11: LÓCATE 23, 5S: INPUT 'n¡ fi$: COLOR -5
IF A? = HSM QR Al = "5a" THEN 27
IF Aí = "N" DR A? = "n" THEN 17
BOTO 26
27 : CALL INVERSA(R2(J, M, N]
CALL D(R2()} 8{Ji DDÍ), N, H, CC()J
CALL At(N, A(J, Ai(J)
CALL TIEHPOIH, T, A{)5 E9Í), E1(JJ
C = 3: H = -T: CKA1 = i
29 : FOR X = 1 TO N: FOR Y = 1 TO Ni FR(CKAl) = 0: FOR Z = i TO N
UN = CCÍY, Z] i H(Z, X): FR(CKAl) = FRÍCXAi) r UN: NEXT Z: CKAl = CKA1 + 1
NEXT Y: NEXT X
FOR I = 1 TQ N¡ FQR J = 1 TO N: P(I, J) = H(I, J]: NEXT J: NEXT I
ZA = i: L = 1
30 : CALL MULTIPLICACIÓN!!!, DB(), DIO, D20, D3(J, P(J, DD[), A(S3 Ai()J
FQR I = 1 TO N: FOR J = 1 TO N: 0(1, J) = -RKI, J) + 01(1, J) - D2(i, J) - 03(1, J)
TfZA) = H I Ofí, J): PÍI, J] = Hfl, J) + .5 í T(ZA): ZA = ZA M
NEXT J: NEXT I
ÍF L = 2 THEN BOTO 35
L = L + i: BOTO 30
35 : CfiLL HULTIPLICACIQNtN, DÚO, D1ÍJ, D2{], 030, P(), DD(], A(J, Al()]
FOR I = 1 TO N: FOR J = 1 TO N: Q(I, J) = -R1(I, J) + 01(1, J) - D2(I, J) - 03(1, J)
TUAJ = H í 0(1, J}: P(I, J) = Hll, JJ + T(ZA): ZA = ZA + 1
NEXT J: NEXT I



IF L = 3 THEH BOTO 4ü
L = L * I; SOTO 35
48 i POR í = i TQ H A 2; flELPtU = (Til) + 2 í TU * H A 2] * 2 í T(í * 2 s N A 2} * T(I * 3 t H A 2)) / 6
NEXT I¡ L = 1
CLS : LÓCATE 15, 4B: COLOR 11; PRINT "CALCULANDO u; COLOR 3
ÍF C > (A - BJ / T THEN BOTO 31 ELSE C = C * 1: GOTO 32
31 ; CALL ENTRADA (H, A{), T, OPTO, OPTi(}5 OPAf), OPB(), IDPO, CPÍJ, CPL(), AÜXPU, AUXPKih BOTO 23
32 i POR I = 1 TO H: POR J = 1 TQ H: H(I, J) = H(I, JJ + DELPÍL): L = L T ii'iíUTTAíGKA)1 = H[I, ó}¡ CKA = CKA * I
NEXT J: NEXT I;
GOTO 29
REH HEJQJJB BE KALHAN-ENSLAR
19 ; CLS i N3 = 2 í H: CALL CUADRO! CEH1 = ii CEN = i¡ TBK = .1
FOR I = 1 TO H; FOR J = i TG H; R2(I, J) = RY(I, J); .NEXT 3: NEXT !
FOH í = 1 TO N¡ FQR J = 1 TO HJ-8(1, J) = BYfl, -J); NEXT J: NEXT I
FOR I = i TO N; FOR J = 1 TQ N; R1(I, -3) = R1YÍI, J): NEXT J; HEXT í
FOH ! = i TQ Ni FOR ,1 = 1 TO N¡ A{I, -l) = fiY(l, .j]: Pfl^ j) = 8; NEXT d: NEXT í
FOR I = i TQ N3: FOR J = 1 TO N3: TB(I, -3} = B¡ TT(i, J) = 9; AÜX(I, J) = 3: NEXT -3; NEXT I
LÓCATE 4, 2D: COLOR 11; PRIHT "« CONDICIONES INICÍALES BE P »': COLOR 5
L = 1: TÁ = B
FQR I = 1 TO N: FOR J = i TO N
LÓCATE L * 6, 28 t TA + 3: PRINT 'Pt1; i; %'; Jj "J = \ ; COLOR 11: INPÜT aa} Htl, 3)¡ COLOR 5: TH = TA * 1
IF TA = 4 THEN L = L * i: TA = 3
«A(I, J) = All, Jl¡ P(I, -J) = H(Ij' -3j: KALHAN(CEN) = H(I, J J ; CEN = CEH + 1
NEXT J: NEXT I
K = 0
43 : LÓCATE 23, 22; PRINT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/Nj : C ]BJ : COLOR 11; LÓCATE 23, 58; INPUT "', Al: COLOR
IF Al = flS' OR A? = 'SH THEN 44
IF AS = -N" OR A$ = -n" THEN 19
BOTO 43
44 ; CALL IHVERSA[R2t), «, HJ
CñLL D(R2ÍÍ, BU, DD(i, N, H, CC(JJ
CALL At(H, A{}5 Alt)}
CALL TíEhPQÍH, T, A{), E8(), ElíJ)
CLS ; CALL CUADRO: LÓCATE 11, 15; PRINT "No. TOTAL DE VALORES PARA LA MATRIZ P : [ ]B: LÓCATE 11, 56: COLOR 11
INPÜT ", Kl¡ COLOR 5
CLS ; LÓCATE 15, 4B: CDLOR 11: PRINT "CALCULANDO.,,,/: COLOR 5
FQR I = i TO N; FOR J = 1 TO N; T8ÍI, J] = A(I, J) í (-T): T0(I + N, -3 * N) = -A1(I, J) t (-TÍ
TBÍI, J T NJ = -DD(r, J) í (-T): T9(I i N, J] = -RUI, J) i (-T): NEXT J: NEXT I
FQR I = i TO f!3: FQR -3 = 1 TO N3: AUX(I, J) = TB(I, JJ¡ C(I, -3} = 6
IF I = O THEN IDÍI, J) = i
TT(I, J) = IDÍÍ, J) -í- T0(I, JJ: HEXT -3: NEXT I
L = 2
45 ; FQR X = 1 TO N3: FQR Y = 1 TO N3: C(X, Y) = 0: FQR l = 1 TO ÍI3
C(X, Yl = CÍX, Yí + AUX[X, Z] f Tfl(í, Y): NEXT Z
CALL FñCT(L, Ll)
C(X5 Y) = CÍX, Y5 / Ll
HEXT Y: NEXT X
IF L > Ifl THEN 51
FQR I = 1 TQ H3: FQR J = 1 TO N3: TT(I, J) = TT(I, JJ + C(I, JJ
AUXÍI, JJ = C(I, JJ í Ll: CU, J] = 8: NEXT J; NEXT I
L = L M¡ GOTO 45
51 : FQR X = 1 TQ N: FOR Y = 1 TQ H; FK(CENl) = B: FOR Z = 1 TO N
UK = CC(Y, Z) í PU, XJ: FK(CEHi) = FJÍÍCENl) + UK: NEXT Z: CENÍ = CENÍ t 1
NEXT Y: NEXT X
FQR I = 1 TQ N: FQR J = i TD N: A1(I, JJ = TT[I + N, J + H): NEXT J: HEXT I
CALL nULTIPLICACIONtN, D0(), Di(), D2(), D3(J, PtJ, DD(), A{), Al())



FOR i = í Tu Ni FGR J = i TO N: TT1ÍÍ, JJ = TT(I * M, -J) * 0.3(1, •]]; HEXT J; NEXT I
FQR I = i TG N; FOR J = 1 TO N; Aid, J) = TT(I, J * H): NEXT J¡ NEXT í
CALL MULTIPLICACIflHIN, B01Í, Olí), D2(), D3(), P()} DD{), A(i, Aíí)}
FQR i = i TO Ni FGR J = i TG H: R2[I, -3) = D3{!, J) * TTÍI, J): HEXT J; NEXT I
CALL INVERSAIR2U, N, H)
FQR i = 1 TO H¡ FOR J = I TO N; FU, ¿} = TT1(I, 3): DD(I, J) = R2(I, 3)
NEXT J; NEXT !
CALL HULTIPLICACIÜHÍN, DB(Í, DIO, 92(J, fl3(), Pí), DD(), Al), ñi(í)
CLS i LÓCATE 15, 43; COLOR 111 PRJHT n CALCULANDO,,,,/; COLOR 5
IF K = XI THEH BOTÜ 39 ELSE K = JE * 1: BOTO 46
39 ; CALL ENTRADAÍN, A(), T, OFT(}( OPTKJ, OPAÍh OFB{)( ÍDFfK CFU3 CFLÍh AU2P(], AUXPi(J): 6QTO 23
46 : FQR 1 = I TO H; FQR J = 1 TO Ni P(I, J) = DB(I, J); XALKAHÍCEHÍ = F(!, j)¡ CEH = CEH + I; HEXT J; NEXT i
SOTO 51

REH_ SÜBHENU DE TABLAS
23 ; CLS : CALL CUADRO
LÓCATE 2, 17; COLOR íí; PRIHT "« S U B « E N U D E T A B L A S »': COLOR 5
LÓCATE 6, 28: COLOR U; PRINT n SSOLÜCIOH EK ESTADO TRANSITORIO*': COLOR 5
LÓCATE S, 12; FRIHT s(9s LÓCATE 8, 13¡ COLOR li¡ PRINT i: LÓCATE 8, 16; COLOR 5
PRINT "} Tabla ds Valores dEl Retado de RÜNBE-KÜTTA"
LÓCATE ifl, 12¡ FRIHT "(": LÓCATE 10, 13¡ COLOR 11: FRINT 2; LÓCATE 18, 16: COLOR g
PRINT ") Tabla CÍE Valores del Hetodo de KALHAH-ENBLA8'
LÓCATE 13, 22; COLOR lí: PRINT B ÍSDLOCION EN ESTADO ESTABLE*': COLOR 5
LÓCATE 15, 12¡ FRINT "(': LÓCATE 15, 13: COLOR 11: PRIHT 3¡ LÓCATE 15, leí COLOR 5
FRíí-ÍT ü) Tabla ds Valores del Hstotío por DIABONALIZACION1
LÓCATE Í75 12; FRINT nía'- LÓCATE 17, 13i COLOR lis FRIHT 4; LÓCATE "17, 16: COLGR 5
FRINT a) Ir al SubEiSíiii dE Gráficos11
LÓCATE 19, 12; FRINT V: LÓCATE 19, 13: COLOR ií; FRINT 5; LÓCATE 19, 16: COLOR 5
PRINT "J Salir ai fenu Principal'
LÓCATE 23, 23: PRINT "INGRESE LA OPCIÓN [ ]"] ; COLGR 11: LÓCATE 23, 48: INPUT ", S; COLOR 5
IF S = 1 TH£N 11
IF S = 2 THEN 12
IF S = 3 TBEH 13
IF S = 4 THEN 14
IF S = 5 THEN 6 ELSE 23
11 ; CLS : CALL CUADRO
LÓCATE 3, 16; COLOR 11: PRINT "« T A B L A S - R U N 6 E K U T T A »B; COLOR 5
LÓCATE 7, 14; PRIHT T: LÓCATE 7, 15: COLOR 11: PRINT 1: LÓCATE 7, 18: COLOR 5
PRINT "} Solución ds la Ecuación ds Ricatti IPÍiJJi" '
LÓCATE 9, 14: PRINT a{": LÓCATE 9, 15: COLOR 11; PRINT 2; LÓCATE 9, 18; COLOR 5
FRINT u) Hatriz Ganancia de Realisentacion íFfi,j)í"
LÓCATE 11, 14: FRINT T¡ LÓCATE 11, 15: COLGR íl: PRINT 3; LÓCATE 11, 13: COLOR 5
FRINT "} Vector de Estado Optino tX(i,j)*"
LÓCATE 13, 14: PRINT "(': LÓCATE 13, 15: COLOR 11: PRINT 4: LÓCATE 13, 18: COLOR 5
FRINT "i Vector de Entrada Optiua íu(i,j)t"
LÓCATE 15, 14; PRINT "{': LÓCATE 15, 15: CGLDR 11: PRINT 5: LÓCATE 15, 18; COLOR 5
PRINT "J Regresar al subraenu ds Tablas"
LÓCATE 23, 23: PRINT "INGRESE LA OPCIÓN [ ]'; ; COLOR 11: LÓCATE 23, 43: INPUT "", ST: CQLQR 5
JB = N
IF ST = 1 THEN 73
IF ST = 2 THEN 74
IF ST = 3 THEN 76
IF ST = 4 THEN 77
IF ST = 5 THEN 23 ELSE 11
73 : IF TH = 1 OR TK = ,1 THEN Aí = 'P1: CALL TñSKUtN, KUTTAO, CKA, A, T, S, N, At, TH - 1, JG): GOTO 11
74 : IF TH = i OR T« = .1 THEN Aí = T"; CALL TABKütN, FR(], CKA1, A, T, S, H, A$, TW - 1, J6J: GOTO 11
76 ¡ IF TM = 1 THEN A$ = "X1: AQ = 0: CALL TABKIHN, XOPR(), L«R - N t H, AQ, T, S} M, A$, TH, J6J: GOTO 11



77 ; IF T3 = i THEN Al = Vi
GOTO U
12 ; CL3 : CALL CUADRO
LÓCATE 3, 13: COLOR U¡ PRIHT n«
LÓCATE 7, 14: PRIHT "(": LÓCATE 7

= §: CALL TABKUíH, ÜQPRU, LíiiR, flS, I, S, Í1, A*-, TH, 3BÍ

T A B L A S - K A L H A N E
15: COLOR ii; PRÍHT i: LÓCATE 7, '

PRINT "5 Matriz Ganancia de RsaliüsnUcion í F(i

PRIHT B) Solución de U Ecuación ds Rirsíti t P(i,j) í"
LÓCATE 9, 14: PRINT a(u: LÓCATE 9, 15: COLOR ii; PRIHT 2: LÓCATE 9,

PRINT

¡1 8 L A R
.B; COLOR 5

3: COLOR f

»': COLGR 5

LÓCATE 11, 14: PRIHT «{"i LÓCATE ii, 15: COLOR ii; PRINT 3: LÓCATE ii, 18: COL3R 5
PRIHT ") Vector de Estado Optiao ? X(i,j) í"
LÓCATE 13, 14; PRINT «(": LÓCATE 13, 15; COLOR ii;
PRIHT "J Vector ds Entrada Optiaa ? uíi, j} í "
LÓCATE 15, 14: PRINT V; LÓCATE 15, 15
PRIHT "J Regresar al subienu tíe Tablas"
LÜCATE 23, 23; PRIHT "INGRESE LA OPCIÓN
AZ = 0: TZ = -i: JG = H
ÍF STi = i THEN 78
IF STi = 2 THEH 79
IF STi = 3 THEH 31
ÍF STi = 4 THEH 82
JF STi = 5 THEH 23 ELSE 12

LÓCATE 13, 18! CGLGR 5
j) í "
COLOR U;'PRÍHT 5: LÓCATE 15, IB: CCLCñ 5

f 1a; : COLOR ii; LÓCATE 23, 43: INFüf 3a} 5Ti¡ COLOR 5

73
79
81
P.2

THK = ,1 THEH A? = "P'
TMK = ,1 THEH A* = T"

uva

V

CALL TABKUíH, KALfiAHÍ), CEH, AZ, T2, 5, H, ñ$3 TS - 1, 36) ; SOTO 12
CALL TCBKUIH, FKÍÍ, CEHi, AZ, TZ, S, (1, A*, T¡* - i, J6): SOTO 12

J6Í

IF T9K = 2
IF THK = 2
IF THK = 2 THEN A* = T: CALL TABKUIN, XOPKÍÍ, LHK - N i H, AZ; TZ, S, ti, Ai, TMK, JB): SOTO 12
IF M = 2 THEN A$ = nun: CALL TABKUÍH, UQPK(J, LüiK, AZ, TZ, S, «, Aí, THK, ¿SJ

GOTO 12
13 : JG = N: Á£ = "PD; CALL TAB9IAÍH, HDI{), Al, N,
AS = "F1: CALL TABDIAfH, FDIÍ), A$, H, Í6}¡ SOTO 23
REH SUBtíEHU DE GRÁFICOS
14 ; CLS i CALL CUADRO

PRINT a«
PRIHT u

LÓCATE 9,
PRIHT "J Gráficos para si Método de RUH6E-KUTTA1
LÓCATE U, 16: PRINT "{"; LÓCATE U, 17: COLOR 11:
PRIHT "} Gráficos para el Hetotio de KALHAH-ENBLAR"
LÓCATE 13, 16: PRIHT "(": LÓCATE 13, 17; COLOR ii:
PRIHT "} Salir al Suímsnu de Tablas"

LÓCATE 3} 15: COLOR 11:
LÓCATE 7, 29; COLOR ii:
LÓCATE 9, 16: PRIHT '{"

S U B H E N U D E 6 R A F I
íSOLÜCíOH EH ESTADO TRANSITORIO?"

e o s
COLOR

COLOR 5

17: COLOR ii; PRINT i: LÓCATE 9, 23; COLOR 5

PRINT 2: LÓCATE H. 23; COLOR 5

PRIHT

LÓCATE 15, 16: PRIHT PRINT 4;

LÓCATE 13, 2S: COLOR 5

LÓCATE 15, 2B¡ COLOR 5

LÓCATE 17, 23:

LÓCATE 15, 17: COLOR 11
PRÍHT ") Salir ai Henu Principal"
LÓCATE 17, 16¡ PRINT "{": LÓCATE 17, 17: COLOR 11: PRINT 5
PRIHT n) Ingresar nuevos datos de las Matrices del Sistema"
LÓCATE 23, 23: PRINT "INGRESE LA OPCIÓN [ 1"; : COLOR 11; LÓCATE 23, 43: INPÜT
IF S5 = 1 THEN 16
IF S5 = 2 THEH 18
IF 55 = 3 THEH 23
ÍF S5 = 4 THEH 6
IF 35 = 5 THEN Y = 0; GOTO 6 ELSE 14
16 : IF TU = ,1 OR TH = i THEN TH = 1: CALL GRAFIC(T, N,
CALL BRAPHICSíH, H, Bí), T, OPT(J} ÜPTif), CKA1, FR()

COLOR 5

CKA, CKAi, KUTTAO, F R í J J
XOPRÍ), UDPRO, LS¿R} LUIR, FDi(); GOTO 14

18 ; IF TWK = .1 OR THK = 2 THEN THK = 2: CALL SRAFICfT, N, M, CEH, CENÍ, KALHANl), FKÍ]
CñLL GRAPHICSCH, H, B(J, T, OPTO, OPT1(], CENÍ, FKÍ), XOPKO, UOPKÍ), LHK, LW1K, FDIÍJ]
GOTO 14
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3ÜB SHAFIC (T, N, H, H, Bit LOADO, GAUXHÍ
'52 ; CLS : CALL CUADRO: LGCATE 4., 13; COLOR ii¡ PRINT "IH6RESE DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ tPln/nJí A SFAFICAREE": COLOR:
LGCATE 5, 37: COLOR ils.pRINT "IF'J H: COLOR 5
LÓCATE 7j 22: PRINT 'ier, ELEHENTO A BRAFICARSE "; : COLOR íi: IHPUT PT: COLCR 5
LÓCATE 9, 22; PRINT a2do, ELEHENTO A BRAFICARSE "; ¡ COLOR II: IHPUT PTÍ: COLOR 5
LÓCATE 14, IB: COLOR ii: PRINT "IN8RESE DOS ELEMENTOS DE LA HATRI2 tF[sxnH A GRAFICflRSE"; COLOR 5
LÓCATE 15, 37: COLOR lí; PRINT Bs="; H: COLOR 5
LÓCATE 17 j 22: PRÍHT "isr, ELEHENTO A BRAFICARSE "; : COLOR lí: IHPUT FT: COLOR 5
LÓCATE 19, 22; PRINT "2dQ. ELEHENTO A BRAFICARSE "j : COLOR íí; IHPUT FT!: COLOR 5 •
47 : LÓCATE 23, 29:'PRINT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/N] : [ 3°; : COLOR U: LÓCATE 23, 56; IKPUT "n, A?: COLOR 5
IF A$ = *SU OR A5 = as" THEN 43
IF Al = "N" QR Aí = V THEH 53
SOTO 47
43 : SCREEN 3: LÓCATE 1, 25: PRINT "GRÁFICO DE PÍ"j PT; a} Y P(B; PTij *)"
LÓCATE 5, i: PRINT "?("] PTj ")'¡ LINE (75, 63H-1BB, ¿3), , , ¿H7777
LÓCATE 6, 1: PRINT "Pí"; PTij T: LIHE (75, 7BJ-USB, 73), , , ÍH5555
LÓCATE 13, 25; PRINT "SRAFICG DE FCj FT; ') Y FE"; FTi; T
LÓCATE I7j í: PRINT °F(D; FT.; T; LINE (75, 231HIBB, 231}, , , ¿H7777
LÓCATE 18, i: PRINT "FCj FTÍ; T: LIHE (75, 246M1BB, 246), , , &H5555
LÓCATE 6, 69: PRINT 'fit ="; T; LÓCATE 18, 69: PRINT H?t ='; T
RT = INTEPT / IB}¡ RT1 = INTIPTI / IB)¡ PT = PT - 19 í RT * N I !RT - 1); PTÍ = PTÍ - 13 í RT1 + N t ÍRT1 - i)
RFT = IHTtFT / 19}: RFT1 = INT(FTI / IB): FT = FT - IB t RFT + N í (RFT - i): FTI = FTI - 13 í RFTI + N í (RFT1 - 1)
VIES SCREEN U4B, 23J-E583, 315); LINE (153, 281-1150,147)1 STYLEX = &H7777
HAX = 8: AR = PT: MIN = B: FOR JX = PT TO 8 - H í N .* PT - 1 3TEP N ? N
IF HAS < LQAD(JX) THEH HAX = LOAD(JXJ
IF HIH > LOADtJXJ THEÜ H1N = LOAD(JXJ
NEXT JXi PT = PTÍ; FOR JX = PT TO » - N í N * PT - i 3TEP N I N
IF HAX < LOAD (Mi THEN HAX = LOAD(J]ÍJ
IF HIH > LDABÍJX! THEH HIH = LOAD(JX)
NEXT 3X; PT = AR: HAX1 = MAX - HIH: FGP. IX = 1 TO 2; CAL = 153
LINE (148, 37 * ifle 1 (HAXi * MIN) / HAXIJ-Í579, 37 i IBS ? (HAXi * MIN) J HAXi)
FOR IY = ÍH - N A 2 + PT - 1) TU N A 2 3TEP -H A 2
ML = INTlítí - i) / N A 2¡ JA = IY - N A 2
UNE (CAL, 37 + 133 i (HAX - LOAD(IY)) / HfiXiHCAL * 438 / ML), 37 + 123 í (hAX - LCAD(IY)) / KAXI), , , STYLEX
LINE (CAL + 433 / ML}, 37 + 193 i (HAX - LOAD(IY)) / HAXIHCAL + 430 / HL)3 37 * 189 I [HAX - LOAD (JA)) A HAXi),,, STYLE
LIHE (CAL + 433 / HL), 35 t 103 í (HAXI * HIH) / NAX1HCAL -f 439 / ML), 39 + 139 t (HAXI * Hííí) / HAXi)
CAL = CAL + 430 / HL; NEXT IY¡ PT = PH: STYLE7, = &H5555¡ NEXT IX; LIHE (150, 137)-[Í5BJ 315)
HAX = 3: AR = FT: HIN = 0: STYLEX = ?̂ H7777: FOR JX = FT TO Hl - N i N * FT - 1 STEP N í H
IF HAX < GAUX(JX) THEN HAX = GAUX(JX)
IF HIN > LQAD(.JX) THEN HIH = LOADfJX)
NEXT JX: FT = FTi: FQR JX = FT TO 81 - N í fi i FT - i STEP N í H
IF HAX ( GAUX(ÜX) THEN HAX = BAUX(JX)
IF HIN > LDAD(JX) THEH HIN = LOADÍ3X)
NEXT JX: FT = AR: HAXI = MAX - HIN: FQR IX = i TQ 2: CAL = 158
LIHE (143, 294 + 130 i (HAXI + HIN) / HAX1H579, 204 + 180 í (HAXI + HIN) / HAXI)
FOR IY = ÍH1 - N í H + FT - I) TO H í H STEP -N í H
HQ = INTtíHl - i) / N í H: TQ = IY - N * M
LINE (CAL, 234 + 1BB í (HfiX - GAUX(IYÍ) / HAX1HCAL + 430 / HQ), 234 + 108 t (HAX - BAUX(IY)) / KftXIJ, , , STYLEX
LINE (CAL + 430 / HQ), 204 f 180 í (HAX - BAUX(IY)) / MAX1)-(CAL + 430 / HQ), 234 f 180 í (HAX - GAUX(TQ)) / HAX1),M SH
LIHE (CAL + 430 / HQ), 206 + 130 i (HAXI + HIH) / HAX1)-(CAL + 430 / KQ), 202 f 103 í (tíAXl f HIN] / HAXi)
CAL = CAL * 430 / HQ
NEXT IY: FT = FTi: STYLEX = &H5555; HEXT IX: LÓCATE 25, 25: PRINT "PRESIONE <CR> PARA CONTINUAR";
62 : IF IHKEYí = CHR$(13) THEH SCREEN 8: GOTO 63 ELSE 62
63 : END SUB



SUS GRAPHICS (N, H, BU, T, OPTO, OPTiíí, CKAi, FR[)3 XÜPU, ÜQ?()i LS, L»i, FDIÍ)}
D1H UOÍH, H), X8ÍN, HK XH11N, HJ, XH2(N, H), XSÍN, H), FRi(H, N), XAUXÍN, ií)
FOR I = i TQ M: FOR J = I TO K; XBdj 3) = 3: XHÍd, Ji = Q; X82d, Jí = 3; HEXT J: NEXi í
FOR í = í 10 H; FQR J = I TO H; UDd, -3) = fi; NEXT ¿¡ HEXT i
A9 ; CLS : CALL CUADRO; LÓCATE 4, 27; COLOR 11: PRINT "IÍÍSHESE LA CONDICIÓN INICIAL"
LÓCATE 6, 21; PRINT "PARA EL VECTOR DE ESTADO OPTIHQ XH9)"
LÓCATE 8, 17: PRINT "ESTA CONDICIÓN INICIAL DEBE SER DIFERENTE DE CERO"
LÓCATE 10, 35; PRINT "KATRIZ U(9)a: COLOR 5
L = 3; TA = i
FOR I = 1 TO N: FOR J = i TO H
LÓCATE L T 12, 29 í Tft r 3; PSiNT "XÍÍ"; Ij Vi ti.; ') = "; : COLOR U; IÍÍPÜT "f X3(I, 3): XftUXd, -3) = Xfld, ¿i
COLOR 5; TA = TA * i
IF TA = 3 THEÍ! L = L * i: TA = 1
HEXT -3: HEXT I
49 : LÓCATE 23, 22; PRIHT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/Nj : [ ]B; : COLOR 11: LÓCATE 23, 5S; INFÜT "", fi$: COLOR 5
IF Aí = fS- OR A* = "s" THEN 57
IF Aí = T QR Aí = V THEN 69
SOTO 49
57 : CLS : CALL CUADRO; QM = 8
LÓCATE 3, 18: COLOR U; PRINT "« 3 U B h E H U D E 6 R A F I C O 3 P A R A í F I »"; COLOR 5
LÓCATE 53 5: COLOR 11: PRINT " « M A T R I Z B A N A H C I A D E R E A L I H E N T A C I O N »D: COLOR 5
LÓCATE 9, 16¡ PRINT M": LÓCATE 93 17¡ COLOR 11: PRIHT 1; LÓCATE 9/2S: COLOR 5
PRINT "} Braficos para I F í calculada"
LÓCATE 11, 16: PRIHT a(B; LÓCATE 11, 17: COLOR 11; PRIHT 2; LÓCATE 11, 20; COLOR 5
PRINT a) gráficos para í F t en ssfcsdo Establs*
LÓCATE 13, 16: PRINT T¡ LÓCATE 13, 17; COLOR 11 i PRIHT 3: LÓCATE 13, 23; COLOR 5
PRINT "1 Gráficos psrs nuevos datos de t p í en estado estable"
LÓCATE 15, 1¿: PRIMT "ía: LÓCATE 15, 17; COLOR U: PRIHT 4: LÓCATE 15, 23; COLOR 5
PRINT ") RsgrEsar ¿I subasnu de gráficos"
LÓCATE 23, 28¡ PRINT "INBRESE LA OPCIÓN [ Y\ COLOR 11; LÓCATE 23, 43; INPÜT ", 95; COLOR 5
IF Q5 = i THEN X = CKAI - H t H! LUÍ = i: L9 = 1; FOR I = i TO H; FOR -3 = 1 TO íl¡ XZ(I, J) = XAüXd, J)
XOPtLM) = XOd, .3): LH = L^í T i; HEXT -3; NEXT I¡ SOTO 127
IF 05 = 2 THEN X = CKAI - N t H; LH1 = i: L1?) = li FOR I = 1 TQ H: FOR J = 1 TO H: XB(1, J) = XAÜX(IrJ)
XOPÍLIí) = Xfid, JJ: LH = L8 -í- 1: HEXT -3; HEXT I: SOTO 127
ÍF Q5 = 3 THEN I = CKAi - N í H; LSI = 1; L% = 1; FOR I = 1 TQ H: FOR J = 1 TO H; X8d, -3) = XAUXd, J)
XOPÍLBJ = X8(I, J): LH = L» + 1¡ NEXT J: HEXT I: GOTO 126
IF 05 = 4 THEN QH = 1: SOTO 94 ELSE 57
126 : CLS ; CALL CUADRO: LÓCATE 4, 29; COLOR 11; PRINT "INGRESE LOS VALORES PARAD

LÓCATE 6, 15: PRIHT "LA MATRIZ GANANCIA DE REALIMENTACION EN ESTADO ESTABLE"
LÓCATE 9, 31: PRINT 'KATRIZ í F í {ffixn]": COLOR 5
LÓCATE 10, 34: PRIÜT "n ="; N, " n ='j M
L = 0; TA = i: LH = 1
FQR 1 = 1 TO H: FOR J = 1 TO H
LÓCATE L -f 12, 28 í TA * 3: PRIHT "F(B; J; Y; M "í = 'i ¡ COLOR 11: IHPUT ", FRUJ, I); COLOR 5: TA = TA T 1
IF TA = 3 THEN L = L + i: TA = i
NEXT J: NEXT I
128 : LÓCATE 23, 22; PRINT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/NJ : [ ]"¡ : COLOR 11; LÓCATE 23, 59: IHPUT n3} A$'¡ COLOR 5
IF Aí = -S- OR A$ = "s' THEN 127
IF Ai = 'N" OR Aí = V THEN 126
GOTO 123
127 : IF 05 = i THEN FOR J = 1 TO M¡ FOR I = 1 TQ N: FR1(J5 I] = FRÍX): X = X + 1: NEXT I: NEXT J; GOTD 130
IF Q5 = 2 THEN FOR J = 1 TO M: FOR í = 1 TO N: FR1(J, I) = FDI(J, IJ: X = X + 1: HEXT I: NEXT J: GOTO 130
IF Q5 = 3 THEH FOR O = 1 TO M: FOR I = 1 TQ N: X = X + 1: NEXT I: NEXT J
138 ; FOR XI = 1 TO ií: FOR Y = 1 TQ H: UO(Y, Xl-í = 0: FOR Z = i TO H
UA = -FR1(Y, Z) I X0(Z, XI): UO(Y, XI) = UO(Y, XI) + UA: NEXT Z: ÜOP(LHl) = 0: UOP(LHi) = UO(Y, XI)



LUÍ = LH! * i: KEXT Y; KEXT XI
FOR Xi = í TO h! POR V = i Tu N; XH(T, XI) = 8; XSi(Y, XI) = 3; FGR Z = í TD N
OP = QPTÍY, ZJ í X3(Z, Xi): X3£Y, Xi) = XMÍY, Xi) * ÜP
UPi = QPTÍtY, Z) í BÍZ, X I J í XHIÍY, Xí) = XHi(Y, XI) + ÜPi
NEXT Z; XHilY, Xi) = X3IÍY, XI) í T: HEXT Y: NEXT Xi
POR XI = i TO N; FÜR Y = i TO M: X»2(Y, Xi) = 8i POR Z = i TQ H
UÍJ = XflitY, Z) í ÜO(Z, XÍJi XB2ÍY, Xi) = XH2ÍY, Xi) * ÜD¡ HEXT Z¡ NEXT Y; NEXT Xi
POR í = i Tu N¡ FQS j = i TO M
n(l} 3J = XBII, Jí * XS2ÍI, J); XOP(LS) = 2; XOP(LSí) = XB{1, J)
LH = L» T i: NEXT J: HEXT í
ÍP X = N i M T i THEN 68
X = X - 2 i N t H¡ BOTO Í27
63 ; PT = 9; FTi = 3: PT = 3; PTi = %
CLS ¡ CALL CUADRO.'. LÓCATE 4, B: COLOR ii; PSIHT "INGRESE DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ < XHfljca) >" A BHAFICAR5E1: COLOR 5
LÓCATE 5, 32; COLOR ii: PRIÑT 'n̂ j H: LÓCATE 5, 42: PRIHT aSFn; h; COLOR 5
LÓCATE 7, 22: PRINT fiar. ELEKEHTO A GRAFICARSE "; í COLOR 11; INPUT PT: COLOR 5
LÓCATE 9, 22: PRIHT '2do. ELEMENTO A 6RAFICARSE B; : COLOR 11; INPUT PTi: COLOR 5
LÓCATE 14, 8: COLOR ii; PRINT "INGRESE DOS ELEMENTOS DE LA hATRIZ < üí(sxa) > A GRAFICAHSE1; CQLGR 5
LÓCATE 16, 22; PRIHT "isr. ELEMENTO A SRAPÍCARSE -¡ : COLOR 11; INPUT PT: COLOR 5
IF H = i THEN 54
LÓCATE 18, 22; PRINT B2do, ELEMENTO A GRAFICARSE "; ¡ COLOR 11: INPÜT PTi: COLOR S
54 : LÓCATE 23, 29; PRINT "LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/N] : [ Ia; : COLOR ii; LÓCATE 23, 56: INPÜT an, Al; COLOR 5
IF ftí = 3SH DR A$ = "5n THEH 53
ÍF AS = "N" OR A$ = 'n" THEH 63
SDTO 54
53 ; SCREEíi 3
LÓCATE i, 23; PRINT 'GRÁFICO BE XÍ[D; PT; "} Y Xí(B; PTI; "J"
LÓCATE 13, 23: PRINT "BRAFICO DE Uífj FT; "i Y üí{n; FTij "J"
LÓCATE 5, ií PRINT aXt(B; PT;,MB; LIHE (75, 63)-(i08, ¿3), , ,-¿H7777
LÓCATE 6, i; PRINT «Xí("i PTij B)n: LIME (75, 7B)-íia0, 78), , , &H5555
LÓCATE 17, I-; PRIHT 'UM"i FT; ')": LINE (75, 23i)-(180, 231)j , , ÍH7777
LÓCATE 1S, i: PRINT "UM"i FTij 9)ui LINE (75, 246)-(ID95 246), , , 4H5555
LÓCATE 6, 69; PRIHT "St ="j T: LÓCATE 13, 69: PRIHT '8t =a¡ T
RT = INT(PT / 19}: RTi = IHTÍPTi / 10): PT = PT - 18 i RT f H l (RT - i): PTi = PTI - 12 í RTi r H t ÍRT1 - i)-
RFT = IHTÍFT / 13): RFTi = IHT(FTi / 10): FT = FT - IB t RFT * K í (RFT - i): FTi = FTi - iü \I * H í (RFTi - 1)
VIESí SCREEíi (148, 28H533, 315)
LIHE (153, 2BH153, 147)
STYLEX = ÍH7777: HAX = 3: AR = PT; HIH = 9
FOR 05! = PT TO LS - H * H * PT - 1 STEP N í H
IF MAX < XOP(JX) THEN MAX = XOP(3X)
IF MIH > XOP(JX) THEN KIN = XOPÍJX)
NEXT JX: PT = PTi; FOR JX = PT TQ LH - H í N + PT - 1 STEP N i H
IF KAX < XOPÍJX) THEN MAX = XOPtJX)
IF MIN > XOP(JX) THEN MIN = XOPÍJX)
NEXT 3X¡ PT = AR: MAX1 = MAX - MIN
FOR IX = i TO 2: CAL = 153
LIHE (140, 37 i 133 í (MAX! + MIN) / MAX1J-Í579, 37 i 100 í (HAX1 + MIH) / MAX!)
FOH IY = PT TO LIí - 2 í N í H r PT - I STEP N í H

AQ = INT((L» - i) / N í H

LIHE (CAL, 37 + 108 í (MAX - XOP(IY)) / MAXi)-(CAL r 433 / AQJ, 37 f 100 t (MAX - XOP(IYJ) / «AXD, , , STYLEX
LINE (CAL + 433 / AQ), 37 + 1D8KMAX-XDP[IY))/MAX1)-ÍCALH38/AQÍ, 37+i03í(MAX - XOP(IY + H í H)) / MAXi), , , STYLEZ
LINE (CAL + 433 / AQ), 35 > 130 í (HAX1 + MINÍ / HAXi)-(CAL + 430 / AQJ, 39 + Í03 í [MAXi f MINJ / MAXi)
CAL = CAL + 438 / AQ): NEXT IY: PT = PTi: STYLEX = 4H5555: NEXT IX
«AX - 8: AR = FT: MIH = 3: STYLEZ = 4H7777: FOR 0X = FT TQ LWi - M t M + FT - 1 STEP H t ti
IF HAX < UOP(JX) THEN MAX = UQP(JX)



IF MIH > UOP(JX) THEN HIN = UflPUX)
HEXT JXi ÍF H = 1 THEH 143
FT = FTÍ
FÜR JX = FT Tu LSi - 2 J H í H * FT - i STEP H t H
IF KAX < UQPÍ3X) THEH HAX = UOP(,JX)
IF Hiíi > L'QPUX) THEN MIH = UQP(JX)
NEXT n
He ; FT = AR¡ «AXI = HAX - HIN
FDR IX = i TQ 2¡ CAL = 158
LIME ílDÜj Í87HÍ58, 315)
LIHE (149f 234 * m í (HAXí * HIN) / HAX1H579, 284 * 102 í (HAXi * HIN) / HAXi)
FOR ÍY = FT TO LH1 - H ? H t FT - i STEP H t H
W = IHTULHi - 1) / H í H
LIHÉ (CAL, 264 i 129 í (MAX - UQP(IYJ) / HAUHCAL * 436 / 80), 264 * 183 t (m - CÜP{W) / SÍAXÍ) , , , STYLE2

LIME (CAL * 43Ü / ^ Q } ( 2§4 * ÍS£ t (HAX - UQP(IY}) / KAXi)-(CAU43B/SQ}, 234UB8S(HAX-üGP(IYTKtMJ)/«AXi)J , , STYLEZ

LIHE [CAL + 436 / HQ), 202 4- IBS í (HAXi T HIN) / KAXiHCAL í- 433 / SGJ, 23¿ T 1 3 3 1 («AXI * HIN) / KAUí

CAL = CAL + 438 / HQ

HEXT IY: IF H = I THEN 157
FT = FTÍ; STYLEZ = ftH5555¡ HEXT IX
157 : LÜCATE 25, 25: PRINT 'PRESIONE <CR> PARA CONTINUAR0;
96 : IF IHKEYÍ = CHRKÍ3J THEH 94 ELSE 96
94 : IF QH = i THEN 125
SCHEEN 0; 80TQ 57
125 : SCREEN 6
END SUB

SÜB FACT (L, Ll)
IF L = B THEN L = 1: 60TQ 7
Ll = i
FOR I = 1 TQ L
Ll = Li í I
HEXT I
7 ; END SUB

SÜB INVERSA (R2(J, HZ, N)
DIH KtH J , HiíN)
FOR I = 1 TO H; K(I) = 0: HiíU = 8: NEXT I
FOR KA = 1 TO HZ: ÍF R2ÍKA, KA) = 2 THEN GOTO 38
85 : G = 1 / R2ÍKA, KA); FOR I = í TD H: IF R2(I, KA) O 3 THEH R2ÍÍJ KA) = R2(í} KA) í G
HEXT I: R2(KA, KA) = G: FOR J = 1 TO N; IF J = KA THEN 99
6 = R2ÍKA, -J): R2(KA, J) = 9¡ FOR I = 1 TO N: IF S = 8 THEH 95
R2(I, J] = R2[I, J) - G í R2U, KA)
95 : HEXT I
98 ! HEXT J
HEXT KA: IF C5 = "Su THEN GOTO 99
GOTO 67
30 : L = L M: FOR O = KA TO H
IF R2[KA, J) O 9 THEN 185
NEXT J: PRINT "H ES SINGULAR': BOTO 67
105 : HKU = J: K(LJ = KA: Cí = "S1: FOR I = 1 TO N
X = R2(I, KA); R2(I, KAJ = R2[I, J): R2(I, J) = X: HEXT I; BOTO 35
99 : FOR I = L TO 1 STEP -í: FOR J = 1 TO N: X = R2IHKU, JJ
R2(HJ(IJ, J) = R2(K(I], 0): R2(K(I), J) = X: NEXT J: NEXT I
67 i END SUB



SUB aULTIPLICflCION (N, BBO, Di(), D2Í), D3(), PU, DD(J, A(|, AI()J
FQR I = i TO Ni FOR j = I TQ N; DB(i, Jí = B¡ 01(1, j) = B; D2(I, j) = 8
93(1, J) = B; NEXT j: NEXT I
FOR X = i TO H: FOR Y = í TQ N: FOfl Z = i TO N
D6(Yf X) = QBíY, X) + P(Y, Z) í DD(Z; Xí
D2(Y5 X) = D2ÍY, X} ± PIY, Z) t A(Z, X)
B3(Y, X) = D3ÍY, X) * flI(Y, Z) í FU, X)
NEXT Z: NEXT Y: NEXT X
FGR J = i TQ N; FOR Y = i TO Ni FOR Z = i TO N
DííY, X) = DiíY, XJ T D3IY, Z) I P(Z, X)
HEXT Z: NEXT Y; HEXT .X
EÍID SUB

SUB ORDENACIÓN [N, ESO, El(}; L5 M, IM(J, IRüí), REO)
E9 = J83Í: j = 3
32 í j = j * i: FOR Ji = j f I TO N
IF AES(E3(i) - EflUDi > E9 OR ABS{Ei(j) - E1ÍJ1J1 > E9 THEN 73
T8 = EBÍj + i); E8(j * i) = EB(31): EB(Ji} = T3¡ TB = Ei(j 4- 1}
Ei(j + I) = EKJ1J: El[3i) = TB: j = j * i
78 : HEXT Jí
IF j < N - 1 THEN 32
j =3
72 ; j = j -i- i; FOR di = j * I TO N
IF ASS(EI(Ji)) < E9 THEN 71
TB = E9ÍJ T í): E0EJ + i) = ESÍJiJ: EB(JÍ) = T3; T8 = Ei[j r i]
Elíj * i) = ElíJi): Ei(Ji) = T3: j = j * i
71 ; HEXT Jl
IF j < N - 1 THEN 72
FCR j = i TO ti: IF E3{jJ = B THEN 118
IF ABSÍE1ÍJ) / EB(jJ) > E9 THEH 11B '
EKJi = S
US : NEXT j
L = 1: H = i
FOR j = 1 TQ N
IF ABSÍEKJJJ > 8 THEN 112
REÍH) = EB(jj! h = H -f- i
112 ; NEXT j
FOR j = i TO íi
IF El(j) > 8 THEN IM(L) = El(j); JHB[LJ = EB(j): L = L + i
NEXT j
FOR j = 1 TO N
IF Elíj) < 8 THEN W(L) = El(j): IMB(L) = EB(jJ: L = L + 1
NEXT j
END SUB



SUS RAÍCES (N?, EB(), £10, R)
9IB CÍ[23)t AP(NP r ííf 110(28)
POR I = i TO 23: Ci{I) = 3; flBW = 3; HEXT I
FGR í = I TO NP * i: APÍI) = Bi NEXT I
FOR i = 3 TO HP: ftPUi = EB(I)í NEXT í; UU = í: V = -i; N = HP
535 : ÍF NP <= 2 THEH 1233
B8Í3Í = AP(3)¡ Cí(3) = APifi); K = 3
524 ; *Bíi) = APÍ1Í * üü I ÍIBÍBJi Cl[í) = K8U) T ¡Jü t CÍ(BJ
FOR I = 2 TQ {NP - i); HB{i) = AP(!) * Uü í HB(I - i) * V í K3(l - 23
Ciííj = flSfl) * ÜU i Clíí - i) T V ? Ciíi - 2); NEXT I
Í5B(N?Í = AP(HP) T üü t HBÍNP - 1) * V í HBÍNP - 2)
j = ÜHHP - 2) A 2 - CiíHP - 3) t CiíHP - I): IF j = B THEH 572
P = ü'j; Q = V
üü = üü - ( H B Í N P - li i CKNP - 2) - H B Í N P ) ? CÍ{NP - 3J ) / j
V = V - ( H S Í N P ) i Ci íHP - 2) - «B(HP - i) t C1(NP - i ) ) / j
IF AB51CO - P) <= .3Ü3839Í THEH IF ABS(V - Q) <= ,3339831 THEH 574
ÍF X = 33 THEH UU = UU - 1; V = V * 1¡ SOTO 505
572 ; K = K t i; GQTD 524
574 : CÍLL E C Ü A C J O N ( E 3 { ) 3 E i ( J , UU, V, R, HP)
HP = H? - 2; FOR H = 3 TO NP: A P ( H ) = H B ( H ) ; NECT H
GOTQ 535
ÍBB3 : IF HP = i THEH R = R * li E 9 ( R J = -fiPÍU / fí?(3}; 60TO 533
Uü = -APÍI) / ftPÍB)¡ V = -APÍ2) / A P Í S )
CALL EC'JACIGHÍESO, E i í ) , üü, V, R, NP)
538 : KP = H; EHD SUB

SUB TA33IA ífi, flíAÍ), A$, H, J6}
RX = 5¡ ZX = i
CLS ¡ LCCATE i, 3: COLOR ii
PRINT "KSTRiZ SOLUCÍOH EH ESTADO ESTABLE DE LA ECUACIÓN 9E RICATTI1: CGL3H 5
LÓCATE 3, 27; COLOR U; PRIMT 'HETDflO SE DIABQHALIZACIOH": COLOR 5
LOCA'E 4, 8; COLOR U; PRINT STRIHSÍÍ63, fl=a): COLOR 5: PRIHT
LÓCATE 5 - K * IHT(IB / J6)j i
FQR IX = 1 TQ H; FOR JX = i TQ H
COLCR U: PHIHT " -| A$} 'fj IXi Jí¡ ') =3: COLOR 5
NEXT tt: NEXT IX
FOR JX = i TQ H: FOR ZX = i TQ N
LÓCATE RX - ft* IHTEÍ8 / JBJ, 43
PRINT ÜSIíiB 'SH.aSSSfi DIAfJX, ZX)
RX = ax + i: HEXT U', HEXT JX
97 ; LCCATE 24, 25; PRIHT "PRESJOHE <"; ; COLOR ii¡ PRIHT aC"j : COLOR 5
PRIHT "> PARA COHTIHUAfi [ ]"j ¡ LÓCATE 24, 55; COLOR U: ÍHPUT '% C$¡ COLOR 5
IF C5 = aC" OR Cí = "c" THEH 98 EL5E 97
93 :
EHD SUB



SÜB TABXU ÍH, KUTTAHÍ, CKA, A, T, S3 H, Al, T̂  J6)
RX = 5¡ IX = i¡ AX = A -
23 : CLS ; LÓCATE i, 17¡ COLOR íi: PRINT "MATRIZ SOLUCIÓN DE Lft ECUAC1GH DE RÍCATTÍ"; COLOR 5
IF S = i THEN LÓCATE 2, 34; COLOR ÍI; PRIHT 'RUNÉE-KUTTA"! COLOR 5
1F 5 = 2 THEN LÓCATE 2, 33; COLOR iíí PRIHT "KALHAH-EÍ16LAR": COLOR 5
LÓCATE 3, 17: COLOR lí: PRINT »=========«=================—=======—="j CGLOH 5: PR!NT
LÓCATE 5 - H -i- 1NTÍÍS / JB), 1 .
IF TK = i OR TW = 2 TKEN HK = H¡ H = N; N = HK
POR IX = 1 TO Hi FOR ¿X = 1 TO N
COLOR 1!; PRINT ' "; A?; '("; IXj ÜX} "] ="; COLOR 5
NEXT .JX; NEXT IX; COLOR 11; PRINT ' t =u¡ COLOR 5i
IF TH = i OR T^ = 2 THEN HK = Hi H = N: N = HK
FQR LX = i TO 6
FOR JX * i TO N í H
IF IX >= CKA TKEH 31
LÓCATE RX - H + INTÍ18 / Jfi), 9 t Lí + 7
PRINT USIN6 'iSS.SSSSt "; KUTTAKZXJ
IX = IX T 1¡ RX = RX T i; NEXT JX
LÓCATE RX - « + JNT(1B / -Jfi), 9 i LX * 7; PRIHT ÜSINB "SS.S3I3 «; ABS(AX)
RX = 5: AX = AX - T: NEXT LX
34 ; LÓCATE 243 25: PRINT "PRESIONE <"j : COLOR 11: PRIHT "Cn; : COLOR 5; PRINT ') PARA CONTINUAR [ ]a; : COLOR 11
LÓCATE 24, 5D: iNPÜT an, VÍ: COLOR 5
IF VI = "Cu OR V$ = Hcu THEN 23 ELSE 34
31 : LÓCATE 24, 25: PRINT "PRESIONE <D; : COLOR 11; PRINT BCD; : COLOR 5: PRINT ') PARA CONTINUAR [ ]'¡ : COLOR 11
LÓCATE 24, 55: INPUT 8U} VI: COLOR 5
IF V? = SC" QR Vi = "c" THEN 33 ELSE 31
33 ; END SUB

SUB TIEKPfl (NP, T, A(), EB(}, Ei()J
R = 3
CALL TRANSFERENCIAS, EflíJ, A(}3 R)
CALL RAICESfNP, E'3(J, El(), R)
L = 1
69 : FQR KM = L + 1 TO NP: IF ABS[E1{LJ) < ABS(EÍ{};h)) THEN L = KB: 60TO ¿3
NEXT KM
«I = ABS(E1(LJJ: L = 1
IflB : FOR K« = L + 1 TO NP
IF AB3(E9(LJJ < ABS(E9(KH)) THEN L = KM: BOTO 133
NEXT KM
Í1R = ABS(E9(L))
IF fíl < HR THEN NI = KR
IF HI = 0 THEN 137
T = i / (18 t KiJ: SOTO 131
137 : CLS : CALL CUADRO: LÓCATE 9, 13: COLOR 11: PRINT "POLO EN EL ORIGEN, ESCOSER CUALQUIER CONSTANTE DE TIEHPO1
LÓCATE 11, 23: PRIÍÍT "SE RECOMIENDA UTILIZAR ¿ T = 0.1 í"; COLOR 5
LÓCATE 14, 35: PRIHT 'TIKE = "; : COLOR 11: INPUT "", T; COLOR 5
101 : END SUB
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A continuación se presenta 'el listado 'de programas del

método de Diagonalisación con todas las subrutinas empleadas

por este método.



DH DIA80NALI2ACIOH
22 ; CLS ; FÜR ! = i TQ H: FQR -J = i TQ fí: R2ÍI, JJ = RYd, JJ; NEXT ii NEXT I
FDR ! = í TO Ni FOR .J = i TO H: B(I, ¿J = BY(I, JJi NEXT J: NEXT !
FOR I = 1 TD KÍ FOR J = i TO N; Rld, -J) = RIYd, J)¡ ÍJEXT J; HEXT !
FOR I = I Tu H; FOR J = I TO N; A(I; J) = AYd, J)i Pd, JJ = 3: HEXT J¡ MEXT I
CALL IHVERSA(R2í!, fif N): HH = H
CALL ÜÍR20, 80, DD(J} N, H, CC(JJ: CALL AUN, A(J, AÍÍJÍ! CALL TIEMPO (¡I, T, A(J, E3(), EiUJ
CLS ; LÓCATE 15, 35; COLOR U; PRÍHT "CALCULANDO..,,../; COLOR 5
FOR I = i TO N; FQR J = i TD N
HAd, J) = A(I, J) t (-TJ: HAd T N, J í H) = -Aid, 3) í (-T)
HAd, J + H) = -BDd, J) i Í-TJ: HA ti * H, -J) = -R1ÍI, JJ t K)
HEXT J: NEXT I¡ H = H t 2
CALL TiEHPDÍHj Ti. HA(Í, £6{J3 E1ÍJJ
CLS ; LÓCATE 15, 35: COLOR ii; PRINT "CALCULANDO,.,,,,.3: COLOR 5
CñLL QRDEHACIOHÍM, ESO, Ei(), L, H, IH{}} IMBÍJ, REO): HB = i; N9 = í
FOR I = i TO H - i; IF REÍ I) >= 8 THEN REP(H3) = REÍD: K9 = KB + i: SÜTO 5D
RENÍH8) = RE(I): N9 = N9 i í
55 i NEXT í
IF M = i THEN 50
FOR I = í TO HB.- i: E8{I} = REF(I): Ei(IJ = 8: NEXT I
FOR I = 1 TO N8 - i: Eflíl + KB - i) = REH(IJ: Ei[I t H9 - 1} = 3; NEXT I
FOR I = i TO íí: FQR J = i TO N: A(I, J) = HAÍI, J); NEXT J¡ HEXT I
CALL HATRIXTÍMAÍl, TÍO, h, N, EB()f KB, I)
IF ! >= >N / 2 THEN 59
50 ; FOR I = i TO L - i: EB(K - i + I) = IHfldJí Ei(H - 1 T IJ = ÍH[Í); HEXT í
CALLHATRIXTCÍMAO, Tlíí, H, N, EB(Í, cí{}! T2[J, L]
6DTO 65
59 : FOR I = I TO H / 2¡ FOR J = i * N / 2 TD N
S12ÍI, O - N T 2) = 11(1, •]]; NEXT J¡ NEXT i
FOR 3 = I TO íí / 2: FOH J = i TO N / 2: R2(I, -3) = H12ÍI, J); NEXT J¡ NEXT I
H = N / 2: FOR I = i TO N / 2: FDH J = 1 TO N / 2¡ HEXT J: NEXT i
CALL IHVERSA(R2U, M, H}
FOR I = i r N / 2 TQ N; FOR J = I + N / 2 TO fí
N22(! - N + 2, J - N T 2) = Tid, ¿1): NEXT J: íiEXT I
FOR I = 1 TO N / 2: FOR J = i TO N / 2; flflíi, 0) = R2d} JJ
P(I, JJ = H22(I, J): NEXT J: NEXT I: H = N / 2
CALL HüLTIPLICACIDNÍH, D8ÍÍ, DIO, D20S D3í), P(J, DD(J, A!)t A1UJ
BOTO 75
65 : FOR I = i TO N: FOR J = i TO (H - i) / 2
Htl, J) = TKI, JJ: NEXT J: NEXT I
FQR I = i TD N: JX = i
FOR J n 1 TO L - i STEP 2: H[I, J 4- (H - 1} / 2J = Tl(If JX + H - 1J¡ H(I, J + (M + 1} / 2) = T2(I, JX r H - i)
•JX = JX r i; NEXT J: NEXT I: IF H > i THEN 66 ELSE 72
66 : FOR I = i TO N / 2: FOR J = 1 TO N / 2: R2ÍI, J) = »[I, J); NEXT J: NEXT I
FOR I = 1 t N / 2 TO N: FOR J = 1 TO N / 2: P(I - N / 2, J) = HÍI, J): NEXT J¡ HEXT í: SOTO 36
72 : FDR J = 1 TQ H / 2: FOR J = i f N / 2 TO N: K12(I, J - N / 2) = 8(1, J)
NEXT J: NEXT I: FOR I = i + N / 2 TD N: FOR J = i + N / 2 TQ N
H22(I - N / 2, J - N / 2) = «(I, J): NEXT J: NEXT I
FDR I = 1 TO íl / 2; FOR J = i TO N / 2: R2(I, J] = H12ÍI, J J ; P(I, J) = 922(1, J): NEXT J: NEXT I
86 í H = H / 2: CALL INVERSAÍR2U, H, NJ: N = N / 2
FOR I = 1 TO N; FOR J = 1 TD N: DD(I, JJ = R2(I, J): NEXT J; NEXT I
CALL HULTIPLICACIONtN, DB(J, DIO, D2()} D3(J, P(J, DDÍ), A(), A K J J
75 : FOR I = 1 TO N: FOR J = 1 TO H; MDId, JJ = ABSÍDfld, JJJ
NEXT J: NEXT I: H = Kh: FOR XQ = 1 TO N: FOR YQ = 1 TO H: FOR 2Q = 1 TO N
UX = CCÍYQj ZQJ í HDIÍZO, XO): FDKYQ, XQJ = FDIfYQ, XQ) + UX¡ NEXT ZQ: NEXT YQ; NEXT XQ: BOTO 23



SUB ¡ÍATRIXT (Hftlít TÍO, H, K, E8(), K3, I)
Dlií T9ÍN), VELÍ2 í H T 33, 4), Fi(M, N 4- i), fli2(N, N * í), F1R(N, NJ, AI{2 t N, 2 í Ni, Fí(5j
Hí = 1; FOR i = i Tu MB - i¡ IF I = í!0 - 1 THEH 159
E9 = .231
IF ABS(EaU) - EBU * i)J < E9 THEN 156
60TD 159
156 : fii = Hl T 1
GOTO 643 -
159 : E9 = ,881
FQR II = i TO Ni FOR JI = I TQ N + i: A1ÍH, JIJ = 8¡ HEXT JI¡ NEXT II
FOR j = i Tu H: FOR JI = I TQ N
IF j = Jl THEH Al(j, 31) = íiAÜ, Jl] - E3(I] ELBE AI(j, Jl) = KAÍJ, JiJ
Fl(j, JiJ = Ailj, Ji); AÍ2Í5, -31) = FI(j, Ji): NEXT Jlí NEXT j
04 = i; CALI RAHGQíH, 04, NO, T9(l, Alt), VELO, E9; R, Hi, II)
CL3 : LÓCATE 15, 35; COLOR U; PRIÍIT "CALCULANDO...,,,,": COLOR 5
IF R = N THEN 178
SOTO 281
178 : PRINT "LA KATRIZ Ai TIENE VECTORES COLUHÍÍA L,!."¡ SOTO 111
281 : D = N - R; IF Q = Kl THEH 554
IF Q = i THEN 589
Qi = 0; K9 = 2
DIM XKH, Hl + 1), VStOll, VKH, Qi), VV(Hi)
337 : FOR j = i TD H: FOR Ji = i TO H; TB = 3
FOR J2 = i TQ H; T8 = TB + Fi[j} J2) í AÍ2U2, JiJ: NEXT J2
F1RU, Jl) = T8: Aiíj, Ji) = F1RÍJ, Ji): NEXT Ji: NEXT j
04 = ü: CALL RAHGOÍN, 04, NO, T9()? AKÍ, VEL()f'E9í R, Hi, II) " "
IF R = N - Hi THEN 333
IF R > N - «i THEH 333
PRINT "EL RANGO DE LA MATRIZ Fi=[A-in NO DEBE SER HENOR SE (H-M1)1
PRIÍIT "PARA DÜE EL PROBLEMA TEHBA SOLUCIÓN"; GOTO iii
333 : K9 = K9 ± 1; FOR L3 = i TD N; FOR L4 = i TO íi; Fi(L3, L4) = FiR(L3, L4}
NEXT LH: NE2T 13; SOTO 337
338 ; Q = Hi; CALL HORMALIZADOÍQ, I, Hi, U, T9(), Ai(), N, TÍO)
H3 = Hi T i
h9 = 8; H6 = 0: H7 = 0: M8 = 8: j = i
355 ¡ H2 = 0: T8 = I + j - Hi
FQR Jl = i TO N
FIÍJi, N + i) = 9
FOR J2 = i TO N; FIUl, N + 1) = FIÍJi, N T 1) f F1[J1, J2} t Ti(J2, T3J
HEXT J2
IF ABS(F1(J1, N + 1J) < E9 THEN 366
H2 = i: GOTO 367
366 : FltJi, H + i) = 0
367 ; HEXT Ji
IF M2 = 8 THEH 372
GOTO 334
372 : ÍF K9 = 2 THEH 377
M7 = H7 + i: VV(M7) = T8; GOTO 435
377 i «9 = M9 + i: FQR Ji = i TO tí; V1(J1, H9) = Ti(Jl, T3): HEXT JI: GOTO 435
334 : IF H3 = 2 THEH 435
386 : FOR Ji = i TO N: XKJl, M3) = TKJ1, TB)¡ NEXT Jl: H3 = H3 - i
IF K9 = 2 THEN 393 EL3E 398
393 : FOR JI = i TO N: HUÍ, H3) = FIÍJI, N + i): NEXT Jl
GOTO 407
398 : FQH LI = 1 TO H: FOR LJ = 1 TO H; A1{LI, LJ) = A121LI, LJ); NEXT LJ: HEXT LI
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521

328
PRÍH"

533

H2 = 8; IF R = Ni THEN 525 ELSE H3 = K3 * H4i BOTO 446
IF H3 = i THEN 332 ELSE 446
PRINT "NO SE PUEDE ENCONTRAR TODOS LOS VP Y VPB, CORRESPONDIENTE"
"AL VALOR PROPIO LAHSDA(nj i; "} = a; EB(I)i BOTO jH
IF HS = í THEN 538 ELSE H2 = ífl¡ BOTO 472
H2 = 8; IF R = Ni THEN 533 ELSE 523
IF H¿ = Qi THEN 545

PRINT "ERROR:EL NO. DE VP. OE LA HATRIZ XI DEBE SER ISUAL A LA DEGENERACIÓN"
PRÍNT " 01 DE LA Í1ATRIZ ni, PARA EL VALOR PROPIO LAÍ1BDA{S; Ij "}==; E0(í)
SOTO iii
545 ; T8 = i - Hi
FDR j = i TO N; FOR Ji = i TO ríi; Ti(j, T3 * Jij = Xi(jf JI * 1J: NEXT Ji: NEXT j
GOTO M2
554 ; CALL HQRHALIZflDOÍQ, I, Mi, II, T9í)5 Aiíí, N, T l í J J
SOTO 642
53? : CALL NORHALIZADOÍQ, I, Hl, II, T9(i, AÍ(J, H, T l í J J
FOR J4 = 1 TO Mi - ii TB = I + J4 - MI
FOR Ji = Í TO Ni flitJl, H + i) = TitJi, TB); NEXT Ji
HE = i
FOR Ji = i TO NO
PitU = VELtJi, NE): Pi{2) = VELÍ-JI, NE * i}; pi(3) = VELÍJi, HE -i- 2}
PiW = VELIJi, NE + 3)
ON P1UJ BOTO 6S9, 614, 613
6Í39 : T3 = A 1 Í P Í Í 2 ) , N * 1): A i ( P i ( 2 ) , N + i) = A i ( P l ( 3 ) , H T i) '
AKPK3J, N + i) = TSi SOTO 623
614 ; AHPÍÍ2), N + i) = AKPÍÍ2J, N + i) / Pl(3i: SOTO 623
¿JS j T8 = AUPK2J, N * i): T3 = T3 + AÍÍPÍÍ3), N * i) t Pi(4)
IF AS3ÍT3}') E9 THEH 622
T3 = O
622 í Ai(Pi(2}J N T i) = T3
623 ; NEXT Ji
FOR IX = 1 TO 4: Pi(IX) = 0¡ NEXT IX
OÍ = U: TB = I + -34 - Hi i i
627 ; IF ABSÍAÍtJi, N * í}} < E9 THEN 632
PRINT "LA ECUACIÓN PARA HALLAR EL VPG."; T3j "DE Ti CORRESPONDIENTE1
PRINT "AL VALOR PROPIO LñilBDA ("j I; ") NO TIENE SOLUCIÓN"
SOTG iii
632 ¡ IF JI = N THEH 637 ELSE Ji = JI Mi SOTO 627
637 : FQR JI = i TO II - 1: Ti(T9Í.Ji)3 T3J = Ai(Ji, II) + AilJÍ, U i ij¡ NEXT Ji
TKT91IÍÍ, TB) = -1; NEXT J4
642 : Mi = i
643 : NEXT I
iii ; FOR IX = MB TQ ,1 - 1; FOR JX = i TO N
T1UX, IX) = -TitJX, IX - Mfl + ij: NEXT JX: NEXT IX
END SÜB



SÜB HATRIXTC {HA()( TÍO, H, H, EBO, El(í, T2(í, L)
DIM F2ÍH, N * i), Á22ÍH, H * I), VEL12 í H * 39, 5), T9ÍN), FIÍN, H * í)f AÍ2(M, íí * í)
D!H FiR(H, H * í), F2R(H, H * 1), FÍMtHj H * 1), A2(íi, N + i), A1(N, H * 1), Pi(5i
Hi = i: TAUX = H - I ML - 1J / 2
FQR I = H TO TAU2
IF I = H THEN1 Í363
£9 = ,081
IF HBSÍE3ÍI} - EB(I * í)) < E9 THEN 1323 EL3E Í36B
1329 ; ÍF ABSÍEÍ(Í) - E1(I * í}} < E9 THEN Hi = ííl * í; GOTO s99fl
1368 j E9 = ,331
FOR J = i TO H; FOH 31 = 1 TQ H
ftltj, Ji) = 3: A21J, Ji) = 9: Aiíj, ¿íí = HA(j, 3i)i Fi(j, Jí) = Aiíj, ¿i); AÍ2ÍJ, ¿i) = FiíJj Jl)¡ NEXT JI
Alíj, j) - HA(j, j) - EBÍIJi A2(j, Ji = -Ei(I)i F2{j, j} = A2(j, j}: A22(jj j) = F2U, J J : SHH j
04 = í¡ CALL HAÍÍBOCÍH, 04, NO, T9(J, AKJ, VELÍlj E9, R, A2(), Hi, II)
CLS ; LÓCATE 15, 35; COLOR ii; FRIÍiT "CALCÜLAHDD,......"; COLOR 5
IF R = H THEN 1539
SOTO 2440
1538 : PRIHT BLA HATRIZ Z TIENE VECTORES CDLUHHA L.I/i GOTO 1118
2442 : Q = N - R: JF Q = Hl THEN 5098
IF Q = 1 THEN 54ÍQ
01 '= Q: K9 = 2
DIM XlíH, Kl + Di VetfllJ, V1(H, Qi}, V2(N, 01), X2ÍH, Kl + 1J} V3(K1J
2fi4B : FOR j = 1 TQ N; FOR 31 = í TO N; T3 = B; US = 3
FQR J2 = 1 TQ N
TS = T3 T Fiíjj J2J Í A12ÍJ2, 31J - F2(j} 52} i A22ÍJ2, JI)
US = Ü8 i Flii, -J2) ? A22Í-J2, JI} 4- F2(j, J2) í A12ÍJ2," Ji); HEXT J2
FIRtJj -31) = TS¡ Al(j, Ji) = FlRti, Jl)¡ FÍH(j, 31) = ÜSí A2(j} JI) = F1HÍJ, JI): HEXT Jl¡ N=XT j
04 = 9: CALL RAH60CÍH, 04, NO, T9(í, Al(), VELO, E9, R, A2(), hi} U)
IF R = N - ttl TKEN 2979
IF R > N - Hi THEN 2958
PRIST BEL RAN6D DE LA HATRIZ FÍTJF2=[A-irj*K9 KD DE3E BER «ENOR DE (N-KÍ)*
PRIHT "PARA OÜE EL PROBLEMA TENSA SOLUCIÓN": BOTO 1113
2953 ¡ K9 = K9 * i¡ FOR L3 = i TQ N; FOR L4 = i TO íí: Fi(L3, L4) = FÍRÍL3, L4)
F2EL35 L4) = F1M(L3, L4i; NEXT L4: HEXT L3; 8QTO 2643
2973 ; Q = Hi; CALL HORHALIZADQCÍQ, I, «1, U, T90, Ai(), N, TÍO, A2(), T2())
H3 = HI + i
K9 = 0; K6 = 6: H7 = 3: HS = fl¡ j = i
3379 : H2 = R; T3 = I 4- j - hl
FOR Ji = i TO N
FKJ1, N + i) = 8; F2ÍJÍ, H + 1) = 8
FOR J2 = i TO N¡ U9 = F1ÍJ1, J2) í T1(J2, TS) - F2(J1, J2) t T2Í-J2, TS) '
U7 = FitJij J2) í T2Í32, T3) + F2(Ji, 32) t T1[J2, T8)
FitJi, N + 1) = FKJ1, Ñ + 1) + U9: F2ÍJÍJ H + 1) = F2ÍJÍ, N + 1) 4- U7: NEXT J2
AÜX8 = SQRÍFÍÍJ1, N + i) A 2 + F2(J1, N + i) A 2)
IF AUXB < E9 THEN F1ÍJ1, N * 1) = 0; F21J1, N + 1) = 0¡ BOTO 3233
«2 = 1
3233 : NEXT JI
IF H2 = 0 THEN 3263
GOTO 3363
3263 ; IF K9 = 2 THEN 3303
H7 = M7 + i; V3(M7) = TB; GOTO 3913
3330 : M9 = «9 + i: FQR 31 = 1 TO N: V1(J1, f19) = TífJi, TB): V2(Ji, H9) = T2ÍJ1, T3)
NEXT 31: GOTO 39Í0
3360 ; IF H3 = 2 THEN 3913
3370 : FOR 31 = i TQ H: Xl(31, H3J = TKJi, TB): X2ÍJ1, «3) = T2[31, TB): HEXT Ji: «3 = H3 - 1



IF K9 = 2 THEN POR Ji = ! Tu N: Xi{Jl, H3) = Fi(Jlf N * ij: X2ÍJÍ, 83) - F2(Ji. ¡i T i): KEXT Ji; SOTO ¿£23
FQR Li = i TO N: FOR U = í TO N; AífL!, U) = AÍ2ÍLI, LJ)¡ AZ(LI, LJ} = 622(11, U); NEXT U; NEXT LI
FOR Jl = i TQ Ni XÍÍJÍ, 83) = B; X2(J1, B3) = B
FOR ¿2 = I TO Ni U9 = A12(Jif ¿2) í TÍ(J2, T3) - A22{Jít J2i '- T21J2, 78)
U7 = AÍ2ÍJÍ, -12) I T2Í-32J TBJ * A22ÍJÍ, J2) í T1ÍJ2, TB)i XiíJi, H3) = XiíJi, K3J * Ü9¡ Í2fjif 83) = X2¡Ji, K3) - Ü7
NEXT J2¡ HEXT -31
3623 ; H4 = 2
3633 : 83 = 83 - 1: 82 = B • . . •
FOH Ji = i TO Ni XiíJi, H3J = B; X2(Ji, H3) = 0
FOR J2 = i TO Ni U9 = ¿Íf-Ji, J2) í XK02, H3 * 1) - A2(J1, J2) í X2(J2t ¡13 M)
Ü7 = AÍÍ31, ̂ 2) i X2(J2, H3 * i) * A2(3I, J2) t XIÍJ2, 83** 1;; XKJí, S3i = U!J1( S3i - U9
X2ÍJ1, Í13) = X2(Ji, H3) + U7
NEH .321 AÜXB = soíunuu, HSÍ A 2 * HEJI, HSJ A 2)
1F AUXB < E9 THEN 3773
,12 = i; BOTO 3798
3778 : XiíJÍ, H3) = 9: X2ÍJ1, H3) = 3
3793 ; KEXT til
IF H2 = 6 THEN 3883
IF H3 = 1 THEH 3850
M4 = K4 + i: IF K4 <= K9 THEN 39ÍS
M4 = 114 - 1
3S5B : H3 = H3 + N4: H9 = S; SOTO 3913
38SÜ i M9 = i: H6 = H6 * í: V8(H6) = H3 i i
39Í3 : IF H8 = 8 THEN 3943
IF K9 = í THEN H2 = 5; SOTO 432S ELS£ 4819
3949 ; IF H3 = i THEH 4833
IF j O Hí THEN j = j M: SOTO 337?.
J4 = 3; H8 = 1¡ IF B7 = fl THEN 4493
43ÍB ¡ J4 = 34 + i! IF J4 > H7 THEN 4483
T3 = V3(J4); IF H3 O 2 THEN 3373
FOR Ji = i TO N; Xi(Ji, H3J = TiíJi, T3): X2ÍJÍ, 83) = T2{Ji, TBi; NEXT Ji: H3 = S3 - i: S2 = 3
FOR Ji = í TO Ni XiíJi, 83) = 9; X2ÍJÍ, M3) = ü
FOR n = í TQ N: 09 = AÍ2ÍJÍ, 32) í Xi(J2, H3 * i) - A22ÍJÍ, Ú2) t X2Í32, Í13 i 1)
U7 = AÍ2IJÍ, J2i ? X2Í-32, H3 * i) + A22UÍ, J2) \, 83 * i)¡ XitJi, S3) = Xíí-31, H3) * U9
X21JÍ, H3) = X2[Ji, 83) 4 !J7
NEXT J2¡ AUXB = A8SÍ.UÍJÍ, 83) A 2 r X2{J!} 83) A 2)
IF AÜX3 < E9 THEN XilJi, ÍÍ3J = 0; X2Í-JÍJ 83) = 9: BOTO 4233
H2 = i
4280 ; NEXT Ji
IF H2 = 9 THEN 4320
438B ¡ 83 = 83 + 1: SOTO 4BÍB
4320 ; FOR Ji = i TO Hi - .13 4 í; FDR J2 = i TO N: A1(J2, Ji) = X1ÍJ2, H3 * Ji)
A2ÍJ2, Jl) = X2(J2, Í13 + Ji); NEXT J2: NEXT Ji; 04 = 8: N = 81 - 83 * i
CALL RANBOCÍN, 04, NO, T9(), Ai{), V£L(), E9, R, A20, Hí, U)
IF H2 = 5 THEN 4790
IF «2 = 10 THEN 49Í0
IF R = Ni THEN 86 = 86 M: VO(H6) = H3 + i: GOTO 4889 EL3E 4303
448Q ; J4 = 8
4493 : IF M9 = B THEN 4353
4560 : J4 = J4 + i
FOR J2 = 1 TO N; A1(J2, í) = Ví(J2, 04): A2(J2, i) = V2(J2, J4): NEXT J2
FOR J2 = 2 TO 81 + 2 - M3: T8 = 83 + J2 - i
FOR Ji = 1 TO N: Ai(Ji, J2) = XiíJi, TB): A2(JI, J2) = X2(Ji, T3): NEXT Ji
NEXT J2: 04 =-0; N = Hi - H3 -f 2
CALL RANBOCÍN, 04, NO, T9(), Ai(), VELO, E9, R, A2()} Hi, li)



IF R O Ni THEN 4753
FGR ¿2 = 1 TO HÍ XK32, H3| = VÍ132, 34 h X2Í-J2, H3J = V2ÍJ2, J4)¡ NECT 32i H¿ = ,16 * 1; V3ÍÍÍ6) = H3
m = H3 - i
ÍF m = i THEN 48SD
475'3
4793
IF H3
4359
FRINT
48B3
4918
4943

ÍF J4 = H9 TKEH 4856 ELSE 45S3
H2 = 8; ÍF R O Ni THEN H3 = KS f H4; BOTO 4318
= 1 THEN 4883 ELSE 4313
PRIÍÍT "NO SE PUEDE ENCONTRAR TODOS LOS VP Y VPfi, CORRESPONDIENTE11
-AL VALOR P.ROPIO LAHBDAÍ"; Ij "} = "i £0(1)} n "; Ei(IJi GQTO 1U«
ÍF HS = i THEK 4949 ELSE ÍI2 = 18: GOTO 4320
H2 = 9; ÍF R O Hl THEN 4350
IF H6 = 01 THEN 499B

PRINT "ERRDRíEL NO. DE VP. DE LA MATRIZ Xl*jX2 DÉSE SER IGL¡AL A LA DEGENERACIÓN*
PRINT " Gi DE LA HATRIZ Ai, PARA EL VALOR PROPIO LABBQAÍ"; I; B)="j EB(I)
GOTO 1113
499B : T8 = i - MI
FOR j = i TO N: FOR -31 = i TO Hl: Ti(j3 T8 * 31) = Xl(j, 31 * i): 721 j, T8 + -31} = X2ÍJ, 31 * i)
NEXT Jl: NEXT j
GOTO 5983
5898 : CALL NORMAL!1ADOCÍQ, I, Mi, II, T9E), Al(), N, Ti(J, A2Í), T2(j)
60TO 5980
54ÍÜ ; CALL NORHALUADOC(Q, I, Hl, II, T9(), Aiü, N, Tlí), A2(), T2ÍJÍ
HE = i
FOR ¿4 = i TO Hl - i: 73 = I t -34 - MI
FQR 31 = 1 TO H: Ai(31, N + 1) = TKJ-1, T8): A2(31, H * i).= T2(J1, T3); NEXT 31: NE = 1
FQR Ji = 1 TO NO: P1(1J = VELÍJ1, NE}: Pi{2) = VEL(31, HE i i): P1J3J = VELÍ31, NE * 7}
P1(4J = VELÍJ1, HE T 3); Pl{5) = VEL(31, HE * 4}
OH Pl(l) GQTO 556Q, 5648, 5790
5568 : T3 = AiíPi(2)f H * 1); AÍIPH2), N t i) = A1ÍP1Í3), N * i): AMPi(3i, H * 1) = TS; T3 = A2íPl(2), N * 1}
A2ÍPK2), H T i) = A2ÍPH3), N * 1): A2ÍP1Í3), N * lí'= T3: GOTO 5788
564B ¡ Ü9 = AKP112), N T i) i pl(3) - A2(P1(2), N * i) t Pl(4}
A2ÍPK2), N T l) = AltPl(2), N Mí t Pi(4) - A21P1Í2), N * 1) * Pi(3)
A1(PÍ(2)} íM i) = 09; GOTO 5733
5730 ; Ü9 = A1ÍPK3), N * i) i Pi(4) - A2(P1(3)3 N * 1} t Pi{5)
U7 = A1{P1(3), H + 1} I P1Í5) + A2(P1Í3), N + 1) i Pl(4)
A1ÍP1Í2), íi T 1) = ftl(Pl(2), H T i) -f ü9¡ A2ÍPÍÍ2}, N + 1) = A2(Pl(2i, N T.Í} v U7
IF ABS(A1(P1Í2), N r ij) > E9 THEN 5763
A1ÍP1Í2), N * 1} = 3
5760 ¡ IF ABS(A2(Pi(2), N + 1)J > E9 THEN 57SS
A2ÍPK2), N + 1) = 3
5783 : KÉXT Ji
FOR U n i TO 5: Pl(IX) = 8: NEXT IX
31 = U: T8 = I + 34 - MI + 1
5820 : AUX8 = SQRÍAifJl, N * 1) A 2 + A2(31, N + 1) A 2)
IF ALUS < E9 THEN 5S79
PRINT "LA ECUACIÓN PARA HALLAR EL VP6."; T8; "DE T1,T2 CORRESPONDIENTE1
PRINT "AL VALOR PROPIO LAÍ13DA ("; I; ") NO TIENE SOLUCIÓN"
SOTO 1110
5B70 i IF Jl = N THEN 5919 ELSE Ji = Ji + 1: GOTO 5829
5910 : FOR Ji = 1 TO U - 1: Ti(T9(Ji), TB) = Al(3i, UJ + Al(31, II + i)
T2íT9(Ji), T3] = A2ÍJÍ, II) + A2(J1, Ú -t 1J: NEXT Ji
TKT91I1), T8] = -i: T2(T9(Ii)J T8) = 0: NEXT ,34
IF AX = i THEN 1110
5983 : MI = 1
5998 : NEXT I
1110 : EHD SUB
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APÉNDICE A.

NOTACIÓN Y SÍMBOLOS

- Los capítulos se han dividido en secciones, las cuales se

han enumerado como 1.1, 1.2, 1.33 y así sucesivamente. La

secciones se han subdividido en subsecciones, las cuales se

han enumerado como 2,1.1, 2.1,2, etc. Los teoremas, los ejem-

plos, las figuras se han enumerado de acuerdo al capítulo y

sección en que constan.

- Los vectores se han denotado con letras minúsculas con

una raya abajo (tal corno s y ü) 3 las matrices por letras

mayúsculas- con la misma .raya (tal como A y E), y los escalares

con letra sin raya (tal como A y B). Los componentes de vecto-

res o matrices se han designado con uno o dos subíndices de

acuerdo a sus dimensiones (tal como xi y PO.S).

- Los siguientes símbolos y operaciones se han utilizado a

lo largo del trabajo- de investigación:

Al OPERACIONES

1. ¿;T transpuesta del vector s-

2. h~ transpuesta de la matris A-

3. A"1- inversa de la matris cuadrada A-

4. §?(x,y) función escalar de dos variables.

5. a.(s,y_) función vectorial de dos variables.



6. det(A) determinante de una matriz cuadrada A

7. tr A traza de la matriz cuadrada A

8. x, primera derivada de la función vecto-

rial x.

9- A partición de una matriz en bloques:
A, E, £, y E.

JQ

10. min mínimo respecto a 13.
&

A2 SÍMBOLOS COMUNMENTE UTILIZADOS

1. 0, £> cero, cero vector, cero matriz.

2. f integrales.

3. lim límite cuando t tiende a infinito.
t-OD

4. i matriz identidad.

5. 'n dimensión del estado" x,_

6. m dimensión del control i¿-

7. t tiempo.

8. E(t) matriz de Ricatti.

9. P matr-is de Ricatti en estado estable.

10. S(t,to) matriz de transición.

11. SL(t) vector de salida.

12. x(t) vector de estado.

13. u(t) vector de control.

14. j~. transformación lineal.

15. a¿.d elementos de la matriz A-

16. t0 tiempo inicial.



17. t£ tiempo final,

18. 2 sumatorio.

19. o> infinito.



APÉNDICE B_

CQNCEPTQS-J3ASICQS PE LOS SISTEMAS DE CONTROL ÓPTIMO „

Bl Definición de estado de un sistema.

Estado de un sistema a t=te> es el conjunto:

xi(t); i=l, 2, 3, ...... n.

que siendo conocido se utiliza para determinar sus valo-

res futuros y los de las salidas del sistema, conocidas

las entradas del mismo 'para t>te. SI vector de estado es

B2 Clasificación de los sistemas.

Los sistemas pueden clasif icarse de acuerdo a la forma de

sus ecuaciones de estado. Dependiendo del tipo de siste-

ma, la ecuación de estado puede tomar las siguientes

formas :

a) no lineal, variante en el tiempo:

S(t) = áCs(t), U.(t), t]

b) .no lineal, invariante en el tiempo:

a(t) = aCs(t}3 n(t)]

c) lineal, variante en el tiempo:

d) lineal, invariante en el tiempo:

a(t) = A x(t) + B a(t)



B3 Definición de la salida de ion sistema.

Las cantidades físicas que pueden ser medidas se llaman

medidas de un sistema y se denotan por:

•s±(t); i=l, 2, 3, m.

y el vector de salida se denota por (̂t).

B4 Ecuaciones de salida»

a) Si la salida está relacionada con los estados y el

control por una relación no lineal y variante en el

tiempo, las ecuaciones de salida serán:

a(t) = dC2(t), aa(t), t]

b) Si la relación es lineal e invariante en el tiempo:

s(t) = E s(t) + C ia(t)

B5 Definición de proceso de control,

SI conjunto [x( t), z(t)] se llama proceso de control.

B6 Solución de la ecuación diferencial de estado para

sistemas lineales,.

B6_l Ecuación de estado homogénea. Matriz de transición,

Considárese la ecuación homogénea: z("t) = A(t)x(t). Si

A(t) es continua para todo t? entonces siempre tiene una

solución que puede ser considerada como:

s(t) = S(tst0); en donde &(t,te>) es la matriz de



transición que es solución de la ecuación diferencial

matricial: d <E(t,te>) = A(t)£(t,to)
dt

B6_2 Ecuación de estado lineal no homogénea_

Considérese la ecuación de estado lineal:

2(t) = ACt)s(t) + B(t)u.(t)

Si A(t)3 E(t) y n(t) son continuas para todo t, se tiene

la siguiente solución:
t

£(t) = £(t9teOs(te») 4- f £(t,T)fí(T)u.(r)dT para todo t

B6-3 Sistemas invariantes en el tiempo.

Para los sistemas invariantes en el 'tiempo:

¿:(t) = A x(t) -f E aa(t)

valen las soluciones anteriores con la siguiente matriz

de transición:

en donde la exponencial de la matris cuadrada £ está

definida como:

B7 Definiciones de Controlabilidad.

Sea el sistema cuya ecuación de estado es

a.(t) = sCs(t), u(t), t]

y para t>:te , s("fce) ~ ̂ ©



Si existe un tiempo finito ti>te y un control:

u.(t)3 te[t0,ti]

gue transfiere el estado x.e al origen en el tiempo ti?

se dice que el estado x© es controlable a te. Si todos

los valores de x.o son controlables para cualquier t0/

se dice que el sistema es corirDletamente controlable o

simplemente controlable.

Kalman demostró que un sistema lineal fijo es controla-

ble, si la matris:

tiene característica n.

B8 Definición de Observabilidad.

Si observando la salida .s_(t) durante un intervalo fini-

to de tiempo [te, ti], puede determinarse el estado x(te)

= So, se dice que el estado xe son observables para

cualquier tea; entonces, se dice que el sistema es com-

pletamente observable o simplemente observable.

Para sistemas lineales fijos, la observabilidad se prueba

si la matris:

tiene característica n.

B9 Definiciones de Estabilidad.



B9.1 Estabilidad en el sentido de Liapunov.

Considérese la ecuación de estado:

s(t) = aCs(t), t]

con la solución ze>(t). Entonces, la solución es estable

en el sentido de Liapunov si para cualquier te. y cual-

quier 6>0 existe un 5(e,t©)>0 tal que:

||x.(t0)-x.0(te)|| < 8 implica que: x.(t )-x.e(t )|| < e

para todo

B9_2 Estabilidad asintótica.

La solución x.e(t) de la ecuación de estado:

x.(t) = á[x.(t), t]

es asintóticamente estable si:

a) es estable en el sentido de Liapunov.

b) Para todo t0 existe un cr(t0)>0 tal que:

||x(t0)~xe(te)¡| < a implica que: ||x.(t)-so(t

cuando t-*°.

B9_3 Teoremas relacionados con la estabilidad,

i) Teorema 1.

El sistema lineal fijo: x.(t) = A s(t)

es estable en el sentido de Liapunov si y solo si:

a) Todos los vectores característicos de A

tienen partes reales negativas, y

b) A cualquier valor característico en el eje



imaginario con multiplicidad m corresponde

exactamente m vectores característicos de la

matriz A-

ü) Teorema 2 .

El sistema lineal fijo: x.(t) = A x.(t)

es asintóticamente estable si y solo si los valores

característicos de A tienen partes reales negati-

vas .

iii) Teorema 3.

Un sistema es asintóticamente estable en la vecindad

de un punto de equilibrio en el origen, si existe

una función escalar V(x.) tal que:

a.) V(x.) sea continua y sean continuas sus prime-

ras derivadas parciales en la región alrededor

del origen.

b) V(s) > 0 para x. ̂  0.

c) V(£) = 0.

d) V(xJ < 0 para s =}= 0-

iv) Teorema 4.

Un sistema es asintóticamente estable globalmente si

existe una función escalar V(x) tal que:

a) V(x) es continua y tiene las primeras deriva-

das también continuas en todo el espacio de

estado.

b) V(s) > 0 para s =f= 0 -



c) vea) = 0.
d) V(s) -co cuando K - ^-

e) V(s) ̂  0-

f) Siempre que V(x.) == 0 excepto en x. = 0 o eni —

cualquier lugar- del espacio de estados en donde

V(x) = 0 no constituyen puntos de trayectoria

del sistema,

v) Definición 1.

La matriz constante & nxh es asintóticamente

estable si todos sus valores característicos tienen

partes reales negativas.

B10 Relación entre la ecuación de Ricatti de tiempo continuo

y la ecuación de Ricatti de tiempo discreto.

Considérese un sistema descrito por la siguiente ecuación

diferencial.

x(t) = A x(t) + B u(t)

donde x(t) y u(t) son las'variables de estado y con-

trol respectivamente, A y B son constantes,y el criterio

a ser minimizado es:

T
xa (T) + r r u2(t) dt

0

donde T es el tiempo final', y T es el factor de ponde-

ración.

x(T) y u(t) son cuadráticos porque tanto los valores



positivos como los negativos son importantes. Esta carac-

terística de medir refleja el deseo de que el estado

final x(T) llegue a cero sin el excesivo esfuerzo de

control.

Esta ecuación diferencial debe ser aproximado a una ecua-

ción de diferencias7 por lo que la integral se aproxima a

un sumatorio.

Esta aproximación se realiza dividiendo el intervalo de

tiempo 0 < t S T en N incrementos iguales, ot. Enton-

ces, se tiene

x(t 4- 6t) - x(t)
« A X(t) -f- B u(t)

ot

ó x(t 4- 6t) = [14- A.ot]x(t) 4- B.6t.u(t)

Se asume que ot es pequeño, de esta manera la señal de

control puede ser aproximada a una función constante que

cambia solamente en el instante t=0, ot, ,(M-l)ot;

es decir, para t=k.otj

x{[k4-l],6t} = [ 1 4 - a .o t ]x(k ,6 t ) 4- b.6t u(k.6t)

k = 0, 1, . . , N-l

x(k ot) está referido al k-ésimo valor de x y está

denotado por x(k). Entonces, la ecuación de diferencias

puede escribirse como:

x(k+l) - [1 + A.ot]x(k) 4- B.ot.u(k)

En forma similar, el criterio de rendimiento es:



St 2St NSt
x a ( N . 8 t ) + T[ f u a ( 0 ) d t + r us (5t)dt+. . _ + r ua (CN-l]8t)dt

J J

0 St IN- iJSt

_ x a ( N ) + r .6 t [u a (0) + u a ( l ) + ---- + ua(n-l>]

H-l
x2 ( N ) + F.St 2 ua (k)

I ._T

Ahora, si A y B son matrices; entonces, es necesario

transformar de matrices continuas a matrices discretas de

la siguiente manera:

Como se sabe la solución a la ecuación de diferencias del

sistema discreto es;

x[(k+l)T] = «sATx(kT) + f €=*A[(k+l)T-T] B U ( T ) dr
J
kT ' •

Luego:

Ad = e AT

(kt i íT
Bd = f BetA[(k+l)T-T] dr

Discretizando la salida del sistema: s(t) = D x(t)

Se tiene: ' • a(k+l) = D x(k-M)

Luego:

Cd = C



APÉNDICE C.

TEOREMAS Y DEFINICIONES BÁSICAS .

Se han utilizado muchos teoremas, definiciones, resulta-

dos y técnicas matemáticas a través de todo este trabajo

de investigación, en este apéndice se verán algunos con-

ceptos básicos.

PARTE I: ALGEBRA LIÍÍEAL.

1) Transformaciones lineales .

Definición 1.- Sean V y W dos espacios vectoriales

sobre el cuerpo K. Una transformación lineal de V en

W es una función £ de V en W tal que:

íCa s + yj = a f (s) + f(yj

para todos los vectores 2 e y_ de V y todos los

escalares a de K.

Definición 2 . - Si V es un espacio vectorial sobre el

cuerpo K, un operador lineal £ sobre V es una trans-

formación lineal de V en V .

Definición %. - Si V es un espacio vectorial sobre el

cuerpo K, una transformación lineal J de V en el

cuerpo de escalares K, se denomina funcional lineal

sobre V .



2) Valores y vectores característicos_

Definición 1.- Si E es un operador lineal en • V, los

vectores s <3.ue cumplen:

E(x) = T s ; (T e K, x 4= £)

se denominan, autovectores o vectores., característicos y

los números T se denominan, autovalores o valores caracte-

rísticos del operador E.

3) Matrices y operaciones elementales con matrices-

Definición 1.— La traza de una matriz cuadrada A es la

suma de los elementos de su diagonal. Esto es:

n
tr A - 2 ai.3

i=i

Definición 2.- Para derivar o integrar una matriz, se

derivan o se integran cada uno de sus elementos.

PefjpxoiÓQ 3.- Para hacer una partición a una matriz se

trazan líneas horizontales y verticales entre dos filas o

columnas y los subconjuntos formados se consideran como

matrices.

Definición 4.~ Una matriz cuadrada se llama singular si

A - 0. Caso contrario se lo denomina no-singular.

Definición 5.- Una matriz diagonal es una matriz cuadrada

_tal que los elementos fuera de la diagonal son todos

cero..

ü.- Una matriz transpuesta A^ es ]_a matriz



que resulta al intercambiar las filas y las columnas cíe

una matris dada A-

Definición 7.- Una matriz es simétrica si A = AT-

Definición 8. - La norma de una matris A, denotada por

A|[ 3 es el menor valor de K tal que: Axj| < K ¡ s para

todo x,.

Definición 9.- Una forma cuadrática Q es un polinomio

real homogéneo en las variables reales xx, xs, . . . . , xn;

tal que: n n
Q - 2 2 aj.dXd.Xd

en las que todas las a^d son reales. Y se expresa:

Q = ST A s = <x, A £>

Definibilidad v semidefinibilidad-

Definician 10.- Una matris A simétrica nxn se dice

definida positiva si todos los valores característicos de

A son positivos; es decir,

Fi. > 0, para todo i.

Definición 11.- Una matris A simétrica nxn 'se dice

semidefinida positiva si todos los valores característi-

cos de A son positivos y al ráenos un valor característi-

co de A es cero; es decir,

Fi 5: 0, para todo i

& Fií - ®, para algún ii e [1, 2, . n]

Definición 12..- Una matriz A simétrica nxn es defini

da negativa si todos los valores característicos de A



son negativos; es decir,

TÍ < 0, para todo i

Definición 13.- Una matriz A simétrica nxn es semide

finida negativa si todos los valores característicos de

A son negativos y al menos un valor característico de A

es cero; es decir,

F± í 07 para todo i

& FU = 03 para algún ii e [1, 23 . . . _n]

4) Propiedades importantes de las matrices.

1 ) A + B = B + A 2) A(B £) = (A B)£

4) (E + C)A = E A

S)

8)

10)

3) A(E + C) = AE + AC

5) (A fí)x = ET AT

7) |AT| = A|

9) (A E)"1 = B-^A-1

11) (A~:L)T = (A37)-1

13) (A A-£)T = A A~£

15) (A-£ A)T = A-£ A

= a

A E| = A |B|

A-1)"1 = A

12)

14)

16)

A

A

Definiciones, propiedades y teoremas útiles -

Teorema 1 .

Si los valores característicos de una matriz nxn son

distintos, entonces los vectores propios son linealmente

independientes .



Teorema 2.

Si A es una matriz cuadrada, entonces el escalar F es

un valor característico o un autovalor de A si se sa-

tisface la ecuación:

n - & = 0.
Definición 1.- £ y £ son matrices reales simétricas.

Si: XT E s >• 0, para todo s =f % = E es una matriz

definida positiva.

Si: ÜT £ ¡i > 0, para todo s; entonces, £ es una

matris semidefinida positiva.

Propiedad 1.- Sea Q una forma cuadrática: Q = £x A Z,

donde A es una matris nxn simétrica, entonces se

cumple:

1) Q será definida positiva si A es diagonal- y

los elementos de la diagonal son mayores que cero.

2) Q será definida positiva si todos los n valo

res característicos de A son positivos.

3) Sea 2 cualquier matris real no singular; enton-

ces, A = IP U genera una función definida positiva

de forma cuadrática.

4) Si todos los menores principales guía de la ma-

triz A son positivos, la forma cuadrática real Q

es definida positiva.

Propiedad 2.- La forma cuadrática Q = KT A £ será semi-

definida positiva si:



1) Todos los valores característicos de A son no

negativos.

2) Todos los menores principales de A son no nega-

tivo s.

Teorema 3 .

La suma de una matriz definida positiva y una matriz se-

midefinida positiva es una matris definida positiva.

Teorema 4.

Si una matris es definida positiva, entonces existe su

inversa.

Pro-piedad 3.- Sea X una matriz columna mxl, s_ una

matris columna mxl, y M una matris' mxrn. Entonces:

ñ_CXT M 2,1 - M 3.
6X

Propiedad 4.- El gradiente de la forma cuadrática

XT M X se obtiene como:

ti I] = M I + MT X

Si M es una matris simétrica, entonces:

Y* M I] = 2 M I

PARTE II: VARIABLES DE ESTADO

Ventajas de utilizar la descripción a variables de estado.



1) Las variables de estado son útiles para trabajar en el

computador digital o analógico.

2) La descripción es válida para sistemas lineales y no-

lineales.

3) utilizados en investigaciones teóricas.

4) La definición de estado tiene una fuerte motivación

física.

5) Se obtiene mayor información que con otras definicio-

nes.

PARTE III: TÉCNICAS NUMÉRICAS.

Métodos de Runge-Kutta para las ecuaciones del tipo: y'=f(x,y)

y(x + h) = y(x) 4- oy

Método 1: Euler (error del orden de h2 )

6y = Kl

Kl = h[f(x,y)]

Método 2: Euler-Cauchy (error del orden de h3)

oy = % (Kl + K2)

Kl = h[f(x,y)]

K2 = h[f(x + h, y + Kl)]

Método 3: Heun (error del orden h4)

6y = 2£ (Kl + 3 K3)

Kl = h[f(x,y)]

K2 = h[f(x + h/3, y + Kl/3)]

K3 = h[f(x + 2 h/39 y + 2 K2/3)]



Método 4: Kutta-Simpsdn (Regla del un tercio)

(error del orden de h5)

Sy = 1/6 (Kl + 2 K2 + 2 K3 + K4)

Kl = h[f(x,y)]

K2 = hCf'fx + 3áh, y + ̂ Kl)]

K3 = h[f(x + íáh, y + ̂ K2)J

K4 = h[f(x + h, y + K3)]

Método 5: Kutta-Simpson (Regla de los tres octavos)

(error del orden de h5)

5y = 1/8 (Kl + 3 K2 + 3 K3 + K4)

Kl = h[f(x,y)l

K2 = h[f(x + V3, y + Kl/3)]

K3 - hCf(x + 2h/3, y + K2.- Kl/3)]

K4 = h[f(x + h, y + K4 - K2 + Kl)]



APÉNDICE D.

EXPLICACIÓN DE LOS SUBPROGRAMAS IKPLEMENTADOS EN EL COMPUTADOR

En todos los subprogr-amas que a continuación se van a

detallar, trabajan con las dimensiones de la matrices involu-

cradas en el sistema; es decir, el orden del sistema "n" y

el orden de la entrada "m".

SUBPROGRAMA " At "

Esta subrutina calcula la transpuesta de la matriz "A",

la cual es la matriz de entrada a esta subrutina es la misma

matriz "A", y se utiliza una matriz "Al", para almacenar la

matriz transpuesta.

SUBPROGRAMA " CUADRO "

Esta subrutina se utiliza para enmarcar la pantalla, para

lograr una mejor presentación de los diferentes rnenús y ta

blas.

SUBPROGRAMA " D "

Esta subrutina realiza algunas operaciones útiles que

facilitará obtener la ecuación diferencial de Ricatti.



La matriz R2 es la matriz inversa de H2; es decir, que

en el subprograma "INVERSA" se obtiene (en la misma matriz),

la matriz inversa de R2. Sn Bl se obtiene la transpuesta de

la matriz B. Por último se asigna la matriz D para alrnace

nar el resultado del producto de B.R2--,BT.

SUBPROGRAMA " ECUACIÓN "

En esta subrutina se obtienen las raices del polinomio

característico, estos valores se colocan en dos vectores. E0

es el vector que almacena la parte real de las raíces y El es

el vector que almacena la parte imaginaria de estas raíces.

SUBPROGRAMA " ENTRADA "

El presente subprograma almacena en las matrices OPT y

OPT1, las matrices de transición con la respectiva constante

de tiempo calculado en el subprograma "TIEMPO". OPT es la

matriz de transición al tiempo T3 -mientras que OPT1 es la

matriz de transición al tiempo T/2, y estos serán utilizados

en el cálculo del vector óptimo.

SUBPROGRAMA " FACT "

Este un subprograma pequeño que se incorporó para calcu



lar el factorial de un número, este cálculo es utilizado en el

programa anterior para obtener las diferentes matrices de

transición. En el programa ingresa el número del que se va a

encontrar el factorial,- este número se almacena en la variable

L y su factorial se obtiene en la variable Ll.

SUBPROGRAMA " GRAETC "
—H

Este subprograrna contiene las instrucciones para graficar

dos elemeíitos de la matriz solución de Ricatti P(i,j), y dos

elementos de la matriz ganancia de realimentación ?(i,j).

Ambos gráficos se presentan simultáneamente en la panta

lia del computador, a la vez se muestran los pasos discretos

de tiempo, y además se diferencian los gráficos de los elemen

tos de la misma matriz, mediante la utilización de diferentes

tipos de linea de graficación.

. SÜBPROGRAMA " INVERSA "

En este subprograma se obtiene la inversa de cualquier

matriz, se utiliza la matriz R2, con la cual ingresa la ma-

triz a ser invertida, y en la misma matriz R2 se obtiene la

inversa. Inicialmente este subprograma se utiliza para obtener

la inversa de la matriz de ponderación R2_



SUBPROGRAMA " MATRIXT "

Este subprograma, es uno de los. mas largos y se lo utill

sa para obtener los vectores característicos de los autovalo

res reales, como variables de entrada que se utilizan son: E9,

el cual contiene los valores característicos reales;' y la

matris A del sistema o la matriz compuesta HA (en las que

se involucran las matrices A, B, R2, Rl y AT); el vector que

contiene dichos vectores característicos es TI.

SUBPROGRAMA " MATRIXTC "

De igual forma que el subprograma anterior, este se lo

utiliza para obtener los vectores característicos de los

autovalores complejos, como variables de entrada que se utili

san son: S0 y El, los cuales contienen los valores caracterls

ticos reales e imaginarios; y la matris A del sistema o la

matris compuesta MA (en las que se involucran las matrices

A, B, R27 Rl y AT); las matrices que contienen dichos

vectores característicos son TI y T2.

SUBPROGRAMA " MULTIPLICACIÓN "

Este subprograma se lo utilisa para obtener multiplica

clones entre matrices cuadradas, se realizan cuatro multipli



caciones simultáneamente, los resultados se obtienen en las

matrices cuadradas D0, DI, D2? y D3. Las matrices a multi

pilcarse se ingresan en las variables A, P? AT y D. -De

acuerdo a estas operaciones se obtienen la matriz solución de

la ecuación diferencial de Rioatti y se lo utiliza en el

método iterativo Runge-Kutta.

SUBPROGRAMA " NOBM1 "

En este subprograma se obtienen los vectores caracteris

ticos normalizados reales, como vectores de entrada se tienen

E0 y T83 en este último se encuentra la norma del vector

característico TI, y el vector doiide se obtienen los vectores
\s normalizados es TI; este es un subprograma

que se encuentra dentro del subprograma " MATRIZT " en el

que se obtiene dichos vectores.

SUBPROGRAMA " NORMALIZADO "

Este subprograma es el primer paso para obtener los

vectores característicos normalizados reales, ya que el sub

programa que lo complementa es el anterior " NORM1 ".

SUBPROGRAMA " ttORMALIZADOC "



Este subprograma es el primer paso para obtener los

vectores característicos normalizados complejos, ya que el

subprograma que lo complementa es el " NORMC1 ".

SUBPROGRAMA " NORMC1 "

En este subprograma se obtienen los vectores caracterís

ticos normalizados complejos, como vectores de entrada se

tienen E0, El, y T8, en este último se encuentra la norma del

vector característico TI y T2, y el vector donde se obtienen

los vectores característicos normalizados es TI y T2; este es

un subprograma que se encuentra dentro•del subprograma

" MATRIZTC " en el que se obtienen dichos vectores.

SUBPROGRAMA " ORDENACIÓN "

Este programa se lo utiliza para ordenar las raíces del

sistema; es decir, se ordenan las raíces que son positivas y

luego las negativas cuando se tratan de raíces reales; si se

tratan de raíces complejas primero se ordenan las partes

reales negativas y luego las positivas. Este trabajo se lo

realiza con la ayuda de dos vectores auxiliares para realisar

el cambio, la ordenación se encuentran en los mismos vectores

E0 y El.



SUBPROGRAMA RAICES

Este subprograma se lo denomina "BAIRSTOW" , y tiene por

objeto procesar la información y dejarlo listo para obtener

las raíces del sistema, que se lo realisa en el subprograma

"ECUACIÓN".

SUBPRQGRAMA " RANGO "

Este es un pequeño subprograma en el que se obtiene el

rango de la matriz HA(como se dijo anteriormente, involucran

las matrices A, Br R2;- El, AT), esto se lo hace mediante

el método de Gauss-Jordan para la solución de un sistema de n

ecuaciones algebraicas; es decir, mediante operaciones entre

filas y columnas de la matris HA- De esta forma se conoce, si

los vectores columna son linealmente independientes. Este

valor se lo guarda en la variable "R".

SUBPROGRAÍ1A " RANGOC "

Al igual que el subprograma anterior, este es un pequeño

subprograma en el que se obtiene el rango de la inatris MA (si

los valores característicos son cpmplejos), esto se lo nace

mediante el método de Gauss-Jordan; de esta manera se conoce,

si los vectores columna son linealmente independientes. Este

valor se lo guarda en la variable "R".



sistema en laso cerrado; y está tomada dies veces menor al de

los valores característicos. Esta constante de tiempo se en-

cuentra almacenada en la variable "T".

SÜBPROGRAMA " TRANSFERENCIA "

En este subprograma se obtiene el' polinomio caracteristi

co del sistema, estos valores se encuentran en el vector "E0"

y la potencia del polinomio se lo guarda en el vector "NP"-

Después de obtener estos valores se pasan a obtener las raices

del sistema mediante el subprograma "RAICES".

SUBPROGRAMA " GRAPHICS "

Este subprograma contiene las instrucciones para graficar

dos elementos del vector de estado óptimo x:í:(isó), y dos

elementos del vector de entrada óptima u*(i,¿).

Ambos gráficos se presentan simultáneamente en la panta

lia del computador, a la vez se muestran los pasos discretos

de tiempo7 y además se diferencian los gráficos de los elemen-

tos del mismo vector, mediante la utilisación de diferentes

tipos de linea de graficación.

Existe la posibilidad de variar la matriz ganancia de

realimentación en estado estable, y observar la influencia que

se tiene en el comportamiento del vector de estado óptimo y en

el vector de entrada óptima.



MANUAL DE UTILIZACIÓN.

Al ejecutar el programa "PROGRAMA.EXE", se ingresa a un

menú llamado "MENÚ PRINCIPAL", en el cual se pueden seleccio-

nar 5 opciones:

(1) Ingreso de- datos de las matrices del
(2) Método de Runge-Kutta.
(3) Método de Kalman-Englar.
(4) Método de Diagonalización.
(5) Salir.

En este instante solo se pueden escoger las opciones (1)

y (5). Entonces, si usted desea abandonar el programa, escoger

la opción (5) y después <ENTER>.-Caso contrario, escoger la

opción (1) y después <ENTER>. Inmediatamente aparece otro

subrnenú denominado "INGRESO DE DATOS", en el aue se deben

ingresar los siguientes datos:

- el orden del sistema "n".

- el orden del vector de entrada "m".

- Xos elementos de la matriz "A" del sistema por filas.

- los elementos de la matriz "B" del sistema por filas.

- los elementos de la matriz "R3" del criterio de rendi-

miento por filas, y

— los elementos de la matriz "R2" del criterio de rendi-

miento.



Se debe presionar <ENTER> después de cada elemento ingre-

sado. A continuación aparece el siguiente mensaje "LOS DATOS

ESTÁN CORRECTOS [S/N]"; si se ingresaron los datos erradamente

escoger "N" y <ENTER> para realisar un nuevo ingreso de datos

y continuar con el procedimiento anterior, Caso contrario,

escoger la opción "S" y <ENTER>; de tal manera, que los datos

ingresados se almacenan en las matrices previstas en el pro-

grama, luego aparece en la pantalla el "MENÚ PRINCIPAL" .

En esta oportunidad la opción (1), no se puede escoger,

ya que el programa espera trabajar con los elementos de las

matrices ingresadas.

Si se escoge la opción (2), entonces quiere decir que se

va a trabajar con el método de Runge-Kutta, al presionar

<ENTER> aparece en la pantalla un nuevo subrnenú denominado

"INGRESO DE LIMITES DE INTEGRACIÓN DEL CRITERIO" a en el cual

se debe ingresar los siguientes datos:

- LÍMITE SUPERIOR DE INTEGRACIÓN.- en este paso se debe

ingresar el valor máximo al cual va a llegar la integra-

ción directa.

- LÍMITE INFERIOR DE INTEGRACIÓN.- se debe ingresar el

valor mínimo desde el cual se va a empezar la integración

directa.

- CONDICIONES INICIALES DE LA MATRIZ *P* AL TIEMPO FINAL

TF.- en este caso se debe ingresar las condiciones ini-

ciales de la matriz solución de la ecuación de Ricatti



#P# al tiempo final de la integración.

Después de cada ingreso de datos presionar <EMTER>.

Luego, aparece nú mensaje que dice; "LOS DATOS ESTÁN

CORRECTOS [S/N]"; al escoger la opción "N" y <ENTER> se deben

ingresar nuevamente los datos mencionados anteriormente; si se

escoge la opción "S" y <ENTER>3 entonces empieza el proceso

de cálculo de los valores de las matrices "P" y "F"; matrices

solución de la ecuación de .Ricatti y matr-iz ganancia de reali—

mentación respectivamente, es asi que aparece en la pantalla

la palabra "CALCULANDO".

Al finalizar este proceso de cálculo, aparece un nuevo

submenú denominado "SÜBMEí>íü DE TABLAS", en este caso se tiene

las siguientes opciones:

-(1) tabla de valores del método de Runge-Kutta.
-(2) tabla de valoz^es del método de Kalman-Englar.
-(3) tabla de valores del método de Diagonalización.
-(4) ir al subrnenú de gráficos.
~(5) regresar al menú principal.

De acuerdo al método utilizado-, se debe ingresar a la

tabla de valores de dicho método. En este caso, las opciones

permitidas son:

- OPCIÓN (1) y <ENTER>: en este caso aparece el siguiente

submenú denominado "TABLAS DE RÜNGE-KUTTA", dentro del

cual se tiene las siguientes opciones:



;K(l) solución de la ecuación de Ricatti #P(i, j )# -
#(2) matris ganancia de realimentación #F(i> :)•)#-
•K(3) vector de estado óptimo *X( i, j )#.
#(4) vector de entrada óptima *u.(i, ¿ )*.
•K(5) regresar al submenú de tablas.

* Las opciones (3) y (4) no se pueden escoger, en este

instante, ya que se necesitan las condiciones iniciales

del vector de estado óptimo, esto se lo hace posterior-

mente.

* Al escoger la opción (1) y <ENTER>, se pueden observar

las tablas de valores de la matris solución de la ecua-

ción de Ricatti "P", aparece un mensaje "PRESIONAR <C>

PARA CONTINUAR" entonces se debe digitar "C" para conti-

nuar observando los siguientes valores, hasta que el

tiempo "t" señale el limite inferior de integración.

* Al escoger la opción (2) y <ENTER>; se pueden observar-

las tablas de valores de la matris solución ganancia de

realimentación "F", aparece un mensaje "PRESIONAR <C>

PARA CONTINUAR" entonces se debe digitar "C" para conti-

nuar observando los siguientes valores, hasta que el

tiempo "t" señale el limite inferior de integración.

Al escoger la opción (5) y <ENTER> se regresa al "SUBMENÚ

DE TABLAS".

OPCIÓN (4) y <ENTER>: aparece en la pantalla el siguiente

submenú denominado "SUBMENÜ DE GRÁFICOS" en el que se

observan las siguientes opciones:



+(1) gráficos para el método de Runge-Kutta.
+(2) gráficos para el método de Kalman-Englar.
+(3) salir al submenú de tablas.
4-(4) salir al menú principal.
+(5) ingresar nuevos datos de las matrices del

sistema

Puesto que se calcularon las matrices con el método

Runge-Kutta; entonces, se muestran los gráficos que co-

rresponden a este método.

-4- Al escoger la opción (1) y <ENTER>3 en la pantalla

aparecen los siguientes mensajes:

-) INGRESAR DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ *P(NXN)* A

GRAFICARSE: en este caso se debe ingresar un número

de dos cifras, que corresponde: la primera cifra a

las filas y la segunda cifra a las columnas, asi por

ejemplo; si se ingresa el número 12, quiere decir

que el elemento a graficarse ocupa la primera fila y

la segunda columna de la matris ;Kp#; para continuar-

se presiona <ENTER> y se procede a ingresar el núme-

ro correspondiente al segundo elemento.

Además, en este caso y como ayuda, se muestra la

dimensión de la matriz #P#, de tal forma, se ingre-

sen los elementos correctamente.

A continuación aparece el siguiente mensaje:

-) INGRESAR DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ *F(MXN)* A

GRAFICARSE: De la misma forma que al caso anterior,



se procede al ingreso de dos elementos de la rnatris

*F*.

Luego de este procedimiento, existe la posibilidad

de corregir o modificar los elementos ingresados,

esto se realisa mediante el último mensaje que dice

"LOS DATOS ESTÁN CORRECTOS [S/N]",

Si los datos son los correctos digitar "S" y empeza-

rá la ejecución automática de graficación de los

elementos de las matrices *F# y *P#.

Para continuar con la etapa de gr-aficacionj.se debe

presionar <ENTER>; entonces, en la pantalla aparece

el siguiente mensaje:

"INGRESAR LAS CONDICIONES INICIALES PARA EL VECTOR

DE ESTADO ÓPTIMO X*(0)7 ESTA CONDICIÓN INICIAL DEBE

SER DIFERENTE DE CERO": en este instante se deben

ingresar- los datos, y mediante un <ENTER> avansa al

siguiente elemento. El ingreso de datos se realisa

por filas. De igual manera existe la posibilidad de

modificar estos datos.

Cabe señalar que si el orden del vector de entrada

es rn-1, entonces el programa automáticamente le per-

mite el ingreso del único elemento de la matriz #u#.

Si los datos son los correctos digitar la letra "S"

.y <ENTER>. En este momento se ingresa a un nuevo

submenú denominado "GRAFICACIÓN DE LA MATRIZ GANAN-

CIA DE REALIMENTACION" en el que se indica:



=(1) con #F# calculado
~(2) con &F* en estado estable
=(3) con nuevos datos para #F# en estado estable

Al escoger cualquiera de las opciones mencionadas;

entonces, se procede a calcular los elementos de los

vectores de estado óptimo y de la entrada óptima. Al

pasar esta etapa de cálculo, en la pantalla aparecen

los mensajes de qué elementos desea graficarios tal

cual como se vio en la graficación de las matrices

#p# y *F*.

El último mensaje se utiliza para modificar los

datos .ingresados, al digitar "S" se procede a la

graficación de los elementos de los vectores tanto

de #u# corno de #>:#.

Para salir de esta última etapa de graficación se

debe presionar <ENTER> y en la pantalla aparece el

"SUBMENU DE GRÁFICOS", en este instante se puede

escoger la opción (3) para regresar al "SUBMENü DE

TABLAS" y observar los valores calculados en el vec-

tor entrada óptima y vector de estado óptimo.

También existe la posibilidad de escoger la opción (4),

para regresar al "MENÚ PRINCIPAL" y trabajar con los dos

métodos restantes: Kalman-Englar o Diagonalización, y

utilizar el mismo procedimiento con el que se trabajó

para el método de Runge-Kutta.



En este caso, se trabajan con los mismos datos de las

matrices del sistema ingresado inicialmente.

Si se desea trabajar con otros datos diferentes se debe esco-

ger la opción (5) , y continuar con todo el procedimiento

mencionado anteriormente,

Si se desea abandonar el programa se debe primero regresar al

"MENÚ PRINCIPAL" y luego salir del programa escogiendo la

opción (5) de este menú.
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