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CAPITUOLO 1A

INTRODUCCION



1.1 INTRODUCCION

La Teoria de Control Optimo es muy importante dentro del
disefio de sistemas modernos, estoc ha permitido avances tecno-
l6gicos en todos los campos. Su objetivo es la maximizacidén o
minimizacidén de los costos de operacidén de procesos fisicos,

econdbmicos y sociales.

Es muy dificil abarcar todo el desarrollo del Control Op-
timo; sin embargo, es necesario estudiar al menos sus bases, vy
aqué mejor Thacerlo trazdndonos un objetive, como el de encon-—
trar una solucidén al problema del Regulador mediante la ecua-

cidn de Ricatti.

Este trabajo es una introduccidbn al estudio de la Teoria
del Control Optimo ¥ sus aplicaciones. Un estudio en esta area
proporcionarad tanto al. estudiante como al ingeniero, una
herramienta 0til para entender los avances en la teoria vy

practica dzl disefio de sistemas de control.

Del campo del Control Optimo vy de las innumerables in-—
guietudes que existen ain por esclarecer, se han escogido: El
Problema del Regulador Optimo Lineal, v del andlisis de este
rroblema se obtiene la ecuacién diferencial matricial de
Ricatti. De la misma manera, de la definicidn del problema

invariante en el tiempo se llega a la ecuacién matricial

algebraica de Ricatti, que es la solucidn del Problema del



Regulador Optimo Lineal en estado estable.

Si bien en ciertos casos, se puede obtener la solucidn de
estas ecuaciones en forma matemdtica, resulta précticamente
dificil en otras; por lo gque se dan métodos computacionales
para obtener la solucién de las ecuaciones mencionadas ante-

riormente.
1.2 OBJETIVOS

Se desea proporcionar al lector interesado un trabajo que
retine machos conceptos, ejercicios, programas, cocnclusiones ¥

generalizacidén de foérmulas.

Ctros de los objetivos gue se desea llevar a cabo con
este trabajo son: El primero, realizar un estudio al problema
del regulador vy resolverlo con herramientas que proporciona la
Teoria de Control'Eihéal; el segundo, analizar en detalle el
problema del regulador éptimo lineal tanto el deterministico
comc el estocdstico; el tercero, aplicar el Control Optimo
para obtener las ecuaciones de Ricatti; vy el cuarto, solucio-

nar las ecuaciones de Ricatti en el computador digital.

Ademéas ., se rretende dejar las bases tedbricas necesarias
para que en un trabajo futuro se utilice el control S&ptimo

rara el disefio de. algin sistema en tiempo real; pues, toda la



teoria que se desgarrolla es aplicable para el caso de control

de procesos por computador.
1.3 IMPORTANCIA DEIL CONTROI, OPTIMO Y DE LA ECUACION DE RICATTT

La importancia del estudio del control &éptimo se puede
observar en los adelantos tecnoldgicos que se han logrado con
la aplicacién de su teoria. La aplicacidén del contbrol o6ptimo
es grande, tanto en el aspecto civil como en el militar.

Puesto gque une de los principales problemas del control
6ptimo es el de regulacién (problema del regulador lineal
continuo), del cual se deducen las ecuaciones de Ricatti,
entonces la importancia del estudio de estas ecuaciones es
evidente. Realmente, la solucidén de un problema mediante las
ecuaciones de Ricatti representa un método muay usado en la

optimizacién de un sistema.
1.4 DESCRIPCION DE L0OS CAPITULOS

En €1 capitulo 1 se hace un andlisis del problema gue se
pretende resolver.

En 21 cavitulo 2 se da mayor atencidn al problema del
regulador como también la forma de resolverlo: ademds se
estudia con detenimiento las wversiones deterministicas vy
icas del problema del regulador Oéptimo lineal. Imego

se realiza un estudio del set-point del regulador v del pro-
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2.1 FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONTROL

2.1.1 Introduccidbn

En esta primera parte se estudiardn los siguientes tipos
de problemas de control: el problema gue se tiene en el segui-
miento v en el zregulador, cuando en la planta se presentan
perturbaciones, lo dque nos conduce al andlisis de parémetros
en la planta, condiciones iniciales, variables gue van Thacer
observadas v aque nos darédn informacidén acerca del estado de la
rlanta. Para una mejor comprensidén se citan varios ejemplos.

Este capitulo finaliza con un andlisis de las diferentes
formas de control értimo que existen; de esta manera se pre-—
tende dar una imagen mas clara, de las diferencias entre ellos
v de estas elegir el mejor control deseable dentro de un

sistema.

2.1_.2 Formulacién del Problema del Seguimiento y del Regulador

A continuvacién se describira en términos generales una
clase importante de los problemas de control, el cual es el
problema de seguimiento. .

Dada una planta (ver fig. 2.1), la cual no puede ser
modificada por el disefiador, las siguientes variables son

asocladas a ella:



perturbacidén p

variable de l
entrada u ——— variable controlada =z
PLANTA
- SENSOR —» variable
observada y
variable de ruido de
referencia x : observacién v
fig. 2.1

a.— Una variable de entrada u(t), la cual influye en la planta

v puede sey manipulada.

Una variable de perturbacidon p(t), la cual influyve en la

rlanta pero no puede ser manipulada. ‘
Una variable observada yv(t), la cual es medida por medio
de sensores v es ubtilizada para obtener informacidn acerca
del estado de la planta; esta variable observada es

usualmente afectada de un ruido de obhservacidn v(t).

Una wvariable controlada =z(t), la cual es la variable que
deseamos controlar.

Una variable de referencia r(t), la cual representa el

valor al que dehe llegar la variable controlada =(t).

Ademads, la planta puede ser descrita por un set de ecua-—

ciones diferenciales, de la forma:



2(t) = FLx(t), u(t), t] 20

donde: t, es la variable de tiempo.
~%(t), denota el estado de la planta.
u(t), es la variable de entrada o variable

de control.

El Problema del Seguimiento en términos generales es el
siguiente:

"Dada una variable de referencia, encontrar una variable

de entrada apropiada; tal gue, la variable controlada

siga a la variable de referencia’”; es decir,

z(t) = »r(t), t

donde: to, es el tiempo en el cual el control se
inicia.

Cabe sefialar gue el rango de valores, de la variable de
entrada u(t), en el gue estd permitido variar se encuentra

limitado por los elementos que componen la planta.

Los Sistemas de Seguimisnto diseflados deben cumplir el
requerimiento basico 2Z2-1, para lo cual se necesita tomar en

cuenta los siguientes aspectos.



1.— La influencia de perturbaciones, originando trayectorias
.imprevistas para la planta.

2.—- Los parametros de la planta que podrian no ser conocidos y
que pueden variar.

3.— El estado inicial de la planta que podria no ser conocido.

4.- La variable observada no podria dar directamente la
informacidbén acerca del estado de la planta y ademés
estaria afectada con ruido de observacidén debido al

s5ensor.

La variable de entrada a la planta es generada por un
"Controlador", por lo que es necesario distinguir los dos
tipos de controladores: controla&ores en lazo abierto v con-
troladores en lazo cerrado.

Los primeros generan la sefial de entrada u(t) basadndose
en valores pasados y presentes, solamente de la variable Ade

referencia (ver fig. 2.2); es decir,

u(t) = faia [(T), To =TT =1t 1], t = to 2-2
rexrturbacidn
P
variable de variabhle de variable
referencia entrada S controlada
— 3 CONTROLADOR > PLANTA —_—
r u z

\N)

fig. 2.



Los controladores en lazo cerrado tienen 1la ventaja de
obtener informacidén acerca de la planta por medio de la varia-—
ble obeservada, va qQue esta variable esg la gue se realimenta;

esta operacidén puede ser representada por (ver fig. 2.3):

u(t) = fie [r(T), v(T), to = T = t], t = to. 2-3
perturbacion
P

variable de variable de ¥ variable controlada

referencia entrada - = oz

— 5 CONTROLADOR PLANTA
r u >~ SENSOR >
= variable
ohservada
Yy
ruido de
observacidn
v
fig. 2.3

Cabe desbtacar gue ninguno de los controladores toma en
cuenta valores futuros de la variable de referencia o de la
variabhle observada. El1 conjunto de la planta v controlador

serdn referidos como un "Sistema de control'.

Lias caracteristicas gque destacan a un controlador en lazo

cerrado se citardn a continuaciodn:



— Pueden acumulary informacidén acerca de la planta

durante la oreracién,

de esta manera son capaces de

reunir informacidn acerca del estado inicial de 1la

planta.

— Reduce los efectos de perturbaciones.

— Compensa los parametros variables e inciertos que

tiene la planta.

En cambio los controladores en lazo abierto.

— No tienen accesc a ninguna informaciodn acerca de la

planta excepto antes
— No son afectados por

ellos no wtilizan la

Una clase importante

en tener una variable de

de iniciar el control.
ruido de observacidn puesto gue

variable observada.

al problema del seguimiento consiste

referencia constante en largos perio-—

dos de tiempo; en tal caso, es usual referirse a la wvariable

de referencia como el set point del sistema y es entonces

cuando se habla del "problema del regulador'". En este caso el

problema principal es:

"Mantener la variable controlada en el set point a° pesar

de la presencia de

planta.’

rerturbaciones que actien sobre la

Para tener una mejor visién de los problemas mencionadces,

se clitarédn a continuacién

dos ejemplos.



2.1.2.1 Riemplo 1
En este ejemplo se describird el problema de control.
Imaginese un objeto moviéndose en un planc, en el origen
de) plano estd uvna anbtena, la cual se encuentra en la direc-—
cién del obhjeto en todo tiempo. La antena estd manejada por un
motor eléctrico; el problema de control es comandar al motor

de tal manera gue se cumpla:

8(t) = 8r(t), t = to 2—-4
donde: &(t) es la posicién angular de la ante-—
na.

8r(t) es la posicidn angular del objeto,
v se disponelde este valor va aque
es un angulo mecdnico gue siempre
se encuentra en la direccidén del

objeto.

Nuestro sistema se encuentra formado por:

— .La planta, consiste de la antena y el motor.

— La perturbacibn, es el torgue ejercido por el viento
sobre la antena.

— La wvariable observada, es la salida de un rotencidmetro

(sensor) montado en la base de la antena.

En este ejemplo: 8(t) es la variable controlada, 8r(t) es
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la variable de referencia y,entrada a la planta es un voltaje

de entrada al motor. Tanto &(t) como 8r(t), &ngulos mecanicos
son convertidos a variables eléctricas por medio de transduc—
tores (pueden ser potencidmetros). Entonces, la diferencia

entre 8r(t) v &(t) es amplificada y utilizada como voltaje de

entrada al motor, lo que mueve a la antena; es asi aque, la

diferencia entre 8r(t) v 8(t) se reduce.
se da en la

Una representacidn a este esquema de control

figura 2.4.
ruida de
posicidn valizje posicidy ohserya-
angular szal de entraga angular { cifn
dei mhizto slecirica 2l aoior del motor l
POTEN- > CONTRO- » MOTOR Y POTEN-
8r CIOHMETRO LADOR ANTENA 8 CIOMETRO
PLANTA SENSOR
sertal eléctrica
fig. 2.4

El esquema representa

gque es necesario

como, toroues

la planta; tales

temperaturas diferentes.

de seguimiento.

compensar las perturbaciones externas:

como,

del viento,

o variaciones de los

Este es un ejemplo

un controlador en lazo cerrado,

coeficiente de rozamiento diferentes

tipico al problema

tales

rarametros de



Problemas de control multivariable, donde la planta tiene
varias entradas y varias vqriableé controladas, son usualmente
més dificiles de analizar. Considérese un tanague de agitaciodn,
este tanque tilene dos alimentaciones; sus flujos pueden ser
ajustados por valvulas.

La concentracidn del material en cada alimentacidén no
pruede ser manipulada. El tangue tiene una salida y el problema
de control es diseflar ﬁn sistema que ajuste auvtomdticamente
las valvulas de alimentacidén, asi como mantener constante la
concentracién‘ v el flujo de salida en valores de referencia
dados.

La forma grafica se puede apreciar en la figura 2.5.

seflales actuantes
para las

valvulas valvula 2
] vadlvula 1
' r -
ref. N l g ’ | j—><}
flujo alimen—E>x<J agitador alimenta—
7 CONTROLADOR tacidén 1 : cidén 2
——>
ref. , |
concen— _ i flujo de
tracidén . salida
I ——
SENSOR DE FLUJO Kk
| SENSOR DE CONCENTRACION

[




Este es un tipico problema del regulador.

Las variables de entrada son los flujos de alimentacidn.

Las variables controladas son el flujo vy la concentracidén
de salida.

El set-point o las variables de referencia tienen dos
componentes: El flujo y la concentracidn de salidas deseadas.

Las perturbaciones gue pueden ocurrir son: variaciones en
la concentracidn, variaciones en los flujos resultantes de las
varlaciones de presidn antes de llegar a las vadlvulas, pérdida
de fluido debido a evaporaciones v fugas. Tanto la concentra—
cibén como el flujo pueden ger medidos y se convierten en las
variables observadas. El controlador en laéo cerrado utiliza
estas medidas, asi como los set—-points para producir sefiales

eléctricas o neumdticas para ajustar las valvulas.
2.1.3 Formas de Control Optimo

Se empezara analizandce la estructura de los sistemas

reguladores y de Control Optimo.

2.1.3.1 Definicidn 1
5i se cumple la relacidn funcional:
ut(t) = £ [x(t). t] 2-5
Parsa el Control Optimo al tiempo t, entonces la funcidén £
se llama ley de control optimo o control 6ptimo de realimenta-—

cidén o también control éptimo de lazo cerrado.



La estructura de la ley de control oOptimo es:

u*(t) - %x(t)

CONTROLADOR > PLANTA >
~
fig. 2.6
2.1.3.2 Definicidon 2

5i el control 6ptimo estd determinado como una funcién
del tiempo vara un estado inicial especificado; es decir,
uk(t) = g [=z(ts), t1 2-6

el control é6ptimo se dice de lazo abierto. Y su estructura es:

u*({t) x(t)

CONTROLADOR PLANTA >

abierto a to

[A]
~J

fig.

2.1.3.3 Estructuras de log Sistemas Lineales

Las ecuaciones para sistemas lineales e invariantes ern el

tiempo son:

N
o
1l
R
b
e
<r
+
e
K
o1



Y para una entrada de referencia r(t), se tiene la si-
guiente representacidén de los sistemas lineales.

™M ecg‘;’c‘{g Je\ pros eso

1 |
SO
Procese a zey cortrolads ! i
ul(t)| | , b !
i 4 205) J =z(t)i | PR z(t)
—/ CONTROLADOR B ' —e D —
: SR S ]
x(t) i N .
| A {
i i
! j
fig. 2.8°
2.1.3.4 Estructura de S _Pr as del resulador lineal.

Las ecuaciones para el regulador lineal son:
x(t) =4 x(t) + Bulr)

y(t) = E(t) x(t)

Y se obtiene la siguiente estructura para los reguladores

PLANTA
CORTROLADOR
u*(t) + =(t)
E(t) B(t) —d)— |
"\'

oy

I s e T Etat

fig. 2.9
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2.1.3.5 Estructura de los problemas del regulador Jineal en
la qgue interviene la matriz de Ricatti.

Las ecuaciones del problema del reguladoy en este caso

S011:C

= = —R Y {e)BT(t)P(E)X (E)

X(E) = AB)K(E) + B(E)u () 2-9

.Y la estructura:

nr () = (t)

P - BR7A(E) BT(L)pb———— x(t) = A(%) =(t) + B(t) u(t) T>
|
P(t)

N

fig. .10

2.1.3.6 Estructura de los problemas del resulador de salida.

Las ecuaciones del problema del regulador de salida son:

Il

x(t) = 2()x(t) + R(EYuls)

z(t) =nle)x{t)

o8]

-10
u(t) = R ()BT E(E) x(£)

Y la estructura del regulador de salida es:
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u(t) x(t) z(t)

| (6)=A(5)x(£)+B(t)u(t) D(t) — >

A.

» R (t)BT(t)

P(t)

fig. 2.11

Después de Thaber formulado los problemas que existen en
control, a continuacidén se estudiard en detalle el problema

del regulador lineal optimo.
2.2 PROEBLEMA DEIL REGULADOR OPTIMO LINEAL DETERMINISTICO
2.2.1 Introduccidn.

Considérese un sistema lineal variante en el tiempo

definido por la siguiente ecuacidn diferencial de estado.

E(t) = A(t) =(t) + B(t) u(t)
Estudiaremos el problema desde el momento en que se trae
al sistema, desde un estado inicial arbitrario hacia el estado
cero tan rédpido como sea posible. Existen muchos criterios que
expresan la raridez conwiun estado inicial es reducido al
estado cero; el mds utilizado es el criterio de la integral

cuadriatico.
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t1
fxr(t)Rl(t)X(t) dt

Lo

A

-11

donde: R1(t) es una matriz simétrica definida posi-—
tiva.

Bl factor ([=T(t) RI(t) =(t)] es una medida de la cantidad
gque el estado se ha desviado del estado cero en un tiempo t;
Rl(ﬁ) es la matriz de ponderacidn; es decir, determina cual es
el peso asociado a cada una de las variables de estado.

La integral [2-11] es el criterio para la desviacidn
acumulativa de x(t), respecte al estado cero durante un inter-
valo de tiempo [to,tl].

Como se vio anteriormente, en muchos problemas de control
es ﬁosiblé identificar una variable controlada z(t). En el
modelo lineal se tiene:

z(t) = D(t) =(t) 2-12

Como el éroblema nos pide reducir la variable contreclada
z(t) a cero tan rédrido como -sea posible; entonces, el criterio
[2-11] seré& modificado a:

14
[z R (£) z(8) de

N

-13

donde: R=(t) es una matriz simétrica definida posi-

tiva y matriz de ponderacidn.



Las ecuaciocnes [2-11]1 yv [2-13] son equivalentes, entonces:
t1

ti
[xTO R (&) x(t) dt = [z7(O0R (£) (8} dt
to

co

Ahora insertamos '[2—-12] en esta ecuacidn:

t1 ) t2

[xT DT R (6) D) x(E) dt=[xT(£) R, () x(t) dt
to pody) .

Entonces: Ra(t) = DT(t) R=(t) D(t) 2-14
Ahora es necesario incluir la variable de entrada en el
criterio para de esta manera, limitar las amplitudes de la

entrada y que no crezcan indefinidamente.

j X

[l r (B 2() v T(O R, (D ulE)]dt
to

?
l._l
o]

Igunalmente Rz(t) como Ra(t) son matrices simétricas
definida y semidefinida positivas, yv de ponderacidn, la impor-—
tancia relativa de sestos dos términos en el criterio t2—l5]
estdn determinadas por estas matrices.

Ademds es necesario incluir un tercer término; el estado

final =(tl), cuando debe estar lo mas cercano posible al esta-—

do cero.

[=a 3

f[z"—’(t) R () z(t)y+uT(O)R, (Y u(E)1dEt+xT{t1) P x(t1) 2-16
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donde: Pl es una matriz simétrica semidefinida positiva.
Ahora se estd en posicidén de dintroducir el problema del

regulador lineal o6ptimo deterministico.

2.2.1.1 Definicion 3

Consideremos el sistema lineal variante en el tiempo.
P

() = A(t) =(8) + B(b) u(t) 2-17
donde: =(to) = o ’ 2-18
éon la variable controlada: z(t) = D(t) =(t) 2-19

Considerando el criterio:

tl

2-20 -[[zf(t)R3(t)z(t)+u11t)R2(t}u(t)]dtfxf(tl)fyx(tl)
co

donde: P1 y R3 son matrices simétricas semidefinidas
positivas, y R2 matriz simétricas definida positiva para el
intervalo to = © = tai.

Entonces, " el problema estd en determinar una entrada
wk(t), to = t = t1, para la cural el criterioc es minimo " vy se

le denomina r»roblema del resvlador 6ptimo linesal deterministi-

cOo.
A continuacidn se obtendrd la solucidn analitica a este

rroblema.

2.2_.2 Solucidn analitica al Problema del Regulador Optimo

. Lineal Deterministico.-



- 24 —

Para resolver el problema del regulador Opbtimo lineal

deterministico es conveniente re—escribir el criterio [2-20].

£2

[T R L0 2 (6) +u T R (D) u( 6 ) dbwx T(£2) Pxe(t)) 226
to

donde: Ri(t) es una matriz simétrica semidefinida posi-
tiva.
Ri(t) = DT(t) Ra(t) D(t) 2-27
Supdngase que la entrada huscada gue minimiza este
criterio existe yv se lo denota como uv*(t), te = t = ta.
Considérese una entrada:
u(t) = vw¥(t) + Eﬁ(t); to £t = ta1 2-28
donde: U(t) es una funcién arbitraria de tiempo y € es un
namero arbitrario.
Revisemos cuédnto afecta al criterio [2-26] esta entrada
u(t).

D=bido al cambio en la entrada, cambiard el estado:

1

=(5) = =¥(t) + €3(t), to =t £ %2 2-29
donde: =¥(t) g8 el estade Sptimo.

=(t) se debe determinar.

La solucidn =(t) en [2-29] satisface la scuacidén dife-

rencial [2-17] junto a u(t) escogidc en [2-28]., dandonos: -

(L) + Eé(t) = A(T)x*r(t) + EA(E)IXR(L) + B(t)u*(t) + €B(t)u(h)
2-36a
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Ademds se sabe que la solucidn 6ptima también satisface
la ecuacidén de estado:
wH(t) = A(E)F(t) + B(t)lu*(t) 2-31a
Restando las ecuaciones [2-30d y [2-31d, se tiene:
Z(t) = A(t)E(L) + B(t)A(h) 2-32a
Con la condicidén inicial: V

Z(to) = 0 , la solucidén de [2-32d es:

t
ZE) =f<13(t,t)b‘('c)’i(r)df 5-33a
to

donde: ®(t,to) es la matriz de transicidn de estado.
Efectivamente se observa que *(t) no depende de €.
Considérese el criterio [2-261 con la entrada [2-28B] vy

con la variable de estado [2-29]. Entonces:
2
f (x T RAE) () +u T(OYR, ()Y u( ) 1 dt+x T(t1) P x(L,)
te

£l

= [ 1 7UE) +R. () 1 R, (£} L™ (£) +eZ (£} ] + [0 () +€B. T (£) IR, (1) .
co

[u* (&) +eT () ) de+ [x77 (&) +&2.T(£) 1 P, [>r* (&) +eF (&) ]

&1
=[ D" (0) Ry (£) 27 (£) +€%. T(E) Ry () 2 (£} +@x ™™ (£) By () R(£) +

te



+e?Z. T () R ()X (&) +u™ (Y Ry (£) u* (&) +u™" (£) R, (t) €T (L) +

+eU. T(E) R, (E) u* (t) +&®U. T (&) R2(£) T (£) ] dt+x*" (&) Px () +

+€X. T(t) Pyxc” () rex ™ (&) PR () +?%. T( t) P3(¢t,)

L2

=f 7 (E) Ry () e (£) v () Ry (£ w* (&) I de+x*T(£,) Poc* (E,)
to

rl

w2e [ (Z.T(E) R, (6) 27 (£) +8 T (6) Ry (0) T E) ] DL+ T(£) Par* ()
ro

[0 4
+e [ (. 7(£) R, (OVF(£) +T.T(6) R, (OYT(E) ] AL+R. 7 (£) BE(E,) o
D
co Z

Este criterio se minimiza cuando =0, pero se tiene una
expresidén cuadratica en €, por lo caue el minimo se tiene:

cuando la primera derivada con resrecto a € e&s cero evaluado

en €=0.

Entonces se tisene gue:

o
—~

[ [(F.T(E) R AE) 2 (8) + T () Ry ()0 £) 1 dE+F. T (£,) Pox* (£,) =0 2—34

42

Sustiﬁuyendo [(2-33d en [2-311, se llega a:
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tl ¢ t1
f[f'z'z'.f(r)Br(f)‘1’(t,’f)rdt]Rl(t)X‘(t)dt+f’z‘i.7(t)R2(t)U'(t) dt+
£o to ’ to

t1

+ [f’z‘i.T(t)BT(t) o) (L‘l,f)TdT]Plx’(tl) =0
o

Realizando cambios de variable, v reordenando las in-—

tegrales, se tiene:

t2 2 1
f[fﬂ.f(t)BT(t)CI?T(‘c,t)a‘t]Rl(t)x‘(T)df+fﬁ.f(t)R2(t)u'(t) dt+
[of7 I ol /] to

tl

SL[TTE) BT(H BT (8, £) AL Byx” (£,) =0
cod

£z

tl
[T.7(0) 1B7(2) [@T(x, ) Ry (1) X" (3) duR, () w* (£} +B 7 () @7 (£,, 1) Pyx(en)Jdlb=o
co tJ

2-32
Definimos:
plE)=[87(x, £)R, () x" (1) GrBT (£, , £) Pt () 2-33
: g
Por lo gue la intesgral [2-32], queda:
t2
2-34

[T.706) 1BT(&) p (&) +R, (£) u* (£) ] dE=0
co
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Donde: ﬁT(t) + ® para todo to £ t = ti; luego, para que
la igualdad se cumpla, &5 necesario:
BT(t) p(t) + Rz=(t) w¥(t) = 0 2-35
donde: Rz(t) es no singular para to = t = ta
Entonces: ut(t) = - Re—2(t) BT(t) p(t) 2-36
Es necesario conocer p(t) para obtener la entrada Sptima.

Para encontrar p(t), es necesario convertir [2-33] en una

ecuacidén diferencial, para lo cual: primero, igualamos t=tai,
déndonoe la condicién final — p(ta) :Tgl (1) 2-37
D)

Tuego, derivamcs [2-33)] con respecto a t:

£
(¢) _ 0 AT(T—F) x d AT(y-) -
t ___a_l Ry (v 5" (1) drt [0 170 Do ()]

1im

£,
p(t) f ATE0 (—AT) Ry (t) x™ (v} dv-—=" [e2 7GR, (2) 2" () ]} T+
t

t1
jﬁ%%?L=_j;Tpfeﬁrk‘”fg(tyx‘(t)d%+§571a‘wzgx‘(tl)]—Rl(tyx‘(t)
- o : f P;r

8_ma(tt) =—aT(£) (1) —R, (£) x7{E)

~J

Ahora, sustituyendo [2-36] en la ecuacidén diferencial

[2-31d:



ax* (%)

= =A(t)x*(¢t) -B(c)Rgl(t)B_T(t)p(t) 2-39

Cuvas condiciones de borde son:

x () ==, A plt) sPix (L) 2-40
T
P
Las ecuaciones diferenciales [2-38] v [2-38] pueden
colocarse en forma de matrices, de la siguiente manera:
9 |x () A(t) CBIEIRS (OBT(E)| | (0)|
, 0t | ple) R, (t) ~aT(t) p (L)

Considerando este conjunto de ecuaciones diferenciales de
estado de un sistema lineal con dimensién 2n, con la matriz de
transicidn 8(t.to). Y particionando la matriz de +transicidn

correspondiente a [2-41] de la siguiente manera:

&, (£, 5,) @, (t, £,)
B, (£, &) B, (£, &)

\]
|
IS
N

Ot t) =

Se puede expresar el estado, al tiempo t, en términos del

estado v la variable p(t) en el tiempco final ti; es decir,

x7(£) =8, (£, ) x*(£,) +0,, (£, £,) p (&)

Introduciendo las condiciones de borde [2-40], se tiene:
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X (E) =0, (£, £)x* (£,) +0, (£, £,) Px* (&)

37 (8) =8 (£, t,) +8y, (£, &) P, 1 x* (&) 2-43
En forma similar, se obtiene p(t):
plt)y=68, (t, ) x"(t,) +8,,(t, t.) p(t,)
plt) =8, (t, £,)x* () +8,, (&, t,) Px* (t,)
p(t) = [621(t' tj) +®22 ( t, tj_) Pl] x* ( tl) 2-44

Despejando =*(ta) de [2-43] v colocando en [2-44], se
obtiene:

p(t) =[8,

L

l(tl tl) +822(tl tl) Pl] [ell(tl t1> +612 ( t/ tl) Pl] _1}{‘ ( t) > S
2—-4

T.o que se demuestra, que p(t) *tiene relacién lineal con
=*(t), asi:

p(t) = P(t) =*(t)

[~IJ
1N
[0}

donde: P(t)=[8,(t, ;) +B,, (&, )P ] [8,,(t, &) +8,, (E, t) P17

Twego de encontrar p(t), se pusede obtener la entrada

6ptima [2-36].
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u*(t) =-R;*(£) BT{£) p{£)
u (£)=-R;* (£} BT(€) P{t) x" (&)
ut(t)=-F(t)x"(t)

N

—-47

BEsta es la solucidn del problema del reguladory, el cual
ha sido obtenido bhajo 1la consideraciép gque exista una solucidn
6ptima. A continuacidén se resumiréd lo gue se ha obtenido:
TEOREMA Z-1: |

Considerando el problema del regulador Optimo lineal
deterministico, entonces la entrada ©6ptima es generada por
medio de una ley de control lineal de la forma:

u*(t) = -F(t) =¥(%t)

donde: F(t) = + R=z—1(t) BT(t) P(t)

La matriz P(t) estd dado por:

P(t) = '[6)21(t, £) +0,, (t, &) P] (B, (&, &) +68,, (£, &) Pj]‘1

811, 8iz, 621, 822 son obtenidos particionando la matriz de

transicidén 8(t,to) de la ecuacidn diferencial de estado:

0 rc(t)ﬁ . [Am —B(t)R{l(DBT(t)] [xu;)J

2-41
3t |p(t) -R, (&) ~AT(£) p(t)

donde: Ra(t) = DT(t) Ra(t) D(t)
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Este teorema nos da la solucidén al problema del regulador
en la forma de nuna ley de control lineal. Esta ley de control
genera la entrada 6ptima para cualquier estado inicial.

Una interpretacién griafica se encuentra dada en la figura

2-12:

0 + _ u(t) x(t)
N = : SISTEMA
N
MATRIZ DE
REALIMENTACION |
F(t)

fig. 2-12

Después de haber formulado y solucionado el problema del
regulador éptimo lineal deterministico, se estd en capacidad
de deducir las ecuaciones de Ricatti, tema que a continuacidn

se estudiara.

2.2.3 DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE RICATTI

En nuestro siguiente analisis, P(t) tiene un paprel prin-
cipal, wvara la cual se va a derivar la ecuacidn [2-46]1, apli—

cando la regla de la derivada de una matriz inversa.

0 Y OH(E) e _
GCM () =—H (t)—jﬁ;—x (&) 2-48
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Entonces:
®,, (t,t,) 88,,(t, &) ’
aPa(tC) =1 2lat 1o, zzat 1 P,] (6., (¢, £,) +912(t' £,) P12

-8, (t, &) +8,, (t, ) P) [8,, (&, &) +8,,(t, &) P 1 2x
83,,(t, £)  89,(t, 1) ‘
* [ 1lét LA 1zac 1 P8, (t, £)+0,, (¢, )P 172
2-49

Puesto gue 8(t,to) es la matriz de transicidn de [2-417],

se deduce:

(88, (£, ) 88, (L, t,) I j

at 3t |28 —BIEYRT(E)BT(LY| |8y, (£, £,) 8y, (E,1]
aegl(tl tl} aegz(t/ tl) i Rl(t) — A T(t) 921(2':, tl) egz(t,ti)
at at | i
2-50

Sustituyvendo [2-50] yv [2-46] en [2-4871, se chtiene:

apa(tt) =[-R ()8, (t, ) -2 T{£)8, {t, £)) -R ()8, (t, ;) P~

~AT(E)8,, (£, £) P -P(E)A(E) 8y, (&, &) +
+P{E)B(E)R;T(E)BT{£)@,, (£, £,) -P(E) A{£) 8, (E, £,) P+

iz

+P(EYB(E) Ry (E) BT(£)0,, (£, 1) Py] (84 (&, £) +8y, (&, ) P17

apa(;) = [-R, (£) [B,, (£, £) 48, (£, £,) F,) A T(£) [8,, (£, £,)+8,, (£, £) P,

~P(E)A(L) [6,,(t, &) +8,,(t, £,) P ] +

+P(EYBIT) RIS (E) BT(E) (B, (6, ty) 48, (&, &) P [, (&, &) +8,, (£, &) B



BPa(Ct) =R (£) -AaT(£) P(t)~P(£)A(E) +P(£) B(t) RS> (£) BT(t) P(E)

—%:ﬁl(t) _P(EYBIE) R (E) BT(E) P(E) +P(E) ALY +A T(£) P(£)

N

-51

La condicidén de borde para esta ecuacidén diferencial es:

P(tx) = Pa

Esta ecuacidon [2-517 es conoclda como la . ECUACION
MATRICIAL DE RICATTI. Puesto gque Pi es simétrica para la
condicién f£inal de P(t) v la ecuacidn matricial diferencial
para P(t) es simétrica; entonces, la solucidén P(t) seréd
simétrica para todo to < t =< ti. Esta simetria serd utilizada
méas adelante cuando se calcule P.

Ahora, determinemos la matriz P(t) a partir de un sistema
6ptimo en lazo cerrade descrito por la siguiente ecuacidn

diferencial:

=(t) = A(t):(t) + B(t)u(t)

pero: u(t) = -F(t)x(t)

=(t) = [A(t) - B(E)F(t£)I=(t)

9
1
o]
N

Y consideremos el criterioc [2-26] a ser minimizado.
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tl
f (xT{(t)R (t)x(t)+u ()R (t)uls) I dr+x T(t1) P x(t,) =
(=
21
=[ T Ry (2) e (w) +x (2 FT(5) Ry (5) Flw)xc(v) D deax T(£;) Py (E)
t
[

=fxr(r) [R () +PT{T) R, (1) F() 1o (t) di+x T(&) Pox(t) = s T(E)PLE) x(t)
t

donde: P(t) =28 la sclucidn de la ecuacidn matricial dife-

rencial .
SBBLE) a6y -B(£)F(£) ] TB() +BE) [B(E)-B(E) F(£)] +
ot
+[R (£) +PT(£) R, (£) P(£) ] 2-53
con la condicién final: B(ti) = Pi

Esta solucidén es debido al teorxema del criterio de ‘la

integral cuadrédtica, cuyo enunciado es:
Dado un sistema: w(t) = A(t)=(t) + B(tlu(t)
1 critexio pinimizar e
r el critex a minimizar:
¥oes [xT BV R (B 2t ) dex T8} Poxl &)
ot
la soclucidn a la scuacidén diferencial mabricial es:

—é(t) = AT(L)P(t) + P(L)A(L) + Ra(®)
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Imego de esta explicacidn, continuaremos con la deter—

minacidén de la matriz P(t):

se sabe que: F(t) = Rz (t)BT(t)P(t), entonces: [2-53] gueda:

SB(E) =[A(8) ~B(£) RF* (£) BT(E) PCE) 1 TE(£) +B(E) [A(E) -B(E) R7* (£) BT(¢)
$P(£) ]+ [R () +P(E) B(EY R, (E) R, (E) RZ () BT () P(£) ]

SBlE)=AT(E)B(E) -P(E)B(E) R, (E)BT(E)P(E) +P(EYA(E) -
“DUEYB(EYR; I (E)BT(E) P(E) +R (E) +P(E) B(EYR; - (£) BI(E) P(1)]

Reemplacemos §(t) ror P(t)'

~P(£) =R, (£) ~P(E) B(LY R (£Y BT{L) P(£) +PlE) AlE) +A T(£) P(L)

Y es la misma ecuacitn mabtricial de Ricatti, obtenida en
[(2-51]. Finalizamos este tema con un resumen de lo obtenido.
TEOREMA 2-2:

La entrada 6ptima para el regulador Optimo lineal deter-
ministico es generado por una ley de control lineal:

wr(t) = -F*(t)x*(t) con F*(t) = Rz—2(L)BT(t)P(t)
I.a matriz P(t) simétrica semidefinida prositiva satisface

la ecuacidon matricial de Ricatti.

—P(£) =R (£) -P(EYB()R; (LY BT () P(t) +P{t) a(t) +a T (L) P(L)

Con la condicidén final: P(tx) = Pa
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£l

f[}:‘T(T)Rl(r)X‘(r) +u T (1Y R, (t) ut (7)1 de+x"T(£1) Px* (&)
[

= X' T(E)YP(E)yx™ (L)

Como se observa, la matriz P(t) no sclamente nos da la
ley de realimentacidén o6ptima, sino que ademas permite evaluar
el criterio para un estado inicial dado.

Después de haber estudiado la solucidn del regulador
deteministico variante en el tiempo; es el momento de estudiar
la soluciép en estado estable; es decir, invariante en el

tiempo.

2.3 SOLUCION EN ESTADO ESTABLE AL PROBLEMA DEL REGULADOR

OPTIMO LINEAL DETERMINISTICO
2_.3_.1 Introducciodn.

Desde el punto de wista practico, vror lo general se
consideran ﬁeriodos de control largos [to,ti]. Este es el
punto de inicio, a rartir del cual se realizari un estudio del
comportamiento asintdético de la solucién al problema .del
regulador deterministico cuando ti tiende a infinito.

Los principales resultados que se pueden résumir son:

1) Cuando el tiempo final ti se aproxima al infinito, la solu-

cién P(t) de la ecuacidn matricial de Ricatti.
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~P(t) =R, (£) ~P(t) B(EYR;{E)BT(£) P(£) +P{E) A (L) +Aa T(L) P(L)

Con la condicidén final: P(tyi) = Pa
se aproxima a la solucidn en estado estable E(t) y es

independiente de Pai.

En el caso invariante en el tiempo, las matrices A, B, Ra
v Rz son constantes y la solucidén en estado estable P es

también constante v es solucidn de la ecuacldn algebraica

de Ricatti.

0=R,-FER, B TP+PA+A TP 2-54
La ley de control en estado estable es:
u(t) = ~F(t)=(t) D55
donde : F(t) = Re—2(t)BT(t)P(t) 2-56
que minimiza el criterio
[LzTE R (6) 2(8) +u T (L) R, (Y ule) 1 at 2-57
[afs]

La ley de control en estado estable es estable asintética-
mente.

Puesto que [2-51] existe para la ley de control [2-55], en
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el sistema de lazo cerrado u(t)-0 y Z(t)*ﬁ cuando t-x; esto

es verdad si =(£t)-0 lo que significa que el sistema en lazo
cerrado es estable asintdéticamente.

Después de haber revisado los resultados de la solucidn

en estado estable, se esta en 7posicidén de estudiar las

propledades de estos reguladores: dptimos.
2.3.2 Propiedades en Estado Estable de los Reguladores Optimos

Las propiedades que se revisaridn a continuvacidn, estaréan
dedicados al caso variante en el tiempo. Primero se expresarian
algunos resultados:

TEOREMA 2-3:

Considérese la ecuacidn matricial de Ricatti.

~P(t) =D T (£) Ry (£) D(£) —P(£) BIL) R, (L) BT (L) P(£) +P () A(L) +A T (&) P(t)
2-58

Supéngase gue A(t) es continua y limitada, B(t), D(t), Ra(t) ¥
Rz2(t) son continuas y limitadas en el intervalo to,o], v
ademas: Ra(t) = al Rz(t) = BI para todo t© 2-59

donde o y B son constantes positivas.

N

1) S8i el sistema: é(t) = A(E)x(t) + B(t)u(t) —-60

z(t) D(t)=(t)
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es: a) completamente controlable, o
b) exponencialmente estable.

la solucidn P(t) de la ecuacién de Ricatti [2-5B], con la
condicidon terminal P(ti) = ©, converge a una matriz E(t)

simétrica semidefinida positiva cuando ti — . E(t) es la
solucioén de la ecuacidn de Ricatti [2-58].
2) Ademds si el sistema [2-58] es:
¢) completamente controlable y observable, o
d) emponencialmente estable.

la solucién P(t) de la scuacidn de Ricatti [2-58] con la

condicidén terminal P(ti) = Pai, converge a'E(t) cuando
tl = @ para algin valor Pi = ©.
A continuacidn se demostrarén estas propiedades.
La demostracidon de esta priméra parte no es muy dificil.

Se sabe que:

. &1
xF(e) PLeYx(e) = S [Tz 7(3) R, (t) 2(1) +u(0) R, (1) u(n) 1 s

v{r)
tivgg, ©

Z-61

Esta expresidn es funciodn del tiempo final ti; es decir,
tiene un limite alto. Ahora, si el sistema es completamente
controlable (a), entonces existe una entrada que transfiere el
estado #(t) al estado cero en un tiempo ti~. Para esta entrada

se puede calcular el siguiénte criterio



r2/
JﬁPZT(T)Eg(f)Z(T)+UET)R2(T)u(1)]dr 2-B2
t

Este numero es un valor grande para [2-61], luego se
puede tomar una entrada u(t) = 0 para t = ta’.
Ahora si el sistema es exponencialmente estable (b), =(t)

converge exponencialmente a cero si se deja u(t) = ©. Entonces

£l [ar A

_f[2111)55(1)z(f)+u71)£;(r)u(?)]dk=jlzf(t)55(f)2(f)dr 2-63
£ (=

converge a un nuamero *Tinito cuando tai-eo, puesto aque D(t) vy
R=(t) son limitados.

La expresidn aque se presenta en [2-61], posee un limite
superior bajo las condiciones (a) & (b). Como esta ewpresidn
es funcidén tai, se dice que no decrece monotdénicamente. Esto se

demostrard a continuacidn.

Supdngase que 1o anterior no es verdad, entonces pueden

existir tiempos ti~ v tai" con ti" > ti7; tal que, para tiz=ti"
el criterio es menor gue para cuando ti=ti .

Ahora se aplicard la entrada éprtima para ti' en el inter-
valo [to,t1”"]. Puesto aue el criterio de la integral es no
negativa, el criterio para un intervalo peguefio de un valor

menor o igual al criterio para un intervalo grande [to,txi"].

Esto es una contradiccidn, luego la expresidn [2-61] es



funcién de ti v no decrece monoténicamente; como la expresidn
[2-861] tiene limite superior, es funcién de ta, y no decrece
monotdénicamente, entonces posee un limite cuando ti-o.

Puesto gque =2(t) es arbitrario, cada uno de los elementos

de P(t) tiene un limite, entonces P(t) tiene un limite que se

denotard como E(t); ademds se concluyve que P(t) es semidefini-

da positiva y simétrica.

A la solucidn en estado estable P(t), le corresponde una

ley de control 6ptima en estado estable.

u(t) = —F(L)x(t)
donde: F(t) = R2=2(t)BT(t)P(t)
Con esto finaliza la demostracidn de la primera parte, ahora
con relacidn a la sstabilidad de la ley de control en estado
egtable se tiene logs siguientes resultados:

Con

0]

idérese el ©problema del regulador o6ptimo lineal de-—
terministico y supbngase ague las consideraciones gue se toma-—
ron con respecto a las matrices A, B, D, Rz v Rz se satis—
facen.

Entonces, si el sistema [2-8B0] es:

&
:n
|~

a) iforme v completamente controlable y observable, o

n) estable exponencialmente.

Se deduce gue:



1) La ley de control éptimo en estado estable

u(t) = —Re—1(t)BT(t)P(t)x(t)
es estable exponencialmente.

2Y La ley de control en estado estable minimiza el criterio

tl

l_nlf [27(E) R, (£) z(£) +uT () R, () u(t) 1dE+x T(£) Px(ty) o gy
* cg

para todo Pa(i.Jj) =z ©. E1l valor minimo del criterio [2-64],

alcanzado por la ley de control en estado estable, estéd dado

DoT: zT(to)E(to)x(to) 2-865

TL.a solucién de la ecuacidn de Ricatti [2-58] con P(ti1)=0

converge a i(t) cuando tl-o. Y para la ley de control, se

tiene:

s

(zZ(E)R, (E)z(E)+uT(E) R, (EYu(t)1dt= xT(t,) P(¢t,) x(¢t,) 2-66

o

53i el integral converge v, Ra(t) v Rz(t) satisfacen las
condiciones [2-59]; entonces; tanto z(t) como u(t) convergen a
cero cuando t-w.

Bajo estas condiciones supbdOngase que el sistema en lazo
cerrado no es asintdéticamente estable, entonces existe un
estado inicial ©tal que z(t) no se aproxima a cero mientras gue

z(t)=-0 v u(t)-9.



Eeto es un problema con la completa reconstructibilidad
del sistema (a), o con la estabilidad exponencial del sistema
(b). De agui que el sgistema en lazo cerrado es asintéticamente
estable. Ademds por las leyes de uniformidad es estable ex—
ponencialmente.

Para la demostracién de la parte (2), se supone que
existe otra ley de control que produce un valor pequefioc para
[2-647, debido a gque [2-64] produce un valor finito cuando es
utilizada la ley de contrxol; esta octra ley de control también
produce un valor finito; entonces, por el mismo arsgsumento,
como para la ley de control, esta otra ley de control es
asintéticamente estable. Eeto significa aue para esta ley de

control.

cl

ljf.f[z"‘"(t)&(t)z(t) +uT(E) Ry () ult) Idt+x (L) Px(t,) =
to

£y

= (2T R (B 2(B) +uT(E) R, () u(e)) at
£ED

Puesto que la expresién derecha estd minimizada por la
ley de control en estado estable, noc puede'haber otra‘ley de
contrcl gue produzca un valor mds pequefio para la expresidn
izquierda.

Tuego. la ley de realimentacidén en estado ~ estable

minimiza el criteric [2-64] para todo Pi(i,3)=@, lo cual
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implica gue la ecuacidn de Ricatti converge a ﬁkt) rara todo
Pi(i,3)=0.
A continuvacidén se estudiaran las propiedades en estado

estable del regulador o6ptimo lineal invariante en el tiempo.

2.3.3 Propiedades en Estado Estable del Regulador Optimo

Invariante en el Tiempo.

Consgidere el wproblema del regulador invariante en el

tiempo para el sistema:

i(t) = A{t)=(t) +B(t)u(t) 2-67
z(t) = D(t)=(t)
1l crit =
e r1oe—
Y o [z 70 Rz () +u T (8 Ryu (£} ] deex T 6;) Pux(E;)
co
2-68
donde: Rz >0, Rz > 0 v Pr = 0.
La ecuacidn de Ricatti asociada, estd dada por:
-P(t)= DIR,D-P(EYBRIIB TP (L) +a TP () +P () & 2-69
con la condicién de bhorde: P(ty) = Pa 2-70

L

Con estas consideraciones, las propiedades de estos

reguladores son:



)

c)

a)

e)

£)

Se apume que Pi=0, entonces cuando tl-m, la solucidn de la

ecuacidn de Ricatti se aproxima a un valor constante en

estado estable 5, sl v solo si, el sistema no posee polos
gue son al mismo tiempo inestables, incontrolables y
reconstruibles.

Si el sistema [2-67] es estabilizable y detectable, enton-

ces la solucidn de la eécuacidén de Ricatti [2-88] se

aproxima al tnico valor P cuando ti-o para todo Piz0.
51 P existe, esta matriz es una solucidn simétrica

semidefinida positiva de la ecuacidn de Ricatti.

0= D 7R,D-PBR; B TP+4 TP+PA 2-71

21 P existe, esta matriz es estrictamente definida positiva

si v solo si, el sistema [2-87] completamente reconstrui-

Si P existe, la ley de control en estado estable es:

u(t) = —Fu(t) donde: F = Re~BTP 2-72
V. ES estable-asintéticamente; si v solo si, el sistema
[2-87] es estabilizable v detectable.
81 el sistema [2-87] es estabilizable y detectable, enton-

ces la ley de control en estado estable minimiza el erite-—

ric.

t1
-—*";:if (z T(EY Rz (&) +u T (L) Ryu () ] divx Tt P () 5_73
o
\
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para todo Pixzp. El valor al gue llega este criterio es:
XT(tO)EX(ﬁO) 2~74

A continuacidn se demostrardn estas propiedades.
Para la parte (a), supbéngase gue el sistema no es com-—
pletamente reconstruible, entonces pruede ser transformado a

una forma canénica reconstruible de la siguiente manera:

ax(t) _ [P O B,
— == x(t)+ u(&)
ot ‘Ali. AZZ‘ BZ

[

z(t)=[D, 0] x{¢t) 2-75
donde el par (Aii, Di) es completamente reconstruible.

Particionando la solucidn P(t) de la ecuacién de Ricatti

[2-69] de acuerdo al particionamiento en [2-75], se tiene-

P, (E) PL{E)]

Pa{t) P (£)]

\e]

~76

Luego, 1la ecuacidén de Ricatti se reducen a las siguientes

ecuaciones matriciales:

~Pyy (£) =DR,D, - [Py, (£) By+P,, (£) B,1 R;*[B,7R,, (£) +B,SPI(6) ] + i

+[ 27y, (£) 2,1 P5 (£) 1+ [Py, (£) A +P, (£) A, ]

"éaz(t)=‘[511(t)£ﬁ+faz(t}521551[55ﬁ13(t)+E€ﬁ%2(t)]+

+[A7 Py, () +A2§P22 (€) +P, () 2,

N

-78
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—}-;zz(t) == [Plzz‘(t)B]_'*'Pzz(t)Bz]R'z_l [BlIPlz(t) +B2TP22 ( t)] +

2-79
+A2§£32(t)+l32(t)352

Se puede observar que con las condiciones finales Pii(ti)=0,
Piz(t1)=0 v Pzz2(t1)=0, lasg ecuaciones [2-78] y [2-79] se sa-
»tisfacen con Piz(t)=0, Pzz(t);@ para tstai.

Con estas identidades, la ecuacidén [2-77] se reduce a:

~P,, (£) = DyY'R,D,~ Py, (€) BiRy "By Pyy () +411P,, (£) +Py, (£) Ay
Y Py (t) =0

N

-89

Esto significa que 1los vaiores caracteristicos de A=z no
afectan la convergencia de Pia(t) cuandc ti—o,de agui se dedu-
ce gne la convergencia de P(t) no es afectada por los polos no
reconstruibles; por lo tanto, el sistema [2-87] es completa-—
mente reconstruible.

Ahora, el sistema [2-67] se transformard a una forma ca-—
nénica controlable, asi:

22

B
() + |t

ox(t) _ | B
ot 0 2,

(N

u(e) -81

z{t) = [Dl Dﬁ:l e

Donde el par (Axri, Bi) es completamente controlable.

A continuvacidn se supone que el sistema no es es-~



tabilizable, luego A2z no es asintdéticamente estable; enton-—
ces, existe un estado inicial de la forma col(9, =xze) tal que
Z(t)=o ( no importa como es escogido u(t)).

Por la consideracidn asumida, completamente reconstrui-

ble, para tales estados iniciales, el criterio

t1

[ 1270y Rz (6 +u T (£) Ryult) 1 dE 5-82
ta

nunca converge a un numero finito cuando ti—=. Esto indica que
P(t) no converge a un valor finito cuando ti-o si el sistema
[2-87] no es estabilizable. Sin embargo, si [2-67] es estabi-
lizable, siempre se puede encontrar una ley de control que ha-—
ga al sistema en lazo cerrado estable. Para esta ley de con-
trol, el criterio [2-82] converge a un namero finito cuando
ti-m; este nimero es 1un limite superior para el minimo wvalor
que toma el criterio.

Anteriormente se obtuvo gue el minimo valor que toma el
CZ‘itEZ"iO [2"82] es Ffuncidn Eo T©l gqua no decracse monortdnicamon—
ca, es8to demusestra que el minimo valor del criterio [2-82]
tiene un limite cuando tai~®; con lo gue se concluye la demos-
tracién de la parte (a).

Ahora la demostracidn del literal (d) es fdcil, asi:
Supdngase dque el sistema no es completamente reconstruible;

entonces, si al sistema se lo transfilere a un sistema de forma



candénica reconstruible yv con Pi=0, entonces P(t) se representa

como:

€
P(t)= Fn (8) 0 2-83
0 0

De esto se desprende la existencia de 5, v ademas es sin—
gular. Esto prueba gue <i E es estrictamente definida rositi-
va, el sistema es completamente reconstyruible.

Para probar que E es singular v dque el sistema es recons—
truible, se asume la siguiente consideracidébn: la existencia de

un estado inicial diferente de cero; tal gue,
: o

[ 12T Rz (8) +uT(E) Ryu(E) 1t = 0 2-84
(7]

Puesto que Rz2>0 v R=2>0, esto implica que
u(t)=0 v z(t)=0 rara tto 2—-85

Pero estc significaria que existe un estado inicial diferente
de cero gue causa una entrada cerc y 1na respuesta z(t) gue es
cero para todo ©. Esto es una contradiccidn a lo asumido, com-—
pletamente controlable, v por lo tanto la asuncién aque P es
singular es falsa, por lo aue gueda demostrado este literal.
Ahora demostremos el literal (e). Se asume gque P existe,

entonces se tiens un sistema dque no tiene polos inestables,

incontrolables v son reconstruibles.



Como se vio en el literal (a), en la representacidn

canénica reconstruible del sistema, P estd dado en la forma:

|
AN

-86

Esto demuestra gue la matriz ganancia de realimentacién

en estado estable tiene la forma:

N

- |7 - _
F=r" BT BT | g - [r:*8,F,, 0] -87

L

Esta expresidn significa que la matriz ganancia de reali-—
mentacidn en estado estable abandona la parte irreconstruible
del sistema, esto dimplica gue si la ley de control en estado
estable lleva al sistema en lazo cerrado a ser estable asin-
téti;amente; es decir, el sistema en lazo abierto es detecta-
ble.

Ademéds, si el sistema en lazo cerrado es estable asin-

toticamente, entonces el sistema en lazo abierto es estabili-

Se observa gue estabilidad y detectabilidad son condicio-
nes necesarias para que la ley de control en estado estable
estabilice asintéticamente.

Se vio antes gue la lzy de control en estado estable no

afecta ni es afectada por la varte irreconstruible del siste-—



ma; por lo tanto, si el sistema es detectable, se omite la
rarte irreconstruible y se asume que el sistema es completa-—
mente reconstruible.

Ahora, si se convierte al sistema en una forma candénica
controlable como en [2-81l]1, y rarticionando la matriz P(t), se

tiene:

PL{t) P, (E)
PL(E) P, (D)

De la ecuacilidn de Ricatti [2-68], Pii(t) es la solucidén de:

-P,, (&)= Dy'R,D,-P,, (£) ByRs “B"P,, (£) +A. 5P, (£) +P, (E) Ay,
¥y P, () =0

Puesto cue el par {Aiar, Bail} es completamente controlable
v ademéas Pii(t) tiene una solucidén asintdtica Pii cuando ti—o,

tal que (Axiax - BaFi), con Fi = Rz~1BiTPii1, es estable asinto-—

P, P
F= Rzl [B T O:l -_1l 1z
Pll; P22

Cor. esta ley de control, el sistema en lazo cerrado e=stsd

descrito por:
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{E) = Fiu —‘BI.FJ. An'Bl?z

A22

— s

Para terminar la demostracidén del literal (&), se conclu-—
ve que si el sistema en lazo ablerto es asintéticamente esta-
ble tanto Ai11-BiFi como Azz son asintdticamente estables.
Esto indica que detectabilidad y estabilidad son condiciones
suficientes para garantizar que en lazo cerrado, la ley de
cdntrol en estado estable serd asintdéticamente estable.

Ahora demostremos la parte (£).

La ley de control en estado estable minimiza el criterio

flzmer Rz (6) vu (6 Ru () 1 de 2-92
o]

y el valor minimo de este criterio se encuentra dado por

=T (to)Px(to). Ahora considérese el siguiente criterio

t,

L0 [ [z 7(£) R,z (£) +uT(£) Ryu(£) 1 dErx T(8) Poxlt,) 2-93
co

con Pi =z . 5i el sistema es estabilizable v detectable, el

criterio se reduce a

N
!
(o]
i)

XT(Lt,) Par(t,)

11

[ET O RE ) U7 (£) R () 14
ta

donde z v u son la variable contreclada v la entrada generada
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por la ley de control en estado estable. Esta ley de control
en estado estable no sélo minimiza [2-92], sino también [2-93]
Suponiendo que existe otra ley de control qgue da un valor pe-

guefio en [2-93], entonces esta ley de control se convierte en

[lz7 (0 Rz(B) +u™(6) Ru(t) 1At + 25 x7(8,) Bo(ty) < x7(t,) Pl )
o

2-95

si Pi = 0, entonces:

f (2 T(E)Ryz (£} +u T (L) Ryult) 1 dt < x T (t,) Px(t,)

[o17]

Pero se sabe que el lado izquierdo de esta expresidén es
minimizado por la ley de control en estado estable y no existe
un valor menor a - =T(to)Px(to); luego, esto es una contradic-—
cidén, lo que significa que [2-93] es minimizado por la ley de
control en estado estable; de agquli queda demostrado este
literal.

El literal (b). se demuestra inmediatamente del litersal
(£).

Por Gltime demostremos el literal (c¢). Surpdngase que el
sistema [2-87] es estabilizable vy detectable, v P~ es 'alguna
matriz simétrica semidefinida positiva v solucldn de la ecue-
cibén algebraica de Ricatti.

Considéresge la ecuacidn diferencial de Ricatti [2-68] con



la condicién final P = P7.

La solucidén de la ecuacidn de Ricatti es P(t) = P7; entonces,
la solucidn en estado estable P estd dada por P°, esto indica
que alguna matriz P° de la ecuacidén algebraica de Ricatti es

la solucién en estado estable 5, de aqui que el valor en

estado estable HE es unica solucidn semidefinida positiva de la
ecuacidén algebraica de Ricatti, con esto queda demostrado este
literal.

Resumiendo estos resultados, se tiene:

Los literales (b)) y (c¢) indican que los estados de esta
bilidad v detectabilidad son condiciones suficientes para gue
la ecuacidén de Ricatti converja al 1vnico valor -E para todo
Pi1(i,j)=0, v aque la ecuacidén algebraica de Ricatti tiene una
tnica solucidn semidzfinida positiva.

Después de Thaber analizado el problema del regulador
deterministico, a continuacién se estudiard el problema del

reguladoyr estocdstico.
2.4 PROBLEMA DEL REGULADOR OPTIMO LINEAL ESTOCASTICO
2.4_.1 Introducciodn.
Este problema permite obtener la solucidén transitoria
rara el casc de un sistema linesal gue tiene perturbado el .

estado inicial v debe regresar al estado cero lo més rapido

, limitando a la vez la amplitud de la entrada.



El problema es entonces disefiar una configuracidn realimenta-—
da, la cual reduce los desajustes (offset) iniciales rapida-
mente v contrarresta los efectos de perturbaciones en estado
estable.

Asi, considérese la planta representado por el sistema

que se describe a continuacidn:

<{t) = al{t)x(e) + B(Yult) + v{E)

Il

]

z(t) = D{t)x(¢t)
donde: u(t) es la variable de entrada.
z(t) es la variable controlada
v(t) representa las perturbaciones que actian
sobre el sistema.
Matemdaticamente, representamos las perturbaciones como
procesos estocasticos, al aue le modelamcs como la salida ae
un sistema lineal excitado por ruido blanco; entonces, se asu—

me gue v(t) estd dada por:

v(t) = Da(t)xa(b) 2-97
Aqui xa(t) es la solucidén de:
“a(t) = Aa(t)malt) + w(t) 2-98

en la cual w(t) es el ruidoc blanco. Ademds se asume gque tanto
w(to) como za(to) son variables estocdsticas.

Combinando el sgistema con las perturbaciones, se tiene:
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donde: ¥(t) es el vector aumentado e igual a
colix(t),xd(t)].
Se observa que [2-99] no es un sistema completamente controla-—
ble. Ahora, tomando el criterio cuadratico integral del pro-
blema del regulador deterministico; en el cual, se incluyve la

presencia de una pertbturbacidn, se tiene

t2
B [[zT(8)R (D) 2(t) + u (B R (Bu()]dt + () BX(E,)
¥ 2-109

donde: E es el valor esperado o esperanza matemidtica

Entonces, el problema general es minimizar

ta

B [2TOR (O 2(E) + uT(O) R (B ulB) 1t + x7(£) Pr(Ey)
to

I{;‘)Z?‘a el slste x(t) = AlE)x(E) + B(EYu(t) + wit)

Este problema se denomina "problema del regulador é6ptimo 1li-

neal estocastico”. Todo lo anteriormente indicado se resume en



la siguiente definicién:
2.4.1.1 Definicidn 4
Considérese el sistema descrito por la siguiente ecuacidn

diferencial de estado

x(&) = A(E)x(t) + B(EYu(E) + wlt)

2-102
con la condicidn inicial =(to) = o 2-103
v la wvariable controlada z(t) = D(t)=(t) 2-104

En la expresion [2-162], w(t) es el ruido blanco con
intensidad v(t). El estado inicial o es una variable estocéds-
tica, independiente del ruido bklanco w(t),‘cdn:

B {xcxsT} = Qo 2—-105
donde Qo &3 la matriz de varianza.

Ademdz considérese el criterio

[ 3

BL [Lz™(01R, (B 2(8) + uT ()R (B ule))dt + xT(L) Par(ty)]
to

2-1e6

donde Rz es una matriz simétrica definida positiva para
te =t £ ta; v, Rz ¥ Pai son matrices simétricas semidefinidas
positivas. Entonces, el problema es "determinar para cada ins-—
tante ©, en el intervalo [to,t1]. una entrada u(t) como fun-

cidn de toda la informacidn del pasado y para el cual el cri-
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terio se ha minimizado"”, a este prohlema se le denomina ''pro-
hlema del regulador 6ptimo lineal estocdstico’.

5i todas las matrices en el problema formulado son cons-—
tantes, entonces se refiere al problema del regulador Optimo
lineal éstocéstico invariante en el tiempo.

La solucidén a este problema se analizard en el siguiente

subtema.

2.4_2 SOLUCION ANALITICA AL PROBLEMA DEL REGULADOR OPTIMO

LINEAL ESTOCASTICO

Este problema exhibé una diferencia esencial respecto al
problema del régulador deterministico, yv se debe a que el rui-
do blanco hace imposible predecir exactamente cémo el sistema
va a comportarse. Entonces, a priori, lo mejor es no. determi-—
nar?ﬂen el periodo de control [te,t1], pero si reconsiderar la
situacidn en cada instante t, en base a toda la informaciédn
disponible.

En este instante t el comportamiento futuro del sistema
estd enteramente determinado por: el estado presente x(t), la
entrada u(t) para T = t, y vor xruido blanco w(T) para T = t.
Toda la informacidén del pasado que es relevante para el Ffutu-
ro estd contenido en el estado =(t). Por lo tanto, considérese

la siguiente ley de control

ul(t) = g [=(t), t] 2-167



donde la entrada corresponde a cada posible valor del estado
en el tiempo t.

Esta ley de control presupone que cada componente de es—
tado puede ser medido con precisidn en cada instante. Como se
sefiald antes, esta es una considereacidn irrealista, mées atin en
el caso estocdastico, donde el estado incluye componentes que
describen las perburbaciones o las wvariables de referencia;
pero es improbable que estas componentes puedan ser medidas
facilmente.

La solucidn a esta_dificultad gqueda planteada v no se
resolverd en el presente trabajo.

Volviendo al problema de la versidn estocéstica, se tiene
que la presencia del ruido blanco w(t) no altera la solucidn
del sistema [2—1@2] excepto, wara incrementar el valor minimo
del criterio. A continuacién su discusidn y demostracion:

La solucién lineal 6ptima al prcoblema del regulador épti-
mo lineal estocédstico es escoger la entrada de acuerdo a la
ley de control lineal

u(t) = -F*¥(t)=(t) 2-1e8
donde F¥(t) = Re—*(t)BT(t)P(t)
en el cual P(t) es la solucidén de la ecuacidn matricial de

Ricatti

-P(t) = R {t) - POYB(EYR,HE)BT(e)P(L) + AT{L)P(E) + P(E)A(E)

con la condicidén final P(tai) = Pa 2-110p

v el valor minimo del criterio estd dado por
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t1

tr [P(£,)Q, + fp(t) vit) del 2-111
o]

Como se observa, se da la mejor solucidn lineal al pro-—
blema del regulador estocédstico.
Para demostrar, se supone que el sistema estd controlado por
medioc de una ley de control lineal.
u(t) = =F(t)=(t)
El sistema en lazo cerrado estd descrito por la siguiente

ecuacidén diferencial.
x(t) = [A{E) - B(OYF(E)Ix(Et) + w(t)
v el criterio, por

t1
ELfxT(e) R (£) + FTE R () FIE) ) () dE + x7(£,) Px(E,)]
to

Pero este criterio puede ser expresado como

£3

tr [BlE,)0, + [P} viE)dt]
ol ]

N
|
=
=
N

o~
donde P(t) es la solucion de la ecuaciodn matricial

diferencial.
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SB(E) = [alt) - B(E)YF(E)]1TBle) + Ble) lalt) - r()F(6)] +
+ R (&) + FT(OR, (&) P(E)

con la condicién final  P(tl) = P1
Ahora, g(t) satisface la desigualdad - E(t) = P(t) o 2-114
rara todo: te = t £ ti, donde P(t) es la solucidbn de la ecua—
cién de Ricatti (2-199], con la condicién final [2-1107].
Si: F*(r) = Re=2(T)BT(T)P(T) t €7 =< 1 | 2-115
la desigualdad se convierte en:
tr [B(t)o] = tr [P(t)o] 2-116

donde o es una matriz simétrica semidefinida positiva. Esto
demvestra que [2-112] es minimizado por ¥ de acuerdo a [2-11i5]
Luego, el criterio (2-1123 estd por [2-111], con lo que se
concluye: gque la ley de control [2-108] es la ley de control
lineal éptimo.

A continuacidn se analizard algunas propledades de la
solucidn al problema del regulador con perturbaciones.

Ahora, se supondrid que la particién de la solucidn P(t)
de la ecuacidén de Ricatti [2-109], de acuerdo a la particién
%(t) = collx(t),%a(t)] es

P, (E) Py, (£)
P(t) = | 2-117
Pia{t) Py, {b)

Si la matriz ganancia de realimentacién o6ptima estda particio-

nado como
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F¥(t) = [Fx(t) Fa(t)]

Re—1(t)BT(t)Pix(t) 2-118

Entonces, se obtiene Fai(t)
Fa(t) = Ra—1(t)BT(t)P12(t)

Ademds, de la ecuacidn matricial diferencial s= obtiene

P (E) = R (E)-P, (OYBIEYRT ()BT (E) P, (£) +a T (&) P (1) +P (D) A(L

con Paia(t) = P2

“PL{E) = P (8D (£)+[A(E) —BlEYF(£) 1 TP, (£) +P,, (£) 2,(t)

con Piz(t) = 0

—P, (t) = —P3(£)B(EYR; () BT(E) P, (€) +D5 (£) Py, (£) +P5 (£) D, (&) +
+A7 (£) Py, (£ +P,, (£) 2, )
con Pzz(tx) = 0
Se observa dque Pii v Fi, son indspandientea da las propisdadas
de la=z percurbaciones. Tusgo, la asrtructura del aistama de

control asti dado poxr la flgura 2—13

w ﬂU?CjC blcnco

4
Perturbacién
Dindamica

F= xa

Dr

V perturbacidén
- u : X z
Q———_, PLANTA D —

realimentacidn
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Volviendo al problema general del regulador 6ptimo. EBEn la
préactica se presentan periodos de control largos, lo aue  .sig-
nifica el interés para cuando ti—», obteniéndose la ley de
control o6ptimo en estado estable para el reéulador estocdstico

en la medida gque minimice

t2
Lim 1 : T . , pt10
R (tl—To)EE!;[z ()R, (£)2(8) + u (DR () u(t)]de

Para esta ley de control o6ptimo en estado estable, el criterio

[(2-119] estAd dado ror

N

1
.lilIl 1 e TS . - =~ — 2?
= fu[p(z:} viE)1dE 126

tl—“’ ’l_ o 2,

Ademés, para el problema del regulador estocéastico y una ley
de control. invariantes en el tiempo estable asintéticamente,

la expresidn [2-119] queda

M2 g [z T(E)R, (1) 2(8) + uT(E)R, (£) u(t)] 2-121

Lnmego, la ley de control éptimo en estado estable minimiza
[2-121] con respecto a las otras leyes de control invariantes
en el tiempo.

Se observa aque desde [2-119], el valor minimo [2-121] esta da-
do por

tr (BPV) 2-122



Hasta 21 momento se ha considerado la teoria de control
lineal wpara sistemas de tiempe continvo, en el siguients

4

subtema se revisara la misma tTeor

=

a para sistemas de tiempo

I]j

discreto.

2.5 PROBLEMA DEL REGULADOR OPTIMO LINEAL, DETERMINISTICO

DISCRETO

2_5_1 Introducciodn
Andlogamente al problema de tiempo continuo, s& define al
problema del regulador discreto de la siguiente manera:

Considérese =21 sistema lineal discreto

x({i+1) = A(i)x(i) + B(Z)uli) 2-123
con: x(1y) = %, o 194

y la va- _— g
riable z{1) = D(i)x(1) 0_195

controlada
Ademds considérese el criterio

h:L[ZT(i+l)R3(i+l)z(i+l)+u“Ki)£5(i)u(i)] + xT{1i,) Px(4,)

o 2-126
donde Rz(i+l) > © para i = io, io+l, ..... , 1i1-1, y, R3 >0
v P > ©. Entonces el problema para '"determinar la entrada

u(i) para i = io, io+l, ..... , 1x—-1", se lo denomina problema



del regulador Sptimo lineal deterministico de tiempo discreto.

5i todas las matrices son constantes, se referird al pro-
blema del regulador o6ptimo lineal discreto invariante en el
tiempo.

Los dos términos del sumatorio no tienen =1 mismo argu-—
mento [ z(i+1), w(i) J. Esto se debe a que el valor inicial d=
la variable controlada z(ioc) depende del estado inicial =(io)
v no puede cambiar, es por eso que no hay téyrmino que incluya
z(io) en el criterio. Asi ﬁismo, el valor final de la entrada
u(ii) afecta al comportamiento del sistema después del instan-—
te final ii; por lo tanto, £l término que involucra u(iax)
puede ser excluido.

El método que se va a utilizar para derivar la ley de
control 6ptimo es diferente a la del caso en tiempo continuo;
en el cual, se usaron calculos de variaciones elementales. en
este caso se utilizard la programacidn dindmica. Asi:

Definimos la siguiente funcién escalar:

r 1,-1
_ min T2 . ¢ T 4 ¢
= —u(l)...u(il-nj‘; [z T(F+1) Ry (F+1) 2 (F+1) +u T(F) & (F) u(F)]
T (x(i), 1] + xT(1,) Pyx(dy) para I=i,,3is+1,....,3,—1
| = xT'(il) Pix(i,) para todo 1 =i, 2-127
Se observa que I'[z(i), 411 representa el minimo valor del
criterio, calculado en el periodo {i, 4i+1, ...., ix}; cuando

en el instante "i", el sistema se encuentra en el estado =(i).



A continuacién se obtendrd una ecuacidn iterativa para
esta fuﬁcién;

Considérese el instante (i-1) vy la entrada u(i-1) es ar-
bitrariamente seleccionade, pero u(i), uvu(i+i), .. ..._.,u(ii-1)
gson escogidos dptimamente con respecto al estado del sistema

en el tiempo "i"; entonces, se ypuedes escribir el criterio en

gl periodo {i-1, i, ...., i1}
iy-1
[z T(F+LY R, (J+1) z(J+LY +u T (YR, (FYu(F)] + =T (2

J=i-1

= (zT(DR(Dz(N+uT(EA-1VR (i-1)u(i~1)] +Tix(i), 1]
3 2

Para determinar uw*(i-1), [ la entrada 6ptima en el tiempo

(i-1) 1, se escoge u(i-1l) de tal modo gue la expresidn

zT(i)Ryz (i) +uT(i-1)Ru({i-1) + D [x{4), 1] 2-128

sea minimizada.
El valor minimo de [2-128] es el wvalor minimo del crite-—
rio evaluado en el periodo de control {i-1, i, e e, 1a-17.

Luego, se tiene la igualdad

Tlx(i-1),1i-1) = R [z 7(1)R, (1) z(d) + uT(i-2)R,(I-1)u(i-1)] +

u{i-1)

+ T[x(4), i] _ 2-129

Utilizando las ecuaciones [2-123] y [2-125], v racionali-

zando la notacidn, esta expresién toma la forma
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Tlx,1-1] = BR[A(i-1)x+B(i-1) ul T R, (1) [A(i-1)x + B(I-1)u] +

+ R (i-1)u + I'([A(d-1) 2+B(i-1)u] , L 2-130

donde R (i) = D~

Esta es una ecuacién iterativa de la funcidén I'(xz, i). Pero, se

desea encontrar una solucidén de la forma

T(x, 1) =xTp{i)x 2-131

donde P(i), i=ie, de+l, ...., i, es una secuencia - de
matrices a determinarse.

De [2-127] se desprende que: P(ix) = Pa

Sustituyendo [2-131] en [2-1307], se obtiene la entrada Optima

v estd denotado por

u(i-1) = -F(i-1)x(i-1) para i =13

donde
Fi-1) = [R,(1-1)+BT(i-1) [R (1) +P(i)1B(1-1)]> BT(1-1) =

¥ [R (2)+P{i)]Aa{i-1) 2-133

La inversa de esta matriz existe, puesto que R2(i-1) > 0

(definida positiva) y BT(i-1)[Ra(i)+P(1)IB(i-1) ee una matriz
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semidefinida positiva, cuya suma da como resultado una matriz
definida positiva.
Entonces, gi se sustituye [2-132] en [2-130], se llega a

optener la siguiente ecuacién de diferencias de P(1i)
Pli-1) =aT(i-1) [R (1) +P(1)] [A(1-1)-B(i-1)F(i-1)]

para 1 = 24+, ...24

Estos resultados se resumirdn de mejor manera, en el siguiente
teorema.
TEOREMA 2-3

La entrada o6ptima del problema del regulador éptimo 1li-
neal deterministico en tiempo discreto, estd dada vpor la si-

guiente funcidn

u(i) = -F(i)x (1) para 1 =231,,7,+1,....,1,-1
donde
Fli) = [R{I)+BT(L) [R (I+1) +P(i+1)]1B(I)]1™* BT(i) *
2—-135
* [R (i+1)+P(i+1)]A(1)

ademas . . \ . ;L , s

R (1) =DT(i)R,(1)D(Zi) para I=i1,+1,1,+2,....1,
La secuencia de matrices P(i) para 1i=io, io+l,...,i1-1

satisface la ecuacidn matricial de diferencias
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P(1) = AT(1) [R,(i+1)+P(i+1)]) [A(I)-B(i)F(i)})]

2

AN}
|
.
8)]
RO)]

para 1 = 1,14+, ...31;-1

. con la condicidn final P(ix) = P1
El valor del criterio [2-126] que se logra con esta ley de

control es

2T(1,) P(i,)x(d,)

Se puede observar que la ecuacidén de diferencias debe ser
resuelta con el tiempo Thacia atrds, de la siguisnbte manera:
primero calcular F(i) y lusgo calcular P(i).

Cabe selalar que la ecuacidn de diferencias es la squiva-—
lente a la ecuacidn de Ricatti en tiempo continuo.

Después de haber analizado el problema del regulador o&p-—
timo lineal deteministico en forma discreta, a continuacidn =se

procede a dar solucicén a este problema.

2.5.2 SOLUCION EN ESTADO ESTABLE AL PROBLEMA DEL REGULADOR

EN TIEMPO DISCRETO

En el presente estudio se analizard el caso donde los pe-
riodos de control son largos, desde ioc al infinito. Los resul-
tadog gue se obitienen serédn idénticos al del caso continuo,

como se observard en el siguiente teorema.



MA 2-4

Considérese el problema del regulador y su solucidén dada
por el teorema 2-3. Asumir gque A(1i), B(i), Ra(i+l) y Rz(i) es-
tan limitados para i Z io, v que R=(i+l) = al, R=(i) = BI
para i =2 io. Donde o v B son constantes positivas.

1) 8i el sistema [2-123] es:

a) completamente controlable, o

b) exponencialmente estable.

Entonces, la solucidn P(i) con la condiciébn final P(il):®
converge a una secuencia de matrices semidefinidas positivas
P(i) cuando ii-o® v eg la solucidn de la ecuacidn diferencias
[2-135] yv [2-136].

2) 81 ademds el sistema es:

a) completamente controlable y reconstruible, o

) exponencialmente estable.

Entonces, la solucidén P(1i) con la condicidn final P(i1)=Pa
converge é la matriz P(i) cuando ii—w, para alguna matriz
Pa(i,j) = 0.

En el siguiente teorema se analizard la estabilidad de la
ley de control en estado estable que corresponde a la solucidn
P en estado estable.

TEOREMA_2-5.

Considere el problema del regulador y suponer las consi-

deraciones que se mencionaron en el teorema 2—-4 respecto a las

matrices A, B, Ri, Rz v R=.
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Ahora si el sistema [2-123] es;

a) completamente controlable vy reconstruible, o

b) exponencialmente estable.

Entonces se llega a las siguientes conclusiones:

1)

2)

La
se
BEn

el

La ley de control éptimo en estado estable es
u(i)zFF(i)x(i) donde E(i) se obtiene sustitbuyendo -E(i)
ror P(i) en la ecuacidn [2-135] v ademds es exponencialmen
te estable; vy

Lia ley de control éptimo minimiza el criterio

1,
i N [z T(I+1) R, (141) 2(d+1) +u T () R, (1) u(d) ] +x T(4,) Py (4;)
17 i,

para todo P, (i,7) =20

El minimo wvalor que toma el criterio es XT(io)E(io)X(io)
demostracion de este teorema es la misma demostracidén gque
realizdé en el caso continuo.
los siguientes teoremas se analizard el caso invariante en

tlempo.

TEOREMA 2-6.

to

to

Considere el problema del regulador Optimo lineal discre-—
invariante en el tiempo; ademéds considérese al sistema tan-—

estabilizable vy detectable. Tuego, se llega a las siguien—

tes conclusiones:

1)

La solucidén de la ecuacion de diferencias P(i) y la condi
clién final P(11)=Pi converge a la solucidn HE constante en

estado estable, cuando ii—~® para alguna matriz Pi(i,j) = ©



2) La ley de control éptimo en estado estable es invariante en
el tiempo y asintéticamente estable; v,
3) La ley de control éptimo en estado estable minimiza el

criterio [2-137] para todo Pi(i,J) = 9, v el minimo valor

de este criterio es:- ' xT(io)Ek(id)
2.6 COMENTARIOS

En este 'capitulo se ha tratado con sistemas de control
con realimentacidén de estado donde los componentes de estado
rueden ser medidos en cualguier instante de tiempo.

Ademds se ha analizado, cémo los sistemas de contreol li-
neales con realimentacidn de estado pueden ser disefiados de
manera 6ptima al sér sensados mediante el criterio dintegral
cuadratico.

También se ha estudiado las caracteristicas de estabili-
dad y la sensibilidad a perturbaciones.

No hace falta decir que ya se estd en capacidad de apli-—
car algunos métodos numéricos para encontrar la soclucién de la
ecuacidn algebraica y diferencial de Ricatti, y esto es justa—

mente lo que se hara en el capitulo siguiente.



CAPrITTULO IXrrx

SO UCION DE LA ECUACTION
DIFERENCIAT. MATRICIAT. DE RICATIT

EN EL COMPUTADOR
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3.1 INTRODUCCION

Una vez realizado el estudio analitico de las ecuaciones
algebraica y diferencial de Ricatti, a continuacidn se proce-—
derd a obtener estas mismas ecuaciones en el computador digi-
tal yv se le aplicaré a varios ejercicios de interés.

Se ha escogido dos métodos para resolver numéricamente la
ecuacidn diferencial matricial de Ricatti, estos son: el Méto-
.do de Integracién Directa (Runge—-Kutta) v el método de Kalman—
Englar. En la siguiente seccidn se revisarédn estos métodos gue

son importantes para el problema del regulador.
3.2 SOLUCION POR EL METODO DE INTEGRACION DIRECTA

La ecuacidn matricial de Ricatti estd dada por

.

~p(t) =R (E) - P(OBORME)BTEYPIL) + AT(E)YP(E) + P(E)A(L)

con la condicidn final P(ty) = Pa
Una aproximacién directa, es la de considerar la ecuacidn
diferencial como un sistema de n2 ecuaciones simultdneas dife-
rencialeg de primer orden no lineales (asumiendo que P(t) es
una matriz nxn) y utilizar una técnica numérica para integrar
gatas ecuacionesg desde ti hasta t en intervalos de tiempo -6t
El método que se utilizarad es el de Kutta—Simpson (regla

de 3 a 1) cuyo proceso es el siguiente:
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La ecuacidén diferencial puede ser escrita como
B(t) = £[R(%)]
Este método ﬁtilizado para resoclveyr ecuaciones iferenciales
de primer orden escalares, se ha generalizado para resolver
ecuaciones matriciales, obteniéndose los siguientes resulta—
dos:
Se denotarda la variacidén negativa de tiempo con el siguiente

simbolo ©6t. Entonces, se obtiene:

P(t-6t) = P(t) - 8t[PO + 2P1 + 2P2 +P3]/8
donde: Po = flR(%)]
P1 = f[RP(t) - 0.5 8t Ral
P2 = £{R(t) - 0.5 6t R1]
B3 = L[B(t) - &t R2]

-~

El error que se obtiene estd dado en el orden de '"657
Se debe ir calculando P(t) para t=ti-06t, t1-26t, ti-36%T,
Ademés, se debe tomar en cuenta las condilciones que debe
cumplir 8t con relacidén a las constantes de tiempo del sistema
v a la exactitud deseada de la solucidn.
Es convenlente simetrizar la matriz después de cada paso.

A continuacién se revisarid el método de Kalman-Englar.

3.3 SOLUCION POR EL METODO DE KALMAN-ENGLAR

Eate método es aplicable a la solucidn de la ecuaciodn de
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Ricatti invariante en el tiempo, y se bhasa en las siguientes
expresiones:

De la ecuacion [2~46], se tiene:

) -
Pty) =10y (Egay,) £)) +85p (£1,0, ) PUED T [844 (Ey0, £4) #8035 (L4, &) PLEY]

2.-138
donde: ti+1 = £t - 8t
Las matrices 813(t,to) se obtienen de la particién de la ma-—

triz de transicién 8(t,to), en el sistema

:%(t) x(t) : .
LS(t)}"ZLactJ |

- -1
donde: 7 = A -BR, BT
-DTR,D -AT
Como 8(ti+i,ti) = e(-Z8%t) , se puede evaluar mediante una
serie de potencias, asi:
et = I + M+ M2/21 + M2/30) + ...

Para 1llegar a la sclucidén de la ecuacidén de Ricatti es
necesario aplicar repetidamente la ecuacién [2-138]. De igual
forma al caso anterior es necesaric simetrizar la matriz en
cada paso.

Para la mayoria de los problemas existe wun 8t bastante
pequerio con lo <que se obtiene resultados precisos. Los calcu—
los pueden ser largos cuando el principal interés es calcular

la solucidn en estado estable.
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Esto es en esencia el método.

Con la finalidad de demostrar la wvalidez de estos méto-—
dos, a continuacidn se procederd a realizar ejercicios practi-—
cos, de manera que se pueda observar la utilidad gue presentan
estos métodos para obtener 1la solucidén de la ecuacidn de

Ricatti.
3.4 REJERCICIOS DE APLICACION

Los ejercicios que se planteardn a continuacidn se resol-
verdn por ambos métodos.
1SBNe -
Es deseable determinar la ley de control que causa la

rlanta
5 (t)= =, ()

%, ()= —x (&) + 22, (&) + ulE)

para minimizar el criterio

T
20%2 (T + f[zf(t)+ 2z2(6)+ w2 () 1dt
(o)

El +tiempo final "T" es 10. ZEncontrar la ley de control

optimo integrando la ecuacidén de Ricatti.
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So ion.
Puesto que los programas implementados se trabajan con
matrices, entonces el primer paso es expresar el problemza en

forma matricial. Luego

Ademds cabe anotar que el orden del sistema es n=2 y el
nimeroc de entradas es m=1.

Estos datos se introducen en el computador y se obtienen
lés siguientes resultados.

(ver anexo Al).
Biemplo 2.

Considérese la siguiente planta

x, (&) = x, (&)

X (t) = %, (&)

2, () = 23 () + ult)

Determinar la ley de control que minimiza el criterio

1
f [zZ2(EY+ 0.1z2(t)+ 0.1u(t)] dt
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Solucidn.
De igual forma, es necesario obtener las matrices del

sistema y de ponderacién, asi:

o 1 o0 0

A=[0 0 1 B =0

0 0 -2 1
1 0 O© 0 0 O
R, =|0 0.1 O R, =0.1 P(T) =0 0 O
0 0 0f 0 0 0

Bl orden del sistema es n=3 y el numero de entradas es
=1. V
Introduciendo estos datos en el computadqr ée cbtiznen
los éiguientes resultados.

(ver anexo AZ)
3.5 SUBRUTINAS PARA IOS PROGRAMAS IMPLEMENTADOS

Debido a gque las subrutinas son un poco grandes, v con la
finalidad de dar mayor continuidad al +trabajo; se ha visto

conveniente, exponer las subrutinas en el anexo Bl.
3.6 COMENTARIOS

En este capitulo se ha obtenido, a més de la solucidn de
la ecuacidén de Ricatti, la entrada éptima y los vectores de

estado 6ptimos, por medio del computador digital, v con ayuda



de los métodos anteriocrmente mencionados.

Realizandc una comparaclon entre los métodos Runge—thta
v el de Kalman-Englar, se puede iﬁdicar aue el primero de
ellos tiene mejor precisidn y sus resultados son mas exactos;
ademds la integracidén se realiza en lbs limites de integracidn
deseados.

Esto no ocurre, con el segundo método, yva gue en este se
debe ingresar el numero total de pasos discretos que desea el
usuario, contados desde el tiempo final hacia atrds. Luego,
este numero total de pasos, puede o no incluir el intervalo de
integracion que requiere el primer método.

Los dos métodos tienen €1 mismo objetivo, €l cual es
determinar la matriz solucidén de la ecuacidén difersncial de
Ricatti; estos métodos son rapidos comparados con los de otros
métodos existentes.

Los resultados obtenidos con estos métodos son satisfac-—
torios, con lo que se demuestra la precision vy validez de
ellos.

En resumen, para losg dos métodos se obtuvieron tablas vy
graficos de lae siguientes matrices:

— matriz solucidbn de la ecuacidn diferencial de Ricatti.
- matriz ganancia de realimentacidn en lazo cerrado.
— vectores de eétado 6ptimos, vy

- vector de entrada optima.



Con respecto a los gréaficos, estos indicaan el comporta-—
miento de la planté rara minimizar un cierto criterio. Estos
graficos varian a medida que lcs valores de P y F se alejan
del valor en estédo estable. Ademds, se obéerva aque los wvecto-
res de estado v la entrada oOptimos tienden a cero; esto se
debe a que nuesfra referencia es cero. Esta tendencia nos
indica que el sistema es estable alrededor del origen.

A continuacidn se re&isaré un método para dbtener la so-—

lucidn de la ecuacidn de Ricatti én estado estable.



CAP I TUILOD Iv

SOLUCTON DE LA ECUACTON
MATRICTAL ALGEBRATCA DE RICATTI

e EL. COMPUTADOR



— 84 —
4_1 INTRODUCCION

En este capitulo se obtendrd la solucidén de la ecuacidn
matricial algebraica de Ricatti en 2l computador digital vy se
aplicard a varios ejercicios. |

Se ha escogido un método para resolver la ecuacidn alge-
braica de Riceatti; este es, el método de Diagonalizacidén gue
da la solucidn numérica, a partir de la ecuacién diferencial
matricial de Ricatti.

Los ejercicios que se propronen servirdn de ayuda para
comprobar la validez del programa gque se va-a implementar, a

continuacidn se revisara el método.
4.2 SOLUCION POR EL METODO DE DIAGONALIZACION

Como se vio anteriormente, la solucidn en estado estable
asintética se expresa como:
E = WeaWiz—21
donde: Wez v Wiz se obtienen particionando la
matriz W, asi:

A. 123
W= 11
Fay W

Esta matriz consiste de los vectores caracteristicos de

la matriz Z



donde: _

Las n primeras columnas de W corresponden a los valo-
reg caracteristicos de Z con parte reai positiva, vy las
nltimas n columnas de W corresponden a los valores carac—
teristicos de Z con parte real negativa.

Generalmente, algunos o todos los vectores caracteristi-
cos de 2 rodrian ser complejos, asi gque las matrices Waz vy
Wiz serian complejos.

Pero, la aritmética compleja puede evitarse de la si-
guiente manera:

Silfa es un vector caracteristico de Z gque corrssponde al
valor caracteristico T con parte real negativa; entonces, su
complejo conjugadc €& es también un vecbor caracteristico que
corresponde al valor caracteristico I' con parte real negativa.
Ivego, las Gltimas n columnas de W contienen pares de vecto-
res columna complejos conjugado. Esto siempre se cumple cuando

se logra una transformacidn lineal no singular; asi:

1

En cuyo caso, todos los pares de vectores columna comple-—
jos conjugados que se encuentran en la col(Wiz vy Wzz) son

reemplazados por dos vectores: real Ree) e imaginario Im( )



en la col(Waiz v Wi==2).

Entonces se llega a la sigulente 1lgualdad

Wy Wla = (W00 (W00 ™ =y, Hd

lo cual demuestra que W 2z v W iz puede ser usada para calcu
lar P, en ves de.utilizar Waz v Waz.
Para Efinalilzar, =sa dardn loas pasos para calcoculsx —P—:
a) Formar la matriz Z2 vy utilizar alguna técnica numérica pa-—
ra calcular los vectores caracteristicos gue corresponden a

los valores caracteristicos con parte real negativa.

b) De los n vectores caracteristicos formar la matriz 2n = n

s
7
Wao
donde W12y W2z son nxn submatrices, que estdn formadas de
la siguiente manera:
Si e esg un vector caracteristico real, entonces forma

una de las columnas.
Si e y & forman un par complejo conjugado, entonces el
Re( &) serd una columna y el Im(e) serd otra columna.

c) Calcular 5:

P = Waini,
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A continuacidn se aprlicard este método en algunos ejerci-

cios.

4.3 EJERCICIOS DE APLICACION

)

Utilizando los mismos ejemplos anteriores se comprobarad
que con los tres métodos se obtienen los mismos valores para
la parte estable.

Ejemplo 1.

Congsidere la rlanta

'}(‘.I.(t)= Xz(t)

2, (E)= —x (£) + 22, (£) + ult)

que minimiza el criterio

T
20%2 (T + f{zf(t)+ 2z2(E)+ u(t)1dE
[V}

Encontrar la ley de control o6ptimo en estado estable.
SQ ]!Cv:‘l g‘z[)- =

Puesto gque los programas implementados se +trabajan con
matrices, entonces el primer paso es expresar el problema en

forma matricial. Lmego
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Ademds cabe anotar que el orden del sistema es n=2 y el

namero de entradas es m=1.

Estos datos se introducen en el computador y se obtienen
los siguientes resultados.

(ver anexo A3).
Eiemplo 2

Considérese la siguiente planta

x {t) = %, (&)
x,{t) = x, (&)
X, (&) = =25 () + u(t)

Determinar la ley de control en estado estable que mini;

miza el criterio

1
[ 2o+ 0,122 ()« 0.102(0)] at
o]

De igual forma, es necesario obtener las matrices del



0 1 0 0
A=100 0 1 B=|0
o o -2 1z
1 0 ©
R, =|0 0.1 0f R, = 0.1
o 0 o

El orden del sistema es n=3 vy el nimero de entradas es

Introduciendo estos datos en el computador se obtienen
los =siguientes resultados.

(ver ane=xo A4).

4_4 SUBRUTINAS PARA LOS PROGRAMAS IMPLEMENTADOS

Debido a que las subrutinas son un poco grandes, v con la
finalidad de dar mayor continuidad al trabajo; ese ha visto

conveniente, exponer las subrutinas en el anexzo B2.

4.5 COMENTARIOS

Como e puede observar la eficiencia de este método es
aceptable, debido a que los subprogramas para calcular los
vectores caracteristicos es wun poco largo, sin empargo sus

resultados son satisfactorios.
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sistema v de ponderacidn, asi:

0 1 07 0
A=10 0 1 B =10
0 0 -2 1

El orden del sistema es n=3 y el namero de entradas es
m=1.

Introduciendo estos datos en el computador se obtienen
los siguientes resﬁltados.

(ver anexo A4).

4_4 SUBRUTINAS PARA LOS PROGRAMAS TIMPLEMENTADOS

Debido a que las subrutinas son un poco grandes, vy con la
finalidad de dar mayor continuidad al trabajo; se ha visto

conveniente, exponer las subrutinas en el anexo B2.

4.5 COMENTARIOS

Como se puede obhservar la eficiencia de este método es
aceptable, debido a aque los subprogramas para calcular los
vectoree caracteristicos es un poco largo, sin embargo sus

resultados son satisfactorios.



Debido a la configuracién de la matriz 2 , los wvalores
caracteristicos de esta matriz no tiene parte real cero, v los
valores caracteristicos en lazo cerrado y en estado estable
son precisamente los valores caracteristicos de 72 gque Tlenen
parte real negativa.

Ademds como se observd, en los graficos de los vectores
de estado y entrada éptimos; al variar el wvalor de la matriz
de realimentacidén en estado estable, la respuesta del sistema
cambia en la misma medida en gue estos valores se alejen del
valor verdadero en estado estable, obteniéndose diferentes
tipos de respuestas, entre ellos: oscilatoric, subamortisuado
v sobreamortiguado.

Es asi que de acuerdo a las caracteristicas que se desea
tener en la seflal de salida, se puede variar la matriz de
realimentaciodn.

Por wltimo, se puede indicar gque la precisién de este
rrograma es menor a los dos métodos anteriores.

En el Ultimo capitulo se dardn las conclusiones finales.



CAPrITULO 7

COMNCLUSIONES



ANALISIS DEL TRABAJO TERMINADO

Términos como: ‘'control oéptimo”, "ecuacidn de Rica-tti"”,
"criterio de rendimiento", etc., son términos cque se han
considerado durante =21 desarrollo del tema; el cual, aue

se cree que al finalizar el presente estudio se consigue
dar una visidén méds clara sobre cada uno de ellogs.

El andlisis aue se realizd en la ecuacidn diferencial ma—
tricial de Ricatti, no se queda solo en la hase dé un
conocimiento matemdtico, sino que a la vez relaciona esta
ecuacién a la solucidén de un problema particular del
control o6ptimo, "E1l Problema del Regulador Cgadrético
Lineal".

Es por esto, gue fue necesario estudiar la Teoria de Con-—
trol Optimo, ¥ asi buscar un camino adecuado que permita
obtener la. ecuacidn diferencial de Ricatbtti. Esta inguie-—
tud se origind al realizar el andlisis del Problema . del
Regulador Lineal Deterministico.

Para un completo estudio de la ecuacidén de Ricatti, en el
dominio del +tiempo, fue necesario analizar el Problema
del Regulador en estado estable, v llegar a su solucidn;
ello condujo a obtener la ecuacildn algebraica de Ricatti.
Es aqui donde se demuestra gque la ecuacidn diferencial
escalar de Ricatti es un caso particular de la ecuacién

diferencial matricial de Ricatti.



T,a ecuacidén algebraica de Ricattli nog indica, aque _si la
matriz de Ricatti P es constante; entonces, el sistema
6ptimo resultante es lineal & invariante en el tiempo.
stema que se

A manera de introduccién, el sigulente su

analizd, fue el comportamiento del sistema cuando se

0]
o
Ly
Q
8]
}._J
(I
3
o

presentan perturbaciones, y la solucidn a est
es por es0 que el subtema lleva como titulo: "El Problema
del Reguladoy Lineal Ortimo Estocéstico'’.

E1l tltimo subtéma del Capitulo 2 fue, el Problema del
Regulador Optimo Lineal Deteministico Discreto. Después
de analizarlo se concliuye gue el Problema del Regulador
Continuo v el Discreto son duales; esto es, que las pro-—
priedades v las soluciones tienen la misma estructura.

En los capitulos 3 y 4, se obtienen las soluciones de lag
ecuaciones de Ricatti (diferencial y algebraica) por
medic de métodos computacionales. En estos capitulos se
vtilizaron técnicas iterativas para hallar sus solucio-

nes.

REALIZACION DE LOS OBJETIVOS

El alcanzar los objetivos fueron la meta de este trabajo.
Losg objetivos que se plantearon en el Capitulo I se  han
1ogrado; vy de esto puede dar testimonioc un lector neutral

que lea el presente trabajo.



CONCLUSIONES

La importancia de la Teoria de Control Optimo; se debe, a
que la teoria moderna de control estd Thasada en: técnicas
variacionales, +teoria convencional de servomecanismos A
el empleo de computadores de alta velocidad; es por esto,
que los campos de aplicacidn de los Sistemas de Control
Optimo son numerosos.

Debido a aque es muy importante el estudio del Control
Optimo se deduce que, también son de gran importancia los
factores que intervienen en un problema de Control Opti-
mo, como es el caso de la entrada o6ptima uw*.

En los problemas reguladores, u* se obtisne de la matriz
de Ricatti P, v siendo los sistemas reguladores de gran
interés en el Control Optimo, es evidente que obtener la
matriz de Ricatti Juega un papel muy importante.

Por lo mencionado anteriormente, se deduce que la parte
fundamental de un problema de regulacidn de Control Opti-
mo es obtener la entrada o6ptima u¥.

Después de encontrar la entrada 6ptima; entonces, se esta
en la posibilidad de disefiar un controlador adecuado,
para mantener una salida deseada.

En estas conclusiones no se especifican .las ecuaciones de
Ricatti (algebraica y diferencial), ya que las dos ecua-

ciones persiguen el mismo objetivo, el cual es encontrar



el control o6ptimo; es por esto, gque se habla en forma
general.
Ademds se llega a deducir que, la teoria de control 1li-

neal con realimentacidén de estado puede ser integrado a
la teoria .de reconstruccidén de estado, para asi lograr

0

ct
[
=
@)
i
ct
}.J
3
(@]

una sola teoria denominada "Teoria de Con

Lineal Realimentada'.

Con respecto a las técnicas de programacién utilizadas en

este trabhajo, se mencionardn las ventajas v desventajas

encontradas:

Programa Runge—-Xutta.— Es un programa que tiene la mejor
precisidn, la ejecucidn del programa es réapida, se
cbtienen valores de P y F, gue se encuentran dentro
del rango de integracidn, pero esto no asegura tener
la solucidn en estado estable; como se observd ante—
riormente, estos valores se utilizan para calcular
los Vectofes 6ptimos; ademds se puede obtener el
valor en estado estable si el rango de integracién
es grande, caso contrario los graficos que se obtie-—
nen no seran los reales.

Programa Kalman-Englar.— Este método tiene menor preci-
sién al programa anterior, su velocidad de operaciodn
eg parecida al programa de Runge-Kubtta, tiene la
desventaja de llegar o no a la solucién en estado
estable, yva que depende del numero de pasos discre-—

tos que se ingresaron durante la ejecucidén del pro-



grama. Egste numero debe estar en el orden de las
centenas para lograr la solucién en estado estable,
y poder calcular los vectores dptimos.

Programa de Diagonalizacidn.— Este programa 28 grande
el Ttiempo de ejecucidén se Thace més largo a
medida gque la dimensidén del sistema se incre-—
menta. Con esta técnica se obtiene la solucidn
en éstado estable con una precisidén aceptable.
Cabe sefilalar, que por ser este programa muy
grande, puede ser sustituido ror otra técnica
de programacidén mas simple.

Estos méteodos son de gran utilidad por su rapidez, con-—

fiabilidad v precisidn; es por esto gque los resultado

«

son satisfactorios.

A pesar de que los programas implementados pueden traba-—
jar con cualguier orden del sistema, se recomienda utili-
zayr sistemas de hasta orden tercero y en computadores de
alta velocidad, caso contrario el trabajo se vuelve largo
v tedioso.

Cabe mencionar que los programas se realizaron en el
lenguaje de programacidén Quick Basic V4.5, debhido a que
este paquete es muy versdtil y fédcil de entender su pro-
gramacidn, se pueden utilizar computadores IBM o computa—
dores compatibles con IBM, permitiendo de esta manera

llegar a la mayor parte de usuarios.



De los graficos que se obtuvieron; se puede indicar aue,
estos muestran el comportamiente de un sistema en el
dominio del tiempo, v debido a que nuestra referencia es
cero, tanto los gréficeos de los vectores de estado opti-
mos y el grafico de la entrada épfima tienden al valor de
nuestra referencia. Ademés se observd gque, si  se varia el
valor de la matriz de realimentacidn optima, también
variard la salida del sistema, de esta manera su puedean
variar las diferentes especificaciones gque se tienen en
un sistema como maximo sobreimpulso, tiempo de estableci-
miento, estabilidad, etc..

Resulta dificil enumerar todas las conclusiones gue se ha
ovtenido en este +trabkajo; sin embargo, quienss tengan la
oportunidad de seguir paso a paso el contenido de este
trabajo, notarédn que se obtienen a lo largo de todos los
capitulos, obras conclusiones; de tal importancia, depen-—

diendo de la manera de como se lo enfoque.



A N EBE X O S



ANEXO Al

En este anexo se encuentran las siguientes tablas

correspondientes al método de Runge-Kutta:

1.—- Tabla de valores de la matriz Pk
2.— Tabla de valcores de la matriz xF¥%
3.- Tabla de valores del vector #X#k

4_ — Tabla de valores del vector XUk

Cabe sefalar, que al presentar un grupo de seis columnas
de wvalores en una sola hoja, ha sido necesarioc presentar
ciertos datos cgue son de interés como son: valores iniciales,

valores finales, valores donde se presentan los maxzimos.



===

bt et Rl e R

3]

1
H

o e
AU L

s mm=m=as

R e e 67
righe %...mp.._,wg G
74 e e
mﬁlk lt...m I!.:r vw.
M el o] hx._
z.? _......n__n.,J_ 3: [}

e T L G

€ e £y
SRai
ST -
S b
ED_ n.\..dn.zu :,u_ fhu.

»

r,nu E.J_Q.y ..n_,.. LV

M@ Ezwa.usw “M.. F_ﬁ.“
[T N .
REEEE
et e 1]
w.,ix ..)w...zhn. aii _74;

Aw‘ ﬁj t.j 3.“ ..u?.
wpead]

U0 Lot BT €0 G
ﬁ_.f.w M“ig “m«u "nm. ‘.
M_..J £7nfhﬂ | —M ol
ﬁvm n...m _?h_ r,; Sm

IOk oy g 0Ty
rond]

M._ mﬂ T I BN

o Ly 35 (. KES

m“uie [ teed w_.rax.. ..,z..w mkyd
L BT ot 110 tge Ko v |

i3

.nq.:né!l .o I

¥ .n,.i_né &,u_ _EJ

rpreed]

KW 00D _ﬁc..%ﬂ..

DS aB

RS Shed Can 18 .ﬂm\
nmﬁu _Ml.ﬁu i.v _.wh_

ﬂ ﬁwn‘ﬁwu_ wuw.u amw:w

[

[ T O S B I |
B it Lt Rt

o) S0 el 1TV

i
bamn B [ty W imse |

T

| R[OS et B o WY e TN



O OSSRt T Y = = 2 e = =

el et e e T T

flu« r ~yi, -a u!
SR o ,
n S e
m W?& .»zub .+w_rn _mwmiam
QQ Arrergeesi] rrerd PRy
R A

i J_ leﬁmy ‘nr_r, _.c;..

Eﬁ_ o § 3_:
mﬁ,ﬁw T 5
s g

w wedraned) soned Sy
R VRIS LION)

. >

A 8 s e o

._m_@ awn. D .5.. Aﬁu
L
e @.3 B2

ST E ..f.,.. :
e B NDh

EJ_ BU _ﬁ.u .ﬂ} _..&..

SJLE GO L3 i
Ko .Z.__.}...u SR

Ik £ (5T 45
[ m mmnu 15 rierd m?,
iﬁq L3 w:..&n w1 u.ﬁ:
E..u. % M_mﬂy __ﬁxo .&:

—£ ﬁ{.’ﬁr;&. mnivw_ ¥

[Nl ¢ odlreing DK
SO S
SRR g 475

w..a i ﬁ

,.v_ QU_.NU zuq« g

ul

iuﬂ“ _Hw R K
e

m”..mu._ —.‘.fvft %.“.2 e "

O I AT _?.,.
_.,..Q Aw.. _é.y LN, u_ (¥

£ S g ;.“

[N O O I B |
ey o

= O e 1N
e
b Bt [V F e

™ P N g

I A P | N8 s B

m:l_
...:

r.umm
.t.tv:
X
T
a,w..
[

Ny



KRGt S e
Sy (ERSTL
rmmw.. my_w w;z iy
RIH AP 577 )
R witograied o 130y
LJCH B ey f R IRt

- » o

L LT i

RO D I KRS
_Txm._ TOGTR wsedl 0
Rap LN el A BN
I e Lo B 110
KICH et S vend
LI SIS g A
g TARN OB
e
t i X R

M_od_ ..:.-Z.»;lovm w'vs.—-m _Mua.h
DS Lot~ N T |
RO EHaiShN g v

£ R £ Ity
EM. ﬂw N «M iy
[ R < gt g N B
I wiesdresdy swssd] KT
LR R AR

B Rt wed
mu?s mmmaumm.w nﬁ.m mmﬂ.w

Hrfide PR, h.n Iy e AL..Ju
LN Lo
KOy aeeerrpmet el {5
T e T

LT CHROE v )

v s vl gy ot
B TN

=l oA

e
B e 5 Lt

em et e ™

| AL PR Y i



b

el
P

PP IS

ﬁ pﬁn

nJJ it q,u_ W
L] "
rn.z._ My |

LY J_i.wz oISy
A~ un LY

g o wwh.r
F.tti—ﬂ.w uu””

s..u_z nzi_ N
r_} S 3:
SERBIC R 1 mu
e i g 15
n.uJ [ w!n 24 w
el
_.sfu__LQ ,xnw
3:...1 rdr,

Q:: .?.n G
R _-mmu
.Etmﬁum 7__

~

n:.u_n..m. .U.J

e LN »‘...

.rl.

Nﬁiw :v.
v ).4.

] r,,r..

ﬂz.u nﬂu_ e
mﬁmﬁn &m..w

rerlf

(I I
T

=t

e
o] =]

Neu s

FalFas

g

ﬁ



==

=Rom=o ST =

B

==

e g 1

p,ﬁ
gy
e n Uk
quﬂm&::m “w W_J
ey 100N
5.7F hﬂ :..&

iu.ﬁw, :Ez

QKD ,;/1_.

R e g

(R AN

DILAR Y

[t v § e

o E n

NS (55
e Bt qwﬂ

ﬂ?f_ﬁ :

E%.ﬁ.{ .ﬁw -

AL
o fmm.w
RIS 755,
ot W Wi}
mmﬂu.&u_i Hge
o1l

P T

L o]

o o]

e !

o lFra



=

LEGRN &
AR L ]

..1”." ,o,.-“._a e 4
AR reerd]
L} M~

-
R €1

LR Y
G
lﬂtm.i& nw...#

i

e iisiiig e |
R

el 1
RPICN 3

rrhd wered
LN “mm.w
LHNST BD
e
R
smey
e 673
=t L e
RS 830

Jrorgoan

L o)

Ly [t | .

-
] e\

S S

Fralfng



N  my E v M s NI NN GW WON G mcS M Bt B e ey ey Kbv £ S e g Bt e we SN G M mw AW SN R e e N M me M e Ra o W
e e S T et W Wq R M AR W B e S B W MR ey E e MR A om P emp M M S B SN DR M e G a4 ¥ OB e mm b e

$iua o 15

g izf i

%L J aped U3

ot Y

LI 0 AR
i

L L0 1

LA I 4
pr e ]
ik tobob LN
o i op e 30 i

E3iui; uwmﬂ..v Qi)

L% g B0y
AL AL
s {7 S
R S

@.ﬁ"ﬁwﬁqnﬁﬁ

LR Y
1L FRGT G
B P N T
T 2030 1B
TG TE

Hm.uﬂmwmnmmﬂu

T STV SO
sl g Y
ORELIE N3
T ARNE I
BT g voverd mvend

Lt uﬁ G

[ ]

[HUER



m..fs

J
o

Dy - T m T T R RCY W T S £ A3 M R EY R st ww wy mx Bm e Bw WR CU M1 DM I SN e s We WY EIX £ Jm ms IE

e et e Rk e el e e el i S ——

e e q.._,u
.:./. B ﬁw. 4
't

& _”,m GH
A

TNy _.._.ﬂ.. ;
-~ - -
[RB nww,.u L8N

o
T el .uné
rm.:_ o

P a...l:

Nﬁw nt .._......
Aﬁvu .o_.,a ﬂxu

s (Do IR
Lol R By

\Oﬁa ity ;
E.ﬂmm —m&.ﬂ. .w
R
A....m..u -ﬂ.n.nw Ezun
u L w
o i
X ey .wau_
qirdgoe § w
ﬁ«mﬂw % Fm,
_ﬁﬂu f.m“u ...nu..

o e €N

uru

X 21 T
ﬁﬂt.__. f,..
et ot

Lot e}

Yr=ae] ox==s

e 170

Npm? S

g

ﬂ._}



T 5T BT I x5 S T2 O ste v rw xS X S xm £F £ 53 X2 Zm e S Sr OSSO &% D S R KD 3T S D £ [IY S8 NN S 36 5 I T 3 B Sw

T e wm s TR B Tem Wx G e T M T R e N e e S W U RN VI ) D TEm b Ged S6 G e W Gn e WM W S M e W e e =

hy ﬁi_

.A. "
ui:
O A n.,_ e

LAY
17N e —..ﬂl

At.a.-n H B
e "m..w )
.ﬂmmw CER Y
R wumm,g Pl
1Ly, mmn nt{ -_.i.w

,2;

-
ww

PG £ £
et 1 f...

KN Y
i

T

LI I B
Lot Kleat

] ey
gesr

Rl U e |

N o
At e -
ot chulbls il




£2r o par ey ot e ver W R FW 3@ X Vi N S8 K WY Tox [T} £w my W mr T e TY mf X3 S ¥ Xt MW ey 5= Xm S I3 £ O B A2 £ xw T

P s e e e T S . S e e W O W e e W T e S e e R € G MM e R e YR MR e B e e e

.z:u_ [ by

Jt{;& -Huu_

72N Eam.d
_-Qum!. _)_ il

M».mi ..ﬂ.
3 £,
._au:ﬁ Qe

-l -

el i

FJ.H S5
s

e P

..!.:m M_ﬁ'u_

RERI NS
el 550

o i
_..Uﬂ” _z.c.w
THRR SRR

t.d w

.Fa_..a F 24 .v

g o
%@mw
mwu_ ﬁﬁm

wﬁw_ﬂw mﬂuu_



Bty
|- Eall
Ry
[
L
[
Bl

=
i

w2 e mw Srw ew T e e B Y Tw WO T I S SN B A G S S w w g par few x cmy Som £ Kox Z¥ 3B X3 TN T XS B Dm T Fox T v w me

e e e e L B e W B FU A G A e TR W e A m e e R e M e EER WM M M e e

i
[P N
- ~

seseennf] ranesel]

ﬁ“z me
P
N
e A
sl 50 |
5
A mmmw
L Fad]
g

P



oy B T I 306 M b A £2 e mw D E e D S e s £ TR SN S RN S D e Gt R Tt T XN Bt NI ST TN Mt Dy R Ex wx X3 3O

e Ve W S e S W WA e e S W e e e S v mm et S e N W e e e N G e e

&

i
A

3
ua ot .%
(A Kk ot
sy
™ 55
Ktvastd mmu.
LR gl

1y

_.Qm “uhu
e .%mw
S Y

ARGF 1

v T

~—

=3



En este anexo se encuentran lag siguientes tablas

correspondientes al método de Xalman—-Englar:

1.— Tabla de valores de la matriz *PxX

2.— Tabla de wvalores de la matriz kBE¥

Cabe seflalar, que Al presentar un grupo de seis columnas
de valores en una sola hoja, ha sido necesario presentar
ciertos datos dgue son de interés como son: valores iniciales,
valores finales, valores donde se presentan los MAXimos.

En este caso no se presentan las tablas corespondientes a
los vectores kXK AR AV E debido a gque son las mismas tablas
obtenidas con el método de Runge-Kutta, esto se determina ya
aue todos los valores due tienen estos dos métodos ( de ®Psk

vy CREk ) son iguales.
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4 continuacidn se presentan leos graficos corre

a los dos métodos anteriores:

1.- Gréaficos de la mabriz kPi
Z2.— Graficos de la matriz GkE¥
3.— Graficos del vector Rk

4.— Graficos del vector kUk

Los dos primeros graficos se obtienen con los
kP v kEk caiculadas con los dos métodos, lo
sipuientes son calculados con variaciones de la matr
asi:

a) grafico 1y 2 corresponden a los valofes de

calculadas con cualguiera de 1os'métodos_

b) gréafico 3 corresponde a los valores de #F#% siguil
F=[9© 6 1]

c¢) grafico 4 corresponde é los valores de *kF% sigui
F=04 7]

d) grafico 3 corresponde a los valores de kI gsigui
F =05 2]

e) grafico 4 corresponde a los valores de #F¥ sigui

F=[3 31

spondientes

)~

R
(D
®
o
(b

va

o

s gréafico

n

I S

entes:

entes:

entes:
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X#( 11 ) —
X#( 21 ) o
Xmax = B.974

U= 11 ) -
1 Qi T —
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GRAFICO DE X=( 11 ) Y Rs( 21 )

e
P
i H
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O :’_l l", v
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X#( 21 ) e
Xmax = 9,385

GRAFICO DE U=( 11 ) Y Ux( 8 )
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GRAFICO DE X=( 11 ) Y Rs( 724 )
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¥Xmax = 8.978
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(41 )
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A continuvacidén se encuentran las siguientes tab

correspondientes al método de Runge-Kutta:

1.—- Tabla de wvalores de la mabtriz kP&

2.— Tabla de valores de la matriz HEXK

Estas tablas de valores corresponden a variaciones de

matriz de ponderacidn *Rzk, asi:

Bl resto de valores son los mismos
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A continuacién

correspondientes al método

1.~ Tabla
2_.- Takla
3.— Tabla
4.- Tabla

de
de
de

de

valoresg

valores

valores

valores

Estas tablas de

matriz de ponderacidn

52  presentan las

de Kalman-Englar:

de la matriz kPX

de la matriz kBEX
del wvector XXk

del vector KUk

valores corresponden a variaciones de

¥Rak, asi:

Re = 10

El resto de valores son los mismos

1a



i
;:U_ b
L1

fireae] _...|.=
jor |

.

o

Lt

[ he
neveey
i
fEemh

0 5 T Xt o YO X ST X XY TN ST 3y 2 W NN Y 3w B9 twe W mve mw =3 xw 53 O ST MM 3 Sw TR 3Y PO S S DT XX T 7 N S SR Dm w23

—— e W O M e S ey S EE MR v mm e v P Gou bm A e T WR W Mk e M R At A R W W IS A G N Em e e wn

A. ” .c ..i.. r ..
a.nu el s.q.e..a Vo
J Q«J. B _\.vﬂ

e 1 SN LR

g™ K B 18

g Vnmu “n#u_ wi.a
rppelf pepsvendl wpsedt ...2:4

IR n% ma ,.nw_ R

N

B i
e I
.ﬁmﬁ: jﬂ..f -401. .-aisﬁ

f.:u nuz.._ .J.J __uﬂ

w(.ﬁnw __._3% [ 2 » | n}__.w
S e u.. e

W _._.\.W P ."m v
PR I w kg
e N ? oy

.I.._ ﬁiz D 00

o

LN RS n«uﬂ wa:.vw v

.H DI
- w
A«H.“rﬂ nﬂ-.l A e

wessrd

€yt e
n.oz.... [ ALY W
e HCRTR 0 OO
e (OF R -xw“u.
A.R:. :x..,,n .v!& .ﬂrz.

..,,s,_.,‘ n.iu_ gy “_ :mu_

Lt |

meme
G g wn .va .b.m
SN ISR SIS 135
n,mﬂu nmnu ,um‘w .ua_..u_

_ﬁm.w.h.md_ mmfumﬁ

LI T T O O N |

T T ey e,

e T e 1)

—a— Y 0]

e N Ty

i S L b B T I

ey
o
]
KED

?n..;_

> a
.n.www

o
i

LN w...w

i .1_1.
u

“.w_
a:w

e J

F..WJ

B/u

i

Rz.uﬁ
R

3.03&
A ]
Rm..,,

o
ﬁmw

el



Sw o e A TR MW XX T3 3 T k¥ S e =T B IR S me KX AT FeD e e my S0 RN ER By s Ke e BB S0 DR W SR fhe kw @3 CM TR GI M R ax Km
—— v W @ @ W e e W M v ve M e e e G b % WA W Ame S W WM mm e e e e M e e R e

5‘3-_ .y~m‘.
Finzlm «. -~ mt,_a <3
M, m_"_z. L

e Mg by
£ a%.,._ WA IR
_ﬁ, . mf: "z.:. [ MJ_ G

T ..i, .ﬁh*ml. .annl -UMwW_ “”H“_..s(a

Ladi

L .ww .H_...q x_ﬁi wa,.mg
:"2.“ ﬂﬂw/."l -0“."1_ .Ju.z.

By [ B ot

P _‘uw CATE Lo,

LRI L2
w

UL WA R
O ) g

L S ._..7
o 1T .H,H
LS e e o ’
A ir»; et €50

MUM E,:u E:u __%4 M_.m._ M

G 0 Do 2 HORH
LA ;.,w Eaess
n.ﬁ_ & .m. R
B R 1o £ oo (255

ool 4 TR BT LY Y IO
Cad I B .1..3 L

LN o I
:z& nl‘.u Ty irred Rﬁd

_rz; g ... ,..ﬂm Nm“v“

L oo [ 51
[vaas T | O

KRS GO ool (€153
"ml.tn. AQ’- w.l M m,.l wﬁ..

AR R X N
KGR K5 N G sy

LAY 35 ”J} W
mui e B :. ...z.. 5505
K™Y O B T ok

b I S T I O N O |
T ATy ey Ty

Rl Bt Pk

cmppein
bt Elost NP K et |

ot S e
4 B Y 1o B i

ey



L Sona}
m.nu.!..-
-

s

1-.
[ ]
B

e

e e |

NP T E53 e £ e et T M W WU W B XN X T XN WX WD RN DM Mew S A 3 Mt WY G KT EN aw 3 D% ER IUY e M S Fm SO o e A s

e e e e e S e e b TN w S wem T SRy BB T MM e M e M AN M YT e wE WS e A e b

RN X R
s | ;ﬂnm:. -1 - -!w.J AN
ﬁm 46 mﬂg rhf

1 & -~ S S 0
b ..4.5 RN .:_. w

..z.u H¥ 251 _,_ _
ju '—'.

FhSsus
et L “n.:
e R
moverd | __wﬂ.u_‘w.w. RN
npge “o e5iy

fov e LNow ENOVT o i
e e (e P 1
el Fw b ~ﬁ“m 5
nf.. _.nmz Ch ~y " ﬁ.,.q

;2.5 aux.d w2 4 ,uﬂu_ 6....9
ey EE AT

g oot
el o it R

S
s o oy L r
uf,.mm, stef e .m?,.

d.#a % .u.ﬂoﬂ 3 t mzz

ala.m.’ (e

fre M GEX g
AN vy Fod oy O
upa m{ mll_..v w-a P s 1l
e KN 00 L R
v P M i 165
e KRN N0
Ne~ :ﬂm) D

L0 T N S Y N B |

VT T TN T

e 10 e~ 17

——
o e Lo L e

NP ™) Py P S

[ 0n BN o SR i DAY 0 SN



X7 e wxs M T Sm I I €3 KOV £ X Dt X ey ETY DM EEF K3 D S Sy D e €3 [5w W &7y e e e mes I M Da v X R e 3w tmt MOV e AX R
TR e W W Pu EDY ¥ e e G S W e e W S el 4 B e B e A e N R W v A e e ma m e mm = A e e T

o
mmzf“ e e | -xm,u_

KErn Crein £ ﬁ
" L »
S L T ]

LI

z.t.:.u )

Kol MUJ_ n. <
R v (5N
Q¢ ] UUQ R

R A g

% eend CIN

AR TEF IV

e

nﬁw “30. m.w._w“u
) rz:n ¥, ,.“w

nmn;. .uﬂu -

_,._m% R
K% wme 5 “.
S A O
LR o

sm,u .43. s n._

LI T B |
Lot Wlat '}

hliadt Bty |
e

] e~

L

| SEWIPY M



-
Ferm
i
e
o
Rt

/8

_ﬂ ey
an“ m.z.m &
_mz_&“ nmmw i !

e 13N

aseen i #Y J.?
X

_: u fﬂuw ¥ .r..«
e..k .,{u. ._:.u

g

RN £
¥ ey

n«. ¥ f.uu. w.

_nﬂu .z.\g .u\.u

LA

g™y e 105

Amﬂw e B
B0 S S0
Alu:tﬁ _aﬁu

mrli .._

%ﬂunﬁn{_
] L

[ou™ | mtli s

e
-L_
Wmﬁz_. by N “t

& mu ..zd. i ,_._
£y

Ty e

W N

anpale
Ll Lot |

hUT RS

w;lf& —”..Pr-



1

-
Sor e st 2 £ 07 204 £33 TXY O KET % KR K Y KTT BN e e v b e W R e SER X S W e e v NN £11 M £ S DA R AT S mm = mm mx

5 A
B LA TLUA
LAY ~EHGLAR

Y
A

L
D

— T W B P b Mag S B Bt WY W W W S e e e v S mm Gm W W e S e = v = T A e W e M e WA G v

g ey
e
mﬁm “z.

m&uﬂouu_ uu\:;. 58 A

Sr

u ?ﬁu (R _,..g

[ un._w ..wﬁ: nwim.

—\..J.V K 1.2 m...-.
N

nE o) —
1

TR QS
LV

_mJ.zu_ vsa- -.a_
A

B
LJICH .u,..u_ mm
S e
ﬂwﬂun T....-

nwn.u ..Af. niz

n.u,,.u n.u;_ 5

= .

_.f NS mw
A e £

A.ﬂj .ﬁuv QU

nu_ ‘nn? 5
X

Cigm Rtaat }

=4 1743

I
et K aee |

o™
Furea 1ag

§oawn 29573 9& »



o,
s |

Heeonl]
m.A
poorete ]
Bl

LW

Ll
By

ol
-

ol
"

—

X Dt ke £ D WY ST W G TIR DN €N TN s o e I3 SN 3w e Y eve G e 3P &X Ay B W B W mw w8 Du ST NN W Pm wx ww I3 sm xm s oowomg

—— et v T R e T N DN W e e v P NN W e M e e e e A W e e S v v A TR e e e e M e e e

Y0 rwreel)

2
B\:w .._..ou. w

iy
.;L__ nuf

_Eu_ Vit

.ru J_ -}d;

;.n. .m_._.u_ 3..._..

[ £ b m:.u

- wl

3N GMU. L]

xxnz. Y .v

_M...u..a -,‘..A‘mg ﬂ..._,_.
¢ i v AR
mn J_ ~./m.t.

RoE s vl §
&.3 el

m.ﬂ_.:.ouu -nﬁ.u. :!:.n

Elentt &350 A.ﬁu,
Aw..”w g ”;.u
[Svy ) num.u“ L5
SRR, m.u

-t -

R B i vie B u

L g Rt

e ww-q
PN

Rlams 8

R gl P
Tt et



S S S e B SR D0 Sre 0 £ B SR m 7 E e ST A B e ey e S S W M B 3 b v o= gme e D NN Da KN wx 3a ey Bt oY D€ T % ¥

e . B P e R v =Y Thm = e tem e R e v M A T e W v =% A ke e v W e = G P W e B P e

“p" ._...d 1,.

- -« 2

BRI T
ol

A.lim

nJ..u.. al..o ST

YORCEY

e v

n.»_wdu. nriz
(]

EES Ny 6

RIS
spize J et g ,,.u
TSN G (0
Auay “uwﬁ s
L3 ma .aﬁb_ _Fnu_

)

3y |

T

Rlaslt Rloa |

a1

!..L\ LR

o7 et

ey

[REV §



et
EZemma
e

T rr e e W D S e T K R W o Iy 5T A4 TN 1 e ahe o o e pee arw D TRS S e fim vw sme K3 M YTy xx 53 FR RS S St PR AP

e vre P RS R S mm e EH S e BN R Sar W e T = e e e W R SR W e T S e e e M SR A e e e = e =

I
3. <
ek o
O™ RO
KER= ERN

L N

e e
4t

e 1

Bl B

(% § 3]
kel fﬂw
[ RNl

- Y
..1:&%."“&

weanfl

E % G

pete§ €I

AR

YRS

vernef] 5

e i
LI
mmﬁmw (23
e L5

e R
L

el 1800

e

LS

-
posble't



A—=4
P

el

Al

I3 5 Do nw 5SS aw £ Bt B0 S T2 men mE T w1 Xx mw e px S RS SR SR Sw rZ W2 ST S PR OEST £ TR O3 B8 £S5 SN IR ST Dm IR 7 T IT ER aw I

I e W O e W ER e e W em M W M e G mm em Wt M M M e B S Thm S AR A e S W m I P e N e e M R EE G e W

B3I .L:H
Mk a#."

K ,ﬂ,u_ £

_H;Jy r,.ﬂ.u.
7%

L]

i

vrrn w’..n,w

U_ n.tz!
[l

ne—ef

Ny

o
———an

—dl



A continuacidn se presentan los graficos corrsespondientes

a los dos métodes anteriores:

1.- Graficos de la matriz kPxX
2.- Graficos de la matriz kExk
3.— Graficos del wvector kXk

4 — @Graficos del vector KUk

Lios graficos se obtienen con los valores de ®¥P® oy REK
calculadas con los dos métodos anteriores v con 1la variacién

de la matriz de ponderacidn KRo:k.
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ANEXO A2

En este anexo se encuentran  las siguientes tablas

correspondientes al método de Runge-Kutta:

1.— Tabla de wvalores de la matriz *xPXK

(’D

2.— Tabla de valores de la matri REH

N

3.— Tabla de wvalores del wvector Xk

4. — Tabla de valores del vector xUkx

Cabe sefialar, que al presentar un grupo dz seis columnas
de wvalores en una sola hoja, he sido necesario presentar
ciertos datos gue son de interés como son: valores inicialss,

valores finales, valores donde se presaentan los méximos.
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A  continuacién se presentan los graficos correspondientes

al método de Runge—~Kutta:

1.— Graficos de la matriz #P#*

2.— Graficos de la matriz CkBE¥
3.— Gréficos del vector HX¥®

4.— Graficos del wvecbtor ®U%k

Los graficos se obtienen con los wvalores de

calculadas con el método mencionado anteriormente.
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A continuacidén se presentan las tablas correspondientes

al método de Kalman-Englar:

1.— Tabla de valcocres de la matriz *®Pk
?2.—- Tabla de valores de la matriz kBEk
3.— Tabla de valores del vector kX%

4_— Tabla de wvalores del vector RUKk

Cabe senalar, gue al presentar un grupo de seis columhas
de wvalores en una sola hoja, ha sido nscesario pressentar
ciertos datos gque son de interés como son: valores iniciales,

valores finales, wvalores donde se presentan los mdximos.



[
ﬂm..l,u
bl
wlil
[ -
[
Radns
fendl
et
~ale
o
t-—1%
Lo
e
fation Y b Vo
LN o
T P |
e
et
oty ST |
s I
T T oy
e} -.u.nlmm
ol
jutrl oo
oo
Ponmedl
o
fattee
pme)
f
B
—_u!..H
[Lase
el
ot
~0AZ
e

£ 2 ey A T Ry Ew Sy T Smr (X INW S WD TEN B S Xw ma I DM ey e e BN P P ny T e TR S G S mX e X3 fw XD Dw My R XD

S i W W R B e e W G ey v W e Do e e e R A et G M e S M M e M e mE

M ._:.zzu WY A .ﬂ..u.. " Wﬂﬂh e
wu_ .m..m r...".. seipgh gl .m J:...m." .M,?, __43_ Y
RO Bt Flulty F a1

vnﬁ:nu restee] N»s‘um 21.3“.M ._ ; uw“

PRER IR Y ) (O P ._.,.wfﬁu ,ﬁ..u &ﬂ

rf._ .A‘MA .wwu. .ﬁru x.ﬁb ﬁ.:.ﬁ o ﬁ_ HH [a s G Emu

.&ﬂ_ LN :,mn”. xam_u _riu .ﬁ“r _m“. .:ﬁum tnn .E.J_

¢ T veeeed MY fﬂm é renrd uoqw vrova
mmﬁ SR e IR AT IR 1 2 _}“m_
Mﬁh n&:. \?»(. i 3 g ol e el § 5.

e Pl QL evmeend BNGY HATN €Y, H
LI ‘ [ % .L .f).: :L.Z_ AJ...J et _h_. F:r-_...ﬂ

&ﬁ. .ﬁ__ am..y au..u _ﬁu _néu_ _,ﬁu,,_ LI 5D :.4.

Fw....c. LA TG BTN T e LA Etree (CT W IC5
:J.k “ # .M. MIALY e 3RNN m__. S
s 3 M ;b R w’ﬂ% e :J-_ wnﬂu
E_s. oo 5 soed i IR 215 5
J.vvzu n“mﬂwn nu%;Mn anﬂ“W _mﬁ..v mumuw mamﬂ nHtt Fwy
Eﬁ; nﬁ‘__ muwu.x Awm"w _SAJ z.;"u. m:wy _w,“"u et

A T ] m.mz.. rm, N LRI wn:.m f
Pl s F e B :" gy ..“ bt .a:
G ) N i R

R R s m«mﬁ“ L _.Q _.M.w F.ra PEJ =

”» L

RIS ﬂﬁu -nmﬂu awﬁu .nu.snﬁ ,L.( .m.e w&ﬁm 2

s Ll el TR R Y

JSRCH rpvond 8 e L0 IR €35 ,wv_ 3
mem %A- V1 ..ﬂ .wn .J wm M- n_s mw w F mm.:’
1 .« KR ik .u.. .}

KRt g Tﬁn. 4] _@.h ﬂw.u_ Q; w aﬂﬂ ﬂ_.“.v -

.Q

fan
T

mmmm“ o uﬂmu 3y __Mww 3 Heet _Mr 3 _m,

L) [ L%

n 2% e 1l n%w aﬂwmm% B wa
VR N D RO KR 1G] (! 3.\

_Pmﬂu uﬁuu u.mnu nmt.u nzh,u _?,.} uum.u r.ru:w W __ et

i 'J

-

nnmﬁ. hmﬁ. mmH. Rsmd _ﬁmﬂw :mmj_ gu: ﬂﬁ u. BN

/1 R Y VAN O T AN AN Y SN N AN I |
T T T TN TN T e S ey T

i 100 RO Rt § 00 b onan Ry Wi e N lupge |

B Lot Lt Fa¥ s Toath Tla]

i e L e e

| 4 KO b T o SR (o BN o B el WY i R N [ WO



R
Bt
BEy

e

EIND

Boh
n=xmy e -

- -...ur._
e Lo
[ ot
-
[
s |
:“lH
|
]

[
|l ]
o ]
g
n,

i o

2t tw 21 Te e WY =v WY D =W T T2 U S KT SN B 5T mT 3 D ST U DW D 5N 33 TX OO S R am G ity Dot M TV M et T3 T mew Re mw e xS

- e P mm e N EE R e E Yem A e e e A e KRI R PER M e M e e e e

ESmam TR

e ) M g e YR - ;

e Mq L s M,A wﬁ At &5

s N KE apwsd g3 o

Mt E F‘Zt rese] fl Nvee x’.:w mv QW __mmj

Uy oneat -u.a)n. :»z._.n e ,. aﬂ? ~}\9 ﬁx. 3.:0; .ﬂwne
¢ ™

vvesr] reeed .‘m..nﬂ amend e nuni _wnu_ ﬁ..& Rﬂu _L.J

?.at_ f...,_ﬁ... _,..3_ %
mzz vt 1y n_._ﬂ.w R I L T T

o Kot cposd Einc R X iz L m?z
v_ x| rerrerd .:_..:. v.vz.:m wu u._t&! n}_..u _.ﬂml ;.37u

- .«

R Rl nﬁ; .ii .._:i &_nu Eﬁu ﬁmu_ f.q ! __J
i

Biwers <arsec) apesnd damnied] £RA0Y 1enadl apnsef] wpeed] SENIW YT
Wl L3 OO0t IO XY 3,9 L nr_.w RIC¥
Fawaam (1 K N (g e

gl B o R, 29l 5 e P s
(S ac BV K uigs EVSee 13 w:w ..:,Jz nzé g )is.m
» ”» L3 "~ - <
el RO Y SCR .__zi _mwﬁg .us.u_ e RENCHN
wiby)

L B _mJ:m _\mmﬁz "mﬂ.w < 107 .%m
TR L ol T

x?‘z._n apreay § 14:. e 1 B LN

£eer G o 90 K5 e L é.. DI

m [ R v-x.!n mn”. New Rln.d I st BN e _ﬂmu_
£ o 2 o 3 R e
exzm zi. nmﬁ raed %i ,%..u_ ﬂ..ﬁw ﬁzﬁ 7§H

A u.. i .w.h :ﬂ: loptr ] muu m’!u __nnm“ ‘xfw MMJJ...J i
UM AN VOl NN
L B W gnz.. _&mﬂ wfi . u. wd
!ﬁn e rpend GO TN el T n.f! .{F
[ ¥iae w zz:“ ...1“.4 ...zﬁm” ah.:u aP wzxw e J......m o]
......l. ......:. rﬁu ..1;& ..z.& nmmb_ .\ou.u_ R | m.,,n.,w .W,U
[0 |

NI I I I

e T P Lo PR e i N e A . K R

~eeml %] I S WY T e N IO

et

Rt Rt Bt 1ty Dot B i B M naie Wil Bl

e T Tl L WL R e

95 WOBY oo S b Y [ OV VO o Y oo RO o Y o S




=¥ 2o =0 = vy oo i = Sm T wT IF 5w oY I oo B A OF I ORI SN I3 S T 56 It 8 Dw s BN 53 SY ST W SR Na TR XS S S X 5 ST I
— e e R R e R R W PR T M et e e ThE mA W e v RN W M e e e M wm e e R -

L n. e
wu.f :1.24 .’Honv.w

% g.:.u _1? .3.,.
m.f; ﬁﬂ:w xumw e

ﬁn i, _m,.ﬂu LE ]

B
LAY 0 u i .Mﬂ

vuxo‘m roeteg ?w red
FSb RN 15 AMMQ.
“ e

Lo B s T ta..__z

Purrum WQC _ﬁ...d\ﬂ _mn.ﬂ.u_
% B Mvea 58
rﬁ. wm”w__wwhr

P e
u aL. [ R ”_ ;uhw

1.

__um,.“a ﬁﬁa KRR I d_

o

Foen VRl S B
z SO NN
-.:a.qm : M ﬂs.z.: ..a?.m“

Hihe r\m"

ok mwmw ﬁﬂw Lol
» - o~ N

AR RN RN %Y

e e

30 il
f.; el s nmm,u

‘h xh" M ZA Az-
,,e wn,_?: _“%m_
_.mnh ER w.ﬁﬂw iqim

frond #Tora K30y ___w,.,v_

S

“‘,Wun IO
N Mk T34 5

o :?mér Zﬂm&

{00 TR WO O I 4

Lt § wle ] ol |

—gebe
el et RIS |

Pt Mg N

[ERY (EUS) SO



B
fers
Rz

Fns

S KRt £ s T X S reY I I w3 X3 ST TMD e A W e seet DEw X e OEY e e N rm K S ww T e mm R N NS e tox Cm W TE E e

e R M e W W W S G e W W ER S M e UAd B W e W BN R e e e W B e G e e W A e M S W e

mx; P

ey JIA g™

MW , wﬁ .rh.g .%m_
Y e WG

LIS mw.ﬂ

..z... ,nuj_ 7: f,.,

[

it‘ :&7 e n_.

L0244 ey 1S

et oy
un | zm..w_ﬂ n.«_% ]
et

.uzé :ﬁ, v K™

WY

P SR R

o b g (R

22 [N 'l
.m; g fm mm

43_ AN ﬁé

bt :&1. ;Z; A;ﬁu.
LW

2 Ry o) ‘Qﬁ
Mo Y g S
mfm-y m«»i ﬂu»ﬁu _nm,u_
s oy R
w % 2 wrf __
.HJ..tn u_:u._.... Azwv_u _nlf!
00 e
Iy ._1". “m.u.z.w EXax mmum
i e L D
] 13.7 NI
:..2— :u«.m il T nﬁﬁ

nu-.ix :ﬂuﬂv .:»IL K Hﬁ..u_

i vnrn b
T e

L LN R |

~—
“«—t ~r— -t

N N
| BEST SRy W

g

et



[

A R i o e e e P R AN e W G N e wm pet e ¢ m T MEv X PW R R AN M e MY MY G N N M RE NN SN SR MW &1 W e e

s W e wm tew R mm WA WA G e S mm SR e e S G e W G WA Y P BA e WA W R 4 e S N G e e wA R e e

e BN e
T:; .ﬁi1 I

2
f. (il o g
[T AL RS
£ IO

- e

&_.... zuw.n. _ﬁmnn ey

v+ Y z.k.n
W. xw,“ 1 YeE: w
GITG RN
R T &E
0 .az CRED

aﬁ. m%u ﬁn_«_ ..au..

\7. :/F.. .33 x U_

A, g i Mmm mﬁ__

n ;zsﬁ

ﬁﬁ.m A._rw :mww ﬁ.u:.m

FE R R R
;q.ﬂ..n M_..Sm milu e
e
St _Sh _a_mm_
r..m: ST

WIS M _.,u Aﬁ: Ai.,u_

L ogtLouey
[ el T
1 3 “—T.n #,.-Jg laa e iy =
T 2 e 18
A x:”. _,r? _ﬂmﬂ

mﬁ_ rﬁ ..._ nzm,u ...:z_

m mﬁw M3 RN

oy My ey ﬂax.?

i Tl o e
N D )G _‘4
VRS RS A.ﬁ“u {nﬁ S

" [l

ek G et KGN
]

I T T I O |

T

v e eeed

o

Lt Lag




Bt
Foeea
) Lo
e

o

g

pebottore |

<
| |

0 A R my S s S W N KR MY K M R s G EET XS e W W K3 RON Oy ST R My AR M NI ME XX Ew MY e Cw XT3 A e W T
——— s T S T WA S e M e e e s G M e A S S e k8 e - —

Lo mmu,.n” ..NM“.M |
e HNags anend 2R
DR
AR N RIS b
vc.am-n Y~ memw Wm
P BN N SR
N b > »
R R
i Gk
g

W 0 IS

wpodl HEE [y (RS
i i A
PRy i Rhtis T
7 N
Pt E gy v
M»_.w.z." ”nuu_ nw.,_.d _m..ﬁy
i agiegp ety
ol P T
30T R KU SN

b
HERE IO I
¥ TR

"w.hf_wmduu‘.,.“_n.zz,“
IR Ty
e SOV K G

vavser] RS _m,..m“ _,m”w
R R an ,

AL AR A e
i [y
Y 5
P Hm A
ey Sk
G ] - apered ﬁgin
e

five S5 RS DL T
%. T )
v

[ama R R ]

spmetof e Yypeef
o

L At L)

W

ey




At e e X X X Ca B M T RN W A N M R RN W Y — — R R ) R MR M3 G e g S S G G K e XD
—————————— o T - e e e el R e W ey e OB e e

mmd-v -nm.—mmﬂm"
e Y
rend %ﬁmﬂ
i Y
LR

xﬂw B

L ﬂr.w
kg

M:_,u“w.. ;
LI i oved
P
50 B

B 103

nummw e

Fa IS
Dy
o i
[ AR L]

RPN

mm__mﬁ gy

a4
By 2
MR A
-T_Mv.ml. _._nw\ﬂn
SR
3 -

.n.”...ﬁ“ 3

S~
N
e
P Ry
Al G
ool sy
PR
sasverd raverd

i

PN T e

RS
i

[ ]

ey

o lia
|

-.l(.-
war®
—l

Jprreey

Ganend

rr

i
»

L
Yerried
_.m‘zw
L ad
ks
P
F.:x».n



[—
foe—a

et
P

Mo —-a
<12

s

— T — . - — W W R P K G e N T A W AT - 02 T

-—— e b S e e e m  Amn e T R S R S S b M W MG W e A e S -

gm.-__m )

it
SR
e M
Tt BRI

bosa g

¥

_mf.v-. i wz.”w
LIRSS
RO
w o
ORIEEy
A

PP
NE NN

el g
F et E 10
FRAII N

R
€

sl
SRS
Hr pE
V.G 1
oo HER
PN L0

7Y
Lo
Fa Ty
MM”. r%

R R
P iy
Rk R R

A

mm.w. LRre]
BN RS
i
B 5500
Froweee MARA
DRl g

LAt

el



[t |
rten)
nuz...

xﬂu.....

5o

o A Y Dy W WX CE E M W e AT) XS I WT W A W et A3 S RS RO G KT SR e R e Y e M G N S

— . S B b R v T AR M e Ty e e e e e e

nc.,.Q
“u gwf.
§ an

.t.«k M5~
R s
- e
Lo ]
6]
e |
“, ﬁmww
i
ﬁwﬁ %
‘m.nm Wit
Uoady

R Ry
vka.vn nr%....w

__ﬂJ“

s greem]

i

"t

ey}

ma,
ﬁiﬂrd



A continuacién se presentan los graficos correspondientes

al método de Kalman-Englar:

1.- Graficos de la matriz *Px
2.—- Gréaficos de la matriz *BF#%
3.— Gréaficos del wvector kXK

4_— QGréaficos del vector ¥Uk

L.os graficos se obtienen con los valores de

calculadas con el método mencionado anteriormente.

P

37

KEH



P( 12 3} —-
PC 13 ) —-
Pmax = 1.179

e

GRAFICO DE F( 12 )

Y F(C13)

PRESIONE <CR> PARA CONTINUAR



GRAFICO DE X=( 11 ) Y X=( 31 )

Xx( 11 )
Xx( 31 )
Xmax = 1.8668

t = 8.85

GRAFICO DE U=( 11 ) Y U=( 8 )

U 11 )
U 8 ) e
Umax = B.758
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ANEXO A3

En este anexo se encuentran las siguientes tablas y

srifico correspondientes al método de- Diagonalizaciodn:

1.— Tabla de valores de la matriZ *Px -
2.— Tabla de valores de la matriz k¥
3.— Grafico del vector kX% .

4.— Grafico del wvector ckU*k
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Xe( 11 )-—
Xx( 21 ) e
Xmax = 1.688

Ue( 11 ) e
U#{ 8 ) woee
Umax = 1.665

GRAFICS DE Rx( 11 ) -Y Xx( 21 )

\L o t-8.18

GRAFICO DE U«( 11 ) Y U=( 8 )

™ i=-4.14
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A continuacién se presentan las siguicntes tablas

grafico correspondientes al método de Diagonalizacibén:

1.— Tabla de valores de la matriz Pk
2_.— Tabla de valores de la matriz CkBEX
3.— Grafico d=l vector RXk

4.~ Grafico del wvector *kUk

Estos datos obtenidos son producto de variar la matriz
ponderacidén *Rza¥, cuyo valor se cambid a:

Rz = 10

¥
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GRAFICO DE X=( 11 )Y Xx( 721 )

L
X( 11 ) M
Ke( 21 ) e t-8.18
Xmax = 1.888
GRAFICO DE U=( 11 ) ¥ Ux( 8 )
N
;o -
Use( 11 ) J Igl .
U( @ ) e ] r . ' t - 8.18
Umax = 1.546 ; 1RR1
. S
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ANEXO A4

En este anexo se encuenitran las siguientes tablas vy

graficos correspondientes al método ds

1.— Tabla de valores de la matriz *®PxX

2.— Tabla de wvalores de la matriz *x¥%
3.— Gréaficos del vector *®Xk y ®%U%k con

Método de Runge-Kutta.

intervalo de tiempo del

3.— Graficos del vector *Xk vy *U%k con intervalo de tiempo del

Método de Kalman—-Englar.
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.........

X#( 11 ) -—-
 CTQC R p— , | t = B.65
Xmax = 1.888 — Yttt

GRAFICO DE U=( 11 ) ¥ Ux( B )
e —— ,:

.....

—t ettt
Us( 8 ) e - eeet . ' { = 8.85
Umax = 8,699 T .
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A#( 11 ) -
CKx( 31 ) -
Xmax = 1.856

Ue( 11 ) -
U#( B ) e
Umax = 8.793

GRAFICO DE X=( 11 ) ¥ X=( 31 )

ot ot g,

GRAFICO DE Us( 11 ) Y Us( 8 )
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ANEXO B1

A continuacidén se presenta el listado de programas de los
métodos Runge-Kutta v Kalman—-Engla», junto . a ellos se afadid

el programa principal.



DECLARE SUR MATRIXTE (MA'(), THL(), M!, MY, £BI(), €400}, T2H), L1)
3B HATRILT (MAI(Y, TLL(Y, HE, MO, ER1Q), HBL, ID)

DECLARE SUB GRAPHICS (MY, M1, RI(), T!, ORT'(), OPTL}(), CKALY, FRU(}, XOP'(), UOPI(), LH!, 145!, FDII())
*SDYHAHIC '
DECLARE SUZ ENTRADA (N!, AY(), T, OFTU(), OPTLI{), ORA'(}, FBI(), IRRY(), CPI{), CRLI(), AWIPI(), AUXPLI())
DECLARE SUB BRAFIC (T, H!, I, 5* 411, LOADI(), BAUYY())
DECHARE SUR TABDIA (N!, )IA!() As, H1, 8%
DECLARE BU% CLABRD () '
DECLARE SUB TABKU (N!, KUTTALI(), CKA!, A, T!; B!, K1, #3, TH!, I5!)
DECLARE SUR FACT (LI, Lt!)
BECLARE GUR DIVERSA {R2!(), H!, H1)
DECLARE GUR D {R2!(), BI(), DOI(), MI, H!, CLI(Y)
GECLARE SUB At (N!, A1(), ALI())
DECLARE SUR TIEHPO (MPY, T, AM{), ERL(), EL1(})
DECLARE SUR TRANSFERE HFIn (%9', £}, HAY(Y, RY)
DECLARE 5B RAICES (HR!, £8'{), EL1{), RY)
DECLARE SUR ECUACION (Ea'() L), ul, Y, R, NPD)
DECLARE SUR MULTIPLICACION (n* e!(), iy, DZ!(), DR, PU(Y, DDE), ARD, ALTO))
DECLARE SUR HODIFICAR (Hi‘ , LYY, A2U(Y, THLOY, T2U(Y, 181, E9L, TOL{), YELL(), 4Y)
DECLARE SU RANSOC (N!, 041, dﬂ' T?!(); ALLLY, VELI(), E9Y, RY, A21(), HiI, I11)
GECLARE SUR NORMALIZADO c (9! C HLE, TEL, TRHO), ALY(Y, MY, TLI(Y, A20(), T21(3)
DECLARE SUE MORMCI (NI, Ti1(), 12!(), yar)
DECLARE SUR DRDENACION (H!s EBY(), ELI(), LY, B0, IHU(), IHRM(), REM())
DECLAGE GUB RANGD (N, 041, MO!, TO!(), &L1(}, VELY[), E9, R, Bi!, IiY)
DECLARE SUB \nnnAL17p30 (als 1, HAL, TLY, TON(Y, ALM(), D, THN()D
DECLARE 5UB HORML (N!, TLi(}, U@!)
Y =2

4 ; CLE 1 CALL CUADRD

LACATE 3, 24: COLOR 1f: FRINT "¢ HEMN U RINCIPAL »: COLOR 3 )

LOCATE &, 1A: FRINT *(*; _DPQTz 4, 17: COLOR 1 FR!H 1y LOCATE 4, 29: COLOR 5: FRINT *) Ingreso de datos dz las gabrics:
LECATE 9, 22: COLOR Ll: PRINT tS0LUCION EW ESTADD TRAMSITORIOL®: COLOR 3 )

LOCATE 1L, 1&: FRINT °(*: LOCATE 11, 17: COLDR Li: PRINT 2: LOCATE 1f, 28: COLOR 3: PRINT 7} Ketodo de RUMBE-KUTTA™
LOCATE 13, 1A: PRINT *“{™: LGFATE 1%, 17: COLOR 11: PRINT 3: LOCATE 13, 20: COLOR S: PRINT *) Metodo de KALMAN-ENBLAR®
LDCATE 14, 23 COLOR 1f: PRINT (SOLUCION EN ESTADO ESTABLEY®: COLOR '

LOCATE 18, 1h: PRINT "(*: LOCATE 19, 17: COLOR 11 PRINT 4: LDCATE {8, 29: COLOR 3: FRINT *) Heztodo por DIAGONALTZACION®
LOCATE ﬂ, L&: PRINT #{~: LOCATE 28, {7: COLOR 11: PRINT 5: LOCATE 28, 2@: COLOR 3: PRINT *) Salir”

18 ¢ LOCATE 22, 31: PRINT “"INGRESE LA GPCION [ ]“‘ LOCATE 22, 1: COLOR 113 INPUT "¢, R: COLOR 3
IFY=10RS5=40f5=35 THEN BOTO L5

=)

IF & = 3 THEN €MD

IF R ¢» 1 THEW & ELSE 22
18 IFR=2THEN 17

IF R =13 THEN 19

IF R = 4 THEM 22

IF § = 3 THEN END

6070 &

20 : CLS : CLEAR , , 48000

CALL CUADRO

LOCATE 2, 28: COLOR 11: PRINT "¢¢ INGRESO DE DATOS >Y°: COLOR §

LOCATE 4, &: PRINT "ORDEN DEL SISTEMA N = *; : COLOR il: INPUT **, N: COLOR 5

LOCATE 4, 4B: PRINT “DRDEN DEL VECTOR DE CONTROL ¥ = *; : COLOR 11: INPUT *°, 4: COLOR 3

IFY =1 THEN ¢

DIN A(2 ¢ N, 2 £ H), BN, ), BY(N, ), RL(2 t N, 2t H), R2(2 ¢ N, 2 ¢ K)

DIK P(2 1 N, 2 ¥ Ny, H{N, N), BN, N}, DI(2Z ¢ N, 2 £ N), D2(2 A N, 2 4 N)

DIN D3(2 ¢ N, 2 ¥ N), PL(5), DB{2 ¢ N, 2 ¢ N), T(106), DELP(18€0), KDI(2 & N, 2 ¥ N}, FDI(K, M)
DIN TB(2 ¥ N, 2 ¢ N), ALIZ E N, 2 8N + 1), T2(2 4 N, 2 8 N}, AUX(2Z ¢ N, 2 ¢ M)

DIN CL2 # N, 2 £ N), ID(2 ¢ N, 2 # N), TT(2 # N, 2 & N), CC(K, N}, FKL(H, N)



DTN TT4(2 ¢ N, 2 2 ), HA{Z ¢ N, 2 1 H), RE(2 t N}, REP{2 I N}, REM{2 t N)
DIM AY(2 T H, 2 L HY}, EO(2 T R}, EL{2 ¥ ), INB(Z t H}, TH{2 t H}, WI2(H, H)
DIM W22UH, M), RY{2 1 H, 23 H), W2 L0, 2 L H), Tl(ﬂ tH, 21 H), LOAR(2002)
DIX DD(2 & M, 2 1 H), KUTTA{20G8), KALMAN(209Q), FR{2098), F{{2993)  GALX{Z84Q)
DI ORT{H, H), DPTLIN, N}, 10P(209%), UOP(2993), XUFR(’GB“), XGHY(Z“@G), UOPR{2803), LCPI(2223)
DIM OPA(N, M), OPB{N, M), IDP{H, N), CRON, N)
DIN CPL(M, H), ALXP(R, N}, AUXPL(H, H)
n:H ----------- THBRESD DE QQTGS ——————————
i IF H = 3 THER 2
LDEATE 4, 7: COLOR 11: PRINT "HATRIZ 1A1": COLOR 3
=7:; FOR I =1 TG H: FOR J = 1 TO §: LOCATE LA, 3:
COLOR 3: AY(I, d) = A{I, 3): LA = LA + &3 NEXT J: NED
LOCATE &, 25: COLOR f1: PRINT "HATRII (Ei%: LDLD 3
TA=7: FOR I =1 TO N: FOR J = 1 TO H: LOCATE TA, 24: FRINT °B{®; Ij ", %3 &y ") = *p COLOR AL: THPUT-2°, B(T, d)
COLOR : BY(I, 1) = R{I, 4): TA = T4 + L HEXT J: NEY 1
LOCATE 5, 453: COLOR f1: PRINT "MATRIZ tR3%": COLOR 5
3

-1

PRINT "A("; Iy ",°; 4y °) = 7; ¢ COLOR 11y LWRUY °7, ALL, J)

pn ]

Th=T: FDR I = { TOH: FOR 4 =1 TO N: LOCATE Th, 4

COLOR 3: RLY{I, d) = RifI, 3): TA = Th + 1: REXT &

LDCATE &, 64: COLOR 11: PRINT “HATRIT 1tR21": COLOR
=7:FOR 1 =1T0H: FOR J = 1 TO H#: LOCATE 84, 62 PRINT "R2(*; Iy *,"3y d3 °) = "; ¢ COLOR 1 IHPUT °=, R2(1, J)

COLOR 3¢ RY{T, d) = R2(I, J): = @4 + 1s NEXT J: NEXT I

f=3tH~2+N1H+H" W + 8 IF X >= 23 THEN X = 25

21 : LOCATE 23, 22: PRIJT "LOS DATOS ESTAH CORRECTOS [S/H1 @ [ 1°; : LOCATE 23, 58: COLOR if: INPUT "", VYs: COLOR

IF ¥4 = "5" OR Y% = "s* THEN 7 = f: BOTO &

IFY="H"MRVs = 'n“ THEN 23

Iy *)*y 3y ") =%y ¢ COLOR 11 INPUT ", RU(I, 4}

»—._.4
==
=
=
wd

N

BQTD 21

2 5 LOCATE &, 34: CDLOR 11: PRINT “HATRIZ 1Af®: COLGR 3

lA=8:TA=12

FOR I =1T0M: FORJ=1TOH

LOCATE LA, 20 1 TA + 3: PRINT "A; P43 ") =7y CELOR L4y DIHPUT =7, A1, 3): COLDR 5: AY(1, 4) = &(1, )
TA = TA + 1 IFTA =4 THEH LA = LQ +1 T =8

HEAT J: NEXT I

g Lo PQTE 23, 22 PRINT “LDa DAT0S ESTAN CORRECTDS ([S/WY : [ 3“; : LOCATE 23, 58: COLCR fL: INPUT."", Y%: COLOR 3
IF Y% = *5" O] V$ = "s" THEN

IF V4 ="" OR V4 = 'n THEN 2% ELSE 8

3 : CL5 : CALL CUADRD: LDCATE 2, 28: COLOR 11: PRINT “<{ IMEBRESO DE DATGS »>": COLDR 3
LOCATE 4, &: PRINT °"ORDEN DEL RISTEMA N =°; : COLOR i1: PRINT N: COLOR §

LOCATE 4, 4B: PRINT "ORDEN DEL VECTOR DE CUdTnDL #="; : COLDR 1i: PRINT M: COLOR 3
LOCATE 6, 341 COLOR Li: PRINT "HATRIZ {Bi": COLOR

LA=8:TA=18
FOR I =1T0H: FORJ =1 TO M
LOCATE LA, 28 t TA + 3: PRINT “B("; Iy ",%; d3 ") = "; : COLDR &i: INPUT ", B(I, J}: COLOR 3¢ BY(I, J) = B(I, J)

TA=TA+1: IFTA=4 THEN LA = LA + 1 TA=10

HEXT 3 NEXT 1

9 + LOCATE 23, 22: PRINT "LDS DATOS ESTAN CORRECTOS [8/N1 : [ 1“; : LOCATE 23, 58: CDLOR il: IMPUT "¢, V%: COLOR 5
IF V3 = *"5" OR V$ = *s5" THEN 4.

IF ¥% = *N" OR V3 = "n" THEN I ELSE 9

4 : CLS : CALL CUADRO: LOCATE 2, 28: COLOR 11: PRINT "<¢ INGRE3D DE DATDS Y°: COLOR 5

LOCATE 4, &: PRINT "ORDEN QEL SISTEMA N ="; : COLOR {i: PRINT N: COLOR 5

LOCATE 4, 4B: PRINT "ORDEN DEL VECTOR DE CONTROL M ="; : COLOR {i: PRINT M: COLOR 5

LOCATE 6, 34: COLOR t1: PRINT "MATRIZ tR33*: COLOR 5

LA=8:TA=10

FOR 1 =4 TON: FORJ =1 TON

LOCATE LA, 28 ¢ TA + 3: PRINT "R3(; Iy ",*; d; ") = *; s COLOR t1: INPUT **, RI(I, J}: COLOR 5: RLY(I, J) = RL(I, J)
TA=TA+ L IFTA=4THEN LA=LA+ 1: TA =1

NEXT 5 NEXT I



3

IF V& = 5" 0f V2 = “s" THEN §

IF ¥ = "N" €R Y£ = "n® THEN 4 ELSE 4§ L

51 CL5 ¢ CALL CHADRO: LECATE 2, 28: COLOR Ld: FRINT "¢{ INGRESO DE DATGS )»>*: COLOR 5
LOCATE 4, &: PRENT “DRDEN DEL SISTEMA N ="; : COLOR IL: FRIMT §: COLOR 5

LOCATE 4, 43y FRINT "ORDEM DEL VECTOR DE CONTROL M =% ; COLOR $1: PRINT M: COLOR
LOCATE 5, 34: COLOR 11: PRINT "HATRIZ tRZt*: COLOR 3 :

LA=23: TA =

FOR T =1TOH: FOR 4 =1 7O M

LOCATE LA, 20 1 TA + 31 PRINT "R2{"; 'Oy dy ") ="y oy COLDR (1 INHPUT =%, RZ(I, I): COL
TA=TA+ L IFTA=4 THEN LA =LA + 1 TA=18

HEXT J: NEXT I :

12 1+ LOCATE 23, 22: FRINT "LDS DATOE ESTAN CORRECTOS [S/HI v [ 37y : LOCATE 23, 38: COLOR L
IF ¥4 = "B" G] 5 = s THEN Y = 1 GOTD 4 '

IF ¥5 = "N OR Y5 = "n” THEW § ELEE 42

REH-———---m——- METDAO DE RVNFE -HTTA-——- e

17 ; CLE & CALL CUABRD: CRA = 1: TH = I

FOR 1 =170 H: FOR 4

=110 H R2(T, 3) = RY(I, J§: NEYT 3 HEYT I
FOR I =170 N: FOR J =

TD H B(I, J) = BY(I, J): HEYT & NEXT I

FOR [ = 1 TO N: FOR 4 0 ni(I, 1) = RIY(I, I): NEXT 43 HEIT I

FOR 1 TOH: FOR 4 =1 TD AL, 3) = AY(I, 3): W{I, ) = E HEXT J: HEXT I

LOCATE 3, 14: COLOR 1i: PRIN IHEREEU DE LIAITEE BE [NTEGRACION DEL CRITERIOL®: COLOR :
LOCATE §, 21 PRINT “LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION = *; : COLOR 11: INPUT *, A: COLOR
LOCATE &, 21 PRINT "LIMITE INFERIOR DE INTEGRACION = "y : COLOR 1i: INPUT ", 8 COLOR
LOCATE 8, 19: COLDR 1i: PRINT “{CONDICIONES INICIALES DE LA MATRIZ Pt ": COL LOR 3
LOCATE 9, 28: COLOR 1L: PRINT °% AL TIEWPO FIMAL "; A; "1: COLOR 5

L=18: TA=18

1l

—

n n
[ S e
:l
=

Lo en

w T e e

FRR I =1 TOM: FORJI =1 TON

LOCATE L, 281 TA + X» PRIHT B G PR I PR B R CﬂLGR ll

IHPUT ®*, B{T, 302 COLOR &: TA=TA+ Lt IFTA=4 THEN L =L + L1 TA =9
nhll, _) = AlL, 3) KUTTA(CKA) = H(I, J): CKA = CKA + 1

NEXT 41 NEXT I
26 : LOCATE 23, 22: PRINT "LD3 DATOS ESTAN CORRECTOS [S/H] : [ 17 + COLOR iL:
IF A% = “8" GR &% = °z" THEN 27
IF A% = "N" BR & n" THEN 17
G070 25
27 ; CALL INVERSA(R2(}, H, H)
CALL D{R2(), 8(}, DD{), H, H, CC{})
CALL At(N, a0}, AL{))
CALL TIEMPO(H, T, A{), EB(), EL())
C=9; H=-T: CkAL =
27 ¢ FOR X =-{ TO H: FOR Y = L TO H: FR(CXAL) = @: FOR I =L TO N
UN = CCLY, 1) ¢ H(Z, X): FR(CKAL) = FR(CKAL) + UN: NEXT 1: CKAL = CKAl + 1
NEXT Y: NEXT X
FOR I =3 70 H: FOR J =1 70 N: P(I, J) = H{I, d): NEXT J: NEXT I
=l:L=1
30 : CALL MULTIPLICACION(M, D@{), DI{), D2(}, D3[}, (), DD(), A(1, AL())
FOR 1T =1 TON: FOR J =170 N 0fI, J) = -RI(I, 4} + DL{I, J) - D2{I, d) - D3(L, J)
T(ZA) = H v B{I, d): P(1, 3) = H{I, J) + .3 ¢ T{1A): IA=1A + !
NEXT J: NEXT I
If L = 2 THEN 60TO 35
L=L+{: 6070 3@
35 ¢ CALL HULTIPLICACION(N, D®(), Di1{), D2{}, DI(}, P(}, DD(), A(), AI(]]
FOR 1 =1TON: FOR J =1 70 N: @(I, J) = -RL(T, J) + DU{I, J) - D2(I, I} - D3(I, J)
T(IA) = H + Q(I, 3}: P{I, J) = H(I, J) + T(ZIA): IA =14 + §
NEXT d: HEXT I

—

CATE 23,

E'J
--|
rm
',«l

1

LOCATE 23, 22: PRINT "L0S DATOZ ESTAN CORRECTOS ([S8/M) : [ 1*; : LOCATE 73, 38: COLOR LL; INFUT *¢

LOR & RY(I,

[51]

LU

L INPUT ®%, Ve: COLE

: THPUT °7,

, Vs COLGR 3
3 = I, 5
R3

A%: COLOR 3



IF L =3 THEW GOTOD 40
L=1L1+1; 6070 33

v#ﬂ PFOR T =L TONS 20 RELP{I) = (T + 28 T{I s+ N2+ 21 T{I+ 282+ T(I+330~T))/

607D 23

P 1R =

NECTI L=t
£LS & LODATE 13, 42: COLOR 11: PRINT “CALCULANDO.....": COLOR 3
IECY (A-8) /T THEY GOTO 31 ELSEC = £ + {1 BOTO 2
3L s CALL ENTRADAQ, AC), T, OFTCY, GPTL(Y, OPAD), OPB(), IDF(), EP(}, CPLU), AUKPY, AUPL():
320 FOR I =4 TOM: FOR 2 = £ T0 Ns WL, ) = B{I, ) # DELP{LY: L = L + L: XUTTA(SKAY = W(I, J): LKA
NEYT J: NEYT L
BOTO 29
17 METORO TE KALMAN-ENELAR-———mmmmmmmm
19 5 0LS ¢ M3 = 2 f i CALL CUABRO: CENS = & CEN = §; THK = .1
FOR 1= 1 70 M: FOR J = £ T0 H: R2(3, 1) = RY(I, J): HEXT T NEAT I
FOR 1= L TO N FOR J = & 70 #: B(I, J) = BY[L, J): HEXT.J: NEYT I
FOR 1 =1 70 K FOR 4 = { 70 §: RL(I, 1) = RIV(I, ) MEST J: NEXT I
FOR D=L TO N: FOR 4 = 1 70 N: &1, 1) = AY(1, J): P(T, J) = & MEXT J: SEXT I
FOR 1= 4 TO H3: FOR J = & 70 ¥S: TB(I, 3) = @: TT(I, 3} = B AUX{I, J) = 8: NEXT J; HEXT I
LOCATE 4, 23: COLOR $i: PRINT *¢{ CONDICIDNES INICIALES DE P 3*: COLOR 5
L=1:TA=
FOR 1= LTON: FORJ = 4 TON
LOCATE L + b, 28 £ TA + 3 PRINT *P(%j 15 %, 33 ") = *; & COLOR 14 INFUT **, H(Z, 2): COLGR 3

IFTA=4THEHL=L+1: TA=8 v
MA(T, 3) = A(T, J): P{I, 3} = H(I, 3): KALMAN(CEN) = H(I, J}: CEN = CEN + 1
NEXT J: HEXT I

y_‘

43 1 LOCATE 23, 223 PRIAT “LDS BATOS E6TAN CORRECTOS [S/H3 : [ 1% : COLOR Lf; LOCATE 23, 38;
IF A% = *3* OR A% = 's* THEN

IF 4 = " OR #% = "n* THEN i

BOTD 43

44 CALL THVERSA(RZ(Y, M, H)

CALL DURZ(), B{), DD(Y, N, H, £C())

CALL AE(N, A0, AL())

CALL TIENPO(N, T, ALY, £80), E1{})

CLS : CALL CUADRD: LOCATE i1, 15: PRINT “Mo. TOTAL DE YALORES FARA LA MATRIZ P : [ 1°: LOEAT
IHFUT "%, Ki: COLOR 5

CLS : LOCATE 15, 4B: COLOR Li: PRINT *CALCULANDO.....": COLOR
FOR T =4 TON: FORJ =1 TO H: T8II, 3) = AL, 3) & (-T): T9(I + N, 3 + N} = -AL(1, 3) t {-T)
T8I, 3+ N) = =DD(I, 3) ¢ (-T): TB{I + §, J) = -RL(1, ) ¥ {-T): MEAT J: NEXT I

FOR T =1 70 H3: FOR J = 1 TO N3: AUX(T, J) = T8(1, ): C(1, J) = @

IF 1 =J THEN ID(1, J) = L

TT(I, 3) = ID{1, 4) + T8(I, J): HEXT J: HEXT I

L=2

45 FDR 1 =1 TON3: FOR Y = £ TON3: C(X, ¥) = 0: FOR I =1 TO 43

CUX, Y) = CCX, ¥) + AUK(X, T) & TO(Z, ¥): NEXT I

CALL FACTIL, L1)

ClY, Yy =Cly, ¥) /Lt

NEXT ¥: HEXT X

IF L) 18 THEN 5

FOR 1 =1 TO H3: FOR J = § T0 HS: TT(1, J) = TT(I, J) * C{1, J)

AUS(T, d) = CUI, 3)  LL: C(I, 3) = @ NEXT 33 NEXT I

L=1+1: 6OTO 43

$ P FOR Y =1 TON: FORY =1 T0 f: FK(CEML) = @: FOR L = 1 TON

UK = CC(Y, ) ¥ P, ¥}t FE(CENL) = FX(CENL) + UK: NEXT I: CENL = CENL + 1

NEXT Y: NEXT X

FOR T =1 TON: FOR J = & TO Nr AL(I, J) = TTII + N, J + N): NEXT J: NEXT I

CALL MULTIPLICACION(N, D8(), Di(}, D2(), D3(), P(}, DD(), A(), AL(})

wn

INPUT 29,

= GXA +

fis:

!



FOR I =170 FOR J = £ TO My TTU{I, J) = TT(I = H, J} + DI(I, J): NEXT Jy HEXT I
FOR I =1 70 My FORJ = & TO 8y AL(I, 4} = TT{I, 4 + H): REXT &: HEAI I
CALL MULTIFLICACIGH(M, BO(), DL{}, B2{), D3(}, F(}, DI(), A()‘ AL{])
FOR I =1 7D H: FOR J = £ TD H: R2(I, J) = DR{I, 3) + 7741, d): MEET J; REYT I
CALL IMVERSA(R2(}, M, H}
FOR I =1 T0M: FORJ = £ TD s P(I, 3} = TTHLE, O} DD{I, 3} = RZ2(I, d)
HEXT J3 MEXT I
CALL HULTIPLICACIBN(N, D2{}, DI(), D2(), B3(}, R{}, DD}, AQ), AL())
CL5 ; LOCATE 1§, 48 COLOR Lly PRINT “CALCULANDOD,...,"; COLOR 5
IF X = X1 THEH BOTO 39 ELSE ¥ = K + 1: B0TO 44
37 ¢ CALL ENTRADA(N, A(), 7, ORT{), GPTL{), OPA{), OFB{}, IDF(}, CRLY, CPL({), AUIR{), AUIP1{)): GOTO 23
463 FOR 1 =1 TOH: FOR & = 1 70 H: P(I, &} = D&(I, J); XALHAM(CEM} = PII, J): CEN = CEM + 1) HEXT d: NEST T
5010 S
o SUEHENH DE TABLAE-——-—-—m=———m
23 3 CLS @ CALL CUADRRD
LOCATE 2, 17;-COLOR 14: PRINT "¢{ SBUBHEMNU DE TABRLAS >: COLORS
LOCATE A, 28: COLOR 11: PRINT © 150LUCION EM ESTADD TRANSITORID:™: COLOR 3
LOCATE B, 12: PRIMT °(": LOCATE 8, 13: COLOR Li: PRINT i; LDCATE 8, 14: CQOUOR 3
PRINT ") Tabla dz Yalores del Hetudc dz RUMBE-KUTTA"
LOCATE 19, 12 PRINT "(": LOCATE 18, 13; COLOR 1t: FRINT 2: LOCATE 19, 14: COLOR 3
FRINT ") Tabla d= Valorss del Hetodo de KALHAH-EHGLAR®
LOCATE 13, 22; COLOR 11 PRINT ° {SOLUCION EN ESTADD ESTABLEY": COLOR 3
LﬂFﬂT 13, 125 PRINT "{": LOCATE £5, 13: COLDR Li: FRINT 3: LOCATE L5, 16: COLOR 3
FRINT “) Tabla de Yalores del Helodo por DIAGONALIZACION®
LBFRTc 17, 12; FRINT "{": LOCATE 17, 13; COLOR ii: FRINT 4y LOCATE 17, fa: COLGR 5 i
PRINT °Y Ir al Submenu de Braficos*
LOCATE 1%, 12: PRINT “(": LOCATE 19, 13: COLOR Li: PRINT 5: LOCATE 19, 1h: COLOR 3
PRINT *) Salir s} Hznw Principal®
LOCATE 23, 28: PRINT "INGRESE LA OPCION [ 1°; : COLOR Li: LOCATE 23, 48: INPUT °*, & COLOR 5
IF 5 =1 THEN 1 .
IF 5 =2 THEN 12
IF 5= 3 ThHEH 13
IF & = & THEN 14
IF 8 = 5 THEN & ELSE 23
11 : CLS : CALL CUADRO
LOCATE 3, Lh; COLOR 11: PRINT "¢¢ TABLAS - RUNGE KUTTA  >»": COLOR 5
LOCATE 7, L4: PRINT °(": LOCATE 7, 15: COLOR 1i: PRINT {: LOCATE 7, 18; COLOR 5
PRINT "} Solucion dz la Ecuacion de Ricatti 1P(i, )"
LOCATE 9, L4: PRINT *(": LOCATE 9, {3: COLOR i1: PRINT 2: LOCATE §, 18: COLOR &
PRINT “) Hatriz Ganancia de Realigentacion  IF(i,j)1"
LOCATE 1f, 14: PRINT "(*: LOCATE i1, 15: COLOR {i: PRINT 3: LOCATE 1{, 18: COLOR 3§
FRINT ™) Uectﬁr de Estado Optimo 1X(i,j)1"
LOCATE 13, 4 PRINT "(": LDCATE 13, 13: COLOR ii: PRINT 4: LOCATE (3, 18: COLOR 5
PRINT ") Vector de Entrada Optima tu(i,j)1"
LDCATE LG, L4: PRINT "{": LOCATE 15, 13: COLOR 1l: PRINT 5: LOCATE 15, 18: COLOR 3
PRINT “} Regresar al submenu de Tahlas®
LOCATE 23, 28: FRINT "INGRESE LA OPCION [ 1°; : COLOR i1: LOCATE 23, 48: INPUT *®, ST: COLOR 3
46 = N
IF 5T = 1 THEN 73
IF 8T = 2 THEN 74
IF 8T = 3 THEN 76
IF 8T = 4 THEN 77
IF ST = § THEN 23 ELSE il
73 ¢ IF T =1 OR TH = .1 THEN A% = *P": CALL TARKU(N, KUTTA(), CKA, A, T, S, N, A$, TH - {, JB): BOTD i1
4 ¢ IF TH = 1 OR TW = .1 THEN A% = "F": CALL TABKU(N, FR{), CKAL, A, T, 5, M, A%, TW - 1, JB)}: GOTOD 1!
76 5 IF T4 = 1 THEN A% = "X": AR = B: CALL TABKU(N, XOPR(), LWR - N t M, AR, T, S, M, A%, TW, J6): GOTD 4



77 3 IF T4 = 1 THEN &% = “u°; AE = &: CALL TARKU(H, UDFR(), LEIR, AQ, 7, §, 0, A%, T3, IG}
GOTO L1
{2 1 CL : CALL CUADROD

LDCATE 3, 13: COLOR 14 PRINT "X TABLAS - RALWAN ENGLAR 2N IOLGR S
LDBATE 7, 14: PRINT ®(": LOCATE 7, 13: COLOR L&y PRINT 1: LOCATE 7, 18 COLOR S
FRINT *) quUL‘Dﬂ de 13 Ecuacion dz Ricsiii 1 Bi,j) 1o
LDBATL , 14: PRINT °(*: LOGATE 7, 15: COLOR 11 PRINT 2: LGCATE 9, i5: COLOR 5
PRINT “) Matriz Banancia de Reslimeniacion % F{i,J) ¥°
LOCATE 14, 14: PRINT *{": LOCATE i1, 153: COLOR ii: PRINT 3: LBCATE 1f, :8: COLTR 35
PRINT *) Sect de Eiiadp Optise 1 ¥{i,j) ¢°
LDEQTE {3, L4y PRINT "(": LOCATE 13, 15: COLOR 1is PRINT 4: LOCATE 13, iB: COLOR 3
PRINMT B) Yector dz Entrada Optisma tufi; j) ¢ *
LBEATE S, 141 PRINT "(": LOCATE 13, 13: COLOR Li: FRINT 3: LOCATE 13, 18: COLER 3
PRINT ®) Regresar zl submepu de Tahlas”
LACATE 23, 23: PRINT “INBRESE LA OPCION [ 17y : COLOR 11: LOCATE 25, 48: INPUT *°, 371y CGLOR 5

A= TI=-1: J6=H
IF 571 = 1 THEN 78

IF 871 = 2 THEN 79
IF 674 = 3 THEM &4
IF 8TL = 4 THEN 82
IF 871 = 3 THEN 23 ELSE 12

78 ¢ IF T4 = 2 OR THK = .1 THEH A2 = “P®: CALL TARXU(N, XALHAH(), CEM, AL, TI, 5, H, A%
T

]
14
L

i
79 1 IF THE = 2 OR TWK = .1 THEN A% = °F*: CALL TABKU(H, FL(), CENL, A1, TI, 5, ¥, A%, T4 -
BL : IF THE = 2 THEN A5 = “f*: CALL TABKU(N, 1OPK{), LWK - ¥ 1 %, AL, TI, S 5, ¥, 4, Wi, 381 50T 12
B2 : IF THK = 2 THEN A3 = "u"s CALL TABKU(H, UIPK(), LWLK, AZ, 71, 5, 4, A%, T4K, I8)
8OTO 12
13 ¢ 36 = N: A% = YPT: CALL TAEDIA(N, HDIL), A%, M, JB)
A5 = “F*: CALL TABDIA(M, FDI(), A3, M, JG): 6070 23
1, A T T T L —

14 : CLS v CALL CHADRD
LOCATE 3, 15 COLOR 10:-PRINT "¢ S5UBWHEMNY DE BRAFICAS5 5y OOLORS
LOCATE 7, 29: COLOR 1i: PRINT © tROLUCION EN ESTADD TRAMSITERIOI": COLOR 5
LOCATE 9, 1&: PRINT *(*: LOCATE 9, 17: COLOR 11; PRINT i: LOCATE 9, 23: COLOR 5
PRINT ") Braficos para el Wetodo de RUMBE-EUTTA®
LOCATE L1, 1h: PRINT *{“: LOCATE {1, 17: COLOR 11: PRINT 2: LDCATE i, 23: COLOR 5
PRINT "} Graficos para el Hetodo dz KALMAN-ENGLAR"
LOCATE 13, 16: PRINT °(": LOCATE 13, 17: COLOR {i: PRINT 3I: LOCATE 13, 24: COLOR 5
FRINT "} Salir al Submenu de Tzblas®
LOCATE 15, 1é: PRINT "(“: LOCATE &, £7: COLOR 11: PRINT 4: LOCATE 13, 26: COLOR 5
PRINT *} Salir al Henu Principal®
LOCATE 17, I&: PRINT “{*: LOCATE 17, 17s COLDR if: PRINT §: LOCATE 17, 28: COLOR 5
PRINT ") Ingresar nuevas datos de lac Matrices del Sistema®
LOCATE 23, 28: PRINT "INGRESE LA OPCION [ 1°; : COLOR 1i: LOCATE 23, 48: IMPUT **, 53: COLO
IF 65 = 1 THEN 1A
IF 85 =2 THEN 18

=Rl
wn

IF 85 = 3 THEN 23
IF 83 = 4 THEN 6
IF 55 =3 THEN Y = @: 6070 6 ELSE 14

160 JF TW =1 OR TH = 1 THEN T4 = {: CALL GRAFIC(T, ¥, H, CKA, CKAL, KUTTA(), FR(})

CALL BRAPHICS(N, M, B(), T, OFT(}, OPTL(), CKAL, FRI), XOPR(), UOPR(), L¥R, LWIR, FDI()): BOTO 14
8 IF THK = .1 OR THK = 2 THEN THK = 2: CALL BRAFIC(T, N, M, CEN, CENi, KALUAN(), FK())

CALL GRAPHICS(N, M, B{), T, OPT(), OPTLL], CENL, FK(}, XOPK(), UOPL{), LHK, L¥LK, FDI{)}

§OTO 14

4 -1, 35): 80
1, IB): 5070

T
i

Y
2



sUB At (N, al3, AL())

FOIRT=1T0H: FORJI =L TON

AL(d, I} =8y NEXIT 13 HEXT I

FOR T =1 T0 s rﬂﬂ =1 TON

AL(d, T) = A(Y, dhs J: MEXT |

cHD U8

SUR CUADRD ‘

LOCATE &, £: FOR I = L TO 46: PRIAT "% “; } HEXT I

FOR I =270 23 lUNTE I, 1+ PRINT ,L" LOCATE I, 88: FRINT "%y 5EMY |
LOCATE 24, 1: FOR I = 1 70 4@: PRINT "t7; “ °y 3 MEXT I

8UB D (R2(}, B(), DD{), N, M, CC[})
DI# RL(H, H)

FOR I =1 70 N: FOR J =1 T0 H: CLGd, 1) = & BL(J, 1) = 8 NEXT 0@ KEAT |
FOR T =4 TG H: FOR J = 1 7D N: DD(I, d} = &: HEXT ] NEYT I

FOR 1 =L TO N: FOR 3 = 1 70 s BI(J, 1) = B(I, d): MEXT d: HEXT I

FORY =4 TON:FORY=1T0H: FORZI =1 T0 H

g = R2(Y, I} 1 Bi(Z, X}: CC(Y¥, X) = CC(Y, X) + UQ: HEXT 1: MEXT Y: HEXT
FOR Y =1 TON: FORY =1 TO N: FORI =170 H

UY = 3(Y, 7) 1 CC{Z, X): BO(Y, X} = OD(Y, X} + UY: NEXT Z: HEAT Y: HEAT X
END SUB

BUB ECUSCIGH (E8{), EA(), UH, Y, R, #F)

p7 =" 2+ % Y IF N ( § THEW 562 ELSE 583

382 + R=R+ L EBRY = W 7 2: EY(R) = (A4BS(D7) ~ .3} / 22 R=R + !

ER{R) = 0O / 2: EX(R) = -E4(R - 1): GOTO 399

83t R=R+ 40 EB(R) = (W - (07~ .3)) / 2s R=R+1: EB(R) = (LY + (D7 * .3}} / 2
593 : END 5UE

SUR ENTRADA (M, A(Y, T, OPTC), OPTL(), ORA(), OPB(J, TDP(), CP{), CPLL), ALXP(), ALIPL())
FOR 1= { 1O M: FOR J = 1 TO N: OPA(I, J) = @: DPR(I, J} = 9: IDP(I, J) = 9

CP(I, J) = @ CPL(I, ) = 9s AUXR{L, J) = 8 AUKPL(E, 4} = @: OPTLE, J) = B: CPTL(I, J) = @: HE)

FOR 1 =L JON: FORJ =1 TO N

IF 1 =J THEN TDR(E, ) = 1

OPALT, ) = ALL, J) 1 T: OPK(I, §) = AL, 3) ¢ T/ 2: CP(1, d) = B NEAT J: NEAT I
FOR 1={TOH: FORJ=1TON

AUXP(T, 3) = OPACT, 3): AUIPL(T, J) = OPR(I, J)

OPT(I, ) = IDP(I, J) + OPA(I, 3): OPTLLI, 1) = I0P(I, J) + OPR(I, J)

NEXT 0: WEXT I: L =2

FOR L =270 18: FOR X = L TON: FORY =1 TON: FOR 7= 1 TO M

CP{X, Y) = CR(X, Y} + AUXP(X, 1) 1t OPA(Z, Y}: CPL(X, Y} = CPL(X, Y) + AUXPL(X, 1) ¢ OPBII,

NEXT 1: CALL FACT(L, L1): CP(X, Y) = CP(Y, ¥) / Li: CRL(X, Y) = CPL(X, ¥) / Li
NEXT Y NEXT ¥ -

FOR 1=1T0N: FOR J = { T0 N

OPT(1, J) = OPT(I, J) + CP(I, d): AUXP(I, J) = CP(I, 3) ¢ Li: CP(1, 1) = 8
OPTL(I, J) = OPTL(I, §) + CPL(I, d): AUXPL(I, J) = CPL(I, J) ¥ Li: CPL(I, 3) = 9
NEXT J: NEXT 1: NEXT L

END SUR

Y)



B GRAFIC (T, M, H, ¥, ¥
‘53 ; CL3 ¢ CALL CUADRD: L
LOCATE 5, 37: COLOR 1i: F
LOCATE 7, 22: PRINT “ler, ;
LOCATE 9, 22: FRINT "2d0. ELEMENTO A GRAFICARSE 3
LOCATE 14, 18: GOLOR 11: PRINT "INSRESE DOS ELEHENTOS D
LOCATE 13, 37: COLOR {1: PRINT *a=*; H: COLOR §
LOCATE 47, 22 FRINT “ler, tLEP”FTD A BRr LA
LBCA 19, 22: FRINT "2do. ELEMENTD A BRAFICA
LOCATE 23, 23: PRINT °LDS DATOS ESTAY COf
IF Aa U qs = ==" THEN 43
THEM 58

o LDAD(}, GALX())
CATE =‘x. 18: COLOR {1: PRINT "INGRESE DOS ELEMENTOS DE LA WATRIZ tP{n/n)! A CRAFICAREE™: DELORE
AINT "n="3 N COLOR §

ELENE Nlﬁ BRAFICARSE °; & COLOR 1: INPUT P7: COLCR 5

ELEKE 52 "3 1 COLOR 11 INQHT PTi' COLOR 3§

DE LA BATRIZ tF{sxm)! A GRAFICARSE™: COLEZ

A1

o COLOR L1y WAUT FT: COLOR 5
"y 3 COLOR 11: INPUT FT 1: COLOR §
CT0R [(3/0 : [ }°; @ COLOR 11: LOCATE 23, S6: INPHT *°, A%: COLER 5

AROE
R oD
aoc
flol
oocp
Hanel

—
M
=
b
1]
=
==
5
=
P ul
~tn
1

soTn 7
48 3 SCREEN 3: LOCATE §, 25: PRINT “BRAFICO DE Ples PT; ") Y P(% PTL; °)°
LOCATE 5, L+ PRINT “F(*; 2T; *)*: LINE (75, 83)-(188, &3), , , KHT777
LOCATE &, L: PRIdT “p{*; PTL; *)*s LINE (73, 78)-(189, 78), , , WH33E5
LOCATE 13, 25: PRINT “BRAFICO DE F{*; FT; *) Y F(*; FTL; )"
LOCATE 17, L& PRINT *F("; FT; “)*: LINE (73, 231)-(188, 231), , , &H7777
LOCATE 18, L: PRINT *F(*; FTi; 1% LINE (75, 246)-(189, 236}, , , #5553
LOCATE &, &9: PRINT "8t =*; T: LOCATE 18, &9: PRINT "5t =" T
RT = INT(PT / 18): RT! = INT(PTL / 18): PT = FT - 18 8 RT + H 1 (RT - 1): PTL = PTL - 10 0 ATL + 4 1 (RTL - L)
RFT = INT(FT / 18): RFTL = INT(FTL / 18): FT = FT - 4B £ RFT + M & (RFT - 1)1 FTI = FTL - 18 1 RFTL + # 1 (RFTL - 1)
YIEW SCREEN (148, 28)-(588, 315): LINE (153, 28)-(158, 147): STYLEL = &H7777
MAX = B AR = PT: MIN =9: FOR JX = PTTOH - N E N+ PT - { 5TEP M 1 ¥
IF HAY ( LOAD(JY) THEN HAY = LDAD(JY)
IF K14 ¥ LDAD(IY) THEN MIN = LOAD(JY)
IEXT 4 PT = PTL: FOR JE =PTTO W - Nt} + FT - L STEP H ¢ M
IF KAY ( LOAD(JY) THEW MAX = LDAD(JX)
IF MIN > LOAD(JY) THEN HIN = LOADLIY)
MEXT 3%: PT = 8R: HAYL = MAY - HIN: FOR 1% = 1 T0 2: CAL = 132
LINE {149, 37 + 100 1 (MAXS + HIN) / HAEL)-1579, 37 + LBG t (HAXL + HIN) / KAXD)
FOR IY = (W -NA2+PT-1) TANA25TEP 442
HL= THT((H - L) /N~ 20 JA= 1Y - 2 :
LINE (CAL, 37 + 188 1 (HAX - LOAD(IY)) / HAX1)-(CAL + 436 / ML), 37 + 182 1 (HAX - LCAD(IY)) / MAXL), , , STYLEY
LINE (CAL + 433 / ML), 37 + 109 t (MAX - LOAD(IY)) / HAXI)-(CAL + 438 / HL), 37 + 109 t (KAX - LOAD(JA)) / HAXL),,, STYLE
~ LINE {CAL + 432 / ML), 35 + 100 1 (MAXL + MIN) /7 MAXL)-(CAL + 438 / L), 39 + 189 t (HAKL + HIN) / MAXD)
CAL = CAL + 430 / HL: NEXT IV: PT = PTL: STYLE/ = 2HS555: NEXT IY: LINE (158, 187)-(150, 315)
WAX = @ AR = FT: MIN = @: STYLEZ = 2H7777: FOR JX = FT TO ML - N L M + FT - { STEP N ¢
IF HAY ¢ GAUX(JY) THEH MAX = GAUX(JY)
IF MIN > LDAD(JX) THEN HIN = LOAD(JY)
NEXT JX: FT = FT1: FORJY = FT TO WL - N £ X + FT - { STEF N 1 K
IF HAY ( GAUX(IX) THEN MAX = GAUX(3X)
IF HIX > LOAD(JY) THEN HIN = LOAD(JY)
NEXT dX: FT = AR: HAXL = MAY - MIM: FOR IX = 1 TO 2: CAL = 159
LINE (148, 204 + 188 1 (HAXL + HIN) / HAX1)-(579, 204 + 180 | (HAYL + MIN) / KAX)
FOR IY = (HL - Nt M+ FT - 1) TON$ ¥ STEP -) ¢ M
MO = INT((HL - () /HEM: TO =17V ~N b H
LINE (DAL, 284 + 180 ¥ (MAX - BAUX(IY)) / MAX1)-(CAL + 430 / MO), 284 + 108 ¢ (MAX - GAUX{IY)) / MAX1), , , STYLEY
LINE (CAL + 438 / KB), 204 + 100 1 (MAY - BAUX(IY)) / HAX1)-(CAL + 438 / KO), 204 + 188 1 (MAX - GALX(TE)) / ¥AX1),,, ST
LINE (CAL + 433 / HE), 286 + 108 1 (MAXL + MIN) / MAX1)-(CAL + 430 / K@), 202 + 180 1 (MAXL + HIN) / MAXI)
CAL = CAL + 438 / Hd
NEXT 1Y: FT = FTi: STYLEX = &H5355: NEXT IX: LOCATE 25, 23: PRINT "PRESIONE <CRY PARA CONTINUAR®;
62 : IF INKEY$ = CHR$(13) THEN SCREEN 8: GOTO 63 ELSE 42
63 : END SLB



SUR GRAPHICS (N, H, B(), T, OPT(}, OFTL(}, CKAL, FR(}, XOP(}, LOR(}, LY, LHL, FBI(Y)
DIN UD(H, HY, KR(M, W), XHL(R, M), (H2{N, Y, X8(H, H), FRI(M, H}, lkUX(n‘ ]
FOR I=(TDN: FORJ =L TD M YH(L, 3) = @ YHE(D, ) = Q0 ¥¥2(1, J) = % NEYT J: HEXY I
FOR I = TOM: FOR & = £ TO My UD{L, d) = &y NEXT J: NEXT I

49 ; [LS : CALL CUADRD: LOCATE 4, 27: COLOR (1: PRINT "IMNBRESE
LOCATE &, 24: FRINT "PARA EL VECTOR DE ESTARG OFTIHD ey
LOCATE 5, 17: PRINT "EGTA CONDICIDN INICIAL DEBE SER DIFERENTE DE CERD"

LACATE 10, I3: PRINT "WATRIZ  X1{@)": COLDR S

L=8;Ta=1

FOR I =1 TON: FORd =L TOH

LOCATE £ + 12, 29 £ TR + 3. PRIAT "xi(“ 7 "%y 4y *) =" 3 COLOR iy INPGT *%, X3{I, 4k
COLOR & TA=TAa + 1 -

IFTA=3THEN L =L+ L Ta=1

HEXT J: HEXT I

L4 CONDICION INICIAL®

19 : LOCATE 23, 22: PRINT “LOS DATGS ESTAH CORRECTDS [5/MI : [ 1% @ COLDR LL: LBZATE 25,
IF A3 = "5° OR A3 = "s" THEN &7

©JF A% = "{Y OR A% = "n® THEW &7
8070 49

37 & CLS ; CALL CUADROD: 0 = @

LOCATE 3, 18: CDLOR f1: PRINT “¢{ SUBHENY DE GBRAFIC
LOCATE &, 5: COLOR 10: PRINT “¢¢ HMATRII GANANWNLIA DE REALINERTY
LOCATE 9, ibs PRINT *{®: LOCATE 9, i7: COLDR Li: FRINT i: LOCATE 9, 23:

PRINT °) Braficos parz ! F 4 calculada”

LOCATE i1, L6: PRINT *(": LOCATE 11, 17: CALOR {1: PRINT 2: LDCATE 11, 28; COLER 3

PRINT ) Graficos para ! F 1 en estado establs?

1D
r
-a
be =N
=
I

[N
rr

LOGCATE 13, Lh: PRINT °(°: LOCATE 13, i7: EWLDR 11 PRINT 3: LDCATE 13, 28: COLOA 3

PRINT ¥} Graficos para nuevas datos ds {1 F an estado gsiahls®

LOCATE 15, Llh: PRINT "(*: LOCATE 13, i7: EBLU 14 PRINT 4: LOCATE 13, 28: COLOR 3

PRINT “) Rearesar al subasnu de graficos”

LOCATE 23, 28: PRINT "INGRESE LA OFCION [ 1®; @ COLGR 11: LOCATE 23, 48: IMPUT °°, 43 COLOR
IFOG =1 THEN L =CKAL - Mt Lt =1 8 =4y FOR T =1 TO My FOR J = 1 70 fs 1E(1, 4} =
10°(L4) = £8(1, 4): LY = LW + 1; HEXT J: NEYT 1: 50TO 127

[FRS=2THEN Y =CYAL - H 1 M Ll = L L¥ =1 FOR I =L 70 W FOS 4 = 1 70O #: X8, 4)
10P(LHY = %B(1, J): LY = L + 1+ HELT J: NEXT 1: GOTD 127 -

IFEI=3THEN Y =CKAL - N £ H: LYl = Ly L =10 FOR 1 =1 7O K: FOR & = 1 7O H: ¥8(I, J)

Y0P(LHY = XB{1, d)s LY = L¥ + 1y HEXT J: NEXT I: 5OTD 124

[F 85 = 4 THEN G4 = {: 6070 94 ELSE 57

126 : CLS : CALL CUADRD: LOCATE 4, 29: COLOR 11; PRINT "INBRESE LOS VALORES PARA®
LDEATE &, 151 PRINT "LA MATRIZ Eéfﬁhﬁlﬁ 0F REALIMENTACION £N ESTADD ESTARLE™
LOCATE 9, 3L: PRINT *BHATRIZ t F ¢ {axn)": COLOR 5

LOCATE 18, 34: PRINT "n ="; N, " m ="; Y

L=0:Ta=1;18=1

FOR I =1 TON: FORJ =1 TO #

LOCATE L + 12, 28 ¢ TA + Iz FRINT “F(%; J; *,; I; *) = ; & COLOR 1l: INPUT *=, FRI(J, 1):

IFTA=3THENL =L+ L) TA=1
EXT J: HEXT ]

128 « LOCATE 23, 22: PRINT "LOS DATOS ESTAN CORRECTGS [S/M] s [ 1"; + COLOR 11: LOCATE 23, 33: INPUT "%,

IF A% = "§° OR A% = *s* THEN 127

IF A% = "N" DR A% = *n" THEN 126

6070 128

127 : IF 05 =1 THEN FOR J = 1 TO H: FOR I = 4 TO N: FRE(J, 1) = FR{Y): ¥
IF 05 =2 THEN FOR J = 1 TO K: FOR I
IF Q5 =3 THEN FOR J = £ TOM: FOR 1= 1 TO N: X = X + £: NEXT I: NEXT J
138 : FOR Y1 = £ TOM: FOR ¥ = 1 T0 H: UO(Y, ¥1) = @: FOR Z =1 T0 N

UA = -FRI(Y, 2) # XO(Z, Xi): UD(Y, Xi) = UO(Y, i) + UAs NEXT I: UOP(LYL)

{+ 1: NEXT I:

n

nou
non

1F 1 % COLOR &
ACEOH %

B: UDP(L¥L) = U

YAUY(T, 3) = 18I, )

56: DNPUT °%, A%:

COLOR 3: TA =T

NEXT d: 6OTD 138

170 N: FRI(d, 1) = FDI(d, I): X = X + L: HEXT I: NEXT J: GOTD 138

0y, Y1)

COLOR 3

+ 1

Aty COLOR 3



BLo= LML+ L KEXT Yy REXT 18

DR AL =L 70 H: FOR Y = 1 70 5 XH(Y, 11\ =8 WHY, I = FIRTI =1 TOH

P = 0PT(Y, 1)t YMI, Yi): K%(Y iy = Wy, Xi) + 0P

UpL = DPTLLY, 7) } B{I, M) Yﬁl(Y X'\ = X“ifY, )+ urL

REAT I YWELY, X1} = X5 l(Y ) 1 Ty NEXT Y@ NEXT 11

FOR YL =170 M FOR Y = s fHEY, X)) =B FORI =L T0H

6D = xi(Y, 1) 1O, kf). i 1, 11y = ¥¥2(Y, 1) + LD HEXT I: NEXT Y: NEXT Ui

FIR T =1 T0M: FORJ = L 7OH

101, 3} = 41, d) + AH2(I, 3): JOP(LH) = B: YGR(LW) = XB(I, J)

L = L¥ + 1y HEXT 3 REXT I

IFL =181 THEN 68

{=Y-2 Nt N BOTD LY

88 1 FT =8 FTL =3 PP = s PTi =@

L5 : CALL CUADRO: LOCATE 4, 8: CDLOR if: PRINT "INGREGE DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ { (i(mxs) > A GRAFICA
LBCATE &, 32: COLOR 1L FRIHT “n="; #1 LOCATE &, 42: PRINY "e="; H: COILOR 3

LOCATE 7, 22: PRINT "fzr. ELEMENTO A GRAFICARSE "; : COLDR 1f: INPUT PT: COLOR 3

LOCATE 9, 72: PRINT *2do. ELEMENTO A BRAFICARSE ©°; : COLOR {4: IHPUT PTL: COLOR §

LOCATE 14, B: COLOR f1: PRINY "INBRESE 005 ELEMENTOR DE LA WATRIT ¢ Wi(oxa) » A BRAFICARSE®: COLER 5
LACATE lé, 221 PRINT “ler, ELENENTO A GRAFICARSE °; : COLOR 11: INPUT FT: COLOR 5

IF # =1 THER 34

LOCATE 18, 22: PRINT “2do. ELEMENTO A GRAFICARSE "; : COLGR 1&: INPUT FT1: COLOR 5

34 1 LOCATE 23, 29: PRINT "LOS DATOE ESTAMN CORRECTOR [8/NI : [ 1°; & COLOR ii: LOCATE 23, 3k IRPUT 7%,
IF #% = 5" OR A% = "s" THEN 33

IF A% = "H" OR A% = *n" THEN 48

3070 34

33 1 SCREEN 3

LOCATE 1, 23 PRINT *BRAFICO DE XY{"; PT; ") Y X3(%; PTL; °)°

LOCATE 13, 23: PRINY "6R érIEﬂ 13 "!f“ Ty ") Y ”f(“ F?" ")

LBCATE I, &3 PRINT “It(®; PT;.7Y"s LIH (75, &3)-(10@, &3}, , , &H7I77

LOCATE 6, L: PRINT °¥i("; Pll; "y LINE {73, 78)-(12@, 78), , , &H35s3

LOCATE 17, L+ PRINT *UL("; FT ')". LHE (75, 231)- (1%6 21y, I

LOCATE 18, L3 PRINT "Ug{®; FT1; *)": LIHE (7%, 244)-{183, 235), , , WH53535

LOCATE &, &9: PRINT ®St =*; T: LOCATE 12, A9: PRINT "8t ="; T .
RT = INT(RT / 18} RTI = IHT FTL 7 18): FT =PT - 18 T RT + H ¢ {RT - i}): = FTl - 121 R+ HOLART
RFT = THT(FT /7 18): SFTL = INT(FTS /7 48B): FT =FT - 18 L RFY + ¥ 1 (RFT - ‘) FrIL=FIL -1 31 RFTL = 4

YIEY SCREEN {143, 28)-(339, 3L3)

LINE (133, 28)-(133, 147)

STYLEL = &HT777: HAY = %: AR = PT: Wi = 1
FORIX=PTTOLH -H LW +PT -1 STEP N 1 K

lF HAX ¢ XOP({JX) THEN HAY = IOP(d4)

IF MIN 7 XOP{JX) THEN KIM = 10F{JY)

CONELT s PT=PTL: FORJY =PTTOLW - KBt N + 7T - |
IF KAY ¢ X0P(JX) THEM MAZ = XDP({JX)

IF HIH > XZOF(JX) THEN HIN = X0P(4X)

HEAT 3¥: PT = AR: MAXL = MAY - MIN

FOR IX =170 2: CAL = 138

LINE (140, 37 + 193 t (MAXL + KIN) /7 HAX1)-(579, 37 +
FORIY=PTTO LW -2 ¢ Nt M +PT-1GTEPNtH

AR = INT((LH - 1) / Nt H

LINE (CAL, 37 + 108 1 (MAX - XOP{IY)) / MAX1)-(CAL + 433 / fQ), 37 + {20 ¥ (MAX - XOP(IY)) / HALl), , ,
LINE (CAL + 438 / AQ), 37 + 1R@F(HAX-XOP(IY))/HAYL)-(CAL+43R/AQ), J7+10Q1(HAX - XOP(IY + N + X)) / KAXL)
LINE (CAL + 430 / AB), 353 + 180 1 (HAXL + MIN) / HAX1)-(CAL + 438 / AQ), 39 + 188 t (MAX: + HIN} /7 MAXL)
CAL = CAL + 438 / AQ): NEXT IY: PT = PTL: STYLEL = AH5335: NEXT IX

MAX = @: AR = FT: HIN = B; STYLEX = AH7777: FOR JX = FT TO LWL - M + M + FT - {1 STEP M 1

If HAX ¢ UOP{JX) THEN MAX = UOP{dX)

n

188 1 (MAXL + MIN) / MAXL)

+
3

As: COLOR 3

STYLEX
[ ] STYLE.‘



IF MIN > UDP(IX) THEN KIN = UBP{JX)

NEXT 3¥: IF M = f THEN 148

FT = Fl _
FOR 00 = FTTOLHL -2 b H e N+ FT - L STEP K t K
IF WAX ¢ UOF(JH) THEN HAX = UOP(JX)

IF HIN > LOPLIX) THEN HIN = LOP(IX)

HEXT 13

130 : FT = AR: HALL = HAX - HIY

FOR ¥ =1 70 2: CAL = {52

LINE (139, 187)-(159, 315)

LINE (149, 284 + 182 1 (HAXL + HIN) / HAX1)- (179 204 + 192 ¢ (HAXD + HIND / HAXL)
FOR 1Y = FT T LKL - K £ 4 & FT - L §TEP N 1

4o = IHT((LH! IR RE

LINE (CAL, 264 + 188 1 (MAX - UOR(IY)) / MAXL)-(CAL + 432 / 4B), 284 + 183 t (HAY - LTP(IT)} / YAYL)
LINE (CAL + 438 / 30}, 224 + {82 1 (MAX - hDP(lY\) HAY1)-(CAL+438/48), 204+1081 (MAL-LOP(TY: "fﬁl)lf
LINE (CAL + 438 / H0), 282 + 160 & (MAZL + HIN) / HAXL)-(CAL + 433 / ¥@), 236 + 133t [MAXL + HIN) /
CAL = CAL + 438 / 3@

HEAT 1¥: IF H = 1 THEN 157

FT = FT1: STYLEX = LHOORG: NEXT IX

157 + LOCATE 23, 25: PRINT "PRESIONE <{CR> PARA COMTINUAR";

96 ¢ IF INKEY$ = CHRE(13) THEN 94 ELSE 95

94 ¢ IF 04 = 1 THEW 123

SCREER 8: 6070 57

125 + SCREEN ©

ERD SUR

sUB FACT {L, L1}
IFL=13 TdEﬂ L=1: 80707

ti=1

FRR I =170L
=1 1]

REXT |

7 ¢+ END SUB

EUB TNVERZA (R2(), MI, H)
DIN X(M), HI{N)
FOR 1 =1 TO M £(1) = 9: HI(1) = @ HEAT I
FOR KA = 1 TD KI: IF R2(XA, ¥A) = @ THEN GOTO a8
B3 : 6 =1/ R2(KA, KA): FOR I =1 7O N: IF R2(I, KA) <> B THEN R2(I, KA) = R2(I, ¥A) 1 6
NEXT I: R2(KA, KA) = G6: FOR 4 = 1 TO H: IF J = KA THEH 70
= R2(KA, J): R2(KA, 3} =@: FOR I =1 TO N: IF G = @ THEN
R2(1, 3} = R2(1, 4) - B t R2({1, XA)

95 : HEXT I

98 : NEXT J

NEXT ¥A: IF C3 = "S" THEMN 607D 99
60TO 67

80 : L=L+1:FORI=FKATON

IF R2(KA, J) <> 8 THEN 1@35

NEXT J: PRINT "M ES SINGULAR': BOTO 47

185 ¢ HE(L) = dy K(L) = KAs C$ = "8": FOR I = L TO N

Y = R2(1, KA): R2(I, XA) = R2(I, J): R2(I, J) = X: NEXT I: BOTD 83
99 + FOR 1 =L 70 1 STEP -1: FOR J = 1 TO N: X = R2(HL(I}), J)
R2Z(HI(T), 3} = R2(K(1), J): R2(K(I), J) = X: NEXT J: NEXT I

67 i END SUR

1>-



m = o

SUR MULTIPLICATION (M, DO(}, Di{), 02(),
FERI1 =170 3: FDR =176 4 Da(r, j)
DI(I, j) = @ NEXT j: MEAT I
FORYI =1 TN FORY =L TD H: FOR I =
ey, X) = 0B{Y, 1) + P{Y, I} £ DD(I, X}
D2{Y, X) = B2(Y, &) + P{Y, I} £ A(Z, X)
Bi(Y, X) = DI(Y, X) + Al(Y, )t P(7 b8}
NEXT 7: NEXT Y: NEX
FOR I =1 TO M FUR Y = { T FOR T =
Y, ) = DY, X) o+ PRy, T} 1 R(Z, %)
{EST 1 NEXT Y: HEXT X
Ho sua
SUE DRDENACION (N, ER(), EL(), L, M, IM(}, IH&{},
E9 = .8831: j =8
32:i=i+L ORI =57+1LTON
IF ARG({ER[§) - EB(JL)) ¥ EF OR ARS(EI{j) -
TR = EB{i + 1}: ER{J + 1} = EQ{J1): EB(I1)
El() + 1) = EL{): EL{IL) = 78: 5 =3+ 1
: HEXT 0t
IF j { N -1 THEN 32
j=8
72: 7=+ L ORI =5+ T0N
IF #BS(EL(JL)) ¢ E7 THEN 71
TB=EB[j71):cﬂ(J+l) EB{JL}: EB(JI
Ef(i + 1) = EL(J)s E4(dL) = T8: 5 =1 ¢
71 HEXT 3L
IFi¢H-1 THP
FOR j =470 IF :WfJ) = @ THEN 112
IF QBS(EJ(') EB(§)) > E9 THEM L1
Ei{iy = ¢
118 ¢ NEXT j
L=tifi=1
FOR i =1T0H
IF ABS(EL(S}) ) @ THEM 112
RE(H) = EB{j):r A=H + !
112 ¢ HEXT §
FOR j =1 T0W
IF EX{j) » @ THEN IM(L) = EL(j): IMB(L) =
HEXT j

FORj=1T704H

IF E1{j) < 8 THEN IH(L)
NEXT j

END 5UB

EL(§): IMG(L)

03

{
=8

T

1704

E1(H)

e8(i):

eB{j)

o PLU), BO(Y, 9(1, Al ())
; BY(I, 3) = 8y D21

RE(}}

L=L+1

tL=L+1



SUB RAICES (NP, £B(), EL{}, R}

BIY CL{Z3Y, AP{NP + 1), MB(28)

FOR T =1 T0 20: Ci(I) = @: HB(I) = % NEXT I

FOR I = £ TO NP + L AP{I) = @: NEXT I

FOR T =23 TOHP: AP(I} =EB(I): NEXT L QU =13 Y = -4 N = 4P

503 : IF NP (= 2 THEM (209

HB{Z) = AR(R): CH(B) = AP(B): K =1

324 ¢ ER(LY = AP(LY £ OU 3 HRLG): CL{I) = HR{L) + Bt 1 CL{B)

FOR T =270 (NP - L): WB{T} = AP(D) + GU T HB(I - 1) + ¥ 1 HB{1 - 2)
CL{TY = #B{1) + U L CR( - &) +V 1 CL{I - 2): NEIT I

BR{NPY = AP(HP) + UU T HMBONP - 1) + ¥ 1 HE(NP - 2)

J=CH{EP -2}~ 2 - CI{HF - 3) T CL{HP - 1): IF § = 2 THEN 372
p=UL 0=y

U = 8 - (HR(NP - L) & CL{HP - 2) - MB(WP) 1 CL(HP - 3)) [ ]
V=4~ (HEB[HP) ! Cl( - 2) - HR{HP - L) T CH{HP - L)Y /3§

IF 4B5{LY - P) {= .D020291 THEN IF ARS(V - 0) (= ,23020831 THEN 574
IF X =33 THEH U4 =Ml - §3 ¥ =Y + {; 60T 585

a72 ¢ L = K + L; GOTD 324

374 ¢ CALL ECUACION(ER(), EL{}, UU, V, R, KP)

NP = WP - 2: FORH =8 70 K7 AQ{H) = MB(h) HEXT H

8070 523

1883 : IF NP =1 TH'N R =R+ 1: EB(R) = -AP(L) /7 AP(B): GOTO 588
U = -APLL) 1 APIR): © = -4P(2) / AP(B)

CALL SCUACIBN(ES(}, :1(), i, v, R, NP)

348 1 kP = H: END SuB

SUR TA3ZIA (N, DIA(), A%, H, J6)

RE=5:11=1

CLS : LICATE 1, B: COLBR if

PRINT ®KATRIZ SOLUCION EN ESTADG ESTARLE BE LA ECEACION DE BIGATYI®: CGLOR 3
LOCATE 3, 27: COLOR 11: PRINT "HETODD DE DIAGONALIZACION®: COLOR 5
LOCATE 2, 8; COLOR $L: PRINT STRINGS(48, *="): COLOR 5: PRINT

LOCATE 3 - K + INT(iB / J6), |

FOR Y =170 FOR X = £ TO N

£OLER 1f: PRINT ¢ “yORE; (Y L4y J%; ) =" COLOR 3
NEXT dX: NEXT 1X

FOR JY =1 TOH: FOR IX = L TO H
LOCATE RY - 1 + [HT(18 / JB), 43
PRINT BSING '352.2335%8°; DIA(JX, TX)
RY = 8% + L+ NEXT I¥s NEXT JY
§7 : LCCATE 24, 23: PRINT "PRESIONE ("; : COLOR 1l: PRINT °C"; : COLOR 5
PRINT *> PARA CONTIMUAR [ 1"; : LOCATE 24, 55; COLOR {L: INPUT **, C%: COLOR S
IF €5 = *C*" OR €% = "c" THEM 98 ELSE 97
98
END SuB



2UR TABKU (M, ¥UTTAL(), LKA, A, T, §, M, A%, T4, J§)
Ry =G 10 =1; =8

28 : CLS : LOCATE £, 17: COLOR ii: FRINT "WATRIZ SBOLUCIOM DE LA ECHACIGN OE RICATTI®: CLLOR 5
IF § = | THEN LOCATE 2, 34: COLOR I1: PRINT “RUNBE-XUTTA": COLOR 5

IF § = 2 THEN LOCATE 2, 33: COLOR 1i: PRINT “KALMAN-ENGLAR": LOLOR 3

LBCATE 3, 17: COLDR I1: PRINT ° "y BBLOR Zi PRINT
LOCATE & - Mt + IQT(iB {3B), 1

IFT=LORTH =2 THEN KK =t B =H: N =5E

FER IX =370 FOR 4 = L TD M

COLDR L1y PRENT * "y Asp "("y T4y 4%; ") =": COLDR &

HEXT JX: NEXT 1¥: COLOR 11: PRINT ® t =" COLOR 3

IF T4 = EF TH=2 THEN HE = #r i = Hi N = HK

FIRLX=1TD4

FOR dX = 1 mYLy
IF 11 »= C¥A THEM 3
LOCATE RY - M + INT
PRINT USING "23%.%3

o]

)
RUT
I
18), 9 Z LY + 7: FRINT USING "533,333%% *; ARG(AY)
{
P

—
==
m
ey

=

+ COLDR 1i: PRINT "C®; : COLOR 3: PRINT ") PARA CONTIHUAR [ 1°; : COLOR Ul

=

ol

31 ¢ LOCATE 24, 25: PRIN
LOCATE 24, 53: IKPUT °¥, v&:
IF Y5 = °C" OR ¥ = *c" THEF
I3+ END SliR

"PRE ¢ COLOR Li: PRIMT "C"y @ COLOR &: PRINT *» PARA CONTIRUAR [ 1°; : COLOR i1

[oes W veen T g W ot T e )
— 20 ;T =
m
-~
a

]
o
m on
wd
e

d 2 M R 1M
“d @ ot o@D W

m

SU3 TIEHPO (NP, T, &(), EB(), EL(}}

R=4
CALL TRANSFERENCIA(MR, £9(), A(), R)
CALL RAICES(HR, E8(}, £H{), R)
L=1
P FOR KM = L+ 170 NP IF ABS(EL(L)) < ARS(EL(XM)) THEN L = fH: BOTO 43
:XT it

Bl = ARS(EL(L}): L = {
188 : FOR KM =L + 1 TO NP
IF ABS(EB(L)) ¢ ABS(EB(KH)) THEN L = £M: GOTO (B0
HEXT 1H
HR = ABS(ED(L))
IF KT (MR THEN NI = HR
IF 1 = @ THEN 187
T=1/7 (181 K): 8070 101
187 : CL5 : CALL CUADRO: LOCATE 9, 13: COLOR 11: FRINT “POLO EN EL ORIGEM, ESCOBER CUALGUIER CONSTANTE DE TIEMPO®
LOCATE 11, 23; PRINT St RECONIEMDA UTILIZAR £ T = 0.1 t*: COLOR §
LOCATE 14, 35: PRINT "TIHE = ;s COLOR 1i: INPUT **, T: COLOR 5
{81 : END SUB



SUR TRANSFERENCIA (NP, £2
DI SU(HR, HPY, AUCHP, N
FOR I =1 TONP: FOR j =
IE 1= THER U1, §) =
JEAT §i NEXT 1; €0(3) = 1

FOR K = { TO NP: FOR I = 1 TO WF: FOR j
ANhJ)—B.WRL=lTDM.MU i) =
NEXT L: NEXT §: HEXT 1

}y HACY, R)

(
}
170 4P
1 ELBE (I, 4) = & QU(I J) = 8 ER(I) = 8

170 NP
AULT, J) + MACT, L) % XU(L, §)

R=12

FORI =1 TOMNP: FOR j =1 TONP: IF I = j THEN TR = TR + AU(I, )
NEXT j: HEXT I

ER(K) =-TR / K

FOR I = 1 TO HPy FBR 3 = L TO KP ,
IF I = i THEN XULT, §) = AWMLY, ) + EB(K) ELSE XU(I, j)'= AU(I, j)
HEXT 3 P EXT It HEXT & '

EHD SUR



ANEXO B2

A continuacidén se presgsenta el listado d= programas del
método de Diagconalizacidn con todas las subrutinas empleadas

ror este método.



REH-——m e HETO00 DE DIAGONALIZACION--——----———-

22 3 CLS : FOR I = £ TO H: FOR 9 = L 70 H: RZ(I, J) = BY(I, d): NELY J: NEXT I
FOR T =0 70 N: FOR J = 1 70 Hs B{I, d) = 8Y[I, d)s NEXT Jv REXT I

FOR I =1 7O MN: FOR 4 = 1 TO s RI(I, 4) = RIY{I, d}: BEIT & HLYI I

FOR 1 =170 H: FOR J = 1 TO H: A(I, J) = AY(I, d)s F{T, 3) = %: KEXT Js MEXT I
CALL IHVERSA(RZ(), H; N): HH = M

My M), ALLY: CALL TIEHPOQN, T, AQ), E30), EL(0))

CALL BR2(}, BUY, nn{\, N, H, CC()): CALL
“CAUCULANDD,......": COLAR §

CLS : LOCATE 15, 33: COLOR 1f: PRINT
FOR 1 =4 T0H: FORJ =1 T0 N

MA(T, 3) = AL, 3) & (-T): BA(T + M, J # ) = -AL(, 3} 1
AACT, 3+ N) = -DD(I, 3) 1 (-T): HALT + H, 1) = -RL(I, )
NEXT J: HEXT Lo M =N 12

CALL TIEHPO(N, T, HA(}, £0(), E1{))

CLS : LOCATE 13, 35: COLOR 11; PRINT "CALCULADO.......": COLOR 3

CALL ORDENACION(N, €2(), £1(), L, H, IH(), IMB(), RE()): H@ = {: HB = 1

FOR 1 =1 TO X - L IF RE(T) 5= @ THEN REP(MR) = RE(I): ¥@ = M@ + L: GOTO 53
RENINB) = RE(T): N9 = ND + |

55 1 NENT I

wn=1mmﬁa

FOR 1 =1 70 ¥B.- 1: EO(I) = REP(1): EL(I) = @: NEXT I

FOR 1= 1 TO NG - L: EB(I + M8 - 1) = REN{I): €41 + M@ - 1) = 8: NEXT I
FORT=1T0M FORJ = | TD Mo A(T, J) = HALL, 3): NEXT Jp NEXT I

CALL MATRIXT(MA(), TL0), 8, N, E8(), 4E, 1)

IF 18/ 2THEN 59

S FOR T =1 T0L -4 EB(K -1 + 1) = THB(I): ELQH - L+ 1) = IH(T): MEXT I
CALL HATRIXTC(MA(), TL(), M, N, EQ(), EL{}, T20}, L)  °

D,—.

-1y
t{-7)

BOTD &3

MR I=LTON/ 2 FORI=1+H/2T0H

HI2(1, J Ho+2) = TL(I, 3): NEYXT J: MEYT I

CDR I'=1T0H/2:0 FORd =L TR N/ 25 B2{1, ) = $12{1, I): “rX| Jy HEYIT I
T :

2 NEXT 1: NEXT
CALL TNVERSA(R2(), H, N}
FOR 1 =140/ 2700 FORI =1+ W/ 270

W22(E - N+ 2, 0 - N+ 2) = TUI, 3): NEXT 30 MEXT 1
FOR [ = ( TON/2: FORI =1 10N/ 2: 0041, 1) = R2(l, 1)
P, J) = 2201, 3): NEAT J: NEXT 1: M =H / 2
CALL HULTIPLICACION(N, D(}, DL(), D2(), B3{), F{), BD(), Al), AL())
§0TO 75

St FOR1 =1 TOH: FORI =170 (H-1)/2
W(E, 9) = TI(I, d): NEXT Js NEXT I

FOR 3 =1 70 M: JY = §

FOR O =1 TDL - 4 STEP 2: H[I, J + (M -1) 72} =THI, 3X +H - 1) WL, 0+ (M + 1) /7 2) = 72(1,

JX=JX+1:NHTJ:HHTI:IFH> 1 THEN 6% ELSE 72
CFOR T =L TON /20 FORJ =1 700/ 2: R21, 3} = W(I, 3): NEXT 3¢ HEXT 1

FGR =0+ N/ 2T0K: FORJ =1 TON /20 PF(I-H/2, 3) =4I, d): NEXT J: NEXT I: GOTG 84
720 FOR I =L TON / 2: FORJ =4 N/ 270 M K121, J - ¥ / 2) = H(1, J)

NEXT J: NEST I: FOR I =L+ N/2TON: FORI =L+ N /270N

W22(1 - N /2, 0 - N/ 2) = %(1, d): NEXT d: HEXT I

FOR 1 =1T0N/2: FORJ = L TO N / 2: R2(1, J) = HI2(1, d): P(I, §) = 422(1, 3): MEXT J: NEXT I
86 : =N/ 2: CALL INVERSA(RZ(), M, N): N =N / 2

FOR =1 TON: FOR J = & TO N: DD(I, J) = R2(I, J): NEXT J: NEXT 1

CALL KULTIPLICACION(N, DB(), DL(}, D2(}, D3(}, P(), DD(), A(), AL{)}

St FOR1=1T0N: FOR J =1 TD N: HDI(I, J) = ABS(DB(I, J))

NEXT J: NEXT 1: K = Md: FOR X0 = 1 TO K: FOR YO = 1 TO H: FOR 10 = £ T0 N
UX = CC(YD, 10) ¢ MDI(ZO, X@): FOI(YQ, XB) = FOI{YQ, 0) + UX: NEXT 10: NEXT YO: NEXT Y3: GOTO 23

bl

3+ H- 1)



3 e m

SUZ HATRINT (MAL), TLO), ¥, #, EA(), N3, 1)
DIV TO(M), VEL(Z L N + 32, 41, FLOH, K+ 1), AL204, M+ 1), FIR(N, ¥}, AL(Z 14, 2 T N, PL(5)
Mi=1; FOR I = CTOHD - &3 IF 1 =MD - 1 THEN 159
§ = .21
£ OARS(ED(I) - EB(J + 1)) ¢ E9 THEN (34
01D 159
15 s HL=HL+ L
BOTD 443
159 E? = 931 )
FOR I1 =170 M: FOR 41 = £ TO M + &5 AL(IT, JI) = @ HEIT 31 NEXT il
FOR § = { TO M: FOR 40 = { T0 N
IF § = 41 THEN AL(§, 35) = HA(3, 310 - £0(1) ELSE AL{j, 11) = KALj, 41)
FI(3, I1) = AL03, 310 AL2(5, 1) = FL{5, d0): NEXT 31: MEYT j
04 = 1: CALL RBIBO(N, 04, WD, 7911, A0}, VEL(), E9, R, %1, 1)
CLS : LOCATE 15, 33: COLDR 1i: PRINT "CALCULAHDO.. ¢ COLOR 3
IF R = ! THEN 178
807D 281
178 : PRINT *LA HATRIZ AL TIENE YECTORES COLUMMA L.1.°: BOTO 11
20 :0=N-R: IFQ=H THEN 554

IF 0 =1 THEN 5689
0L =8 K§ =2

DIN YL(H, ML + 1), VB(D1), VLN, B1), WW(HE)

37 FOR G =L TON: FORJIL = L T M: T2 = @

FOR J2 = 1 TO H: T8 = T8 + FL[§, J2) 1 AL2(32, d1): NEX
FIRLG, 313 = TB: ALL3, J1) = FIR(S, d0): HEXT J0: MEXT 3
04 = @; CALL RANGO(N, 04, M0, th), AL0), VEL(), £9, R, Hi, 11)

IF R =N - M THEN 330

IF Ry N - ML THEM 383

PRINT "EL RAMGO DE LA MATRIT FI=[A-IT1 N0 DERE SER MENOR DE (N-Hi)®
PRINT *PARA BUE EL PROBLENA TENGA SOLUCION: GGT 11

333 R9 = K9 ¢ 43 FOR LI = & YO M: FOR LA = 1 TO M: FL(LY, L4) = FIR(L3, L4)
NEAT Ld: REXT L3: BOTO 387

338 : 0 = Hi: CALL NORMALIZABO(D, I, ML, If, T90), AL(), ¥, TL())

Hi =it
9= 0: MA =0 M7 =0: MB=8:j=1

W M= B4 - H1

FOR J1 = 1 T0 N

FLIL, N+1) =0

FOR 32 = L 70 K: FL(IL, N+ 1) = FL(JL, N + 1) # FL{31, J2) & TL(32, T8)
NEXT 2

IF ABS(F1(J1, N + 1)) ¢ E9 THEN 264

12 = 1: GOTO 347

366 FIQJE, N+ 1) =8

367 + REXT J&

IF #2 = @ THEW 372

6070 394

372 ¢ IF X9 = 2 THEN 377

M7 = H7 + L: YY(M7} = TB: 6OTO 435

37 ¢ N9 =H9 + 1: FOR J1 =1 TO Wy VI(JL, H9) = Ti(J1, TRB): NEXT d{: BOTO 435
384 ¢ IF H3 = 2 THEN 435 '

386 @ FOR JL =1 TO N: X1(31, ¥3) = T1{J1, T8): NEXT 34: M3 =H#3 - 1

IF K9 = 2 THEN 373 ELSE 398

393 5 FOR 31 = L 70 N: Xi(J1, M3) = Fi(d1, N+ 1}: NEXT 11

BOTO 487

398 s FDR LI = 1 TO N: FOR LJ = 1 7O N: AL(LI, Li) = A12{LI, LJ): NEXT LJ: MEXT LI



€ et o

SOR AL = L TO N L4(d1, ¥3) = @
FOR 32 = 1 T0 N XL(JL, 83) = XU(JL, NE) + AL2(d1, 12) £ TL(SZ, D)
HEXT 121 NEXT 31
467 HA =2
409 ;43 = 3 - 1 H2 =
FOR Jf = 1 TO XI(Jl, W =8
FIRJ2=1T0 H. XL, Hi) = RL(dL, H3) ¢ ALLYL, 12) MU0, %3 s 1)
HEXT 32 IF ABS(YL(JL, BE)) ¢ E9 THEM 419
X2 = 1; BOTO 428
419 1 $1(3L, N3) =
196 1 NEAT 34
%2 = 9 THEN 432
F¥Z = | THEN 423
M4 = HA o+ Ln IF N4 (= K3 THEN 489
e o= s - |
129 1 X = K3 + H4: H9 = B: BOTO 433
232 1 H9 = Lu ME = HE £ L VA(HE) = M3+t
435 ; IF 48 = B THEN 438
IF 83 = 1 THEN 549
BOTD 446
433 3 IF M3 = 1 THEYN 532
IF § = B1 THEN 443
i=j+ 1 607D 355
443 1 J4 = 8: M8 = L3 IF §7 = @ THEN 488
450 34 = 14 + L3 IF 34 > 7 THEN 487
T3=VWJM:TF% = 2 THEN 451 ELGE 285 .
451 : FOR 30 = £ TO Mr XL(JL, M3) = TL(JL, T8): HEXT JL: H3 =43 - : K2 =9
FOR 48 = 1 T0 N: 31038, H3) = 8 ,
FOR 42 = L TOON: XLLIL, H3) = X134, H3) 4 ALZ(IL, 42) t Y442, ¥3 1)
MEXT 32: IF ABS(YL(JL, H3)) ¢ F9 THEN 244
%7 = L: GOTO 44
s85 3 14{11, ¥3) = @
487 ¢ NEAT J1
IF H2 = 3 THEN 472
469 1 M3 = B3 + [: BOTD 444
472 ¢ FOR 3= L TOKL - M3+ {: FOR 42 = £ TO M2 AL(32, 31) = 10(32, K3 + J1)
NEXT 32: NEXT 8¢ 03 = 9: H =ML - ¥3 + 1
CALL QAHBB(N, 04, MO, T90), AL(), VELL), E9, R, M1, 11)
IF H2 = 5 THEM 524
IF #2 = {0 THEN 333
IF R = Ni THEN 434 ELSE 449
AB4 3 M6 = MA + 1 VBIRE) = K3 + 1: BOTD 532
487 : 34 = @
488 : IF H9 = O THEN 528
489 1 34 = 34 + 1
FOR JZ = 1 TO N: AL(JZ, 1) = VL(J2, J4): NEXT 32

FORJ2=2TO ML +2 - H3: T8 = 43 + 42 -
FOR 08 = 1 T0 N: AL(JL, 32) = X1(J1, TB): NEXT J1: NEXT J2

04 = 0: N = N1 - 3 + 2: CALL RANGO(N, 04, NO, T9(), AL(), VEL{}, 9, R, K1, 1)
IF R = NI THEN 518 ELSE 517

510 1 FOR 32 = 1 TO M: X1(J2, H3) = V1(J2, J4): NEXT J2

Mo = Ho + 1 VB{MA) = H3: H3 = M3 - |

IF H3 = 1 THEN 532

517 : IF J4 = K9 THEN 528 ELSE 489

519 ¢ K2 = 5: GOTO 472



520 1 M2 = @ IF R = NI THEN 525 ELGE M3 = %3 + Wi: GOTO 442

525 1 IF M3 = | THEN 537 ELGE 444

528 1 FRINT °"ND SE FUEDE ENCONTRAR TODOS LOS UF Y VPG, CORRESPCNDIEMTE
PRINT “AL YALDR PROPID LANZDA(™; I3 *) = *; E8(I): BOTA 11t

532 ; IF M3 = 1 THEN 538 ELSE 12 = 10: GOTD 472

S35 : HZ =8 IF R = ML THEN 532 EL&E 578

533 ; IF M6 = 0L THEN §45

PRINT "ERROR:EL MO. DE VP, DE LA MATRIZ 1! OESE SER ISUAL A Ly DESENERACI
FRINT * 01 DE L4 MATRIZ AL, PARA EL VALOR PROPID LAKRDA(®; I; *)=%
5070 111

543 : TR =1 - M

FOR 3 = 1 T0 M FOR 34 = £ TO 3t TL{3, T8 + J1) = 10§, 31 + ib: NEXT I3
GOTO 482

534 ; CALL NDRMALI7ABO(E, 1, Wi, 10, TR, ALY, N, THO))

BOTO 442

539 : CALL NORMALIZABD(G, I, Hf, I, T9(), N, THO)

FOR M4 = L TOHL - £ TR = I +J -1

FOR 31 = £ 7O N: AL, N+ 1) = TL{JL, T8): NEXT J1
NE = 1

FOR 31 = 1 70 KO

PI(1) = VEL(3L, NE): PL(2) = VEL(J1, HE + 1): PL(3) = 1, ¥E + )
PL(4) = VEL(IL, NE + 3)

o4 PL(1) BOTO 49, b14, 18

539 ;TR = AL(PL(2), W + 1): ALIPI(2), N+ 1) = AL(PLI3), N + 1)
AL(PL(3), H + 1) = TE: BOTO 423

L4 r ALIPL(2), N+ 1) = AL(PL(2), § + 1) / PI(Z): BOTD &2%

18 1 T8 = AL(PL(2), M + 831 TE = T3 + AL(PL{3), N + §) 1 PI(3)

IF ABS(TA} S 9 THEN 472

T8 =10

572 1 AL(PLI2), M + 1) = T8

473 1 NEXT 3L ‘

FOR 1% = & 70 4: PL(IY) = 85 WEXT IY

W= T8=1+34 -4 +1

627 & IF ABSAL(L, N + 1)) < E THEN 632

PRINT "LA ECUACTON PARA HALLAR EL VPG."; T8; “DE Ti CORRESPONDIENTE®

PRJNT “AL YALOR PROPID LABDA (*; 13 ") HO TIENE SOLUCIOH®

5OTO 111

532 ¢ IF J0 = N THEN 637 £LSE JL = i + {: BOTO 427

37 : FOR 31 = £ TO 1L - &r TH(TI(IL), TA) = AL(JL, 11) + AL(JL, 11 + 1)

TH(TI(11), TB) = -1: HEAT 04

642 + Rl =1

843 5 NEXT I

UL FORIX=HOTOH-1: FORJX =1 TO M

T, 1Y) = -TH(JX, IX - M@ + L) HEXT J¥: NEAT I¥

END 503

H

EXT J1



SUR HATRIATC (MA(), TL(}, #, N, EB{), EL(}, T2(},
DIN F2(N, H§ + 1), A22(H, H + 1), VELI2 t § + 38, 5)( T9(4), F
DI FIR(H, N + L), FIR(N, M + 1), F‘ My W= 1) AZ(H, 0+ 1Y,
l TABY =¥ - L+ (L-1}/
= 4 10 TAUY
I = N THEN 1359
= .68l

I, )4 ht
ALIH, K+ 1), PLEGE

#l =
0g
=
£9
F

ARS(ER(I) - EB(I + 1)} < £9 THEN 1323 ELS
320 ¢ [F PRS{EL(I) - EL(1 + 1}} ( EF THEN K
ﬁ E9 = .331
=L 10 FORAL =1 TOMN

J ) = & A2(5, Jl) = @ AL(J, 91) = HAL3, 31} FL(G,
WAL, §) - ER(D)s A2Ud, ) = -EL{I): r2(’; il = A2(i, i
L RQNEDE{H 04, HO, T9(), Bi(), VEL() « Ry A2{), R,
TE 1§, 35: COLOR 1i: PRINT "FﬁLLuléﬂﬂﬂ .....’: COLOR =

l—-l—-n1-—¢’n

E 1358
L= 8L 5y BOTO

579

..AJ

11)

£07TD 2448

1536 + PRINT "LA HATRIZ 1 TIEME VECTORES COLUMHA L
1 0= d ~ i IF @ = KL THEM 3892

3410

‘1 BOTO 1113

1), ve{ed), Vi(H, 8L}, Y2(H, B1), X2(H, Al +
ITOR:FRR ML =1 TON: TA =% U8 =1

1}, Vatit)

8 =78+ FLl{i, J2) 1 AL2(32, 31) - F2(j, 42) t A22(2, 1)
Ug = U8 + FI(§, 420 1 A22(J2, 1) + F2(5, J2) 1 AL2(42, J1):
FIR(3, 31) = T8: ALl§, 31} = FIR(j, J)s
04 = 9: CALL RANBOC(N, D4, HO, T9(), AL(),
IF R =M - L THEN 2970
IFRYN-H
PRINT "'L n

NEIT 12
FIN(G, 34) = UB: p2(j, J1) =
VEL(), E5, R, A2(}, Hi, 1D}

[Tl afad
CoE amy

NRA SOLUCION": bﬂTﬂ 1115
L =1 TOM: FORL4 =1 7O s
NEXT L4t HEXT L3: GOTO 2449

H
HALIZADOC(D, I, Mi, 11, T90), AL(Y, #, TL(), A2}, T2())

KENOR DE {N-¥1)®

FLL3, L3} = FIR(L3, L4)

HS =jHl +1

B =0 Ko =0: W=D HB=108: ] =1

a7 M2=2: 78 =1+ -1

FOR 41 =1 TO N

FU(aL, B+ 1) = 8: F2(JL, H+ 1) =8

FOR 42 =1 TO §: U9 = Fi(d1, 42} 1 Ti(d2, TB) - F2(41, J2) t T2(J2, T8} ~
U7 = FLJL, 92) 1 T2(32, T8) + F2(4L, 42) 1 TL(32, 18)

FL(JL, N+ 1) = FLIQIL, N+ 1) + U9: F2(34, N+ 1) = F2(3L, N + 1) + U7: NEXT J2
AUXB = BAR{FL{JL, N+ 1} ~ 2 + F2(JL, N + 1} » 2)

IF AUXB < E9 THEN FL(dL1, N + 1) = 0 F2(Ji, N + 1) = B: GOTO 3230

M2 =1}

3230 ¢ NEXT Jt

IF M2 = @ THEN 3248

807D 3360

3268 1 IF K9 = 2 THEN 3309

N7 = K7 + 1: V3(N7) = TB: BOTO 3919

2()| [V

J1) = AL{E, 84Ye AL2(G, 41} = Fi(
broA22{3, §) = F(i, 3bs X

FIR(i, 41): HE

1)

IT Ji K2XT

HEXT Ji; M3 =M3 - 1

3300 : M9 = H9 + L FOR J1 =1 7O N: VI(J1, W9) = TL(JL, T8): V2(3L, H9) = T2(31, T18)
NEXT J1i: GOTD 3918

3369 : IF K3 = 2 THEN 3910

3378 : FOR J4 = 1 TO N: XI1{J1, M3} = TL(31, TB): X2(31, M3} = T2[J1, TE):



IF K9 = 2 THEW FOR 41 = 170 Mo {1(J1, H3) = Fi{J4, N+ 1): 12034, H3
FOR LI = L 70 N: FBR LJ = L TO N+ AL(LI, LJ) = ALZ{LE, L3} 22(LI,
FOR 41 = L 70 ke XL(J1, ¥3) = & XZ2(d1, M3} = &

FOR 42 = L 70 N3 U9 = AI12(d4, 12} € TH(J2, T8} - £22(J), 12} ¢ 7241
U7 = A12(31, 32) § T2(J2, T8 + 422(41, J2) 1 Ti{32, 18): {L{if, ¥3)
HEXT 20 NEXT 3

36723 1 H4 =2

'(Fﬂ-,,'{:”,'_{—-i-Hz:g

FOR 44 = L 70 Hy X1(J1, K3) = B: X2(d1, H3) =@

FOR 42 = 1 7O H: U9 = AL{dL, 92) £ Y4(J2, H3 + 1) - 82{31, 32} t 12(
U7 = Al(af, 92} 1 32002, B3 + 1) + AZ(3L, 32) t (1{32, ¥ + i (L)
2(3L H3) = {2041, H3) + 7

NEAT 42 AUYE = BOR{XLI{J1, #3) ~ 2 + (Z2(JL, H3) *~ 2)

IF AUX8  E9 ThEN 3779

#2 = 1+ GOTO 3799

3778 ¢ X3, W3} = W Y2(N, HR) = @

3799 1 REXT 44

IF H2 = @ THEN 3383

IF ¥3 = | THEW 3B3B

Ma = K4 + L2 IF Hd (= K9 THEN 3912

o= -1

3800 @ M3 = HI + W4: H9 = 0: 6OTD 3910

IRAR 1 M7 = L1 MR = A+ 1y VE(HS) = KR + 1

3918 : IF K8 = & THEW 3948

IF W7 = 1 THEN HZ = 31 5070 2323 ELGE 4819

3948 : IF N3 = 1 THEN 4883

IF j (> HLTHER § = § + 1 6070 3378

34 = 9: H8 = 1; IF W7 = D THEN 4498

5318 1 J4 = 34 + Ly IF J4 ¥ H7 THEN 4488

T8 = Y3(J4): IF HI ¢ 2 THEM 3372

FOR 38 = 3 70 My X4008, M3) = TL(IL, T8): X2(24, H3) = T2(iL, 78§ )
FOR J1 = 1 70 My AL{JL, #3) = Qs 320J1, §3) = 2

FOR J2 = 1 70 N U9 = AL2(dL, 42) 1 11(32, W3 + 1} - AZ22{41, 42) 1 %2
07 = AL2(J1, 42} 1 X2(32, K3 + 1) + A22(df, 12} 1 Z1{J2, H3 + 1)
12038, H3) = Y2031, H3) + 17

HEXT J2: AUYB = ABS(X1(J1, H3) * 2 + X2(31, HZ) ~ 2)

IF AUXB < EF THEN Xi(41, N3] = 8: (2(J1, u\‘ = Bs 60TD 4289
H2 =1

4280 5 NEXT 4

IF M2 = 0 THEN 4328

4308 : M3 = M3 £ 1 BOTO 4818
4320 s FOR 31 = 1 TD HL - M3 + ¢

ELT

X
1144

= F2(Jt,

)
i)

e 4) NEAT 3
b= R22(LL, Ld)s NEXT L3 MEUT L

0L, W3 5 U9 £2058,

= Tt
1 uzxy

1Z, Wi ¢
i, 43) =

T OA2{92, 91) = X2(J2, M3 + d1): NE(T J2: NEXT d1: 04 = #8: N = HL - H3 + |
I

CALL RANGOC(H, 04, N0, T9{), AL(), VEL(}, E9, R, A2(], Mi,
IF 42 = 5 THEN 4799
IF %2 = 10 THEN 4918

IF R = N1 THEN M6 = M6 + 11 YB{HMb) = N3 + L: GOTO 4889 ELSE 4383

4488 : J4 = @
4499 : IF M9 = B THEN 4858
1980 s J4d=da +

FOR J2 = 1 T0 M: AL(92, 1) = V1(32, J4): R2{J2, 1) = V2{J2, J4):

FORJ2=2TOMHL +2-M3: TB=H3 +J2 -1

HEXT 92

FOR 31 =1 T0 N: AI(J1, 92) = XL(JL, T8}: A2{J1, 42} = X2(J4, TB): NEXT J1

NEXT J2: 04 = 8: H=Hl-H3 +2

CALL RANGOC(N, 04, MO, T9(}, AL(), VEL(), E9, R, A2(}, K1, If

]

1

: FOR 02 = 1 TO K: AL{J2, J1) = 11(J2, ¥3 + §1)

s H3) + U9

PRI 2 =)

[4]
b

i
1

: GOTC 3523

3)

= 12(3L, ¥3)

+ W7



F R <> NI THEN 4738 :

OR J2 = 1 T My Y1032, ¥#3) = V(32 J4): X2{J2, #3) = V2{J2, 14}: NEIT 32: BA = Hp + 1 VE{NA)
I=H-1

F M3 =1 THEN 4889

758 5 IF 04 = HY THEN 4B5Q ELSE 4509

798 : ¥2 =@ IF R (> ML THEN M3 = N3 + Hd: BOTO 4310

F HI = 1 THEH 4289 ELSE 4819

B30 & PRINT “ND SE PUEDE ENCONTRAR TODOS LDS YP Y YPG, CORRESPONDIENTE®

RINT "AL VALOR PROPIO LANBDA("; Ty ") = "y ER{I}; ® "y EL{I): BOTO 1118

4880 ; IF 42 = | THEN 474@ ELSE 12 = 18 GOTO 4228

4918 1 H2 = 8 IF R <» Bl THEW 42330

4542 1 IF HA = BI THEN 4998

PRINT "ERRDR:EL HO. DE YR, DE LA HATRIZ ¥i+jX2 DERE GER IGUAL A L3 DESENERACION®
PRINT © 81 DE L& HATRIZ AL, PARA EL VALDR PROPIO LAREDA({"; I; ")="; ER(I)

8OTO 141
4998 : T8 = [ - i

FOR § =4 T0 N: FOR J4 = £ TO Bi: TL(G, 78 + J4) = X4, 38 + 1): T2(3, T8 + J1) = X2(3, 3¢ + 1)
NEXT 3L: NEXT

BOTO 5989

5892 : CALL NORMALIZAUOC{, I, ML, 1L, T9(), AL(Y, ¥, TL(), A20), T2(})

80TO 5989

5419 : CALL NORMALIZADDC(D, I, KL, 11, T20), AL(), ¥, TL{), A2}, 720))

£=1
FORJ4=1T0HL - T8=1+ 34 -4l
FOR J4 =1 70 : AL(IL, H + 1) = TH{H, T8): A2(J1, N + 1) .= T2(JL, T8} NEYT 2L NE =1
FOR J1 =1 TD RO: PI{L) = VEL{JL, HNE)}: PL{2) = VEL{J1, HE + t}: FL(3) = VEL(JL, HE + 2}
PL(4) = VEL{3L, NE + 3): PI{§) = VEL(3%, HE + 4}
04 FL{1) BOTO 3340, 5448, 5798
3568 & TR = AL(PL(2), H + 1): AL(PL(2), M+ 1) = AL(RL(ZY, W+ 1) AX(RL(3), 8 + 1} = TBs T8 = AZ{PL(2),
A2(R1(2), N + 1) = A2(PL{3), B + 1): A2{RL{3), N + 1)"= TH: GOTD 5756
5548 1 U9 = AL{RE(2), M+ 1) 2 PL(Z) - A2(PL(2), N+ 1) 1 PL(4)
A2(PL(2), N+ &) = GL{RLI2), N+ &) 1 PLI4) + A2(RL{2), H = 1} T Fi(3)

ALIPL(2), f + 1) = UD: BOTO 5782
S708 : U9 = AL(PL(3), N + 1) T FL(4) - A2(PL(3), N + 1) 1 PL(5)

U7 = AL(PL(3}, M+ 1) ¥ PL(E) + A2(FL(3), N + 1) 1 PL(§) :
ALIPI(2), N+ 1) = BLPL(), 8 + 1) + U9: AZ(FL(2), N + 1) = A2(PI(2), H + 1) = U7
IF ARS(AL{PL(2), N + 1)} > €9 THEN 5749

AL(PL(Z), N+ 1) =8

5740 @ IF ABS(AZ(PL(2), ¥ + 1)) > £9 THEM 5788

A2(PL(2), Nt 1) =3

5782 : NEXT Ji

FOR 1Y = 1 70 5t PA(IX) = @ HEXT IX

=1 T8=1 +J4-H+1

5820 : AUYE = SOR(AL{JL, N + 1) % 2 + A2(dL, H + 1) * 2)

IF AUYS § E9 THEN 5879 :

PRINT "LA ECUACION PARA HALLAR EL YPE."; T8; "DE T1,T2 CORRESPOMDIEHTE®
PRINT "AL VALOR PROPIO LABDA (*; I; ") HO TIENE SOLUCION®

507D 1118

5878 : IF 31 = M THEN 5940 ELSE J1 = JL + 1: GOTO 5820

5910 ¢ FOR J1 = L 70 IL - : TUT9(J1), T8) = AL(IL, IL) + AL(JL, If + 1)
T2(T9(d4), T8) = A2(34, I1) + A2(J1, T4 + 1): NEXT JI

TL(T(1LY, T8) = -1s T2(T9(11}, T8) = @: NEXT J4

IF AY = | THEN 1119

5988 : Ml = |

5990 : NEXT I

1110 : END SUB

H3



7399 : T8 = AL{IL, I1): IF 04 = 9 THER 24
HO = HD + 11 HE = 1y VEL{HO, §E) = 21 YE
2368 @ FOR j = [1 70 Hi: AL{I1, §) = AL(]
Fﬂn K? = 1 TO H: IF £2 = I1 THEN 2538
18 = -Ai(K2, [1): IF 04 = § THEN 2698
HO = ND + L2 ME = £3 VEL(NO, HE) = X VEL(HO, NE + 1) = ¥2; VEL(HO, KE + 2) = IL: VEL{HD, &E + 3)
2688 FGR j = 11 70 Hix AL{k2, §) = AL(X2, j) + AL({I1, J) £ 78
IF ABS(A 1( , 3)) > €9 THEM 2841
AL(k2, 51 =8
2541 @ 1EXT i

¢ HEXT K2 HEXT 1iy R = ML
2739 ¢ IF ABS{AL(HL, H1)) < EF T
5070 2393
2748 1 R=11 -1
2759 @ £ND SUR

SUR RANED (N, D4, NG, T9), AL(}, VEL(), €9, R, HL, 11)
ML= th IF 04 = O THEN 1989
HD = @
1952 ¢ FOR 1L = L TO M T9(IL) = [L: NEXT It
FGR §1 =1 7O ML: IF 14 = NI THEN 2709
12 = 11 32 = [1: 79 = ARS(AL(IL, 11))
0% 13 = 1L TO N FOR J3 = 1L TO Hi: IF T2 = ARG(AL(IZ, J3)} THEY 2112
12 = 131 02 = 33: T8 = ARS{AL(I3, I3))
2118 ¢ NELT 43: NEXT 13
IF T3 ¢ £9 THEN 2748
IF 1 = 12 THEY 2270
IF 04 = 3 THEN 2220
SD= N0 F 1 NE = f: YEL(ND, ME) = L VEL(NO, NE £ 1) = I1: VEL(NO, NE ¢ 2) = I2; YEL(NO, %E + 3} =@
2223 ¢ FOR § = 10 T0 Nb: T8 = ALUIL, §): AL(IY, §) = AL(I2, j): 84(12, §) = 78: hEXT
2279 ¢ IF 11 = 32 THEM 2350
FOR j =1 T0 H T8 = L5, 14)s ALLG, T1) = ALLG, 320 AL(j, 92) = T8: NEIT j
T8 = r9r1 b: TO(I1) = TO(J2): T2(d2) = 13
A
eL

u
(==

48
(49, HE + 1) = I4: VEL{HD, NE + 2) = T8: VEL{RD, KE + 3)
Y,o5) /7 Ta: REIT '

u
—
==

J
h

» GOTO 2783
THEH 2749

SUB NORKALIZADD (O, [, BY, If, T90), ALO), H, TLO))
FOR j=1T08: U8B =1+j-HTB=1147-1

FOR 30 = 1 70 11 - L: TL{T9(I1), UB) = AL(IL, T8): NEYT i
FOR J1 = 18 TO N IF J1 = T8 THEW 5699

TH{TI(IL), UB) = 8: BATD 5781

5499 @ TL(T9(J1), UB) = -

781 ¢ NEAT O%

SOR Jf = 1 TO M: TL{dL, UB) = TL(JL, UB) / TB: NEXT 4t
CALL NORML(N, Ti{), UB): NEXT j

END SUR -

SUB NORWALIZADOC (8, I, M1, 1L, T3}, ALLY, W, TL(), A20), T2())

FIR j=1T00: UB=1+j-Hi:T8=1L+]-1

FOR 01 = 1 TO 11 - L& TL(T9(J1), UB) = AL(JL, TA): T2(T9{J1), UB) = A2(JL, TB): NEXT 4L
FOR 91 = 11 70 M: IF Jf = T8 THEN 3239

TH(T9(d1), U3) = B: T2T9(JL], UB) = 8: 50TO $250

5230 & TL(T9(J1), UB) = -1: T2T9(J1), UB) = @

5258 ¢ NEAT J1: CALL NORNCLN, T1(), T2(), UB): NEXT j

END SUB



| SUB RANRAC (N Da, Nﬂ. T30, ALY, VEL(Y, £9, R, A20), M1, 0i)

HL=H: IF 04 = @ THEN 1430
N =@

1533 ¢ FOR 1L = L TO My T9(IL} = 14y NEXT If: FOR If = L TO MLy IF IL = §Y THEY 2379

2=11; 42=111 18 = Sﬂﬁtﬁi(lﬁ, - 2 AN, I 2 FIRIZI=M IO M FER J3 =11 TO M

AL = SER(((AL[I3, JS)) & 20+ (A2(I3, 430} ~ 2): IF T8 )= SUYE THEN (779

2 = 13: 42 = J3; T8 = GOR(AL(I3, 13} * 2 + A2(13, 43} ~ 2)

778 ¢ NEXT 333 NEXT Ia

iIF 78 ( E7 THEN 2391

IF 11 = 12 THEN 1929

IF 84 = 8 THEN 1248

HO =MD + L BE = 12 VEL(HD, HE} = 1y VEL(MD, NE + 1} = I1; VEL (NU, NE + 2) = 12: YEL(ND, NE + 3) = &: VEL(M@, ME ¢
1328+ FOR § = 11 TO NL: 78 = AL(1L, §)s AL{IM, ) = AL(I2, 3}; AL{I2; ) = TB .

T8 = A2(11, ) A2(IL, §) = AR{12, 7): A2(12, j) = T8:; ¥EXT ]

1528 ¢ IF IL = J2 THEN 2838

FOR 3 =1 70 M 78 = AL(§, 10): AX(3, I1) = AL(}, 32): AL(}, 82) = 78: T8 = 2( Iy 22(5, 11) = p2(j, 42

A2(5, 42) = T8: NEAT i: T8 = T9(1t)r TR(1L) = T9(32): T7(42) = T8
2058 @ U8 = AL{IL, I0) ~ 2 + A2(11, I&) ~ 2: 7B = AL(TL, 14} /7 88: U8 = -A2(1L, 11) / U8
IF 04 = @ THEN 2148 ’

H0 = Hi0 + 13 HE = Ly VEL(ND, HE) = 23 VEL{ND, HE + 1) = 11: YEL(HO, HE + 2) = T5: VEL{NO, ME + 3) = UB: VE |(Nﬂ HE + £)=¢
2441 ¢+ FOR j = I1 TO HLs U9 = ALLIL, ) t T8 - AZ(I1, 3) 1 HB: A2(IL, 3) = AM(IL, §) 1 UP FAIL, Y LY

AL(If, 3) = U9: HEXT j: FOR X2 = 1 7O H: IF X2 = 11 THEN 2332

18 = —Al(KZ, I1): 0B = -A2(¥2, 11): iF 04 = 8 THEN 2238

A0 = RO+ &y HE = 15 VEL(ND, HE) = 3: YEL(ND, HE + 1) = ¥2: YEL(MD, HE + 2) = Ii; YEL(MG, HE + 3} = T8

YEL(NOD, HE + 4) = U3
2233 ¢ FOR § = 18 70 HL: U7 = T8 1 AL(1L, §) - A2(IL, j) ® U: U9 = T8 1 42(1L, §) + UB t AL(IL, j)
AL(KZ, ) = AL(KZ, §) + 075 AD(K2, §) = 4252, 51 + U9: IF ABS(ALIKZ, 3)) > E9 THEN 2382

AL(X2, 51 =B

2308 @ IF ABS(A2(K2, j)) 3 E9 THEN 2328

A2K2, §) = B

7528 ¢ NEXT §

2338 5 NEAT K2

REH FOR IM = 1 70 M: FOR Ji = L 70 N: PRINT *AL"y AL(IH, IMY, "A2"; A2(14, JM): REAT ot NELT IH
HEXT 1Ly R = His GOTO 2498

2378 : AUXE = SOR(AL(NL, M1} ~ 2 % AZ{NL, NI} ~ 2): If AUXB < £9 THEN 2391 ELSE 2359

29 1 gd=11-1

2492 : END 5UR

SUR HORKS (N, TL(), UR)
T3 =0 FOR 40 = £ 70 H: T8 = T8 + TH{3L, UB) ~ 23 HEXT JL

T8 = SOR(TA): FOR 3L = L TO Ny TL(JL, UB) = Ti(JL, UB) / T8: HEYT it
END 5UR

SUR NORMCL (N, T1(}, T2(}, UB)

T8 =8: FOR JL =1 TO N: 78 = T8 + TL(J4, UB) ~ 2 + T2(31, U8) ~ 2: HEXT 0t

T8 = SOR(7T8}: FOR 41 = L 70 N: Ti(JL, UB) = T1(J1, UB) / Ta: T2(J1, U8) = T2{JL, U3) / T8: NEXT 41
END SUB

32
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APENDICE A.

NOTACION ¥ SIMBOLOS

— Los capitulos se han dividido en secciones, las cuales se
han enumerado como 1.1, 1.2, 1.3, y asi sucesivamente. La
secciones ge han subdividido en subsecciones, las cuales se
han enumerado como 2.1.1, 2.1.2, etc. Los teoremas, los ejem-—
plos, las figuras se han enumerado de acuerdo al capitulo vy
seccldn en que cohstan-

- Los vectores se han denotado con letras mintsculas con
una raya abajo (tal como x y 1), las matrices por lefras
mayusculas . con la misma .raya (tal como A y B), v los escalares
con letra sin rayva (tal como A y B). Los componentes de vecto-—
res o matrices se han designado con uno o dos subindices de
acuerdo a sus dimensiocnes (tal como =1 y Piz).

- Los siguientes simbolos y operaciones se han utilizado a

lo largo del trabajo de investigacidn:

i. =T transpuesta del vector x.

2. AT transprusesta de la matriz A.

3. A—1 iﬁversa de la matriz cuadrada A.
4 &

. E(x,v) - funcidn escalar de dos variables.

(9]
lg_i
N
s
K

funcién wvectorial de dos variables.



6. det(A) ‘ determinante de una matriz cuadrada A

7. tr A traza de la matriz cuadrada A
8. = primera derivada de la funcidén vecto-
rial =z.
9. A c particidén de uha matriz en blogues:
A, B, C, v D.
B| D
10. min minimo respecto a B.
B
A2  SIMBOLOS COMUNMENTE UTILIZADOS
1. 6, 2 cero, cero vector, cero matriz.
2. J integrales.
3 lim limite cuando t tiende a infinito.
t~o
4. s matriz identidad.
5. n dimensibdn del estado x.
6. m dimensidén del control u.
7. T tilempo
8 R(L) matriz de Ricatbtti.
9. P matriz de Ricatti en estado estable.
19. D(t,To) matriz de transicidn.
i1, z(t) vector de salida.
12. =(t) vector de estado.
12. u(t) vector de control.
14. il transformacidén lineal.
15. &L elementos de la matriz A.

16. To tiemrpo inicial.



17.
18.

19.

te

tiempo final.
sumatorio.

infinito.



APENDICE B.

CORCEPTOS BASICOS DE 105 STSTEMAS DE CONTROL OPTIMO.

Bl Definicidén de estado de un sistema.
Estado de un sistema a t=te es el conjunto:
w1 (t); 4i=1, 2, 3,...... n.
gque siendo conocido se utiliza para determinay sus valo-
res futuros v los de las salidas del sistema, conocidas
las entradas del mismo para t=te. El vector de estado es

z(t)-

B2 Clasificacion de los sistemas.
Los sistemas pueden clasificarse de acuerdo a la forma de
sus ecunaciones de estado. Dependiendo del tipo de siste-

ma, la ecuacidn de estado puede bomar las siguientes

formas:

a) no lineel, variante en el tiempo:
z(t) = al=(t), u(v), t]

) no linezsl, invariante en £l tiempo:
z(v) = al=(t), u(L)]

c) linesl, variante en el tiempo:
=z(t) = A(E)=(t) + B(elu(t)

4) lineal, invariante en el tiempo:

=z(t) = & z(t) + B u(v)



B3

B4

BS

B6

B6.1

Definicibén de la salida de un sistema.
Las cantidades fisicas gque pueden ser medidas se llaman
medidas de un sistema y se denotan por:
‘za(t); i=1, 2, 3,...... m.

y el vector de salida se denota por z(t).

Ecuaciones de salida.

w

a) i la salida estd relacionada con los estados y el
control por una relacidn no lineal vy variante en el
tiemro, léa ecuaciones de salida serén:

z(t) = al=(t), ult), tl
b) 85i la relacidn es lineal e invariante en el tiempo:

z(t) = D =(t) + C u(t)

Definicidén de proceso de control.

El conjunto [x(t), =z(t)] se llama proceso de control.

Solucidbn de la ecuacidn diferencial de estado para

sistemas lineales.

Ecuacidén de estado homogénea. Matriz de transicidn.
Considérese la 'écuacién homogénea: =(t) = A(t)x(E). gei
A(t) 25 continua para tedo t, entonces siempre tisne una
solucidén que puede ser considerada como:

2(t) = 2(t,t0); en donde B(t,te) es la matriz de



B6.2

B6.3

transiciédn que es solucidn de la ecuacién diferencial
matricial: d 2(t,te) = A(t)&(t,te)
dt
Ecuacidén de estado lineal no homogénea.

Considérese la ecuacidén de estado lineal:

z(t) = A(t)x(t) + B(t)ul(t)
Si A(t), B(t) v u(t) son continuas para todo +t, se tiene
la siguiente solucidn:

#(t) = B(t,te)z(te) + f S(t,T)B(T)u(r)dr para todo t

te

Sistemas invariantes en el tiempo.
Para los sistemas invariantes en el tiempo:
Z(t) = A =(t) + B u(t)
valen las soluciones anteriores con la siguiente matriz
de tTtransicidn:
&(t,te) = eAlr-To)

en donde la exponenéial de la matriz cuadrada P esta
definida como:

2P = 1+ PR +P2/2! + B3/3! + ... ..

B7 Definiciones de Controlabilidad.

Sea el sistema cuya ecuacién de estado es:
=(t) = al=z(t). u(t), ]

v para ©Zte , X(te) = ze



Si existe un tiempo finito ti>te vy un control:
u(t), telte.ts]

aue transfiere el estado xe al origen en el tiemro

se dice gque el estado =e es controlable a te. Si

los valores de xe son controlables para cualauier

t1,
todos

te,

se dice que el sistema es convletamsnts controlable o

gimplemente contreolable.
Kalman demostrd qus un sistema lineal fijo es cont
ble, si la matriz:

([ BiA BIAZB|....... (AP—1R ]

tiene caracteristica n.

B8 Definicién de Obsexrvabilidad.

rocla—

51 observando la salida z(t) durante un intervalo fini-
to de tiempo [te,t1], puede determinarse el estado z(te)
= xe, se dice que el estado Xe son oObhservaples péra
cualguier te:; entonces, se dice qgue el sistema es com-—

pletamente obseyvable o simplemente ohservable.

Para sistemas lineales fijos, la observabilidad se prueba

51 la matriz:
[ DTIATRDT | (AT)=2DT] .. ... { (AT)n—1DT ]

tiene caracteristica n.

B9 Definiciones de Estabilidad.



B9.1 Estabilidad en el sentido de Liapunov.
Considérese la ecuacidn de estado:
x(t) = al=x(t), t]
con la solucidn ze(t). Entonces, la solucidn es estable
en el sentido de Liapunov s; para cualaguier te v cual-
quier €>0 ewxiste un B8(€,te)>® tal que:

|x(te)—xe(te)” < &6 implica que: ”z(t)—ge(t)” < €

rara todo t=te.

B9 .2 Estabilidad asintdtica.
La solucidén =e(t) de la ecuacidn de estado:
z(t) = alz(t), t]
es asintdticamente estable si:
a) es estable en el sentido de Liarunov.
B) Para todo 1t existe un o(t®)>9 tal que:

|z(te)-xze(te)|| = o implica que: |=(t)-zme(t)| - ©

cuando t-wo.

BS.3 Teoremas relacionados con la estabilidad.
i) Teorema 1.
El siétema lineal fijo: =(t) = A =(t)
es estable en el sentido de Liapunov =i y soloc si:
a) Todos los vectores caracteristicos de A
tienen partes reales negativas, y

b) A cualquier valor caracteristico en el eje



iii)

iv)

imaginario con multiplicidad m corresponds

exactamente m vectores caracteristicos de la

El gistema lineal fijo: =(t) = A z=(t)

es asintéticamente estable si v solo si los valcores

caracteristicos de A tienen partes reales negati-—

vas.

Teorema 3.

Un sistema eé asintdéticamente estable en la vecindad

de un punto‘de equilibrio en el origen, si existe

una funcidén escalar V(x) tal que:

a) V(z) sea continua v sean continuas sus prime-—
ras derivadas parciales en la regidén alrededor
‘del origen. |

b)  V(z) >0 para x + 0.

c) V(g) = 0.
a) V(xz) < © para = % 9.
eorema 4

Un sistema es asintdéticamente estable glohalmente si

existe una funcidn escalar V(x) tal que:

a) V(z) es continua v tiene las primeras deriva-
das también continuas en todo el espacio de
estado.

b) V() > © para x & 0.



B1Lo

c) V() = 0.

d) V(x) - @ cuando x — o.

e) V(z) = 0.

) Siempre que V(x) % 7] exc;pto en = = O 0 en
cualquier.lugar del espacio de‘estados en donde
V(ix) = 0 no constibtuyen puntos ds trayectoria
del sistema.

w) Definicidén 1
La matriz constante A nwn es asintdticamente

estable si todos sus valores caracteristicos tienen

partes reales negativas.

Relacion entre la ecuacidn de Ricatti de tiempo continuo
v la ecuacidn de Ricatti de tiempo discreto.
Considérese un sistema descrito Dor lé siguiente ecuacidn
diferencial.

=(t) = A x(t) + B u(t)
donde =(t) v u(t) son las wvariables de estado y con—
trol respectivamente, A v B son constantes,y el criterio
a ser minimizado es:

T
=2 (T) + T J u*(t) dt

(%)
donde T es el tiempo final, vy T es el factor de ponde-
racién.

*x(T) v u(t) son cuadraticos porque tanto los valores



positivos como los negativos son importantes. Esta carac-—
teristica de madir refleja el deseo de aue el estado

final =(T) 1llegue a cerc sin &l excesivo esfuerzo de

i

control.

Esta ecuacidon diferencial debe ser aproximado a una ecua—
cién de diferencias, por lo que la integral se aproxima a
un sumatorio.

Esta aproximacidén se realiza dividiendo =1 intervalo de
tiempo @ =t =T en N incrementos iguales, 6t. Enton-
ces, se tiene

x(t + 6t) — =(%t)
—————————————————————— = A x(t) + B u(t)

ot
6 : x(t + 8t) = {1 + A.8tJ=(t) + B.&t.u(t)
Se asume gue 8t es pequefio, de esta manera la seflal de

control puede ser aproximada a uvuna Fuacidn constante que
cambia solamente en el instante +t=9, &6t, ..... , (N-1)6%;
es decir, para t=k.5t,

x{[k+1].8t}

1

[1 + a.0tlx(k.8t) + b.8T u(k.8t)

i

k 0, 1, ...... , N—-1

x(k 06t) estd referido al k—-ésgimo valor de hog v esta
denotado por (k). Entonces, la ecuacidn de diferencias
puede escribirse como:

x(k+1) = [1 + A.8t]=x(k) + B.&6t.u(k)

En forma similar, el criterio de rendimiento es:



114 AT Kbt
x*(N.8t) + T'[ u2(®}dt+J uz(ﬁt)dt+..-+J u® ([N-118t)dt 1]

m

134 {K-1)8%

CXE(N) o+ TL8t[u?(9) + w? (1) + ...+ v (n-1)]

2 (N) + IT'.8t Z v* (k)

Ahora, si A yv B son matrices; entonces, es necssario

transformay de matrices continuas a matrices discretas de

la siguiente manera:

Como se sabhe la solucidn a la ecuacidn de diferencias del
sistema discreto es:

(kL) .
20 (k+1)T] = @AT=(kT) + [ e A[(k+1)T-T] B u(T) dr
- J

KT
Tuego:
Ad = e AT

3 {(k+i}T

A Bd = BeAl (k+1)T-1] Aar
¥ Discretizando la salida del sistema:  z(t) = D x(t)
é% Se tiene: ' “m(k+1l) = D x(k+1)
A0 ’
fﬁ Luego:

‘!}'
4 ca = C

e ‘T t"\

¥,
£



APENDICE C.

MATEMATICAS: TEOREMAS Y DEFINICIONES BASTCAS.

Se han utilizado muchos teoremas, definiciones, resulta-—
dos y técnicas mateméticas a través de todo este trabajo
de investigacidn, en este apéndice se verdn algunos con-
ceptos bésicos.

PARTE T: ALGEBRA LINEAL.

1) Transformaciones lineales.

Definicidén 1 .- Sean V v W dos espaciocs vwvectorialss

sobre el cuerpo K. Una transformacidén lineal de V en

W es una funcién £ de V en W tal que:

fla 2+ v) = a £(z) + £(x)
rara todos los vectores x & v de V vy Todos los
escalares a de K.

Definicion 2.—

n

i V es un espacio wvectorial =obre el
cuerro K, un operador lineal P sobre V es una trans—
formacién lineal de V en V. |
Definicidén 3.- Si \% £s un espacio vectorial sobre el'
cuerpo K, una transformacién lineal J de \Y) en el

cuerro de escalares K, se denomina fupcional lineal

sobre V.



2) Valores y vectores caracteristicos.
Definicidén 1.— Si P es un operador lineal en 'V, loé'
vectores = que cumplen: _ .
P(x) =T1x; (T €K, 2 8)

se  denominan & vectores o vectores caracteristicos v

los numeros T se dencominan autovalores o

risticos del operador R.

3) Matrices vy operaciones elementales con matrices.
Definicién 1 .— La traza de una matriz cuadrada A es la
suma de los elementos de su diagonal. Esto es:

fi

tr A = 2 aij
i=1

Definicidn 2.— Para derivar o integrar una matris, se

derivan o se integran cada uno de sus elemsntos.

Definicid: 3.— Para hacer una particidén a una matriz se

trazan lineas horizontales y verticales entre dozs filas o

columnas vy los subconjuntos formados se consideran como

matrices.

Definicidn 4.— Una matriz cuadrada se llama singular si
|A| = 9. Caso contrario se lo denomina no—-singular.
Definicidén 5.~ Una matriz diagonal es una matriz cuadrada

tal que los elementos fuera de la diagonal son todos

cero..

Definicidon 6.— Una matriz transpuesta AT es la matriz



que resulta al intercambiar las filas y las columnas de

una matriz dada A.

Nefinicién 7.- Una matriz es simétrica si A = AT.

Definicién 8.— La norma de una matriz A, dsnotade por

HA”, es el mencr valor de K tal que: ”Ag” = K !z para
todo .

Lefinicion 9.~ Una forma cuadratica @ £s un polinomio
real homogéneo en las variables reales =3, Xz, ...., FEnj
tal que: n

n
Q= Z PR e Bods
=4
en las qgue todas las aaxs son reales. Y se expreasa:

Definibilidad v semidefinibilidad.

Definicién  10.- Una matriz A  simétrica nzn se dice

definida positiva si todos los valores caﬁacteristicoa'de
A son positivos; es decir,

T'i1 > 0, para todo 1.
Definicién 11 .- Una matriz A simétrica nzn s€ dice
semidefinida positiva si todos los valores caracteristi-
cos de A son positivos v al menos un valor caracteristi-
co de A es cero; es decir,

I's = ©, para todo i

& ‘ i1 = @, para algin iz € [1, 2, ....n]

Definicidn 12.- Una matriz A simétrica nxn es defini

da negativa si todos los wvalores caracteristicos de A



son negativos; es decir,
Ti < O, para todo i
efinicidén 13.~ Una matriz A simétrica nzn es semide
finida negativa si todos los valores ‘caracteristicos de
A son negativos y al menos un valor caracteristico de A
es cero; es decir,
T'e € 0, para todo 1

& Tia = 9, para algin iz € [1, 2, ....n]

4) Propiedades importantes de las matrices.

1) A+B=B+A 2) A(BC) = (A B)C

3) A(B+ C) = AB + AC 4) (B+CA=BA+CA
5) (A B)T = BT AT 8) at = a

) |AT] = [4] - B) [& B| = [A]]B

9) (A B)=* = B-1A—1 10) (A—1)-1 =

11) (A~1)T = (AT)-: | 12) |A~2| = |A|-*

13) (A A—I)T = A AL 14) (A-I)-I = 4

15) (AL A)T = A—I A 16) (AT)—L = (A—I)T

1

Definiciones, propiedades y teoremas ttiles.

EOYEemes
i los valores caracteristicos de una matriz nzn son
distintos, entonces los vectores propios son linealmente

independientes.



Teorema 2.
Si. A es una matriz cuadrada, entonces el escalar T es
un valor caracteristico o un autovalor de A si se sa—
tisface la ecuacidn:

|[TL — A | = 0.

son matrices reales simétricas.

fcn

)‘ . .P. 7_}- - _E y
Si: =T P x > ©, para todo e % 9, P es una matriz
definida positiva.

Si: =T S =z = 9, para todo =; entonces, 5 es una

matrisz semidefinida positiva.

Propiedad 1.- Sea Q una forma cuadrética: Q = =T A =,
donde A es una matriz n<n simétrica, entonces se
cumple:

1) @ seréa definida rositiva si A es diagonal v
los elementos de la diagonalVSon mayores que cero.
2) Q@ serida definida positiva si todos los n wvalo
res caracteristicos de A son positivos.
3) Sea Q cunalguier matriz real no singular; enton-
ces, A = DT D genera una funcién definida positiva
de forma cuadratica.
4) 3i todos los menores principales guia de la ma-
triz A son positivos, la forma cuadriatica real Q
es definidé positiva.

Propiedad 2.- La forma cuadratica Q = T A 2 serd semi-

definida positiva si:



1) Todos los valores caracteristicos de
negativos.

2) Todos los menores principales de A
tivos.

A son no

sO0n no nega—

La suma de una matriz definida positiva vy una matriz se-—

midefinida positiva es una matriz definida positiva.

Si una matriz es definida positiva, entonces existe su

inversa.

Propiedad 3.— Sea Y uwna matriz columna mxli, =z una

matriz columna mxl, v M una matriz m=m. Entonces:

S [¥YT Mzl =Hz
dY -

opiec 4. - El gradiente de la forma cuadrdtica

¥ MY se obtiene como:

(¥T M ¥] =4 ¥ + MT X

=

51 M es una matriz simétrica, entonces:

S [YTMXYX)=2MX
)4

PARTE IT: VARIABLES DE ESTADO

Ventajas de utilizar la descripcidén a variables de

estado.



1) Tas wvariables de estado son Utiles para trabajar sn 1

computador digital o analdgico. -
2) La descripcidn es védlida para sistemas lineales y
lineales.

3) Utilizados en investigaciones tedricas.

4) La definicidn de estado tiene una fuerte motivacidn

fisica.

5) Se obtiene mayor informacidén que con otras definicio-

nes.

PARTE III: TECNICAS NUMERICAS.

Métodos de Runge—Kutta para las ecuaciones del tipo: y =f(x,v)

v(z + h) = y(x) + Oy
Metodo 1: Buler (error del orden de h®)
8y = K1l
K1 = hif(=,v)]
Método 2: Euler—Cauchy (error del orden de h2)
by = % (K1 + K2)

K1 h{f(=z,v)]

1

K2 = hif(=x + h, v + K1)]
Método 3: Heun (error del orden h+4)

&y = % (KL + 3 K3)

I

Ki hif(=z,y)]

K2 = h{f(x + h/3, v + K1/3)]

K3 hif(x + 2 h/3, v + 2 K2/3)]



Método 4: Kutta—-Simpson (Regla del un tercio)

(error del érden de hB)

1/6 (K1 + 2 K2 + 2 K3 + X4)

oy =

Kl = hif(=,v)]

K2 = h[f(x + %h, v + %K1)]

K3 = nlf£(xz + %¥h, v + %K2)]

K4 = h{f(z + h, v + K3)]
Método 5: Kutta—-Simpson (Regla de los tres octavos)

(error del orden de h3)

by

K1l

K3

K4

11

11

1/8 (K1 + 3 K2 + 3 K3 + K4)

hif(xz,y)]

hif(= + h/3, v + KL/3)]

hif(=z + 2h/3,

h{f(xz +

v + K2 - K1/3)]

h, v + K4 - K2 + Kl1)]



APENDICE D.
EXPLICACION DE LOS SUBPROGRAMAS IMPLEMENTADOS EN EL COMPUTADOR

En +todos los subprogramas que a continuacién se wvan a
detallar, trabajan con las dimensiones de la matrices involu-
"

cradas en £l sistema; es decir, el orden del sistema "n v

el orden de la entrada "m"

SUBPROGRAMA At

Esta subrutina calcula la branspuesta de la matriz "A",
la cual es la matriz de entrada a esta subrutina es la misma
matriz A", v s& utiliza una matriz "Al", para almacenar la

matriz transpuesta.

SUBPROGRAMA " CUADRO

Esta subrutina se utiliza para enmarcar la pantalla, para
lograr una mejor presentacidn de los diferentes menis y ta

blas.

SUBPROGRAMA “ D

Esta subrutina realiza algunas operaciones ttiles gue

facilitard obtener la ecuacidn diferencial de Ricatti.



La matriz RZ2 es la matriz inversa de RZ2; &s deciyr, que
en el subprograma "INVERSA" se obtiene (en la misma matrisz),
la matrisz inversa de R2. En Bi se obtiens la transpuesta de
la matriz B. Por tltimo se asigna la matriz D para almace

nar el resultado del producto de B_R2-1.BT.

SUBPROGRAMA " ECUACION

En esta subrutina se obtienen las raices del polinomio

caracteristico, estos valores se colocan en dos vectores. RO

5

es el vector que almacena la parte real de las raices v El es

el vector que almacena la parte imaginaria ds estas raices.

SUBPROGRAMA " ENTRADA

El presente subprograma almacena en las matrices oPT v
OPT1, las matrices de transicidén con la respectiva constante
de tiempo calculado en el subprograma "TIEMPO”. OPT es la
matriz de transicién al tiempo T, mientras que OPT1l es la
matriz de transicidén al tiempo T,/2, v estos serdn utilizados

en el cdlculo del vector 6ptimo.

f( SUBPROGRAMA “ FACT

Este un subprograma pequefio que se incorpord para calcu



lar el factorial de un nimerc, este cdalculo =8 utilizado en el
programa anterior para obtener las diferentes matrices de
transicidén. En el programa ingresa el namero del que se va a
encontrar el factorial, este nimero se almacena en la variabnle

L v su factorial se cbtiene en la variazble L1.

SUBPROGRAMA " GRAFIC *

Este subprograma contiene las instrucciones para graficar
dos elementos de la matriz solucidn de Riﬂatfi P(i,3), v dos
elementos de la matriz ganancia de realimentacidn F(i,J).

Ambos gréficos se presentan simultdneamente en la panta

lla del computador, a la vez se muestran los pasos discretos

}—t

de tiempo, v ademds se diferencian los gréaficos de los elemen
tos de la misma matriz, mediante la utilizacion de diferentes

tipos de linea de graficacidn.

. SUBPROGRAMA " INVERSA *

En este subprograma se obtiene la inversa de dualquier
matriz, se utiliza la matriz R2, con la cual ingresa la ma—
triz a ser inverﬁida, v en la misma matriz R2 se obtiene la
inversa. Inicialmente este subprograma se utiliza para obtener

la inversa de la matriz de ponderacién R2.



SUBPROGRAMA " MATRIXT ~

)
«
w
o
]._l
o]
o
ot
}J
l—l
I-Jq

Este subprograma, e€s Uno de los mas largo
za para obtener los vectores caracteristicos dzs los autovalo
res reales, como variables de entrada que se vtilizan son: EO,
el cual contiene los valcores caracteristicdos realeéi v la
matriz A del sistema o la matriz compuesta MA (en las que
se involucran las matrices A, B, RZ, Rl y AT); el vector que

contiene dichos vectores caracteristicos es T1.

SUBPROGRAMA " MATRIXTC

De igual forma gue el subprograma anterior, este se lo
utiliza para obtener los vectores carécteristicos de los
autovalores complejos, como variables de entrada aue se utili
zan son: EO y El, los cuales contienen los valores caracteris
ticos reales e imaginarios; y la mabtriz A del sistema o la
matriz compuesta MA (en las que se involucran las matrices
A, B, Rz, Rl v AT); las matrices que contienen dichos

vectores caracteristicos son Tl y T2.

ﬂ SUBPROGRAMA " MULTIPLICACION ™

Este subprograma se lo utiliza para obtener multiplica

ciones entre matrices cuadradas, se realizan cuatro multipli



cacicones simulténcamente, los resultados se cbtlenen en las
matrices cuadradas D@, D1, D2, yv D3. Las matrices a multi
plicarse se ingresan en las varisbles A, P, AT y D. De
acuerdo a estas oreraciones se obtienen la matriz solucidbn de
la ecuacidn diferancial de Ricatti v se lo utiliza en el

método iterativo Runge-Kutta.

SUBPROGRAMA  NORML

En este subprograma se obtienen los vectores caracteris
ticos normalizados reales, como vectores d= entrada se tienen
B0 v T8, en este Bltimo se encuentra la norma del vector
caracteristico Tli, v el vector donde se obtienen los vectores

Y
caracteristicos normalizados es T1; este es un subprograma
que se encuentra dentro del subprograma " MATRIZT " en el

que se obtiene dichos vectores.

SUBPROGRAMA ~ NORMALIZADO ~

Este subprograma es el primer paso para obtener los
vectores caracteristicos normallzados reales, ya que el sub

programa que lo complementa es el anterior " NORM1I

_SUBPROGRAMA " NORMALIZADOC ™




Este subprograma es el primer paso para obtener los
vectores caracteristicos normalizados complejos, ya que el

subprograma que lo complementa s el " NORMCL .

SUBPROGRAMA " NORMCL *~

En este subprograma se obtienen los wvectores caracteris
ticos normalizados complejos, como vectores de entrada se
tienen EO©, El, v T8, en este tltimo se encuentra la norma del
vector caracteristico Tl yv T2, y el vector donde se obtienen
los Vectorés caracteristicos normalizados es T1 yv T2; este es .
un subprograma que se encuentra dentro-del subprograma

" MATRIZTC " en el gue se cobtienen dichos vectores.

SUBPROGRAMA " ORDENACION

Este programa se lo utiliza para ordenar las raices del
sistema; es decir, se ordenan las raices gue son positivas vy
luego las negativas cuando se tratan de raices reales; si se
tratan de raices complejas primeroc se ordenan las partes
reales negativas y luego las positivas. Este trabajo se lo
realiza con la ayuda de dos vectores auxiliares para realizar
.el cambio, la ordenacidn se encuentran en los mismos vectores

EO v ElL.



&)

l SUBPROGRAMA " RAICES ©

Este subprogramz se lo denomina  "BAIRSTOW', v tizne por
objeto procesar la informacidén v dejarlo listo para obtener
las raices del sistema, que se lo realiza en el subprozgrama

"ECUACION". '

L_, SUBPROGRAMA * RANGO HJ

Este es uﬁ peguafic subprograma en el gue se obtiene el
rango de la matriz MHA(como se dijo anteriormente, involucran
las matrices A, B, R2.- Rl, AT), esto se lo hace m=diante
el método de Gauss—Jdordan rara la solucidn de un sistema de n
ecuaciones algebraicas; es declr, mediante operaciones zntre
filas v columnas de la matriz UMA. De esta forma se conoce, si
los vectores columna son linealmente indepen&ientes- Este

valor se lo guarda en la variable "R".

L SUBPROGRAMA ~ RANGOC ]

Al igual que el subprograma anterior, este es un pequefio
subprograma en el que se obtiene el rango de la matriz MA (si
loe valores caracteristicos son complejos), esto se lo hace
mediante el método de Gauss—-Jordan; de esta manera se conoce,
si los vectores columna son linealmente independientes. Este

valor se lo guarda en la variable "R".



sistema en lazc cerrado;: vy estd tomada diez vec menor al de

(h
0

los valores caracteristiccos. Esta constante de tiesmpo se en-

cuentra almacenada en la variables "T".

SUBPROGRAMA " TRANSKFERENCIA *

En este subprograma se obtiene el polinomio caracteristi
co del sistema, estos valores se encuentran en el vector "E6"
v la potencia del polinomic se lo guarda en el wvector "NP'".
Deépués de obtener estos wvalores se pasan a obitener las raices

del sistema mediante el subprograma "RAICEES

SUBPROGRAMA  GRAPHICS *“

Este subprograma contiene las instrucciones para graficar
dos elementos del vector de estado optimo x*(i,j), vy dos
elementos del vector de entrada Sptima u*(i,Jj).

Ambos gréaficos se presentan simultidneamente en la panta
.1la del computador, a la vez se muestran los pasos discretos
de tiempo, y ademds se diferencian los gréaficos de los elemen-—
tos del mismo vector, mediante la utilizacidn de diferentes
tipos de linea de graficacidn.

Existe la posibilidad de variar la matriz ganancia de
realimentacidn en estado estable, v observar la influencia que-
se tiene en el cbmportamiento del vector de estado éptimo y eéen

el vector de entrada éptima.



MANUAL DE UTILIZACION.

Al ejecutar el prosgrama "PROGRAMA.EXE", se ingresa a un
ment llamado "MENU PRINCIPAL", en el cual se& pueden seleccio-

naxr 9 opciones:

(1) Ingreso de datos de las matrices del sistema.
(2) HMétodo d= Runge—-Kutta.

(3) Método de Kalman—Englar.

(4) Método de Diagonalizacidn.

(5) Salir.

En este inzstante solo se pueden escoger las opciones (1)
v (5). Entonces, si usted desea abandonar €1 programé, escoger
la cpcidn (5) y después <ENTER>. .Caso conbrario, escoger la
cpcidén (1) v después <ENTER>. Inmediatamente aparece otro
submeni denominado "INGRESO DE DATOS", en el gue se delen

ingresar los siguientes datos:

)

- £l orden del sistema "n".

—~ el orden del vector de entrada "m"

— los elementos de la matriz A" del sistema por filas.

~— los elementos de la matriz "B” del gistema por filas.

- los elemgntos de la matriz "R3" del criterio de rendi-
miento poxr filas, vy

- los elementos de la matriz "R2" del criterio de rendi-

miento.



Se debe pfesionar <ENTER> después de cada eslemento ingre-—
sado. A continuacidén aparece el siguients menseje "LOS DATOS
LSTAN CORRECTOS [S/N]"; si se ingresaron los datos erradamente
escoger "N" y  «<ENTER> para realizar un nuevoe ingreso de datos
vy continuar con el procedimiento anterior. Caso contrario,

escogey la opcidn S" v <HNTER>; de tal manera, que los dabo

w

ingresados se almacenan eﬂ las matrices previstas en 21 pro-—
grama, luego aparece en la pantalla el "MENUO PRINCIPAL".

En esta oportunidad la opcidn (1), no se puede escoger,
yva que el programa espera trabajar con ios elementos de las
matrices ingresadas.

Si se escoge la opcidn (2), entonces guiere decir que se
iva a trabajar con el método de Runge—Kutta, al presionar
<ENTER> aparece en la pantalla un nuevo submeni denominado
“"INGRESO DE LIMITES DE INTIEGRACION DEL CRITERIO", en el cual
ge debe ingresar los sigﬁientea datos: .

- LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACION.- en este paso se debe

ingresar el valor maximo al cual va a llegar la integra-—

cidén directa.

- LIMITE INFERIOR DE INTEGRACIaN_— ge debe ingresar el

valor minimo des=sde el cual ge va a empezar la integracidn

directa.

— CONDICIONES INICIALES DE LA MATRIZ *P%x AL TIIMPO FINAL

TF.— en este caso se debe ingresar las condiciones dini-—

ciales de la matriz solucidn de la ecuacidn de Ricatti



*P*k al tiempo final de la integracién.
Después de cada ingreso de datos presionar <ENTER>.

- Lmego, aparece un mensaje gque dice; "T0OS DATOS ESTAN
CORRECTOS [S/N]"; al escoger la:opcién "N" v <ENTER> se deben
‘ingresar nuevamente los datos mencionédos anteriormence; si se
escoge la opcidbn "S8" y <ENTER>, entonces empieza el proceso
de cédlculo de los valores de las matpices "P" vy "F"; matrices
golucidn de la ecuacidn de Ricattl y matriz ganancia de reali-
mentacitn resprectivamente, £s asl que aparece en la pantalla

la palabra "CALCULANDO".

Al finalizar este proceso de calculo, aparece un nuevo
submenti denominade "SUBMENU DE TABLAS", en este caso se tiene

las siguientes opciones:

—~(1) tabla de valores del método de Runge-Kutta.
—(2) tabla de valores del método de Kalman-Englar.
—(3) tabla de valores del método de Diagonallzaciodn.
—(4) ir al subment de griaficos.

—(5) regresar al mend principal.

De acuverdo al método utilizado, se debe ingresar a la
tabla de valores de dicho método. En este caso, las opciones
permitidas son:

— OPCION (1) v <ENTER>: en este caso aparece el siguiente
. submeni denominado "TABLAS DE RUNGE-KUTTA", dentro del

cual se tiene las siguientes opciones:



*(1) solucidn de la ecuacidn de Ricatti *P(i,J)k.
¥(2) matriz ganancia de realimentacidn XF(i,j)k.
k(3) vector de estado éptimo kXK (i,j)k.

*(4) vector de entrada Sptima *ku(i,J)k.

*(5) regresar al subment de tablas.

* Las opciones (3) v (4) no se pueden escoger, en aste
instante, ya que se necesitan las condiciones iniciales
del vector de estado 6ptimo, esto se-lo hace posterior—
mente.

k Al escoger la opcidn (1) y <ENTER>, se pueden observar
las tablas de wvalores de‘la matriz solucidn de la ecua-—
cién de Ricatti "P", aparece un mensaje "PRESIONAR <C>
PARA CONTINUAR" entonces se debé digitar "C" para conbti-
nuar observando los siguienfes valores, hasta aque el
tiempo "t" sefiale el limite inferior de integracidn.

k Al escoger la orcidn (2) v <ENTER>, se pueden observar
las tahlas de valores de la matriz solucidn ganancia de
realimentacién “F", aparece un mensaje "PRESIONAR <C>
PARA CONTINUAR" entonces se debe digitar "C" para conti-
nuar observando los siguientes valores, hasta que el
tiempo "t" seflale el limite inferior de integracidn.

Al escoger la opcién (5) y <ENTER> se regresa al "SUBMEND
DE TABLAS".

OPCION (4) v <ENTER>: aparece en la pantalla el siguiente
submenl denominado '"SUBMENU DE GRAFICOS” en el gue se

obgervan las sigulentes opciones:



+(1) graficos prara =21 método de Runge—-Kutta.

+(2) gréficos para el método d= Kalman—-Englar.

+(3) salir al subment de tablas.

+(4) salir al ment principal.

+(5) ingresar nuevos datos de las matrices del
sistema '

Puesto que se calcularon las matrices con el método
Runge—-Kutta; entonces, se muestran los gréaficos gue co-—
rresponden a este método.
+ Al escoger la opcidén (1) v <ENTER>, en la pantalla
aparecen los siguientes mensajes:
—) INGRESAR DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ XP(NXN)* A
GRAFICARSE: en este caso se debe ingresar un ndmero
de dos cifras, que corresponde: 1la primera cifra a
las filas vy la segunda cifra a las columnas, asli por
ejemplo; si se ingresa el namero 12, quiere decir
gque el elemento a graficarse ocupa la primera fila ¥y
la segunda columna de la matriz ®Pk; para continuar
se presiona <ENTER> v se procede a ingresar el nlme-—
ro correspondiente al segundo elemento.
Ademés, en este caso y como ayuda, se muestra la
dimensidn de la matriz *¥Pk, de tal forma, sge ingre-
sen los elementos correctamente.
A continuacidn aparece el siguiente mensaje:
—) INGRESAR DOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ *xF(MXN)%* A

GRAFICARSE: De la misma forma que al casc anterior,



se procede al ingreso de dos elementos de la matriz

REk

[....l

Luego de este procedimiento, existe la posibiliidad
de corregir o modificar los elementos ingresados,
esto se realiza mediante 21 ltimo mensaje que dice
"LOS DATOS ESTAN CORRECTOS [S/N]1™.

VSi los datos son loé correctos digitar "S" v empeza-—
ra la ejecucidn antomdtica de gra;icacién de  los
elementos de las matrices ®Fx y kPk,

Para continuar con la etapra de graficacidn, se debe
presionar <ENTER>; entonces, en la pantalla aparece
el siguiente mensaje:

"INGRESAR LAS CONDICIONES INICIALES PARA EL VECTOR
DE ESTADO OPTIMO Xk(©), ESTA CONDICION INICIAL DEBE
SER DIFERENTE DE CERO": en este instante se deben
ingresay los datos, vy mediante un <ENTER> avanza al
siguiente elementeo. El ingreso de datos se realiza
por filas. De igual manera existe la posibilidad de
modificar estos datos.

Cavbe seflalar gque si el orden del vector de entrada
es m=1l, entonces el pvograma automéaticamente le per-—
mite el ingreso del Unico elemento de la matriz kuk.
Si los datos son los correctos digitar la letra "S™
y <ENTER>. En este momento se ingresa & un nuevo
submend denominado "GRAFICACION DE LA MATRIZ GANAN-

CIA DE REALIMENTACION" en el que se indica:



Il

(1) con *kF#* calculado
(2) con ¥B% en estado estable
(3) con nueves datos para KEFK en estado sstable

Al escoger cualguiera d las opciones mencionadas;

(I

entonces, se procede a calcular los elementos de los
vectores de estado értimpo v de la entrada é6pbtima. Al
pasar =sta etapa de cdlculo, en la pantalla aparecen
los mensajes de gqué elementos desea graficarlos tal
cual como se vio en 1la graficacién de las matrices
RPR oy REWR,
El 1ltimo mensaje se utiliza para modificar los
datos ingresadecs, al digitar "S8" se procede a la
graficacién de los elementos de los vectores tanto
de #u¥ como de skumk.
Para salir de esta 1Wltima etapa de graficacidén s=e
debe presionar <ENTER> v en la pantalla aparece el
"SUBHENU DE GRAFICOS", en este instante se puede
eséoger la opcibn (3) para regresar al "SUBMENUO DR
TABLAS" y obsexrvar los valores calculados en el vec—
tor entrada Séptima y wvector de estado 6ptimo.
También existe la posibilidad de escoger la opcién (4),
para regresar al ""MENU PRINCIPAL" v trabajar con los dos
métodos restantes: Kalman—-Englar o Diagonalizacién, v
utilizar el mismo procedimiento con el que se trabaid

para el método de Runge—-Kutta.



Bn este caso, se trabajan con los mismos datos de las
matrices del sistema ingresadoe inicialmente.
Si se desea trébajar con otros datos diferentes se debe esco-
ger la copcidn (5), v -oontinuar con todo el o»procedimisnto

mencionado anteriormente.

m
1=

51 =e desea abandonar el programa se debe primero regresar

}—=t
m

"MENU PRINCIPAL" v luego salir del programa escogilendo

opcidn (5) de este menn.
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