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PREFACTIO

Los prefacios invariablemente son escritos al Gltimo. E1
caso presente no es la excepcibén, esto parece apropiado, ya-
que el  tema de esta tesis es el andlisis de sistemas linea

les de control, pero el tema del prefacio es la tesis.

El objetivo principal del presente trabajo de tesis es el
desarrollo ‘de una biblioteca de programas en lenguaje BA-

SIC para el minicomputador Tektronix existente en la facul

‘tad de Ingenieria Eléctrica. Esta biblioteca estd orienta

da al andlisis de sistemas lineales, din&micos e invarian-

tes en el tiempo.
En el capitulo primero se hace un estudio sobre las formas
canbnicas de un sistema de control poniendo énfasis en as-

pectos de controlabilidad y observabilidad.

Tuego, en el capitulo segundo se estudian las ﬁroﬁiedadesy

‘métodos de cdlculo de la matriz de transicién y de los es-

tados y salidas de un sistema. Con las bases tebricasyal

_goritmos descritos en los dos capitulos se procede al de-

sarrollo e implementacién de los programas correspondientes

para el andlisis.
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En el capitulo tercero se dan las bases para el estudio del
disefio de un sistema de control en base a criterios de op-

timizaciédn.

En el cuarto y Gltimo capitulo se exponen algunos ejemplos

que muestran la bondad de los programas realizados.

Para finalizar esta exposicidén deseo expresar mi profunda

~gratitud a quienes de una U otra manera han hecho posible

la realizacién del présente trabajo.. A la Escuela Politéc
nica Nacional, a mis maestros, de una manera particularmen
te especial a los Ingenieroé Efrafn Del Pino y Patricio Bur
bano por sﬁ acertada direccién y apoyo. También extender

mi agradecimiento a la Srté- Jgdith Aguirre por su esmerada

colaboracidén en la transcripcidn del manuscrito.

Julio Proafio R.
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CAPITULO I

FORMAS CANONICAS DE LAS ECUACIONES DE ESTADO

Iﬁtroduccién

Forma canénicé de Jordan.
Controlabilidgd y Observabilidad.
Forma canénica con?ro;able,

Forma candnica observable.



CAPITULO-I

FORMAS CANONICAS DE LAS ECUACIONES DE ESTADO

1.1. INTRODUCCION. -

La ingenieria involucrada en el campo de sistemas dinamicos
y control ha sufrido ultimamente grandes transformaciones ;
de lo que no hacé mucho tiempo eran tipiéamente teoremas ma
temiticos abstractos, estos, dia avdia se vuelven mé&s Yy méas
Gtiles y su aplicacién abarca précticamente todas las &areas-
de la ciencia humana; yva que la ingenieria de control no es
téd limitada a ninguna disciplina de la ingénieria sino que
es igualmente a?licable a las ingenierias aeronéutica; qui

mica, mecadnicd, del medio ambiente, civil, eléctrica, etc.

Con el répido desarrollo de la teoria de control y sus apli
caciones en la tGltima mitad de este siglo, acelerado después
del perfiodo de la Segunda Guerra Mundial por la mayor utili
—zacién de computadoras analégicas y la introduccidén de com
ﬁutadorasAdigitales de prdpésitb general, un nGmero enorme
de cambios .han tomado lugar en cuanto a los métodos de con
trol fundamental y sus aplicaciones a problemas .de disefio.
Hoy en dia la ingenieria de control adem&s de ser de funda

mental importancia en vehiculos espaciales, guiado de proyec



tiles, sistema de pilotaje de aviones, etc., la ingenieria
de control se ha convertido en parte importante en todo pro

ceso de manufactura e industrial modernos; el grado de so-

fisticacién de los sistemas ffsicos han obligado a buscar

nuevos procedimientos para el tratamiento de aquellos siste
mas, es asi como con la ayuda de computadoras digitales se
hace préactico hoy en dfa el uso de la teoria de espacio de

estado "(la cual fue desarrollada mucho tiempo atrés).

-

En el presente trabajo se estudian los sistemas dindmicos ,

lineales e invariantes en el tiempo descritos a variables de

estado y su anédlisis cualitativo y cuantitativo.

El estudio y disefio de un sistema fisico a menudo consiste

de cuatro etapas:

1) Modelamiento.

2) Planeamiento y descfipcién matemitica de dicho modelo.
3) Analisis. |

4) Diseifio.

El primer paso es el modelamiento que involucra la bisqueda
de un modelo que refieje al sistema fisico en sus caracte-
risticas~fundamentales y que a la vez se preéenté en.forma

mias ficil para su estudio.



El sistema (objéto) fisico es aquel objeto percibido por

nuestros sentidos cuyo comportamiento en el tiempo se desea
describir; también se conoce con este nombre a cualquier pro
piedad‘del objeto que relaciona la sefial de entrada con la
sefial de salida; este objéto existente en el mundo real ame’
nudo posee caracteristicas cuya descripcién precisa se des
conoce; sin embargo es posible aplicar algunas sefiales de
prueba y medir la‘respuesté del sistema fisico a estas sefia

les, determinando asi sus caracterfisticas.

Al hablar de establecer un modelo, implicitamente se entien
de a este como un enté matemitico o fisico que simulalas con
diciones (més importantes y determinantes) del sistema fisi
co. Este entermétemético se asocia a la idea de un objeto

abstracto.

‘Se conoce como objeto abstracto a la totalidad de pares en

trada-salida que describen el comportamiento del sistema fi
sico que usualmente es caracterizado como una clase de fun
ciones del tiempo que cumplen un conjunto de relaciones ma

teméaticas.

En el presente trabajo cuando se hable de sistemas se esté

refiriendo a modelos de sistemas fisicos.
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Después que el modelo ha sido hallado para el sistema ffsi.

co en consideracién, el préximo paso en el estudio serd en

contrar las ecuaciones mateméticas para describirlo.

Una véz que la descripcién matemética es obtenida, étsiguiqz
te paso seré el andlisis cualitativo y/o cuantitativo del
sistema. Esta es la parte en ia cual se concentra la atencién
de este trabajo, es decir comenzar didunaniﬁﬁis -de manera
restringida a sistemas diﬁémicos, lineales, invariantes en
el tiempo y multivariables (con mfiltiples entradas 'y m@iltiples

salidas).

Las técnicas matriciales y conceptos de variables de estado
son indispensables para abordar este tipo de an&lisis de sis

temas multivariables.

Desde el punto de vista matemdtico, abordar la técnica de

- variables de estado es el uso de métodos matriciales y vec

toriales para manejar un gran nimero de variables queentran

en los sistemas multiwvariables.

A nivel practico de ingenierfa, la técnica de variables de
estado se la puede entender considerando a un estado COomo
. . . P . >

una coleccidén de ntmeros que junto con la entrada u(t) para
todo t > to, (sea ty el instante inicial de consideracién del
sistema) determina de manera tmica la salida ;(t) para'todo
t > tgo; consecuentemente variable de estado denotadaporfgﬁj

es la funcién del tiempo cuyo valor en cualquier instante



particular constituye el estado del sistema en dicho instan’
te, por consiguiente el espacio de estado (denotado por I )

-
serid el conjunto de todos los x(t).

El estado contiene toda la relevante informacién acerca del
pasado del sistema requerida para determinar la respuesta

(presente o futura) para cualquier entrada.

El vector de estado §(t) esta definido en términos de un es
paéio de estadq ni-dimensional cuyas coordenadas son: xi, Xa,
S T El movimiento de la punta del vector de estado
es llamada la trayectoria del vector de .estado, que no es
otra cosa que la representacidén de la dependencia fumcional
de la variable véctorial X respecto a t, to, las uxmﬁchxms

iniciales y la sefial de entrada. La nqtacién de trayectoria

es @, de manera que:

} X(t) = ¢ {t, t,, x , w(D}

donde §§ = g(to) v ﬁkr) constituye la sefial de entrada para
t.ﬁ T <t.

Los sistemas a considerarse en este trabajo pueden ser des

critos por un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales

k3

ordinarias; la ecuacibén matricial de estado puede ser escrita como;

¥

£ X = A% + Bl 1.1



a su vez la ecuaci6n de salida serd escrita como:
- - -
y(t) = C x(t) + D u(r) (1.2)

donde A es la matriz esencial del sistema, esta en su estruc
tura decide la naturaleza de la matriz de transicidén (como
se verd en el préximo caﬁitulo); B es la matriz de acopla-
miento entre la entrada y. las variables de estado; C es la
matriz de acoplamiento de'las variables de estado a la salé
da y por Gltimo D es la matriz de acoplamiento que acopla

directamente el vector de entrada al vector de salida.

Un diagrama general de estas ecuaciones es mostrado .en. la

figura 1.1.
\ D
) . T?‘/‘——\?c N0
t B
el A —
A

Figura 1.1.



Regresando a las etapas del estudio y disefio de un sistema fi
sico, sblo restaria describir la iltima de ellas que consiste
en el disefio mismo. Una vez hecho el andlisis del sistema A(si
el-proxim o-pdso-consiste- en- mejovav-lag cargetevisticds- det-~izsmo

en el an&lisis resultaron insatisfactorias), sea bien median-
te variacién de par&metros o utilizando disefios parciales o to
tales del sistema para lo cual se hacen necesarios criterios

de optimizacién, tdépico que se tratari al final del presente

trabajo a nivel introductorio.

Cabe anotarse que la tercera etapa (andlisis del sistema) de

berid volver a realizarse después de cada disefio (o0 redisefio

hasta lograr las caracteristicas deseadas de funcionamiento = -

del sistema.

1.2. FORMA CANONICA DE JORDAN.-

El anidlisis de los sistemas dinamicos, lineales, invariantes

en el tiempo considerados en el presente trabajo vy descritos

. matemAticamente por las ecuaciones (1.1) y (1.2) son siste-

mas continuos en el tiempo, es decir todos sus parémetros son
funciones contfinuas en el tiempo (sistemas no sometidos a pro

cesos de discretizacién o muestreo).

A continuacién se presenta un breve estudio de la forma cand

nica de Jordan cuya'aplicacién pr&ctica se 1la apreciaré en



el capitulo siguiente.

.Como preédmbulo se presenta a continuacién una descripciébn

de lo que se conoce en matemdticas como transformacién de

semejanza (o de equivalencia) en el tratamiento de matrices.

Este concepto en el caso de sistemas invariantes en el tiem

po es idéntico al concepto de cambio de bases.

Sea el sistema din&dmico, lineal e invariante en el tiempo
dado por las ecuaciones (1.1) v (1.2) que se las reescribe

a continuacién:

”Edt- F(e) = A F(&) + B ack) (1.1)
F(t) = ¢ #(t) + D A(e) ‘ (1.2)

siendo:
n; niimero de estados

n:.. nimero de entradas

ng nimero de salidas

entonces:



A matriz n; X n

B matriz n, x n

C matriz nf x o

D matriz n® x n
Yy

-

X vector ni x 1

> : .

y vector nf x 1

+ ~

u vectorn x 1

El espacio de estado I del sistema estard formado por vecdto
res reales ni, -dimensionales y la matriz A mapea a I en si

misma.

A menudo al resolver ecuaciones diferenciales se ve la nece
sidad de un cambio efectivo de las wvariables de interés a

otro sistema de coordenadas. Este cambio de‘vatiables a me
nu&o llevan a una clasificacién de la solucién de las ecua

ciones.,

En el sistema analizado (m -dimensional) se escoge la base
{&1, &2,..., éni} cuyos vectores son ortonormales tal-que -
el vector &i tenga un 1 (uno) en la i-ésima componentey los

dem&s son 9 (cero) para i=1, 2,..., ni.’
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Extendiendo el campo de nlmeros reales al campo de nimeros
complejos para considerar el espacio de estado como un es
pacio ni-dimensional de vectores complejos se tendri median

te la definicién de una nueva variable ¥.(t) la siguiente

ecuaciobn:
X(t) = T %.(t)

donde T es una matriz (nixni) no singular con coeficientes

en el campo de los ntmeros complejos.

Las ecuaciones resultantes del cambio de base del espacio,
de estado I son llamadas ecuaciones din&micas equivalentes

y estaran dadas por:
L5 = AL F,(r) +BLEW®

y(£) = C1 21 (r) + D1 d(t)

donde -

t:!>
H

n
=]

N
g
s

E

o o]
,_.J
I
=
L
s

.

(@}

b

I
T
NG

o

'_l
]

e
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Por lo tanto las ecuaciones dindmicas equivalentes serén:

& #a(r) = TIATEL(E) + TTUBU(E) (1.3)
y(t) = CIxl(t) + Du(t) | (1.4)

De manera que, mediante esta substitucién se ha cambiado la
base del espacio de estado de los vectores ortonormales (de
finidos anteriormente) a-la base formada por los vectores co

lumna de T.

Las matrices A y Al son diferentes representaciones (o 1la
misma representacidén en diferentes bases) del mismo .opera-

dor lineal.

donde la i-ésima columna de Al es la representacién de é;gi

respecto a la base (gﬁ,..., ghl).

De lo anterior se ve claramente que esto se cumple siempre
que las columnas de T sean vectores linealmente independien
tes de manera que formen una base del espacio de estado en

consideracibn.
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Existen matrices especiales llamadas matrices de Jordan (for
ma candnica de Jofdan) que‘son el resultado de una transfor-
macidén de semejanza dé una matriz cuadrada A cualquiera; una
de las mis importantes propiedades que posee la matriz de Jor
dan es que esta es diagonal o casi diagonal lo que simplifi-
ca grandemente el cidlculo de la solucién al sistema en consi
deracién, clarifica su funcionamiento, permite hacer algunos
andlisis cualitativos importantes del sistema, etc. (como se
corroborari en el capitulo subsiguiente). La notacién de la

matriz de Jordan es J.

La forma que adopta la matriz de Jordan es la siguiente:

gﬂ
~
ol
N
le]

4
I
3
.
o

e e e e S e e e e -

{®]
<

o
\./

siendo Xj los valores propios de A para i =1,2,...,p y don




de Lij son matrices particionadas llamadas bloques (o célu-

las) de Jordan, las cuales son de la forma siguiente:

e N
A4 1 0 O...... 0
0 x 1 0 :
Lij G3)=
1
0 . v... "
. lJ ‘

como se puede apreciar los Aj estédn en la diagonal y hay unos

inmediatamente arriba y a la derecha de la diagonal.

Otra caracteristica importante que posee la matriz de Jordan

estd dada por el teorema siguiente:

. Toda matriz cuadrada sobre el cuerpo de los nfimeros comple-

jos, asi como sobre cualquier otro cuerpo conmutativo alge-
braicamente cerrado, es semejante a una matriz de 1la forma

de Jordan.

Lo que da a entender que dadas las ecuaciones (1.1) y (1.2)

siempre se podr& obtener una matriz Al tal que:
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donde T estd formada por valores propios y vectores propios

generalizados de la matriz A.

A manera de comentario se esbosa brevemente un método préac
tico para encontrar la representacién de la forma canénica
de Jordan (semejante a la matriz A(n, x n,)) a base de ha-

llar los vectores columna que forman la matriz T (o matriz

'de cambio de base) calculados en el campo de los nimeros com

-

plejos.

1) Calcular los valores propios de A resolviendo det(A-AI)=0
(ﬁara resolverlo se pueden ablicar varios métodos entre

ellos estan: algoritmo de Leverrier, método de Jacobi, mé

todo de Householder, etc).. Sean A1, A2,..., Am mﬂ@fasp:g
pios distintos con multiplicidades 11, 1l2,..., 1y respec-
tivamente.

2) Calcular los 1: vectores propios generalizados linealmen-
te’indgbendientes de A asociados a A1 de la siguiente ma
nera: calcular (A - xlg)i, para i = 1, 2,..., hastaqueel

rango de (A - Xll)kisea igual al rango de (A - AlE)k+l.Eg

4

contrar un vector propio generalizado de rango k, sea
(£ es de rango k si cumple que (A - Kll)k £ = 0, .este es
el vector propio asociado a A1 y los (k-1) vectores prb—

pios que se obtienen a partir de este son los vectores pro
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pios generalizados). Se define &5 A (A - kll)k‘i ?, para
i=1,2,...,k. Si k =;l1,proceder con el paso 3. Si k<€l;,
es necesario.encontrar otro vector propio generalizado -
con rango k y encontrar €i+k para i = 1,2,...,k, si esto
no es posible, tratar con k-1 y asi éucesivamente hasta
que sean encontrados los 1, vectores propios 1inealmen£e
independientes. Observar que si el rango de (A - \1l) es
ki entonces hay un total de (n; - k1) vectores propios -

~

generalizados asociados a Al.
3) Repetir el paso 2 para los valores propios Ay, Az ,-..,Ap

4) Se tiene

- 1 - 1

T= (1t B2 i R
5) Se calcula J = T~V AT

Esta répida descripcién de la forma candénica de Jordan esté
dada a manera de Introduccién para més adelante utilizarla

en forma préactica. .

Un andlisis mas profundo del origen, propiedades y aplicacio
nes de la matriz de Jordan se encuentra en algunos textos de
Algebra Lineal, por cuya razém no se hace necesario ahondar

en el tema.
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1.3. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD. -

Los conceptos de controlabilidad y observabilidad de siste
mas lineales fueron introducidos por Kalman y luego estudia
dos por .Luenberger, conceptos que dieron como resultado un
gran avance en la teorfa de control moderno y particularmen

te Gtiles en la teorfa de control 6ptimo.

Estos conceﬁtos surgieron de los siguientes cuestionamientos
dado un sistema dindmico, lineal e invariante en el tiempo:

¢ pueden existir seflales de entrada qué no influyen en el es
tado del sistgma?, ipuede el estado del sistema ser controla
do por completo i)or una sefial de entrada particular uj? , pueden
exiétir sefiales de salida que mo son influenciables por .el

estado?, (puede ser notada la influencia del estado en la se

fial de salida yy?, etc.

Para ciertos sistemas de estructura simple, la formalizacién
de los conceptos de controlabilidad y observabilidad no es
necesaria ya que las preguntas anteriores pueden ser contes-

tadas por simple inspeccidn.

Para sistemas m&s complejos no siempre es obvio que las sefia
les de entrada puedan controlar el estado de un sistema o que

una salida particular dependa de la trayectoria de estado.

A
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Para aclarar en algo estos conceptos a continuacién se pre

senta un ejemplo con suficiente detalle para su comprensién

" Ejemplo 1.1.

Dado un sistema hidraulico consistente en los niveles de I_i_
quido de tres tanques (FIG. 1.2), ademds se presenta una de

sus posibles analogias eléctricas (FIG. 1.3).
u1 -

—l

Cy%

s

Uiz u
—5 —23
MW MW=
Uln :[‘f X, Uiz :‘:TXZ Uzz _,ij
d - C ’—— Ca. B _ l Cs, -
u, D ‘U2 Uz
N ' . rs rs

-



A partir de las

ecuaciones:

Ci

Ca

Cs

R:

R>

obteniéndose la

18

figuras 1.2 y 1.3 se plantean las siguientes

= 1 - - U111
de T T T e

= uz + w12 - W23 - U222

= U3 + Uz3 = U3z3

ecuaciébn de estado siguiente:



! 1,1, 1.1 1
7 KeG  TGERTRTR KRG
. 1 1,1 1
0 -— - (= =
\Xa‘ . R, C, caﬂzz T
1
T 0 0 u,
+] a0 1 0 u,
-Gy
0 0 1 U,
Cs ] L

para

se tiene:

Xq- -3 2 0 X, u,

-adE X_z = 2 -3 1 X + U3

x5 | 0 1 -3 X3 Uj

19

(1.5)



20

Como trabajo de ingenierfia de control de sistemas los reque
rimientos de disefio exigen encontrar cual (o cuales) de las
posibles entradas u,, u,, u; y de las variables de estado pue

den ser usadas en el disefio del control del sistema.

Al resolver la ecuacidn caracteristica de este sistema

{A - AI) = 9} se obtienen los wvalores propios de A que son:
A1 = - 0.7639
Az = - 3
re = - 5.2361

y sus correspondientes vectores propios

1 1 1
v, = |1.118 Y, =0 Js = [-1.118

0.5 -2 : 0.5

Los valores propios dan la respuesta caracteristica del sis
ﬁema (forma exponencial). Los vectores propios constitﬁyen
el eslabén que relaciona aquella respuesta caracteristica a
los cambios particulares en el estado del sistema como medi

do por las variables de estado x,, X: y x3;. Los vectores pro
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pios son tres vectores no paralelos en el espacio (de estado)

tridimensional como se muestra en la Fig. 1.4.

X3
A
42
11
e

7] >

- y, /,:

L /. .
ol —— = > X2

Figura 1.4,

Para cada respuesta caracteristica dada por un valor propio

esti asociado un vector propio (como se muestra en la

figu

ra), modo caracteristico del sistema que describe en si las

diferentes velocidades del movimiento de dicho modo caradtg

ristico.

Una representacién del significado fisico de estos modos se

puede ver en las figurés 1.5.a., 1.5.b."y 1.5.c.



. . 05 | / A/f//x//r’ V/Z->
(a)

3 s
VN " b

L)
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El primer modo Fig. 1.5.a.) correspondiente a %i, describe
un estado de movimiento en el cual los niveles simulténeamen .
te suben o bajan en todos los tanques. El segundo modo des
cribe un estado en el cual los niveles del primer y -tercer
tanques se estin moviendo en direccidn opﬁesta y el segundo
no se mueve; En el tercer modo los niveles de los tanques
primero y tercero se estdn moviendo en direccidn opuesta al
movimiento del nivel del segundo tanque. Ta velocidad de cai
da de cada modo esta dada por el término exponencial e Mt pa

rai=1, 2, 3.

Ahora bien cambiando-el sistema de coordenadas a la base da

da por los vectores propios se tiene:

S Fl =l ATELHTBA

haciendo las operaciones correspondientes se tiene:

R 1w T A
x1, -0.76 o .0 X1, 0.4 0.45 0.2) u,
d
E Xlz = 0 —3 0 Xlz + 0-2 0 -0.4 U
%1, 0 0 -5.24 Lxl3 0.4 -0.45  0.2||us|
~ - ~ ’ P p \ .
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Es posible establecer la capacidad de que las entradas u,,

u, 0 us puedan controlar el sistema examinando la ecuacién-

(1.6).

Para que una entrada sea capaz de controlar el sistema, es
ta debe estar en posibilidad de afectar todos los modos del
sistema. El sistema tratado en el presente ejemplo es con
trolable por la primera y tercera entradas, como se puede no
tar, la matriz E‘1§Anb tiene ceros en laﬂprimera y tercera

columnas; pero no es controlable por la segunda entrada.

Las salidas pueden ser chequedas de manera similar; en el

presente ejemplo se considera que el vector de salida y ‘és

ta dado por:

y=]x%x, | =CxX+D4d
X3
1 0 0
v=1]0 1 0 |x
0 0 1

. efectuando el mismo cambio de base anterior se obtiene:
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1 1 1)

y=CT%l = |1.118 0 -1.118 %1

0.52 =2 0.5
~ ~

El cero que aparece en la segunda fila y segunda columna de
la matriz CT muestra que el segundo modo caracteristico del

sistema no es observable mediante la salida y».

A continuacién se definen de manera algo mas formal los con

ceptos que se estdn tratando en esta seccibn.

- - ' . -
Un estado x, de un sistema es controlable si-toda condi-
.~ . . - T ) - - -
cidén inicial x, para cualquier tiempo anterior t, se puede
- > . I .
transferir a x;, en un tiempo finito por alguna funcién de

control U(t).

S8i todos los estados §1 posibles son controlables el siste-
ma se llama completamente controlable (o simplemente contro

lable).

Si la controlabilidad es restringida a depender de t, se ha

bla de que el estado es c¢ontrolable en ?f?hr“
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Si el estado se puede transferir de X, a X, tan répidamente
como se quiera se habla de que tal estado es totalmente con
trolable. El sistema es totalmente controlable si todos los

estados son totalmente controlables.

Un estado §(t) en alglin tiempo dado t, es observable si al
conocer la entrada K(T) y la salida ;(T) sobre un intervalo
finito de tiempo tg < T < t, estas determinan completamente
a Q(t). Si todos los estados son observables, el sistema se

llama completamente obserwvable.

Si la observabilidad depende de‘tg el estado se dice obser-

vable en t,.

Se procede a continuacidén a dejar enunciados dos teoremas
que sintetizan la parte estrictamente matemdtica de los con

ceptos estudiados.
TEOREMA 1.3.1.

Acerca de la controlabilidad de un sistema dindmico lineal
invariante en el tiempo cuya representacidn matemética esté
- dada por-las ecuaciones (1.1) y (1.2) las siguientes decla

raciones son equivalentes:
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2)

3)

4)

5)

La

ta
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El sistema es controlable para todo to que pertenece al

intervalo [O,? )

Las filas de enétg (y consecuentemente de eétE) son li-

"nealmente independientes en el intervalo [Q,“) (sobre el

campo de los ntmeros complejos).

La matriz dada por:

t
.eé(t-r) I_Z: E;‘; eé“(.t"'r)d.f

to

es no singular para cualquier to > 0 y cualquier t > to.

La matriz de orden ni x (n1 * n)

conocida como matriz de controlabilidad, tiene rango ni .

Las filas de (S I - é)‘l B son linealmente independientes

sobre el cam?o de los nGmeros complejos.

demostracidén total de este teorema es obviada.ya que ‘es

conlleva muchos conceptos y artificios de algebra lineal

y su estudio no es ni remotamente el propbsito de este tra



28

bajo. Para el lector que tenga interés en ella puede consul

tar referencias.
Un teorema similar al anterior se enuncia a continuacién:
TEOREMA 1-.3.2.

Respecto a la observabilidad del sistema representado por las
ecuaciones (1.1) y (1.2) las siguientes declaraciones son e-

quivalentes.’

1) El sistema es observable para cada t, en el intervalo

[0, =)

2) Las columnas de C e‘l—&-t son linealmente independientes en

el intervalo [Q,m) (en el campo de los ntmeros complejos) =

3) La matriz dada por:
t ) :

CAR(T - - . -

LFCE) gr o AT 4

Cin, e to.

es no singular para cualquier t, > 0 y cualquier t > t,.

4) La matriz de orden (ni1 * no) X n;
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¢

cAa
2= |

_C-' énl"l

conocida como matriz de observabilidad tiene rango n:.

5) Las columnas de C(s I - A)~! son lineglmente independien

tes sobre el campo de los ntmeros complejos.

-Igual que para el teorema 1.3.1. la demostracién total de'eé

te teorema se la obviara.

Para conocer si un sistema es o no controlable y observable
se utilizaréan los literales 4) de los dos teoremas anterio-
res implementandolos numéricamente en el computador, a con-

tinuacién se desarrollan las demostraciones correspondientes.
TEOREMA 1.3.3.

El sistema descrito por las ecuaciones (1.1) y (1.2) es to

talmente controlable si y s6lo si la matriz de controlabili

dad Q de orden n; x (m1 * n) tiene rango n,;, donde

Q=" E "AB E Eénl—lg) . (1.6)
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Demostracidn:

Para lograr un §(t1) arbitrario del estado inicial cero (sin

pérdida de generalidad), con una entrada vector A(T) tal que:

. t,
X(ty) = LTy Frydr (1.7)

tao

aplicando el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que:

. _ . N _a
i=1

sustituyendo esta Gltima igualdad en la ecuacién (1.7) se

tiene:
t,
> .1 nl—i >
x(t1) = I A B vi(t) u(r)dr
.:l — _
to '
o)
n; .
- _ Co.oni-1i >
x(t2) = LA B ¢p+1-1
entonces
X(E1) = BO, + ABL, + ... + AMTh B w )
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S5-
F}
nl

-

Asf, %(ty) pertenece al espacio recorrido por Q de donde " Q
debe tener rango n; para lograr un vector arbitrario en I.
Por lo tanto el sistema es totalmente controlable, implica

que Q tiene rango n,.

A continuacién se supone que Q tiene rango n; y se demostra
rad que el sistema es totalmente controlable. Utilizando un

artificio algebriico se construye a(r) tal que

T(r) = WabG-te) + 6 -ry +o iy 0T (oot

donde py son vectores (de orden n) constantes por calcular v
G(k)(T-to) es la k-ésima derivada de la funci6én impulso wuni
tario. Sustituyendo esta construccién en la ecuacién (1.7)

se tiene:
#(t,) = A(Er-Codpr o + e2tF1Tto) o B ¥n, -1

debido a que se cumple
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k
s () £ (de = T E ()
: dt
—o t =
entonces

| i
.eé(tn -t,) }”{*(tl) - g -

| oo

Por dltimo, de la teoria de ecuaciones simulténeas lineales
.se concluye de la ecuacidn anterior que si Q tiene rango n,

entonces existe al menos un 7i;j que .cumple con dicha ecuacién.

El teorema dual del anterior es aquel que se refiere a la

-observabilidad del sistema tratado.
TEOREMA 1.3.4.

El sistema descrito por las ecuaciocnes (1.1) vy (1.2) es 'to
talmente observable si y sblo si la matriz de observabili-

dad P de orden (ng * n,) x n; tiene rango n,, donde

> ) C ~

CA .
P = : (1.8)
| Anl-l )

fa....
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Demostracién:

Basta que el sistema sea representado por las ecuaciones si

guientes para constituir un sistema observable o no.

I
>

My MY

El vector de salida ?(t) estid dado por:

,eé(t‘tql”"

) = % (to)

| O

haciendo uso del teorema de Cayley-Hamilton

n,
T o)

-

i=1

n, -i

'eé_(t‘to) ‘=

reemplazando esta Gltima expresibén en la ecuacidén anterior -

se tiene:
> 01 n;-i >
y(t) = 1 aj(t) C A x(to)
i=1
entonces
T = |on, ()€ + a1 (0)CA + ... + ay(£)€A™ | (el

Si el sistema es totalmente observable, dada la salida y(t)
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en un intervalo de tiempo t < 't <t,, x(t,) queda determi-

nada en forma Gnica a partir de la ecuacién anterior, asi:

c
cA

y(® = [ag,® a@] [T ] e
(‘:Anl-l

La segunda parte de la demostracién de este teorema es simi
lar a la desarrollada en el teorema anterioi razdn por la

cual no se la incluye.

En esta ﬁarté se hace ﬁécesaria la introducciédn del concep-
‘to de controlabilidad ée salida; generalmente al hablar de
controlébilidad de un sistema se entiende Que los estados -
del sistema son controlables, ahora bien al hablar de contro
'laﬁilidad dé salida se debe entender que una salida particu
lar ¥ se puede lograr comenzando en un estado %(t,) arbitr ra
rio en,to. De manera que .se puede hahlar de salidas ¥ en
lugar de estados-ﬁ con definiciones similares a las de con

trolabilidad éomo controlabilidad de las salidas.

Es posible probar al igual que los dos teoremas anteriores
que la controlabilidad de salida completa para el 31sLema
.leplesentado por las ecuaciones (1.1) v Cl 2) (donde los 6t

denes de las matrices constitutivas estén dadas en la sec-
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cién 1.2) se cumple si y s6lo si la matriz de orden

no x ((n,+1) .n) siguiente:

1 il
[95'; CA B e 1CAMTEY EJ (1.9

es de rango igual a ng.

Por Gltimo a manera de comentario a fin de que el lector in
teresado en los métodos de anilisis de controlabilidad y ob
servabilidad de sisteméé conozca un poco més, se menciona -
seguidamente un método tratado solamente en algunos libros

especializados; este consiste en llegar al conocimiento de
si el sistema es,controlable‘y/u observable o no a partir de

las matrices J, Ty Efl.

Considerando que las ecuaciones (1.1) y (1.2) se convierten
en las ecuaciones a.3) y (1.4) mediante la transformacién
de semejanza descrita en el numeral anterior: si el sistema
dado por las ecuaciones (1.1) y (1.2) es controlable, dicha
controlabilidad se manifiesta en las ecuaciones dindmicas e
quivalentes ((1.3) y (1.4)), lo mismo se puede afirmar reé

pecto a la observabilidad de dicho sistema.

Reescribiendo las ecuaciones din&micas equivalentes del sis

tema.
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£ ¥L(t) = J ¥L(t) + BL U(t) (1.10)
F(£) = C1 %1(£) + D H(e) (1.11)

donde J, Bl, Cl y D estan dadas en el literal 1.2 en el pre

sente capitulo.

Por facilidad de uso se expresa Bl en forma particionada,

asi:

ltd
—
Il

diendo .1 el ntmero de bloques de Jordan que a?arecen en la
matriz JiBli es la matriz cﬁyo nimero de filas es igual al
orden de i-ésimo bloque de Jordan y cuyo nGmero de célumnas
es igual aAn (nGmero de entradas). De manera similar se ex

presa la matriz Cl en forma particionada, asi:

donde Cli es aquella matriz particionada asociada al i-ési-
mo bloque de Jordan, siendo el numero de filas de la matriz

Cli igual a ng (nﬁméro de salidas del sistema) y su némero
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de columnas coincidiri con el orden del i—ésimo'bloque de
Jordan de la matriz J.

>
Adicionalmente se define bj,, como aquel vector fila que cons
tituye el dltimo de la matriz particionada Bli, y gio aquel
vector columna el cual es el primero de la matriz particiona

da Cli, para i = 1,2,...,1.

Ahora bien el sistema en cuestidn cuyas ecuaciones diné&micas
de la forma de Jordan vienen dadas por las ecuaciomnes (1.10)

vy (1.11), es controlable si y sélo si para cada valor proﬁio

Xq (para q = 1,2,...,p) de la matriz J, cuyos bloques de Joxr
dan son L:iq, L2q,..., Lkq (ver seccidn 1.2 del capitulo pre

sente) las matrices particionadas de Bl asociadas a los mig
mosAson'Elj,...,'§;(j+k} los vectores fila gju, g(j+l)u,..;,
g(j+k)u son linealmente independientes (sobre el campo de -
los n@meros complejos), Del mismo modo, se dice que el suso

> . . >
dicho sistema es observable si los vectores solumna Cjo, ...

s Z(j+k)0 (ﬁara cada_lq) son linealmente independientes.

A través de un ejemplo se lograréd llegar a una mayor compreE!

sién de lo. expuesto arriba.

Ejemﬁlo:
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Dado el sistema siguiente:

~— ~ ™M =t
— ~ —
e8] ag] [ae] [as}
5 3 3 e
~ ~N =
43 40 Ho e
ot k9 K
© o, 0 HA o o o
{ ! t S
o ol l“ ol A H o
[ | :
[ I _
O HIl ol o, 4 O ©
+
43
AN
~
o o o o “O — =< o H
A . .
© © o o H < © g«
{ ~ o
O O O O]l O O O O O a—
emmbmmemn . D T2 40
ol - | m 3 o
o o <~ ] 0O 9O o H O N N e =
I S O - 4+
[~ _ NI o
o o, RlO0 O o o ~ N o N e,
||||| S o to
— L@ o o o o o — O o
X o
- ! O o
<~ ol o ﬂ o o o L = A 4G
it Il
ot >

de valores pxo

-

numexo

siendo el

Al analizar controlabilidad,

1 a dos,

ana

se tiene dos conjuntos de vectores a

pics igua

lizarse:
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En el primer caso claramente se nota que son linealmente in
dependientes, el segundo al ser el vector constitutivo dni
co y distinto de 0 es linealmente independiente. De;lo que

se concluye que el sistema es controlable.

Analizando observabilidad se tiene igualmente dos grupos de

vectores: .
[ 1 2 0
197y (21,, a0, Esad o= |[1], 2| L, |2]]
1 2 3

240y 12 1 = (B}

El primer grupo constituye un conjunto de vectores linealmen
te independientes, pero el segundo grupo esta formado por el
vector nulo por lo tanto este es un conjunto linealmente de
pendiente. De lo anteriormente expuesto se concluye que el

sistema no es observable.
1.4. FORMA CANONICA CONTROLARLE. -

En la presente seccidédn se hari un breve estudio de la forma
candnica controlable, sus aplicaciones e importancia .como ba

se para el disefio de sistemas controlables.
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En la seccidén anterior se estudio la matriz de controlabili

dad Q.

Q= [B | AB .. nl‘lBJ

que para el caso en que el sistema descrito_por las ecuacié
nes (1.1) v (1.2) es contrdlable, este tiene rango m,, es de
cir tiene n, columnas linealmente independientes. Usando

columnas linealmente independientes de Q o sus combinaciones
lineales comc una nueva base del esﬁacio de estado de dimen
sién n, se pueden obtener varias formas candnicas. Aqui'Se
introducird quizis la mis importante, conocida como la for

ma candnica controlable.

Las ecuaciones fundamentales que describen un sistema din&-
mico, lineal e invariante en el tiempo con una sola entrada

v una sola salida, se escriben a continuacién:

d - > -
FX=Ax+bu (1.12)
(a)

<y

> >
=c¢x+du ‘ (1.13)

donde a diferencia de las ecuaciones generales (1.1) y (1.2)

+ > R R '
b, ¢, d son matrices reales constantes de ordenes n; x 1 ,

‘1l xn1y 1l x 1l respectivamente.
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Seguidamente se definen las ecuaciones siguientes.

d %9 =A2%2 +B2u - (1.14)
(b)
y=2¢2%2+du (1.15)
obtenidas mediante la transformacién de semejanza siguiente:

¥ = Tc %2 " (1.16)

por lo tanto las matrices constantes de las ecuaciones (1.14)

v (1.15) estaran dadas por:

oY

N

Il .
H l ]
0

}

[

oy |

Las matrices de controlabilidad para las dos representacio-

nes matemédticas del sistema (a) y (b) son respectivamente:
‘ -
Q= [g ? A Bl EAH%‘I g}
. 2> [ 5 | | n“l‘*
02 = [bZ{__sz: ___________ a2 bz]

ademis se cumple:
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Q2 '(1.17')

I
=3
(e}

1
Ve

Ahora bien si el sistema es controlable las matrices Q y Q2
serdn no singulares, por lo tanto de la ecuacién (1.17) se

tiene:

3
®]
Il
Fe}
O
)]

En base al desarrollo anterior se presenta a continuacidén un
tecrema que tiene referencia a la estructura del sistema con

la forma canénica controlable.
TEOREMA 1.4.1.

Si un sistema n; dimensional, lineal, invariante en el tiem-
po v cuyas ecuaciones (de estado y de salida) tiene una sola
entrada y una sola salida es controlable, entonces este pue
de ser convertido mediante una transformacibén de semejanza a

la forma siguiente:
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0 1 0 0 1 ( 0
0 0 1-- 0 0
X2 = . 0! %2 + u
1 0
“m T%mi-l T2t T™ 1
. L
Y = [Bnl Bnl"l """ @1] X2 -+ d u
donde a,, dz,..., dn; son los coeficientes del polinomio ca
racteristico de A y los By para i'= 1, 2,..., n; son calcu

lados a-partir de las ecuaciones (1.12) y (1.13). Estas ecua
ciones representan la forma canénica controlable. La fun-

cién de transferencia del sistema es:

1 2

+d
S™ 4 oy ST gy SPITY 4 4 oop,

g(s) =

Demostracién:

Asumiendo que el sistema descrito por las ecuaciones (1.12)
y (1.13) es éontrolable, por lo tanto el conjunto vectores
columna de orden n;: g, ég,..., é?l_l‘g es linealmente inde

pendiente. En consecuencia el conjunto de vectores siguien-

tes:
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- >
t(_\,n.l é b
> >
tcnl-l é A_xb + Cl.lg.
te A A% + a,AD + asb
D1—2 = — _
> Coni-1 g n; -2 g
te, &4 ATY + a1 A Bt agy

~

“son linealmente independientes y forma una base del espacio

N ]

. - i
de estado del sistema que seri [ ters Tezs oo, tcnyj ;. pa
sando la matriz A (ecuacién 1.12) a la nueva base la i-ési-
ma columna de A2 (ecuacién'l.l4) es la representacibn de

é.%ei‘ Observando que:

égc = .(énl + dlénl_l +.. + an'l;_)% - an1g

»aplicando el teorema de Cayley-Hamilton

Atey T 7 0py b= —an, ten,

. .. > - >
entonces S Ate, = tey- ani-1 Eeg,
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i . > 2> >
por lo tanto si se escoge {tq), Ec2,..., tcn} como una nue

: ' e
va base en el espacio de estado, entonces Ay b tendrédn nue

vas formas de ser representadas, asi:

Q 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A—2=

0 Q Q-- 1 Q
0 0 0-- 0 1
FOpyy =0, =] ~Ony-2 - -0z -0l

0

Q

B2 =

0

0

1

Las matrices A2 y b2 también pueden ser obtenidas usando 1la

transformacién de semejanza dada por la ecuacibén (1.16). Sea
Tc = [%Cli Tapy o0 b ECnlJ - (1.18)

verificandose las ecuaciones (1.14) vy (1.15) al cumplirse:
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Tc

Or

El wvector 22 es calculado de

—52 = —E Tc = .{6{11;51’11—15 81

| W

Con la definicién de la matriz de cambio de base (de transfor -
macién de semejanza) se tiene por tanto que las descripciones
matemdticas (a) y (b) del sistema son equivaientes, consecueg
temente tienen la misma funcidén de transferencia, con lo éue

queda demostrado el teorema.

Una forma de obtener el conjunto de vectores que forman la ma
triz de cambio de base es la siguiente. Dada la matriz de con
trolabilidad Q2:

1 1 '
Q2 = [E*z L A2 B2l Pt “BzJ

tal que:
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0 0 1
0 o - e
Q2 =

0 Q 1 enl_3

O l el . en1_2

\l e, €y - - enl_l}
donde:

i-1

&1 T 7 I %4l ©(4-1)-]

para i=1, 2,...., ni-1 ; e, =1

Siendo la matriz de controlabilidad Q2 no singular para cual
quier a), dz,..., ap,.- Por lo tanto la matriz inversa de Q2

tendrid la forma siguiente:

(;nl—l Ony-2---- o) 1
Ong=2 dnjy-3---- 1 Q
9_2-1_
’ o, 1. 0 0
1 0 0 0
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esto puede ser directamente verificado que 02 Q27! = I calcu
lando Q Q27', se puede corroborar que las columnas de Tc es

tan dadas como en la ecuacién (1.18), asi

Ejemplo 1.4.1.

Dado un sistema controlahle representado por las ecuaciones

siguientes:

1 2 o 2

:>E=j3 112+ 1u (1.19)

v = [o o 1} x (1.20)
se busca transformarlas a la forma candénica controlable.

El polinomio caracteristico de la matriz A en (1.19) es:

-
'A-l -2 67

det| -3 a1 =1 =33 - 9) + 2

0 -2 A

=A%+ A% F oad +oa;



es decir:

.y = 0
Qe = -9
a3 = 2

La matriz de controlabilidad Q se calcula a continuacién,

o= 818 2w ]

donde
1 2 ol [2] ra}
>
Ab=13 -1 1| |1]=1|6%6
0 2 0 1 2
_ 1 O N U
N r e
{} 0 2 2 16
g._26’=!o 9 -1 |1 |= |38
lg -2 2 1 12
L i )
entonces
2 4 16

1 2 12
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Por lo tanto la matriz de cambio de base

- < ~ - ~

2 4 16| (-9 0 1 ~2 4 2
Tc = |1 6 8 0 1 0| = | 1 6 1
1 2 12| 1 0 0 3 2 1

ademés
L@av _52 51J=E"_£’_=[3 2 lj

consiguiendo asf la forma candénica controlable la que esta

rd dada por las ecuaciones:

1] %2 + |0 u

3
N
i
!
N O
o O
-
-}

y=[03 2 1]
con la correspondiente funcién de transferencia

Sz + 25 + 3
S3 - 98 + 2

g(s) =

La aplicacién de este concepto se puede ver claramente en el
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estudio de realimentacién de estados. EL breve estudio de
este subcapitulo serviréd de introduccién para el estudio de

realimentacién de estados y disefio de los mismos.
1.5. FORMA CANONICA OBSERVABLE.-

Asociando este tema a la observabilidad de sistemas descrita
en el numeral 1.3 de este capitulo se pasa inmediatamente a
la descripcidn matemidtica en que se fundamenta la construc-
cibén de las ecuaciones (de estado y de salida) en la forma

conocida como candnica observable.

Dado el sistema representado por las ecuaciones siguientes:

L F-A%+Bu
y=2¢x+du

las mismas introducidas en el subcapitulo anterior (ecuacio-

nes (1.12) v (1.13) ).
TEOREMA 1.5.1.

Sea el sistema n, dimensional, lineal, invariante en el tiem

po con una sola entrada y una sola salida descritas por las



ecuaciones (1.12) y (1.13), si este es observable entonces
puede ser convertido, mediante una transformacién de seme

janza, en la forma

0 0 ........ . Q “(In'l ) Bnl
1 0 Q -opn,-1 Bni-1
}—32 = 0 1 ] O "(_!n.l—z }-22 + Bn1—2 u
('? O ....... ‘. 1 =01 8, .
- ) .
y = [o 0 0 1} ¥2 + du

v la funcién de transferencia del sistema estari dada por:

Ill.]_ n1.2. 3ty '?..

g(S) =‘ ' B'JS + ‘828 . +B_1‘L1 + 4

ST 4+ 5Pl + op,

La demostracién de este teorema es similar a la del teorema
1.4!1., mas aun se puede decir que el presente teorema que
da demostrado al aplicar el teorema de dualidad.

La transformacién de semejanza utilizada es

X = Eg_%Z
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por lo tanto la representacién candnica observable estard da

da por
ER-mB+B2u (1.21)

y=2382%2+du (1.22)

consecuentemente las matrices constantes de las ecuaciones

(1.21) y (1.22) estén dadaé por:

"AZ2 = To™" A To

B2 = ngl'g
&2 =.¢ To

v la matriz de observabilidad del sistema representado ?or

(1.21) v (1.22) es:
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Dada la matriz de observabilidad del sistema (forma original

no canénica), P

2
P=¢A

-C> Anl—l

—~ - -~

entonces

ni-1

o -

Siendo el sistema observable las matrices son no singulares,

en consecuencia se cumplen las siguientes igualdades:

"To = P P27

" To™'= P2 P~
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De manera similar que en el subcapitulo anterior se puede de

mostrar que

Apny—=] Onpe2 cesceonnnns 0y 1 i
in_z (lnl._3 . .......... 1 0 _C)‘: é
Ig =
oy 1 0 o| |&am7?
1 o o] .[&aM
To = P2°" B
8n
y B2 = To™? B = |@p,;-1
81

Ejemplo 1.5.1.

Del ejemplo 1.4.1., siendo el sistema observable y cuya re-

presentacién matematica es:

1 2 0 2
Xx =13 -1 1l x4+ | 1] u
0 2 0 1
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se busca transformarlas a la forma candnica observable.

El polinomio caracteristico al igual que en el ejemplo 1.4.1

esti dado por:
AP -+ 2 =%+ oat g At oas

Se calcula la matriz dé observabilidad

donde
ca=[a o0 1] A=[0 2 0]
y a2 = [0 0 1]Ar=1[6 -2 2]
entonces
o 0 1




v la matriz de cambio de base seréi:

g 0 11 [ o 0 | 6
To = | 0 1 0 0 2 ol =.]a : 2
1 0 o |68 -2 2 | o 0
y i Ba | I 3 ~
B2 =To'b=18 |= |2

obteniéndose de esta manera la forma candénica observable.

0 Q -2 3

-S>

x2

|
=
o
O

§2 4+ 2 u

v
li
o
o
H
J
"
I\>+

la Gltima ecuacidn se obtuvo directamente como:
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Una de sus aplicaciones més importantes esta en el estudio de

estimadores de estado.
FORMA CANONICA MULTIVARIABLE. -

Se considera un sistema n,-dimensional, lineal, invariante en
el tiempo y generalizado, es decir con mtltiples entradas y sa
lidas cuya representacidn matemédtica esta dada por las ecua-
ciones (1.1) y (1.2). Si el sistema es controlable, la matriz

de controlabilidad Q estara dada por:

l ! von -1
o= fart s g]
I 1 ( - ! -
Q = [311*52;.“.53111';_‘512 ABn Lo aPrlgaml g
jamrt b*nJ (1.23)

cuyo rango es n,. Por lo tanto, hay n, vectores columna lineal
mente independientes. Existen varias formas de escoger n,

vectores columnas linealmente independientes de los n,;.n vec~
tores que tiene la matriz Q. A continuacién se presentan dos
formas de escoger estos n, vectores columna linealmente inde

pendientes:
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PRIMERA FORMA:

. o>
Se comienza con el vector b, y entonces se procede a calcu-

lar AB,, A?B,, .. hasta que A™'B, sea una combinacién 1li-

neal de |gl éﬁl ad-l gl|. Si i, = n,, la ecuacidén puede
ser contrdlada por la primera columna de B. Si i < n,;, se -

calcula b, égz, ..., hasta que é}zgz sea una combinacién -

lineal de'{gl, Agl, [N éil-lgl, gp_, égz, ‘e e é.lz_l E)-z}o

- - - y ; + rd .
S8i i, + i, < n, se procede a calcular 33, Abs, ..., asi ‘su

cesivamente. Asumiendo que i; + i, + i3 = n; entonces los

n,-vectores

(1.24)

son linealmente independientes. Una propiedad que tiene esta

forma es que el vector Aljbj puede ser expresado como una com

binacién lineal de los vectores precedentes.
SEGUNDA FORMA:

Los vectores son seleccionados de acuerdo al orden de la ecua
. ' > > = >

cién (1.23), comenzando desde b;, b,,..., bpn: y entonces Ab,,

AB,, ..., égnl, continuando con éfﬁl, éfgzj'é_gnl y asi sucesi

vamente hasta obtener los n, vectores linealmente independien
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tes. Estosse los reoxrdena para gue tengan el orden estable-

cido en (1.24).

Definiendo la una nueva forma canbénica mediante la transfor

macién de semejanza siguiente:

X2 = Te™! X2

(1.26)

Lé utilidad de las formas canénicas anteriores no es conocida

~hasta la presente. El propdsito al ser introducidQSes mos-

trar que no existen conceptos adicionales dificiles para de

sarrollar formas candénicas para ecuaciones dinémicas multis-
variables. Reordenando los vectores de (1.25) y de (1.26)

pueden ser obtenidas otras formas candnicas.



CAPITULO II

ANALISIS EN EL ESPACIO DE ESTADO MEDIANTE PROGRAMAS PARA -

-

2.1 Estructura de la biblioteca de programas.
2.2 Matriz de transicidén.- Propiedades.

2.3 Métodos para calcular la matriz de transicibn.

2.4 Calculo de la matriz de Transicién.- Desarrollo del
programa.
2.5 Estados y Salidas.- Métodos de célculo.

2.6 C&lculo de Estados y Salidas.- Desarrollo del progra-

ma.

2.7 Programa pdra la determinacién de controlabilidad, ob-

servabilidad y estabilidad.
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CAPITULO II

ANALISIS EN EL ESPACIO DE-ESTADO MEDIANTE PROGRAMAS ?ARA -

2.1 ESTRUCTURA DE LA BIBLIOTECA DE PROGRAMAS.

Antes de abordar el tema del desarrollo del-programa que cal
cula la matriz de transicién se presenta una breve descrip-
cién de la estructura general de la biblioteca de programas,
programas que sirven de apoyo a la parte descriptiva y ana-

litica del presente trabajo.

El equipo de computacidn utilizado para el desarrollo y com
probacién de los diferentes algoritmos de cdlculo y manejo
'de datos es "4051 GRAPHIC SYSTEM" de la firma Tektrcnix; el
mismo que estd disefiado para trabajar con el lenguaje de al
to nivel "BASIC", ademis de una'serie)de instrucciones pro-
pias de este sistema computacional que en su mayoria sirven
para manejar los periféricos disponibles de los cuales se u
sarén: el grafizador: las unidades de discos, el impresor y

el teclado.

La unidad central de proceso de este sistema tiene un Area

de memoria real de 30 KBytes (de 8 bits). Con el fin de a
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provechar en méjor forma el Adrea de memoria disponible para
procesar y analizar sistemas de control de 6rdenes relativa
mente altos se hace necesario que, soclamente el programa que
se este ejecutando esté presente en la memoria real (ademés
de un corto programa de control permanente en ella), los de
m&s deben estar almacenados en la unidad de discos hasta que
su uso sea requerido por el proceso establecido de antemano;
el momento que un programa termine de ejecutarse éste debe-
ra ser borrado de la memoria real y en su lugar deberid car-
garse el programa siguiente a ser corrido. Este proceso de
reemplazar un prpgrama por otro es el fundamental objetivo

del uso de un programa controlador llamado programa maestro.

La estructura general de la biblioteca de programas se pre-

senta en la Fig. 2.1

La biblioteca de programas ha sido elaborada de manera tal
que permita la comunicacién entre el computador y el usua-

rio en una manera conversacional.

Ademés se debe tomar en cuenta el hecho de que el sistema
computacional utilizado requiere que la nomenclatura de las
variables a usarse sea consistente para todos los programas

en que estas variables aparezcan.
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A continuacién se presentan las caracteristicas mas impor-

‘tantes del programa maestro y del programa de ingreso de da

tos (ver Fig. 2.1). A medida que se describan los tépicos
a tratarse que requieran el uso del computador para su apli
cacién se delinearén las caracteristicas fundamentales del
programa correspondiente entre las que anotamos las siguien
tes: en primer término la lista de variables utilizadas con
su respectivo significado y en segundo lugar un diagrama de
flujo razonablemente sintetizado. En caso de que el lector

reduiera informacién adicional refiérase al APENDICE - en

" el que se encuentran los listados de cada uno de los progra

mas tratados en este trabajo.

Programa Maestro: JPROANO

Este constituye el control de ejecucidén, reemplazo y borra-
do de programas que permiﬁe gue el conjunto de estos se co-

rra siguiendo la légica predefinida.

Su ejecucién involucra:

1.- Verificar si estd o no en memoria el programa requerido.
2.- Si se encuentra en memoria dar paso a su ejecucidn.
3.- Si no se encuentra en memoria entonces:

a) limpiar la memoria
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b) cafgar el programa deseado

c) ejecutarlo

El programa maestro contiene el Indice de programas a dispo

sicién del usuario y se mostrard en la pantalla cada vez que

este lo desee.

Los nombres de las variables utilizadas y su contenido (en

valores numéricos o caracteres literales) son:

NOMBRE

0¢

0l

02

P6

09

X$

CONTENIDO
Namero de la unidad de discos del programa
NtGmero del prpgrama qﬁe se desea ejecutar.
Nimero del programa presente en memoria.

Nimero . .auxiliar - dentro de algunos de los

programas.

Ntmero de la unidad de disco en que se encuen-

tran los datos iniciales(precautelados) .

Nombre del programa en memoria.

El diagrama de flujo para el programa maestro se muestra en

la Fig. 2.2.
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INICIALIZACION

A

SE MUESTRA EL INDI-+
CE DE .PROGRAMAS
EN LA PANTALLA

BORRAR EL PROGRAMA
ANTERIOR (Sl LO HUBO)
Y CARGAR EL NUEVO

EJECUTAR EL PROGRAj
MA EN MEMORIA

66
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Programa de Ingreso de Datos: C5/INGRESO

Este permite el ingreso basico de los datos que requiere el
conjunto de programas para su normal funcionamiento. Tiene
este programa algunas opciones que lo hacen versatil en cuan

to al ingreso de datos iniciales y estas opciones son:

L.~ Ingreso de coeficientes de las matrices A,B;C,D,J,T, ¥y
I-' (pox teclado)

2.- Lectura de datos de un archivo propio.

3.- Lectura de datos de archivo ajeho

4.- Listado de datos

5.- Correccién de datos

6.- Fin de ingreso

Observar que las tres Gltimas opciones no podrdn ser ejecu-

tadas sin haberlo sido alguna de las tres primeras.

Se” almacenan los datos enun archivo auxiliar = y luego
se borran los datos de memoria para volver a tener el Indi-

ce de programas en la pantalla. Asi cada programa en parti
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cular deberéd posteriormente, cuando su ejecucién sea reque

rida, leer de el archivo auxiliar los datos que Unicamente

necesite,

Los nombres de las variables utilizadas y su contenido son

las siguientes:

NOMBRE. CONTENIDO

N1 Orden del sistema

N Namero. de entradas

N Namero de salidas

A Matriz de orden N1xN1

B Matriz de orden N1xN

C Matriz de orden NgxN1

D Matriz de orden N@xN

19 NGmero de opcién deseada

A Nombre del problema

Bg Vectores propios con complejos

J Matiiz de orden NI*N1. Parte real de la forma
de Jordan.

G¢ . Matriz de orden N1xNl. Parte imaginaria de la
forma de Jordan.

T Matriz de orden N1xNl. Parte real de la matriz

- de semejanza
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Tl Matriz de orden N1xNl. Parte imaginaria de
la matriz de semejanza

T¢k Matriz de orden N1xNl. Parte real de la ma-
triz inversa de semejanza

T2 Matriz de orden NlxNl. Parte imaginariade la

matriz inversa de semejanza

v$ Nombre del archivo donde almacenar
07 Direccidén de la unidad de .impresién.
08 NGmero que sirve para la ldégica del programa.

En la Fig. 2.3 se tiene el diagrama de flujo correspondien-

te con el fin de aclarar su funcionamiento.

2.2. MATRIZ DE TRANSICION.- PROPIEDADES.

El estudio del presente cépitulo tiene por finalidad enfo-
car en primer lugar el andlisis y descripcién de los méto-
dos mas utilizados para obtener la solucién homogénea y la
solucién total de la ecuacién matricial de estado de un sis
tema lineal invariante en el tiempo; y, en Segundo lugar,

el desarrollo de un programa digital que haga factible el ma
nejo de los paré&metros inherentes al sistema de control a

analizarse y obtener la matriz de transicién del mismo y sus
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Fig. 2.3.a

LEER DE AR-—

CHIVO N, N,
M¢, A, B,C,D, J,
T, Td . :
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estados y salidas aprovechando las ventajas que en cuanto a
velocidad y precisién ofrecen los métodos numéricos maneja-

dos adecuadamente e implementados en una computadora.

Previamente se hari una exposicién de las ecuaciones que des

criben un sistema dini&mico y sus propiedades.

De manera general las ecuaciones diné&micas lineales que des
criben a un sistema variante en el tiempo, en el espacio de

estado son:

!

L3 = AFO+BWEE) (2.1)

v(E)

1

CEREHD(D)u(E) (2.2)

En efecto las ecuaciones anteriores representan la forma gg
neral, el objeto abgstracto de un sistema diferencial lineal
de orden mi descrito en el ‘espacio de estado con n entradasy

np salidas.

donde:
-
x(t) es un n-vector
s ' o
u(t) es un n-vector

v(t) es un ndvector



73

A(t) es una matriz m;xX m
B(t) es una matriz n;X n
C(t) es una matriz n¢gx n,

D(t) es una matrizng x n

Cabe anotar que la ecuacién (2.1) es conocida como "ecua-
cidén de estado" y la ecuacién (2.2) es conocida como 'ecua-

cién de salida."

Lo primero que interesa es encontrar la solucién homogenea
. . -> g
a la ecuacidn de estado es decir cuando la entrada u(t) es

nula, por tanto la ecuacién de estado se reduciri a:

L]
>

%(t) = A(E)X(t) (2.3)

A continuacién se presentan algunos teoremas y definicioﬁes
referentes a la ecuacién (2.3) que daran una clara visién a
cerca de las caracteristicas de la misma, que a su vez se-
rén Gtiles para el desarrollo de los correspondientes méto-

dos de cdlculo de la matriz de transicién.

Teorema 2.1
El conjunto de todas las soluciones de la ecua-
cién (2.3) forma un espacio vectorial de dimensién n; sobre

el campo de los mnGmeros complejos.
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Demostracién:

Sean $1 yiﬁzdos soluciones arbitrarias de 1la
ecuacién (2.3), ademés a1$1+az$zes también una solucién de
la ecuacién (2.3) para cualquiera a,, o,; como se demuestra

a continuaciédn:

%E(Cil_vn‘*‘dzfl:z) = d.la(igi)r1+azf—t 2

a]é(t)$1+a 2&(t)$2

éﬁt)@l$1 + Gz$é}

por lo tanto el conjunto de soluciones forman un espacio 1i
neal sobre €, que también es conocido como la solucidn de es

pacio de estado (solucidbn espacial) de la ecuaciébn (2.3)

A continuacién se verificarid que la solucién de espacio de
estado tiene dimensién ni.
> i=d > . . . .
Sean e,, ez, ..., ep vectores cualesquiera linealmente inde
. - . . > .
pendientes de dimensién ny, y ¥i soluciones a(2.3) con la con

dicién inicial Yi(te) = éi, para i = 1,2,3,...,m.

‘. + : - - .
Si se prueba que Yi, para i=1,2,....n son linealmente inde-
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pendientes y que cada solucién de (2.3) puede ser escrita
. . N .
como una combinacién de Y, para i=1,2,...,m; el teorema que

darid completamente demostrado.
Aplicando el método de demostracién por contradiccién se ha
ce la suposicién de que $i,para i=1,2,...,nLson linealmente

dependientes, entonces por de definicién de dependencia 1li-

neal existe un vector a(nxl)’distinto de cero tal que:

{1 Y2... ¥n)d =30 (2.4)
lo que puede escribirse de una forma més describti&a COMmO :
{206 Tae).o.... Ta(©)]% = O (2.5)
bara todo t en ﬁ-m,m)

Fn particular se tiene:

[V1 (to) Ta(to) mnl(t())]g .

= -+ - - 6
= |1 e2...... ey =
. . -+ . - :
lo que implicarfa que ei, para i=1,2,..... , 4 son linealmen

te 'dependientes, contradiciendo por consiguiente la hip6tesis.
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Por lo tanto queda demostrado que $i, para i=1,2,....,n{ son

linealmente independientes sobre (-=, )

Por otra parte haciendo la asuncién de que $ es una solu-

cién de la ecuacién (2.3) y que $(to)=g; sean 31, ZZ,,

. e

-> N . . e o
epy vectores linealmente independientes, entonces e puede ser

P . . . > .
expresado como una UGnica combinacién lineal de ej, para i =

1,2,...., y; por ejemplo como:
> n ~
e = I o4i_ei
i=1
) ny 5 .
por lo tanto es evidente que % oi Yi es una solucién de la
i=1 S T

ecuacién (2.3) con la condicidén inicial siguiente:

ny N >
I ai pilte) = e
i=1

Por consiguiente se concluye que:

$(t) - ?ﬂ i ﬁi(t)

i=1

. -

lo que prueba que la solucién a la ecuacién (2.3) es un vec

tor n) dimensional.
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Definicibn 2.1,

Se define una matriz ¥ n, x n; de la cual se afirma que es
una matriz fundamental de la ecuacién (2.3) si y solamente
si las n, columnas de Y consisten en n; soluciones lineal-

mente ‘independientes de la ecuacién (2.3),
Ejemplo (2.1).-
Se considéra la ecuacién dindmica

r p:4) 0 0 X3

ar (2,2,1)

1

que puede ser représentada por dos ecuaciones diferenciales;

Edgxlg;) =0 (2.2,2)
adE %, (£) ERE ) - (2.2.3)

cuyas soluciones son las siguientes:

x, () = %3 (0) . (2,2 . 4)
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Cxa(E) = *23— %1 (0) + %2 (0) (2.2.5)

Para hallar una matriz fundamental es necesario hallar (dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacién (2.2.1)
para lo cual es necesario establecer las condiciones inicia

i les siguientes:

-a) X1 (ty) = x2§to) = 1

% (£) = 1 x, (£) =tz—2.+1
b) | x1(te) =1 ¥y (te) = 0

) () =1 x(t) = %

Se comprueba que las soluciones son linealmente independien

tes:
1 1 "0y (O
t? t? a2 0
Ljf + 1 -iﬂ L ] 8 J
oy -+ a; =0 1 = = 0Oz
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de donde se concluye que son linealmente independientes por'

lo tanto una matriz fundamental ¥, ser4:

2

t2 t
T+l '

De la misma forma se puede hallar otra matriz fundamental

Yo
a) x1(to) =0 x2(to) =1
x(t) =0 x2(t) =1
b) x1(te) = 2 X2 (te) =0
x1(t) =2 x2(t) = t*

de donde

Cada columa de ¥ por definicién satisface la ecuacién dife

rencial:
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Wi s
'

I
[>

(t)x

por lo tanto es evidente que Y satisface la ecuacién matri-

cial siguiente:

e o

= A(E) ¥ (2.6)
con ¥Y(t,) = E, donde E es alguna matriz constante no singu-

lar.

ASi una matriz M satisface la ecuacién (2.6) y si M es regu-
lar para algin t, entonces por la demostracién del teorema
anterior conocemos que todas las columnas de M son lineal-
mente iﬁdependieﬁtes, por lo tanto la matriz M es una matriz

L]

fundamental de la ecuacién X = é(t)z..

De lo que podemos concluir que la matriz ¥ es una matriz

fundamental de la ecuacién. X =.é(t)§ si y solamente si Y sa

tisface la ecuacidén (2.6) v ¥ no es singular para algln t.
Ejemplo 2.2.

Del ejemplo (2.1) se verifica a continuacién que ¥, y ¥, son

solucidén de la ecuacién (2.6)
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Una importante propiedad de la matriz fundamental Y. es que
inversa (¥-') existe para cada t en (- =, =) esto se conclu

yve del siguiente teorema:
Teorema 2.2.
-5
Cada matriz fundamental ¥ es regular para todo t en (-, <«)

Demostracidn:

> )
Si. ¥(t) es una solucidén de la ecuacién x =_éﬁt)§ y si

N : .
$(to) = 0 para algln ty, entonces la solucidén es idéntica

a cero esto es:

V) =0 (2.7)

.

Obviamente la identidad (2.7) es una solucién de % = é(ﬁ)§
con $(to)r= 6; ademis considerando la unicidad de la solu

cién, se concluye que (2.7) es solamente solucién con

$(_to) = 0.

Demostracidn por contradiccidn:

Se hace la éuposicién en primer lugar que se cumple:
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det ¥(ty) = det |1 (£)P2(£e)... ()| = O

para algln t,, entonces el conjunto de n, vectores columna
(constantes) ¥, (to), $2(t0),.,.., $h§to) son linealmente de
pendientes, por lo tanto esto significa que existen constan

tes og

i, para i =1, 2,..... ,, N7 al menos una distinta  de

cero tal que se wverifica:

ny :
£ ay P1(Ee) =0
i=]1

justamente con el hecho de que § o3 ﬁi es una solucién de
. i=
X = A(t)X implica que:

DLoag () 0

1

Esto contradice la asuncién de que $iﬁt), para i =1,2,...,
n, son linealmente independientes; de lo que se concluye -
que det ¥(t) # O'para todo t que pertenece al intervalo

(==, @),
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Ejemplo (2.3)

Del ejemplo (2.1) se verifica el teorema anterior para las

dos matrices fundamentales de la ecuacidén (2.2.1).

( ~N
a) 1 1
E} =
t2 t?
SrA
por lo tanto
t? t?
det Y1 o= 1, TT-— 1. (77 + 1) = - 1
b) . 0 2
i,l =
1 t?
por lo taﬁto
det ¥, =0 . t? -2 . 1=-2

con lo que se comprueba el teorema anterior.
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Definicién 2.2

»

Sea ¥(t) alguna matriz fundamentalckz%;é(t)%
entonces &(t, to) 4 Y(e)¥ ' (to) para todo t y to en (-w,)

Se define ®(t, ty), como la matriz de transicién(ﬂa§=é£t)§,

Nétese que la matriz de transicién gﬂt, t,) estéd determina-
da Gnicamente por A(t) de la ecuaciém (2.3) y es independien
te de la matriz fundamental particularmente escogida;locual

se demuestra a continuacidn.

Sean ¥, y ¥, dos diferentes matrices fundamentales de la ecua
cidén iééjt)§, por tanto las columnas deg!_como las columnas
ckzgz tienen la cualidad de ser vectores que forman una base
del espacio vectorial de dimensidén nj, por consiguiente exis
te una matriz constante P conocida como matriz de cambio de

‘base, de tal forma que:

en efecto la i-esima columna de P es la representacién de la
i-esima columma de ¥, con respecto a la base que consiste de

las columias de Y,.

Por definicidén, se tiene



86

il

o(t, to) = ¥u(£) @xlte)) ™ = ¥, ()PPT1Y, 73 (ko)

¥y () ¥y 7 ()
con lo que queda probada la unicidad de @(t, t,).
Ejemplo (2.4)

Haciendo uso de las matrices fundamentales del ejemplo (2.1)

se hallard la matriz de.transiscidn

a) Sea Fi i\
—1=
142 2
Se1 g
de donde
vt = 1 agy v,
- det V¥, —
del ejemplo (2.3) se-tiene:
det‘i’1=-l

ademids calculando el adjunto de ¥,



por lo tanto

Por definicién de matriz

b)

Adj ¥, =

= v, y!

=

t2

5+
1 .
0
~
0
1

de transicién se tiene:
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de donde

y,-1 = —lAdj Y
— det ¥,
del ejemplo (2.2) se tiene:

det Y, = - 2

ademds calculando el adjunto de V¥,

t? ~2
Adj ¥, =

L:l 0

poxr lo tanto:

F’ t?

- 5 1
y,"t .=

_2]: 0
g B

Por definicidn de matriz de transicidn se tiene:
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r ~
1 0
o1

A partir de la ecuacién (2.6), se concluye que gﬁt, to) és

la solucidn tGnica de la ecuacidn matricial.

-

ié(t} te) = A(r) ¢(t, ta) (2.8)

ot

con la condicidén inicial @(te, te) = I

A partir del concepto de matriz de transicién, la solucién

-> - . .
de x = A(t)x se presenta a continuacién.

En general una solucién a una ecuacién de estado no lineal
con una entrada ﬁ(t) y una condicidn inicial ;0 = §(to) se
puede escribir en terminocs de su trayectoria en el espacio
de estadd como X(E) = @(t; u(t); Xo, to). Como el estado -
de un sistema de gntrada cero no depende de ﬁ(t), se pue
de escribir §(t) = 5(t3 %0, ty). Ademés si el sistema es
lineal, entonces es lineal respecto a la condicién ini-

cial, por lo tanto 1la solucién de la ecuaci6n4§ =;é§t)§

con §0 = ;(tg) esta dada por:
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> -

T3, %o, to) = o, £, .(2.9)

2.1.2 Propiedades de -la- matriz -de- transicién.
ConsiderandoAque el sistema descrito por las ecuaciones -
(2.1) v (2.2) es din&mico, posee las siguiéntes'caracterii

ticas:

a.- Existe un valor real de salida y(t) para todo t>t, sien

do la entrada G(t) una funcién real para todo t.
b.- La salida ?(t) no depende de la entrada ﬁ(r) para T>t.

caracteristicas que sirven de base para la demostracién de

las bropiedades de la matriz de transiciémn.
I. Propiedad de transicién
2(t, to) = 0(t, tg) 8(t1, to) (2.10)

Demostracibn:

Por definicién de la trayectoria para un siste
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ma diné&mico se tiene:

Ber; Ho), T(to), £o)=fle; B(E), X(t), £1)

Lx iy

para todo t, t;, t, que cumplen con: ty,<t,<t; de donde se ve

rifica:
X(t,) =@ (5 UL, X(ty), to)
a partir de lo cual se tieneﬁ las siguientes igualdades:
at, t) F(te) = Ble, €)% (£) (2.11)
§<tl) =_‘E(t1, to) §<to> ' (2.12)

reemplazando la ecuacién (2.12) en la ecuacién (2.11) se ob

tiene:
- me
B(t, to) x(t,) = &(t, ty) E’_(tl, to) x(ty)
Ccomo %(to) es arbitraria, queda demostrado que

d(t, to) = &(t, ty) &(t:1, to)
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II. Propiedad de inversién.

B(to, t1) = &1 (ty, to) (2.13)
Demostracidn:
Ya que se cumple que X(t,) = o(ty, to) X(t,),

la condicién inicial sobre & es g(to, ty) = I; v utilizan-

do la ecuacién (2.10) se verifica Llo siguiente:
8(ty, to) = 0(ty, ty) 8(t,, ty) =1
g(tl, th) = 8(ty, to) a(ty, ty) = I
por consiguiente’:
o(to, t1) o(ty, to) = a(t,, lto) o(ty, ty) =T

la ecuacidén anterior corresponde a la definicién de matriz

inversa, de donde s¢ det o(ty, £,)#0 se concluye:

E_(to, ty) = ‘I’_l(tyx, ty)

IITI. Propiedad de separacién
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o(t, to) = 6(£)67"(to) (2.14)

Demostracidn:
.Se define O(t) = ¢(t, 0); reemplazando arbi-
trariamente en la propiedad de transicidén t, = 0O; se tiene:
(I)(t:tO) = g(t’ O>_®_<Olt0)

entonces:
d(t,to) = 6(£)2(0, t,)

y si det (0, ty,) # O y haciendo uso de la propiedad de in-

versidén se llega a demostrar:

8(t, to) = 8()87 ' (ty)

IV. Propiedad del determinante

;tﬂt;é(T)ldT
det 8(t,, ty) = e ©° (2.15)

donde trA(t) se define como la traza de A(1) y constituyela

suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz
A(T)
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Demostracidn:
Para efectos de demostracidén partimos a @ en
. - -> >
sus vectores fila P,, P,,....,Pn. Entonces
detg = PIA PZA ......... ,\Pn|
y a - d
dt(det@> a-EPlA P?_A ...... ,\Pnl"r‘
+p,.3p Pn, +
lAd_t DA e s e e ~ALTY
+ Py, P, JURLEN (2.16)
. 1A 2A ce v e Adt l .

De la ecuacién (2.8) para ¢, los vectores fila estan rela-

cionados por:

: 1
Pi = 1 ajk(t)Pk

@ara i=1,2,..... et}

Ya que este es un sistema dinémico., lineal y que varfia con
el tiempo, cada elemento ajk(t) es continuo y de un solo va

; . - d '
lor, asi que este representa de manera Unica a HEPi para ca

da t.
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d ™
Pyao.oo. AEEPiA ..... APni= Pra oA T oaijkPra. .. APy
_ k=1
= aii(Pia. ... 2Pin. .. APp)
Entonces de la ecuacién (2.16)
d -
d—t(detg) = |trA(t)| Py Pan.... BEny

separando las wvariables se obtiene:

dﬁ((}% = trA(t)dt

Integrando y tomando el antilogaritmo resulta:

55 trAce) |de

detd(t, t,) =ye GO

donde Y es la constante de .integracidén; tomando t=t, se ob-

tiene det®(to, to) = det I =1 =y . Con lo cual la propie-

dad del determinante queda demostrada.
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2.2.3. Obtencién ~-de-la- matriz -de- tramsicién.

A partir de las ecuaciones (2.6), (2.8) y haciendé uso de
las propiedades de losrsistemas_de ecuaciones diferenciales
se puede afirmar lo siguiente: si_éﬁt) es una funcién con-~
tinua de t, entonces Egt,tg) vy jgt) son continuamente dife-
renciables (su primera derivada existe vy es continua); méas
generalmente si éﬁt} es n|veces continuamente diferenciable
en t, entonces Eﬁt,to) y ¥(t) son (nfl) veces continuamente,
diferenciables en t.
t o
Si A(t) v J A(t)dt conmutan para todo t, entonces la nica

. to
solucién de la ecuacién (2.8) esta dada porx:

s(t,t,) = e | (2.17)

te, entonces se tiene:

t t
Aw) ([ Ado) = ¢ [ adoale
t t ‘

Sin embargo la mayor parte de las matrices que varian con

el tiempo, no poseen la propiedad conmutativa y por lo tan-
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to no se cumple la ecuacién (2.17); en estos casos no hayu
na relacién simple entre A(t) y ¢(t, to), y hallar la solu

cién para &(t, t,) es generalmente una tarea muy diffcil.

De aqui en adelante se tratari Gnicamente la solucién homo-
génea a la ecuacién de estado de un sistema diné&mico lineal
invariante en el tiempo que no es mas que un caso particu-

lar del caso variante en el tiempo, anteriormente estudiado.

Para este caso particular las ecuaciones (2.1) y (2.2) . se
mantienen, con la tGnica diferencia que las matrices_é(t),—
E}t),_gﬁt) y‘Eﬁt) deben consistir Gnicamente de elementos
constantes; asi pues de aqui en adelante se trabajaré con
las sigﬁientes ecuaciones de estado y salida respectivamen

te:

%—t—iﬂt) = AX(t) + BU(t) (2.18)
y(t) = CX(t) + Di(t) (2.19)

Por lo tanto la ecuacién de estado homogenea tendrid la si-

_guiente forma:

[

x(t) = AX(t) | (2.20)
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De la ecuacién (2.17) se concluye que la matriz de transi-

cibn sera:
2<tyt0) = e

Alt-to) (2.21)

Por consiguiente la solucién de la ecuacién (2.20), de a-

cuerdo a la ecuacién (2.9) seri:

X(t) = e éﬁt~t°>§o

2 3
=;+At+At+%~,—t+ ...........

donde eét

y esta Gltima ecuacién reemplazada en la ecuacidén (2.20) sa

tisface la igualdad:

Adicionalmente en la ecuacién (2.21) si t=t, entonces
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eé(t_t°) = I por lo tanto las condiciones de contorno son

satisfechas; es decir:

F(ty) = AEo"tdT Y
=1 ;E(to)
= ; (to) )

De lo anterior se concluye que la solucién Gnica de la e-

cuacién de estado homogenea

-3
-

x(t) = A x(t)
sera: x(t) = 8(t,to)x(ty)

donde &(t, t,) es la matriz de transiciém y es la que go-
bierna el ﬁovimiento del vector de estado (en el espacio ny
~dimensional) en el intervalo en el cual la entrada es i-
déntica a cero; es decir ¢(t,t,) es una transformacién 1li-
neal que traza la trayectoria desde el estado §0 enel tiem

PO to hasta el estado x en el tiempo t.

siendo:
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3, ) = eA(EE0)

Necesariamente el cidlculo de la matriz de transicién de es-
tado es mucho mas laboriocso y complicado que encontrar la so
lucibén para una variable (vector) dependiente en una ecua-
cién (matricial) diferencial lineal. Sin embargo la infor-
macién adicional suministrada por la matriz de transicién

permite al disefiador de sistemas de control utilizar técni-

cas més sofisticadas de diseno.

Una forma préctica de hallar los elementos de la matriz de

transicidén en un sistema real es la siguiente:
De la ecuacidén (2.9) y con la condicién de t =0 se tiene:

X(t) = a(t, 0)X(0)

Y- , ' -
G1 (t) i1 () Sra(E) ... ... élnl(t)j XL(O)W

Xo (t) Bor1(E), i bani () X, (0)

o1 (8) [ Baaa () ol brtans (0| | Xns (0)

. N
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Nétese que para determinarlla matriz de transicién se hacen
todas las condiciones iniciales cero exepto una variable de
estado; la salida de los estados es evaluada con respecto

al tiempo. Por ejemplo si X,(0)=1l v X,(0)=X3(0) = ...... =
Xn, (0) = 0; entonces se tiene X, (t) = ¢,:(t); X(t) = h, (L)
y asi sucesivamente. Asi pues en general al término 4ij(t) -
es la reépuesta transitoria de la i~ ésima variable de esta-
do debido a una condicidén inicial en el j~é&simo estado cuan
do todos los demas estados tienen por condicidn inicial ce-

ro.
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2.3. METODOS -PARA- CALCULAR -LA- MATRIZ -DE- TRANSICION.

Partiendo del hecho de que la solucién homogenea de la ' e~
cuacibén lineal de estado invariante en el tiempo esta dada:

‘por:
X(t) = a(t, t)x(ty,)

donde &(t,. ty) es la matriz de transiciém dada por la ecua
cidén (2.21)

Ca(e, ty) = AR

A continuacién se presentan algunos de los métodos numéri

cos més utilizados para el cédlculo de la funcién matricial
At '
e_

I. Método -con- series.

Mediante este método la funcién e2© puede sexr calculada, ex

presédndola como una serie de Maclaurin:
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De acuerdo a la teorfia de funciones: si una funcién £(a) es

funcién analitica de -o, la funcién matricial de una matriz

A (n;xn,) estd expresada por:

donde f (o)
i)

ii)

iii)

A = 1 e £ 2. (2.22)
k=o - a=o0 '

es analitica de o si y solo si:

Existen derivadas de todos los érdenes para to
do «

Todas sus derivadas son contfinuas para todo d
Para wun a=a, cualquiera, existe un nimero real
positivo e, tal que, para todc o en el interva-
1o (ap-Eo, 00 +eq), f(a) sea representable por u

na serie de Taylor alrededor de a,, es decir:

o

o) = ¢ L@ £ (Mg,
n=o ’

Para el presente caso, f£(o) = e® es una funcién analitica, -

ya que obviamente cumple con las condiciones anteriormente

expuestas y por lo tanto es posible expresar la funcién ma

tricial eé-t como lo indica la .ecuacién (2.22) cuyo desarro

1lo es:
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At _ T A

242 34.3
I+ac+ &+ B 4 +

Cabe anotar que a menos que AK desaparezca o su influencia
en la serie sea despreciable para algtn valor pequefio de k,

este método resulta ser el méas laborioso.

Una vez que la sumatoria haya sido ejecutada, se hace nece
sario encontrar la expresién de la serie de cada elemento
. At ' £ s
de la matriz e="; esto generalmente no es una tarea facil,
. : At . s .
y a menios que el orden de e=" sea suficientemente bajo la

tarea puede resultar insupeiable.

Ejemplo (2.5)

Se considera la ecuaciotn:

-1 0 0
x=| 0 -4 4| %
0 -1 0

y se desea encontrar la matriz de transicién g(t,O)f

Ya que la matriz A viene dada por:



-1 0 o0
A=1|0 -4 &
0O -1 0
se tiene:
-1 0 O -1 0 O
A2= AA=|0 -4 & 0 -4 &
0 -1 0 0 -1 0
1 0 0
= |0 12 -16
0 4 -4
ademés:
1 0 0 -1 0 o0
A =A2 A = |0 12 -16 | 0 -4 &4
0 4 -4| [0 -1 0
-1 0 O
A =| 0 -32 48
0 -12 16

conociendo que la matriz de transicién esta dada por:

105
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(t,0) = A(ETO_CAL
_ At Aztz } Aata
—£+1—'r+ 7T F T + ...
entonces:
1 0 O -t 0 0
o(t,0) = |0 1L 0] + | 0 -4t 4t| +
0O 0 1 0 -t 0
t? t3
-5 0 0 5 0 0
43
+ |-0 6t? -8t2| + |0 —163‘: 8t 3 + ...
2 2 _ 8t? 8t
r 2 3
t t
-t + 5 - 5+ 0 0
_ 2 16t°3 2 3
= 0 1-4t+6t ——3+. . Le-8trH8t+. ...
3 3
0 —t+2t2—ﬁ:—— + ... l—4t2_+8t +...
3 3 J

Reordenando la serie para e t y e-2t;
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T
et 0 ' 0
- )] -
eAt = | o (1-2t)e” =t hre 2T = &(t,0)
0 -2t (1+2t)e” 2t

“ -

El reconocimiento de las expresiones sintetizadas de las se
ries infinitas para cada elemento es el principal proble-

ma de este método, como se'puede ver del ejemplo anterior.

En ocasiones, muy contadas por cierto, este método resulta
ser el més facil como se puede observar en el siguiente e-

jemplo. |

Ejemplo (2.6)

Se quiere hallar la matriz de transicién_g(t,o)=‘eé-t de 1la

ecuacién siguiente:
v
>

X = AX

donde:

o o ~
o =
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Por lo tanto:

o 1 1| jo 1 1
A2=AA= |0 0 1| |O 0.1

Lp 0O O O 0 O

y
O 0 1 0O 1 1
A* = A’A =0 0 O 0 0 1
0 0 O 0O .0 O
0 0 O
= |o 0 0| =0
0 0 0 |
de lo que se deduce que éi = 0, para 1 = 3,4,... por consi-
guiente:
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-
O
O
O
T
ot
O
(@]

™

/1 4 £ ]
£t

eét = 0O 1 t = 9(t,0)

| oo 1

II. Método -de- Cayley - Hamilton.

Utilizando este método, la matriz de transicién se la obtie

ne de la siguiente manera:

. Ill—l .
e2F = 5 7 yial (2.23)
i=o

Para el caso que nos ocupa, es decir sistemas lineales inva
riables en el tiempo, los coeficientes dependeridn del tiem-
po.
n )
At :

e™" = 3 yi()A™rTh
=
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Para efectos de explicacién del método, a continuacidén se

presentan dos teoremas muy importantes.

"Teorema de Cayley-Hamilton'"

Si A es una matriz arbitraria n;xmn; con polinomio caracte-

ristico 4()) = det(A-1I) se cumple que:

(A = 0O
Ejemplo (2.7)
Sea:
1 2
A =
3 4

por lo tanto su polinomio caracteristico seré:

$(\) det' (A-A1)

Il
o
o
rt

resolviendo se tiene:
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F(N) = A%2-5X1-2

por lo tanto:

B(A) = A-5A-21

donde

N
|

1 2}1 2 7 10

3 4lls 4| {}5 22"

entonces:

obteniéndose como resultado:

es decir:

A%-5A - 21 =0

por consiguiente la matriz A? puede expresarse como una com

binacién lineal de A y T;
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A? = 5A - 21

ademéas:

A% = A(5A-2D)
(A = 5(5A-21)-2A
A% = 25A-2A-101
CA® = 23A - 101

Del ejemplo anterior se puede ver claramente que es posible
expresar cualquier potencia de una matriz A en términos de
unavcombinacién lineal de A™ para m=0,1,2,....,n,-1; donde
n, eé el orden de la matriz cuadrada real A. Precisamente
en esta propiedad se basa el método de Cayley-Hamilton, que

se fundamenta en el siguiente teorema:

Teorema:
Para una matriz A, nixn: y una funcién analitica -
f(a); la correspondiente funcién matricial f£(A) puede ser ex

presada como:

CE(A) = yiAR Ly, Am 24 dyn, T (2.24)

donde los escalares yi para i=1,2,...,n;se calculan de:



£ = vid® My T2 by T

Demostracidén:

De la ecuacién (2.22)

8
p=
>

y del teorema de Cayley-Hamilton se tiene:

n .
ék = lzl Ok énl—l

por lo tanto f£(A) se puede expresar como:

n;, .
fx I opgAMrTt
o) i=1

donde

113

(2.25)
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x

1
yi = I fx xi . T
. =0

ademads utilizando el teorema referente -a la transformaciédn

de semejanza se tiene:

CEQ@) S ITEMT

usando los resultados anteriores obtenemos

n, .
£ =T 3 yiantEoT
i=1

iaR] .
= T YiT—léPl_lT‘
o=l - -

1

c=l -
con lo cual se ha demostrado por completo este teorema.

Observacién: Este método evita el cdlculo de T y T-! a cos-
n,
ta de resolver £(J) = I

L

yiJB -1 (ver IV método)
i=1
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A continuacidén se presenta un ejemplo para ilustrar el uso

de este método de obtencidn de la matriz de transicidn

Ejemplo (2.8)

Se desea encontrar la solucién homogenea del
sistema de ecuaciones diferenciales que es la abstraccién

matemdtica del funcionamiento del siguiente sistema fisi-

co:
/]
7 -
X (1
7 }_—_>
j .
[
K
7 e 5
m —_
7SS S /97%<<Z;\\
' D
'donde:
k = constante de elasticidad del resorte
m = masa del cuerpo (rigido)
D = coeficiente de razonamiento dindmico (constante)

f(t) = fuerza externa
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La ecuacibén diferencial que gobierma el movimiento del cuer

po es la siguiente:

mg,m) = £(t) - KX(t) - D a%xm

entonces
"d2? "D -+ d k _ "1
WX(t) + = - EX(t) + r_nX(t) = f@-a
sea X,;=X(t) (la posicién del cuerpo)
v X2=-5%X(t) (la velocidad del mismo)
se tiene:
o 1 | 0
-K D 1|
m m | Lm.J

ahora si asignamos valores a los parédmetros del sistema:

K

I

, N
299.4 o

1.8 kg.

- 8
u



por consiguiente:
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D = 99.8 N.seg
m

[
e

-166.3 -55.4

a continuacién es necesario calcular los valores propios de

" A y encontrar la forma canénica de Jordan (que se explicara

en el subcapitulo siguiente):

obteniéndose:

por lo tanto los

det (A-2I) = O

det = 0
-166.3 (-55.4-2)

A2+55.4x+166.3 = 0

valores propilos son su solucién:
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A1 -52.2617

Ao -3.1827

y directamente se encuentra la forma candénica de Jordan:

-52.2617 0

| &
i

0 -3.1827

Entonces la funcidn matricial eg-t se obtiene directamente de

la matriz anterior, asi:

-52.2617¢t
e 0]
Jt _

e—3.1827t

a continuacidén se evalua la ecuacidn (2.25), asi:

e—J~t = 'Y]_J + YzI
e 022617t 0 -52.26 O 1 0
_ =Y1 +Y 2
0 - 3.1827¢t

de donde se obtienen las ecuaciones



.-52.2617¢ LL(252.96) + va

e_3.l827t Yl("3-l8> + Y2

Resolviendo v, Vv va2,

‘e—52u26l7t ~ e-3.l827t
Y T -49.079
_ 52.2617 e 31827t _ 5 1597 o732.26¢
Y2 49.079
Usando la ecuacién (2.24),
2 = yia 4+ v,I
_ 0 1 1
et = v, Y2
-166.3 -55.4 0
se encuentra:
e—",,1 = 1.064 e_3‘18t - 0.064 e_52'26t
At - 0.0204 e—3.l8t -52.26t

e— 1,2

- 0.0204 e

119
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-52.26¢t -3.18t

3.388 e - 3.388 e

e— 2,1

-52.26¢t

1l

1.065 e e_3‘l'8t

et - 0.066

III Método Matriz Resolvente.
Este método hace uso de la transformacién de Laplace exten-

dida a sistemas multivariables de donde se tiene que la ma

triz de transicidn se la obtiene como:

AL =&Cfl R(s)

donde:

Jiql R(s) representa la transformada inversa de R(s)

R(S) = (SI - A)~!

siendo:

’ S = variable de transformacién de Laplace.

A simple vista se buede'notar que la mayor dificultad de es
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te método radica en la obtencidén de (Sl—é)", ya que estaes
una matriz polinomial en S; para lo cual es mecesario utili
lizar en cada caso aquel método que amerite su uso, “debido
al grado de dificultad que presente la matriz A; asi pues,
si la matriz tiene bastantes elementos iguales a cero un mé
todo rapido de obtener (SI-A)-! es usando sustitucidén y eli
minacién. Para casos generales de 6rdenes bajos (segundo o
tercero) se hace mas efectiva la utilizacién de la regla de
Cramer. Para matrices de orden cuarto o algo mayor se pue-
de usar un diagrama de flujo del sistema transformado de La
place. Un método general y versatil para el caso de matri
ces de 6rdenes superiores es el uso del algoritmo de Leve-

rrier, ‘el cual se describe a continuacién.

Algoritmo de Leverrier

Se definen las matrices reales B, B,,

...Boy, myxn, y los escalares Py, Py,...., Pn, dela siguien-
te forma:

By =1 P, = -tr A B

B, =AB +P, T P, = -tr A B 2/2

os}
w
Il
[P
|
N
+
av]
N
|H
lav]
w
1

-tr A B 3/3

..........................................
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-Binl = é B<n1-l) + Pnl—l I_—. Pnl = _tr jA_‘ E)— nl/nl
y
(SI-Ay-1 = SM171BL+sR2-2B2+.. .. .+SB(n,-1)+Bn,
' Sna+P Sni-1+. . .4+Pn,-1S+Pn,
donde

tr significa traza

Luego se hace el correspondiente desarrollo de fracciomes
matriciales parciales para, seguidamente obtener la trans-

formada inversa de Laplace. -

A continuacidén se presenta un ejemplo como complemento a la

explicacidén precedente del uso de este método.

Ejemplo (2.9)
Se considera el sistema que tiene como ecua-

cién de estado:

bd s
IR

>
o

donde:
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3 ;|
T 7
—A—; ]
1 =3
5 7

En primer lugar se usaré el procedimiento de sustitucién y
eliminacién para lo cual es necesario obtener la transforma

cién de Laplace de las ecuaciones originales:

s Ly - x1, = 30z + 3 fx2)

s Jx2) - 220

Ly - 3L

Se resuelven las ecuaciones usando el método susodicho;

3

) - S+3/2 7 .
Lo = ey ikhy X+ cemyiemy X2

' _ 1/6 S+3/2
560{2) = Sy ey Mo T ey sy X2e

tomando esto en forma matricial
> ) L
L& = R(S)X,

por lo tanto:
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i S+3/2 3/2 7
‘ (S+1) (S+2) (S+1) (S+2)
R(S) = (2.26)
1/6 S+3/2
(S+l)(8+2) (S+1) (S+2)

de aqui se obtiene la transormacién inversa de Laplace:

eét =(f“-1 _P_\(S)

. s+3/2 1, - }
I (s+1)(é+zy = z(e"t + e725)
O 3/2 3, -
of ' G0 (572 y(e £ - et

-1 1}6 1, -
;6 O ICH IS £ - e™2t)

por lo tanto:

%(e't + e_2t) %(e_t ~ e“?-t)T

At _
e__.

—

%(é-t _ em2ty %(e‘t + e 2ty

A continuacién se repetiré el ejercicio utilizando la regla

de Cramer.
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En primer lugar se tiene:

-
L3 3
S+y -3

(SI-A) = - R-1(5)
- 7 St

—

seguidamente se aplica la regla de Cramer:

(3 3
oAyt = 1
SL-2™ = Ty e
es decir:
ct o= =

con lo cual se ha llegado al mismo resultado anterior (ecua

cidén (2.26)).

Por dltimo se solucionaria este ejemplo haciendo uso del al

~goritmo de’ Leverrier.
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de donde:
3 3
7y vl 1 0
Pl = -tr
1 "3
i 5 _Q—J 0 l.J
23 %
2 .
3 3
Py = -tr = (-3 + )
! 1 3 Z 2
6 7
por lo tanto:
P, =3
de igual modo:
3 3
2= | 7 21 1431
1 3
& 7]
3 3
v%
B.—2—=
1 "3
6 2
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3 3 Tﬁ 3
2 2 7 7 1
P2 = —-txr -2—
"1 3 11 "3
6 2 3 7
-2 0 :
1
P2 = -tr
0o-2| 2
P, = - 5(-2+(-2))
por lo tanto:
P, =2

de modo que:

reemplazando en la ecuacidén anterior las matrices y los va-

lores calculados previamente se tiene lo siguiente

1 0O
g +
o0 1

S+ 35S + 2

oM Nw
N Njw

'(Sl_é)—l =
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S + 3 3
ey emen
(ST-8)-! =
(SFLY (5T (ST (SF7)

. |

que es idéntica a la ecuacién (2.26), lo que resta para en
contrar la matriz de transicidén es idénticaa lo desarrolla-
do en la primera parte de este ejemplo; es esta la xazdénm

de habexrlo obviado en las dos Ultimas.

De lo expuesto en este subcapitulo se puede concluir que,
si bien los métodos descritos son eficaces para el cdlcu-~
lo de la matriz de transicién, estos conllevan dificultades
de orden operativo es decir estos métodos se vuelven muy la
boriosos al tratar sistemas de orden £¢lativamente alto; -
por lo cual en el presente trabajo se ha ViStO]jiCanenieE
cia de usaﬁ un cuarto método llamado '"Método con valores y
vectores propios' cuya descripcién e implementacién .en el
computador digital seré&n tratadas en el subcapitulo siguien

te.
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2.4 CALCULO DE LA MATRIZ DE TRANSICION.- DESARROLLO DEL PRO
GRAMA.

En el presente subcapitulo se desarrolla el cuarto método
para calcular la matriz de transicién de un sistema lineal
invariante en el tiempo el cual se basa en el usode los va
lores y vectores propios de la matriz A en la ecuacién de

estado siguiente:
d = . -
g MO = AXE®)

Este método ha sido escogido para implementarlo en el com-
putador.digital tomando en cuenta en primer término que exis
te un programa que caléula los valores .y vectores propiosde
cualquier matriz cuadrada de coeficientes reales; en segun-
do lugar que mos permite obtener la solucién homogenea del
sistema lineal invariante en el tiempo en forma estrictamen
te matemidtica; ademis considerando que el nimero de cdlcu-
los iterativos es relativamente pequefio en comparacidén con
aquellos que necesitan los métodos anteriormente descritos
y por consiguiente un menor error de redondeo. Estas son

las principales razones por las cuales se harid mayor inca-
pie en la expiicacién y aplicacién de este método respeéto

a los precedentes.
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¥étodo de valores y vectores propios.

Dada la ecuacién diferencial matricial:

.

fio ke @30

que representa la abstraccién matemética de un sistema 1li-

neal invariante en el tiempo, cuya matriz de transicién es:

tiene como solucidn:
- : -
Xty = 2AEEIF ey

De la ecuacién (2.30), siendo A una matriz cuadrada real de

orden n,, teniendo ?or condicidén inicial (de borde):
- -
X(ty) = X,

se define por convertiencia un nj -vector X 1(t) tal que cum-

ﬁla:

X, (t) = T°' X(t) ' (2.31)
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donde T es una matriz cuadrada de orden n| no singular, por

lo tanto:
- -
X(t) = T X, (t) ‘ (2.32)
entonces, derivando la ecuacién (2.31) se tiene:
d 3 d

@ = rd xe

si se reemplaza en esta la ecuacién (2.30) se obtiene:

X, (£) = TTU(A X(b))

'o1¢
T

nuevamente reemplazando la ecuacién (2.32) en esta dltima se

llega a la siguiente expresién:

L %) = @a DI, (0 (2.33)

donde'z‘lé T se conoce como transformacién de semejanza, Ppor

que la ecuacién (2.33) es similar a la original (ecuacién,
> >

2.30) excepto por el cambio de variable de X a X,. ComtGn -

mente se conoce al producto T™'A T como la transformada de

A por T, donde T es una matriz mno singular arbitraria.
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Ahora bien, se busca que T7'A T sea diagonal para lo cual-
se calculan losvalores proplos A, si estos son distinguidos (no
repetidos) se calculan los vectores propios correspondien-
tes que seridn linealmente indeﬁendientes, consiguiendo por
lo tanto T regular formada-por los vectores propios (colum

na), como se demuestra a continuacidn.

Por definicidén de valores y vectores propios se tiene:

-> >
CAX = AX
o en forma desarrollada:
> > . > > - ’

-
donde Xj es el vector propio que corresponde al valor pro-

pio A1 para i=l,2,....,n, por consiguiente se cumple:

-+ -
A Xy = 2iXi; i=1,2,....,¢y (2.35)

Desarrollando la multiplicacién particionada a la derecha

de la ecuacidn (2.34) se tiene:

> > > _l > > >
A [Xa | [X) = (AX)AX, | | AXny)
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aplicando la igualdad (2.35)

- - 5 -+ . - ) -+
A [X2| X = (0aXa | xs Xo| | AnXny
A, 0 O 0
0 X2 O ...... 0
> > > . .
= (X, X, Xny)
00 0 oy
con lo cual
AT=TAH

donde [N es una matriz diagonal formada por los valores pro

pios (distinguidos).
Premultiplicando a la ecuacién (2.36) por T~! se obtiene
TTVAT=A (2.36)

Regresando a la ecuacién (2.33) y reemplazando en esta la

Gltima igualdad
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‘/x11(t)w A, 0 0 ... 0| /Xll(t)\
X1, (t) 0 Ao O ..., 0 X1, ()
4 . -
dc
| XIn(e) Lé 0 0 ...... xﬁi X1égt)

por consiguiente para cada variable i

d, s
Feidi(B) = i X1i(e)

entonces:
X1i(t) = X1i(e,)er(E-to)

Para conseguir la solucién de la ecuacién (2.30) en forma
mis facil a partir de la ecuacién de transformacién (2.32)
con il(to) =‘§f1§(t0) de la ecuacién (2.31)

Pero no siempre es posible encontrar valores propios distin
~guidos por lo que, cuando se tienen valores propios repeti-
dos la forma mas prdéxima a la diagonal a la que la matriz A
se puede transformar (por transformacién de semejanza) es la

llamada forma de Jordan denotada por J, donde



y T esta formada por los vectores propios y los vectores -

propios generalizados de A.

La matriz J es la forma siguiente:

I
(L“o\l); o |
———— e e
g |
1Lo1 (A1)
} 1
T Ty
i . i
S S
. . |
i —--=
;le(lz);
. 'I ________ |
I . i
S
(2.37)

y constituye una matriz triangular superior, donde cada -
"Lij(yj) es una matriz triangular superior conocida como blo
que de Joxrdan. Varios’&ij(ki) se pueden asocilar con cadava

lor de Aj y uno del otro ?uede diferir en su dimensién. En

~general
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Aj 1 0 o ...... 0

0 YJ 1 o ...... 0
Lij (A3) =

0 O ... . Aj 1

0 O ..o . AJ

donde los Xj esté&n en la diagonal y hay unos inmediatamente
arriba y a la derecha de la diagonal, con los demds elemen-

tos igual a cero.

Ahora pues, siendo:

donde J es la forma de Jordan (forma candénica de Jordan) vy
un caso particular de esta es la matriz diagonal é; ver ecua
cién 2.36). Si existen T y T~! entonces premultiplicando a

la ecuacién anterior por’

Ir2

TITTATSTJ

seguidamente, posmultiplicando ﬁor'z“l:
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entonces:
IS . ~1vk
£A) = 1 fi (T ik; )
=0 *
pero:
N A
=TJTI-' TJT! —t.oTJgT
ST I T 1J 7!
donde:

I es la matriz identidad

por lo tanto:
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entonces:

£ =1 {?f £y %ﬂ - (2.38)
) .

Para el caso que mos ocupa
CE(AR) = o2

por lo tanto:

Jt

et = T e~ T~!

- La ventaja de expresar la solucidén homogenea de la ecuacién
diferencial de estado es gque la obtencién de e—‘l-t resulta ser

mucho més sencilla ya que J es diagonal o casi diagonal.

Continuando con la forma generalizada de una funcién anali-

tica matricial, de las ecuaciones (2.37) y. (2.38)
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Liy (M) 0

0 "Lm n, (Any)

L

y haciendo uso de la propiedad de multiplicacién de matri-

ces particionadas

s

Ekll(ll)‘ o -
3 =
L i 0 L_km o} ()\nl)
por lo tanto:
[ee) R k
£ = © fie Py
=0
(E(Ell) 0
£(I) =
0 £(Im n,)

Ahora el problema esta reducido a encontrar £(L) para cada
bloque de Jordan y ‘luego formar la forma matricial anterior

Si L(A\) es de orden l entonces:

) T 5 L
A R | (2.39)
. =0 )
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donde:
~ ~
b 1 0o . 0
0 Y 1. 0
L(x) =
0 0 A

haciendo el desarrollo de'Lk(x), esta se presenta de la si-

guiente manera:

Lk k-l 1k );xk—<1—l)T
o Ak ... <1k2>xk-(1-2)
0 O o AK

(2.40)

su demostracidén es sumamente sencilla usando el método de

induccidn matemitica.

Regresando a la ecuacién (2.39) se puede expresar esta co

mo:



roc“ ........ 0111
o2 .. dzl

E@O)=
o ol

y utilizando la ecuacién (2.40) se tiene:

> kK- (E-1)
o1 = I fr o)
T Zi1 i-1 k.

separadamente 'se-calcula:

-1

gt gt > Ak
dxi'lf(X) T io T
i-1 @ .
Q-Z:T f(X> = z kak_<l—l>
Ayt k=i-1 -

i=1, ..
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(2.41)'

comparando esta Gltima ecuacién con la ecuacién (2.41) se

tiene lo siguiente:

i-1

_ 2 d
1 £

- E-DY dy

%14
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por consiguiente:

. ’ ’ 7 l dQ"_‘z

© £ . £ (V)
£(@A))= L (-7 "z

0... | £0) J

De manera particular interesa calcular la funcién matricial

'eéit siendo:

(2.42)

ahora bien, de manera genmeral para uno de los bloques de~Io£

LOot se lo hace de forma si

dan de oxrden 1. el cadlculo de el
milar a.lo desarrollado anteriormente con una ligera varian
te a partir de la ecuacién (2.39)

FLOOE) = 1 £ B0 ik
' k=0



donde:

O ....... 0
t oo 0
........ At

143

debido a la presencia de los términos t inmediatamente so-

bre la diagonal y a la derecha en vez de unos,

factores adicionales de t, modificando ligeramente la

tructura de la ecuacién (2.40).

LK =

£ =

O ek
De aqui directamente se llega a:
~ 1.1 1-1 |
i d t d-"rf£(\t)
f()\t) t a—>\—_€ f(kt) ..... (Q“l).r d()\tylﬂl
1-2 gl-2
t dt-—*f£(At)
0 EQE) aT-7)doel-z
b ....... 6 ........... f(At) B

Asi se tiene:

—1Xt)k kt(ae)k-1 ----(l%l)tl“l(kt)k"<l"l)

e 2ok ¢

se producen

es-

-~
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ATt -1 e
e e L. e... U___——LYre
) gl-2 At
0 el ... - e
eE(A)t ~ Zl"le
: : it
1 0 ..... O ........... e
o By

Reenipldzando esta Gltima igualdad en la ecuacién (2.42) se

obtiene la solucién buscada:

"Programa para calcular la matriz de-transicién: C5/TRA"

Haciendo uéo de los resultados obtenidos en la primer parte
de este subcapitulo se ha implementado en el computador wur
proceso de cdlculo de la matriz de transicién éét y directa
mente se puede encontrar la solucién homogenea de la ecud-
cién diferericial disponiendo previamente de los estados (con
diciones) iniciales; la solucién homogénea a la ecuacién de

estado seré:
> -+
Xn () = e2F X(0)

donde:

-+ :
Xp(t) es el vector solucién homogenea.
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+
X(0o) es el estado inicial

Con el fin de aprovechar en mejor forma el drea de mémoria
disponible este programa est& dividido en dos partes com-
pletamente independientes, una de ellas sirve para anali-
zar el caso en que los valores propios sean Unicamente Tea
les, y la otra parte ha sido elaborada para trabajar con va

lores. propios complejos.

En primer lugar se ingresan los estados (condiciones) ini-
ciales del sistema en caso de necesitarse la solucion homo

_genea.

Considerando que la matriz de tranéicién se la obtendrd en
forma de-funciones matemdticas es decir; cada elemento de
dicha matriz sexrid una funcidén del tiempo y mds atn esta fum
cién serd estrictamente de la forma siguiente (cuandb los

valoxres propios son reales):

ol o . .
F(t) = $° 3 vyij tReTi it (2.43)
i=1 =1 '

para el caso cuando se tienen valores propios complejos ca

da elemento de la matriz de transicién serd de la forma:



i3 N2 . Cy
f(t) = £ ¢ vyij th3~lgen(Bjt)erlt +
i=1 =1 |
+ zij sl cos(pjt)erit (2.44)

donde:

ny es el ntmero de valores propios

ni es el orden del bloque de Jordan de mayor orden.
Yij,éij son constantes reales

A1 son los valores propios (parte real)

Ri son los valores propios (parte imag.)

Por 1o.tanto se hace necesario calcular cada coeficiente -
(yij y/o zij) de acuerdo a la estructura de la forma de Jox
dan; para lo cual en el presente programa se trabaja en ba-
se a matrices de coordenadas es decir que para cada elemen-
to de la matriz de transicidén se tiene una matriz asoclada

donde cada término de esta Ultima tiene significado Gnica-
mente por su ppsicién relativa (fila y columma relativas),

posicibén que indica a que término de la sumatoria correspon

de (ver ecuaciones (2.43) v (2.44))
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En cuanto se refiere al c&lculo mismo de la matriz de tran

sicién se procede de la siguiente forma:

a) Dada la matriz canénica de Jordan (real o compleja) se
. - . . Jt

~genera una matriz E¢ que estd asociada a la matriz e=",
esta matriz asociada no es mds que una matriz donde sus

elementos son arreglos rectangulares, cuyo ntmero de fi
las viene dado por el nGmero de valores propios (no re-

petidos) de la matriz A y cuyo nGmero de columnas viene

dado por el orden del bloque de Jordan de mayoxr oxrden, a

si eit tendra la forma:

r'Iill ' E)_z ....... l I__<'_1(Nl—l> KlNl
Ky, LK, K, (Wi-)  Kons
K3, "Kip, ... Kiwi-1) Ko
Ep =
_I-S,(Nl"l)l ‘K<N1-—l.)2 I_((Nl-l) (N1_1> Ii(l\h—l)Nl
_ISNII " I_(._N]_z ....... IE.(Nl"l)NI _K-_Nl Ni
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y ~
i ij 1]
ki klz .......... k1 ns

- - ij
kj?f‘} k:;: ---------- ks ns
Kij =
ij 1] 1]
kn?_l‘kn?_?_ ......... k}ngna

donde n3j, nj corresponde a las variables cuyo contenido se

descubrid en la pag. 146 .

El término asociado a la matriz Kij seré:

T2 T3
IOL kg, theTR AT
=1 m=1

donde A 2 puede ser real o compleja.

b) A continuacién se realiza la multiplicacién T eit donde
cada particién de la matriz egt(gé) se considera un ele-
mento; .este tipo dé multiplicacién no es valida desde el
punto de vista estrictamente matemdtico, pero efectivopa

ra el proceso numérico de célculo expuesto. ELl resulta-
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do de la multiplicacién se lo almacena en la matriz asocia

da E_1

c¢) Por Gltimo se realiza la multiplicacién siguiente en for
ma similar a la anterior:

AL = (reltyp-!

encontrandose la matriz de transicidn almacenada en su

matriz asociada E,

Para el cédlculo de la solucién homogenea de estados se mul-
tiplica'esta matriz (E,) asociada a la matriz de transicién

de manera similar a la antexioxr obteniéndose por lo tanto:
> >
Xp (£) = A% (o)

Tanto para el desarrollo matemédtico como para la elaboracidn
del programa se ha considerado el instante inicial de fun-
cionamiento igual a t, = o seg. ’'Considerando que los siste
mas a analizarse son invariantes respecto al tiempo, al tras

ladar el eje de tiempo resulta un sistema equivalente.

A continuacién se presenta una lista de las variables utili
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zadas mas importantes ademé&s de las ya mencionadas en el

programa de ingreso de datos.

NOMBRE CONTENIDO
N2 NtGmero de valores propios de la matriz de Jor-
dan.
N3' Orden del bloque de Joxrdan de mayor oxden.
N4 Ntmero de filas de la matriz asocciada a la ma-

triz de transicidén (N1xN2)

N5 Ndmero de columnas de la matriz asociada a la -
matriz de transicidn (N1xN3) .

I1 - NGmero de bloques de Jordan.

L Vector que contiene los valores propios de cada

bloqué de Joxrdan.

V1 Vector de valores propios no repetidos (parte
real).

V2 Vector de valores propios no repetidos (parte i
maginaria).

Eé Matriz que corresponde a éit de orden N4xN5



NOMBRE

EL

Fl

E2

F2

E3
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CONTENIDO

Matriz que corres?onde a la parte real(kaTeit

de orden (M4xNS5).

Matriz que corresponde a la parte imaginaria de

E.elt de oxrden N4xN5.

Matriz asociada a la matriz de transicién de or

den N4xN5 (parte real)

Matriz asociada a la matriz de transicién de or

den N4xN5 (parte imaginaria)

Matriz asociada al vector solucién homogenea de

orden N4xN3.

Seguidamente se presenta el diagrama de flujo del programa.
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INIClO

LEER DATOS DEL AR-
CHIVO DE TRABAJO

IR AL PROGRAMA DE IN-
GRESO DE DATOS

CALCULO DEL NUMERO DE

BLOQUES DE JORDAN

CALCULO DEL ORDEN
DE CADA BLOQUE Y
EL VALOR PROPIO ASO-

CIADO
i

CALCULO DE LA MATRILZ

INGRESAR ESTA-
DO INICIAL




CALCULO DE Te't ASIG-
NAGION A DO3S MATRI-
CES ASOCIADAS

(€1, FI)

CALCULO DE TeitT-!

Y ASIGNACION A DOS MA
TRISES ASOCIADAS
(E2 ,F2) "

MODIFICACIONES EN EJ
Y F2 PARA OBTENER
st EN UNA SOLA MA-
TRIZ ASOCIADA E2

100 1N
ﬁ?ESADo £5
DO INICIAL

Y

CALCULO DE LA SCLU~
CION HOMOGENEA

=™ X(0)

<

©,
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CALCULO DE Teltr™
PARA VALORES PROPIOS

REALES

O INICIAL

CALCULO DE LA SOLUCION

HOMOGENEA
nth) =e™K(0)
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v

IMPRESION EN PANTALLA
oE 2! (y xn (1) EN
CASO DE HABER SIDO
CALCULADA)

MPRESION
EN PAPEL

IMPRESION EN PA-
PeL

{ CONTROL AL INDICE

TRANSFERENCIA DEL

DEL PROGRAMA MA-

ESTRO
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INGRESAR ESTA{
x DO INICIAL

¥

CALCULO DE

Xh (1)

TRANSFERENCIA DEL
CONTROL AL INDICE
DEL PROGRAMA MAES-
TRO
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2.5. ESTADOS Y SALIDAS -- METODOS DE CALCULO.

Todos los tbépicos que han sido tratados en este capitulo -
han estado dirigidos al an&dlisis de los sistemas lineales
invariantes en el tiempo, esta Gltima parte considera la so

lucién tanto de la ecuacién de estado como de salida.

Si bien es obvio que la soiucién de la ecuacién de salida
es muy importante en el anidlisis de sistemas no lo es me-
nos-la solucidén de 1la ecuacién de estado, aunque esta Glti
ma es un paso intérmedio para obtener la anterior, su im-
portancia radica en que nos da una visidén mas clara aéérca'
del comportamieqto interno del-sistema como se vié en los

numerales 2.2 y 2.3

En el numeral 2.4 se ha descrito y obtenido matematicamente
la solucién hompgenéa de la ecuacién matricial de estado, el
presente trata de dar una descripcién clara acerca de la ob
tencidén de la solucién de las ecuaciones matriciales de es-
tado y de salida cuando existe un vectbr G(t).dé sefiales de
eﬁtrada (exitaciébn) al sistema, es decir encontrar %(t) v

- _ .
Y(t) de las ecuaciones siguientes:

e X(e) = AX(£)+BU(t) O (2.45)
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Y(t) = CX(t) + Du(t) (2.46)

Ya conocida la matriz de transicidnm ¢(t,ts), el vector de es

tado y el de salida podrén ser ex?resados de la siguiente -

forma:
-> - = - \
X(£) = a(t,to)X(te) + § e(t,t)Bu(r)dr (2.47)
: N
N t N
Y(t) = C 8(t,to)X(ty) + § C o(t,t)Bulr)dr +
) -ty

+ Du(t) (2.48)

Como se demostrd en el subcapitulo 2.4, la solucién homoge-

nea de la ecuacién matricial de estado viene dada por:
- -+
Xp(£) = 2% (o)

cuando el instante inicial de funcionamiento del sistema es
to=0 seg; ahora bien, siendo el sistema invariante en el tiem
po se cumple que, para te arbitrario la solucidén homogenea

seréa:

| Xn(t) = e2(ETEOIR (e
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Fijando la atencién en la ecuacién diferencial no homoge-
nea (ecuacién 2.45). Para la solucién particular (aplican
do el método de wvariacidn de ﬁarémetros) de la ecuaciétn de

estado se supone que esta tiene la forma siguiente:

Xp(£) = a(t,008(e) = 255 () (2.49)

considerando que to = O seg y que g(t) es un vector de fun

ciones desconocidas que posee la propiedad siguiente:
-5 ->
p(t) = 0 para t=0

>
Seguidamente diferenciando Xp(t) respecto al tiempo
> _ ,d > d=>
SR (E) = (f2(£,0)F () +a(c, 045 (6)

como

entonces:

por tanto
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il

. - . [ . .
fXp(6) = A a(t,0)B(D)+a(t,0) B (1)
d 2 . .l : d >
HEXP(t) = évXP(t>+2(t,O)aEP(t)
ademds de la ecuacién (2.45) se tiene
d=> - >
geEp (£) = A Xp (£)+Bu(t)
Igualando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:
o (t,0)-33 (1) = Bh(E)
= 4 dt =

despejando P (t)
p(t) = § 271 (t,0)Bu(n)dr (2.50)
o-

donde T es una variable muerta Gnicamente para evaluacién

de la integral.

Aplicando la propiedad de inversién de la matriz de transi
cibn (refiérase al numeral 2.2 de este capitulo) se tiene ‘lo

- siguiente:
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5-1(1,0) = 8(0,1) = (07T _ AT

por lo tanto la ecuaci6én @.50)estard dada por:

t
plt) = § 2Ty ryar

O

regresando a la ecuacién @.49)

-~ -
Xp(t) = § eé(?”TDQE(r)dr
(@]

por consiguiente la solucién total es:
-> S ->
X(t) = Xp(t) + Xp(t)

para te = 0 seg se tiene:

aplicando la propiedad -de invarianza, para to arbitrario es
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tard dada la.solucién de estado por:

+ - N £ hry
¥y = ATy DR
. ) to

que corresponde a la ecuacién (2.47.)

Esta misma solucidn i(t) reemplazada en.la ecuacién @.46)da

directamente la solucién para la salida del sistema asi:

- e t
Y(t) = C AT by )+ S eA—(t'T>§E(r)dr +
5 ) |

+ Du(t)
entonces
e t
Tty = ce(E D)+ § ce2(t"Dpi(nyar +
te ‘
+ Du(t)

que corresponde a la ecuacién (2.48)

De la ecuacién (2.47) el término correspondiente a la solu-

cidén homogenea ya fue encontrado em el numeral 2.4 7, poxr lo
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tanto ahora se necesita calcular la solucién particular, -

que viene dada por

R t
Xp(t) = § eé<t-x)§ﬁ(T)dT
to

entonces

ip(t) = QAL J‘ e;éigﬁ(r)dr

Si bien la solucién homogenea puede obtenerse en forma ana-
litica, .en cambio, la sdlucién particular es completamente .
imposible de obtenerla de esa forma va que el vector de en-
trada a(t) es un-vector de funciones del tiempo que pueden
tomar las més variédas y complejas formas; por consiguiente
a continuacidén se presentan algunos posibles métodos précti
cds.para encontrar la soluciém en forma numérica a la ecua
cidn matricial de estado; como consencuencia directa habré
sido encontrada la solucidén a la ecuacién de salida (que es

puramente algébrica)
METODOS- DE CALCULO

Se presentan en seguida algunos métodos numéricos que permi
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ten hallar el vector de estado y el vector de salida en un
- determinado intexrvalo de tiemﬁo, de tal manera que se dis-
ponga de un ntGmero razonablemente grande de pares tanto es-
tado—tiempo como salida—tiemﬁo (ﬁara cada componente de los
respectivos vectores) en diché intervalo, de manera que sea
factible la grafizacién de cada uno de ellos, teniendo como

variable independiente comtGn el tiempo.

No estd por dem&s aclarar que estos métodos numéricos de cal
culo no llevan de manera alguna a una solucidén exacta, sino
mas bien, la respuesta obtenida es una aproximacién a la ver
dadera con un mayor o menor error dependiendo en primer lu-
gar del algoritmo utilizado, en segundo lugar del.intervélo
de cdlculo en consideraciém, en texcer lugar de las funcio-
nes involucradas y en Gltimo término de los errores de re-
dondeo debido al n@mero limitado de digitos con que trabaja
el computador, estos Gltimos introducidos al efectuar un nd
mero elevado de operaciones aritméticas sobre las mismas can

tidades.

En consecuencia para obtener respuestas cercanas a las ver-
daderas se debe trabajar con un algoritmo cuyo error (algo-
ritmico) sea considerablemente bajo para un intervalo razo-
nablemente pequeflo, tomando en cuenta ademids que el nGmero

de operaciones numéricas efectuadas sobre las mismas canti-
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dades no sea muy alto, ya que mientras mayor sea este name

ro mayor serd el error introducido por el computador.

A continuacién se describen algunos de los métodos més ver-

sé&tiles aplicadoé al ﬁroblema en particular planteado.
METODO DE SIMPSON
Mediante este método se encuentra la integral definida

S
= ¢ 20T gEdr
to _

Aﬁnque la funci6h matricial e2(~T) es conocida, por el con-
trario-la funcién vectorial u(T) puede ser casi cualquier -
conjunto de funciones del tiempo; mno puede ser cualquiera con
siderando que UW(t) no debe tener singularidades en el inter-
valo de tiempo a integrarse [ﬁo,ﬁ] va que esto significaria
que la entrada en un instante determinado tiende al infini-
to lo cual no es fisicamente realizable, o en otras piubras

cada componente del vector de entrada G(T) debe estar defi-

nida en el intervalo en consideraciém.

sea ﬁT(%) = eé(_r)gﬁ(r)-
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entonces
> t 2
j= [ F(z)de
To
donde
t .
J‘ 1(T)d’f
. to .
7= o | ,. (2.51)
t . '
S Faitode
‘to J

siendo n; el nGmero de estados.

= .
Cada elemento del vector J’se encuentra integrando la fun-
ciénn$i(T) para i=1,2,....,n; en el intervalo [to,t], para
efectuar esta integracién se puede recurrir al método pro-

puesto conocido como Regla de Simpson.

Considerando qﬁe la regla del trapecio aproxima el 4rea (va
lor de la integral) bajo.una curva (funcidén a integrarse a
la suma de las &reas de trapecios de igual anchura formados
por la unidén dé los puntos consecutivos sobre la curva por
lineas rectas, ésta produce un error de truncamiento en el

instante T =t; al rededor de
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[}

Fiey (s (er-1)
12

donde ty<t;<t, At es la anchura de dichos trapecios y -
i A :
3: (t1) es la segunda derivada de la funcién a integrarse

(ver ec.(2.51)

La regla de Simpson da una mayor exactitud en la aproxima-

cidn de la integral va que‘esta consiste en unir grupos su-
cesivos de tres puntos sobre la curva por parébolas de se-
gundo grado, sumando las 4reas bajo las pardbolas se obtie-

ne el 4rea aproximada bajo la curva como se muestraen la fi

gura siguiente.-

_/PE(Z)
i/ /% n f:p:):acwbnc
I

(z+(j+1)a2)

(2+ja%) (24(j+2)az)



obteniendo la siguiente férmula

5 AT i (ko) + 4 ? T i(toriat) +
Es'o}'i(r)d'r = 3\ 0 §=2.4,6 o]
m-1
+2 3 B i (ot ATy +HFL (1)) (2.52)
3=3,5,7

cuyo error de truncamiento es aproximadamente igual a:

.ﬁ(t_n (A5 ¥ (to-t)
- 180

€

para T =t tal que t,<t:<t.

Existen dos wvariaciones de la regla de Simpson las cuales

son: la regla de las tres octavas de Simpson y la regla de
Simpson usando términos.correctivos los cuales se los en-
cuentra a partir de la férmula de Sterling de sexto grado.
Si bien estos dos Gltimos métodos producen un error de trun
camiento menor, su evaluacién numérica se hace mucho més
larga, el nGmero de operaciones aritméticas se incrementan
al evaluar cada punto. de intervalo considerado aumentando

el error de redbndeo v el tiempo de ejecucién de el compu-

- tador. Es.por esta razén que Gnicamente se los menciona en
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el presente trabajo.

Haciendo uso de la regla de Simpson el procedimiento gene-

ral de cdlculo se muestra a continuacién:

1. Dado el intervalo para hallarse numéricamente los esta-
dos y salidas, se divide al mismo en el ntGmero mnecesa-
rio de subintervalos, nGmero que corresponde a la canti
dad de puntos (coordenadas) necesarios para la grafizg
cidn de aquellos (esta divisién se la realizausando cri-

terios que seran expuestos en el préximo subcapitulo).

. . + :

2. Dada la condicién inicial de estado X(t,) sé procede a
calcular el wvalor del vector de salida en este instan-

te para lo cual se evalua el vector de entrada en t, a

si:
Y(ty) = C X(t,) + Di(t,)

3. Dado el intervalo total [to, tf], dividido en sus intexr
valos [t0+(i—l)At, t0+iAt] para i=1,2,...,m; donde At=
(tf-to)/m. E1L procedimiento-siguiente debe realizarse

para i=1,2,....,m secuencialmente.

a) Se evalua



b)

c)

d)

e)

£)
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eé<At>.§(to+(i—l)At)

Se evalua también:

A(totidt)

Se calcula

t +i1At
eé(_T>Eﬁ(T)dT
to+(i-1)At

haciendo uso de la ecuacién (2.52) en la cual se es-

- coge m suficientemente grande para asegurar que los

errores no sobrepasen un determinado limite.

- Se efectfian la suma y multiplicaciones matriciales

siguientes:

| tot+iAt

AWy (p g (i-1)at)+eA(FoFEAE) [ LA (-T) B (1) dr
tot(i-1)at

El resultado anterior corresponde al valor del vec-

.+
tor de estado encontrado X(t,+iAt)

Se calcula la salida a partir del resultado ante-

rior.
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> T . = -
Y (to+iAt) = CX(to-+iAt)+Du (t,+iat)

El proceso precedente resulta a todas luces demasiadd largo
(por el excesivo ntimero de operaciones aritméticas a reali-
zarse) aGn para el sistema de computacién del que se dispo-
ne, el cual es relativamente lento. La implementacién de es
te procedimiento en un computador justificaria en el caso de
que este sea‘suficientemente rdpido (con tiempos de ejecu-
cién de instrucciones de algunos millones de veces por se-
gundo), va que el orden de los sistemas a analizarse es .ge-
neralmente alto. Es por esta razdbdn que no se profundiza mis
en este método, cuya implementacidén quedarfa como ejercicio

de programacibén para el lector.

OTROS METODOS

A continuacidén se mencionan algunos métodos para resolver -

sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma:

‘Xl\ £,(t,t0,%:,%2,...., Xn,,u(t))

X £,(t,t0,%X1,%2, ..., Xn,,u(t))

Xn, fnr1(t, 86, %,X2, ... .. Xn, ,u(t))

~ ~
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El primero de ellos es el método de Runge-Kutta el cual se
basa en encontrar punto a punto la solucién del sistema, sin
necesidad de conocer las derivadas de las funciones como lo
es en algunos métodos como el de Taylor); se lo hace evaluan |
do cada f4 para puntos seleccionados de cada intervalo; es-
te método tiene sin embargo la desventaja que para sistemas
de 6rdenes superiores su complejidad es tal que resulta des
ventajoso desde el punto de vista de tiempo de ejecucién del

computador.

Otros de los métodos desarrollados para resolver este tipo

de sistemas de ecuaciones diferenciales son los siguientes:

1) Método de Milne, su mayor desventaja radica en que es ne
cesario conocer la primera derivada de cada funcién £4
lo cual es impbsible implementar en el computador para el

sistema analizado en este trabajo.’

2) Método de Hamming que no es mis que una variacién del mé
todo anterior para obtener mejor estabilidad, sin embar-

~go posee la misma desventaja que el precedente.

Estos dos (Gltimos métodos tienen variaciones conocidas como

métodos ﬁredictor—coneqtor por ejemplo: Adems-Moulton, Adams

~Bashforth, etc.
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Resumiendo cabe considerar lo siguiente. El método de Run-
ge-Kutta tiene la ventaja importante de ser autoiniciador

Ademds es estable, da una razonable precisién; sin embargo,
no proporciona estimativb alguno de la precisidén que se es-
ta buscando, adicionalmente este método requerirad el doble o
mis el tiempo de computacién que los otros por el nimero de

evaluaciones funcionales por paso de integracién.

Los demds métodos proporcionan un estimativo automédtico del
error en cada paso permitiendo asi al programa seleccionar
un valor o6ptimo de éaso de c&lculo para una precisidén reque
rida, ademds estos son dos veces méAs rapidos que el de Run-
ge-Kutta pero tienen la desventaja antes mencionada de nece

sitar la primera derivada de cada funcién fi para i=1,2,,m
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2.6. CALCULO DE ESTADOS Y SALIDAS .- DESARROLLO DE PROGRA-
MAS.

En la presente seccidén se describen dos métodos de discre-
tizacién de las ecuaciones diferenciales y la elaboracién

de sendos programas en el computador.
METODO DE LAS LINEAS QUEBRADAS DE EULER.

Consiste en transformar el sistema de ecuaciones difergncig'
les a un sistema de ecuaciones de diferencias, es decir.uti
lizando una aproximacién en tiempo discreto. Esta aproxima
cién se basa en.la divisién del eje del tiempo en incremen- °

tos suficientemente pequefios (At=T).

A continuacién se reescriben las ecuaciones matriciales ge-

nerales a resolverse

dy CAY > ' "

g5 (t) = AX(t)+Bu(t) (2.53)

- P -+

y(t) = CX(t)+Du(t) (2.54)
Siendo la definicién de derivada la siguiente

- >
> = e X(EHAE) =X ()
At
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se escoge At=T suficientemente pequefilo de manera que no a- .

fecte de manera considerable a la respuesta del sistema la

definicién anterior puede escribirse como:

X (EHT) -X (t)
T

4 B
EEX(t) =

substituyendo esta aproximacién en la ecuacién (2.53)

| }z('tﬂ%”%(t) = AX(£)+BE(t)
enitonces
F(4T) = TAX(£)4% (£)+TBE (1)
= (TA¥I)X (£)+TBU(t)

si t se divide en n intervalos se tiene
- - -
X((@+1L)T) = (TA+I)X(nT)+TBU(nT)
quedando la ecuacién (2.54)

(nT) = CX(nT)+D(nT)

(2.55)
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A continuacidén se harén algunas acotaciones acerca del es-

cogitamiento del incremento de tiempo a utilizarse.

Algunos autores recomiendan que este At=T se escoja un va-
lor menor o a lo sumo igual a la mitad de la constante de
tiem@o mas pequefla del sistema para que la solucién sea es
table. En primer lugar el método de Euler es de por si es
table ya que cumple la condicién de que 2l disminuir At -
(cuando se quiera) la respuesta calculada se aproxima a.la
verdadera (lo que no sucede con otros métodos como por e-
jemplo el de Milnelque en Qcasiones resulta numéricamenteé i -
nestable). En segundo lugar el criterio establecido refe
rente a la constante de tiempo se cumple ﬁnicamenteeﬂlciei

‘tos casos muy particulares como se mostrarid a continuacidn.

De la ecuacién (2.53), si los wvalores propios de A son xea
les y distinguidos Ai para i=1,2,...,n ; donde n es el na
mero de estados del sistema, entonces la solucién hom¢ge¥

nea para cada estado Xi(t) serd de la forma:

por lo tanto la aproximacién de la derivada sexé4:
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ni . n, - : . )
T ki AL e TF =( ¢ ki eMT At g ki MEy /g
i=1 =1 =1
n, Ca .
- %-'Zlki Mt (Mo
..o1=

por lo tanto para que se cumpla esta aproximacidn:

iT_
A= & = i=1,2,...,n

éplicando el criterio expresado anteriormente es decirt
T<lc¥¥l-) se tiene para el méximo valor propio AMAX
=2 “AMAX _

1
AMAX = (67 - 1)2XMAX

introduciendo un factor méaximo de 1.2 de exrror al evaluar
en forma aproximada la derivada en la ecuacién (2.53) supo
niendo que la solucién particular tenga constantes de tiem

?o mayores que las de la homogenea.

Ahora bien suponiendo que la solucidn particular de la e-
cuacién i2.53) ne tiene maybr efecto sobre la determina-
cién del At, se considera a continuacién que los valores

propios de A son complejos y distinguidos por lo tanto ca-
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da estado Xi(t) serd de la forma

, n, _
Xi(t) = ¥ (ki sen 4{t+4i cos Yit)eklt+Xip(t)
i=1 -
donde los valores propios son Aitjyi para i=1,2,...,nj.

Se introduce otro criterio para determinar un incremento -
At adecuado, que tiene su analogia en la teorfa de muestre
o0 de seflales periddicas que tienen una frecuencia angular
" maxima WM=Ys el criterio consiste en tomar un At suficien
te ﬁequeﬁo para que la ecuacién diferencial 2.53 rastree a

la frecuencia méds alta, asi la maxima frecuencia estard da

da por:
27
YHMAX = g
donde
1 .2
At~ 1T min = Taamx
entonces
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Para establecer un tercer criterio de escogitamiento del
incremento At y, siguiendo con la suposicién de que la so
lucién particular de la ecuacién (2.53) no tiene mayor in
fluencia sobre la determinacién del At, siendo los wvalo-
res propios de A reales o complejos pero repetidos yel ox
den del bloque de Jordan de mayor orden es ns(ver subcapi
tulo 2.3) por lo tanto la solucidén tendrd términos que con
tengan el factor tn3l que. al evaluarlo pzra un sistema en
barticulaf con un instante inicial de funcionamiento t; to

ma la forma (t-t,)Ra-1

A continuacién se presenta el desarrollo pertinente: Ha-
ciendo un andlisis aproximado, considerado tGnicamente la.
contribucidén al  error en la solucién dado por este factor
(t—to)n3“1 en la evaluacién de la estimacidén discreta de la

derivada, se procede como sigue:

yn,-1o (Eotohat)®s—1-(e-t,)ns-1
0 M

.
aglt-t AT

sea (t-ty,) =P
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"giendo ¢ k) = k:<én3£l&5, conocido como coeficiente bino
. i . —

mial.

Continuando con el desarrollo:

. _ na-lna-1 e
X (n3-l)pn3 2.At+k22< k >pn3 L k(At)k
<n3‘1>Pn3~ = -
. At
9 5 nay-1 ny-1

(ns-1)p™ 72 = (ny-D)p™2 72 + 1 ( k Dptatikapykl
, k=2

para obtener el exrror relativo se divide esta expresién pa

ra el walor verdadero, asi:

L3— 11‘13

1—1+Z*Tyk§ ( k )(

teniendo como resultado que el error relativo esta dado pox:

-1 n o
1 ( 8- ) At (k-1
z——”3_1 L, RO

lo que significa que para las primeras evaluaciones es de-

cir para valores de t=t,+mAt donde m tenga valores bajos a
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si m=1,2.3,....,10; los errores relativos serdn altos. Se-
guidamente se presentan los errores relativos (en porcenta-
je) al evaluar la derivada en forma discreta para algunosva

lores de m y con varios valores de m.
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: A T T T .
Sm\n 1 2 3 4 5 10 15 30 50 100
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
_
3 50 25 16.5 12.5 10 5 3.3 1.66 1 0.5
|
4 133,3 58.3 37.04 27.08 21:3 '10.3 6.8L 3.37 2.01 1.003
-
5 275 103.1 62.04 44 .14 34.2 - 16.02 | 10.45 5.112 3.04 1.51
8 1714.3 | 359.6 178.2 115.33 84.51 wm.mw 22.38 10.57 6.20 3.05
. | |
10 5577.8 723.1 310.6 186.7 131.1 50.88 | 31.26 14.42 8.38 4.09
15 117x10°% | 4056 1081 521 322.8 99.8 57.32 24.83 14.1 6.76
20 2.76x10° 123x10°  [3,6x103 H.mwxwow 714 - 169.3 90.13 36.5 20.21 | 9.53
25 70x10%  [l40x10° [12x10° [3.41x10%| 1535 268.7 [131.65 49.58 26.75 ]12.38
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A partir de estos datos se encontraron las siguientes férmu

las haciendo uso del método de regresién lineal.

error

error

relativo (%) =

relativo (%)

1l

para m=1,2,3

para m=4,5...,100

donde a y b estan dados en la tabla siguiente igual que el
coeficiente de correlacién r?
m ca . e b et
1 .10.01614797 .. ... ... 0.629178235 .. ....0.99 ..
2 13;43270468..A..‘. .375641976. .. .]. . 0.99. ..
3 13.06485659. . .28309087. .. ... 0.98 ..
4 0.726073881 513971351 . 0.99
Sv 0.830582467. . 263090267 . .. . . 0.99 ..
10 0.794558588. 1.803747242 .. ... 0.99. ..
15 . 0.637223249. . . 669320391 ... .. 0..99
30 0.381422549. . .. ... 1L.540617702 .. 0.99
50 0.244610967. . 492265186 . 0.99
0.128378824 . . .. - 1.45694063L ... | . 0.99. . [

100 AL;;
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Aplicando el método de regresidén polinomial sobre los coe-
ficientes a y b se ha encontrado la siguiente férmula empi
rica que calcula el error relativo cometido en las tres pri

meras muestras es decir para m=1,2,3.
Exrror relativo (%) = f(m)eg(m>n3 (2.586)

v f(m) = a,+b;mtc,m?

g(m) = a,+b,mtc,m?

donde
a; = 2.815186329
.b; = 9.093164065
cy, = -1.892202438
a, = 1.043699643
by, = -0.495013985
c, = 0.080492576

estos valores fueron encontrados con un coeficiente de co-

rrelacién r? = 1+107°%.

ComO'se‘puede ver en el cuadro (p4g.!8() los errores relati

vos cometidos en los primeros intervalos de muestreo son muy
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grandes por lo que se ha dado mayor atencién a la presicién
en su cdlculo.  Estos errores relativos calculados pueden ser
usados para aplicar un criterio de escogitamiento del inter

valo de muestreo al menos para los primeros entervalos.

A manera de comentario se ha calculado una férmula empirica

para encontrar el error relativo para los intexrvalos del cuar

to en adelante, la cual no seré& usada en el presente traba-

jo.
Para m=4,5,...; se tiene la siguiente ecuacién:
error relativo (%) = fl(m)n3g1(m)
donde:
f,(m) = ajz+b;mtc;m?*+d,m?
g1 (m) = a,tb,mtc,ym?>+d,m3
y
a; = 0.87694768 ; a, = 2.70350923
b; = 0.016906514 ; b, = -9.2191635x10"*
cy = 59.6204x10-°% cy, = 1.9667043x10-%
d; = 0.347137x10-°; ~d, = -1.1697799x1075
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valores con un coeficiente de correlacidén de~0.95

Del desarrollo anterior se presenta a continuacién un crite

rio que puede resultar Gtil en el caso en que el oxrden del

~bloque de Jordan (de la transformacién de semejanza de la

matriz A) de mayor orden sea mayor o igual a 3 (nsz>3). Este
consiste esencialmente en minimizar el valor absoluto del e
rror introducido por el factor (t—to)na_l (mencionado ante
riormente). Si bien al observar la ecuacién (2.53) no se
puede notar la existencia de este tipo de términos, ellos es
tan implicitamente involucrados en la solucién y la exacti
tud de dicha soluciéﬁ dependeré de la atencibén que se ponga

en su influencia en la introduccién de errores.

Como se puede verificar del cuadro (pdg. 1l4) los errores re
lativos son muy altos para los primeros intervalos vy estos
van decreciendo para los siguientes, por lo cual se ha opté
do por fijar un error absoluto de valor numérico bajo para
los primeros intervalos, ya que los errores introducidos en
estos debido al mecanismo numérico a seguirse (algoritmo)ég‘
ré&n arrastrados durante todo el proceso produciendo nuevos

errores en el cidlculo en los intervalos subsiguientes.

Dado un valor numérico maximo del error a cometerse (eaM)'de
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bido al término (t-to)™2 %

se calcula el intervalo At que
produciréd dicho.error absoluto para el m-ésimo intervalo me

diante la férmula aproximada.

(ns=2)[ .. apM. 100 \

m (n3~1) (error relat. (%)

donde el error relativo (%) viene dado por la ecuacién empi
rica (2.56); ademids se considera para m los primeros mntme-

ros entexros.

Como posiblemente se habra notado no se ha emitido un crite
rio para escoger .el intervalo At comsiderando la contribu-
cién del vector de entradas-es decir la solucidén particular
de la ecuacién diferencial matricial de estado puede conte-
ner términos lo mis complejos que se pueda imaginar y esta
fuera del alcance del computador analizar los errores intro

ducidos al escoger uno u otro incremento At.
DESARROLLOC DEL PROGRAMA.
El desarrollo matemdtico en que se basa el procedimiento a

implementarse fue ya tratado, y se llegbé a las siguientes e

cuaciones:
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X((+L)T) = (TAFD)X(nT)+TBU (aT)

F(nT) = c¥(nT)4DA(aT)

Seguidamente se expone una lista de las variables méis impoxr

tantes utilizadas y su contenido:

NOMBRE

N,

Orden del

NGmero
NtGmero
Matriz
Matriz
Matriz
Matriz

Matriz

Jordan.

Matriz

de
de
de
de
de
de
de

de

CONTENIDO

sistema
entradas
salidas
orden N,xN,

orden N;xN

orden NgxN,

orden N¢xN

orden N,xN,.

orden N,;xN,.

ma de Jordan.

Parte real de la forma de

Parte imaginaria de la for

tiempo (para evaluacién de entradas) .

intexrvalo de muestreo

_tiempo inicial (t,)

ntmero de intervalos

vector de orden N.

Evaluacién de las entradas.



M,

M3

M,

Ms

Vector de
Vector de

Vector de

~estados.

Vector de
estados.
Vector de

salidas.

vector de

salidas.

CONTENLDO
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orden Ni1xl; al igual que X,,X3,Xy,Xs

orden N¢x1l; al igual que Y,,Y;,¥Y,,Ys

orden

orden

orden

orden

N, .

Ny.

Ng.

Ng .

Valores

Valores

- Valores

Valores

maximo error cometido en los

calculérlos.

A continuacién se presenta el diagrama

mé&ximos que toman los

minimos que toman los

méximos que toman las .

minimos que toman las

estados y salidas al

de flujo del programa.
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LEER DATOS DE

ARCHIVOS DE
TRABAJO

SELECC)ON DE INTER-
VALO INICIAL DE MUCH

TREC USANDO LOS VA-
LORES PROPIOS DE A(T&}

SE REQUIERE QUE SE

PROGRAMEN LAS FUNCID

NES DE ENTRADA uzult)

A PARTIR DELA LINEA
BO0OO

INGRESAR to(INICIAL} Y
ty (FINAL) [3EG3
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IMIGIALIZACION DE
Hl, M2, X!

g

TaT35

v

EVALUAR U
EN T

INIGIALIZACION DE
M3,M4, Yi

T

Y

CALCULO DE X(142At1 )=X3
A PARTIR DEX(t+At)= X2
CON ¢=T, At=T4

Y

CALCULO DE X(1+2A1)=X4
A PARTIR DEX(t), CON

=T, At=T4

v

CALCULO DE ¥(1+ 2A1)=Y3,yY(1+At)=Y2
JSAMNDOX3,CON =T, At=T4

4

CALCULO DE Y (1+2At)=Y4

USANDO X4, CON t=T , At=T4

|

Y
EFECTUAR LAS
RESTAS VECTORIALES
XB= |X3-X4 |

Y8z [Y3-Y 4
| o !

188-¢



CALCULAR LOS ERRORES
RELATIVOS DE LOS nl

ELEMENTOS DEX EN EL

[
ECTOR X5=
M RX IX3i

Y LOS ng ELEMENTOS
DE Y EN EL VECTOR

[y 51: -
_YJ,Y Ml‘ﬂﬂ

)
CALCULAR EL MAYOR
RELATIVO DE X 5i yY5j
y ALMACENARLO EN
M5

MO
>t T4:T4/ 2
ALMACENAR T, X2,Y2
EN EL ARCHIVO DE
TRABAJO
T >T6 NO =

> T4=T4-14

Y
ALMACENAR N6,MI, M2

M3, M4 N EL. ARCHIVO DE
TRABAJO

DATOS DISPONIBLES PARA
REALIZARSE LA GRAFICA-
CION DE ESTADOS Y SALI-
DAS)TRANSFERENCIA DEL CO®
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DEL PROGRAMA MAESTRO
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SEGUNDO METODO DE DISCRETIZACION

La diferencia de este método respecto al anterior consiste
en que este considera conocida la matriz de transicién. Es
te tipo de cdlculo por muestreo, considerandd que se tiene
a disposicidén la matriz de transicién calculada en la sec-
cibn 2.4 es el mads adecuado para el uso del computador di-

gital.

A partir de la ecuacién (2.47)

- - t
x(t) = A TIF e+ [ AE D) dr
. g

por lo-tanto para un incremento At=T

N 4T
x(e+r) = A E DR y1 o AT Dpg 1y gy
To

> - t
X(t+T) = AT {eé(t_tO)X(t0)+ J’eA<t+T“T)§T§(T)dTJ‘+
to

t+-T
+ S eé(t+T_T)§ﬁ(T)dT
t

R



entonces:

-5 - t+T _
X(eAT) = 2TR(e) +  f AEFT-Tpiyac
t

190

. > . .
considerando que u(t) es pricticamente constante para el 4in

. . >
tervalo t,t+T vy aproximadamente igual a u(t)

N N 4T :
x(e+1) = ATx(e)+ | S AT Dpar (e
J A

haciendo el siguiente cambio de wvariables

=
I

t+T-1

se tiene

- N e
X(t+1) = 2Tx()+ | S eé‘i"_@(-dlp)} A(t)
T

—

Il

r ~

N N T
x(e+1y = 2Tx(ey+ | [ eéwgdwjﬁ(t)
0 .

N

reemplazando esta ecuacién en la ecuacién de salida

(2.57)

(2.54)
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se tienen las soluciones punto a punto en el tiempo para los

estados y las salidas.

Los criterios establecidos acerca de la seleccién de los in
oy eh el
tervalos de muestreoVvigentes para el presente método, afia-
. b a
diendo la consideracién de que u(t)~constante para todo in-

tervalo [ﬁ,t+T].

Los nombres de las wvariables usadas en el presente programa
y su contenido ademéds de descritos en el programa anterior

se presentan seguidamente.

- NOMBRE . : ' CONTENIDO
N, Namero de valores propios~de la matriz de Jordan
N Orden del bloque de Jordan de mayor orden
Fo Matriz de orden N1xN1 (auxiliar)
¥, Matriz de orden N1xN1 (auxiliar)
¥, Matriz de oxrden N1xN1 (agxiliar)
E, A Matriz asociada a la matriz de transicién de ox-

den (N1 .N2xN1.N3)

T, Auxiliar para evaluar eét

En la figura (antevor) se muestra el diagrama de flujo corres-

pondiente.
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PROGRAMA PARA LA DETERMINACION DE CONTROLABILIDAD, OB-
SERVABILIDAD Y ESTABILIDAD.

Este programa consta fundamentalmente de tres partes:

1.

Contrqlabilidad.- Unicamente se determina la controlabi
lidad completa de un sistema lineal invariante enel tiem-
po tanto para los estados como para las salidas. Para de
terminar la controlabilidad del sistema .de (estados) se

analiza el rango de la matriz de controlabilidad.

como se indicéd en la seccidén 1.3 del presente trabajo, pa
ra lo cual se usa el método de Grauss-Jordan de pivota-
je de filas y columnas (aplicado generalmente a la reso--

lucidén de sistemas de ecuaciones lineales).

Para determinar la controlabilidad de salida se analiza

el rango de la matriz

(ver seccién 1.3)
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2. Observabilidad.- De manera similar a lo anterior, el ob-
jeto de este programa es analizar el rango de la matriz

. de observabilidad

o 1A
>

(@]
lw%

(ver seccién 1.3) .

3. Estabilidad.- El programa correspondiente Unicamente ana
liza los valores propios de A y establece si el sistema

es absolutamente estable o no.

A continuacién se presentan los nombres de las variables

més importantes utilizadas y su contenido.

N; Orden del sistema

N NGmero de entradas

Ng Ntumero de salidas
A Matriz de orden NI1xN1
"B Matriz de oxrden N1xN
" C Matriz de orden Ng@xN,
) “Matriz de orden NgXN
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En la. figura-siguerte-se tiene el diagrama de flujo del_progra—v

ma en el cual se puede ver la estructura global del mismo.
INICIO
A\
ESCOGER LA OPCION

l- CONTROLABILIDAD

2- OBSERVABILIDAD

3- ESTABILIDAD

[ 2

) \/
ESCOGER = OPCION CALCULO DE LA ANALISIS DE LOS
a CONTROLABILIDAD

DE ESTADOS MATRIZ P VALORES PROPIOS
b CONTROLABILIDAD , DE LA MATRIZ A
DE SALIDA ’
a b

CALGULO || CALGULO - MENSAJE ACERCA
DE LA DE LA DE LA ESTABILIDAD
MATRIZ Q P}gi\mlz Q ARSOLUTA DEL SIS—
PARA . TEMA
ESTADOS || SALIDAS

\

METODO DE GAU3S-—
JORDAN PARA CAL-
CULAR EL RANGO
DE LAS MATRICES

\

MENSAJES ACERCA
DE LA CONTROLARBI-—

LIDAD U OBSERVAEK
LIDAD COMPLETAS

TRANSFERENCIA
DEL CONTROL AL
INDICE DEL PRO =
GRAMA  MAESTRO
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CAPITULO III

INTRODUCCION AL CONTROL OPTIMO

Introduccidn.- Criterio Funcional.
Optimizacidén Estatica.
Optimizacidn Dindmica.- El principio del Maximo. Cog

trol lineal o6ptimo realimentado y deduccién de la ley

de control optimo.
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CAPITULO IIT

3.1. INTRODUCCION.- CRITERIO FUNCIONAL.-

En los tGltimos tiempos, en cada una de las areas de la inge
nieria los sistemas de control han alcanzado gran importan-
cia, necesitandose dia a dia sistemas de control que Qmplén
en mejor forma especificaciones particularmente requeridas,
sin embargo cabe anotarse que existen especificaciones que
pueden generalizarse ﬁara varios sistemas, -asi por ejemplo
debido al desmesurado uso de las fuentes naturales de energia
estas se van agotando, por lo,cﬁal los ingenieros de control
se ven en lavimperiosa necesidad de construir sistemas. de
control que optimicen el uso de estas‘fuentes minimizando -

el gasto de energia.

En general la palabra 6éptimec significa "lo mejor" o "lo mas
deseable', por lo tanto el control 6ptimo se refiere a 1la

bﬁsqueda_de'la mejor solucién a un problema de control.

.En muchos casos referentes a problemas de disefio de sistemas,
los ingeniexros se encuentran con el hecho de que por razomnes

tecnolbgicas sélo se pueden aceptar aquellas soluciones que
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sean 6ptimas en algin sentido.

Por otra parte en problemas de diseflo se tiene un gran nime
ro de soluciones, juzgando estas en base a una figura de mé
rito (indice de costo o indice de funcionamiento), cada .pg
sible solucién asociada con el mejor valor esta figura se'co
noce como la solucién éptima,>una manera de hallarla (talvez
la menos recomendable) seria ?robar todas las soluciones y
eSéoger la mejor (en casb de que otros'métodos no funcionen)
otra forma y la mas utilizada es hacer uso de ls teoria de
control éptimo, teoria que brevemente se preseﬁta a conti-,

nuacién.

El control 6ptimo es el méds directo de todos los métedos de

disefio, este comienza con un indice de funcionamiento

tan adecuadamente como sea.posible incorpora todos los

tores que influyen en el funcionamiento del sistema.

‘A continuacidén se enuncian algunas de las mi&s importantes ca

racteristicas ventajosas que posee un control o6ptimo.
- d& la Gnica solucidén verdaderamente Sptima.

- permite la incorpdracién de técnicas digitales.
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- se aplica a sistemas no lineales y variantes en el tiempo.

- es una técnica que permite manejar miltiples entradas y sa

lidas.

Como desventaja, se Puede.anotar la generalmente complicada
implementacién fisica que requiere en algunos casos; 6, el
laborioéo-trabajo que.represénta implémentar programasr so-
fisticados en un computadof que realicen el mismo trabajo de

optimizacidn en otros.
CRITERIO FUNCIONAL. -

Se ha hablado de que lo que se busca es lograr que un siste
ma funcione de una manera éptima; pues bien, para conseguir
lo se hace necesario encontrar una funcibén matemdtica para-

medir de alguna manera como el sistema debe ser 6ptimo res

pecto a otros.

Si bien los factores que se buscan mejorar en un sistema son
en muchas ocasiones: costo, rentabilidad, aceptacién del con
" sumidor, etc., estos son muy dificiles de medir, por lo que

desde el punto de vista analitico se centrarid la atencién del

control 6ptimo en términos de funcionamiento del sistema.
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Se conoce como indice de funcionamiento un nfimero que indi-
ca la bondad del funcionamiento de un sistema. Se puede con
siderar O6ptimo un sistema de control si los valores de los
parémetros estdn elegidos de manera tal que el indice de fum
cionamiento es minimo o m&ximo, de manera que_aquellos depen

den directamente de este.

Para que un indice de funcionamiento sea Gtil para fines -

précticos debe cumplir con ciertas especificaciones:

- el ajuste optimo de los paraZmetros debe ser claramente -

distinguible de un ajuste no éptimo de los mismos.
- dehe poseer un méximo o un minimo.

- debe ser facilmente calculable analitica o experimentalmen

te.

Por otra parte, en sistemas de control clésico se han propues
to varios indices de error de funcionamiento (para sistemas
con una sola eﬁtrada x(t) y una sola salida y(t), definiendo
el error é(t) = x(t) - y(t), algunos de los cuales se presen

tan a continuacién.

t .ez(t)cit-
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o

de los cuales el Gltimo conocido como criteério de error cua
dratico integral, es. quizas el de mas significado practico
porque al llevarlo al minimo valor, consigue para algunos sis

temas un consumo minimo de potencia.

Para sistemas multivariables se necesita algln criterio si
milar él sefialado arriba, que permita que el sistema se com
porte de una manera 6ptima en algin sentido, considerando

ademéds que el Indice de funcionamiento escogido determina la
naturaleza del control éptimo resultante, entonces dependien

do de dicho indice el control puede ser lineal, no lineal ,

estacionario o variable en el tiempo.

Es deseable que el indice de funcionamiento sea escogido des
de el punto de vista practico, sin embargo se presenta el

compromiso entre una evaluacidén significativa del comporta-
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miento del sistema y un problema matemitico manejable.

El indice de funcionamiento cuadritico es el méas utilizado

va que de su aplicacién a plantas lineales da como resulta-
do una ley de control con ecuaciones vectoriales condiciona
das por una ecuacién de Riccati (que puede ser facilmente
calculada utilizando métodos numéricos computacionales) co-
mo se verd en la Gltima parte de este capitulo, es por esta
razbém que se presenta a continuacién una breve descripcién

de las formas cuadraticas.

Si se desea llevar a2 un mfinimo una sefial de error en un sis
tema, se puede hacerlo mediante la minimizacién del siguien

te Indice de funcionamiento

t .
- - + > -
I = H g (t)-X(t)} Eg[t (t)—X(t)} dt

o
e -+
donde z (t) es el estado deseado, X(t) es el estado del sis-

tema y Fx es una matriz definida positivamente,.este indice

‘es parecido al criterio de error cuadrédtico integral.

(1) El signo t significa transconjugada
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Pero muchas veces la minimizacién de errores sin minimizar
la energia utilizada por el control pueden llevar a valo-
res demasiado altos a los elementos del vector de control
- ) . 3 .

u que pueden producir saturacién en el sistema flisico, es
por esta razdn por la cual se hace necesaria la presencia

de ¥ en el indice de funcionamiento, entonces

T
T = f [Ze)-x(e)) TBx [T () -K(e)] ae+
o]

+A j" 3P e)Fu Ao ae
O

donde A se conoce como multiplicador de Lagrange que da la
medida de influencia de u frente a la disminucién de erro

res al minimo. Si se hace E(t)=0 y T+w se tiene

X7 (£)FxX(t) + ur(£)Fu u(e)|de

I= ,(m'
(6]

Indice que serid utilizado al final de este capitulo
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3.2 OPTIMIZACION ESTATICA.

Un problema de control 6ptimo generalmente comienza con los

siguientes prop?giéiones:

a) ELl modelo matematico de un sistema deterministico es co

nocido

0y

& X, W (3.1)

- ’ -
donde X es un n,-vector; £ es un vector funcional de los

vectores de estado y de entrada (comunmente conocido .co

mo vector de control)

.
b) E1l estado iniecial es i(O) y el estado final es X(t,) pa
ra algtn t, especificado, el tiempo t; es conocido de an-

temano.

c) Un indice de funcionamiento I estd definido como:

t,
ad - > .

I = J o (X, 0)dt (3.2)
’ .

-+
donde_fo(X,ﬁ) representa la funcién de costo (una expli



d)

e)
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cacién del indice de funcionamiento se lo hizoenel sub

capitulo anterior.)

En caso de existir condiciones o restricciones en cuan-

to a los valores que pueden tomar los estados como 1las

entradas, la solucién no debe wiolarlas; es decir tanto

5
- . . .
X como u pueden estar restringidos a una regién del es-

pacio n;-dimensional y n-dimensional respectivamente;

+
. >
siendo X un vector de orden n;xl y u un vector nxl.

Se busca determinar una entrada U° 6ptima (control 6pti
mo) (y, a veces el tiempo t,, que minimizarid el Indice
de funcionamiento (ecuacién (3.2)); mientras ocurra el
movimiento del estado desde %(O) hasta %(tl) sujeto a

las restricciones del literal anterior (d)

Los problemas de maximizacién pueden ser tratados con pe-
‘quefias modificaciones hechas al procedimiento de minimiza-

- cién que se considera a continuacién.

E1l problema de control &ptimo puede ser dividido convenien

temente en dos clases que son

1.- E1l problema de optimizacién estitica.

2.- EL problema de-opfimizacién din&mica.

o
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El problema de optimizacidn estatica es encontrado cuando
se requiere. controlar de manera 6ptima una planta donde su
estado normal es un estado estable; a diferencia del pro-
blema de optimizacidén din&mica que esta caracterizado por
vectores tanto de estado como de entrada.(de control) mno

constantes.

Considerando el problema de optimizacién estltica se hari

en el presente subcapitulo una breve descripcién del mismo.

Sea una planta descrita por la ecuacién vectorial dindmica. -

Se quiere controlar la planta tal que mantenga -el estado

constante, valor estable

"

En este estado estable, la ecuacién diferencial vectorial

dindmica se reduce a la ecuacién algébrica estéatica
> >, -
£f(X%,u’) =0 (3.3)

de donde es posible encontrar el valor del vector de entra
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>
da u®

que mantendri el sistema de dicho estado.

-~ - . )
Con X y u reducidos a valores constantes se concluye que la
velocidad de cambio del indice de funcionamiento también
se mantiene constante, a partir de la ecuacién (3.2) se tie

ne:

>0

L N LI L) N (3.4)

dt

es decir, dado que el indice de funcionamiento crece a una
velocidad constante, se busca optimizar el proceso optimi-

zando esta velocidad.
Ejemplo: 3.1

Dado un sistema eléctrico que consiste en n, generadores e

léctricos G,, G,, ...,Gn, alimentando con energia eléctri-
. . 0

ca al sistema con potencias X?, X3, ...,Xn, kwatts respec-

tivamente (ver fig.3.1).

El sistema por lo tanto serid alimentado poxr una potencia -

tal

P= ¥ Xi? (3.5)
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CONSUMIDORES

Fig. 3.1

La compafifa eléctrica afronté el problema de como dividir
la produccidn entre los varios generadores. Si el consumo
necesario P como parédmetro, sufre variaciones lentas en com
paracidén a las velocidades de cambio a las que pueden ser
obtenidas las salidas X de los generadores la ecuacidén

(3.5) puede ser considerada una ecuacidn estéitica.

Para la seleccidén de la apropiada divisién de cargas entre
los generadores, la compafifa eléctrica debe basar su deci-
sién sobre una razonable figura de mérito, y en la mayoria

de los casos, esta tiene que ver directamente sobre.el cos
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to de produccién. Debido a diferencias en algunos factores
como localizacién geogréfica, combustible y tamafio del ge-
nerador, el costo de la producciém de energla variari para
las diferentes estaciones de generaciém. Sea ui(Xi) la ve
locidad de costo expresada, por ejemplo, en sucres por ho-
ra, para producir X£ Kwatts en la estacién i, obteniendola

velocidad de costo para estado estable como

dIso_ g} 0 4 0 sucres -
(&)= iilrul(Xl) hora <3'6)

de manera que la estacién de generacién 1L acepta como en-
trada una sefial u{ y produce X£ como salida. El1 problema
ahora es minimizar la ecuac%éﬁ (3.6) con la ecuacién (3.2)
como pondicionante; este problema es el punto central del

N

desarrollo del presente subcapitulo.

Dentro de lo que se refiere a optimizacidén estédtica esta pue

de sexr lograda fundamentalmente de dos maneras que son:

.1.- Por optimizacién de lazo abierto, que se basa en lo-
_grar que el proceso controlado funcione de acuerdo aun
modelo preconcebido. Este método basado en el uso de
una modelacién matematica puede sexr usado solamente' -

cuando el proceso estad bien definido, sus parédmetros'ge



208

neralmente conocidos y los efectos perturbadores despre

ciables.

2.-Por optimizacién de lazo cerrado, usado en procesos de-
finidos de manera no muy clara y/o cambiantes con el tiem
po, donde perturbaciones aleatorias pueden tener consi
derable influencia en el estado de la planta, se habla-

r4d de optimizacidén a través de experimentaciédn al refe-

rirse a este método.

A  continuacidén se abordarid el problema de optimizacién es

tatica de las dos formas citadas.

A PARTIR DEL MODELO MATEMATICO.

h
Recordando que el problema del control éptimo estdtico ba-

sicamente se ha reducido a uno de optimizar la velocidad del

indice de funcionamiento (ecuacién (3.4))
AT N
o= £, X0, T0)

N _
Como u’ y X° estan realacionados entre si a través de la

ecuacién (3.3)
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> >
FX0, %) =0

es posible al menos en principio resolver 1o y después reem
plazar este valor U’ .en la ecuaciém (3.4), entonces £ pue
de ser expresado como una funcién solo del estado estable

-)-
Xeo.

.
G = £, & ,u0)
-
= h(X?)
= h(X{, X3, ...,%n1) S (3.7)

Esta funcién h asumiri distintos valores dependiendo del
- .

vectoxr X° seleccionado. El éxito en encontrar el valor pa

ra el cual h es 6ptimo dependerd basicamente de los siguien

tes factores:

1. La naturaleza esﬁecifica de la funcién h
+
2. ZLa dimensién de X?

3. Los condicionantes

Dibujando h versus Xi, xi,....,xﬁl en un espacio (nmi+l)-di

mensional se obtendrd una superficie de funcionamiento mul
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tidimensional. En general esto no puede ser visualizado -
facilmente excepto cuando m;=1 y n,=2. Para el casoen que
n,=2 se puede hacer una representacién grafica mediante u-
na secuencia de curvas o contornos cada uno de los cuales
tiene un determinado valor de h, por ejemplo la funcién cua

dratica
0 0 0
h(X1, Xz) = (Xl) +(Xg)2\

da como .resultado una familia de circulos concéntricos.cen
trados en el origen como se puede observar enla fig.3.2.a,

que es una representacién de la superficie de funcionamien

to (fig. 3.2.b)

Obviamente algunos tipos de superficies no poseen un valor

extremo, este es el caso de una funcién h lineal:
0
h(Xy, X3) = miXita,X,
donde la superficie de funcionamiento resulta ser un plano.

Pueden presentarse casos en que la superficie tenga mas de

un 6ptimo con diferentes magnitudes relativas.
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Fig. 3.2
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La situacién cambia radicalmente si, como es el caso usual,
ciertos condicionantes sobre las wvariables de estado deben
ser respetadas, sean estos condicionantes igualdades o de

sigualdades, poxr ejemplo:

enXi, X3,....% ) = O (3.8)
(o]

gr(X?, X3,...,X3,) <O
para m=1,2,...,p; p<n, yr=12,...,9

Para ilustrar esta Gltima parte, se fija una condicionante
g(X?! X3)=0 en la grafica de' la figura 3.2, siendo esta con
dicionante otra supexrficie se tiene éue el valor minimo 6p
timo) serd P, y no P, debido a esta restriccién (condicio-

nante), ver figura 3.3

: >
Cuando la funcidén h es lineal y los condicionantes gj (X?)

son lineales el problema se resuelve usando programacidn 1i
neal, este tipo delproblemas aparecen muy a menudo en las

areas de megocios, economia, etc.

Si h es una funcidén matemitica manejable las técnicas cla-

sicas de btisqueda de extremos pueden ser empleadas. EL pun
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| P2
I

S %

(b)

to 6ptimo en el caso de mo existir condicionantes a las va
riables de estado es identificado por el hecho de que h no
cambia cuando ocurre una pequefla desviacién respecto al pun

to 6ptimo; esto es, h es estacilonario.
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De la ecuacién (3.7) se tiene

_ oh 0 h dh 0 :
dh = ax°dX + EKT dX2+ +§KgT'anl (3.9)
Como dXi para i=1,2,...,n,; es completamente libre,lla ﬁni

ca posible forma de asegurar que dh se mantenga igual a ce

ro es hacer que todas las derivadas parciales se hagan ce-

-

ro, asi
3h  _
XTI 0
i
para 1i=1,2,...., n,.

Para el caso en que se conéidere el problema sujeto a con-
dicionantes, por ejemplo para el caso de n,=2 mostrado en
la figura 3.3, donde se observa que P, es el punto tangen-
te entre un contorno h constante y la curva g(X?, X3)=0 en
el punto en cuestién, y usando esta caracterlstica para la
identificacién del punto 6ptimo se sigue el proceso siguien

te.

Diferenciando h(Xg, Xg) = constante se tiene:
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3h
dx? 3x 3
dx? oh
aXT
Haciendo lo mismo con la condicionante g(X?, Xg) = O se tie
ne
)
ax? _ __3X7
Cdxy

y por definicién de

(o leb)
¥

a(ver fig. 3.3)

oh 3

85Xy _ 9X§ _ .
5h 5 g a
3% 3% 7

|
5

Qo

3K

Q>

constante

donde A se. conocen como los multiplicadores de Lagrange, se
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obtienen las ecuaciones

Definiendo h* = ht)g. se puede concluixr que punto 6épti-

mo condicionado estd caracterizado por:

Este resultado puede ser extendido al caso m;-dimensional

con p condicionantes del tipo (ecuacién (3.8)), necesitéan-

dose p multiplicadores Ai; i=1,2,...,p ¥
’ p
h* = h + § Xi gi
i=1

por lo tanto el 6ptimo condicionado estari caracterizado -

. por

*
—g%(r:o . (3.10)

i
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para i=1,2,...., m

se tiene por consiguiente (n,*p) ecuaciones (3.8) y.(3.10)

y (n;tp) incégnitas Xf,Xg,{..,Xﬁl, Xi,Aa,-+-., AP.

OPTIMIZACION POR EXPERIMENTACION

Cuando la obtencidén de un modelo matemidtico suficientemen-
te exacto es imposible de obtener, bajo ciertas condicio-
nes es posible conservar un proceso de control en su épti-

mo éstatico por experimentacién del sistema en tiempo real.

Algunos esquemas de bGsqueda de la cima (o sima) de h han
sido propuestos y son conocidos como ''técnicas de ascenso
a la colina''. Si estos son suficientemente sofisticados -
buscaridn el camino mids directo para llegar a la cima (o si
ma) de la Sﬁperficie de funcionamiento multidimensional h,
los' mismos que son conocidos como métodos de la gradiente o

"métodos del ascenso (o descenso) més pronunciado.

De la ecuacién (3.9), dividiendo cada término para dt, se

obtiene ’
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que puede ser expresado como el siguiente producto escalar

3

> T
h = (X% grad h (3.11)

’ -
La velocidad de cambio de seri la mayor posible cuando X°

y grad h sean paralelos.

Un sistema de control de btisqueda del &ptimo del tipo expe
rimental, generalmente debe hacer uso de entradas especia
les de pruéba (entradas de perturbacién) inyectadas a<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>