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IMPORTANCTA

Esta Teiis se ha concebido como un estudio complementarnio a La Tesds
ya exisitente de Realimentaciln de Estado, nealizada por el Ing. Juan
Carnlos Guerra. EL obfetdvo es proveer de un estudio tedrico y La he

solucidn en computadores del problema de La estimaciin del estado.

La nealimentacdidn de estado es una herramlenta muy versdtil del con-
thol. En contrnol cldsico tlene ghan wtilidad pués con ella puede re

ublcanse Los polos de La funcidn de thansfperencia.

Con esto se puede conAéguI/L que el sistema sea muy estable, pués hay
La phes enc,id de una s6La asintofa, Lo que Lmplica que ésta Lendrd
una Linelinacién de 180° en el Lugan geométrnico de Las halces, que nos
garantiza estabilidad para cualquier ganancia. Adiclonalmente, zsé

puede conseguih un error en estado estable igual a cero.

Su wtilidad en control modewns es evidente, pués La base del control

modesno es preclisamente el trhabajo con el estado del sistema. Se
debe notar que es aplicable no s56L0 al caso univariable sino tamb.ién

al caso multivaniable.

Ademds, el problema de contrhol Gptimo para fratar de mindmizarn un a)z/i
ternio cuadndtico asociado a una planta Lineal, es un problema de rea-
Limentacibn de estado. Todo esto es aplicable también y sobre todo

para el caso estocdsitlico.

Es Lndudable que en el prpceso de realizar La healimentacibn de estado
nos encontramos con el caso muy comin de que una o mds.variables del

vecton de estado no Las podemos medir. En este caso se hace preciso
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ALCANCE

Es {indudable que un fema como el de esta Tesdis es muy dmplio y por
Lo tanto, hay que definin blen Lo qué se pretende estudian en es-

e trabajo.

Primero qué, nada hay que anofar que en esta Tesdls se va a tratar

Stan A0L0 el caso Deterministico. Es decin, un caso Libre de rudldo

y en el que conoceremos Las matnices A, B y C del Adstema.

No obstante, en el desaviollo de Los programas consdderamos La Ln-
MOduéuﬂn de ruldo blanco. E;sto con el §in de comprobar La bondad
det estimadon, al comparar con La simubacion del sistema y Lambién
para simularn el ca/so‘ de que Las matrnlces de que dispongamos no sean

Las exactas del /s.&szﬁema.'

Dentno de este contexto, Ltambién se deb_e anctar que se trhatarnd el

- caso Lineal e Lnvarlante en el tlempo. Pero considerawremos tanto el

caso untvaiicable como el multivariable, bajo La suposicidn de obser.

vabilidad del &istema.

Definido bien ek problema a sen tratado en La Tesis, se va a desarno
Lar un grupo de programas para resolver problemas especlficos, para |
Lo cudl adjuntamos un manual de wtilizacion y un Listado de Los di-

fernentes programas Lmplementados.
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"CONTENTDO

En base a La definielén anterior del aleance de esta Tesds, hemos

estweturado su contendido en La sigulente forma:

En el capltulo dos hacemos una revdsiln de Los conoeimientos telrni-

cos necesanios para comphender este trabajo.

Luego en el capiltulo tres, Thatames en forma tedrica el problema

especifico de La estimacdiin del estado.

En el cuanto capltulo vemos Los algoriimos y diaghamas de §Llujo de

Los distintos proghamas Lmplementados en esta Tesis.

EL quinto capliulo nos muestra un conjunto de ejercicios realizados

con el fin de estudiar el compommm de Los estimadonres.

EL sexto y dltimo capltulo recoge £as conclusiones que hemos obte-

nido en base a Los reswliados de Los efercicios de aplicacidn.

Por altimo, Tenmemos dos apéndices, el A que es un manual de WECLi-
zaclln de Los proghamas; y el B en el que se presenta un Listado

de Los mismos.
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VARIABLES DE ESTADO

En este capltulo haremos tan s6Lo un breve neswnen sobre La descerip-
clbn en variables de estado, prineipalmente para hecordarn al Lecton
conoeimientos de control moderno y variables de estado con La fLnali-
dad de facilitan La comprensidn de Lo expuesto en el resto de este

Zhabajo.

La teonia de controf clasico Liene una sernie de Limitaciones que Ason

superadas con el control moderno. EL control c&c@s@'co se basa en La
funcidn de trhansferencia y es aplicable s6Lo a sistemas Lineales Ln-
variantes en el tiempo y que tienen una dnica entrada y una dnica sa-
Lida. Con La funcidn de trans ferencia ademds, 5680 se puede resolven
Las ecuaciones diferenciales de Los sistemas s4L el sistema estd Lni-

clalmente en reposo.

La teoria de control modernc estd basada en el concepto de estado, y
permite tratar sistemas de milidiples entradas y miltiples salidas, va
nlantes o Lnvarlantes en el tiempo Y Que pueden sern Lineales o no Li-
neales. Es adema’./s escencialmente un método en el domém'ol del Llempo
mientras que el control clasico Lo es en el dominio de fa frecuencia

compﬂefa.

EL estado de un sistema es el confunto mds pequeiio de variables (va-
nlables de estado] tales que el conoeimients de fLas condiciones de
estas variables a £= %o y Las entradas para & = to determinan el com-

portamiento del sistema para cualquier tiempo £ =2 io de forma dnica.

Las varniables de estado no necesariamente tienen que sen magnitudes

§isleas medibles. Si no se puede elegin Las varniables de estado

Ref 1; Ref 2; Ref 4 (Capitulo T)



-6 - ,
de forma que sean magnitudes fdcilmente medibles, puede ser necesario
una estimacion de ellas, pues Las Leyes de contrhol Gpiimo por efemplo

)

extgindn una realimentacion de estado.

Todo conjunto de ecuaclones difjerenciales se pueden }Jonu en {foruma
noamal, es decin fokmar un confunto de chacéqne/s de primenrn orden, en
donde en todas Las ecuaciones se encuentra despefada La primera deni-
vada. Para Aea&ézgm esto wsamos variables auxiliares que son precdisa
mente Las varialbes de estado.

Efemplo:

..

}
e

Yg T 6 Yty tdyy -ty
gy * A Yty - 3y, =

Escogemos

170X

X, = -7 Xq —4x2 +3x5_' t U,

;‘3 =y

;‘4 - %5
>.c5=2x2'—4x3'—5x4.—6x5 +u13.

Este conunto de ecuaciones confomman La LLamada ecuacidn de estado,

pues su resclucidn nos da el estado para t 7 to.
Ademds, obtenemos oZras ecuaclones:

b7 0%

49 = %3

A este sistema se Le conace como La ecuacidn de salida ' del sistema.
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En general, Las ecuaclones de estado y salida del sistema se pueden

esenibin como sdlgue:

x o= oalx ui
y = cixu 2

Donde a y ¢ son funciones vectoriales del estado, Las entradas y el
tlempo. La forma anterion es aplicable para sistemas Lineales o no

Lineales, varniantes o Lnvarniantes en el tiempo.

Para sistemas Lineales e Lnvaniantes en el Ziempo, como £os que va-
mos a estudiarn en esta Lesds, Las ecuaciones quedarlan como sigue:

E‘ = A -&4‘

| o9
|s

y = C x+ (2=

|
I=s

Donde A, B, C y D son matrices constantes y reales. Para un sistema
de orden n con p entradas y q salidas Las matrices s0m m X n, 1 X p,
qxn Yy qxprespectivamente. Nowmalmente, La matriiz D = 0 y

Los sistemas estdn descnitos 460 pon Las matrices A, B y C.

Entonces, para dégscxuib& un sistema §Lsico en variables de estado se
deben obtener Las ecuaciones diferenciales del sistema, para Luego
proceder a escnibinlas en La forma normal, con Lo que ya.tenemos Las

ecuaciones de estado y salida.

EL conjunto de varilables de estado no es dnico para-un Ai;stam.a dado .
Pero debe sern posible pasan de una descripeidn a otra. ASL, 8L }_.
es un vector de estado entonces x = P x

es Lambién un vector de estado siempre que La matrniz B sea no Alngu-

Lan.

Los distintos vectones de estade biindan La misma Lnformacién sobre

el comportamiento del sistema.



2.7 FORMAS CANONICAS

2.2.1 Caso unlvaiiable

Consideremos La ecuacidn dindmica n dimesLonal, Lineal e .in-
varniante en el tiempo:

+

E é=A w

1

<
| o

(2 - 2).

y = +

e
| <
|3

u

donde A, B, C y D son matnices consitantes y heales n x n,
y

nxil, 1 xn 1 x 1, nespectivamente. L T
— - //J'/- -

Sea E] una ecuaclin equivalente de 51 que se obtiene intrhodu-
clends X = P x = Qj X, donde E =.g—'7 es una mathiz constante
y no singular:

T, % - ki +Bu
y =

ol
| <4
+
S
I

Zendalamos que:

K:PAP' B-pPB T-=CP

Las matrices de controlabilidad de E, y E '7 Aon hespectiva-

mente ‘
u {8 AB ... A8 ]
T -[EXE...... '] - pu-g'u
S{ E, es controlable, y consecuentemente E,, entonces £as ma-

1 1’
trices de controlabilidad U y U son no sdingularnes y Lenemos:
-1 : :

Po-T.U
- (2 - 3)
Q = u
REF 2; REF 3 (pag 259 - 270)
_ . ,EA _ - 9 .
= (&A ek -
_li : . L/_ = » = VP ! = | Q

y L E, y TS'] son obserwables entinces tenemos:

_— 1
P77y g-vy (2 - 4)

Entonces s4 dos ecuaciones dindmicas tienen La misma dimey-
AL0N § se conoce que so0n equivalentes Yy son contholables

observables, La matrniz de trans jormacidn P se puede obzenen
wtilizando (2-3) o (2-4).
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Asi mismo Las matrices de observabifidad de E, y E'] s0n:

SRR

[
1> 1>

v - v - - vpl -va

lele
| >

-1 -1

|
[ >

y 5L By F7 son observables entonces Zenemos:

=7 'y q-v'T (2 - 4)

Entonces 44 dos ecuaclones dindmicas tienen La misma dimen-
slon y se conoce que son equivalentes y son contholables w
observables, La matrniz de transfommacidin P se puede obtenen

utilizando {2-3] o (2-4).

Esto es valido para el caso multivariable pues La relacidn

<l

= P U an se mantiene aunquel no es necesariamente cua-

drada pero tenemos que:

o # - F * -1
GQu =PUuU yP=TU (ULU)".

Séa el polimanio caracterlstico de AenE, )

det (51 - A) = 4" +_a7/5”_7v+ ..... ta,_1s toay
La gorna canénica controlable es:
010 00 | 0
1 00 0
000 L 00 | _ 0
X = e . X o+ w (2-5])
000 cciveeuinnnnnnn. 01 0
S IS ST ~aymy ’
y - [bn PR bzb,] X + Du
donde La funcidn de thansferencia de E; es:
gls] = b, PLaT b, S + b
n_o,op
e S +a st a
1 n-1 n
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Representarenos esta gouna como:

i-q agx+d Bu

R

o~

y=C49Xx + Du

I

La pregunta ahokra es como obtener Q.

S¢ U es La matriz de controlabilidad de Lo forma candnica

contholable
T- |BAB ....... At E]
.
Tooo...... 1]
000 ...... ¢
U= (10071 ...... -3
01 STRREEE en_z
1 e,e, ..., e
L ]2 VL_IJ
donde
' -1 .
% T T ) el Ypeicl k=150, ... g-lie0 =
L= 0 | | I |

La mathiz E en este caso es no sdingular para cualquien serie
de valores de al,....an. Entonces, La 50@(1 candnica conerQ_'
Lable es siemphe aonmézabﬂe, Lo que era de esperarse. La

Lnversa de U tendrd La siguiente - §ormas

r . s

T R L -
- -1 i Ay g A, 3 1 0

ay 1 0 0

1 0- 0 0

-Como vimos en La ecuacidn (2-3)
-1

>
i}

ua

92 :[g, B ....A" 8

>
=l
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-
donde U tiene La forma anterioi.

Del mismo modo para La forma candnica observable:

0 0 ..., 0 -a SRS
n , b
10 ..., 0 -a_, by
- 0 ] RRRE 0 —a.n_z _ bll"?
A X+ u
0 0 R } - a1 b] J
g=[oo.‘.j.o 1]2 5 Du

La matniz P de thansformacidn X = P x se puede obtznen de

(-4 P-T v

La matrniz V send La misma matriiz que U en el caso de La §orma

candnica contholable y por o tanto V T send La misma que

T y tenemos que:

Ay Fg e G 1 ( [
-2 %p-3 o cA
P- ' . |
al ] 0 0 o AVE
|7 0 o0 | o A

Caso Multivaniable

(2 - 6)

Consideremos ahora La ecuacién dindmicd m - dimensdonal

Lineal ,invariante en el iempo:

X = Ax+Bu
E, | (2 - 7]
. y = Lx+Du |
donde A, B, g y D son mathices neales constantes n x n, n x p,

g xn Yy ¢ xp, hespectivamente
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Sea B= | B, B, ..... B
- -] 2 -
SL E7 es controlable, entonces La matriz de contholabilfidad es:
_ n-1 n-1
g,[_a_, Bpeoe By A8 A8 A By B_pl

Xlene hango n. Por Lo tanto, hay n vectores columna Lineal-
mente Lndependientes. Hay varias formas de escoger Los n vee
| tones columna Lineakmente Andependientes de La matrniz U n x np,
a continuacldn veremos 2 esquemas para escoger n vectores Li-
nealmente Lndependientes que fomman bases de estructuras cand-
Esquema 1
2

Comenzamos con el vector By y seguimos con A By, A'B, Hasta
Av]—?

By sdends posible expresan AU] B, como combinacidn Lineal

1
de B,, AB,, _A_2§] ..... ,&1_]5 . S& vy es menon a n, seguimos
con B,, AB, hasta éUZ_I B,, con éuzﬁz una combinacibn Lineal
- 2, v, -1 2 4V, -2
o By A By A8y h1TTy, 8y, A8, ABy, Lt
56 v, mds v, eb menor que n deguimos con §3, A.§3, 528 ) e

1 =3
AU3_7§3 y asl sucesivamente. SL asumimos que vy + v, + v

podemos wtilizar como base el conjunto

_ ) vZ-1 .
{Byr ABpoe Ayl Byi By A By, AT B0 By,

Esto equivale a x = g—Ix donde Q viene dado por

_ vl-1 v2-1 v3-1
Q = [Eq“‘é. §J §Q""A. §Q §3"'A_ Ei]

y Las matrices A y B sendn de La forma:
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000. ... 0X| b X [ 100 —
100...0Xr X: X 000
010. . OX}, X; X 000
? |
] 1
] ]
. . ' .l « a »
000 1Xi X X 000
__________ e I
[u; X ul)iooo L 0X1 X 010
1100, .. 0Xi X 000
1070...0X]. X 000 I
1 1 .
: Ny —
! ! 8=
1000 71X X 000
e T- —————————————————
o, Xy j1000...0X 001
Vo Val1100.. . 0X 000
1070...0X 000
i
}
1000. .. 1X 000
EUS X v3
| !
(2 - §)

donde Los X nrephesentan posibles elementos diferentes de cero.

Esqueina 2

Ahora comenzamos con B, By ,Ep y Luego A B, AB,nnnn. ,
éﬁp, y Luego Azg , 5_2@2, ha/s,ta‘ob/tene/n n ueo,tone/sluneabnemie
Lndependientes. ' |

SL A B, se eldmina por sen Linealimente do_pend,éenigde By

By, ... Ep' AB, entonces todos Los veotones de £a gomuna éhgz |

para k mayon o Lgual a 1 se deben eliminan también. Después

de habern obtenids n vectores Linealmente Lindependientes Los he

ondenamos en La sigulente forma:

{'B], L, AW 85 By,.... A B ;. B .. A8 }
— - —17 =2 - =27 =

donde ul + uZ2 + u3 + .. up = n.
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Este conjunto constituye una base y esto equivale a X = Q 'x

donde Q viene dado ponr
_ _ ]
0 - [gl...é‘” 's, B,... A% 5, .5 . .APg
A y B son como sdigue:
00 . X X X 10 . 0
10 . XA X X 090 . 0
01 . X X X 00 . 0
!
|00 Xy X £ 00...0
1 1 -1 /"""
(uTXuY)X; 00 . X: X 01 ... 0
XV 10 . X X 00 . 0
Xv 01 . X! X 00 . 0
1 [}
1 . 1 : :
: Xi2aloloze: Ko SN P P
- (LL2 X LLZ) \\ -
‘.
‘l
Cole X )
SN R < S N
X X 100 ...X 00 . !
X X +10...X 00 . 0
X X 101....X 00 ...0
I
R
. | .
_ X xotoo X o0 01
{2 -9)

Y. Las X nuevamente senalan posiblLes elementos diferentes de
cens.

La matniz C tanto en el esquema 1 como en ) eAquéna 2 se en-
cuentran de C Q.

La utilidad de estas dos @ltimas foumas candnicas no se conoce
adn. Pero se ve que no entraila mucha dificultad el obtenerlas.
En el capltulo siguiente volveremos a neferi/nos a estas esque

mas para obtenerotha foama canbnica que nos serd Atil.
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2.3 REALIMENTACION DE ESTADO
En un sistema de contrhol sL La entrada o sefal de control es phe-
determinada 'y no cambla én téiminos de La salida, se Lo conoce como
sistema de Lazo ablento. Una sefiaf de control deberia heaccionan
de acuerdo con el comportamiento del sdistema, y a un sistema de es-

Te tipo se Le Llama s.istema realimentado.

Hay qué distinguin enthe realimentaciin de salida y de estado. En
realimentacidn de salida, La salida se realimenta a La entrada; mien
thas tanto, o_ﬁ neabimentacion de estado, el estado se rnealimenta a
La emada; Como el nimeno de variables de estado es generalmente
mayonr que el nimero de variables de salida, hay mds espaclo para ma
nipulacldn eﬁ La realimentacibn de estado que en La de salida. En
nealidad todo Lo que se puede consegwin con realimentacidn de salida
puede sern Loghado con nea@&neniae/één de estado, pero Lo opuesto no

se acumple.

Si disponemos de La descripeibn por medio de La ocuacidn de estado
de un sistema, es razonable basan La elfeceldn de La entrada en fun-
clbn del estado, La entrada heferencial y posiblemente en L; de ahl
una buena sefial de control estaria dado por La ecuacidn w(€)=4(v(L),
x{x),t). Esta helacibn se Llama Ley de Contrnol; el conthol épmb

- poh efemplo se pheocupa fundamentalmente de enconthar La mefor Ley

de Contrhol e implementarla.

En el caso de ecuacliones Lineales e Lnvarlantes en el tiempo es ha-

zonable.asumin quela Ley de control sea de fa gorma w(z)=v(t)+kx (%)

Reg 3 (pag 270 - 281); Ref 7.
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donde v es una entrada de neferencia y k es una matniz real LLamada
matriiz de ganancia de realimentaciln. A continuacién vemos el efec
to de intrhoducin una realimentacién de estado Lineal de Zal foima

que u = v + kX

2.3.1 Caso univariable

Considenaremos La ecuacldn dindmica univariable, Lineal e in-
variante en el Ltlempo:
£, X = Ax + Bu

y = Cx + Du
donde x es un vedfor n x 1, w es una entrada escalan, y es La
salida escalar. A es una matniz n x n constante B €4 un vec-
tornx 1, C es uﬁ vecton 1 x n. Cada variable de estado es

multiplicada por una ganancia y realimentada a La entrada.

Definimos b = byby. ..k .

" Entonces La ecuacidn de realimenta

elbn de estado conforme se ve en La figura 2.7 es:

edi x = (ARl
y = (C+ Dkl

1 1
<D
<

' aytH X X +
2 E) ) > —Q_ h N

L

§ig. 2.1
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esto obtenemos reemplazando u por v + R X en Ei’ donde v

es una entrada de heferencda.

La ecuacién dinamica de healimentacidn de esiado E16 es con-
Tholable 54 y s6Lo AL La ecuacidn dindmica EI es controlable,
para cualquier veeton k. Esto es aplicable Zambién para el

caso mubltivariable y para casos varilantes en el Xliempo.

T Apesan de que La realimentaci6n de estads preserwa La contro
Labilidad, es siempre posible destrwin La propiedad de obsen-
vabilidad con una efecelbn adecuada de k. Por efemplo, 4L D

#0 ysihk=[(-1/D)C, entonces E 8 o es observable, adn 44

[

Ei es observable. S4 D = 0 Zodavia es posible escogern un vec

torn b que destruya La propiedad de observabilidad.

S{ La ecuacidn univariable e invaiiante en el Llempo E, es
controlable, entonces, por medic de La realimentacién de esta
do uw=v+ kx, Los valores propiosde (A + B k) pueden sen

asighados arbitrharniamente.

Para que Loghemos esto, el proceso a Seguin es:

. . P N n-17
Encontrhamos el polinamio caracternistico de A: A7 + a, £
n - n-7 -
cotars Luego caleulamos s+ as toota o en base a

Lok valores propios escogidos 4. Caleulamos kb = [an—&n

Ay 7 g e & G ] Encontramos P, donde P es La mathiz

de trans formacibn para obtener La fomma canbnica controlable,

como vimos antes en este capitulo. Por dLtimo, encontramosb

el vector k que nos dard Los valores proplos deseados de [ A

+ BRI, R = kP

Si La ecuacidn es contholable, todos Los valohes phopios pue-

den sen asdignados por medio de La nealimentaciin de estado.
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Con esto, podemos controlar La estabilidad, constantes de tiem

po del sistema, eXc.

S La ecuacidn dindmica no es controlable, podemos saben 84

podemos estabilizarla (cambiar Los valores proplos con parte
real positiva, a parte heal negativa), Transgornmando La ecua-
elbn a su forma candnica de Jordan. SL todos Los bloques de
YJondan asoclados con Los valores proplos Lnestables son con-

Trolables,; entonces La ecuacién puede ser establlizada.

La realimentacidn de estado también vaﬁ.ec/ta La funcidn de thans
ferencia, pues como conocemos, Los polos dé La funcidn de
thans ferencia son Los valores proplos de La matniz A, por Lo
que Los polos de La guncidn de Thansferencia pueden ser asig-.
nados arbithaniamente. Es de internés anotar que Los ceros de
La funcidn de Transferencia no son agectados al introducin

neal.imentacldn de estado.

Caso Multivarniable

Consideraremos La ecuacidn dindmica multivaniable n  dimensio
nal, Lineal e Lnvariante en ef Tiempo:

E & %=

E Ax+Bu
(2 - 10)
y=Ccx+Du
donde A, B, C y D son matrnices reales y constantes

nxn nxp, gxnyqgxp nupec/tévwno_ﬁta. ‘EVL realimenta-

cidn de estado La entrada u es reemplazada por w = v + hkx,

donde v es una entrada de heferencia, k es una matniz cons-
tante y heal p x n, LLamada matilz de ganancia de realimen-

Lacion. Entonces, La ecuaclidn E se transfomuma en:
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m
o~
X .
1
>
+

Bllx + By

y=lcrorlx e 2L

SL'Ea ecuaclin es-controlable, entonces, Los valores phoplos
de [A + Bk] pueden ser asignados en foama arbitrarnia por me-

déo de una dead&dn adecuada dé k.

Como ya mencionamos .para el caso univaniable, en el caso mul
- tivariable Zamb.ifn se cumple que 54 La ecuacidn dindmica e
contholable, entonces al introducin La rnealimentacion de es-
Zado no se plernde La propledad de controlabilidad. Pero La
propLedad de observabilidad puede sen destrulida con clertos

valonres de k.

A diferencia del caso univariable, La healimentacibn de es-
tado en el caso mu!ﬂiéva)uéabﬂe no 4G6Lo afecta a Los polos de
La funcibn de transferencin (que son Los valores propios de
Al, /sxlnb que también afecta Los ceros de dicha funcibn de

thans ferencia.



2.4 PRINCIPIO DE SEPARACION
Antes de tratan Los estimadonres de estado vamos a vern cual s el e-
decto que produce sobre el sistema al usarn el estado estimado ?_q en

Lugan del estado neal x. Consideremos La ecuacién dindmica n-dimen

sional, Lineal, Lnvardiante en el Liempo, controfable y observable:

M
M.
1}

Ax+Bu

T - (2 - 12)
y=CXx

Se asume que, por healimentacibn de estado, se encuentra un veeton
de ganancia k, %al que La matriz (A + BR} tiene un confunto de va-
Lores phoplos deseados. Supongamos que el vector de estado X no es
disponible y construimos un estimador dé estado a/.s@ﬂi(;’téco:

2 - (A-LC) X +Lly+Bu (2 - 13)
(En el sdigulente capz,méo anauzmemo/s' Y obtendremos esa ecuacidn

del estimador, por Lo pronto Lo asumimos como clertal.

EL estimador Lendrd un conjunto de valores propios de (A - LC), que

gormandn su polimondic caracteristico.

n

Como X no es disponible, usamos u - !33_2 en vez de u = v + hx
en La healimentacibn de estado. EL vector de ganancia k €5 cons-
tuido nespecto al estado real, al usarn un estado estimado en La
rnealimentacin no hay déﬁe/iencéa, es decin, se seguind tendlendo el
misme polinomio caracteristico de/s eado panra el sistema realimentado.

Por otro Lado, Los valores proplos del estimadorn aparecen en el 544

Zema Zotal simngin camblo. Esto se puede ver de Lo A.thuée;wé:

v i\ u . Y .

Y
£
> Esi‘_lmac}ol\‘ |
R F

{ia. 2.7

i
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Sustituyendo ¢ por Cx 4 u=v + k /_:E en(2-12) y (2-13} se obtiene La

sdigulente ecuacidn:

x| A B

- : + 15 v (2 - 14)
Lc A-Le+BR ] = : :

1=
|O:?

Jo¢ >
1>

]

Usando La sdigulente transfomnacidn de equivalenala:

X - a -0 ).(: . X
% PR O P x- X
]
La ecuacidn (2-14)se transforma en:
x| | A+BE B x| |8
R -]+ v (2 - 15)
X 0 A - Le X | - 10

De (2-15) vemos Lnmmedlatamente que ef polimanio caracternistico del
sistema completo es el producto de £os de (A + Bk} y (A - LC). Esto
pauneba Lo dicho anterdiommente; es decin, que por Lo mencs en Lo que
a valohes phoplos se hefierne, no hay diferencia en realimentacion
de estado entre x y g, Y que Los valores proplos del estimador no

sufren cambLos algunos en el sistema Zotal.

Consecuentemente, el diseno de La ﬁew&&nemﬁacﬁc’m de estado y el di-
sefio de estimador de estado pueden sen LLevados a cabo en fomma 4in-
dependiente, y el polinomio caracteristico del sistema completo senrd
el producto de Los de La realimentacidn de estado y del estimadon de
estado. Esta propledad se conoce como el principio de separacibn y
es de gran Amportancia pues p@/un@t@ el estudio de ambos «temva/s pon
separado. En base a esio, vamos a tratar el problema general de La

estimacidn del estado.
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2.5 PROBLEMA GENERAL Dt LA ESTIMACION DE ESTADO

Hemes hablado hasta ahorna de La realimentaciln de estado -asumiendo
que Zodas Las variables de estado son disponibles como safidas. Es-
ta Aupaééc,één no se cumple en La prdetica con grecuencia, ya sea poh
que £a4 variables de estado no son accesibles para und medicibn di-

reeta o porgue el nimers de Lnstrhumentos de medida es f,énu’,tado.

Por Lo tanto, para poder aplicar healimentacidn de estado para esta-
‘bilizan, optimizan o desacoplan sistemas, se debe encontrar un sus-

tituto suglolentemente cercano al estado real.

En adelante veremos como Las entradas y Las salldas de un sistema
pueden ser usadas para controlar un dispositivo, de tal forma que
Las salidas de dicho dispositivo se aphoximen al vectorn de estado.
EL disposditivo que consthuye . un'a a}o/wxximacédn del vecton de estado
se LLama estimador de estado. En el sigulente capiltufo de esta te-

546 estudiaremos algunos estimadones de estado.

Como ya vimos en reallmentacién de estado, el resultado serd el mismo
44 se usa un estimado ded estado, en Lugan del estado neal en La re-
alimentacdibn. Esto es fundamental para poder trhatar ambos phoblLemas

por separado .

De ahora en adelante wswremos el sdigno " sobre una variable para de
notarn que se trhata de una estimacién de La variable. Por ejemplo,

A . .
X es una estimaciin de X.

Ademds, en genenal, exdisten dos tipos de estimadores de esitado, Los

de Lazo ablento y Los de Lazo cernado; en Los primercs no se heallza

Reg: 3.
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ninguna comparaclin ni cornrecelén con el estado estimado. En el se~
guhdcz caso, ya se realiza una comparacifn, el resultado de La cual,
es nealimentada al estimadon. En Las 2 §Lguras sigulentes vemos dia

gramas de bloque de estimadores de Lazo ablerto y realimentados.

SISTEMA

REAL __J

ESTIMADOR [—> %

© Estimadon de PLazo ablerto

Fig. 2.3

w » S ISTEMA y
REAL

N

ESTIMADOR f——= %

Estimadon realimentado

Fig. 2.4

En el sdguiente capitulo trhataremos ya en forma més detenida Los
distintos casos de La estimacién de estado, fanto para sistemas

univaniables como multivoniables.



CAPITUOULO LT X

CAS0S DE LA ESTIMACTON DEL ESTADD
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CASO UNTVARTABLE

3.1.1 EL estimador de dimensidn n

Consideremos La siguiente ecuacidn dindmica univariable, Lineal
e Lnvariante en el tiempo:

E]: :’i=£}_+8u
, - (3-=1)
y:

| o>
=

Dondé X es un vector de estado n x 1, u es una entrada escalar,
y es La fsa&dd escalan, A es una matriz real y constante n X n, -
B es un vector columna real y comstante n x 1, y C es un veelon
§ila real y comstante 1 x n. Sin pérdida de generalidad se a~

sume que La parte de transmisifn directa es igual a cero (D).

Asumiremos que Las variables de estado no son accesibles, pero Las
matrices A, B y C son complefamente conocidas. De ahi que el pro
blema es el de geﬂma}z x (&) a partin de La entrada w y de La sa-

Lida y, conociendo Las matrices A, B y C.

Podemos duplicar el sistema oniginal si conocemos Las matrices A
y B, como se ve en La figura 3.1. Podemos !Léamcuz a 8ste un estL
mador de Lazo ablernto. Ahora, &4 La ecuacdidn orlginal E] y el
estimadorn Tienen el mismo estado Lnicial y La misma entrada, La
salida del estimador _?_c_ (%) send Lgual al estado neal x (X} para
todo .

EL problema por Lo Lanto se reduce a enconthar el estado inicial

de. E7 Y fijarn el estado inclal del estimadorn a ese estado. Se

REF: 3
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tonces para una muy pequeiia diferencia entre x (to) y g (Zo)
para cualquier to, La cual puede ser causada por alguna per-
furbacibn o una incornecta estimacibn del estado..iniclal, La
diferencia entre el estado real x (1) y»d estimado 2 (2] se
inonementand con el tiempo. Lo cual, 84 queremos estimar el
estado pana Luego con una healimentacién de estado establli-
zan el sistema, nesulta fatal. Es pon esto, que generalmente

ne se utiliza un estimadon de Lazo abierto.

De La figura 3.1 vemos que a pesar de que fanto La entrada
como La salida de E7 estdn disponibles, nosothos usamos tan
5680 La entrada en el estimadon de Zazo ablento. Es Ldgdleo,
que s4L ftanto La entrada como La salida son wtilizadas, el com

portamiento del esitimador puede ser mejorado.

‘f q B _—Ryi——,iﬁj_g'ﬁ

| A D

Y

(m
la

1

j{eeod
Vv
>
—
SN
=
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EL estimadon de La gigura 3.2 es manejado poi La salida asi

como La entrada del sistema original. La salida de E,, y=cx

1
es comparado con Q=gg, Y Su diferencia es Mdda como un Tér-
mino de cornecelbn.  Esta digerencia es multiplicada por uﬁ
veeton columna heal y constante n x 1 L,y alimentado a La
entrada de Los integradones del estimadon. Este estimadon
Aejw’n_b'lamado wn estimadon asintltico, pues, como veremos des-

»

pubs, el ernor tiende a ceno en una fornma asintética.

La ecuacién dindmica del estimador de estado asintético mos-
Zrado en La flgura 3-2 estd dado pon:
$eafely-ci] vvu (5-2)

que. puede ser esenita como:

Q :{_A‘—[_ng;-}—_[__yd—.

u (3 - 3)

| o3

Lo cual puede sen redibujado usando (3-3] como se ve en La fi-

gua 3. 3.
e O e I
IL
—1 A
rr - T - - T T T T T T T T —{
| —, :
l [
1 |
! |
} |
! |
i i E
—— b =)= } =
: |
'. ‘ l
o |
! A -LC e l!
M . ]
. . |
4

_ Estimadon

fLa. 3.3



- 29 -

cLaramente. g es el ernon entre el es-

<>

S¢ definimos X = x - X,
tado real y el estado estimado. Restando (3-3) de (3-1) obZe- |
nemos que: .

~

x=(A-Lel X

Si Los valores propios de (A - L o] pueden ser escogidos arbi-
thaniamente, entonces el comportamiento del ernwn X puede sen
controlado. Porn efemplo, s4 Zodos Los valonres propilos de

l(A - L o) Zienen su parte real negativa y menones que -a, eﬁ—

tonces todos Los aompon‘en/tus de X 4e acercandn a cero por Lo

menos como e

En consecuencia, adn 44 hay una ghan diferencia entre X (to) y
x(to) ab tiempo inicial %o, el veeton X se acercard a X rdpida
mente. Por esto, 44 Los valores propios de (A - L o} pueden

sen escogidos apropiadamente, un estimador asintdtico es mucho

mds deseable que wio de Lazo abilerto.

Si4 La ecuacidn unlvariable Lineal e Lnvariante en ef Zliempo E i
(3-7) es observable, entonces se puede construuwin un estimadon
asintético de estado con valores phroplos arbitrarnics. EsZo se

puede probar gdeilmente.

SL E, es obserwable, por medio de una thans 60/un'ac/£6n de equiva-
Lenela X = P x, se puede transgforman en La siguiente ecuaciGn
equivalente, que es La fomma candnica obseavable (como vimos en

el capftulo anterion):



00 0 -a, b 1

10...0 4,y n-1

01 ...0 -a , ) |
X = x + | . u (3-41)

00 ... 1 -a . I b, |

g=\:00...0 1} X

SiK, B y T son Las matnices de La ecuacifn (3-4), claramente fe-

nemos que A = P X P, §j=Bj7

ByC=CP. Deginimos L como
1

;-

[. Entonces es fdeil demostran que (A-LC)=P' [A-LCIP, y

.
que el polinomio caracterisiico de (A-LC) es el mismo de (A-LC).
Sea el polinomio caracteristico de (A-LC) con un conjunto de va-

Lones proplos deseados :

- n-1 Z ’ -
An + a] A F o + a . 8

S el veeton L', el transpuesito de L, se escoge como:

1 - - - |
L = [a n-an 4 ;o= g ... 4 - aj} (3 -5
entonces Lenemos:
00 ... 0 -a
n
1 0 an_7
(g_lc) - 01 ... 0 “an_z ( 3 -4 )
00 ... 1 —a7

mathlz que tlene el conjunto deseado de valores phoplos.

1

Si L= P L, se caleula como en (3-5), entonces un estimador de

estado puede sen construido wtilizando La ecaae&dn.{3~3). Otra
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forma de constuiin este estimador, y que nos facllitand La cons
trcaidn del estimadon de dimensién (n-1), que veremos mas ade-

Lante, es wsando el vector £ dado en La ecuacién (3-5).

Debemos Zomar en cuenta que el vecton L es caleulado usando La
50/ﬁna canénica observable de fa ecuacifn dLno’m’ca del sistema
(3-4), porn Lo que &L £ es utilizado La eéuac,één dch’um’.ca, del es
Zimadon de estado debe sen:

A
J

x - :
Este estimador da un estimado de X (no de x). Como X y X estdn

w (3 - 7)

1 3>1
t et
I Ot
11>
te—t
1 o3t

g-f‘

- A A -
nelacionados por x = P ]_Z_i,/.m'_ X es multiplicado pon P 7, enton-

-1 A
ces La salida _?c_ =P ! x da un estimado de X.

SL ‘ﬂa ecuacidn dindmica a sern estimada es observable, Los valo-
nes propios de un estimadon dé estado pueden ser escogidos arbi
Thaniamente. Es claro que AL se escoge valores phoplos con parte
rneal negativa, entonces, sin {mportar cual es el estado inicial
del estimadon, La salida del estimadon X va a aproximarise ol e/.>~.
tado real x en fomna asintética. Por esta razdn es por La cual

LLamamos estimadon asintdtico a este estimador de estado.

AL wsarn un estimador asintéiico no Tenemos necesidad de fLfarn su
estado indedial, ya que no Lnporta cual sea su estado Aniclal, su

salida tendend al estado real rdpidamente.

Con un pequeio ejemplo numérico podremos aclarar cualquier duda
acerca de La comstruceidn del estimador. Consideremos La 5.4-

gulente ecuacidn dindmica:
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1 2 0 2
¥ =/ 3 -1 1 X + 1 w
0 2 0 1
y=\:0 0 I:I X

Esta ecuacin Liene La siguiente forma candnica observable:

x |1 09 Z*ZLL
0 1 0 1

<
[ ]

ol

Esta ecuacidn se obtiene porn medio de La transformacibn de equi-
valencia x = P x dondes:
1/6 1/6 7/6

0 1/2 0
0 0 1

he)
i}
|
!

y el polinomio caracteristico de A es:

/.\3—9A+2

SL tomamos como valores proplos del estimador a -3, -4 y -5 en-
tonces, el polinomio caracteristico de (Ev— L T} sena:

(5+3) (4+4) [s+5]) = s>+ 12 4% 4+ 47 5 + 60

Consecuentemente, el vector L debe sen escogido en La siguiente
gorma:

’— _-— -— H_
'_I_’[-GLZ» a3az a2a7 CI_J

Z'=|:60_—Z 47 + 9 ]2—0]=[585672]

y La ecuacibn del estimador send:



I
w
w

!

-

[ A ] ' S B [
X, 0 0 -60W X 5§ 31
A Ly
X, 10 -47 X, | * 56 \ y+ | 2 w
A A '
x3J 0 1 -12 Xg 12 1

Esto nos da un estimado de X; &4 deseamos obtener un estimado

de x, que es nuestho caso, debemos premuliiplicar a i pon

Q = f] y obtendremos _)2 La ecuacidn del estimadon podriia sen
meé@nentada en un Compui:adon analdgico para su resolucidn, en

diaghamas de bLoques el estimadonr senla como se ve en La figura

3.4. d

\@: o8 o

'\/5 >+ N 4/5 X3 N A

-0,

4ig. 3.4

3.1.2 EL estimador de dimensién (n~1)

En el estimadon asintético de estado podemos notarn que Eiene La
misma dimensidn que La ecuacidn dindmica a ser estimada. Si

examinamos con culdado La ecuacidn dindmica (3-4) vemos que La
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salida y nos da ya una de Las varlables de estads en gomma di-
necta, esta es 'x_n, es decin La @ltima componente del vector de

estado X .

Por Lo tanto necesitamos estiman tan s6Lo Las primeras (n-7)
aompoﬂen,te/s de x. Veremos ahoha que 4 La ecuacibn dindmica o
ngincdi es observable estas (n-1) varniables de estado pueden ses
estimadas wsando un estimador asintético de dimensidn (n-1) con

un conjunto de valores proplos arblirariamente escogldos.

A La ecuacidn dindmica en su forma canfnica observable (3-4),

La podemos Lhansformar wsando La slgulente Lhans formacion de e-

quivalencia X = P, X donde
10 ...0 -a
n-1
.
0 1 ...0 -an—Z
Eq =
0 0 1 —&]
0 0 0 1
y &7, ?LZ, . &;1—7 son ndmervs heales arbitranios. NoZemos

que debido a La gomna de Py, 27-7 send como sigue:

1 0...0 a
n-1
01 ...0 4 ,
-1
27 =
0 0 1 a7
o 0 . 0 1
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Realizando La thans formacidn obZenemos:

-, T F N . _.

v A N A N
X9 SR S B o B R Y o
3,(2 o 0 _an-Z . fn—] "f’n—ZiL? B I f’n-Za'I
X3 0T ... 0-a 5 & ,-4 34 -a ,+ & _sa
_ X
v A A A A
“n-T 00 I 2 e A b
xn _0 0 0 1 —a7 + a7 J
bn - an—1bT
A
n-1 " %21
n-2 an—3 1
+ . u (3 - §)
A
b, - a;b,
b,

y = [ 000 ...0 7} x

Todo sistema univariable, Lineal e Lnvarianite en el Liempo, que
sea observable, puede sen Thansgomunado a su forma candnica ob-
senvable, de aqui se puede concluwin que Zoda ecuaclén dindmica
wiivaniable observable puede sern thansformada a La forma de
(3-8).

Si el vector de estado x debe sern estimado, ya que g=3’u1, Ltene-
. v N v
mos que estimarn solamente x1, x2, ..., xp-T.

Esto puede. coMegLu'Juse wtllizando un estimadon de dimensién (n-1).
La ecuacitn dindmica del estimador se ha escogido de La siguiente
gosuna:
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Y 00...0-a [ %
{') . VL-7 A
X2 1 0 -a | X2
{) n-2 9’
X3 01 .0 - an_3 3
?cn—? 00 1 - a ?m—I
i | I 1]
- T S b -4 b
‘ N an;jah n n—?AY ] n An—T 1
T an—Zf? - T fn—za7 bn-l B in—ZbY
an—Z B an—3a7 B an—Z * an—SaY bn—Z B an—3b7
+ y +
A _ AZ + A . b _ &\ b
g = &4 = & T 4 2 197
L _ _ L |

Emfbncexs de Los prnimenos (n-1) ecuaciones de (3-8} y de (3-9),

o~ v, o N
Zenemos que AL XL = XL-XL, para £=1,2,..., n-1:

— . — —_ — —_

X1 00...0-a X7
. n-1 ~
X2 10...0-2 X2
n-2
%n-1 00 ... 1 - &] Xn-1
Como 3], Ziz,... &n_] pueden ser escogldos cmbwmameiwe, Aon

Los coeficlientes del polinomlio ac@aote}u%zﬁéao que Zenga como va
Lores propios (n-1) valores que no501104 podemos escoger de a-

cuendo a nuestha conveniencia; el comportamiento del erron en-
the % Y 5 puede ser contrholado por nosotros, y por Lo tanto, el
estinadon puede sen disefiado para respondesr Lan rdpldo ao;ﬁo de-

seemos.

La salida del estimadon de dimensidn (n-1) da un estimado de 2,

w (3 - 9)
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con el gin de obzener un estimado del estado oniginal x, X

debe sen thansformado por P -1 para dar un estimado de X, y

1
despuls transformado pon 2‘7 para dar un estimado de x. Esto
Lo vemos mds claramente en La §iguwra 3.5. '

] SLs'te\Y\O_ S

<>

F
!

Estimador de

12%¢3]

dimenstion
(-4

V'

g4Lg. 3.5

Tgual que en el caso del estimadonr de dimensién n, el diseflo

del estimadon de dimensibn (n-1) podemos LLevar a cabo en foima
L;1depgnc£éemte del diseno de La nealimentacidn de estado, es de-
cin, el prinedpio de separacitn ain se cumple. (En el capiitulo

anterlon thatamos este princlplo).

Para aclarnan cualquien duda sobre La construceibn del estimadon
de dimension (n-1), volveremos al efemplo numénico que wtiliza-

mos en el caso del estimador de dimensidn n.

En el efjemplo Xenlamos que:

a, =0, « =—9ga3=2

2

Yy que b.7=7,b‘.2=Zy‘b3=3
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S tomamos como valohes propios del estimador -3 y -4, su pold-

nomlo caracteristico send:

(5+3) (s+4) = 42 + 78 + 12

ga2=12, a,=7.

De [3-9) obztenemos directamente La ecuacibn del estimador.

0 -12 - 86 -9
Y+ u

-28 -5

1 1

RS LD
o

=e> RO
+

7 Po-7 2

Y un estimado del estado oniginal x estard dado pot:

X, 1/6 1/6 776|110+ 12 27
vl S Lol 0 12 oo+ 7 ¢
=T | 2|7 )
y 0 0 1 lloo 1 y

Donde _E-] = @ ya obtuvdimos para el ejemplo anterdon, y donde
E?_T La obtenemos de acuerdo a La forma vista antes en este

mismo capltulo.
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CASO MULTIVARIABLE

Ahona estudiaremos el diseilo de estimadores de estado para sistemas muf

tlvaniables, L{nvariantes en el tiempo, Lineales y observables.

Se ve claramente que es deseable el cﬁ@eﬁaﬂ un estimador con La menoi
dimensibn posible. Si el rango de La matniz C es q, entonces un estima
don de dimensibn {(n - q) puede sen disefado para generar fodas Las va-
Mab!i‘e/s-.de'%tado .I Esto se consdgue en dos pasos, primero, Trans foruna-
mos La ecuacidn dindmica en una porma candnica tal que La nueva ecuacidn
pueda sen considerada como consistente de un conjunto de Aubewac,c‘one//’s de.

una s6La salida. Luego, para cada subecuacidn, diseilamos un estimadonr

aplicando el procedimiento visto en el caso undivaiiable.

Consdderemos La ecuacién dindmica de dimensidn n, Lineal e Lnvariante en
el Liempo:

E:'i

]
| >
[ =
+
|
[=

(3 -10)
Y=

1o
]

donde x es un vector de estado n x 1, u es el vector de entradas p x ]

y y es el veeton de salidas q x 1; A, B y C son matnices heales y cons~

Zantes n x n, n x p y q x n respectivamente. Asunimos que La ecuacidn

dindmica E es observable. Si La matrniz C La escnibimos de La siguiente

¢

¢,

fouma:

9 =

Reg: 3.
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Entonces podemos enconthar un confunto de n vectohres gila Linealmente

Lindependientes
-

(3-11)

-

° AU.q—]
a

Este conjunib de vectores Lo obtenemos de La matriz de observabilidad
de (3-10), usando el segundo esquema, visto en el capitulo anterion (en
gormas candnicas). Esto es, hetenemos Los vectores fila Linealmente in
dependieintes en el ohden de C], CZ’ CS’ Cq, C]A, CqA, C,Az,

C Az, cov, Y Los reordenamos para obZener La matrniz de (3-11). Donde

U + oty oo ¥ LLq = n.
Degdinamos :

-1 :

M7 = l:e” Crpre-Cyiy Loy Cpp ver Cpp o eq7 qu equq]

Del hecho que M ﬁu? =1, donde I es La matrniz Ldentidad, podemos veri-

gLean con pacilidad que:

| Tt esqul U0 asy
Ahora deginimos |
g = equ; Ae A41-1

«e0 A e
7LL7 7U.] QZLLZAQZ(LZ' .«

u,~-1
AT Ty, e e L gl (3 - 13

Uzies -
Tlizando (3-12) podemos demostran que Lay columnas de Q (3-13) son

Linealmente Lhdependientes .

d . SL usamos Lag coluwnnas de Q como vectosies
e una b b

ase, entonces obtendremos fq sLgulente ecuacidn equivalente:
(La thans fommacisn og X = Q_I x)



- 41 -

Cl,_Ab'eJ;j.=1 b L=l y §=h+ )
. 3 -12
= 0 en cualquiern otho casc
Ahora definimos
_ LL]*]
Q = [e]u1 f_\em] oo A em] eZqu_\ezuZ...
w,-1 w, -1
A72 e e AT e
. 2u? qu,q qity

(3 - 13)

Utilizando (3-12) podemos demostrar que Las columnas de Q (3-13) son

Linealmente independientes. Si usamos Las columnas de Q como vectonres

de una base, entonces obtendremos La sigulente ecuacidn equivalente:

{La thansformacidn es X = 2—7 x)
= 1
;1100 .. 0x X X
= !
Xq, 70'.‘. OXE X X
1
!
1
}
b . 1
X1 00 . 7X:‘ X X
_____________ O
- i i
212] Xi 00 . OXE X
X9p XE 10 . OXi X
| 1
| i
| {
| |
1 1
1 I
1 ]
. b s —
202 Xy 001X X +Bu
_______________ \
i
\
{
1
\
. \
: oo
|
qu X X :00 .0 X
xqz X X 57 0 . 0X
. i
|
1
i
: | C
Xquq X X EOO.‘. I X

(3 -14)
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P 00 ..
Yy 00 ...
L 00
e L

0

1
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1 | ]
.0 01 ':ao 00
i
.01 | .00
! P
[ |
] |
( t
1= ]
1 |
j \
o | 1 .
I ]
.005 :‘00. 01
[} I
[ 1 -

Donde X denota un efemento que posibLemente es diferente de ceno.

ObZenemos La matriz A en

La matrniz C como C Q .

dimensién Ue X Uy, donde £ =

(3-714] como Q

Q ! A Q; La matniz B como Q‘i@y

Notemos que cada blogue en La diagonal es de

1 + U .. UL =N

’ 21 C[

2, ..., q. Como U

La matrniz A es de dimensidn n x n.

A La ecuacibn (3-14) La podemos miran como consistente de ¢ ecuaciones

con valas entradas y una s6La salida de La forma:

X 0
7, !
Lx;uz 0
L _ 1.
Y £ = 0
Donde E.
AL

0 ..

0 .

..

.0 x

o001

0 x

7 x

x1
L

+
i
N

+

} oo
s

=

(3 -15)

X .
—4

Lo obtenemos tomando todas Las columnas w, de Los bloques, y

neemplazando por ceros La columna U, que coutes ponda a La ecuacién

(por efemplo, en La primera ecuacibn, La columna u

1 del primer blLogue

se neemplaza por ceros en E).

La ecuacién (3-15) puede sern thatada como vimos antes en este capitulo

para el caso multivariable.

Es decin, podemos consunin un estimador

de La dimensiln {u/; - 1). Consecuentemente, para toda La ecuacidn
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(3-14) necesitamos q estimadores, cada uno de dimensdidn {ui—H, Lo que

da una dimensién total {n - q).

Estos q estimadores genmeran (n-q) voniables de estado; el vector de sa-
Lida da otrnas q componentes, con Lo que completamos el vectorn de estado.
Ahona, Los valores proplos de cada estimador pueden sern escogldos arbi-

Thaniamente como vimos para el caso univariable.

EL proceso sernfa como sdgue:

- Escogemos Los valonres proplos del Lésimo estimador, en base a estos
valones proplos condtwuimos una mathiz Pi; (Zal como se construye

Pi en el caso wntvarniable) .

-~ luego a La ecuacidn de La forma de [3-15) La trhansfomamos haciendo

N -
X, =P x -

- Luego Zomamos Las primeras t, 4 ecuacliones y en basea ellas (como se
forma La ecuacibn (3-9) en el caso univariable} formamos La ecuaciGn

del estimadon de dimensidn ui_].

-~ La salida de este estimadonr X, e hans formada Luego poi EM—? (to-

o . .
mando Xui = y L).

- Una vez que tenemos thansfoamadas Zodas Las salidas de Los estimado-

2
hes, fgormamos el vecton X.

- AL veeton x estimado Lo thansformamos con Q en el vecton 2 que es el

que buscamos.

En Los sdigulentes capliulos mostraremos Los phogramas desarrollados para
construin iy nesolver Los diferentes estimadores vistos en este capiltulo,
claro que es a\uiden,te_ que con el programa para el caso multivariable de-
beamos podern resoluen el caso unlvariable, pues este Wtime es tan 4640

un caso pasticular del primero.
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Pon dLEtimo, vamos a ver un pequeilo efemplo numbrico para comphrender me-

fon como se fomman Las (n - q) estimadores:

1 2 0 1 2 1
R A g |1 0 c- 01 0 0
~ o o 1 1 - 11 0 0 0 1 0
0 2 0 1 2 1
01 0 0 1/3 1/3 -1/3 0.
3.1 1 0 B 0 0 0
M=y 01 o M7= 0 0 ]
0 0 1 1 0o 0 -1 ]
(173 173 0 1] 3 -1 -3 ¢
0 1 0 0 -1 0 ] 0
9 - g’ - °
0 0 0 1 0 0 -1 ]
0o o0 1 1] 0 0 1 0

Realizando La Thans formacidn:

07 1 0 -4 7 3
1010 4 10
L B R A
007, 0 -1 1
0011 2 10

s o101 oo
= 00 i 01
Eschibimos en base a esio Las q eouaciones:

X171 07___r 0 -4 2 3

xm 1 0 10 4 1 0

11
o<
+
K~
+
| =



S84 Zomamos como valor proplo para ambos estimadores al ndnero & = +7

entonces:
' 1 7

P = P

—11 —12 0 1

ya que La ecuacidn caracteristica que Liene ese valor proplo es 5 - 7 = 0.

Hacdiendo Las Ltransforunacliones tenemos:

%77 7 -42 0 24 9
I 2 Al I T 20 . T I B (- A I

S W
S

12

v 7 .
Y| [T e ., 70 u +{f6
b |71 | = o o |H* 1 o

y Las ecuaciones de Los estimadores som:

P
=

N

A [0 ¥ 24] [g7 +[9 3],
Y2
| u

it

. LLZ
A A .
X0 = 7x” [—42 + 24] y [Q.JJ
g7 1
Xgp = TTXpy T 84, ¥ [2 QJ Yl [’é {] t

Y2 4y
X4 ‘=. ~TXy4 [Z - 64] y [—6 I} w



CAPITULO TV

ALGORTTMOS , PROGRAMAS ITHPEFNMENTADOS Y DIAGRANMAS DE FLUJIO
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En este capliulo presentaremos Los programas que han sido desarrollados para

eAta tesds.

Los programas que presentaremos )qﬁedelz sen divddidos en dos ghupos: Un pri-
mei ghupo de phogramas, que tienden a resolver Los problemas de Lipo matemd-
tico, como Lnversibn de matrices, por ejemplo; y que Luego son utilizados aomé
subrutinas de 204 proghamas que resueluen el problema de fa estimacidn del es-

tado, sdendo Estos Wltimos Los que confomman el segundo grupo de programas.

Los Listados de Los programas implementados Lo phresentamos en el apéndx;cé B,

funto con un manual para su wtilizacion (apéndice A).

A continuacidn presentaremos Los algoritmos o métodos utilizados en cada pro-
grama y un diagrama de lufo (funcional) de Los mismos. Esto Lo haremos en

dos pcuvteka, en La primera, presentaremos el paimer ghupo de proghamas al que
hicimos neferencia, y que LLamaremos programas auxiliares, para Luego presen

tan Los proghamas que hesuelven Los estimadonres,  y que LLamaremos phoghamas

prinelpales .

4.1  PROGRAMAS AUXTILTARES
4.1.1 CHRQ-ELR. Proghama para enconthar el polinomio caractenisitico

de una matriz.

Para nesolvern el problema de encontrarn el polinomio caracteris
Zleo de una matrnlz hemos usado el mEtodo de Leue/z}u’e); con La
modigloacion de Faddeev! Este método utiliza el thazo de una
matniz (trh), que es el resultado de sumar todos Los elementos

de su diagonal.

Reg. 4; Ref. 55 Ref. 6
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EL método consisie en caloular una serie de matiicds 57, AZ"‘ ..

i r donde n es La dimensibn de La matrniz A cuyo polinomio des ea

mos obZenen, y se tiene que:

A = A Mé;‘Q; §7=A7—QI

éz :_A§7 M2ﬁ2 4 B, = A, - q,L
éﬂ—?' - 551—2 m én-] U1 Zp-q —~-1 qn—]—I-
n-1
Ar 7 AR 'mén - 4y N
n
y -al=-qgL paad=1,2,...,n

Donde el polinomio caracteristico de A es:

i n-1
Sl+a7/5 + ... + an.

Los diaghamas de éste y Los demds proghamas se encuenthan al §i-

nal de este capifulo.

INVE-ELR. Programa para enconthar La Lnvernsa de una matriz.

Para encontrar La <nversa de una matriz usamos el método de

Gawss* con plvotaje de colunna.

En grandes nrasgos, el método consiste en buAm en La Lesdima
columna el mayorn elemento desde La diagonal para abajo. Si Este
elemento no eAIcir en La diagonal, se phoduce un intercambic de
gilas Tanto en La matniz a Lnvertin (A); como en una matriz au-

xilian D que iniclalmente es Lgual a I, de modo que el elemento

mayon (en médulo) queda en La diagonal.
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Luego procedemos a dividin foda La §ila 4, sobre La cual estd
el elemento mencionado, para dicho elemento, y hacemos Lo mismo

con La mathiz D.

Ahona nestamos de todas Las gilas de La matrniz (menos La 4ila
L) el producto del elemento conrespondiente a cada §LLa en La

columna £ por La Lesima §ila.

Repetimos el proceso hasa que £ vale n y ahora La matniz A send

Lgual a I y La matrniz D send La inversa de A.

Este proceso Lo entenderemos mas claramente viendo el Diagrama

N2 7 y con el Listado, que se encuentra en el apéndice B.

DET. Parograma para encontrar el determinante de una matrliz.

Para encontran el deferminante de una matriz hemos wtilizado el
método de La eliminaciin de Gauss . para hacer de La matrhiz una

matniz trnlangularn superioi.

Ay Qyp eee am

1 %99 -0 Gy
Sea Det =

an] %2 ann

Y aq # o, dividinos La primera {LLa para sy Y Lenemos:

1 bIZ bin
A1 %gg o Ly
1% YGm
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Ahora hestamos de cada §ila La primera ila multiplicada porn el

paimen elemento de La fila particular y obtenemos:

1 b]Z bln

0 a22.7"' aZn.?
Det = a”

0 a112.7 ann.?

9.1 7 Y
Det = P

a‘nZ. 1 a'nn’ 1

Con el determinante de orden (n-1] que queda procedemos Lgual, 4.4

Py # 0. Sdiguiendo poh este proceso veremos que el deteaminante

o4

Es conveniente que en cada paso dejemos en La esquinda superiohi
quw&eﬁda el mayor elemento (en midulo) de La pwné/La columna,
antes de proceden; en todo caso podemos poner en ese Lugar el
primer elemento de La columna diferente de cero y el resultado no

se agecta.

EL diaghama de estfe phograma se encuentra como DLaghama N= 3.

RUNGE-K. Programa para hesolver un sistema de ecuaciones dife-

renelales.

Para este programa wuti{lizamos el método de Runge-Kutta de cuarto
orden. Las ecuaclones hecuvrentes que sirven como algoritomos

Adon:
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?7 = 6] (xz, ca X w)
x, = 62 [xi, X u)
kn = 6n (x7, e X, w)

f?.’.l = 61 {X‘I) N LI_)

n
Th 6n [xi’ Xgr oee xn’ ]
h27 = {, (x] + h?]’ X2 + h]Z’ .oxn o+ hjn, wlt+h/2))
: 7 7 7
k2n = 6n (x7 h]l’ X, * h]g’ co, X h7n, w(t+h/2})
7 7 7
k3 ;= 57 (x] + h21 , x2+h22, ce., X+ hzn, ul{t+h/2})
2 2 V4
h3n = 6n (x] + hz]* Xy hZZ’ ce., Xn# hzn, wltrh/2])
' 2 2 Z
h4 7 6 (x7 + h37, X, + hBZ’ co., Xn o+ hzn, w(t+h))
h4 n = 5n (x7 + h37, X, * h32, R xn+h3n, ult+h))
Y
X,o=xy t h/é (hll + 2&27 + 2h37 + h47)
Xy = X, h/é_(klz + 2&22 + 2h32 + h42J
xn' = x, * f/6 (hln + thn + 2h3n + h4n)

Donde h es el intervalo de Tiempo seleccionado, xi es La Lesima
componente de x paia & = 2o y xé' es La Lesima componente de x
‘pana £ = Lo + h, y que para Lo siguiente Lteraclin pasa a se xXL.

EL diagrama de este proghama se encuentra como Diaghama N2 4.
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4.2  PROGRAMAS PRINCIPALES
4.2.1 PRST. Programa para encontrar y resolven La ecuacidn del esti-

madon de dimensidn N para el caso univaiiable.

Este programa primero encuentra La ecuacin del estimadon. Si
tan 4680 deseamos fenern La ecuacldn del estimadorn se Lo puede
hacen LLamando el phrograma ESTU-ELR, que comprende tan s0lo es-

‘ta primena parte de PRSI.

Lo que penseguimos con este programa eb plian,tgm La ecuacién del

estimador de La forma:
; A

- E-IOX+Iy+Bu

|¢i>

Para obtener esta ecuacibn phocedemos como se indica en el capl
tulo anterion. Para Lo cual primero obtenemos el polinomio ca-
rnactenistico de A, Luego La matniz de trhank pormacin P, que nos

sinve para obfenen La fonuna candnica observable.

Luego en base a Los valores proplos del estimador, que . NOAU— -
Zhos selecelonamos, obtenemos el polinomio caracteristico de
(K- LT} y el vector L; con Lo que hemos obZenido La ecuacibn

del estimador.

Pana obtenen Los coeficlentes del nuevo polinomio caracterisitico

utilizamos el sigulente algoriimo.

oF (1) = (-1 S (Producto de fas raices tomadas N-T+7 a
La vez)
I=12,...N

Una vez LLegadas a esfe punto phocedemos wtilizando RUNGE-K, a
nesolven La ecuacidn de estado, con Lo que obtenemos el estado

rneal y La salida.

Reg: 3
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Luego nesolvemos La ecuacidn del estimadon, twnblén coin RUNGE-K
con Lo que obtenemos un estimado del estado transfommado X. Lue
go mubtiplicando este estimado pon La Linversa de La matriz P,

obtenemos el eAumado del estado X.

4.2.2 MPRST. Proghama para enconthar y resolver La ecuaclbn del esti-

madon de dimensidin (N-T), en el caso univariable.

En este proghama, como en el anterlor, Lenemos una primera parte
en La que encontramos La ecuacion del estimador. SiL Lan so0lo
deseanos hacer eszo debemos usar el proghama ESMN-ELR, que Zan

4080 comprende esta primera parte.

Realizamos el proceso tal como Lndicamos en el capltulo anterior.
Senfa conveniente que el Lecton Lo nevdse, para und mejor compren

s40n de este programa.

AL Lgual que en PRST, piimero obfenemos el polinomio caracteris-
fico de A, y Luego La matriz de Zransformacidn P, para obtener

La forma candnica observable

Luego, en base a Los valores proplos del estimadorn, sefecelonados
poi nosotros, obtenemos Los coeflcientes del polinomio caracte-
ristico del estimador. Para ello, usamos el mismo algonitmo de
PRST, con La diferencia de que ahora el grado del polinomic es

(N-T).

Luego escribimos La ecuacidn del estimador, en base a Los coegi-
clentes del polinomio caracteristico de A y del polinomio carac-

topistico del estimadon {vern el capiltulo anterion).
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En este punto, utilizando RUNGE-K resolvemos La ecuaciin de es-
tado, y obtenemos el estado real y La salida. Luego resclfvemos
fa couacidn del estimadon y obtenemos un estimado de \_52_ Mqlbté—

1

plicando este por _P_)_7 Y E—- obtenemos un Mi&nado del estado x.

MULTI. Programa pera hesolvern La ecuacidn del estimadonr en el

caso multivarniable..

En este programa también serfa convenlente que el Lectorn revise.

La pante -cornespondiente del capitulo anterion.

Primeno obtenemos La matrniz M, como indicamos en el capliulo an
terion, Luego encontramos KT. En base a [7 y A obtenemos La

. . , -1
mathiz Q de thansformacion y su Lnversa Q .

Realizamos La transfromacion X = 2—7 X Yy obZenemos La ecuacidn

equivalente vista en el capltulo anterlon.

Resolvemos a continuacion La ecuacedldn de estado y obZenemos el

estado neal y Las salidas.

Luego Angresamos Los valores proplos de cada uno de Los q  es-
timadones de dimensidn (wi-1) y obtenemos Los coeficientes ca-

ractenisticos con Los cuales comstruimos La matrniz P... con La

14
La que transpormamos La Lesima ecuacién, de Las q en que se di-
vide La ecuacidn equivalente que ya obtuvimos, en La ecuacibn

del eA,t(Jnadm; de dimensién {wi-1}.

Luego nesolvemos esia ecuaciin del estimador, y hacemos Lo mismo
para cada una de Las g ecuaciones. Ahora, con Los nesultado de

cada una de estas ecuacidnes mulitiplicados poh PM consuimos
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el estado estimado de x. Por @ltimo, este estimado Lo multi-

plicamos por Q y obtenemos un estimado de x.

En esta Tesdis utifizamos dos phoghamas mds, que sdrven para
anatizar el efecto del nuwido, son: RPRSI, MRPRST. Son iy
similanes a PRST, y MPRST respectivamente; La dnica diferen
cla nadiea en La adicldn de un componente de ruido blanco @

Y. Este fLu,idov Lo obtenemos wtilizando una distrnibucidn nonr-
mal. VYa que La déﬁmenm es tan pequefia no condideramos nece-
sando explicarfos mds en detalle ni phesentar diaghamas para

estos progiamas .
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4.3 DIAGRAMAS DE FLUJO

En este subcapliublo presentaremos Los diaghamas de flujo dis-

cutldos oon anterionidad.

Debido a La Longiitud de algunos de Los phogramas, Y a que no
considenanos necesanio para u comprension eﬁabonm diaghamas
de fLufo muy detalladas, phesentaremos @ag&ww1m de flufo. gene
nales, que sendn mas atilery para La comprensidn de Los pro-

ghamas .
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CHRQ - ELR

DIAGRAMA N2 ]

INICIO ‘

Ingreso de N
Ingheso de A
A, = AT
] —_
i

FOR K= 1TON »

Y

J
01K = OIKI+AIT,T) |

FOR 1 170 N Y

NEXT 1

1
A] =AB

N

NEXT K
|
—FOR K= 1 T0 N )
I
ALFA (K] =-P(K)
L
PRINT ALFA(K)
J
NEXT K

FIN
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DIAGRAMA N2 2

(INICIO )

4
Ingheso de N
Ingreso de 2 NxN
SUBMA 7
==

|<

|
I

I

= FOR T = 1 TON>

Busca el fnayo/a elemento
de La columna I, desde

SL todos son cerw, aca-
ba y da un mensaje.

La diagonal hacia abajo.

1

Si es necesarlo hace un

ra defarn ese elfemento

Antercambio de gilas pa

en La diagonal.

l

[ TEMP = SUBMA (I, T)]
' -

Divide La gila T de D
y de SUBMA para TEMP.

l
—FORT = 1TON >

| TEMP = SUBWA 01, 1) |

Resta de La {<La J de
D y de SUBMA (excepto
30T =17, a fila 1
de D y SUBMA (muwlti-
plicado por TEMP] nes
pectivamente. B

¢

NEXT J

NEXT 1

'IMPRIME D |

FIN

JNVE - FLR
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DET

DIAGRAMA N2 3

( INICTO )

Ingreso de N
Ingheso de MAT NxN

IREV = §
BUAT = MAT
|
< FOR I = 170. N>
I

Busca el phimer ele-
mento desde La diago
nal hacia abajo dis=
tinto de ceno en La
columna I, s4 no Lo
hay DET = §

S{ ey necesarlo Lnten
cambia §LLas para que
dicho elemento quede
en La diagonal
y TREV = IREV+]

NO

CFOR M = I+1 TO N>

[TEMP = BMAT (M,T)/BMAT (I,1]]

FORNN =170 N >

BMAT (M, NN) = BMAT (M,NN) - BMAT (I,NN}* TEMP

| NEXT NN

NEXT M

X FOR 1

n
-
<
=

N

TDET - DET * BWAT (1,1)
_
\—\_NEX:T I
. (E) ,
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QP

DET = (-1]" IREV * DET

PRINT DET

l
FIN
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RUNGE - K
DIAGRAMA N2 4

Ingheso de N
Ingheso de A NxN
Tngreso de B

—x]

| Deginicion de FNU(T)

L

Tngheso de TE

Ingreso de H
M = TE/H

Ingreso de Las condi
alones Lniciales de
x; T =20

FORT =1 TOM

1 T0 Nj>

Se obtiene K(1, J),
K(z, J), K(3,7), K(4,7)

|

FOR J

<——|1L,—ub

4
FOR T = 1 70 N>
\ .

*

xl1,3) = x(1-1,3)+H/6 * (K(1,1)+2%K(2,7)+2*K(3,7)+K(4,F))

| Imprime el vecton x
desde T=0 hasta T=TE

con Anterwalo H
T

)
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DIAGRAMA N2 5

Ingreso de N

Ingreso de. —A—nxn

Ingreso de. —Bﬂxi
Ingheso de C

—Ixn
-

Cileulo del Polinomic
Caractentstico de A

}

‘Ca;%i‘/mga La mathiz
de Ztransformacién P

-
Encuentha La forma
candnieca obsenvable

| Ingreso de Los valores
propios del estimadon

T

Caloulo du’, PoLinomio
Canacteristico del es
Limadon

Construccldn de £a e~
cuactin del estimador

N

Deginieion de FNU(T) (u)

ST
AAN =

T NO

J

Reseulve La ecuacidn
de estado wsando
RUNGE - K :

|

AAN = ¢

Resuelve La ecuacidn
del estimador wsando
RUNGE - K

Usa INVE-ELR para encon-

ran f__J

-
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Y

Us ando 2-7 nealiza La
Thans formacldn Lnversa
y obtiene un estimado

de x.
J

Imprime Los resuwltados
para healizan La com-
paraciin.

(FIN
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MPRST -

DIAGRAMA N2 6

INICIO -

Ingreso de N

Ingreso de A
—nxn

Ingreso de B
—x1
Ingheso de Cqyp

- _
Caloulo del PolLinomio
Caractentstico de A

r L -
Construcedidn de La ma
iz de thansformacidn
P. -

Encuentrha La gorma ca-
nénica observable.

|

Ingnreso de Los (n-1)
valores proplos . del
estimadon -

—

(Caﬂdu,@o del PolLinomioc
caractenistico del es
timador (Dimensidn

(n-1)).
J

Comstruceldn de La e-
cuacdlin del estimadon
de dimensidn (n-1).

J

| Encuentra P1-

Al
| Deginicibn de FNU(T)=u |

1

<t
at

Resueluve La ecuacidn |
del estimador wsando
RUNGE - K

Resuelve La ecuacidn
de estado wsando

RUNGE - K
L

AAN = ¢
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Tsa INVE - ELR

para encontrarn P !

Usando _P_T_T y f] reali-

za La thans formacidn Lin-
versa y obtiene un esti-
mado de X.

Imphime resultados para
realizan La comparacidn

FIN )
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DIAGRAMA N2 7

(i

Inghreso de N, PyQ

Ingheso de A
— nxn

Ingheso de B nxp

Oxn

Ingreso de C

\L.

Encuentra La matrhiz U.
Luego comstruye La ma-
iz My usando TNVE-
ELR encuentra M

4

En base a qu aAen
cuentra Q y Luego en-

cuentra Q_1 ws ando
INVE - EIR

&

Con Q y Q—7 encuentia
La ecuacidn equivalente.

Y.
Degine Las entradas
(FNUT (T]]

Usando RUNGE-K resuelve
La ecuacitn de estado.

Impiime Los resultado. J

proplos del estimador

Ingreso de Los valonres
de dimensidn (UL

7

v
Encuentra Pod y 37[?
— ,

" Construye La ecuacidn |
del Lesimo estimadon \

&

1

TMULTT
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7

Resuelve La ecuacidn
del fesimo estimadonr

Resoluid iédOA Los
estimadones

Construye el vector eb
timado total y realiza
La thans forumacidn Ln-
versa usando Q, asl
obtiene un estimado de
X

| Imprime. Los nesuliado

FIN
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EJERCICIO 1

En este efencledlo comprobaremos el funcionaniento del estimador en
el casc en que el sistema a estimat sea Linestable. Para esto usa-
mos el proghama PRS1 y el siguilente sistema:

1 2 ¢ [ 9
A = [3-1 1 B = |1 c =10 0 1
HIER AR
L

Loz 0

Escogengs como valores propios del estimadon a -3, -4 y -5. Toma-
mos como conddiclones Lniefales (3 2 1] para el vecton de estado y
(7 4 1) para el vector estimado (estas dltimas somn el mismo vecton
de condiclones iniclales del estado pero Zhansformados por medio de
2o matniz Q). Como sefial de entrnada tememos w = o. A continuacdién
presentamos Los resultados obtenidos:



¢ LOs cqu“I(thtn;, DFL Ul [NGPIHJ :mmﬁmrrﬁﬂl<“l1ru DL.;A SON:
' BLEAC 1= 0O ‘

lenf'g“>;~9,4
i o AlLFAL :_'. & ' i
DA MATRIZL DE TRe
& =2 -7
S '
o0l

S ax

NSFORMACION F ES

0 EL VECTOR B HECHA LA TRANS SEORMACTON- FH :
)
LOS NUEVOS COEFICIENTES CARACTERISTICOS SON:

CooLE 47 &0

M

2

& MATRIZ A DE LA ECUACIOWN .DEL ESTIMADOR ES:
00 &0 ’

0 —47
) 1. —J’“

M

EL. UFFTDh E DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
58 SR e . . ’ N .
6. o E

12

E

. VECTOR B DE.LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:

nNO 0

~)
e

o a0

—~
(G

aY

R AR e £ s g g T B S LB S i B o S T ey L 4T e e o RIS 13 S i et Sy 5% s BT O R Ay = 0 i
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EJERCICIO 2

En este eferciclo utilizamos el mLsmo sistema del eferciclo anterion, ‘
con Los mismos valores phoplos del estimador y La misma seiial de en-
Thada. Como condiclones iniclales tenemos para el estado ( 3 2 1] y
para el estado estimado (3 -1 2] {este vecton ya no es equivalente ak
de condiciones del estado). - Queremos ver que sucede con condiciones
iniclales diferentes. Usamos La misma entrada w = ¢ y el programa
PRST. Los resulitados son Los sdigulentes:



™

M

M

M

1.
0,010
). QRO
) o A
G. 040
0, DE0
), G140
G, O70
0. 0RO
O, D0
Q. 100
OuL1o
0. 120
0L LED
O 140
0. 150
0. L&D
Q. 170
0. 180
0, 1RO
Q. 200
0,210
i "‘J"'.i(")

- .
£, 2RO

0. 240

1, EG
-
QL R260

QL
= )
G, 200
?ﬁﬁ

O 400

0,410
0. 420
0. 430
‘0. 440

O 4350

0. AED
0. 470
Qo480
Q. 450
0. &0
D510
0. 520
0. 5HED
0. 340
0. 550

STELUIENTES

NNl et

1)
07116
L 1A4a6TE
RROLLE
QQQUEQ
E79989
AdmE56
ISL4GE0
L HEGEDT
CTTEDLEDT
L EEREE4G
L RREDES
- ORETET
127674
. 2EAT7EY
EASEOS
459029
S 7EEDS
LT RER
L221R867
CRE0ELG
Z0B82564
"”139""

®

3

3

LT O U1 b b B o2y B 2 G L G G G £ 0 0 0 0 2

quZQYb
SEHOOZA
. 806E0E
= P64621
L127472
P 225194
L GETRRE
.645Q12
. '.\(3"'1
"M17ﬁﬂu
211879
411891
LS178ET
. BR98R7
L 48215
W D7 EOO4L
5044738
L TAZT0S
988015
. 240359
L EHOO548
9n1u83U1
5. 04374
l”.fﬂ778
10. 619328
1091994
11.22938
11.547%
1187377
1221327
12560468

&
2

I SO MmEmm NN

D.91809

SN

LOS
X 2 )

2.080861

20163492
RLEL4TREL
2ERE4EY

~ '—\l\»vrlll

Sew Aratal /s
2.EIZ1ES
2L4A0EBE
270045
2L79VELS
2. BY69E4
2.e53851

R S AL I

3“~1kuf
HOEROLEE
TLAERTTE
F.3482946

X HLLBRE
. 7RB4EE
TL91EERE
- 041453

L I7EQES
A081E
4465878
o209 8s
7RETT
886157
&L 0404671
199441

b
4.
4.
4,
4.7
4,

-

SEOERE
. 7DELEL
879789
S LYOE
249128
A4 1ELE
HEFIE
. B4EOE
QERIYH
RETAQE
4.8R806
716417
S9InELA
FLEDD
4EE965
LAOETRL
BYES7TTY

e A
22EEEE

SO268E
Q.787%8%
10,0815

10, 38%47 7
10.&941“

Ui"f9
11.%1
11.a81Ub

" 1 3 X o q )

L0V ONNNNNNOO AU g

RESUZTADOS

IHZ2T9Y.

DE
MmO

1. 040804
J,UHW“46

P 4:\1
l ARYELT
1. 4846250
1. 5345212
1.A062E9
L. &&93E61
1. 734662
1.802186
1.87199%

1. 9441758

. 18685
E.U“’&Di
2.17E52E9

-~y ey - /8

RS

2.A421684

2429728
2. SEOOES
1-—-—1:—\(_-‘
et )

'2.7ugb42

2.80880E
LH1L197

ﬁ.)]ﬁQl

- T

s

]

=

ity
T.:b“eua
LATEETT
wnuqoﬁ78
L TRERTT7
H.854079
5.988495
40137859
4,.27102
4.,418379
4, 370621
4. TE7ETQ
4. 288434
5. 034977
G.RELPG]
L 40ET774
5.384575
- S.T77184
S.94847 3%
b.16F414
G EAB04E
é. a7881
L 7253875
.U19424
7. 249645

.

FESOLVER
Y
1oL O40804

1nj/ 177
1, 2207435
1.27009%
1L AES1284
1.E74341
1.4293517
1. 484558
l = ’I = ”\ L '—\
LHOEEE9
l HAHPEAL
1.723466%
1.802184%4
1.871992
1.5944138
R.ol8seas
B2LO9ELRT
2O17D2REY
2.2T7ET3
2.: 2184
CARYT7E8
_'2,. EROOAAL
LELEER
_u7U954
2.80880%1
L.Vlllgi
2.01631
ZL125731
DL 2EBOIR
G A 968
Z.47327
.89 éq78

ey gy
o n ./..._._.._/ 7

w.BE54079
. 98889
4. 1327859
4.271027
4.418579
4'5 ‘.J7"-)\_.\‘_.!.
4, 727279
4., 888484
S.034977

LA

5. 224291

o. 40277
3. 98457 E
.7/184
P64TES
&E414
6.368049
&.57881
&.7938735
7.019424
7249445

ECUACTON

DE

=8

TEDo



0.

(%19
0,
0.
0.
®]
O
0.
0
(838
0.
O
ISR
4]
Q.
0.
0.
0

0.
]
0
0,
Ci.
s,
0.
1.

w S6O

570

. 280

SS90
HOD
L1

. 620
EED
. &40

&S0

- bGO

&7 0

. AB8D
1, AD0
0L 700
DL T7L0
o 70

e =

7ED

. 740

7E0
76O
770
7Ea0
70

. 800

glo
820

« 830

840
850
B&6O
870

. 880
290 =3

D00
QL0

2RO

QED

. 240
. 930

FLHO
P70
280
G0
000

13,

"."

14
14,
14.
13,
15,
16,
16.
1712493
17.61631
18. 12209
18. 64267
19,1785
1975001

s .__of)l
2029746

AEETD
BLHY9E
RO
TEIOG
183%7

AH4732

20.88192
Ei.#HTTF
232,
23,

e
Jron I

1—\4
»

AZ95C
D&y

2407 64TE
23. 7?48
2, 21 EEL
2EH.Q7ETE

27.T7ERET7
28. 5544
29, ER04
O REGES
E1.10816
ERL 00554
oy

el w
it il i)

=
Q)

. BE8604
x4.88776
S9.87816
x5.9181

E7.98R4%5
T9.0901

40, RREQT
41, 39094
A42.,59208
4%, 82858
451007

44 41028

s
N

10

2 QR4

. merp—yus
1G«u2b Ee]

LR ORT7ZEQ
14034068
14. 76597
15, 205462
15, 63599
16.11745
lu.u94h9
L O3E2
17 u‘j’i')“'(
18.1101
18. HA50E
19.192535
19,7821
20.34516
2094531
21.562376
22.19831

rjpj 81__ = 1

s

e MAFRNIT
2E.GR5E56

24,2186
2495157
D5, 668T1Y
2h. 420458
D7LARTEY

799764
28.82097
EOLS4G4E
1L A4ETRY
cin)

S2. 36176

A B ]
R o

et bl

g4.L91u5
T5.29816
Bh.EELGY
E7.4013
8. 45948
EQ.LHEREY
40, 79262
41.98986%9
45022174

Q. LaHRIE

7 ARGTEL
7. 7EOB81
7.8
1. 241198
8. 507791
8.782303
L QAHUYLT
T R L1
9. &EELRY
G, QhHYRED
Jn.ha19;
L HOYOE
10.9459
1129255
11.464951
12.01704
12,3934
12. 78494
13, 18601
173, 59888
14, 02Z9%
14. 46151
4,91 199
15, 57574
iS. 85514
Juuuqﬂél
15 54
J PR L i\5
17. "7t)7"‘
18, 45941
19"J:/ué
19.61241
EOLE1A46

o)
"J..

20. 8742
21. 47215

R 12885
R2EZ. 80484
AL 0068
24214696
2495437
2. 71EIE
2H. 49447
27 . 29BEE
28. l:é
28,7845

7.

74886731
7. 7E0881
FRRE
8.241198
B.S507791
8. 78230%
Q064986
Q. IFHA09

% u%h@B
9.9 '

1U~h8173
10, EOQTOE
10,9438
11.2925%
11, 44951
12.01704
12,5954
12,7494
135, 18601
1%.59888
14, QRE9F
14.44151
14.91199
15. 3537374
15.85%14
L& ELG61
146. 85054
17.37136
17 9&

1 941
19uuu/"é
19.461241
“ﬁ.3144é

. BERAE
“1 4721
LL"LEBBC

22.80484
22BN
24, 214696
2495457
25, T71IERE
2é. 49447
27. 29867
28. 12564
28.9784535



M

L.OS

t
Q.o
£, 020
0. E0
O, 040
0O, 050
Q.06
0, 070
0L iDE0
0. 090
0. 100
. 110
o, 120
O 130
. 140
0, 1aE0n
. 1 &0
0. 170
0.180
. 160
0L 200
0.210
0, 220
O BED
O 240

0. Q?U
0, 260

0. 270
0. 280
0, 290
0, 300
D, aHL0

i), B2

0, 400
0.410
0. 420
0. 430
0,440
0L 450
0. 480
0. 470
0. 480

O 49D

0. 500
O.310
0. SR20
Q. 330

0,540
Q0. 550

STEUIENTES

L0 1)

2.ETTA9 —

BT W )

[ ie R —r e el

L3 JFATN

/]/'l ((.Jﬂ
HAEELTL
ao4412
LAGESZL
“4s14&
45573

.4744”&

7

©

S1EL8F
SS7T7EQE
&HESB87E7
7TET7IEY
B7264%
DOR7TYE
o LSRR
ZOELRE
47242?
HER1E
42014
. O3 1E4AE
. 29T
Z. 4465803
A, 685804
FL921007
4.,158997
4 A0EH407
4. AEEFER
RLOREY
172515
4EET74
712191
PR9949
BTRTEL
.ﬁﬁbug
BOEET
.151.59
ASEPET
LTELTTY
CQT7ATEE
W SZQRTRS
W 716868
9"ﬂ4”61”
QM/QUQZ
SN WA
0. 42032
77239
11.1453584
11.51847
1.89841
2. 28425
68168

B E

ARSI B S I O B e i e i Rl o el £

4 L §

I

4

b
.

I'4
(=

3

.
3

o

BN NN> D

Nslctavciel

S0ON LOS

X2

L EGELEE

L7764

L B6ERLEER
L FR0LHBEE
C“’“)’H-'El'“‘ [

.9;U/4 &

. BB7I7E5S
—. BRELHTEE
—.7413&18

= &4149
qEHQHJB
L EREH949

L RSROER

4 “”B4LEL"H”
7.ola70llE-02

L R4G4ETE
. AET094
L GEETORR

BEIREESL

4,

8.

l QE11LZEE
TOET7Q7935
48708
L 72954G
267812
LRL1ER7
A4 &DEFE
714167
TR617
. 2EE54LB
e SRR R
2774417
4. 050117
4., 329918
4. 61LZ79
GOIT7TER
S 19ETEE
L 4RGFES
S. 7F0ERT
b, 09449 3E]
G A0ERE
&6.717458
7. ORSLEE
7.ESRAT7L
7 EBEETL
019738
L E258244

[3

R R e

L}J K
9. 4n8u8“
G.TTOERR
10, 13907
1051448
10.8974%
11.2876

RESULLTADOS

4

O3
L B7829]
TR
- 681544
LEO4ELE
» GAOHRY
489813

1.
1
1
1
!
1.449968
i '

1.398E67
1. 4047329

1.423483

W Q480458

L. 368086
- BRLEDQ
1.68088

1.746274

1.8173554
1.89%214

1.9757468

HLOGRT7EZ
2134722
2.2513558
:.jﬁﬁlkﬂ
L AF/ELR
f.q/U17é
: a L)\.:‘J:J{_)’]

2. 805E07

2.929541

X.058189
Falwl124
B ERBLPTY

Z.47085T7S

. 616898
ELT7E7T0
ILOEENE

4. 0829329

4. 247457

4, 416764
=084
4.,765806
4. 955763
142819
"5, amr08s
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5. 741775

L RER4ET
m.lQEQQQ
bH.39L24
6.819465F

5. 8345307
f = l'..)‘?\_.Al_' ./:::

DE LA

1.481101
1.321219

O T AN

DEL

ESTIHADOR
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0.570
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0.590
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O.610
0. &20
Q. &EQ
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0.4630
0. &&E0
0. 670
Q. LEO
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D.710
QL. 720
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Q. 740
0,730
O.760
O 770
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0.7%0
0. 8n0n
D.8g10
0,820
D, 830
O, B340
0, 8350
0. a86h
0. 870
0., BaG
0. 890
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0,910
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0, 9D
O, 940
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0.9830
0. P80
1. OO0
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15, 21793
14, 54777
14.78708
13, 2E6EE
15,6736
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21.34461
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470048175

Lh . &H8EEL

12,091 4%
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13.386118
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1518841
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L& Lbbb
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S0.,5914%5
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RE.REEET
24 EZEREE
25, 2g4aEl
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2H.T7247
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O, GEE4E
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BEL 7400
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z7.84011
I8, 9IGES
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41.27422

42. 43514

4EAEELT

10.HE6265

7. EE0RG

7.5397487
7 REE9RE
8. 127351

8. 403584

8. 687241

8.978753
. 278554

2.984249

10.904&652
11, 246007

11, aREEE

11.9975%57

12.%E8174
L2. 77702
13, 1838%
15, 601462
14, 0%1L6G
14, 47795
14.9289%2
155969
15.8783%7
1&. 3575468
146. 88952

17,4074

17.94&7%
18.3017%
19075371
19, 46028
ROELLTS

20.88481

21.82693
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RE.BET4E
RIELIELOE
24, 27889
REL.DL76S
ROLTTIYE

2. SHEOET

BT .RLS62

28. 194556

29.04728
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EJERCICIO 3

En este efercicio usamos el mismo sistema de Los dos ejercicios ante-
niones pero ahora como valores proplos del estimador tenemos -17, -18,
-19, para apreciar el efecto que edto produce.

Las condiciones inlciales para el estado son (3 2 1) y para el vector
estimado (3 -1 2} y La sefial de enthada es u = 0. También uwtilizamos
el programa PRST. Los resultados obtenidos son:



N

LOS COEFICIE

ALFAC L )= 0

ALFAC & ) =9
ALFAC E )= 2

LA MATRIZ DIz
&H =2 -7

) =2 )

S B W |

El. VECTOR H

i

LOS NUEVDS COEFICIENTES CARACTERISTICOE SON:

5S40 971 58

LA MATRIZ A DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:

O O —-5814
0 =-R71
Qo1 -84

El. VECTOR E
podk s I

Y80

a4

EL VECTOR R

NTES DEL FOLINOMIO CARACTERISTICO

TEANGFORMACION = ES

HECHA LA TRANSFORMACTION ES

14

DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR

DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR

DE

a

SON:
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0.
e
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STGUIENTES SON LOE RESULTADDS DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR

t L)
QLlO-&. 236134
ORO—-10. 42721

OXO~-11.590223

LO40-10.861 141
L E0-8. 570681
L0605, 47 EH4E

Q70-3. 125266

ORO-— . ZTAT0D0E

090 22112329

Lo 4. 48659

110 6.43278E9
120 8.04%754
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.

0.
0.,

Q.
O
0.
Q.
0.
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150 11.06125
1460 11.356811

LAT0 11,8844
LABG 12.04471
190 12.07972

200 12.01762
210 11.88291

W RE0 114694666
R3O 110476864

240 11.23T76E
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EJERCICIO 4

Ahona usamos el programa PRST para resolver el estimadon de un sistema
estable. EL sistema es:

-1 0 0 1
A =|0-2 0] B
0 0 -3 |7

i
[gS]
o
t
| —
-
-
—
| S—

Como valores propios tenemos -3, -4 y =5. Como condiciones iniciales
del vector de estado wsamos (G, 5 1 0, 5] y como condicdiones Lni-
clales del vector estimado Zenmemos (2 3 11. Como sefial de entrada e
nemos w = 2. Los nesultados obienidos son:
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LOB CORFICIENTES DEL FOLINOMIO CORACTERISTICO DE A SON:
ALFAC L 1= &
ALFAL &2 Y= 11
ALFAC D )= &
A MATRIZ DE TRONSFORMACIOM P ES @
& 52
504

1 1

EL VECTOR B HECHA LA TRANSFURMACION ES

14

14

4

LOS NUEVOS COEFICIENTES CARACTERISTICOS SON:
12 47 6O

il
SR

A MATRIZ A DE LA ECUACTION DEL ESTIMADOR
0 0 ~A0.
L0 —47

01 -12

=

. VECTOR E DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
Rt
&

El. VECTOR B DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
14
L&
Fis
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EJERCICIO 5

Con el mismo programa PRST resolvemos ahora el estimadon del mismo s4s
tema del efercicio anterlon. Usamos Las mismas condiclones Lniclales
y La misma senal de entrada.

Pero ahonra Zenemos como valores proplos a 1, 2 y 3 para ver el efecto
que valonres proplos positlivos producen en La esitabllidad del estimador.
Los nesultados obtenidos son:
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LOS COEFICIENTES DEL FOLINOMIO CARACTERISTICO DE A S0OM:

ALFAL L )= &

ALFAC 2 )= 11

AlLFAC Z )= &

LA MATRIZ DE TRANSFORMACION F ES
6 F 2

g5 4 A

1 1 1

El. VECTOR B HECHA LA TRAMSFORMACION ES

14

14

4
LS NUEYOS COEFICIENTES CARACTERISTICOE SON:
—-& 11 —4 .

LA MATRIZ A DE LA ECUACION DELL ESTIMADDR ES:
0o 0 &

1 O o—11

L

]

EL. VECTOR E DE LA ECUACLON DEL ESTIMADOR ES:
—-12 -
)

—
v

g1
E

ElL. VECTOR E DE LA ECUACTON DEL ESTIMADOR E
14 -
16
4
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QEQ—, ”b7n47H
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OB0—. &HEEALE
O&O—, RARZQRT
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Q80~1 . 24558
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O, 1502, 5803
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Q.
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O, EmHO~EBT7 00875
O, BT =G, DTEIG
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O, 59066, 40929
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EJERCICIO 6

Ahora usamos el mismo sLstema del eferciclo anternics, con Las mismas
condiciones iniciales del vecton de estado y La misra seial de entra
da w = 2. Peno ahora nesolvemos el estimadorn por medic del proghauic
MPRST, para vern el gfuncionamiento del estimadon de dimensidn (n-1).

Tenemos como valores propLos del estimadon -4 y -5 u cemo condicdo-
nes Lnielales del vecton estimado (2 3]. Con este 2jemplo podemos
comparar cual estinador Liene una mefor velocldad de nesclucidn y
Zambién con cual conseguimos una respuesta mds cercina al valorn heal
el menok uempo'.

Los hesuwlitados obtendidos son:



N

ALF A
ALFAC 2 )= 11
ALFAC X )= &
A MATRIZ DE TRANSFORMACION F EZ

& F 2
g5 4 3
1 1 1

EL VECTOR B HECHA L& TRANSFORMACION ES =

14
16

4

LOS NUEVOQS COEFICIENTES CARACTERISTICDS SON:
Q 20

LA MATRIZ A DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
0 —20 '

1 -2

EL. VECTOR B DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
—&é .

~50)

EL. VECTOR E DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
Y . .

~18

L8 ("Dl—l';ClH\l TES DEL FOLINOMIO CARACTERISTICO DE A SON:



4

V)

.03

0
)
®]
0
)
Q
0
0

0

0

0O

L.

i,

STCGUIENTES

L
010
020
L OO
. 040
- OS50
Q&0
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L1100
L LRD
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- 140
- 1En
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L 190

D0

e
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w emll)
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vl Q)
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o SEO

. 340

. 50
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Wm0
. 80
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400
4Lo

L 420

D 4EO
3. 440

L AT0
L AED
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. O20
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- S50

X010
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Q120934
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5.601468
S.1459841
L 721856
4 HRTELA
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Z.621311
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HLOLETTR
RLT4EZRY
24935284
2, R26238%
2.049429
1.8333032
1.67294
1.5073%4%
1.385581
1.216754
1. 090036
CPTLAEETS
.B&Y818
. 7748806
6891706
W ELEDATD
. SA4299EL
140021
CARKTTBY
- AT7EEESE
IZ6EEIRG
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. BT AL
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L 2R2OZE5S
L ROR4L07
. 188E91 1
1779103
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. 1664954
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1641753
L16ERE242
1732157
. 18273554
L1208
L 2DF02A
S21E4441
JREQLYL7
2441412

2y

s0nM .08

2L QETE49

R

RESULTADOS DE
X¢ 29 X A
—~7LOEET LS 1 BA00SEE
—dy LTRAER -] ALOTON
—SLASIRA4E 1. 652674
—4 . ERTEY —1 . &BLGRE
~H. 877691 —1.713181
—-3E L 21E08 —1 . TEARRE
-2 GOETET LT AL 4

—1. 754151

~1. 786417

-1.511581
—1 . ORAELB —1 . 7542632
— STERTTTE —L.TATEOE
L ABT7S06 ~1 . TEETER
LERLE0TE —1,TRREL
LVEBO&LSL —1. 704588
LOOL4TE1IR ~1. 483876
1.2058782 —1.660472
1.480644 —1.434455
L. 73235 ~1.60667%
1.962504 ~1.576774
ROATEERT ~1. 545173
DLESETEE —1.512081
F.ERTL4E7 —1,. 477687
2.694808 ~1.44217
2.BELA9EQ —1. 405697
7. L48LE 1. 568407
FLOT9EBY —1 . 3E0457
F.18203% —1.291964
TLR7ACLT7 -1 25E0E4
ELESIS0E —1. 213836
T 424108 —-1.174411
T.4B5595 —1. 174875
E.EEB64AT7 -1 095506
T.583881 ~1.05578%
T 621894 —~1.0G14638
T.ATER49 ~, 8771435
. 67B457 —,9EB1895
. 698007 - 8995155

H.T7L2F48 —-LR61L1T765
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LE69186 . 337487
F.HE08R7 —L 043402
HLLEOL9E ~. 4718123
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. 383816 —. 40846561
FT.S61415 — EZ780346
TLEEEYE —LE4BO6NS
F.30YS07 —.FT18TE4R

A Skt

—. 2900
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A ECUACTON ESTIMADOR
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EJERCICIO 7

En este efernciclo resolvemos el mismo sistema del eferclclo anterloh,
también con el phograma MPRST. Tenemos Las mismas condiciones Lniedia
Les y sefial de entrada del efercicio anterion pero como valores pro-

plos usamos -20 y -25 para ver como afecta Esto La nespuesta del estdL
madon.

Los nesultados obtenidos son:



LOE COEFICIENTES DEL FOLINOMIO SARACTERISTICD DE A

ALLFAC L )= &
AlLFAC 2 )= 11
AlFAaL Z )= 4
LA MATRIZ DE TRAMSFORMACION F ES

& E 2
5 04 &
r 1 1

Fl. VECTOR B HECHA LA TRANSFORMACION ES =
1
15
4

LOS NUEYVDOS COEFICIENTES CARACTERISTICOES SON:
45 300

LA MATRIZ A DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:
0 500

1 ~45

EL VECTOR R DE LA ECUACION DEL ESTIMADAOR ES:
—19846

-1 &4
EL VECTOR E DE L& ECUACIONM DEL ESTIMADOR ES:
—~192G06

—~124&

SOR:



SIGUIENTES SON LOS . RESULTADOS DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR
L X 1 XOR9 i &)
O.010 287.53248 —512, 0209 2247448
0,020 14685962 —-R9R.5297  1246.0122
O.OEQ Béh. 15759 140,792 34.73131
O, 040 ED. 164732 —~EE.34524 10, EF2E18
0. 050—6. 71993 28. 36446 19,6532
0, 060~-29,.94101  70.1F298 -37.944083
0.070=-47.5182%  QF. 87461 —4R. Q9477
DL OB0--530. 40128 1035032 —5R. 4014
O.090--FR2U739%6 0 108.4188 —5%, 3484
O.100-592,08514 1060 1093 -E1. 43569
0. 110-49.54874 100, 4249 43485561
G.120-45,.9134  92.84288 —44.4961
Q. 150-41 84, 33272 —40.14458

140-27
130-33
160~-28,
TR
180~-21.,86218
190~18.50544
200-13.74118
P I B IR B I = 1Y
BEG=11. 193504

BEEO-5, Z56734

L2407, 77EBOA

A4 TO0D04

TE.ETI0E ~EELTRALR
&7.02158 ~31.44748
SR, 9EEEE -27.456293
Tl.44747 —R2E.TRELR
LAE9EL

—-17.49347
~14.87977
-12.89%9139
—1G. &0EFE
21. 00254 —8. 885519

17.97032 =7 .409701

—-20
38. 64503
TRLE9TRE
8. 608237
24.5:28468

Q. 2F0-6. 415457

¢ 0, H2H0--3. 2543557

15, 37574 —6. 147082
13, 146442 5. 070925
0.270—4, 265039 11.38647 —4. 156488
0. 2803, 4244691 9.69693F7 —X.EZB2417
0, 2P0-2, 71257 8,.3I55E7L —R. 724X
O.300-%,110184 7.235967 —2.174918
O.A10-1. 6017246 &A.277705 —1.713187
ERO-1.1731465 S.48%418 —1.E23918
AXRO—-.BLRZ019  4.819286 —. 997358475
O, B40- 5084118 4,268079 —.7R4E7R9
0. E50~, SE52ERTA X, 20IHER —. 49559755
0. FLD=F. BOAYREE-0F X, 420185 —.IT0HILS
D.E70 (1475887 F.102225 —. 14462508
0,380 25946249 Z.BEPOQLS —1 . Z7EAR7TE-O2
0. 390 4825701 TLATIRE B, 8FH46LE-DR
: D400 (SEGLEE4  R.442477 0 L 188522E
¢ é Q. 410 &2ABFE 2295323 (2648914
- DL4R0 L E&FT0LRY R, 1T462T LERB4A1468
: O. 430 7645795 2.07608% (3811989 C e
( CO.440 L BR05E1 1.995%4 L 4251949
- 0. 450 8683449 1.930408 (4614947
0. 4480 F0941E8  1.8778%7 4920216
O.470 L945%0115  1.8358444 LS175865
0.480 L9738118  1.80193%4 | SE8I445
: 0,490 1.002871  1.775E284 .55579406
C . 0.500 1.026594  1.7547146 5704928
- 0.510 1.047748 1.73874%  .5827485
0.520 1,.0566566E 1.72&67467 5929785
O.LEE0 L.083E807  1.717883  L60146264
0,540 1.099298  1.7118482 . &0B808F

1 1.70798 .6148615

-~
)
s

0.350 1.1135821
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EJERCICIO &

En este ejernciclo analizamos el efecto de introducin huldo bLanco en
el estimador. Para ello usamos el mismo sistema del efercledlo ante-
nion, con Las mismas condiciones Lniccales y La misma seial de entrada

w= 2.

Como condiclones inielales del veetor estimado Zenemos (2 3 1), como des
viaciln standard 0, 1 y como semilla 11.  Los resultados obtenddos
can el programa RPRST son: :
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.08 COEFTCIENTES DEL FOLINOMIO CTARACTERISTICO DE A SON:

AlLFEL L )= &
ALFAC 2 )= 11
ALFAL 3 )= 6
LA MATRIZ DE TRANSFORMACTON P ES
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0 ) —&0
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Q 1 ~-12
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EJERCICIO 9

Con el fin de ver el efecto de Los valores propios con La presencia
de ruldo, usamos el mismo sCstema.del efenclcio anterior, con Las
mismas condlceiones Lniclales y La misma senal de entrada u = 2.

Utilizamos el phroghama MRPRS? con condiedlones inielales del vecton
estimado (2 3] y valores phoplos -20 y -25, una desviacién standand
de 0, 1 y una semilla de 17.

Los hesultados son:
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EJERCICIO 10

En este ejerclcio queremod comprobar que es equivalente nesolver un
sL82ema univariable por medio def .programa pera el caso multivaria-
ble a hacerlo usando uno de Los proghamas para el caso univariable.
Para elLo, utilizamos el mismo sistema del efercicio 1, es decin:

120 2 0
A =]3-1 1 B = |1 cC =10

0 2 0 , 1 1

Como valores proplos ZTenemos -4 g -5, como seial de entrada tenemos
u =0y como condielones iniciales del estado (3 2 1) y del vecton
estimado (3 ~ 1}.

Los nesultados uwtilizando ef proghama MULTI son:
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MATRIZ B ES:
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EJERCICIO 11

Ahona veremos el funcionamiento del estimador multivariable (MULTI]
para un caso multivariable. EL sistema es:

-2 0 0 0 -2 1
1.4 1 q 170
A=l 01 3] B = |y
10 0-3 2 3
'“-~[oaa‘1
¢ = 0100]

Como sefiales de entrada usamos u7 =4y U2 = 3. Como condicdlones Lnd
olales (0, 5 1 0, 05 1).

Para el primer estimador usamos como condlelbn iniedlal 2 y como valoh
propio =5.

Para el segundo estimadon usamos como condielén indelal -1 y como va-
Lon phopio -6.

En este eferncicio, el proghama MULTT fomma y hesuelve dos estimadores .de
dimension 1 con Los que obXiene un estimado total.

Los nesulitados son:
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EJERCICIO 12

Para ver el efecto que tienen Los valores proplos en el caso multiva-
nlable utilizamos el mismo sistema del efernciclo anterdior, con La. dnica
diferencia de que Los valores proplos son ahoha de ~20 y -25 para el
primen y segundo estimador, hespectivamente.
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Dol desannollo de esta Tesdis podemos LLegarn a algunas conclusiones,
Las cuales se ven apoyadas porn Los nesultados obtenidos en Los dis
tintos Q_{Q/LC'/('_Q/CO/S.. Ejercicios disefiados justamente con el g§dn de

demostharn La validez de Los crniternios expuestos a continuaciln.

Como primera conclusién, podemos anotarn La factibilidad de construin

estimadones cuya hespuesta sea La suficientemente preclsa.

Podemos concluin también que La prinelpal ventaja de Los estimadores
nadica en poden escoger Los valores p/wpi‘o/s de Los mismos en (orma
anbitrania, y pon Lo tanto, poden controlar el comportamiento del es

Limador.

Ademds , "Los estimadones thatados, que son de Lazo cerrado, peuniten
thatan tanto sistemas estables como Linestables. Sdendo esto dlLtimo
Lo interesante pubs podemos entonces, por medio de La realimentacidn

del estado estimado, estabilizarn el sistema.

O0trno punto de Lntenés que podemos anoiar es el que Las condlcliones
inielales del estimadon no son impontantes; es decin, 44 no Las co-
nocemos podemos asumin un conjunto cualquieray podemos obZener un
estimado adecuado en un Llempo pequeiio en el cual el erronr se reduce

asintiticamente. Esto congiuma Lo Trhatado en La parte tebrica.

Apreciamos Xambién que en el caso univariable podemos utilizar ya sea
el estimadon de dimensidn n o el de ddmensibn (n - 1]. La velocidad
del segundo serd mayor pués Tenemos que estimar una componente menon,
Y poi Lo tanto, su estructura serd mds sencilla. En cuaﬁ,to a La ve-

Locdidad con que el error tlende a cero, dependend del sistema en 84
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oual de Lo dos estimadores (para valores propios similares] sernd
mis ndpido; por efemplo, &4 por La estructura del vector ¢ tenemos
que La salida comnesponde a uno-de Los componentes del vector de
e/si:ad.o, send mds ndpido el estimadon de dimensién (n - 1) en tender

a un ernor Lgual a cero.

En cuanto a Los valores propdos del estimador, podemos concluir que

con ellas escogeremos el comportamiento deseado del estimadon.

A 54 vemos que &4 tomamos valores proplos posdiivos, Lendremos un
estimador inestable que para La mench diferencia entre el esiado
neal y el estimado, tenderd a dar un estimado cada vez mds Lejano

al estado neal.

Para valones propios negativos Tendremos estimadores estables y que
Lendendn a compensarn Las diferencias iniciales enthe el estado real

y el estimado.

Para valores proplos negativos, mientras mias negativos sean tenderemos
mds rdpldamente a ZLenern un erron Lgual a cero. Pero al mismo Zlempo
Zendremos que se presentanbn sobre-Lmpulsos mds grandes antes de que

el erron se estabilice en ceno.

Esto es vdlido sLemphre y cuando se thate de sistomas Libres de nuido.
Como podemos ver al introducin rnuido blanco el comportamiento varia

puesto que para valores proplos mcfA negativos en Lugan de mejforan La
nespuesta Esta se voludd del todo Lnestable a pesan de fener una des

vdaclén standard pequefa.
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EL problema cuando se considena el nwido nadica en que La seleceidn
de-2os valores propios del estimador ya no es complLetamente arbitra
ria. Se trata ya de obtener el vecton L del estimadon que sea La
solucidn 6ptima, que combine velocidad y estabilidad. Esto se raia

en La Reg. &, en su aapZtuXiO 4xo.

Comprobamos también La poscbilidad de tratan casos univariables como
un caso particulan del estimador multivariable, Lo que nos brinda

un Lercen enﬁbque del estimador para el caso unfvariable.

Vimos también que para el caso multivariable, es factible constuuir

estimadores con una estructura similan a La del caso univariable.

Hemos observado asimismo, que se cumple el hecho de que &in La pre-
sencia de nuldo obtenemos respuestas mds rdpidas mientras mds nega-
Livos sean Los valores proplos, pero al Lgual que en ef caso unlva-

nlable, el auldo Limita Los valores proplos que podemos eScoger.

‘Podemos decin porn Lo Zanto que La estructurna de Los estimadores, Zra-
Zados en esta Tesis, es vdlida, adn para el caso estocdstico [que
estd fuena del espectrno de esta Tesds] pernc La seleccaidn de valores

propdlos debe sern realizada con crniternios de optimizacién.

Por 8timo, debemos tenet en cuenta que Los QArtCmad(;)LQ/S tiaktados en
esta Tesds guncionan blen ya que se tratan de estimadones de Lazo
cerado.  Es decin, que realizan una realimentacién del vector esti-
mado, para hacer una comparaciln y en base a ésto compensar Las di-
gerencias existentes, sdendo esto ijnpo/sxlbﬁe con up estimidon de

Lazo abierto.

2 = P@gncun@ _P)t,—éno/épaﬁeA
Dependiendo de Lo que deseanos debemos nesponder con el 1 0 con 2. Supon-
gamos que respondimos digitando con 1. Entonces aparece eh La pantalla un
mensaje pidiéndonos selecelonai em‘)w.:l

1. ECUACION CARACTERISTICA (CHRQ-ELR)

9. INVERSA DE UNA MATRIZ (INVE-ELR}

3. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ (DET)

4. RUNGE-KUTTA ({RUNGE-K)
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Dependiendo de &4 inghesamos un 1, un 2, un 3 0 un 4 selecclonaremos el

proghama que queremos wtillzah.

S< en La anterion selecedidn hubleramos deseado u/té/&ézanvafé’,guno de Los pro-
ghamas pruinedpales habriamos digitado un 2 con Lo que apaﬁece}u@ K;L 84~
guiente seleccibn:

1. ESTIMADOR DE DIMENSION N, CASO UNTVARIABLE (PRST)

7. ESTIMADOR DE DIMENSTION N, CASO UNTVARTABLE, CON RUIDO (RPRST)

.3. ESTIMADOR DE DIMENSION (N-1), CASO UNTVARIABLE (MPRST)

4. ESTIMADOR DE DIMENSION (N-7), CASO UNIVARTIABLE, CON RUIDO (MRPRST)

é. CASO MULTIVARIABLE (MULTT)

Ccon seleccionan uno de Los 5 wnimeros e/gqogemo/s' el programa que deseamos utL

Lizar.

Una vez hecha nuestha seleccibn no hay necesidad de digitar RUN pués el pro-

ghama escogddo corne automaticamente.

A continuacin explicamos como wtilizan cada uno de Los proghamas, una vez
que ya sabemos como acceder a eflos. También daremos una breve Lista de

variables, en La que figuren Las variables mds importantes de cada programa.

CHRQ-ELR

Lista de varniables

A mathiz de La que se desea obienen el polinomic caracteristico
A7 mathiz auxiliar
B mathiz auxiliar
P vecton de Los coeficientes caracterisiticos con el signo con-

hario.
ALFA  vector de Los coeglclentes caracteristicos.

N Dinension de A
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Una vez que el programa ha sido seleccionado desde el ména, aparece el men
safe:
IMPRESTON EN PAPEL S/N
S{ seleccionamos S Los nesultados Aon.lmpngAOA; en caso contrario todo va a

La pantalla. Luego aparece el mensaje:
DIMENSTION DE LA MATRIZ

Debemos Lngresarn La dimensibn de A y Luego La matniz A haciéndolo porn §ilas.
EL pnognama se efecuta y se obtlene como resuliado Las coeflcientes al poli-
nomio caractenistico de A, como ALFA (K] = n n n, donde K es el nimero de

coeﬁ&ciente que. cornresponde y n n n es el coeplelente obtendido.

Por ejemplo, 44 el polinomio fuera

PG resfrr1ses ALFA (1] = 6
ALFA (2] =11
ALFA (3] = 5
INVE-ELR
Lista de variables
z Matrniz que se desea .Lnvertin

D Matrniz L{nventida
. SUBMA Matniz Auxilian

N Dimension de Z

Una vez sefecclonado ef proghama, aparece:
IMPRESION EN PAPEL S/N
Hecha La selecelbn aparece:

DIMENSTON DE LA MATRIZ

Ingresamos La dimensibn de 7 y Luego La matniz 7 por §ilas. Se efecuta el

programa y se Lmphime La matriz Lnversa D.

S4 La mathiz no lene Lnversa aparece el mensafe

LA MATRIZ ES SINGULAR
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Lista de variables
MAT Matrniz cuyo determinante buscanos
BWAT  Matriz auxilian )
DET Determinante

N Dimensldn de MAT

'S¢ selecalonames este proghama, aparece el mensaje:
o THPRESTON EN PAPEL S/N
Una vez que selecclonamos nuestha respuesta, aparece
: . _
Ingresamos La dimensifn de MAT y aparece
INGRESE LA MATRIZ
Tngresamos MAT. por §lak, se efecuta el proghama y aparece el valor del
determinante, Los datos son éepa/zad_@ poi uﬁ RETURN
DET =nnn

donde n n n es el valor del determinante.

RUNGE-K

Lista de varniables:
A Matrniz A del sistema de ecuaciones diferenciales
B Vecton B del sistema de ecuaciones diferenciales

FNU(£) Funeldn de entrada del sistema de ecuaciones diferenciales

TE Tiempo §inal del intervalo en que deseamos resolvern el sistema
H Tncremento de Ziempo |

X Vecton X del sistema de ecuaciones diferenciales

K - Matrniz de Los coefdlelentes de Runge-Kutta

Antes de usan este programa debemos realizar una operacidn para actualizan

La funcidn de entrada w. EL proceso a seguii es:

R .- , SRS -
Y debemos ingresar La dimensifn de A.  Luego se Lee:
INGRESE LA MATRIZ A
Ingresamos A por ilas y aparece:
INGRESE EL VECTOR E\"
IngnawnOA el vecton B y el computador responde con
Tt
Pidiéndonos el valorn de TE

Aparece ahora
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Digitamos: LOAD "B: RUNGE-K"
EDIT 190
Aparece: 190 DEF FNU[Z] = x x x
donde x x x es La dltima funcibn de entrada utilizada. Actualizamos La fun-
aibn de entrada y Luego digitamos

SAVE "B: RUNGE-K"

Ahona estd Listo el proghama para ser usado desde el mend. Sdélo habrd nece
sidad de healizar La operacidn anterion s4 deseamos cambiar La funcibn de

entrada.

Una vez selecclionado el proghama aparece:

IMPRESION EN PAPEL S/N

Luego aparece el mensaje
N:

Y debemos inghesar La dﬂneméén de A.  Luego se Lee:
INGRESE LA MATRIZ A

Ingresamos A porn §ilas y aparece:
INGRESE EL VECTUR B

Ingn@amoa el vector B y el computador nesponde con
TE

Pldiéndonos el valor de TE

Aparece ahora
H

Y respondemos con el valor de H

Por €timo aparece

X0 (1] =
Y nespondemos con Las N condiclones indiciales del veeton X.

Se ejecwta el proghama y aparece el resultado en columnas, La primera es el

tiempo y Las N siguientes son Las N componentes del vecton X.
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PRSI

Lista de variables
N Dimensibn de La matrniz A
A Matriz A
BM Veator B
C Vectorn C .
ALFA - Vecton de aoeﬁéu‘éwt% del polinomic caracteristico de A
fE Matriz de thansformacién P
BT Vector B hecha La thansformaciin
1-2 Vector de valores propios del estimadon

CFI Cdefdciente caracternistico del estimadon

i
BS

1.
=
1]

AESTI Matrniz A de La ecuacibn del estimador (A

FNU(£) F.una,éo’n de entrada

VESTI Vector E de La ecuacifn del M@nadon (E=T1

TE Tiempo §inal del intervalo en que deseamos resolven el sdistema

H Inonremento de Liempo

Xy Veetorn de estado

y Funcidn de salida

XE Vecton de estado estimado.

AL Lgual que en el caso de RUNGE-K antes de utilizar el proghama debemos ac
Tuaklizan el valor de La guncibn de entrada, s6L0 que ahora el ndmero de Li-

nea no es 190 s4no 1770.

. Selecelonando el proghama aparece el mensafe:
IMPRESION EN PAPEL S/N
Luego nos pide La dimensién de A y acontinuacdibn inghesamos La matiiz A por

g<las. Debemos Luego Lngresan B y C.



- 88 -

EL computadon nos da Luego Los coefieientes del polinomio caracteristico de

A, La matniz de transformacién Py el vecton B hecha La thansfonmacidn.

Nos pide ahora Los N valores propios del estimador y nos responde con Los
coeficientes caracteristicos del estimador y con La matrniz A y Los vectores

E y B del estimadon.

Ingresamos el tiempo ginal y el incremento de tiempo con el que deseamos ne

s0lven el sistema.

Nos pide ahora Las condiciones iniciales del vector de estado X. Luego nos

pide Las condiciones indicales del estimador.

Por dltimo, responde el programa con Los resulfado de resolver La ecuacdbn
de estado. La primera columna corresponde al lempo, Las N sigudentes son

Las componentes del veetorn de estado y La iltima La salida del sistema.

Después da Los resultados de La ecuacddn del estimador, Zambién en columnas,
La primena el tiempo y Las N sigulentes Los componentes del veetor de estado

estimado.

RPRS I

Este proghama es Lgual al PRSI, La L’L_m,éca diferencia consiste en La introduc
celon de ruddo parna estudian Las consecuencias del m@mo. Pon Lo ftanto, La
(ndica diferencia en su utilizacidn consiste en que nos pide una semilla y La
desviacion standand del auido. La semilla puede sen cuclquien nimero y 44
deseamos repetin La misma Secuencia 86Lo debemos poner La misma semilla. La

desviaciin standard dependend del sistema en ad.

MPRS I

Lista de variables

A Matrniz A



- 89 -

N Dimension de A

BM Veetor B

c - Vecton C

ALFA  Vecton de coefdiclentes del polinomio caractenistico de A.
PE Matriiz de thansformacibn P

BT Vectorn B hecha La thansformacibn

NM (N-T)

R Vector de valonres propios del estimadorn (N-1 valores proplos]
CF1 Polinomio caracteristico del estimador

AESTN  Matniz A del estimador

EESTN Vecton E del estimador

BESTN Vector B del estimador

PEIT P17 -

TE Tiempo fLnal

H Incremento de L&émpo

y Funcién de salida

Xy Veeton de estado

XE Vector de estado estimado

FNU (£) Senal de entrada

AL Lgual que en PRSI Zenemos que actualizarn La funciln de entrada. Ahora

el nimeno de Linea es 1970.

Una vez que 4eleccionamos el proghama aparece:
IMPRESTON EN PAPEL S/N
Nos pide alora La dinensién de A y Luego Anghesarn A (por §ilas), B y C.
Noa /LeApondc, con el polinomic caracteristico de A, La matniz de trhansforma-

albn y el vectorn B hecha La thansgornmacién.

Tnghesamos ahora Los (N-1) valores proplos del estimador y obtenemos el yo-
Linomio caracternistico del estimadon y La matiiz A y Los vectores € y B del

estimadon.
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Nos pide el tiempo final TE y el Lncremento H funto con Las condiciones

iniciales del vector de estado. Luego debemos ingrnesan Las condiciones

inielales del estimadorn, (N-1).

Los resultados salen en el mismo 5o/ur;a,to que el PRSI, es decin, primero
Los reswltados de La ecuacidn de estado, con La primera columna coMe/spo;l
diente al vecton de estado y La dltima a La salida del sistema. TDespués
Zenemos Los resuliados de La ecuacibn del estiamdor, en La primera columna
el Liempo y en Los N sigiientes el vectorn de estudo estimado.

MRPRS I

La utilizacibn de este programa es Ligual a La de MPRST con La dnica dige-
neneda de La introducelidn de ruido; porn Lo que ademds de Zodo Lo que An-
gresamos en MPRST debemos ingresar La semilla y La desviacibn standard,

el nesto es Lgual.

MULTT

Lista de vaniables

N Dimensidn de A

P Nimero de entradas
Q Niamero de salidas

A Mathiz A

B Matriz B

C Matriz C

ME Matriz M

MEINV  Matrniz M)

ou Matniz Q de Zrhansformacién
-1

~

(&

QUINV  Matrhiz
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AEST  Matniz A hecha La thansformacién
BEST Matrniz B hecha La thansgormacidn

FNUT(£) Tesima guncibn de entrada

X Vector de estado
y Vector de salida
R Veeton de valores propios del estimadon {Ui-1)

PET  Matniz PIL

TE  Tiempo final

H Incremento

XO(T) Veetor de condiciones inciales del estado
Xo(4) Condiciones inclales del estimador (UL-T)

XEST  Vector de estado estimado

Este programa Lo hacemos sdmplemente con una capacidad hasta para sistemas

con 10 entradas, Lo cual cheemos es mds que supiciente para problemas re-—

ales. En todo caso, se puede extender con pequenics camblos a mds entradas.

En este programa debemos nealizar Zambién La actualizacibn de Las sefiales
de entrada; el proceso es el mismo, pero ahoha son varias Las Lineas que
hay que editarn, especificamente de La 2180 a La 2270 de La manera que an-

tes indicamos, dependiendo del ndmero de entradas.

Una vez. selecelonado el programa aparece el mensafe:

IMPRESION EN PAPEL S/N

Ingresamos ahorna N,P y Q y Las matrnices A, B y C [por gilas] y obtenemos La
matiiz Q de thansformacion y Q"Y, Zambién obtenemos Las matrnices A y B en

La nueva base.

Debemos inghesarn ahona el tiempo final TE y el incremento H, Lambién Las

condielones iniciales del estado.
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Hecho esto, obtenemos como resultado el vectorn de estado y Las salidas del
sistema. La primenra columna corresponde al tiempo, Las N siguientes al

vector de estado, y Las Q dltimas a Las salidas.

Ahona para cada uno de Los Q estimadones de onden (UL-1) Lnghesamos Los va-
Lones propios y Luego Las condicliones Lniclales, con Lo que obZenemos La
nesolucibn del estimador. La primera columna cornresponde al Ziempo y Las

N sigulentes al vector de estado estimado.
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FEM FROGRAMA FARA ENCONTRAR EL FOLINOMIO CARACTERISTICO DE UMA MATRIZ A
y OFTINN BASE 1
POINFUT " DIMENSION DE LA MATRIZ":
DODIM AN, M) BN, N AL N, MY, N L PN, ALFA (M)
DFOR T = 1 TO N
D FOR J=1 TO N
2OINFUT ACT,T)
JONEXT J
DOMNEXT I .
YOFOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N
AL(I,3)=ALT,d)
NEXT J
MEXT T
FOR k=1 TO N
2 (E) =0
FOR I=1 TO N
EHEY=C(ED+AL (T, T)
MEXT I
Froibny =G (B /1
FOR I=1 70 N
FOR J=1 T0O N
IF I=Jd3 THEM EB{I,J)=A1(I1,Jd)-F ) ELSE BAIL,I)=R1{(I,d)
MEXT J
NEXT I
FOR I=31 T0O M
FOR Jd=1 TOQ N
AL (T, 3)=0
FOR L.=1 TO N
AL, =1 (T, 3)+ALI  LY¥B{l,0)
NEXT L
MEXT J
NEXT I
DONEXT |
G40 FOR =1 TOQ N
S0 ALFA () == (kD
50 FPRINT "ALFA("iki")y="1 ALFA (L)
7O NEXT I
30 END




470
480 FOR L=1 TO. N

40
SO0
S0
G20
SED
G40
S0
Dl
570

80

LEM FPROGRAMS PARS ENCONTRAR LA
UPTION BASE |

INFUT "DIMENSGION DE LA MATRIZ":

DIM Z (NN LD ONG D, SUBMA (N, D
FOR I=1 TO N

FOR J=1 T0 N
TNFUT Z0T,d)

NEXT \J

NEXT I

PINE= 1

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N

DL, J)=0
SUEMA (T ) =7 (T, )
NEXT

NEXT I

FOR T=1 TO N
D(I,1)=1

NEXT I

FOR I=1 TO N
COMF=0)

bbime ]

COFF= SUEBMA {kE, T)

NG

=kl 1

TR (REE-N) =10 THEM GOTD 230

IF INN=-I)Y <O THERM SOTO &10
IF  ONN=-T) =0 THEBR GOTO Z90
FOR M=1 TO N

TEMF =8URMALT D

D GUEBRMA (T, M) =8URMA (NN, 1)

SUBRMA (KB, M) =TEM™
TEMF=D (I, M)
DT, MYy =D MM, M)

D AMR, M) =TEMP

MEXT M

TEMFP=8URMA (I, I)

FOR M=1 TO N

DT MY=D0L, M) /TEMF

SUEMA (I, M)=8BURMA(I,M) /TEMF
MEXT

FOR J=1 70 N

IF (J-I)=0 THEN GOTO T20

TEMF=SUEMA (J, 1)

DT, L)=D{J, L) ~TEMF+D(T,L)

IF SUBMA (MM, Iy=0 THEN GOTO &10

IF SUEMA(I, I)=0 THEN GOTO =E20

INVERSS DE UNA MATHIZ

M

IF (ARS(BURMA (KK, I))—-ARS(COMF) ) <=0 THEN GOTO 260

SUEBMA (T, L) =8URMA (J, L) —TEMF+SUERMA (I, L)

NEXT I

NEXT J :
NEXT I

FOR I=1 TO M

FOR J=1 TO N

FRINT #F,D(1,J);

NEXT J

FRINT #F,

INVE-ELR



¢ 590 NEXT I

600 END :

10 FRINT #F, "LA MATRIZ ES SINGULAR"
(- &R0 END

M



20
0

FENM CALCULO DEL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ N x N
IMPUT YNV, N

DIM MAT (NN BMAT (N, N)

IREY=0

FRINT "INGRESE LA MATRIZ "

FOR I=1 TO M

FOR J=1 TO N
INFUT MAT (1,J) )
NEXT J
MEXT I
FOR I=1 7O N
FOR Jd=1 TO N
EMAT (I,J)=MAT(I,J)
NEXT J
NEXT I
FOR I=1 TGO N
k= .
IF BHAT (E, IY=0 THEN E=kE+1 ELSE GOTO 200
IF (k-N)Y =0 THEN GOTO 4350 ELSE GOTO 180
IF (I-EY =0 THEN GOTO 430

110 IF (I-ED 0 THEN GOTO 230
220 GUTD 290

LW

RO FOR M=1 TO N

L0
M50
&40
7O
EID
)
10
10
s
MY
40
50
WG
70
g=1s)
!
.00
L1 O
.20
A0
D
S0
&0
7O

TEMP= EBMAT (I, M)
RMAT (T, M) =EMAT (K, M)

EMAT (k, M) =TEMP

NEXT M

(REV=IREV+1

IT=1-+1

IF II:N THEM GOTO 80

FOR M=II TO M .

IF BMAT(M,1)=0 THEN GOTO =70
TEMF=EMAT (M, T) /BMAT (1, 1)

FOR NN=1 TQ N

BMAT (M, MN) =EMAT (M, NK) ~EMAT (I, NN) * TEMF
NEXT NN

NEXT M

NEXT T

DET=1

FOR I=1 TO M

DET=DET#EMAT (I, 1)

NEXT I

DET= (~1) "~ IREV#DET

GOTO 460
DET=0
FRINT "DET="3;DET

END

DET



L

1

(NS

AL O R W

LR ¢

a0
10
pls)
S0
40
=i
&l
4]
80
20
0
10
20
Z0
40
S0
&0
70
80
S0
00
10
20
20
40
S0
&0
70
)
G0
00
10
20
YS)
4.0
i)
&HO
71
GO
QL
)
10
20
A0
240
=50
Gy
70
0

REM FROGRAMA FARA RESOLVER UN SBISTEMA DE ECUACIONES

METODO DE RUMGE —RKUTTA

REM RUNBE-EUTTA

IMFPUT "N, N

DIM AN, M), BN

FRIMNT "INGRESE LA MATRIZ A"
FOR I=1 TO M '
FOR J=1 TO W

INFUT &(Y,3d)

NEXT J

NEXT I

FRINT "INGRESE EL VECTOR R"
FOR I=1 70 N

INFUT B(I)

NEALT I

DEF FNUI{T)=0

INFUT "TE=",TE

INFUT "h=",H

M=TE/H

DIM K (4, M) o X (F, R

FOR I=1 TGO N

INFUT "XOLIp=",X{0,I)
NEXT I

=0}

FOR I=1 TO M

FOR J=1 TO N

FoAL,J)=0

FOR =1 TO N
H(l:.J)-‘-‘-[ﬁi(l:,J)'(‘f:\'(JﬂL_)*X(I--l,L)A
NEXT L

B (L, )= (L, ) +B(T) ¥FNULT)
MEXT J

FOR 0=2 70 3=

FOR JdI=1 TO KN

(O, J) =0

FOR L=1 TO M

B0, 0=k {0, J)+A (T L)% (X (T—1, L)+ {0=-1,L)%H/Z)

MEXT L
E (O, T =K (0, J)+R(I) $FNUCT-+HH/2)

NEXT J

NEXT O

FOR J=1 TO WM

(4,39 =0

FOR L=1 TO N

BG4, J) =k (4, J)+A T, LY % (X (T~1, 1) +E (5, L) %H)
NEXT L.

B4, J) = (4, J) FRAT) #FENU (THH)

NEXT J

FOR J=1 TO N

RUNGE-K

DIFERENCIALES UTILICZ

Y AT 0 =X AT=1 J) b/ &% (B (L, J) +2%0k {2, J) +2%E (5, )+ (4, J))

NEXT I
T=T+H

MEXT I

T=H

FOR I=1 TO M

FRINT USING bt HeH4" 5 T3
FOR J=1 TO M

FRINT X (I,d);

NEXT J |

FRINT



3P0 T=T-H
W00 NEXT I
5100 END



PRS1

O OTNFUT 0 DIMENSION DE LA MATRIZ A"iN :
O ERIMNT "INGRESAR LA MATRIZ A&,Y LOS VECTOREE B Y C DEL SISTEMA"
O DIM ACKN,NY (BN, N AL NG MY LGN P OND  ALFAIND L BM N, C (WD
O OFDR T = 1 TO M
0 OFDR J=1 TO N
O TNFUT AT, T)
O NEXT J
0 MEXT I -
0 FRINT " INGRESOD DE R
FOR I=1 TO M
INFUT EM{I)
MEXT I : _
FERINT "INGRESO DE o
FOR I=1 TO N
INFUT C(I)
MEXT I
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N
AlLil,J)=A(1,J)
MEXT J
MEXT I
FOR =1 TO N
@ (kY =0
FOR I=1 TO N
B{EY=0{K)+81(T, 1)
MEXT I
Frognd =@ (k) /K
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N _
IF I=J THEN B(Y,J)=A1{I,J3)—F(K) ELSE E{(I,J)=Aa1(¢I,d)
NEXT J
MEXT I
FOR I=1 TO M
FOF J=1 TO N
AL (T, J)y=0
FOR L=1 TO N
AL, ) =A1 (I, ) +AT, ) #RL,J)
NEXT L
NEXT J
NEXT I
NEXT K
FRINT "LOS COEFICIENTES DEL FOLINMOMIO CARACTERISTICO DE & SONz
AR k=1 TO N -
ALFA (1) =—F {E)
FRINT "ALFACT R "y =" ALFA (k)
GHOONEXT
TOODIF VTINY NN LV IN, N, FE N, R
R0 FOR I=1 TO (MN-1)
S0 FOR J=1 TQ (N-I)
00 VTIMVAI,J)=ALFA (N-1-J+1)
10 NEXT J
O MEXT I
FOR I=1 TO N
Je=p=T 41
S0 VTIMY T, 0y =1
Ll NEXT I
7O FOR I=2 TD N
GG FOR J=N-T4+2 T N
S0 VTINV (T, J) =0
00 MEXT J




510
LH20
G
&40
&50
LHED
670
&LHB0
LTG0
70
7160
7520
7 E0
740
750
760
77Q
780
790
g00
gLao
820
a0
840
850
B&H0
870
aa0
gen
GO0
QL0
20
QIO
@40
QS50
G&0
R70
a0
PACAS]
1000
1010
1020
103E0
1040
1030
10&O
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
11%0

1200

NEXT X

FOR I=1 TO N
Vi, T)=C(I)
NEZT T

FOR J=2 TO N
FOR I=1 70 N
VT, 1)=0 .
FOR L=1 TO N

VT, D) =T, 1)+ (I—1, L) #A (L, I)
NEXT L
NEXT I
NEXT J

FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N
FE(I, J)=0
FOR =1 TO N
FECI, J)=FE(I,J)+YTINV(I, L) *V (L, d)
NEXT L
NEXT J
NEXT I .
FRINT "LA MATRIZ DE TRANSFORMACION F ES @
FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N
FRINT FE(I,J):
NEXT J
PRINT
NEXT I
FRIMT
DIM ET(N)

FOR I=1 TO N
HT 1) =0
FOR L=1 TO N
ET(I)=BET(I)+ FE(I,L)#EM{L)
NEXT L
NEXT I
FRINT "EL VECTOR B HECHA& LA TRANSFORMACION ES 2
FOR I =1 TO N
FRINT ET(I)
NEXT 1

DIM RN (CF (N JJ (R ,CF T (W)

FRIMT "INGRESE [LOS VALORES FROFIOS DEL ESTIMADOR®
FOR I=1 TO M

INFUT R

NEXT I

FOR M=1 TO N

SUM=0:L=1:JJ (1) =1

GOTO 1090

JJ (LY =JJ () +1

IF Qo—-MY=0 THEN 24AT0O 1150
MM=M--1

FOR I=L TO MM

TT=I-1 '

JI(LT)=3J 1) +1
MEXT I :
FR=1

FOR ¥=1 TO M
ICK=J3(I)
FRe—-FRER {TOE)
NEXT I
SUM=SUM+FR



1210
1220
1230
1240
1230
1260
1270
1380
1250
1200
1E10
1Z20
1330
1540

W)

.'—'LJ
136D
1370
12780
13RO
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
14940
1500
1810
1220
ST

AR L

1540
1550
15460
1LE70
1580
1590
1600
1410
1620
1&HED
1640
18650
14&0
1470
‘ 1 \":)80
1690
1700
1710
1720
17740
1740
1730
1760
1770
1780
L7900
1800

FOR T=1 TO M

L=p—T+1 -
TF (J3J (L) ~N+M—L) <0 THEN GOTO 1080
NEXT T '

PR~ ]+ 1
CF (ME) =5UM
NEXT M
FRTMT "LOS NUEVOS COEFICIENTES CARACTERISTICOS SON: "
FOR I=1 TO M .

CFI(I)=CF(N-TI+1)

FRINT CFI(I);

NEXT I

FRINT

DIM AESTI{N,N),YESTI(N)

FOR Jd=1 TO N-1

FOR I=1 TO N

IF T=J-+1 THEN AESTI(I,J)=1:G0TO 1350

AESTI (T, J)=0

MEXT I

MEXT J

FOR I=1 TO N

AESTI (I,M)=—CF(I)

NEXT T

FRINT

FRINT "LA MATRIZ A DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:"
FOR I=1 TO N ‘

FOR J=1 TO N

FRINT AESTI(I,J93;

NEXT J

FRINT

NEXT T

FRINT

FRINT "EL VECTOR E DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:"
FOR I=1 TGO N

YESTI(1)=CF{I)~ALFA(N-I+1)

FRINT YESTI(I)

NEXT I

FRINT :

FRINT "EL VECTOR B DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES: "
FOR I=1 TGO N

FRINT ET(I)

MEXT I

AAN=1

REM RUNGE—KUTTA

DIM AN N, N) , BN (D

FOR Is=l TO N

FOR J=1 TO N

AN (T, JY=ACT It BN (T)=EM (1)

NEXT J

NEXT I

DEF FNU(T) =0

INFUT "TE=",TE

INFUT "h=",H

ME=TE/H

DIF K4, NY X AME, N L Y IME) , XV ME N, XE (ME, M)

FOR I=1i TO N

INFUT "XOCD)=", %0, I)

NEXT ¥

T==0)

FOR I=1 T0O MEZ



L&810
LB2O
LEZD
1840
L1BS0O
1860
1870
1820
1890
1200
1910
LR
130
LP40
1930
1960
1970
1980
1990
200
2010
RO
2OE0
D40
ROI0D
2060
2070
2080
2050
2100
2110
21 20
2LED
2140
2150
21 &0
2170
2180

5
2L O

FOR J=1 TO N

(1, J)=0

FOR L=1 TO N

B (1, J0 =k (1, 3) AN (T, L) %X (11, L)
NEXT L

BCL, J) =k (1, ) +BNLI) #FNULT) + {1-AAN) #Y (I-1) *YESTI (J)

NEXT J
FOR O=2 TO =
FOR J=1 TO N
(0, J) =0

FOR L=1 TGO N

00, ) = (0, J) AN (T, L) % (X {I—1, L) +K (0=1, 1) #H/2)

NEXT L

b 40, J)=k (0, J)+BN (I #FNU(T+H/Z) + (1—-AAN) #YESTI (J) ® (Y () +Y {I-1)) /2)

NEXT J
NEXT 0 )
FOR J=1 TO N
k{4, 3)=0

FOR L=1 TO N

04, J) =k (4, J) AN (T, L) # (X (T—1, L) +k {5, L) #H)

MEXT L

B l4, 3)Y=E {4, J)+BN(IY #FNULT+HH) + (1-AARN) #Y (1) *YESTI (J)

NEXT J
FOR J=1 TO N

XL, T)=X(I=1,3) +H/&% (b i1, J) +2%k (B, J) 2%k (5, J) +K (4, 3))

NEXT J
T=T+H

NEXT 1 .

IF AAN=G THEN BOTO 2310’

FOR I=0 TO ME

YT =0

FOR L=i TO M

YOI =Y (I)+C (LI #¥ (I, L)

NEXT L

NEXT I

FOR I=i TO N

FOR J=1 TQ N

ANCI, J)=AESTI(I,J) s BN (1) =HT (T)
NEXT J

NEXT I

AAN=D

FOR I=1 TO ME

) FOR J=1 70 N

YV T, ) =% (1,J)

NEXT J

MEXT 1

FOR I=1 TO N

TNFLIT "X (0, I) =", % (0, I)
NEXT I

GOTO 1750

GOTO 2430

FOR I=1 TO ME

FOR J=1 TO N

XE(I,J)=0

FOR L=1 TO N

ME(D, D) =XE (I, I)+D(J, Ly #X (T, 1)
NEXT L

NEXT J

NEXT 1

FRINT "_.08 SIGUIENTES S0ON LLOS

RESLIL-TADOS

DE RESOLVER

LA

ECUACTION DE

£

v 1



WD T=H

20 FOR I=1 TO ME
2450 FRINT USING Vb, #d" s T3
2440 FOR J=1 TO N
2450 FRIMT XV (L,d)54
2450 NEXT J

2470 FRINT YA(I);J
2480 FRINT

2490 T=T+H

2500 NEXT I

2510 PRINT "LOS SIGUIENTES SON LOS RESULTADAS DE LA ECUACIONM DEL ESTIMADORT
2E20 T=H

AEI0 FOR I=1 TO ME

2540 FRINT USING "k #HH" 1T

2550 FOR Jd=1 TO N

READ FRINT XE(I,J); !

2H70 NEXT J

2580 FRINT

REFD T=T+H |

24600 MEXT I

2&10 END

2420 REM SURRUTINA DE INVERSION DE LA MATRIZ
REIZO DIFM Z (N,N, DINGRD , SURMA (N, M)

2640 FOR I=1 TO N

2630 FOR J=1 7O N

REED 21, 3y=FELL,I)

270 NEXT J

2680 NEXT I

DEYO MP=1

D700 FOR I=1 TO N

2710 FOR Jd=1 TO N

Z720 DA(T,J)=0

2730 SUBMAIYI, D) =Z2(1,I)

2740 NEXT J

2730 NEXT I

27460 FOR I=1 TO N

2770 DI, I)=1

2780 NEXT I

2790 FOR I=1i TG M

2800 COMF==D

2810 KRE=I

REE0 IF (ARG (SURMA (KK, 1)) —-ARE (COMM) ) <=0 THEN 8070 2850
28Z0 COMRP= SURMA{KE, I) .
2840 NIN==kik

2850 sk

2840 IF (EE-N)=<0O THEN &OTO 2820

2870 IF SUEBMA NN, I)=0 THEN GOTO Z140

2880 IF (NN-=I)«<D THEN GOTO =140

2890 IF (NN-I)=0D THEN GOTD 2980

RO FOR M=1 TO N

2910 TEMP =8UBMAS (I, M)

RO20 SUEBRMA (I, M) =3URBMA (NN, M)

REI0 SUEMA (MN, M) =TEMF

2940 TEMF=D(I,M)

2E0 DT, MY=D (NN, M)

RRED D INN, MY =TEMF

BR70 NEXT Il

2980 TEMP=SURMA (I, T)

2990 FOR M=1 TO N

E2OOO DAL, M =DII M) /TEMF



FOLO BUBMA (L, M) =8URMALCT M) /TEMF

020 NEXT M

FOTO OFOR J=1 TO N

I040 IF (J-I)=0 THEN GOTO Z110

ZOT0 IR SUBRMA T, D=0 THEN GOTO 3110
INEO TEMR=5URMA{J, I)

ZO70 FOR L=1 70 N

T80 DIJ,L)=D(J,)~TEMF*D{I,L)

F0F0 SURMA (T, L) =8URMA (J, L) —TEMF*SUEMA (I, L)
Z100 NEXT L

110 NEXT g

D120 NEXT I

130 BATO 2FZ0

2140 PRINT "LA MATRIZ ES SINGULAR"
T1S0 EMD .




MPRS1

10 INFUT " DIMENSION DE LA MATRIZ A"iN
20 FRINT "INGRESAR LA MATRIZ A,Y 1LOS YECTORES E Y C DEL SISTEMA"
EOODIM AN, N S BONLNY AL (NN LB N FORD , ALFA (MY , BMINDY , C (N
40 FOFC T = 1 TO N
S0 FOR J=1 TO N
&0 INFUT A1, )
70 NEXT J
B0 NEXT I
90 FRINT " INGRESO DE E"
100 FOR I=1 TO N
110 INFUT BMII)
120 NEXT I
130 PRINT "INGRESO DE C
140 FOR I=i TO N
150 INFUT C6I)
160 NEXT I ,
170 FOR I=1 TO N
SlBO FOR J=1 TO N
190 ALLI,d)=A{1,J)
R2O0 MEXT J
200 NEXT I
2R0 FOR E=1 TO N
2EO B (K =0
240 FOR Is=1 TO N
DEO @) =2 D +A1T (T, 1)
. Da0 NEYT I
¥oro B =60/
280 FOR I=1 TO N
290 FOR J=1 TO N
00 IF I=J THEN BRI, =A1{I,J)-F(k) ELSE RB{(I,N=AL1{I,d)
Z10 NEXT J
IR0 ONEXT I
IO OFOR I=1 TO N
40 FOR J=1 TO N
FE0 AL(ILT)=0
y Te0 FOR L=1 TO N
E70 AL, I =A1{1,0)+ACT  LYERIL,J)
IEO ONEXT L
CE90 NEXT J
400 NEXT I
410 NEXT K
4720 FERINT "LOS COEFICIENTES DEL FOLINOMID CARACTERISTICD DE A 30NM:
470 FOR k=1 TO N
440 ALFA (k) =~F (k)
450 FRINT "ALFA ("3 E: " Y="5ALFA ()
2 AHD NEXT K
AT70 DIM VTINV NN,V ONG N FE N ND
Han FOR Is=1 TO (M-1)
490 FOR J=1 TO (N~I1)
S5O0 YTINVY (I, J)=ALFA (M=1-J+1)
510 NEXT J :
=20 MEXT I
Eﬁﬁﬂﬂ FOR I==1 TO N
Sy sa0 Je=h—-T41
;fSED YTTNY (T, d)=1
BL0 MEXT I
E70 FOR I=2 TO N
SE0 FOR JeM-T+2 TO N
EG0 WTING (L, ) =0
LOO NEXT I

40 NEXT L ST i )
50 NEXT T

&0 FRINT "EL VECTOR B HECHS LA
70 FOR I =1 TO M

80 FRINT ET(I)

PO NEXT T

QOO NM=N—1

g}o EEHFH(NM),CF(NM),JJ(NM).CFI(NM)
D20 FRINT "INGRESE L9 RES FROF

o0 FDRJ¥=11¥ERE§E LDS VALORES FROFIDS DEL ESTIMADOR"
Q40 INFUT R(T)

D50 NEXT I

240 FOR M=1 TO MM

D70 BUM=0: L=t 0T (1) =1

E0 BOTO 1100

190 JI L) =TT (L) +1

D0 IF (L~ =0 THEN GOTO 11&0

TRANSFORMACION Eg » v



210
220

REOQ

ol et

40
RS0
L2H0
L2770
[ 280
L2R0
| Q0
=10
| 220
L ZRAD
L 540
=50
RS
1370
L ABO
L AP0
1400
1410
1420
1420
1440
1450
1460
1470
1480
14570
1S500
1E10
1520
13320
1540
1550
1560
1370
1380
18390
14600
1610
1420
16ED
1640
1650
1660
1670
1480
1L &90)
1700
1710
1720
L1720
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800

SUM=SUM+FR
FOR I=1 TO M
z2= T4 1
TF {Jd (L) —NM+M~1) <0 THEN GOTO 1080
NEXT I
M=M=~ F+ 1
CF (MF) =SUM .
NEXT M -
FRINT "LOS NUEVOS COEFICIENTES CARAETERISTICOS SON:"
FOR I=1 TO NM
CFI (1)=CF (MM—I+1)
FRINT GFI(I);
NEXT I
FRINT
DIM AESTN(NM,NMY , EESTN (M) , BESTN ()
FOR I=1 TO NM
FOR J=1 TO NM-1
IF I=J+1 THEN AESTN(I,J)=1: GOTO 1400
AESTN (I, J) =0
NEXT J
NEXT I
FOR I=1 TO MM
AESTN (T, M) =—CF (T)
NEXT I
FRINT "LA& MATRIZ & DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES: "
FOR I=1 TO NM
FOR J=1 TO MM
FRINT AESTM(I,Jd);
NEXT J
FRINT
MEXT I
FRINT
FOR I=1 TO NM
BEGTRN (1) =ET (1) ~CF (T) #RT (i)
NEXT I
FRINT "EL VECTOR B DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:"
FOR I=1 TO NM
FRINT BESTN(I)
NEXT I
EESTN (1) = —CF (1) *CF (NMI —ALFA (N) +CF (1) %ALFA (1)
FOR I=2 TO MM
EESTN(I)=CF (1—1) ~CF { 1) %CF (NM) =ALFA (NM=T-+2) +CF (1) #ALFA (1)
MEXT I
FRINT "EL VECTOR E DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR ES:"
FOR I=1 TO NM
FRINT EESTN (L)
NEXT I
DIM FELT (N, N)
FOR J=1.T0 N-1
FOR I=1 TO N
IF I=J3 THEN FEL1I(I,J) =1 ELSE FE1I(I,J)=0
MEXT I
NEXT J
FOR I=1 TO N
TF I=N  THEN FELI(I,M) =1 ELSE FELI(I,N)=CF(I)
MEXT T
ARN=1  NE=N
REM RUNGE~KUTTA
DIM AN N, N, BN (ND
FOR I=1 TO N



810 FOR J=1 TO N
B20 AN(IL,J)=A(I,J) iBN{I)=EM(I)
8T0 NEXT J
B4C NEXT I
L850 DEF FNU(T) =0
1860 INFUT "TE=",TE
1870 INFUT "h=",H
(880 ME=TE/H
1850 DIM K {4,NM), X {ME,N) , Y (ME) , XV (ME, N) , XE (ME, N)
(900 FOR I=1 TO N i
(910 INFUT "YO(Iy=",% (D, I)
L1920 NEXT I
L9F0 T=0
(940 FOR I=1 TO ME
1950 FOR J=1 TO NE
L9960 K (1,J3)=0
1970 FOR L=1 TO NE
1580 E(1,J)=k(1,I)+ANT, L) #X (I-1,L)
1920 NEXT L
2000 KL, 3)=E 1, J) BN (I #FNUCT) + (1=AAN) #Y {I~1) #*EESTN (J)
110 NEXT J :
FOR D=2 TO =
FOR J=1 TO NE
K (0,J)=0
2050 FOR =1 TO NE
FOAD K0, 3) =k (0, IY+AN (T, L)% (X (I—-1 LY +E{0~1, L) #H/2)
RO70 MEXT L
2080 (0, J)=K {0, ) +EN D) #FNUCTHH/Z2) + (1-00N) #EESTN (J) % ( (Y (I) Y (I—-1) 3/
SO0 NMEXT J
2100 NEXT O
2110 FOR J=1 TO NE
2120 Ki4,J3)=0
FOR L=1 TO NE
Brid, )=k {4, I)+AN T, LY# (X (T—1, L) +k (3, L) #HD
NMEXT L
S04, J) = (4, TV RN CT) #FRMUCTHH) + CL—AARN) #Y (1) #EESTN (J)
MEXT J
FOR J=1 TO NE
2190 XA1,J)=X{I~1,J)+H/&* (K {1, J)+F#k (2, J) 425K (3, J)+k(4,T))
200 NEXT J
2210 T=T+H
PRE0 OMEXT I .
2RI IF AAN=O THEN GOTO 2450
240 FOR I=0 TO ME
RRE0 YL =0
RELQ FOR L=1 TO N
2RTO YA =Y (D) ALY #X 0T, 1)
MNEXT L
MEXT I
FOR I=1 TO NM
FOR J=1 TO NM .
ANCT, ) =AESTN (L, J) tEN(I)=RESTN(I)
NEXT J
MEXT I
AAN=0 NE=NP
FOR I=1 TO ME
FOR J=1 TO N
KVUCT, ) =X {1,d)
W90 NEXT J
2AOO0 NEXT I




410 FOR I=1 TO MM
420 INFUT "X (0, I)=", % (0, I}

470 NEXT I

440 BOTO 1930

450 GOTO 2870

440 FOR I=1 TO ME

470 XTI, MY=Y(I)

480 NEXT I

4590 DIF YXEE{(N) .
SO0 FOR I=1 TO ME

=10 FOR J=1 TO N

R0 KEE (J) =0

=E0 FOFR L=1 TO N

'SA0 XEE (J)=XEE (J)+FE1T (J, L) #X{I,L)

S50 NEXT L

a0 NEXT J

S70 FOR d=1 TO N

EmA0 KE (L, d)=0

{EP0 FOR L=1 TO N

2600 KEAL J)=XE(I,d)+D(J, L) #XEE (L)

1610 NEXT L

2620 MEXT J

2EOD NEXT I

2640 FRINT "LOS SIGUIENTES SON LOS RESULTADOS DE RESOLVER LA ECUACICY DE EST

2650 T=H

260 FOR I=1 TO ME

2670 PRINT USING "k, d44" s T3
2680 FOR J=1 TO N

REFQ FPRINT XV (1,d);:

2700 NEXT J

A710 FPRINT YD) s

27RO PRINT ’

A7 T=ETAH

2740 NEXT I

2750 PRINT ".08 SIGUIENTES S0N LOS RESULTADROS DE LA ECUACION DEL ESTIMADOR®
J760 T=H

2770 FOR I=1 TO ME

2780 PRINT USTNG M. $4E" 5 T
2720 FOR J=1 TO N

200 PRINT XEL(I,J) 4

2810 NEXT J

2E20 FPRINT

2EEID T=T-H

2840 NEXT I

2EE0 END

3&60 FREM SURRUTINA DE INVERSION DE LA MATRIZ
2070 DIM Z (M, MY, DM, N SUBMA (N, N
@80 FOR I=1 TO N

2G990 FOR J=1 TO W

2P0 ZAL, D) =RE(T L)

L0 NEXT J

Q20 NEXT I

2OE0 NM=x,

2G40 FOR I=1 TO N

2QEQ FOR J=1 T0O N

QL0 DLT,J)=0

2970 SURMAIT,I)=Z(1,d)

30 NEXT J

2P0 NEXT I

OGO FOR I=1 70O N



010
IR0
RO
40
050
Nar.Xu
AO70
NoI=in]
Q0
00
110
120
V1L EO
140
V150
V1 &0
170
180
120

200

D(I,I)=1
MEXT I

FOR I=1 TO M

COMP=0

k=1

IF (ABES(SUEMA (KK, I))—ARS (COMP))<=0 THEN GOTO
COMP= SUBMA (K, 1)

NN=}k :

Foboe=hib R 1 A
IF (kEE-M)=£0 THEN GOTO Z0&0

IF SUEMA (KN, I)=0 THEN GDTO =80

IF (NN-1)<0 THEN 3070 Z=80

TF (NN~I)=0 THEN GOTO X220

FOR M=1 TO N

TEMF =SURMA (I, M)

SURFA LT, M) =SURFM (NN, M)

SURMA (MM, M) =TEMF '

TEFF=D {1, M)

DT, MY=D (RN, M)

D ANR, MY =TEMF

NEXT ™

TEMF=8URMA (1, I)

FOF M=1 TO N

DT, MY=D(I,M /TEMF

SWBMA (T, M) =BUEMA (I, M) / TEMF

NEXT ™

FOR J=1 TO N

IF (J-1)=0 THEN GOTO ZZS50

IF SURMA(T, I)=0 THEN GOTO =EXS50
TEMF=SURMA (J, I)

FOR L=1 TO N

D(JI, L)=D(J, ) ~TEMF#D (I, L)

SUBMA (J, L) =SURMA (J, L) ~TEMF#SURMA (T, L)
NEXT L

MNEXT J

NEXT 1

GOTO 2440

FRINT "LA MATRIZ ES SINGBULARY

END

2090



MULTI

& REM CAS0 MULTIVARIAERLE

O INFLUT MU, N

£ INFUT "RFIM, P

O IMPUT "R R :
O DIM AIN,N)  E(N,F)  CCR, M), AN N, N DA LN NY (BMAT (N+L, N1 Z (N, ND
WO FRINT “"INBRESO DE LA MATRIZ A"

' FOR I=1 TO N

10 FOR J=1 TO N

WO INFUT A(I,d) ' , .
00 ANII,J)=ACT,d)

10 NEXT J

RO OMEXT I _

E0OPRINT YIMGRESQO DE E"

40 FOR I=1 TO N

=0 FOR J=1 TO F

A0 IMFUT BOT,J)

70 NEXT J

80 NEXT I

90 PRINT YINGRESD DE CM

20 FOR I=1 TO @

20 FOR J=1 TOQ N

220 INFUT C(I,J)

E:O ONEXT J

240 MNEXT I

MO DIM UM, N1 UT AR, M1) , BRAF N1, N+1) , AUX (G, N¥NY  ARA (G
260 FOR I=1 TO &

70 ARACT) =0

180 NEXT I

W0 FOR I=1 TOQ @

SO0 FOR J=1 TO N

P10 UKILJ)=C(I,J) :AUX(I,I)=C{I,d)

20 NEXT J

i NEXT I

F=1 AA=0 :RBE=1

FOR Jd=1 T4 N

U (BA+EL, T ) =0

FOR L=1 TO N

U@+, J) =0 (BE, L) #AM (L, 3) +U (G+k, J)
MEXT L

NMEXT J

FOR I=1 7TQ @Q+k

FOR J=1 7O N

p UT (., Dy=U(I,Jd)

NEXT J

NEXT I

FOR I=1 T0O @+

FOR J=1 TO N

BRAM{T,J) =0

FOR L=1 70 N

GRAEMIY, ) =CBRAM(I, ) +U{T L) ¥UT (L, J)
NEXT L

MNEXT J

MZXT I

GOTO 4170

IF DET =0 THEN BOTO S&0 ELSE GOTO &350
IF E=(N-G) AMD BE=E THEN GOTO 10310
IF BRCG THEN GOTO &30

IF AAACERERY =0 THEM AAA (BR) =484+

FOR T=1 T0O &

IF AR/ =0 THEN GOTO 700

-




10
20

- -

Jnil)
40
=58
D)
T
£330
VR0
00
10
20
D
A0
TS0
T&HO
T70
ran
R0
300
310
320
130
340
30
&0
370
3R
390
200
7 1.6
R0
20
7.0
P50
7 50
4
yei!
PO
Relels;
010
D20
DED
040
Q50
QLD
7O
O8O
090
100
110
120
12D
140
130
1860
170
180
190
200

NEXT I

IF G=1 THEN GOTO Q00
AARA (EBR) =AA+1

GOTO 700

FOF I=1 TO N

AUX (ER, T+ (46410 #N) =L (G-, T

NEXT I

IF KE={(N-R) THEN kK=E+1:6=1:60TQ 700

IS DI SR
BB=RE+1

IF BREXE THEM BE=0IAA=AA+1:60TO 760

IF AAA(RRY =0 THEN GOTO

S50

IF BE=& AND G=1 THEM GDTO 200

EE=EE-+1
GOTO 710

FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N
DACTJ)=AN(I,J)
NEXT J

NEXT I

FOR I=1 TO M
FOR J=1 TO N
AN (T, J) =0

FOR L=1 TQ N

AN T, J)=AN (T, J)+DA (I, L) *A (L, d)

MEXT L

NEXT J

NERT I

GO0TO 700

DIM ME (MR, MEIMNY (N, N)
BR=1:MIU=0

FOR I=1 TO AAAR(RER)
FOR J=1 T4 N

MEMIUAT, I)=AUX (BE, J+{I-1)%N)

NEXT J

NEXT T

MIU=/AA (RED +=MIU

BRE=RE-+]

IF BEFE THEN SOTO 1020
GOTO 920

FRINT "NO ES ORSERVABLE EL EJEMFLO":END

FOR I=) TO N
FOF J=1 TO N
ZOT, Y =ME(T,J)
NEXT J

NEXT 1

GOSUR Z470
FOR I=1 TO M
FOR J=1 TO N
METMY (T, J)=D(I,J)
NEXT J

NEXT I

ERASE D, SUEMA, BMAT, U, UT, BRAM, AUX

DIM QU N, MY (BUTMY (M, N)
TE==1

BR=1: MIU=0

IF TE=MIU+1 THEN GOTO
MIU=MIU+SA0 (BR)

FOR I=1 TO M

QUL , TE) =METNV (I, MU

1180

ELSE GOTO 1240



2140
A
230

2E0

240

=
S ]

260
270
280
20
VOO
CELO

ERO

BRACAS)
CERAD
B30
CERED
LEZ70
LES0
LES0D
L400
L4160
L4250
A
14410
1450
L4460
1470
L4480
1490
LS00
L5510
520

LSED

| 540
LS50
L S0
1570
L38O0
LS50
L &0
1610
] &0
L&D
L &40
L &S0
L&a&E0
L &70
1 &80
L&D
1700
L 710
L7320
1750
1,740
1750
L7760
L 770
L7780
L 790
L e300

NEXT I

IF TE=N THEN GOTO 1360
IF TE=MIU THEN HEE=EE+]
TE=TE-+1

BOTO 1170

FOR I=1 TO N

GU (T, TE)=0

FOR L=i TO N

QU T, TE)=QU(I, TE)+A{I, L) *0U (L TE~1) _
NEXT L

NEXT T

IF TE=MIU THEN EE=RE-1
IF TE=N THEN GOTO 1Z60H
TE=TE+1

GOTO 1170

ERINT

PRINT "LA MATRIZ DE TRANSFORMACICON & ES:®
FOR I=1 TOQ M

FOR J=1 TO N

FRINT QU(I,J)s

NEXT J

FRINT

NEXT I

FOR I=1 TQ N

FOR Jd=1 TO N

Z(T, 1)=EUI,d)

NEXT J

NEXT . I

GBOSUR 3670

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N
QUINY (T, J)=D(T,d)

NEXT J

NEXT I

PRINT

FRINT "LA MATRIZ DE TRANSFORMACION INVERTIDA ES:M

FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO N

FRINT GUINV(I,J);

MEXT J

FRINT

NEXT I

DIM AEST (N,N) ,AS (N, N) , BEST (N, F)
FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N

AS (1, d)=0

FOR L=1 TO N

AS(I, I)=AS(T, ) +A (I, L) *aU (L, d)
MEXT L

NEXT J

NEXT I

FOR I={ TO N

FOF J=1 TO N

AEST (1,d)=0

FOR L=1 TO N

AEST (1, 3) =AEST (1, J) +QUINV (I, L) A8 (1., J)
MEXT L

NEXT J

NEXT T

FOR I=1 TO N



Ri0 FOR J=1 70O F
@R REST(I,J)=0
B3RO FOR L=1 TO M
840 BEST(I,J)=HEST(I,J)+QUINU(I,L)%H(L,J)
850 NEXT L
880 NEXT J
B70 MEXT I
880 ERASE AS
B0 FRINT .
QOO0 FRINT "LA NMUEVA MATRIZ A ES: "™
910 FOR I=1 TO N
I FOR J=1 TO N
QIO FRINT AEST(I,d);
P40 NEXT J
950 PRINT
FHD NMEXT I
970 FRINT _
80 FRINT "LA NUEVA MATRIZ B ES:"
990 FOR I=1 TO ©
2000 FOR J=1 T0O F
10 FRINT BEST(ILJ) S
WIRD NEXT J
HAEO FRINT
*O40 NEXT I
WSO INFUT "TE: "3 TE
60 IMFUT "ho"sHo
2070 MI=TE/H
080 DIM UE(LIO, ) ,BNI10,3) X (MIN) Y I{MI, Q) (K (4, K)
90 FOR I=1 TO N
100 INFUT XDy ="e XD, 1)
110 NEXT I
120 DEF FNUL (T)=0
Y1LEG DEF FNUZA(T)Y=0
140 DEF FRUZ(T)=0
1EG DEF FNUA(TY =0
14D DEF FNUS (T)Y=0
170 DEF FMUA(T) =0
180 DEF FNUT (T =0
190 DEF FNUB(T) =0
R2AOD DEF FNUR(T) =0
210 DEF FRULD (T =0
REO FOR Is=1 TO N
FOR J=1 TO M
AM{I,J)=A(T,d)
MEXT J
NEXT I
T=0
FOR I=1i TO MI
FOR II=1 TO X
UECL, ID)Y=FNU1(T+(IT-1)*H/2)
) E(2, TI)=FNU(T+(11-1)*H/2)
UEE, ID)=FRNUZ(T+ (IT1-1)#H/2)
UE (4, TI)=FNUA4 (T-H(IT~1)%H/2)
O UEA(S, TI)=FNUS(T+(II~1)&H/2
EIO UE (S, I =FMNU&(T+(LT~1)wH/2)
SO0 UE(7, T =FNU7{T+{IT-1)=H/2)
70 URE, T =FNUB{(TH (I T~1)%H/2)
FE0 UEAG, T =FNUQ {TF{LTL~1)#H/2)
G0 UE IO, DI =FMNULO (T (II~-1)%H-H/2)
D0 NEXT IX




FOR ITI=1 T{O M
FOR JJ=1 TO =
A0 EMNIIT,J3)=0
440 FOR LL=1 TO
2450 BN{IT,JI)=BN(II,JJ)+RB(II,LL)*UE(LL,Jd)
24460 MNEXT L
2470 NEXT JJ
2480 NEXT II .
2490 FOR JI=1 TO N -
2500 K{1,J3)=0
2510 FOR L=1 TO N
2GR0 AL, )=k {1, 3)+ANCI, L) X (I-1,L)
EE0 NEXT L
2540 P\l J)=K (1, JY+BENT, 1)
H50 MEXT J
”SH FOR Q=2 70 &
Z70 FOR Jd=1 TO N
hJBU Q) =D
290 FOR =1 TO N
2&00 H(OQJ)=H(D,J)+ﬁN(J,L5%(X{I~1,L)+H(O~},L)%H/2)
2HL0 NEXT L
2H20 RA(0,0)=k{Q,d)+RBN{J, D)
2AE0 MNEXT J
2640 NEXT 0
2430 FOR J=1 TO M
R&&HD B4, J)=0
2670 FOR =1 TO N )
2680 B4, 3y=k {4, T)+ANT, L)% (X (T-1, L)+ (E, L) #H)
2690 MEXT L
2700 B4, Iy=R (4, T)AEMIT, XD
2710 NEXT J
2720 FOR J=1 TO N
27EQ XAL, D) =X {T -1, J)+H/&% (B {1, Iy +2%k (2, JY -2k (3, )+ (4, T))
2740 NEXT J
2730 T=T-+H
2760 NEXT T
2770 T=H
2780 FOR I=1 TO MI
2790 FOR Jd=1 70 @
2300 Y{I,J)=0
2810 FOR L=1 TO N
RBED YL, ) =Y (T DY AC{T, L) %X (T, 1)
2EED NEXT L
2G40 NEXT J
25D NEXT I
2860 FRINT "EL RESULTADO DE RESOLVER LA ECUACION DE ESTADD ES: M
2870 FOR I=1 TO MI
2880 FRINT USING"4fkdh. 44483 T
W0 FAR Jd=1 TO M
2GO0 FRINT XA{I,J);
2F10 NEXT J
2920 FOR J=1 TO @
2P0 PRINMT Y(I,J)3%
2940 NEXT J
2950 FRINTY T=T-k-
FPH0 MNEXT I
2070 DIF AST (M N ,FELINGRD FELT (M, M) ,ANT (N, N) L ES N GBS (N, FY ,BSI (N5 (RET
BT (N NY L, ESTT (N, N>“L1fN N) VF(MJ MY, PNfN By NE F(M[ N) hB(N M)
2OE0 ER=1 1 MIU=O
2990 I AAACRED =1 THEN G0TO Z010 ELSE GOTO Z000
HOO0 FRINT "INGRESE .08 VALDRES FROFINS DEL ESTIMADORM

i



2010 DIM H(AAA(HB)~1),CF(MAA(BE)“i),CFI(AAA(BH)~1),JI(AAA(BB)—l)
FOR I=1 TO (AAA(ER)-1)
INFUT BRI
MEXT I
OS50 FOR 8=1 TO (AAA(EE)—1)
OO SUM==D_=123J31 (1)=1
70 GOTD FO90
DE0 JI(L)Y=JI(.)+1
e IF(L—B)=C THEN 60TO E130 -
2100 BGG=6—1
T110 FOR I=L TO GG
7120 Id=I1+1
TLZO JIAII)=d1(1)+1
%140 MEXT I
7150 FR=1
2140 FOR I=1 T4 G
2170 I10E=JI{1)
180 FR=—FR*R (ICE)
5190 NEXT I
Z200 SUM=SUMA-FR

; FDR I=1 TO G
L=G—-1+1
IF (JI{L)—{ARAIERE) —1)+G~) <O THEN GQATO Z080
MEXT 1
MPe= (ARG (BER) —1) ~B-+1
CF {MF) =5UM
p NEXT &
1RGO FOR I=1 TO (AAAREY —1)

. CFI(I)=CF{{AAAEBR)—1)—~I+1)
NEXT I
FOR J=1 TO {(ARAAER)—-1)
FOR I=1 TO AARA(EBR)
JF I=J THEN FELI(I, D) =1iFEI(I,d)=1 ELBE FEI1I(I,J)=0iFELI(I J)=
MEXT X
MEXT J
FOR I=1 TO AARAIRBRE)
IF I=AAACBE) THEN FPEII(I, ) =1:FE1(I,J)=1 ELSE FPEII(I,J)=CF(I):=Z1{I ,0)=

NEXT I

FOR I=1 TO AARA{ER)

=400 FOR J=1 TO ARA(ER)

410 AST (I, J3)Y=AEST (MIU-+I , MIU+T)
420 NEXT J

R4Z0 NEXT T

40 FOR I=1 TO AAA{EED

w430 FOR J=1 TO AAA{ERR)

ST AB{T J) =0

470 FOR L=1 TO AAA (BER)

480 AS(L,I)=AS(1,J)+AST (I, L) *FELT(L,J)
480 NEXT L

RE00 NEXT J

NMEXT I

FOr I=1 TO AAA(ER)

FOR J=1 TO AAA(RR)
ANI(T,J)=0

FOR =1 TO AAA(EBED

ANIAL, D) =ANT (T, D) HFEL (L, LY #AS (L, I)
NEXT L

NEXT J

MEXT I

TH00 FOR I=1. TO (AAAIRE)~1)




|
610 FOR J=1 TO (AARA(ER)-1)
HEO AN{I,I)=ANI(I,d)
LHT0 ES(I)=AMI (I,AAARE))
&H40 MEXT J
&F0 NEXT I
H&HD BATO 4550
AH70 REM SURRUTINA DE INVERSION DE UNA MATRIZ NXN
680 DIM DN, N) , SUEMS (N, N)
20 NN= )
TFO0 FOR I=1 70 N
10 FOR J=1 TO N
TR0 D(ILJT)=0
77E0 SUBMACI,J)=Z«(I,d)
740 NEXT J
7E0 NEXT I
760 FOR I=1 TO M .
770 DI, I)=1 .
780 MNEXT I
oo FOR I=1 TO N
800 CUMP=0
591G k=1
820 IF /AHS(SUHMN R, I))—ARS(COMP) Y <=0 THEN GOTO 23830
RE= RIS CGMF— 5UBMA(}P5[)
ZE40 e
QS0
R840 TF (KE-N) =<0 THEN DDTD IEE0
T87ﬁ IF SUEBMA MM, I)=0 THEM GOTG 4140
TF ANN—=I3 O FHFN DUTD 4140
IF (MN=-I)=0 THEN GOTO X980
FOR M=1 TO N
TEMF =g5UEMA (T, M)
ER20 BUBMA (T, M) =SURBMA (NN, M)
FQEG SURMA (NN, M) =TEMP
BSR40 TEMP=D{I,M)
9o DO, M)*D(NN M)
R AD DfNN_H)—TEMP
3970 NEXT M
2980 TEFF=SURMA (I, I)
3990 FOR M=1 TO N
000 DT, My=DLI, M) /TEMF
4010 SUEBMALT, M) =8URMA (I, M) /TEHF
4020 NEXT M
4050 FOR J=1 TO N
4040 IF (J—-1)=0 THEN BOTO 4110
G oS 1IF SUHMA(JﬂI)zO THEN GOTO 4110
AO&L0 TEMF=8URMA (T, 1)
1070 FOR L=1 TO N
480 DT, L)Y=D{(J, L) -TEMF*D(I,L)
4090 P‘JE(MA(J L):BHHMA(J J)—TEMP*QUHHA(I L)
4LO0 NEXT L
FLL0 MEXT J
1120 NEXT I
4130 BOTO 4160
4140 FRINT "LLA MATRIZ ES SINGULARY
4.1 50 EMND
41 &0 RETURN
1170 REM CALCULO DELL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ N x WM
4180 MNE=Q-+-
3190 TREWV=Q
4200 FOR I=1 T NE .




4610 FOR I=1 TO AAA(EED

48%0 EST (I,RBE)=0

4870 NEXT I .

4240 FDOR I=1 TO AAA(ER)

4850 FOR J=1 TO @

48460 ET(I,Jd)=0

AE70 FOR L=1 TO AAAIERR)

4880 ET(1,J)=ET(I,J)+FEL1(I,L)*EST{L,J)
4990 NEXT L :

4900 NEXT J

4910 NEXT I

4920 FOR I=1 TO {(RAARER)—-1)

4870 FOR J=1 TO @

4940 ESTIC(I,I)=ET(I.,J)

4950 NEXT J

4950 MEXT I

4970 FOR I=1 TO (AAA{RE)-1)

49R0 ESTI (I, BR)=ES(I)

TA990 NEXT I

S5O00 DIM XI(MI,8AA (BRE))

5010 T=0

FOAO FOR I=1 TO (AAATER) -—-1)

SOIE0 IMPUT "Xoli):", XI(0,I)

S040 MNEXT I

SUE0 FOR I=1 TO MI

S060 FOR II=1 TO 3

5070 UECL,, TI)=FMUL(T-H(II=1) %H/2)
5080 UE{R, ID)=FNUZ(T+(II-1)%H/2)
G090 UE(E, T =FNUE{T+{(II~1)#H/2)
S100 U4, I =FMNU4(T+-{TI~1)#H/2)
F110 UE(S, IT)=FNUS(T+{II-1)%H/2)
S120 UEL(H, IT) =FNUS{T--{IT~1)#H/2)
S1E0 UE(7,II)=FNU7 (T {(II-1)#H/2)
5140 UE(R, I1)=FNUS(T--(II~1)#H/2)
3150 UE{(9, I1)=FNU?{TH+(II~1)%H/2)
F1&0 UEL1O, TIY=FNULD (T TI—1) %H/2)
F170 NEXT II

5180 FOR II=1 TO |
5190 FOR JJ=1 T0O X
5SRO0 BNIT,JJ)=0
210 FAQR =1 TO P
ERE0 BNA(TIL I =BA(IT, JI)+EET(IT, LL) *UE{LL,Jd)

5230 NEXT L

SR40 NEAT JJ

R0 NEXT II

5260 FOR II=1 TO (AAG(ERE)--1)

=270 FOR JJd=1 TQ = &TEFR 2

S280 EN(IL,J3)=0

SR90 FOR LL=1 TO &

TEROO EN{IY,JI)=EN(II,JI)+ESTI(IT,LIL) #Y (I+{(JJ~1) /2—1,LL)
5310 NEXT LL

FHEZ20 NEXT JJ

SIEZI0O ONEXT IX

CEERAD FOR II=1 TO (A0ARED) ~1)

| SEE0 ERCTT,2)=0

SE&D FOR =1 TO @

SE7D EMOTIY, 2)=EN(IT, 2 +ESTI (XTI, LL) ¥ (Y {I~1, L) +Y (I, L))/ /2
SEE0 MEXT L :

SHPO NEXT I1

S400 FOR ITI=1 TO (AAAJRE) —1)

AAA TRE) —1)



S410
HA0
SLED
B4
G300
S 6D
S470
24.d0
490
SE00
HEl0
IS
5550
2540
2550

SEAD

SET0
SSa0
Whaie U]
5 &00)
S50
SR
Sy 20
Sa40
S5&HS0
S&H60
S&T7 0
af=t=18]
S &0
<WASIN]
=710
57520
57RO
5740
5750
53760
5770
5780
57570
=E00
S8 10

3820,

SEE0
S840
&350
2860
SET0

5380

5870

500
910
5920
AGI0
S0
3950
S &HD
5F70
SP80
5980

5000

FQR JJI=1 TO A

-r

BM(IT,JI)=BN(II,JJ)+ENM(IT,Jd)

NEXT JJ
MEXT II

Far J=1 T0
0L .00 =0
FOR =1 TCO
gl d)y=H {1,
MEXT L

Bl Jy=ki{1,
NEXT J

FOR O=2 70
FOR Jd=1 TO
0,33 =0
FOR L=1 T0O
O, d)=k1(0,
MEXT L

E (O, 3)=k{Q,
NEXT J
MEXT O

FOR J=1 TO
B4, 3y=0"
FOR L=1 TO
BoC4, 3y =k (4
NEXT L

Bt 4 0y =i (4,
MEXT J

FOR J=1 T4
XTI, Jy=xX1I{
MEXT J
T=T-H

MNiEXT I

FOR I=1 T4

(AAACRR) ~1)

(AAACERY)—1)
J)V+HAN(T , L) #X I (I—1, L)

JY+EN (T, 1)

(AAA (BRY—1)

(AAA (BR) ~1)
I +HANAIT LY (AT (=1 L) R A0-1 L) ¥H /2

JYAEN (T, 2)

(aAa (RRI—1)

TAAA(RR) ~1)
JyAAMIT LY # (LT (T4, L) +R {5, L) #H)

J)+EN (T,

{AAA{RBED —1)
IT—=1,3)+H/6% (01, )2 (2, JY-+2% 5, I+ (4, 3))

MI

AT, ARA(ER) Y=Y (I, BR)

NEXT I
FOR I=1 7O
FOF J=1 TO
XE (I, J-+MIUY
FOR L=1 TO
KE (T, J+HMIU)
NEXT L
NEXT J
NEXT I

MI

AAA (RE)

=)

AAA(ERRD

=XE(L, J+HMI +FELT (I, L) #XT (L, 1)

MIU=MIU+AAA (BR)

ER=EE-1
ERASE

%1 R,

CF,CFI, 1

IF Bm:E THEN GUTO 3880 ELSE GOTO 2990

F O
FOFR

I=1 70O
J=1 TO

MI
N

AEST (I, J)y=0

FOR L=1 TO
KEST (1,0) =¥
MEXT L
NEXT J
MEXT T
T
FRINT
FOR

T=1

TO

I INT USTNG

FOR J=1 T{

"EL RESULTARD DI

N
EST (I, ) +6U (I, L) #XE (I, L)

RESQALVER LA ECUACTION DELL ESTIMADOR Egu"

MI
e ARTERET § T Y
M
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