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1.- INTRODUCCIÓN.

f
En un sistema de control, si la entrada o la señal de coman-

do está predeterminada y no cambia debido a'lo que se obtenga del

control, se dice que el sistema es un sistema de "control de laso

abierto", el mismo que no puede ser un buen sistema, ya que una

señal de control deseable deberá reaccionar al comportamiento del

sistema. Por otro lado, si el sistema se -comporta bien, ningún

|fc cambio en la señal de control es necesario, pero un cambio apro-

piado es requerido para que la respuesta del sistema sea la de-

seada. Entonces, un sistema en donde la señal de entrada dependa

de lo que requiera el control, se denomina un sistema de "control

realimentado".

Por consiguiente, el desarrollo de técnicas para el diseño

,Á de sistemas de control multivariable es de considerable practica,

siendo un método particular de diseño, aquel que implica el uso

de realimentación para conseguir estabilidad de sistemas de con-

trol de laso cerrado. * Conjuntamente con este método es a menudo

de interés saber si es o no posible conseguir que las entradas

controlen a las salidas independientemente, esto es, que una sola

M?. entrada influya en una sola salida; es decir, obtener un sistema
lf

"desacoplado1.

v En un sistema multivariable de orden n, con m entradas y m

salidas, en el cual se asume que m ̂  n , la matriz función de

transferencia-es GL (s) , • que relaciona la entrada u, (s) y la

salida y_ (s) con la siguiente ecuación:

i
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X. (s) = Q. (s) * Ríe),

se tiene que cada entrada controla más de una salida y que cada

salida es controlada por más de una entrada. Por este fenómeno

el cual se denomina "acoplamiento", es generalmente muy difícil

de controlar un sistema multivariable. Por lo tanto, en algunos

casos para obtener un sistema multivariable desacoplado, la idea

es diseñar un controlado*1, el cual permita que cada salida sea

controlada independientemente por cada entrada, es decir, que el

sistema acoplado multivariable pued'a convertirse en un sistema

desacoplado.'Donde el control debe ser insensible para variacio-

nes pequeñas de parámetros, mediante la incorporación de elemen-

tos dinámicos en el sistema de control.

\
Para que un sistema multivariable sea desacoplado, la ma~

\
tris función de transferencia debe ser diagonal y no singular.

M Ya conseguido el desacoplamiento de un sistema multivaria-

blej puede obviamente .ser analizado usando las técnicas clásicas

para sistemas de una entrada - una salida.x

Una de las maneras para determinar las condiciones necesa-

rias y suficientes para el "desacoplamiento" de un sistema linea'l

invariante en el tiempo, de m entradas y m salidas,es mediante la

realimentación de estado. Si un sistema satisface la condición de

desacoplamiento por realimentación de estado, se puede determinar

la clase $ .de todas las matrices de realimentación que desacoplan

el sistema. La caracterización de $ es usada para determinar el

número de polos de lazo cerrado que pueden ser especificados para



- 4 -

el sistema desacoplado y para desarrollar una ̂ técnica de síntesis

con la realimentación, que dé las configuraciones de polos de

laso cerrado deseados, mientra.s simultáneamente se desacopla el

sistema.^

Se presenta además que, en ciertos casos los sistemas mul-

tivariables invariantes en el tiempo, pueden ser desacoplados por

realimentación de.variables de estado, pero no se puede realizar

la ubicación arbitraria de polos y el desacoplamiento simultánea-
* ̂  Oi^s ^«c^s $/' •

mente. Dichos sistemas no se pueden desacoplar por realimentación

de salida; siendo posible únicamente realisar el desaeoplamiento

por realimentación de salida, añadiendo un compensador.

Pero como el estado no se puede medir directamente, es de-

seable conocer si un sistema puede ser descoplado usando reali-

mentación de salida. Si es posible el desaeoplamiento y no es

estable, para conseguir la estabilidad a la respuesta deseada

puede ser necesario construir un compensador o un observador.

Por consiguiente, se determinan condiciones necesarias y sufi-

cientes para el desacoplamiento de sistemas lineales multivaria-

bles usando realimentación de salida; para un sistema que satis-

face estas condiciones, la clase de todas las matrices de reali-

mentación las cuales desacoplan el sistema es caracterizado, ade-

más, se muestra que cada subsistema desacoplado puede tener un

polo real arbitrariamente cercano a un valor preseleccionado. Las

condiciones dependen solamente del conocimiento de los sistemas

dinámicos. ,

Con miras a un estudio detallado de lo mencionado anterior-
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mente, y en vista de la importancia según se expresó antes, se ha

desarrollado esta tesis, de la siguiente manera:

En esta introducción se hace un enfoque general del marco

teórico, relativo a las técnicas utilizadas para el desarrollo de

este trabajo; técnicas que sirven para el desacoplamiento de sis-

temas lineales multivariables; se hace también un bosquejo .de su

contenido, por capítulos.

En el segundo capítulo se dan los conceptos básicos, que

son necesarios para el estudio de las técnicas de desacoplamien-

to, objetivo de este trabajo; técnicas de desacoplamiento que son

empleadas de acuerdo a la teoría de Control Moderno, y que son:

Por matriz función de transferencia, por realimentación de es-

tado, y por realimentación de salida.

En el tercer capítulo se realiza un estudio teórico de cada

una de las tres técnicas de desacoplamiento, luego se fijan las

condiciones necesarias y suficientes para que un sistema lineal

multivariable pueda ser desacoplado.

En el cuarto capítulo se presentan los algoritmos y diagra-

mas de flujo para cada una de las técnicas utilizadas; los cuales

sirven para desarrollar los programas computacionales, basados en

las técnicas antedichas.

En el capítulo quinto se obtienen los resultados para los

ejercicios de los sistemas que se desean desacoplar por la téc-

nica escogidaT en cada programa implementado en el computador.

Los ejercicios presentados en esta sección son básicamente los
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analizados en la teoría, en cada técnica de desacoplamiento.

El sexto capitulo está destinado para exponer las conclu-

siones que se han obtenido en el decurso de este trabajo, las

mismas que fueron determinadas en base al marco teórico, y sobre

todo, en la aplicación de éste en el trabajo práctico de los pro-

gramas computacionales.

Luego se incorporan tres apéndices que se distribuyen de la

siguiente manera:

El 'apéndice A exclusivamente indica el "Manual de uso" de

los programas desarrollados para las técnicas de .desacoplamiento.

Es decir, nos precisa qué parámetros se deben introducir y qué

resultados son obtenidos para cada técnica.

En el apéndice B, se presentan los listados de los progra-

mas principales, independientemente para cada técnica de desaco-

plamiento. Además, de acuerdo a la estructura del lenguaje Pascal

se incluyen, al inicio de cada programa principal, todos los lis-

tados de los subprogramas utilizados en cada técnica.

Apéndice C,- Esta sección se creó con el objetivo de indicar

en cada uno de los subprogramas los siguientes aspectos: 1) la

función que desempeña cada subprograma; 2) la descripción de las

variables de llamada al subprograma; 3) análisis matemático, si

es necesario; y, 4) diagramas de flujo.
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2 . - T E O R Í A :

2.1.- SISTEMA DE MÚLTIPLES ENTRADAS Y MÚLTIPLES SALIDAS

Sea el sistema:

ui
s.

Ur

XI

Xn

yi

ym

Fisura: 2 . 1 . - Sistema multivariablss

La representación en espacio de estado de sistemas lineales

de múltiples entradas y múltiples salidas es la siguiente:

XI ,X2 , . , , }Xn

U-l , U2 , . . . , Ur

,son las variables de estado.

,son las variables de entrada.

,son las variables de salida.

Y las ecuaciones que rigen el sistema en forma normal:

XI = ail(t)X! 4- ai2(t)X2 4- . . . 4- ain(t)Xn 4 bll(t)ui 4 bi2(t)U2 4- ... 4- blr(t)Ur

X2 - a2l(t)xi 4- a22(t)X2 4- ... 4- a2n(t)Xn + b2l(t)ui 4- b22(t)U2 4- ... 4 b2r(t)Ur

Xn - anl(t)xi 4 an2(t)X2 4- ... 4 ann(t)Xn 4- bnl(t)ui 4 bnz(t)U2 4- ... 4- bnr(t)Ur

( 2 . 1 )
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donde: a(t) , b(t) son constantes o funciones de t.

Si se considera que el sistema es invariante en el tiempo,

se determina entonces las ecuaciones del sistema en forma matri-

cial y vectorial:

XI

X2

Xn

=

aii ai2 ... ain

a2 i a2 2 "... a2 n

anl an2 . . . ann

XI

X2

Xn

+

bl 1 bl 2 ... bl r

b2 1 b2 2 ... b2 r

bn 1 bn2 . . . bn r

Ul

U2

U r

( 2 . 2 )

donde:

x

XI

X2

Xn

,vector de estado

u -

•Ul

U2

Ur

,vector de entrada

A -

aii a 12 . . . am

a2i a22 . . . asn

anl an2 . . . ann
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bu

b2 i

bnl

bi2 . .

b22 . .

bn2 . .

. blr

. b2 r

. bn r

De aquí se llega a la siguiente* ecuación matricial:

x = A x B u ( 2 . 3 )

que es la ecuación, de estado del sisteina.

Las ecuaciones de salida del sistema correspondiente son:

yi - Cll(t)X! 4- C12(t)X2 -\- . . . + Cln(t)Xn + dll(t)ui + d l2( t )U2 -4- . . . 4- d l r ( t )Ur

72 - C2l( t)Xl + C22(t)X2 4- . . . 4- C2n(t)Xn + d2l(t)ui 4- d22( t )U2 -4- , . . 4- C~l2r( t )Ur

ym - Cml(t)xi 4- Cm2(t)x2 4- . . 4- Cmn(t)xn 4 dml(t)ui -f dm2(t)U2 + . . . -f dmr( t )Ur

( 2 . 4 )

Como se consideró gue el sistema es invariante en el tiem-

po , los coeficientes son constantes. Representando en forma ma-

tricial las ecuaciones de salida, se tendría:

yi

ys
•

ym

—

Gil C12 ... Cln

C21 C22 ... C2n

.

Cml Cm2 . . . Cmn

XI

X2

•

Xn

'4-

dii di2 ... d i r

d 2 1 d22 ... d 2 r
.

dm 1 dm2 ... dm r

Ul

U2

•

Ur

( 2 . 5 )
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donde:

y =

yi

ym

,vector de salida

C =

Cl 1

C2 1

Cm 1

C12

C22

Cm2

. . . Cln

. , . C2n

. . . Cmn

D =

di i di2

d2i d22

. di r

. d2 r

dm 1 dm 2 ... dm r

Llegando a determinar la siguiente ecuación matricial:

y ^ C x + D u , ( 2 . 6 )

que es la ecuación de salida del sistema.

Quedando de esta manera representado el sistema en espacio

de estado por:

x = A x B u

x "+ D u

( 2 . 7 a )

( 2 . 7 b )
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2.2.- MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA.

Se considera inicialmente el sistema de una entrada y una

salida. La relación siguiente es la función de transferencia:

G(s) u(sT

en donde: u(s) = Es la entrada del sistema.

y(s) - Es la salida del sistema .

Además las condiciones iniciales deben ser cero ,

En el caso de múltiples entradas y múltiples salidas , la

respuesta en espacio de estado del sistema está dado por :

* - A x + B u .

y = C* x + D u

' .
donde éstas ecuaciones son funciones del tiempo.

Si se toma la Transformada de Laplace, de. las ecuaciones de

espacio de estado resulta:

s x(s) - x(0) - A x(s) -f B u(s) ( 2 . 9 a )

y(s) - C x(s) + D u(s) ( 2 . 9 b. )"

con condiciones iniciales nulas , de ( 2 . 9 a ) se obtiene :

s x(s) - 'A x(s) - B u(s) ( 2 . 10 a )

( s I - A Tx(s) - B u(s) ( 2 . 10 b )

«fe
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donde: • I - Matriz identidad,

multiplicando arabos miembros de la ecuación ( 2 . 10 b ) por
%'

( s I - A )-i;

x(s) = ( s I - A }-iB u(s) ( 2 . 11 )

reemplazando x.(s) de la ecuación (2 . 11 ) en ( 2 . 9 b ),

y(s) = C [ ( s I - A )-iB u(s) ] + D u(s)

t
factorando y ordenando:

y(s) = [ C ( s I - A )-iB 4 D ] u(s) ( 2 . 12 )

Comparando esta ecuación matricial ( 2 . 12 ) con la fun-

ción de transferencia para sistemas de una entrada y una salida

(2 . 8 ), se determina g.ue:

4
G(s) = C ( s I - A )-iB + D ( 2 . 13 )

donde : G(s) - Matriz función de transferencia.

Es decir, por no existir división de matrices, la matriz

G.(B) relaciona la salida y(s) con la entrada Ji(s) de la siguiente

W: manera:

y(s) = G(s) u(s) ' ' ( 2 . 14 )

En forma matricial septenaria:
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yi

Y2

ym

=

gil g!2 ... gl r

g2 1 g22 ... g2 r

gm 1 gm 2 ... gm r

Ul

U2

Ur

( 2 . 15 )

donde: u(s) - Vector de entrada r dimensional.

y(s) - Vector de salida m dimensional.

gíj(s) - Significa la respuesta de la i-ésima salida

debido a la j-ésima entrada, correspondiente

al elemento de la fila i y columna j.

= Matris función de transferencia de dimensiónG(s)

( m z r ) .

Por otro lado si se considera un sistema de laso cerrado

que tiene múltiples entradas y múltiples salidas, se obtiene la

"matriz función de transferencia de sistemas de laso cerrado".

E(s) y(s)

Gp(6)

H(s)

Figura: 2 . 2 .- Sistema multlvariable con realimentación
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donde: GP(S) - Matriz función de transferencia de paso direc-

to, de dimensión ( m x r ) .

K(s) = Matriz de lazo de realimentación, de dimensión

( r x m ) .

K( s) - Es el error, de orden r.

La salida se tiene:

y(s) = GP(B) E(s) . ( 2 . 16 )

Se necesita conocer el error para determinar y.(s), siendo enton-

ces :

E(s) = u(s) - H(s) y(s) ( 2- . 17 )

reemplazando la ecuación anterior ( 2 . 17 ) en la ecuación

( 2 .16 ),

y(s) - Gp(s) [ u(s) - H(s) y(s) ]

multiplicando Gp(s) por el paréntesis,

y(e) = . Gp(s) u(s) - GP(S) H(s) y(s)

agrupando los términos comunes de y(e),

[ I + Gp(s) H(s) ] y(s) = GP(S) u(s)

multiplicando ambos miembros de la ecuación anterior, por la iz-

quierda C I + G p f e J H C s ) ] - ! ,



- 16

y(s) = [ I + Gp(s) H(s) ]-iGp(s) u(s) ( 2 . 18

Por lo tanto .la matriz función de transferencia de laso
fr
"~ cerrado G(s) será:

G(e) = [ I + GP(S) H(s) ]-iGp(s) ( 2 . 19 )

f
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2.3.- REALIMENTACION DE ESTADO.

La realimentación de estado es. una atractiva manera de ubi-

car polos y ceros en sistemas multivariables.

X - A x+B u

^

¿k.

¿

Figura: 2 . 3 ,- Sistema multivariable de realimentación de

estado.

donde: u. = Vector de control de orden m. Es lo q.ue entra a la

planta.

ü - Representa el nuevo vector de control de orden m.

E. = Matriz constante de números reales de orden ( m x n )

, llamada matriz de realimentación de ganancia.

G_ - Matriz constante de números reales de orden ( m x m )

Las ecuaciones dinámicas deben ser lineales e invariantes

en el tiempo. Por lo tanto, es razonable asumir que" la "ley de

control", dependa linealmente de H. y de x. , y es de la forma:

U. = El + a - C 2 . 20 )
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L̂a diferencia entre realimentación de estado y realimenta-

ción de salida consiste en que, en la reallmentación de salida,

^ la salida y_ es realimentada a la entrada; y en la realiroentación
r̂

de estado, el estado x. es realimentado a la entrada. Ya que gene-

ralmente el número de variables de estado es más grande que el

numero de variables de salida, existe más campo de manipulación

en la realimentación de estado que en la realimentación de sali-
\f

da. En efecto lo. que puede ser almacenado mediante la realimen-

tación de salida puede ser almacenado por la realimentación de

% ' '* estado, pero lo inverso no es cierto.

Todas las variables de estado se asumirán como variables

de salida.

Se partirá del caso de "una sola variable", entonces, con-

sidérese la ecuación dinámica de una sola variable, lineal e in-

variante en el tiempo:

^ ¿ = á. * + t> u . ( 2 . 21 a )

y = o. x ( 2 . 21 b )

donde : x. = Es el vector de estado de orden n.

u - Es la entrada escalar.

&. y = Es la salida escalar.
'PJ

A. = Es una matriz constante de orden ( n x n ) .

b. - Es un vector columna de orden n.

c_ ~ Es un vector fila de constantes reales de orden n.

En la realimentación de estado, cada variable de estado

está multiplicada por una ganancia y realimentada en el terminal

«t
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de entrada. Se hace la ganancia entre la i-ésima variable de es-

tado y la entrada, sea ki , Se define & como;

&_ - [ ki k2 , . . kn ] • ( 2 . 22 )

Por lo que, la ley de control es:

u = w + &_ x.

donde : w = Es la nueva entrada deseada o de referencia.

Reemplazando la ley de control "en la ecuación (2 . 21 a ) , se

tiene,

agrupando

Entonces , la ecuación dinámica del sistema realimentado por es-

tado es :

¿ = ( A . + t L f c ) x + k w ( 2 . 2 3 a )

y = • C. X. ( 2 . 23 b )

Nótese que las ecuaciones dinámicas ( 2 . 2 1 ) y ( 2 . 2 3 )

tienen la misma dimensión y el mismo espacio de estado.

Ahora , considérese el "caso multivarlable" , donde la ecua-

ción dinámica n- dimensional muí ti variable lineal e invariante en

el tiempo , para el sistema de lazo abierto es :
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¿L = & 2L + B. U. (2. 24 a)
L-fi-

y_ = C. * ( 2 . 24 b )

donde : & , B y £L son matrices constantes y reales de dimensiones

( n x n ) I ( n x m ) y ( m x n ) , respectivamente.

Reemplazando la ley de control, ecuación (2 . 20 ). En la ecua-

ción ( 2 . 24 a ) , y luego sacando factor común &, se obtiene:

l

¿ = ( A . + E.E)x. + E a R (2. 25 a)

y_ = £L x. ' ' ( 2 . 25 b )

Siendo esta la ecuación dinámica q.ue rige la realimentación
ti

de estado, para sistemas multivariables,

\
La matriz función de transferencia de laso cerrado será:

£c (s) = £L [ s I - (A + E £ ) ] - i ( E & )

eliminando paréntesis,

l l
fie (s) = fi [ s I - A. - E E ]-i E a ( 2 . 26 )
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2.4.- REALIMENTACION DE SALIDA.

La realimentación de salida, tiene el atractivo que requie-

re menos sensores que los estados, entonces el número de salidas

es menor al número de estados. Además, en la realimentación de

salida se tiene la facilidad de que las salidas se encuentran

físicamente para realimentarlas a las entradas, lo que no sucede

1»
con la realimentación de estado.

¿L = ÉL iÍL + E 11

REALIMENTACION
DTí1 s

-y

REALIMENTAC
DE

ESTADO

a

Figura 2 , 4 Sistema multivariable de realimentación de

salida.

donde: u. = Vector de control de orden m. Es lo que entra a la

planta.

H. = Representa el nuevo vector de control de orden m.

H. = Matriz constante de números reales de orden ( m x m )

G. - Matriz constante, de números reales de orden C m x m )
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La realimentación de salida consiste en tomar muestras de

las variables de salida, realimentarlas a través de un controla-

do r E Y compararlas con un nuevo vectoz- de referencia de entra-

t
da a, De acuerdo como se ve en la figura (2 . 4 ) .

La ecuación de la "ley de control", para la realimentación

de salida es:

11 = £ K + K £ . ' (2. 27)

El sistema de laso abierto se representa por la ecuación

%'
dinámica:

i -= & £ + S U. . (2. 28 a)

Y_ = £ X. ( 2 . 28 b )

donde : A. 3 E. y G. son matrices constantes y reales de dimensiones

( n x n ) , ( n x m ) y ( m x n ) , respectivamente.

f Sustituyendo la ecuación ( 2 . 27 ) en la ecuación del sistema

. ( 2 . 28 a ) , se tiene:

multiplicando el paréntesis ,

reemplazando la ecuación ( 2 . 28 b ) en ecuación anterior,
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sacando factor común x.j

¿ = ( A. + E a C. ) X. + ES.H

Por consiguiente, la ecuación dinámica que rige para la

realimentación de salida es:

¿ = ( A + E K G ) X + E G . R ( 2 . 2 9 a )

2. = £L x. ( 2 . 29 b )

Como se puede ver en las ecuaciones: ( 2 .25 ) y ( 2 .29 ),

la realimentación de salida es un caso especial de la realimen-
\

tación de estado, reemplazando H. C. por £ .'

v^ Entonces, la matris función de transferencia de laso ce-

rrado será:

ac es) = a c s i - A. - E a £ ]-i E a ( 2 . so )

A partir de estos conceptos se puede desarrollar las ideas

y las condiciones para conseguir desacoplamiento de sistemas mul-

tivariables.\
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2.5.- DESACOPLAMIENTO Y TÉCNICAS.

Como se ha visto, muchos sistemas de control de procesos

tienen entrada múltiple y salida múltiple, de las que, por lo ge-

neral, nos interesa que las modificaciones en cada entrada de re-

ferencia afecten solamente a cada salida. ̂ Si se pudiera lograr

esta ausencia de interacción, seria más fácil mantener cada valor

de salida a un nivel constante deseado en ausencia de perturba-

ciones externas, es decir, seria más fácil realisar el diseño del

sistema de control, Para lograr aquello, naturalmente se requiere

que el sistema tenga un número de salidas igual al de entradas. '

A ^»<*"ttrf
En general, se tienen tres técnicas para desacoplar sis-

temas multivariables, más empleadas en la práctica del Control

Moderno, que son:

- Por matris función de transferencia.

- Por realimentación de estado.

- Por realimentación de salida.

Cada una de las técnicas mencionadas tienen sus ventajas y

sus inconvenientes, las cuales serán analizadas, al determinarse,

en el siguiente capitulo, las condiciones necesarias y suficien-

tes para que se produsca el desacoplamiento de los sistemas mul-

tivariables , Con cada técnica, además, se presentarán programas

de computación, independientemente, para cada técnica. Esto en el

capítulo cuarto. '
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C A P I T U L O 3

3.- TÉCNICAS DE DESACOPLAMIENTO.

3.1.- POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

3.2.- POR REALIMENTACION DE ESTADO.

3.3.- POR REALIMENTACION DE SALIDA.



3.- TÉCNICAS DE DSSACOPLAMIENTO.

3.1.- POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA.
i

Desacoplar un sistema significa, desde el punto de vista de

matriz función de transferencia, diagonalizar la matriz Q.( s) de

laso cerrado, para poder .determinar la respuesta del sistema so-

lamente en función de una sola entrada, es decir, obtener que una

L Llsalida dependa de una sola entrada.V

u(s}+ E(s) y(s)

Gp(s

H(s)

Figura: 3 . 1 .- Sistema multivariable con .realimentación

donde: u(s) ~ Vector de entrada n dimensional.

y(s) - Vector de salida n dimensional.

Gp(s) - Matriz función de transferencia de paso direc-

to, de dimensión ( n x n ).

K(-s) ~ Matriz de lazo de realiraentación, de dimensión

( n x n ) .

K(s) - Es el error, de orden n.



- 27 -

De acuerdo al sistema realimentado de la figura (3 . 1

se tiene que:

G(s) GP(S) H(s) ]-iGP(s) ( 3 . 1 )

donde: G(s) = Matriz función de transferencia de lazo cerrado.

Í G(s) =

gil(S) g!2(s)

g21(S) g22(s)

. . gln(s)

. . g2n(s)

gnl(s) gn2(s) . . . gnn(s)

( 3 . 2 )

' Y en donde también Qp(s) es una matris- función de transfe-
\

rencia de dimensión ( n x n ) de una planta; se desea añadir un

compensador serie G.c(s), el mismo que se expresa como una matris

de dimensión ( n x n ), tal que las n entradas y las n salidas

estén desacopladas, entonces la matriz función de transferencia

de lazo cerrado debe ser diagonal, es decir, existe una matris

G_d(s) tal que:

Gd(s) =

gdll (s)

gdnn(s)

( 3 . 3 )

Por"facilidad se considera el caso en que la realimentación

K(s) es la matriz identidad, entonces de la ecuación ( 3 . 1 ) :
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G(s) Gp(s) ]-iGp(s) ( 3 . 4 )

I Para diagonalizar el sistema, se añade un compensador £Lc(s)

como se muestra en la figura ( 3 . 2 ) .

u(s)
~ 4-

! 1(6)

2 O

Go(s)

M(s) y

GP(S)

Figura: 3 . 2 . - Sistema rau l t iva r i ab le con realimentación
II

unitaria y compensador serie.

donde: M(s) = Es la nueva entrada de la planta Gp(s).

Entonces, de la figura ( 3 . 2 ) se tiene

y(e) = Gp(s) M(s)

M(s) = Gc(s) E(s)

( 3 . 5 )

( 3 . 6 )

reemplazando la ecuación ( 3 . 6 ) en la ecuación ( 3 . 5 ) se

llega a:

y(e) = Gp(e) Gc(s) E(s)
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si se asigna Go(s) = Gp(s) Gc(s) se tiene que:

y(e) = Go(s) E(s) ( 3 . 7 )— —

donde: £Lo(s) - Es la matriz función de transferencia de paso

directo, cuando se añade un compensador.

Siendo £Lc(s) tal que diagonalice a £(s) , , entonces de la

ecuación ( 3 . 4 ) con £o(s) se tiene:

n
Gd(s) = [ I 4- Go(s) ]-iGo(s) . ( 3 . 8 )

o., también, multiplicando cada miembro de la ecuación ( 3 . 3 ),

por la izquierda [ L + fi.o(s) ],

[ I + Go(s) ] Gd(s) = Go(s)

multiplicando el paréntesis:

Gd(s) + Go(s) Gd(s) = Go(s)

agrupando Go(s) se tiene:

Gd(s) = Go(s) [I - Gd(s) ] ( 3 . 9 )

multiplicando ambos miembros de la ecuación (3 . 9 ), por la

derecha [ J l - C L d C s ) ] - 1 ,

Gd(s) [ I - Gd(s) ]-i = Go(s)

conmutando lo's términos de la ecuación anterior



i
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\
Go(s) = Ga(B) [ I - Gd(6) ]-i ( 3 . 10 )

Corno fid( s) es diagonal, entonces [ I, - fid (s) ]-i es dia-

A^gonal. Por lo tanto fio( s) también es diagonal.

Esto significa que para lograr que no haya interacción se

debe hacer que £Lo(s) sea una matriz diagonal, siempre que la ma-

triz de realimentación H.(s) sea la matriz identidad.

¿
Como fue definido Q.o(s) = Sp(s) fio(s) , entonces despe-

ii
jando S.c(s) (multiplicando por la isquieda Sp"1(s) ) se tiene:

A
Gc(s) = Gp-i(s) Go(s) ( 3 . 11 )

La determinación de fi.c(s) es bastante fácil. Porque S.d(s)

es conocida por imposición de disefío para desacoplamiento, y ade-

más debe satisfacer cada término de la diagonal de S.d(s) con

las especificaciones de funcionamiento dadas por el diseñador

pai"a que cumpla el Sistema con: exactitud, estabilidad relativa y
ll

velocidad de respuesta. Entonces, se debe calcular fio(s) con la

ecuación (3 . 10 ) , y a partir de fio(s) calcular £Lc(s.) con la

ecuación ( 3 . 11 ), ya que se conoce también Sp(s).

A
x En definitiva, para desacoplar un sistema multivariable,

por el método matriz' función de transferencia, se debe determinar
u

el compensador serie fic(s) como se indica anteriormente.

f
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3.1.1.- Ejemplo:

Sea el sistema

Figura: 3 . 3 .- Sistema de dos entradas y dos salidas, con

compensador serie.

Deterrainar la matriz función de transferencia del compensador

serie, tal que la matriz función de transferencia de laso cerrado

sea:



Gd(s) = ( 3 . 12 )

5 s + 1

De acuerdo a la ecuación ( 3 . 10 ) se determina S.o(s)

&o(s) = G.d(s) Sd(s)

t'«' reemplaza

Go(s) =

indo por

1

s + 1

0

sus respect:

o

1

5 s + 1

ivas matrices,

1 - 1 0
6 + 1

o 'i - i
5 s + 1

cálculo de la inversa,

Go(s) =

1
s + 1

0

0

1

5 s + 1

1

5 s2
( s+ l ) (5 s+ l )

5 s 0

5 s + 1

0 s

s + 1

multiplicando la fracción de polinomios y luego simplificando la

segunda matriz,

Go(s) =

1
" 6_ + 1

n

o

1

5 s + 1

s + 1 Q

e

0 5 s + l

5 6



multiplicando ambas matrices se obtiene,

Go(s) =

5 s

( 3 . 13 )

Las salidas del sistema de la figura ( 3 . 3 ) son,

yi
2 s + 1

ui

yz - ui + U2

s + 1

escribiendo matricialmente las salidas,

yi

ys
-

1 0j_j
2 s + 1

1 1JL

S + 1

Ul

U2

( 3 . 14 )

Entonces, de acuez^do a la ecuación ( 3 . 14 ) la planta del sis-

tema de la figura ( 3 . 3 ) es:

GP(S) = ( 3 . 15 )

6 + 1
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Para calcular el compensador £c(s) se aplica la ecuación

( 3 . 11 ),

Gc(s) - Gp-i(s) Go(s)

reemplazando los valores correspondientes de las matrices, ecua-

ciones ( 3 .15 ) y ( 3 . 13 ), respectivamente,

Gc(s) =

1 0
2 S 4- 1

1
S + 1

— 1
1 0
S

0
5 s

determinación de la inversa,

Gc(s) =
1

1
( a -t- "1 '\" 0 c? 4- "1 ^

1 0
S + 1

1_1 -1-

. .-2s + 1

1 0
6

-.
0

5 s

multiplicando la fracción de polinomios con la primera matris, a

su vez simplificando se tiene:

Gc(s) =

2 s- + 1

-(s + 1) (2 s + 1) s + 1



multiplicando las matrices se llega a:

Gc(s) =

2 e + 1

(s + 1) (2 s + 1) s + 1

S 5 6

( 3 . 16 )

La matriz Gc(s) es el compensador serie añadido a la planta

Sp(s), para lograr que la matriz función de transferencia de laso

cerrado sea diagonal, es decir, se obtiene que el sistema tenga

cada salida dependiente únicamente de una entrada.

Y Además se puede observar que gcii(s) y gc22(s) son Contro-

les Proporcional e Integral, ge 2 i(s) es un Control Proporcional e
\\l Derivativo3 .y gci2(s) no existe compensador.

En el análisis realisado no se considera perturbaciones

externas, y además se producen cancelaciones en el numerador y el

denominador de fí.c(s) y Sp(s), entonces aunque hemos conseguido

los resultados deseados de ausencia de interacciones; en la res-

puesta a las entradas de referencia en ausencia de perturbaciones
¿

externas, si se produce perturbaciones en el sistema por fuerzas

externas, el sistema puede hacerse "incontrolable" por dichas

cancelaciones.



f

3.1.2.- Conclusiones.

¿ ll
Esta técnica no es óptima para el desacoplamiento y por

lo tanto no sirve para análisis de control de sistemas, aunque de

acuerdo a las ecuaciones descritas para desacoplar un sistema, se
\

tiene que son muy simples, siendo para su aplicación muy teóricas

y de fácil resolución a mano para un sistema de 2 entradas y 2

salidas; pero debido a que el proceso analitico es algébrico, el

mismo que se alarga y complica, a la vez que se aumente el número

de entradas que es igual al número de salidas , y más por supues-

llto, si se aumenta también el orden del sistema. lf

V Por otro lado, como se verá más adelante, esta técnica

tiene su mayor inconveniente en el cálculo de la inversa de la
vt

matriz de la Planta fip(s), ya que los elementos de dicha matriz

son fracciones de polinomios, y por consiguiente los métodos para

-
invertir una matriz, solamente son aplicables para matrices que

contengan todos sus elementos como-números reales.'



3 .2 . - POR REALIMENTÁCION DE ESTADO,

* Los sistemas de control multivariables, en general, exhiben

interacción o acoplamiento entre varios pa'res entrada-salida. Lo

no deseable de esta interacción nos lleva a determinar las condi-

ciones necesarias y suficientes para su desacoplamiento, usando

realimentación de estado'. Entonces dado un sistema que satisfaga

estas condiciones, es decir, que pueda ser desacoplado por reali-

^f • mentación de estado, se determinará una clase $ de todas las ma-
'£«"

trices de realimentación que desacoplen el sistema. La determina-

ción de la clase <E de matrices es usada para obtener el número de

polos de laso cerrado que pueden ser especificados para el sis-

tema desacoplado, y se desarrollará una técnica de síntesis para

la realización de las configuraciones de dichos polos.

¿. El sistema considerado es lineal e. invariante en el tiempo

de m entradas y m salidas, y puede ser descrito por el conjunto

familiar de ecuaciones diferenciales de primer orden,

x = A x + B u . (3. 21 a)

y = Q x ( 3 . 21 b )

*̂ donde: x ~ Es un vector de estado de orden n.

u ~ Es un vector de entrada (o control) de orden m.

y - Es un vector de salida de orden m.
vv ".

A, B-, C, son matrices constantes de orden ( n x n ),

,%.
( n x m ) y ( m x n ) .



Se asume que m ̂  n .

• La configuración del controlador que se usará, es el que se

muestra en la figura ( 3 . 4 ) :

w X = A x+B

•

u

s

¿k.

Figura: 3 . 4 . - Sistema multivariable de realimentación de
ii

estado.

Y consiste de una matriz E. de orden ( m x n ) operando

sobre las variables de estado que son realiraentadas, y una matriz

G. de orden ( m x m ) operando sobre las entradas del sistema en

lazo cerrado. Esto es equivalente a usar la ley de control:

u = F x G w ( 3 . 22 )

donde: w representa el nuevo vector de control de orden m.

Con esta ley de control, el sistema de laso cerrado es desaco

plado si su función de transferencia ecuación ( 2 . '26 ):

Gc(s) = C ( s . I - A - B F G
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es diagonal e invertible,

vAhora bien, desacoplar una salida de un sistema por reali-

mentación de variables de estado, quiere, decir, diseñar el con-

trolador tal que en el sistema de laso, cerrado solo una entrada

afecta a esa salida especifica y esta entrada no afecta a nin-

guna otra salida en el sistema. Este diseño se realiza con el

requerimiento de que la matriz de entrada S. sea no singulazví

El sistema de lazo cerrado por realimentación de variables

de estado se consigue sustituyendo la ley de control ( 3 . 22 )

en ( 3 . 21 ).

x = A x + B ( F x + G w )

multiplicando el paréntesis,

x - = A x ' + B F x + B G w

factórando,

Entonces el siguiente conjunto de ecuaciones

x ~ ( A + B F ) x 4 - B G w ( 3 . 2 3 a )

y = C x ( 3 . 23 b )

\
se llama realimentación lineal de variables de estado.

Por otro lado, sea di, d2, ... ,dm los enterosdados por:



di = mín { j : C i A J B ^ O , j = 0,1, ... , n - 1 }

'* ( 3 . 24 a )
^ o

di = n - 1 si Ci AJ B = O , para todo j. ( 3 . 24 b )

donde : Ci significa la i-ésima fila de C.

Las ecuaciones (3 . 24 ), significan que el producto

C.i A.J E. es igual a cero vector, para valores menores a di; siem-

IÎ  pre y cuando di tome el valor correspondiente de j que se hace

por primera ves el producto £.i ¿.J E. diferente de cero vector. Y

si para cualquier j se hace siempre el producto Q.Í &.J' B. igual a

cero vector3 di es igual a n - 1.

De acuerdo a la selección de di en ( 3 . 24 ), aplicando el

Binomio de Newton se tiene:

*
Ci ( A + B F )k - Ci [ A* + k Ak-iB F + *(^¿~\^' A^-2(B F)2 + . . . + (B F)̂  ]

multiplicando el paréntesis,

Irflr — "M
Ci ( A + B F )k ~ Ci A^ + k Ci Ak-iB F + ^^2 , 1 J Ci AK-2(B F)2 + . . . -f Ci (B

^ agrupando,

C¡ ( A + B F ) k - Ci A* + k ( Ci A ^ - i B ) F i ̂ ^ ( Ci A k - » B ) F ( B F) 4 ... + ( Ci A ^ B ) F (B F ) t - i

para valores menores o iguales a di, en donde £U A.J E - O para

J = 0,1» . - . .k-1.

^ C i ( A - f B F ) k - C i A k . ,k = O, 1, . . . ,di
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en la ecuación anterior se hace k = di , obteniéndose :

• *
Ci ( A + B F )<*i = Ci A^i

multiplicando ambos miembros por ( A. + E. E )k~di > aue corres-

ponde a los valores mayores a di , para llegar al orden del sis-

tema que es n3 ya que k toma los valores -de di + 1 a n.

Ci ( A + B F )di ( A + B F )k-di - Ci A<*i ( A + B F )k-di

ti
simplificando,

Ci (A + B F )k = Ci Aii ( A + B F )k-di ,k = di + 1, ... n.

Resumiendo :

Ci ( A + B F )k - Ci A* ,k = 0,1, ... , di

$•̂  ( 3 . 25 a )

Ci ( A + B F )k - Ci A¿Li ( A + B F )k-di. ,k = di + 1, ... n

( 3 . 25 b )

Para i = 1,2, ... ,m .La aplicación • de la realimentación

de estado ( 3 . 23 ) y una diferenciación repetida junto a las

ecuaciones (3 . 25 ), se obtiene las siguientes relaciones :

f
- Para valores menores a di,

de la ecuación ( 3 . 23 b )

yi = Ci x = Ci ( A -f B F )0x

derivando la anterior ecuación respecto a x

t
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reemplazando la ecuación diferencial ( 3 . 2 3 a )

y i = C i [ ( A + B F ) - x + B G w ]

multiplicando el paréntesis

y i - C i ( A + B F ) x + C i B G w

agrupando

yi = Ci ( A + B F ) x + ( Ci A°B ) G w

de acuerdo a la definición de di, Ci A°B = O

yi = Ci ( A + B F ) x

por la ecuación (3 . 25 a ) , para k = 1

yi = C i A x = C i ( A + B F ) x

de igual forma para las demás derivadas,

y- i = GÍ A x

' ~ C i A [ ( A + B F ) x + B G w ]~ ~ _ _ _ _ _ _

= C i A ( A + B F ) x + C i A B G w
O

. - C i A ( A + B F ) x + ' ( Ci^B ) G w -

- C i A ( A + B F ) x

- Ci A2x - Ci ( A + B F )2X_ _ _ _

asi sucesivamente hasta,

yi(di) - Ci Adix = Ci ( A + B F

- Para valores mayores a di,

yi Ui + i) = c.i Adi¿

-t
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= C i A a i [ ( A + B F ) x + B G w ]

= Ci A < * i ( A + B F ) x + Ci A¿ iB G w

= Ci ( A + B F ) d i + i x 4- Ci ( A + B F ) d i B G w

y i ( í i H ) - Ci ( A 4 - B F Jü t i i * Ci ( A + B F ) * í B G v

= Ci ( A + B F ) 4 í * i [ ( A 4 B F ) i f B 6 B ] + Ci ( A + B F ]*ÍB 6 »

= Ci ( A + B F ) 4 i * * x * Ci ( A i B F )4Hi*B G 'v + Ci ( A t B F ) « i B 6 j

asi sucesivamente,

y U ) i Ci ( A \ F )»r 4 Ci { A l B F ) a - i f i G K t . . .-fCi ( A 4 B F )^B G

Resumiendo,

y i = Ci x = Ci ( A + B F )°x

yi = . Ci A x - Ci ( Á + B F ) x

yi = Ci A2x = Ci ( A + B F )zx

y i (d i ) = Ci A<ÜX - Ci ( A + B F

y i(di + i ) = Ci ( A 4- B F )di + ix + Ci ( Á + B F )diB G w
" ' - - - - -

y i ( d i + 2 ) = Ci ( A + B F )di+2x -f Ci ( A + B F )d i + iB G w + Ci (A + B F )d¿B G w

y i ( n ) - Ci ( Á + B F )nx + Ci ( A + B F )n-iB G w - t - C i ( A + B F )n~2B G w

. . . + Ci ( A + B F )(ÜB G w ( n - d i - i ) .
( 3 . 26 a )
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Del conjunto de ecuaciones anteriores se puede llegar fácilmente a

= Ci ( A + B F

yidO = Ci ( A + B F )*x + Ci ( A + B F

-f Ci ( A + B F )*iB G

3k = 0,1, . . . -di ( 3 . 26 b )

G w + Ci( A -f B F )*-2B G w + , .

,k = di+1, . . . ,n ( 3 . 26 c )

donde: y i ,i = 1,2, . . . ,m ,es la i-ésima componente de y.

De las ecuaciones ( 3 . 26 a ) se desp

k - 0 , 1 , ... , n - 1,

Ci ( A + B F )kx = y i ( i c ) ,\i ( A + B F )<*i+ix = - y i ( d i + i ) + Ci ( A -f B

-Ci ( A + B F )<H+2x - - y i (d i + 2) -1- Ci ( A + B

-Ci ( A + B F )n-ix = -

C.i ( A. + E EL ) kx. ,para

F )<iiB G w

F )di+iB G w + C i ( A + B F )d¿B G w

+ Ci ( A + B F )n-2B G w - f C i ( A )n-3B G w +

.. . + Ci (A 4- B F )diB G w f n - d i - 2 ) ,

las ecuaciones anteriores se puede expresar en las sumatorias:

¿i di
I Ci ( i + B F )*x = I1=0 - - - k = o

a-1 fl-1
,.- Ci ( A + B F )4 = J . [ - y i ( k ) 4 Ci ( A 4 B

Ci ( A I B F ) « i B G

Ahora para k - n en la ecuación ( 3

= Ci ( A + B F )nx + Ci ( A + B F )n-iB

-f- Ci ( A + B F )<UB G w ( n

( 3 . 27 a }

v 4 Ci ( A 4 B F ) k - i B G H i ... I

( 3 . 2T b )

. 26 c ) ,

G w + Ci ( A + B F )n-2B G w -i-
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pasando el término con x. al primer miembro de la ecuación

y i í n ) - Ci ( A + B F )^x - Ci ( A + B F )n-iB G w + C i ( A + B F )n-2B G w +

+ Ci ( A + B F )<HB G w(n-di-i)

reemplazando el teorema de Cayley-Hamilton,

( A + B F )n =_po(F) I + pi(F) ( A +. B F ) + ...+ pn-i(F) ( A + B F )n-

n-l
= kio P^C?) ( A + B F )k

donde: pk(F) son escalares dependientes de F.

y i í M - Gi [ I p k ( F ) (A l B F )* ] x - Ci ( A + B ! )a- i f i G O Ci (A 4- B F ) " -ZB 6 « + ... i

4- Ci ( A 4 B F )* iB G H ( n - d i - l )

introduciendo en la sumatoria C i ,

D - l

y i ( M - I p i ( F ) Ci ( A I B F )^x = Ci (Á + B F ) n - i B G ? + Ci ( A f B í )^¡B G í + ... 4i = 0 - - - -- - - - - - _ _ _ - - _ - _ - _

4 Ci (A 4 B F )4¡B G y [ n - 4 i - l )

separando en di la sumatoria,

< í B-l

yi(») -2 pi(F) Ci ( A 4 B F )kx -I .pk(F) Ci (A 4 B F )kjt - Ci ( A 4 B F )"»-iB G w 4 Ci ( Á 4 B F )Í-IB G w 4k=o - - - - k=diu -- ~ . - - ~ ~ ~ - - - - - - - -- _ - -

4 ... 4 Ci ( A 4 B F )4íB G.í(»-*¡-U

se puede eliminar x, reemplazando las ecuaciones ( 3 . 27 ),
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ai a-1

y i í M - I p i ( F ) y i í M f 2,. P k ( F ) [ - y i í M 4 Ci ( A 4 B F ) k - i B G v 4 Ci ( A 4 B F ) i - ¡B G s 4 . . . \0 - k=di-fl - - - - - _ _ - _ _ _ - _ _ _

$ i Ci ( A i B F )4iB G R(H-4i-i) ] - Ci ( A + B F Jn-iB G v 4 ... 4 Ci ( A 4 B F )4¡B G vU-4i-i)

como se sabe, la eumatoria de la adición de dos expresiones es

igual a la adición de las sumatorlas de cada expresión; uniendo

las sumatorias de las derivadas yi(k), se tiene:

a-1 fl-l
y i í M - Z p i (F ) y i í * ) f 2 p k ( F ) [ Ci ( A 4 B F ) k - i B G w i Ci ( A + B F ) ^ - ^ B G w + .,. fk = 0 - k = d i t l - - - - - _ - _ - _ _ _

t 4 Ci ( A 4 B F ) 4 i B G i r ( K - 4 i - i ) ] = Ci ( A i B F ) B - I B G-s I Ci ( A + B F ) a - 2 f i G s \ +_ . _ _ - _ - _ _ _ _ _ „ _ _ _ „ _ _ _

i Ci ( A i B F ) 4 í B G g ( n - d i - i )

n - 1
pasando la sumatoria 2 , al otro miembro de la ecuación,k= d i -f 1

a-I
y i f O - 2 p t ( F ) y i ( M - Cí ( A 4 B F ) u - i B § ? * Ci ( A 4 B F ) n - i B G B 4 . . , + Ci ( A 4 B F ) 4 i f l G j ( n - 4 i - U

B-l

- 2 P k ( F ) [ Ci ( U B F ) k - i B ' G s + Ci ( A 4 B F ) k - 2 f l G K 4- . , . 4

4 Ci ( A 4 B F ) 4 ¡ B G j ( K - 4 i - i } ]

n- l
desarrollando la sumatoria , 2

y i t » ) - 2 p k ( F ) y i ( M = Ci ( A + B F )a-ifl G v f Ci ( A + B F )»-2B G » + . . . -f Ci ( A i B F ) á í B G

- p d i t i ( F ) Ci ( A f B F ) « i B G » -
i

- p í i i z ( F ) C¡ ( A 4 B F ) 4 ¡ M B G y - p d i t z ( F ) Ci ( A -f B F )4 ¡B G v -

- p n - i ( F ) Ci ( A l B F ) » - J B G £ - p n - i ( F ) Ci ( U B F )n-J| G .w - ...

- p a - i ( F ) Ci (U B F J d i B G » ( » - 4 í - l í
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agrupando de acuerdo a las derivadas de H., sacando factor común

C.i por la izquierda y E G por la derecha. Además si se ordena

las potencias de ( A. + B F ) , se llega a:

1-1
y i í» - I p k { F ) y i W = Ci [ ( A i B F )a-i - p i - i (F) ( A + B F ) a - J - . . . - pmi (F) ( A f B F jmi -k = o - - - — _ - _ _ - _ _ _

- p m i ( F ) ( A l B F )« i ] B G i i

4 G i [ ( A f B F )*-i - p a - i ( F ) { U B I ) a -3 -• . . . - p d H 2 ( F ) ( A + B F )ü ] B G ¿ i

Ci [ ( á + B F )ü ] B G

Sea Q la matris( m x n ) dada por:

Q = [ w ! w d ) ! . . . ! w C n - i ) ] ,

y sea LÍ{ F . G } la matriz ( n x m ) dada por:

( 3 . 28 a )

( 3 . 29 a )

Li{F ,G} ='

Ci [( A 4 B F ) > - i - p n - . i ( F ) [ A + B F ) a - z - . . . - p d i t z ( F ) ( A 4 B F )ü*i - p d i t i ( ? ) ( A I B F )ü] B G

Ci [( Á + B F ) n - 2 - p n - i ( F ) { A I 8 F ) a -3 -...- p d i i ¡ ( F ) ( A + B F ) ¿ i ] B G

Ci [ ( A 4 B F ) 4 í ] B G

( 3 . 29 b )

donde: O es una matriz cero consistente con el orden de LiíFjG}.

Ahora si se multiplica LiíF.G} Q.

Se conoce que al multiplicar dos matrices, se realiza el producto

de cada vector fila de la primera matriz por todas las columnas



de la segunda matris, entonces se tendrá:

Ci [(A+BF)n-i - pn-i(F)(A+BF)n-2 -...-pdi i ]BG Q

Ci [(A+BF)n-2 - pn-i(F)(A+BF)n-3 -...-pdi+2(F)(A+BF)di ]BG Q

Ci [ (A+BF)di

O

multiplicando por cada columna de Q. de la ecuación ( 3 . 29 a ) ,

Pila 1

Q i

Fila D

Ci

Ci

Ci

- p n - i ( F ) ( A 4 B F ) * - 2 -

Ci

Ci

- p n - i ( F ) ( A l B F ) n - 3 -.

Ci

Ci [ (ÁtBF)n- í - p n - i ( F ) ( A * B F ) G - 3 - ... - p d i * 2 ( F ) ( A 4 B F ) 4 i ]

] BG?

Ci [

Ci [ (AlBF) í i ]

n Cohínas
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Comparando la última expresión con la ecuación ( 3 . 28 a )

, se puede establecer que se obtiene la siguiente igualdad:

n-l
yi(n) - 2

K= O
= tr ( F,G > Q )_ _ _ (. 3 . 28 b )

donde: tr( . ) denota el trazo "de una matris, que se determina

sumando los términos de la' diagonal principal.

Si E.ÍJ denota la matriz (' m x m ) con 1 en la ij-ésima po-

sición y ceros en otro lado, entonces E_i i & es una matris

( m x n ) en la que la i-ésima fila es idéntica a la i-ésirna fila

de Q. y las demás filas son cero.

Sea:

E i j -

0 . .

0 . .

0 . .

0 . .

entonces ,

E i í —

0 . .

0 . .

0 . .

0 . .

J
. 0

i

. 1

. 0

. 0

i
. 0

. 1

. 0

. 0

0 .

0 .

0 .

0 .

^
m

0 .

0 .

0 .

0 .

. . 0

. . 0

. . 0

. . 0

. . 0

. . 0

. . 0

. . 0



y Bea:

fll

Wl W l í 1 ) . . . W 1 ( n -

W2 W 2 ( 1 ) . . . W 2 ( n ~

Wi W i { * ) . " . . W i ( ñ -

Wm Wm ( 1 ) . . . Win ( n~

multiplicando Ri i Q. . :

Eü Q =

Q1 = Eii Q ~ ( 3 . 31 )

O O . . . O

W i W i ( !) W i C n- 1 )
0 0 O

O O

donde: La matriz K ^ i i Q . es denotada por Q.Í , y sirve para

( 3 . 30 )

0 .

0

0 .

0 .

•

0

. . 0 0 '..

• .

0 0

. . i o :.

. . o - o í .

• :

0 0 i

. . 0

•

' 0

. . 0

. . 0

•

0

W l W l ( 1 ) . . . W l ( n" l )

W 2 W 2 ( 1 > , . . w 2 ( n - L )

.

W i W i ( l ) . . . W i f 1 1 " 1 )

.

Wm Wm ( 1 ) . . . Wm ( n~ ! >

f
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separar los efectos debido a cada entrada. Entonces

( 3 . 28 b ) puede ser escrita•como:

ii-l m
yi(n) - 2 pk(F) yi(k') = tr ( Li{ F,G } ¿2 fíi )

= .2 tr ( LÍ{ F,G } Qi ) ( 3 . 32 )
i = 1 — — —

Esta ecuación es una forina ordinaria de caracterizar la

respuesta en yi como la superposición de los efectos de cada en-

trada wi. De tal forma, que se puede rea,lisar la siguiente defini-

ción.

Definición.- Las matrices ÜL y £, con fi. no singular, desaco-

pla el sistema ( 3. 21 ) si

n-i
1.- yi(n) - 2 pk(F) yi(K) = tr ( Li{ F,G } ñ ) =

je — o — . — — — —

= tr ( Li{ F5G } Qi )

,i.= 1,2, ... ,m ( 3 . 33 a )

2.- tr ( LÍ{ F,G } Q ) 4= O ,i = 1,2, ... , m ( 3 . 33 b )

. Nótese que esta es una definición precisa que no implica

afirmaciones vagas, acerca de las entradas controlando indepen-

dientemente las salidas.

xv
3.2.1.- Teorema Principal.

Con la teoria anterior, es posible establecer y probar un

teorema que dé las condiciones necesarias y suficientes para el
i\.



3.2.1.1.- Teorema 1.-

Sea B* la matriz ( m x m ) dado por,

B* -

Ci

C2 A12B

Cm

( 3 . 34 )

Entonces hay un par de1matrices F y G que desacoplan el sistema

( 3. 21 ) sí y sólo sí

det B* o , ( 3 . 35 )

es decir, sí y sólo sí B* es no singular.

" Prueba 1 ":

afirma que el par

F* = '- B*-iA*

Supóngase que H* es no singular. Entonces se

( 3 . 36 a

( 3 . 36 b )

donde:

( 3 . 37 )



desacopla ( 3 . 21 ).

En vieta de ( 3 .25 b ) para k - di -f 1 , se tiene:

Ci ( A + B F*)di+i = Ci A<ü( A 4- B F*)di + i-di

= Gi A.d i ( A. + E. E*)

multiplicando el paréntesis,

Ci ( A + B F*)di + i = Ci A¿iA -f Ci A<*iB F*

Ci ( A + B F*)^i + i - Ci A<ii + i + Ci ÁdiB F* ( 3 . 38 )

Pero C.1 A,diE. es simplemente la i~ésirna fila de E* y con

( 3 . 36 a ), resulta que:

agrupando,

Ci AdiB F* = ( Ci AdiB ) F*

como Bi* - Ci A^í B , es la i-ésima fila de B*, la ecuación

anterior será:

Ci A^iB F* = Bi*F*

reemplazando F* de la ecuación ( 3 . 3 6 a ) ,

Ci A<iiB F* = Bi*( - B*-iA* )

multiplicando el paréntesis,

Ci AdiB F* = - Bi*B*-iA*. ,



sea Ii = Bi^B*"1 ,por lo que la ecuación anterior sería:

Ci A¿iB F* = - Ii A*j

por último, se tiene: :

Ci AdiB F* = - Ai* ;,

siendo Ai* - Ci A^1*1 la i-ésima fila de A*, se tendría:

Ci A<üB F* = - Ai* = - Ci A^i-+i . ( 3 . 39 )

donde: I_i es el vector fila identidad de orden m correspondien-

te a. la fila i.

m

1 = (O . . . O 1 O ... O ) .

t
i-ésiroo lugar

Entonces, como EÍ* y &í* son las i-ésimas filas de E* y A* 3 res-

pectivamente, y con (3 . 3S ), la ecuación ( 3 .38 ) se obtiene

que:

Ci ( A + B F*)<*i + K = O . ( 3 . 40 )

Para cualquier entero positivo k, de ( 3 . 2 5 a ) se tiene:

Ci ( A + B F*)di = Ci A*i

multiplicando" por la derecha E. E*"1, ambos miembros de la ecua-

ción anterior,



Ci ( A + B B*-i = Ci B*-i

agrupando,

Ci ( A + B F * ) O L Í B B*-i ( Ci ) B*-i

reemplazando la i-ésiroa fila de B*, Bi* = Ci Adi]

Ci ( A + B B*-i - Bi*B*-i ( 3 . 41 )

Entonces haciendo F = F* y G - G* en la ecuación

( 3 . 29 b ), se tiene,

multiplicando a su vez el paréntesis por R. £_*

Ci ( U B F* ) a - i f i G* - p n - i ( F M Ci ( A 4 B G* - ... - p i i * i ( F * ) Ci ( A \ F* )Ü B Gt

Ci ( A I B F* ) ' -ÍB G* - p a - i ( f * ) Ci ( A i B F* ) « t - J B Ci ( A 4 B

Ci { A 4 B F * ) d i B G*

agrupando,

[Ci ( A 4 B F*)11-1]? G* - pn- i (F*)[ Ci { A i B F * ) a - i ] B G* - ... - pmi(F ' ) [ Ci ( A 4 B F*) 4 Í ]B G^

[Ci ( A 4 B F M " - l ] B G » - p n - i ( F * ) { Ci ( A 4 B F * ) n - J ] B G* - ... - p d U i ( P ) [ Ci ( A 4 8 F * ) d í ] B G*

Ci ( A 4 B F » ) a i B G*



de acuerdo a la ecuación ( 3 . 40 ), la ecuación anterior se ten-

dría :

- pdi + i(F*) Ci ( A + B F* )¿iiB G*

- pdi+2(F*) Ci ( A + B F* )diB G*

G.Í ( A.' + E El* )diE &*

ü .

reemplazando la ecuación ( 3 . 41 ) y con la ecuación ( 3 . 36 b)

se obtiene:

- pdi+i(F*) Bi*B*-i

- pdi+2(F*) Bi*B*-i

E.Í

a-

( 3 . 42 a )

I

No obstante, Bí*!!*"1 - Xi , es un vector fila con 1 en el

i-ésimo lugar y ceros en cualquier otro.

-i(F*) I i

li

fl.
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ampliando la ecuación anterior,

0 ...

0 .. .

-

!
0 ...

0 . . .

0 . . .

0

0

•

!
0

0

0

- p d i + i ( F * )

- p d x + 2 ( F * )

•

,

1

0

0
I

0 . . .

0 . . .

•

!
0 . . .

0 . . .

0 . . .

0

0

•

'.
0

0

0

y n-di

i-ésimo lugar

ID

- Cálculo de la tr ( Li{F*,G*} Q )

( 3 . 42 b )

tr(Li{F*,G*}fí) = tr (

0 . . .

0 ...

0 ...

0 . . .

0 ...

0

0

0

0

0

- pdi+i(F*)

- pdi+2(F*)

1

0

0

0 . . .

0 ...

0 ...

0 . . .

0 ...

0

0

0

0

0

Wl W l C 1 . . . W l C n - 1 )

W2 W 2 Í 1 ) . . . W 2 ( n - l )

Wi

Wm W m ( 1 ) . . . Wm C n~

multiplicando las matrices,



tr(Li{F*,G*}Q) = tr (

-pdi+l(F*)wi -pdi

-pdi+2(F*)wi -pdi+2(F*)Wi(

Wi
0

WiU>
0

-pai+i(F*)wi(n~i>

">n

siendo el tr(.),

tr(Li{F*,G*}Q) = - pdi+i(F*)wi - pdi+2(F*)Wi(i) -...+

Entonces,

tr ( Li{F*,G*} Q ) =|= O

( 3 - 43 )

( 3 . 44 )

donde: tr(.) denota el trazo de una matris, que se determina

sumando los términos de la diagonal principal.

- Ahora se calcula tr ( Li{F*,G*} Qi )

tr(Li{F*,G*}Qi) - tr

0 . . .

0 . . .

.

0 ...

0 ...

0 .. .

0

0

•

0

0

0

- pdi+l(F*)

- pdi+2(F*)

•

1

0

0

0 ...

0 ...

.

0 ...

0 ...

0 . . .

0

0

.

ó

0

0

0

.

0

Wi

0

0

0

.

0

Wi

0

0



multiplicando,

= tr (

-pdi+i(F*)wi. -

-pdi+2(F*)wi -

Wi
O

wiU>
O

> n

n

siendo el tr(.),

tr(Li{F*,G*}Qi) = - pdi+i(F*)wi - pdi+2(F*)wi(i> -...+ wi(n-di-i)

( 3 . 45 )

Entonces,

tr ( ) C 3 . 46 )

Como se puede observar de las ecuaciones ( 3 . 43 ) y

( 3. 45 ), con ( 3. 46 ) se tiene:

tr ( Q ) = tr ( Li{F*,G*} fii ) O

En otras palabras, F* y G* desacoplan '( 3. 21 ).

" Prueba 2 ": Ahora supóngase que hay un par de matrices

F , G que desacoplan ( 3 . 2 1 ) .
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Entonces de ( 3 . 25 a ), para k = di

C i ( A - h B F ) i i - C i A < i i , i = l í 2 J . . . , m

multiplicando por la derecha B G , arabos miembros de la ecuación

anterior,

Ci ( A + B F )diB G = Ci A<üB G

agrupando,

Ci ( A + B | )diB G = ( Ci Á¿iB ) G

reemplazando la i-ésima fila de B* , Bi* ~ Ci AdiB 3

C i ( A + B F ) d i B G = Bi* G ,± = 1,2, . . . ,m

( 3 . 47 )

Puesto que, si el producto Q.Í A.J*E ~ O para todo j im-

plicarla que tr ( L1 {£.,£} Q. ) = O , contradiría el hecho que £

y Q. desacoplan ( 3 . 21 ) ; es claro que para j ~ di de la e-

cuación ( 3 .24 a ) se tiene que Q.Í A,diE ^{=0 , y por lo tanto

Ri* •= £í A.diE ={= O para i - 1, ... 3rn . Además, como G. es no

singular, se cumple que B.Í* G. =1= O Pâ a. todo i. Puesto que

( 3. . 33 a ) se satisface, B.Í* G. es un vector fila de orden m

de la forma ai Li con ai =j=. O , de otra forma habrían wj Ck) ,

j =f= ij términos en la tr ( LiíILG.} 2. ) , y entonces B.i*Q. = ai li.

De este modo,
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Bi*G = (ai O O ... O )

Bz*G - ( O a2 O ... O )

Bm*G = ( O O O ... am )

por lo tanto,

B*G =

ai

am

( 3 . 48 )

donde : m
,it ai 4= O1 = 1 '

Entonces, B* es no singular puesto que G lo es

El Teorema 1 prueba que B* es de amplia importancia en el

des acoplamiento de (3 . 21)porla realimentación de estado . La

base para la selección de F* y G* en la prueba del Teorema 1 es

la siguiente observación.

Observación . - Puesto que ( 3 . 26 c ) para k - di + 1 im-

plica que,

yi(di+i) - Ci ( A + B F

yi(di + i) - Ci ( A + B F

+ Ci G w

A + B F ) x + Ci G w

aplicando la ecuación ( 3 . 2 5 a ) ,



- 62 -

yi(di + D = Ci A*i( A + B F ) x + Ci A<iiB G w

multiplicando el paréntesis y agrupando,

y i í d i + i) - Ci A<*ÍÁ x -f ( Ci AdiB ) F x + ( Ci A¿iB ) G w

reemplazando la i-ésima fila de B*, Bi* - Ci AdiB,

yi(di+i) = Ci Adi + i' x + Bi* F x + Bi* G w

reemplazando la i-ésima fila de A*, Ai* - Ci Adi+i,

yi(di + i). - Ai* x + Bi* F x + Bi* G w

agrupando,

yiCd i + i ) - ( Ai* + Bi* F ) x + Bi* G w ( 3. 49 )

*~ . q.ue puede también ser reescrita en la forma:

Y* = ( A* + B* F ) x + B* G w ( 3 . 50 )

donde: Y* es el vector de orden m con componentes yi(aí+i).

Haciendo F = F* y G - G*,

Y* - ( A* + B* F* ) x + B* G* w

reemplazando las ecuaciones ( 3 . 36 )

I* = •[ ¿L* + E* ( - ̂ "̂ A.* ) ] x + E* ( E*-1 ) a

multiplicando los paréntesis,
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I* = D A * - a*E*-1A* ] x + E*E*-1a

como se sabe que .L -

y* - [ A* - I A* ] x + la

y_* r [ A* - A* 3 x + H.

i* = a ( 3 . 51 )

o equivalente a :

yi(cLi+l) = Wi ( 3 . 52 )

Precaución.- La ecuación ( 3 .52 ) no representa el sistema

desacoplado, ya que en general, envuelve la cancelación de ceros.

Las ecuaciones del sistema desacoplado están dadas por ( 3 . 33 )

, o en la forma de estado como,

* = C. x.

donde: . E y S. son el par de. desacoplamiento ,

Se ha establecido que la no singularidad de E* es una con-

dición necesaria para la existencia de un par de matrices £ , £

que desacoplen (3 . 21 ) .

A continuación se determinará: el número de polos de laso

cerrado que pueden ser especificados para el sistema desacoplado;

qué tan arbitrariamente pueden ser especificados ; y qué tan fá-

cilmente puede ser desarrollado un algoritmo para especificar

estos polos .
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3.2.2.- Clases de matrices de desacoplamiento.

Sea E. una matris ( m x n ) y sea Q. una maúris ( m x rn )

no singular. Bajo la suposición de que ( 3 . 2 1 ) puede ser desa-

coplada, se determinarán las condiciones necesarias y suficientes

para que E. y fi. sean un par de desacoplamiento. Estas condiciones

resultan ser independientes de S. de tal forma que tendrá sentido

hablar do la clase í de matrices E. Q.ue desacoplen "( 3 . 21 ) .

Definición.- Sea QXE) la matriz ( n x m ) dada por:

Ci ( A + B F )n-iB

Qi(F) = m

Ci ( A -f B F )n-2B

Ci ( A 4- B F )¿iB

O

donde: £)_ es una matriz cero'consistente con el orden de

Sea E1(E) la matriz ( n 2 n ) dado por

( 3 . 53 )

Pí(F) ' =

1 - pn-i(F)

O 1

-pdi-fl(F)

-pdi+2(F)

( 3 . 54 )
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donde: los pk(F) son los coeficientes del polinomio caracterís-

tico de ( A + B F ), es decir,

n-l
( A + B F )n = k¡o pk(F) ( A + B F )k ,

I es la matriz identidad consistente con el orden de

Por la definición dada de E1(E) es indudable, que la misma

es no singular; ya que de acuerdo al Teorema matemático que dice:

"si una matriz es triangular superior, se calcula el determinan-

te , multiplicando los términos de la diagonal principal, y si el

determinante es diferente de cero implica que dicha matriz es no

singular113 entonces resulta que el producto E1 (E) O.1 (E) es la

matriz ( n x m ) que tiene el mismo rango de £.*(£), es decir,

rango [ Pi(F) Q*(F) ] = rango [ Q¿(F) ] i = 1, ... ,m

( 3 . 55 a )

donde: Se dice que una matriz tiene rango m, si hay una subma-

triz M de ( m x m ) de A tal que el determinante de M no

es cero, mientras los determinantes de toda submatris de

( r x r ) ( siendo r > m+1 ) de A es cero.

también

Li{F,G> - PiCF) Qi(F) G ( 3 . 55 b )

donde: L^F^} es definida por ( 3 . 29 b ) .

*
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Entonces de la ecuación ( 3 . 55 b ) se tiene:

rango [ ̂ ¿{F^G} ] = rango [ Pi(F) Qi(F) G ]

puesto que G es no singular y con la ecuación ( 3 . 55 a ), la

ecuación anterior será:

rango [ L^ÍFjG} ] = rang.o [ Q£(F) ] i ~ 1, ... , m

( 3 . 56 )

En vista de la definición de desacoplaraiento, puede esta-

blecerse el siguiente teorema.

3.2.2.1.- Teorema 2.-

Si el par E. , Q. desacopla (3 . 21 ) , entonces el rango

de £>> (E.) es uno para cualquier i; inversamente, si el rango de

£>>(£_) es uno para todo i y si B.* es no singular, entonces el par

E.1.E*"1 desacopla el sistema ( 3 . 21 ) .

" Prueba 1 ".- Supóngase que F , G desacopla ( 3 . 2 1 ) .

Entonces por ( 3 . 3 3 ) ,

tr ( Li{ F,G } Q ) - tr ( L¿{ F,G } Qi ) ^ 0 ( 3 . 57 )

para todo i donde Q es la matriz ( m x n ) dada por:

Q = [ w ¡ wí U ! . . . ! w(n-i) ] . ( 3 . 58 )

Puesto que - Q. es arbitrario, y de acuerdo a ( 3 . 42 b ) y

( 3 . 57 ) la i-ésima columna de LME.J&} &s un vector no cero,



mientras que toda otra columna de L^-ÍIL QJ es vector cero. Por

lo tanto , resulta que L1 {£, GJ tiene rango uno , y entonces ,

por ( 3 . 56 ) el rango [ &*(£) ] = 1.

" Prueba 2 ".- Ahora supóngase que rango [ QXIL) ] - 1

para todo i y que E.* es no singular.

De la ecuación ( 3 . 25 a ) para k = di se tiene :

Ci ( A + B F )di = Ci Adi

multiplicando por la derecha E., arabos miembros de la ecuación

anterior,

Ci ( A + B F ( Ci A di B )

reemplazando la i~ésima fila de B* , Bi* = Ci

Ci ( A + B F )diB = Bi: ( 3 . 59 )

de esta ecuación se puede establecer que fii* =̂ O , entonces E.*

es no singular.

Por la definición de di, donde fii* es la i~ésima fila de 'E*, re-

sulta que,

¡i(F) = ( 3 . 60 )

ü
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multiplicando por la derecha E.*"1,

i Bi*

Qi(F)

Bi*

O

Al multiplicar dos matrices, sé realiza el producto de cada vec-

tor fila de la primera matriz por todas las columnas de la segun-

da matriz, por lo g.ue se tendrá:

B*-i

B*-i -

i Bi* B*-i.

Bi*

como se definió Ii = Bi* B*-1,

Qi(F)

ai

0.2

Ii

fl.
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ampliando la matriz anterior,

Qi(F) 0

ai í •

a 2 i

1

o
¿

0 ( 3 ; 61 )

i-ésimo lugar '

tiene solo una columna i-ésima diferente de cero.

Reemplazando la ecuación ( 3. 55 b ), y con Q. ~ E.*"1 se

tendrá :

tr ( Q ) - tr ( pi(F) Qi(F) B*-iQ )

Siendo Q arbitrario, definido no singular, entonces con la

ecuación ( 3 . 61 ) y de acuerdo a ( 3 . 56 ) , se llega a:

tr ( Lí{F,B*-i} Q ) = tr ( P"i(F) Qi(F)
— — — — — —

i Oi

( 3 . 62 )

y de esta forma el par F , B*-1 desacopla ( 3. 21 ).

3.2.2.2.-

Si el par E. , Q. desacoplan ( 3 . 21 ), entonces hay

una matriz diagonal A tal que fi - E.*-1 A.

" Prueba ": Si F_ , fí. desacopla ( 3 . 21 ), entonces Q.Í
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está dado por ( 3 . 60 ) , a la que se multiplica Q,

la derecha:

£i (E.) a = Si

por

Qi(F) G =

i Bi*

i Bi*

Bi*

SL

multiplicando,

Qi(F) G =

i Bi* B*-iA

i Bi* B*-IA

Bi*

SL

como Ii =Bi* E.*-1,

|i(F) G =

ai i Ii A

0.2 i Ii A

Ii A

SL



m
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al multiplicar liA = T i , i = l , ... , m. Y ampliando se tiene

Qi(F) G

ri as

donde: T* =j= O

fl.

= 1,2, ... ,m.

( 3 . 63 )

Por lo tanto resulta que B* fí. = diagonal [ r1, ... , rm ], y el

corolario se establece .

3.2.2.3,- Corolario, 2.

Si el par E. , S. desacoplan (3 . 21 ), entonces hay una

matriz diagonal H, tal que:

F B = B*-i{ T A** -' A* } ( 3 . 64 )

donde:' &** y A* vienen dadas por,

A** =

Ci

Cm

( 3 . 65 )

". Prueba " : fíe la ecuación ( 3 . . 25 b ) para k - di + 1 ,

se tiene:

E. B.
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multiplicando por la derecha E a la ecuación anterior,

£Li ( A. + E El )di+!R = £Li Adi ( A + E El )' E

multiplicando el paréntesis,

Gi ( A + E El )di+!ñ = GÍ Adi + i E + Gi Adi E £ E. ( 3 . 66 )

Partiendo de la misma ecuación ( 3 . 25 b ) para k - di + 1,

GÍ ( A + E El )di + 1 = Gi ( A + E El ) ( A. + E £ )di

de acuerdo a la definición de di;'y multiplicando por la derecha

£, .

GÍ ( A. + E El )*i + iE = Gi A. ( A + E E. )d-iE

al multiplicar GÍ A se obtiene un vector fila q.ue puede ser

expresado como cri C.i , 1 = 1, . . . , m. Donde ai es una constan-

te para cada i.

GÍ ( A + El )Ai + iE = o-i GÍ ¿¿¿E. ( 3 . 67 )

Igualando las ecuaciones ( 3 . 6 6 ) 7 ( 3 . 6 7 ) ,

GÍ Adi + ! E + GÍ A^i E £ E = cji GÍ Ad^E

GÍ A.di E El E = cri GÍ AdiE - GÍ Ad^ + i E

reemplazando Ei* = GÍ Adi E , y sacando factor común E por la

derecha,

Ei* E. E = { o-i GÍ Adi - GÍ Adi + ! } E

reemplazando' Ai** = GÍ Adi y Ai* = GÍ A11*1
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E. E = { o- i &i** . - A.Í* } E

siendo lo mismo:

E* E. E = { E. A** - A* > E

multiplicando por la izquierda B.*"1.,

E E = E*"1 { E. A** - A.* } E

donde: £. es una matriz diagonal no singular de orden m .

U
En resumen, hasta aqui se ha demostrado que la no singula-

ridad de E* es una condición necesaria para la existencia de un

par de desacoplamiento £ , Q_. Además, el conjunto de todos los

pares E. , Q. que desacolan ( 3 . 21 ) consiste de matrices EL tales

que su rango [&.*•(£.)] = ! para todo i, y G_ tal que Q_ - R*

, donde A es diagonal y no singular,

1
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3.2.3.- Ubicación de polos deseado's de lazo ct

( Procedimiento de síntesis ) , ~

El Teorema 2 provee un procedimiento para determinar $ ,

la clase de todas las matrices de realimentación £. que desacoplen

(3 . 21 ) . No obstante, la aplicación directa de la condición,

rango [ OXE.) ] = 1 para todo i, resulta solo en restricciones

ubicadas en algunos de los ron parámetros de F. Pero todavía se

requiere un procedimiento para especificar los polos del sistema

de laso cerrado, mientras se desacopla simultánearnente ( 3 . 21 )

usando una apropiada matris de realiment ación E. e $ .En este

sentido , un procedimiento será presentado para obtener directa-

mente una matriz de realirnent ación E. e $ , cuyos parámetros

están determinados , para conseguir una estructura de polos de

laso cerrado .

En particular, supóngase que Mk , k ~ 0,1, ... ,6 son

matrices ( m x m ) . Entonces la selección de:

5

F = B*-i[ 2 Mk C A* - A* ] ( 3 . 68 a )— — k=0 - — — —

G = B*-i • ( 3 . 68 b )

reemplazando en ( 3 . 50 ) las ecuaciones ( 3. 68 ),

Y* = ( A* + B* ( B*-i[ 2 Mk C A^ - A* ] ) ) x + B* ( B*-i) w

como I
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Y* = ( A* + I [ 2 Mk C Ak ~ A* ] ) x + I w— _ _ k=0 — — — — — —

5
Y* - ( A* + [ 2 Mk C A* -. A* ] ) x + w

implificando ,

6
Y* = 2 Mk C A* x + w ( 3 . 69 )

- -

Si 6 = max di y los ílk son adecuadamente escogidos , es decir

Mk = diagonal [ mk1 , mk2 , . . . , mkm ] , 1 = 1,2, ... , rn .

Entonces ( 3 . 69 ) , con ( 3 . 25 a ) y ( 3 . 26 b ) , respectiva

mente, puede ser escrito de la forma:

5

Y* = 2 Mk y m- + w ( 3 . 70 )
k = o

o con ( 3 . 49 ) ,

y i ( d i + i } - nj o i y i + M i ¿ y i í 1 ) + • . : . + i m d i i y i ( d i ) + wí

,i = 1, . . . , m ' * ( 3 . 71 )

m
indica que F , G desacoplan ( 3 . 21 ) y que m +.2 di de los

polos de laso cerrado pueden ser variados modificando el Hk. Por

ende, otras selecciones de &k llevarán a otras configuraciones

de polos de lazo cerrado. Entonces, si E* es no singular,

m
m +.2 di de polos de estos sistemas de lazo cerrado pueden ser

X ~ 1

especificados' arbitrariamente ( di + 1 cada vez ) mientras que,
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simultáneamente, se desacopla el sistema usando el procedimiento

para obtener directamente una matriz de realimentación E. e 3>.

3.2.3.1.-

Sea K. la matriz ( [ m + . 2 di ] x n ) dada por
X = 1

9

9

K =

C.1 Adl

£2

£2 A42

( 3 . 72 )

m m
Entonces, rango [ S . ] = r a + . 2 d i y, por ende, m 4- S di < n.

" Prueba " : Sea K.Í Q.ue denote la i-ésima fila de KJ y sea

ri escalares arbitrarios tales q.ue:

( 3 . 73 a )

donde: T = m 4- 2 di ( 3 . 73 b )

Para establecer el Lema, solo se necesita probar que ( 3 , 73 a)

implica gue cada rí - O. Esto resulta directamente de ( 3 . 72 )
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por postmultiplicaciones sucesivas por E , & E , ... , ¿L6 E ., y

el hecho que E* es no singular.

Ahora sea p que denota el número de polos de lazo cerrado

que puede ser especificado durante el desacoplamiento, y sea f lo

que denota el número de parámetros libres ( entradas ) en una

matriz de des acoplamiento E..

Del Lema se conoce que:

m
ra + 2 di ^ n 3 •

además, el orden n del sistema está dado por el número de polos,

por lo que si p es el número de polos de lazo cerrado que se

debe añadir, se tendría:

P < n ,

y de la ecuación ( 3 . 7.1 ) se tiene que:

m
m + .2 di < p

•Entonces:

rn + 2 di < p < n ( 4 . 74 a )
i = 1

. Por otro lado, el número máximo de parámetros libres f que

se puede tener son mn , debido a que la matriz E. de desacopla-

miento es de orden ( ID x n ) . Y el número de polos de lazo ce-

rrado no puede exceder del orden n de la matriz, además, al de-

terminar F se establece de antemano que existe m parámetros li-

bres, se tiene que:
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m
m + .2 di < f " ( 4 . 74 b )

Así pues, se tiene las siguientes características:

m
Si m-+ .2 di = n , entonces cualquier n de los polos de

lazo cerrado pueden ser ubicados arbitrariamente, mientras simul-

táneamente se desacopla el sistema.

m
También, si m + .2 di - f , entonces ( 3 . 71 ) dan

directamente significado físico a los parámetros libres en E..

m
Si f > m + .2 di o f > n , por lo que puede ser posible

especificar más .m -f. 2 di de los polos de laso cerrado. En esta1 = 1

situación, es a menudo ventajoso calcular la Matriz Función de

Transferencia en lazo cerrado, sabiendo que S. - E.*"1 > entonces

£c(s) = £ ( s I - A. - B E ) & E*-1

con f entradas en E. mantenidas arbitrariamente.

Por último, el número de polos de laso cerrado;

m ' •
m + 2 di

i = i

no puede exceder a n , debido a que el orden del sistema está

dado por el número de polos, que en este caso es n.
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3 . 2 . 4 . - EL

1.-

A —

Sea el sistema:

O l í

-1 1 O

0 0 3

E =

0 O

1 1

1 O

De acuerdo a ( 3 . 34 )

E* =
C.z A¿

£1 =
0 0 1

1 0 0

( 3 . 75 )

C.1 E = O O 1 0 O

1 1

1 O

1 O

C.2 A. E = 1 0 0

O l í

O l í

- 1 1 0

0 0 3

0 O

1 1
1 O

0 o

1 1
1 O

2 1



entonces,
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E* =
t

1 0

2 1

det [£*] =

siendo di - O y d2 = 1

= 1 4 = 0

( 3 . 76 )

Puesto que B* es no singular, el sistema ( 3 . 75 ) puede

ser desacoplado . El conjunto $ , de todas las matrices que desa-

coplan el sistema ( 3 . 75 ) , puede ser obtenido, para todas las

matrices E. de orden ( 2 x 3 ) tal que rang"o[Q.i (E.) ] - 1-

De las ecuaciones ( 3 . 64 ) y ( 3 , 65 ) ,

£ = 1 { L

C.2

A* - A* * ALA. LA. £i

0 0 1

C.2 A. = O 1 1

entonces,

** -

0 0 1

O l í
( 3 . 77 )
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A* =

O l í

- 1 1 0

0 0 3

0 0 3

1 1 3
( 3 . 73 )

1 O

-2 1
( 3 . 79 )

1 O ai O 0 0 1

O l í

0 0

1 a2 - 1

ai - 3

-2ai + a2 -4- 3

O O

— 1

1 0

-2 1

1 0

-2 1

0 0 ai

_° a2 a2l

0 0 3

- 1 1 3

0 0 ai - 3

1 a2 - 1 a2 - 3

sea:

f i a

f 22

f 23

ai - 3

0 2 - 1

-2ai + a2
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siendo los elementos de 3? de la forma:

E. =
0 O

1 £22

f!3

f 23
( -3 . 80 )

existiendo f = 3 parámetros libres en la matriz E..

La forma más general de la matris función de transferencia

es:

G.c(s) = C. [ B I - A. - E E. l-1^ E*"1

det[ s I - A - E E ] = det[ s -1 -1

1 s - 1 O

O O s - 3

0 0 O

1 ±22 ±13 + ±23

O O f!3

= det[ s -1

O S - 1 - ±22

O O

-1

- ±13 - ±23

s - 3 - fis

= 6 ( 6 - 1 - ±22 ) ( S - 3 - ±13 )

S -1

O S - 1 - ±22

O O

-1

- ±13 - ±23

S - 3 - ±13



E.C(B) =

6 - 1 - ill ) ( S - 3 - f u ) ( 6 - 3 - f l J ) ( B - 1 + f U + f2J - Í 2 2

O 8 ( 8 - 3 - f U ) 8 ( flJ + flJ )

O O E ( 6 - 1 - Í I 2 )

8 { B - 1 - f22 ) ( B - 3 - ÍU )

(s - 1 - f 2 2 ) ( s - 3 - fu) (s - 3 - fu) [8 - 1 i fu + f z s - iu)

O s (s - 3 - fu) s (ín 4 f u )

O O B (6 - 1 - Í 2 2 )

B ( 8 - 1 - f 2 2 ) ( 8 - 3 - ÍU )

O ' O s (s - i - f ¡ 2 )

(S - 1 - Í Z 2 ) ( S - 3 - fu) (S - 3 - fu) (B - 1 i fU + Í 2 J - Í 2 2 )

S. ( S - 1 - Í Í 2 ) ( 6 - 3 - Í13 )

S (S - 1 - ±22)

S - 3 - fl3

S ( S - 1 - £22 ) ( S - 3 - f!3 )

( 3 . 81 )

Observando la matriz función de transferencia de laso ce-

rrado GLc(s), en primera instancia, se eetableceria que no se po-

dría desacoplar el sistema (3 .75 ), porgue no es diagonal.

Pero sí se puede desacoplar, para un "subconjunto de matrices £" ,

que cumpla las condiciones: que el rango[ Q.Í (E.) ] - 1 Y ñ*

no singular, donde £>.* (E.) está definida en ( 3 . 53 ) .



Entonces, si se asigna las matrices Hk como:

-1 0

0 0
J til -

-1 0

0 -2
tío =

y se sabe que max di - 6 ~ 1,

de acuerdo a la ecuación ( 3 . 6 8 a )

C 3 .

Q. &* - A*

= E.*-1 C Ho C. + 4 -

1 O

-2 1

1 O

-2 1

'O O -7

1 - 3 9

0 0 - 1

0 0 0

0 0 - 7

0 0 - 3

O ~2 -2

0 0 3

- 1 1 3

( 3 . 83 )

Como se tiene que el conjunto de todos los pares E. y fi. que

desacoplan el sistema ( 3 . 75 ), consiste de matrices E. tales

que el rango[ Q.Í (E.) ] ~ 1 para todo i-Se aplica la ecuación

( 3 . 53 ) para su comprobación.
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a. ( A. + a E.
G.Í ( A. + E El

Q.Í (E.) =

£Li ( A. + E El

O

Q> (El) es la matriz de orden ( n x m ) , y Ü matriz consistente

con el orden de &> (E.) • -

- Para i - 1 , siendo- di = O

(El) =

su c ¿L + a E/
C.1 ( A. + a El

c.1 ( A. + a E.

El =

0 0

1 1
1 0

0 0 - 7

1-3 9 -

0 0 0

1 - 3 2

0 0 - 7

a EI =
O l í

- 1 1 0

0 0 3

+

0 0 0

1 - 3 2

0 0 -7

-

O l í

0 - 2 2

0 0 -4

( A. + B. El )

O l í

0 - 2 2

0 0 - 4

~0 .0

1 1

1 0

-

2 1

0 -2

-4 0



~ 86 -

( A. + E. E. )2 =

O l í

0 - 2 2

0 0 - 4

O l í

0 - 2 2

0 0 - 4

=

0 -2 -2

0 4 -12

0 0 16

C A. + E £ )2

0 -2 -2

0 4 -12

0 0 16

0 0

1 1
1 0

~

-4 -2

• -8 4

16 0

E 0 0 1 -4

-8

16

— 9

4

0

= 16 O

C.1 ( A. + E E. ) 0 0 1

-

2 1

0 -2

-4 0

= r~-4 o

i o

entonces,

(E) =

16 O

-4 O

1 O

-ango[ 0.1 (£.)]

( 3 . 84 )



fe
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- Para i = 2 , siendo d2 - 1

(E) =

C.2 1 0 0 -4 -2

-8 4

16 O

-4 -2

£L2 ( A. + E E. ) 1 0 0 2 1

O -2

-4 O

2 1

entonces,

Q.2 (El) =

-4 -2

2 1

O O

( 3 . 85 )

det[ .] = - 4 x l - (-2) x 2 = -4 + 4 = O

donde: [ . ] representa la submatriz ( 2 x 2 ) de Q.2 (E.) .

Por lo tanto, rango[ Q? (E.) ] = 1.

Se obtiene que rango[ &> (E.) ] ~ 1 para i = 1, 2 y corno

E* es no singular, entonces el par E. , Q.*-1 desacopla ( 3 . 75 ).
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Se calcula la matriz de transferencia de laso cerrado, para

ver si en verdad se cumple lo establecido anteriormente.

(s 4- 2)(s + 4) (s +4) (s + 4)

O s(s +4) 2 s

O O s(s + 2)

0 O

-1 1

1 ' O

s ( s 4- 2 ) ( s 4- 4 )

(s + 2) (s 4-4) (s 4- 4) (s 4- 4)

o o

-1 1

1 O

s ( s + 2 ) ( s 4- 4 )

S ( S 4- 2 )

O (s + 4)

s ( s +'2 ) ( s + 4 )
( 3 . 86 )

"Nota".- En los siguientes ejemplos, después de comprobar

la no singularidad de E*, se dará como establecido que las matri-

ces E. cumplen con la condición rango[ &i (K) ] = 1 , ya que pre-

viamente está demostrado, debido a que el rango[ Q.Í (E.) ] ya se

estableció, y lo que se trata de analizar son otras condiciones.
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Sea el sistema:

A. =

1 0 0

0 2 0

0 1 3

E. =

1 1

-1 1

0 0

G- =
1 0 0

0 0 1
—

De acuerdo a ( 3 . 34 )

( 3 , 87 )

E* =
C.2

1 O O 1 1

-1 1

O O

1 1
i

£2 A E. 0 0 1

•

1° l 3]

1 0 0

0 2 0

0 1 3

1 1

-1 1

0 0

1- 1

-1 1

0 0

= - 1 1

-

entonces,



a* =
i i
-i i

det [E*] =

siendo di = O y d2 = 1

= 2 ^ = 0

( 3 .

Puesto gue E* es no singular , el sistema ( 3 . 8 7 ) puede

ser desacoplado . El conjunto $ de todas las matrices que desa-

coplan el sistema ( 3 . 87 ) puede ser obtenido, para todas las

matrices £ de orden ( 2 x 3 ) tal. que rango [&> (E.) ] - 1. M

De las ecuaciones ( 3 . 64 ) y ( 3 . 65 ) ,

E. = '{ II A** - AL* }

ÉL** A

Q.I A.O = i o O

C.2 A. =

entonces,

0 1 3

1 0 O

0 1 3
( 3 . 89 )
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f l l =

f!2 =

f 1 3 =

ai - 1

- CL2 + 5

- 3 a2 + 9

siendo los elementos de de la forma:

f l l f12 f13

f 1 1 -f12 "f13
( 3 . 92 )

existiendo f = 3 parámetros libres en la matriz

La forma más general de la raatris función de transferencia

es:

&c(6) =

f

det[s I - A - E E] = det[ s - 1 O O

O s - 2 O

O -1 s - 3

2 fu O O

O -2 ±12 -2. f ia

0 0 0

det[ s - 1 - 2 fu O O

O s - 2 + 2 f i2 2 fis

O -1 s - 3

(s - 1- 2fn) [62- ( 5 - 2 f i 2 ) B + (6 - 6 ±12 + 2

( 3 . 93 )



s - 1 - 2 fu O O

O s - 2 + 2 ±12 2 f13

O -1 s - 3

( s - 2 + 2 f i z ) ( s - 3) + 2 fu

{s - 1 - 2 f n ) ( s - 3) - 2 Í i3 [B - 1 - 2 f u )

( s - 1 - 2 f u ) (s - 1 - 2 f n ) ( s - 2 4 2 f u )

(s - l - 2 f i i ) [32- (5 - 2 f i 2 ) 8 4(6 - 6 fn 4 2 f u ) ]

(s - 2 4 2 f i 2 ) ( s - 3) 4 2 fn O

(s - 1 - 2 f n ) ( s - 3) - 2 fn (s - 1 - 2 f n )

( B - 1 - 2 f n ) (s - 1 - 2 f n ) ( s - 2 -f 2 f n )

fcífi) =
(S - 1-2Í11) [S'- (5 - 2 fn) S 4 (6 - 6 Í12 i 2 Í 1 3 ) ]

(s - 2 4 2 f n ) ( s - 3) 4 2 fn O

(e - 1 - 2 f n ) (s - 1 - 2 f i i ) ( s - 2 4 2 f i 2 )

(s - l ~ 2 f n ) [si- (5 - 2 f n ) s M6 - 6 f i z 4 2 f n ) ]

(-5 "f 2f i2) s + (6 - 6 ±12 + 2

O (s - 1 - 2 fu)

(s - l -2fn) [s2- ( 5 - 2 f i2) s + (6 - 6 f i2 + 2 f i a ) ]

( 3 . 94 )



En el sistema no realimentado,

detC s I - A. ] = déte s - 1 O O

O s - 2 O

O -1 s - 3

— f e - — l ^ f c — V ^ f c í — I } f 1 Q R >
— ^ O J - J ^ O ¿j J \ \J J \ , ÍJ <J )

De las ecuaciones ( 3 . 93 ) y ( 3 . 95 ), se observa que

los 3 polos de lazo abierto están modificados al añadir el com-

pensador para la realimentación de estado. Es decir, al desaco-

plar un sistema por el Procedimiento de Síntesis, se añade polos

de lazo cerrado que pueden ser especificados de acuerdo a lo que

el diseñador desee.

Al hacer,
i

m
m + 2 d i = m + di + d 2 = 2 + 0 + 1 = 3 = n,

entonces, efectivamente, todos los polos de laso cerrado pueden

ser arbitrariamente especificados, mientras simultáneamente el

sistema es desacoplado, usando el Procedimiento de Síntesis.

Además, el Teorema 2 muestra que ( 3 . 9 2 ) representa la forma

general para una E. de desacoplamiento, ya que f = n = 3 .

Como f = m + Z d í ~ 3 , se puede reemplazar directamente

los valores de -f, pero en este ejemplo, se usará el Procedimiento

de Síntesis, en primera instancia y, luego se reemplazará los

parámetros libres f.
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tío =

Haciendo,

-1 O

O O

de acuerdo a la ecuación ( 3 . 6 8a)

( 3 . 96 )

= a*-i C. A* - A*

= E*"1 C tto £' + tti £1 A.* ]

1

2

1

2

1 -1

1 1

1 -1

1 1

c
-1 0 0

0 0 0

- 3 0 0

0 -5 -9

+
- 1 0 0

0 0 0

1 0 0

0 5' 9

-3

2

-3

2

5

2

-5

2

9

2

-9

2

y con la ecuación ( 3 . 68 b )

S.

1
2

1

2

-1

2

1

2

3 . 97 )

( 3 . 98 )
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entonces el par E , Q. desacopla el sistema (3 . 87 ).

Reemplazando directamente los parámetros libres f, con los

valores:

fu =

f!2 -

fis =

-3

2

5

2

9

se obtiene la misma matriz £, por el Procedimiento de Síntesis,

ecuación ( 3 . 92). Entonces, de ( 3 . 94 ) reemplazando direc-

tamente los parámetros libres f, se tiene:

8 2 0.

O s -f 2

( 3 . 99 )
s2 ( s + 2)

Los polos de lazo cerrado son: s2 ( s + 2 ) , que son dis-

tintos a los polos de lazo abierto:( s - 1 )( s - 2 )( s - 3) .

t
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Q. -

Ejemplo 3.-

Sea el sistema:

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

De acuerdo a ( 3 . 34 )

0.2

0 i
1 o
o o
o o
o o
1 O

( 3 . 100 )

Oí B -i¿ i ¿¿ — 1 0 0 0 0 0 0 1

1 O

o o

o o

o o

1 O

O 1
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A.2 =

0 0 1 0 0 0

0 0 - 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

£12 A.2 a = O O O 1 O "O

O O O ' O O l

0 0 1 0 0 0

O ' O -1 O 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 .

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1

1 O

o o

o o

o o

1 O

0

1

0

0

0

1

1
0

0

0

0

0

1 O

entonces,

a* =
0 1

1 O
siendo di - O y d2 =. 2 ( 3 . 101- )
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det [&*] = - 1 O

Como E* es no singular, y puesto que rango[ &i (£.) ] ~ 1

para todas las matrices E. de orden ( 2 x 6 ) , el sistema puede

ser desacoplado,

t

A** =
fií 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

A* = A** A = 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

( 3 . 102 )

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 - 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

( 3 . 103 )

B*-l n
0 1

1 O

aplicando la ecuación ( 3 . 64 ),

( 3 . 104 )

E. = E*-J- í
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t;

E =
0 1

1 O

0 1

1 O

0 1

1 O

ai O

O az

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

ai O O O O O

O 0 0 0 0 a 2

ai -1 O O O O

O O 0 . 0 O a 2

O O O O O a2

ai -1 O O O O

0 1 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sea :

f21 =

f i e =

ai

as

0 0 O O O fi
( 3 . 105 )

:2i-l O O O O

existen f = 2 parámetros libres en la matriz

Siendo E. y S. el par de matrices que desacoplan el sistema

( 3 . 100 ),

Para el sistema realimentado, los polos son:
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det[ B I- i- I I ] = det [et [ s -1 0 0 0 0

0 E -1 0 0 0

0 0 B i 1 0 ' 0 0

0 0 0 B -1 0

0 0 0 0 s -1

0 0 0 0 0 6

det [

ii\

0

0

0

0

s-f2i 0 0 0 0

O s -1 0 0

0 0 s+1 0 0

0 0 0 s -1

0 0 0 0 s

0 0 0 0 0

-1 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0

-f 16

0

0

— 1

s-f i

0

0

0

0

0

0

3

116

O f i e

63 ( 6 - f21 ) ( S + 1 ) ( S - ±16 )

( 3 . 106 )

Para el sistema no realimentado, los polos son:

det[ s I - L ] = det [ fí

0

0

0

0

0

— 1

s

0

0

0

0

0

-1
s + 1

0

0

0

0

0

.0

s

0

0

0

0

. 0

~ 1

e

0

0

0

0

0

-1

s

= 65 ( S + 1 ) ( 3 . 107 )

De acuerdo a las ecuaciones ( 3 . 106 ) y ( 3 . 107 ), se
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puede ver g.ue solamente se produce la asignación de 2 polos de

laso cerrado ( s - f21 ) ( s - fiB ).

Haciendo en la ecuación ( 3 . 105 ):

fie = -1

±21 ' = O

E. =
0 0 0 0 0 - 1

0 - 1 0 0 0 0
( 3 . 108 )

La matriz función de transferencia de lazo cerrado será:

= £i c s i - - a E 3- a*-1

E ]-i=

= s 0 0 0

0 s -1 0

0 0 s + 1 0

0 0 . . 0 . s

o o - o o

0 0 0 0

s5+2s4+s3 0 0

0 s5+2s4+s3 s4+s3

0 0 s5-í-s4

0 0 0 E

0 0 0

0 . 0 0

0 0

0 1

0 0

-1 0

-8 ~1

0 s + 1

0 0 0

0 0 -s4-s3

0 0 0

S5+2S^B3 8<+2S3+S2 S3+s2

0 65+2S4+S3 S^+S3

0 0 s^+s4

( S + 1 ) ( S + 1 )
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z

fi.G

•

1 0

0 0

-

0 0 0 0

0 1 0 0

7s+2s4+

0

s5 + 2

—

BH2BUB' 0 0

. 0 B*2 .<*B» BU,*

0 0 6 5 IS *

0 0 0 sH2

0 0 0

0 0 0

5 < ( B4 1 ) ( S

s3 0 0 0

0 0 8 5 + 2 8 4 + 8 3

S4 ( S + 1 ) (

S 4 + S 3 0

0 S3 + S2

3 0 0

) 0 -S< -S3

} 0 0

sUs5 6U2sHs2' sHs2

) 8 5 42sHs3 S < 4 S J

} 0 sHsl

0 1

1 0

0 0

0 0

0 0

1 G

0 i

1 0

U )

0 0

S 4 + 2 S 3 + S 2 S 3 + S 2

1 0 .

0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

s + 1 )

f 3 1 f
S 4 ( 6 + 1 ) 2

Los polos de lazo cerrado asignados arbitrariamente son.:

s ( s + 1 ) .

Además, como E.* es no singular,

m • + di 2 + 2 di = 2 + 0 + 2 - 4
i= 1

( 3 . 110 ')

entonces, el número de polos de lazo cerrado que deben ser asig-
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nados son 4, mientras que simultáneamente se desacopla el siste-

ma. Por lo tanto , de acuerdo a la ecuación ( 3 . 74 a ) se debe

tener como mínimo 4 polos de laso cerrado. Y además, no se puede

dar directamente valores a los parámetros libres f , cumpliendo

efectivamente con :

m
ro + 2 di = f , , .,

í = i . - ' ̂ - - -

que es la condición para dar directamente significado físico; por

lo que se debe utilizar el Procedimiento de Síntesis para '"la a-

signación de los polos de lazo cerrado .

Y por la ecuación ( 3 . 64 b )se debe cumplir que.,

in
m H- 2 di < f

i = l

pero se tiene,

Por consiguiente, la ecuación ( 3 . 68 a ) , es la que se

utiliza para el diseño del conjunto de matrices $ , para desaco-

plar el sistema, debido a que en este caso especifica todos los

polos posibles del sistema de laso cerrado , mientras desacopla el

sistema.

6

E = a*-1 [ 2 Hk £L A* - A*

llk C. A.K - A* ]

= E*-1 C tto G A° H- fu £L A.1 + H2 G A.2 - A.* 3
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sea *

Ho =
mol o

O rno 2
Hi =

Bi l l O

0 __ .
CQ 1 •

M.2 =

O i O O O 0 0

O O O n o * O O

i l O O O O

O O O a i* O

0 1

1 O

m o l r n i i - 1 -K2 1 0

O O O mo

O O O m o 2 m i 2 • m 2 2

m o l mii-1 i B 2 1 0 0 0

sea

f 14

±15

f i e

±21

f 22

± 2 3

m o 2

m i 2

ms 2

mo i

mi! - 1

B 2 l O O O

.0 O O B 2 *

0

m 2 2

E. -
O f !4 f l5 f u

Í21 ± 2 2 ±23 0

existen f - 6 parámetros libres en la matriz E..

( 3 . 111 )

Los polos de lazo cerrrado son:
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det[ 8 I- L- EZJ = it [ 6 - 1 0 0 0 0

0 E - 1 0 0 . 0

0 0 6 4 1 0 0 0

0 0 0 s -1 0

O O O O s - 1

0 0 0 0 0 E

det[

S?l D l M B 2 l 0 0 0

0 0 0 B $ l E l ' D l l

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 í)0¡ E l * G2.1

s-mo i -mi * -mz 2 0 0 0

0 s - 1 -m o 2 -mi 2 - m 2 2

0 0 s+1 0 0 0

0 0 0 s - 1 0

0 0 0 O e - 1

0 0 0 - m o 2 -mi 2 -102 2

]

= s(s - mo i ) (s + 1) (s3 - - mi2s - mo2)

( 3 . 112 )

De las ecuaciones ( 3 . 107') y ( 3 . 112 ), se ve que los

polos de laso cerrado que se afíaden son 4, coincidiendo con la

ecuación ( 3 . 110 ) , paralelamente se conoce que:

n = di
i — 1

Haciendo,

HO = ( 3 . 113 )
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entonces, por el Procedimiento de Síntesis, ecuación ( 3 . 68 a )

, E. es:

E. = k £L
k = 0

£1 A* - 6* ]

= E*-1 [ lio C. A.O + tti C. A* H- H.2 C. A.2 - A.* ]

O 1

1 °

0 - 1 0 0 0 0

O O 0 - 1 - 1 - 1

O O O - 1 - 1 - 1

0 - 1 0 0 0 - 0
( 3 . 114 )

Y G. con la ecuación ( 3 . 68 b ) , será.

Q. =
0 1

1 O
( 3 . 115 )

Poi" lo tanto el par de matrices E. y GL desacoplan el

sistema ( 3 . 100 ) .

Los polos de lazo cerrado son:

.*••
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i
det[ s

0

0

0

0

0

- 1 0 0 0 0

6 - 1 0 0 0

0 s + 1 0 0 0

0 0 e -1 0

O O O s - 1

0 0 0 0 6

O -1

= det [

-1 -i -1

-1 -1 -1

s

0

0

0

0

0

0

s

0

0

0

0

0

-1

8 + i

0

0

0

0

1
0

s

0

1

0

1
0

— 1

s

1

0

1
0

0

-1

s+1

( 3 . 116 )

4 es el número de polos de laso cerrado que pueden, ser es-

pecificados arbitrariamente, mientras que simultáneamente desaco-

pla el sistema.

Siendo los polos: s ( s3 + s¿ + s + 1 ) especificados por

la selección de los Ilk , si se hace otras selecciones de los M.IC,

llevarán a otras configuraciones de los polos de laso cerrado,

Además, se produce, en el procedimiento de desacoplamiento la

cancelación de 4 polos de laso abierto, para la ubicación de los

polos de laso, cerrado que se añaden.

La matria función de transferencia de lazo cerrado será:
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G.C(S) = íi c B i - - a £ ]-ia a*-i

[ s I _ - & - R E . ] - s 0 0 0 0 0

0 s -1 1 1 1

0 O . s + 1 0 0 0

0 0 0 s -1 .0

0 0 0 0 s -1

[ s L - 1 - B . l ] - ' : -

I 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

H n Í K l i

0 0 0 1 l s + 1

o 5l9e í J .9e3 J.9c- !lo fl fl • fl fl ñB*T¿6 ^ T i S ' t i K *tS U U U U U

0 0 sHsUsHfiZ 0 0 0

0 0 0 G M 2 G U 2 c H c 2 6 Í 4 2 o H c 2 6 3 i G *

0 0 0 -G J -6 2 sH2sU83 eUs'

0 0 0 -6^-S 3 -Sí'2sI-Sí f i S - f B *

, » ( . M ) ( , » M » M « )

B H 2 s U 2 s 3 4 2 s U B 0 0 . 0 0 0 1 0

0 ,5«6U2BW+, 6 < íBHeU 6 -,»-,!' -s<-25!-8¡ -S<-26 Í-2S Í-S 0 i

0 0 BHs^sHsí 0 0 0 0 0

0 0 .. 0 6 5 4 2 6 < 4 2 6 ' 4 6 Z 6 U 2 6 3 4 B Z 8*46* 0 0

o o o -,»-.! «smu.» ,u,3 o o

0 0 0 -BÍ-65 - B Í - 2 B S - B 2 5 5 4 6 1 0 1

6 i 1 } ( B* 4 fií 4 6-í-l)
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Ge =

s5+2s4+2s3+2s2+s 0 0 0 0 0

0 0 0 s54-2s4+2s3+s2 s4+2e3+s2 s3+s2

1 0

0 1

0 0

0 0

0 1

S2 ( s.+ 1 ) ( 53 + S2 + S + 1 )

2 s

6?

S2 ( S + 1 ) ( S3 + S2 + S + 1 )

( 3 . 11? )



A. =

111 -

E.1 emulo 4.1. -

Sea el sistema

0 1 0

2 3 0

1 1 1

E =

0 0

1 0

0 1

f! =j ±¿. ~
1 1 0

0 0 1

— —

De acuerdo a ( 3 . 34 )

C 3 . 118 )

E* -

£1 E = 1 1 0 0 O

1 O

b' i

i o

C.2 E = O O 1 0 O

1 O

O 1

O 1

entonces,

a* =
1 . O

O 1
siendo di - O y d2 ( 3 . 119 O
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det [a*] = 1 O

Puesto gue E* es no singular, y como rango [Q.* (E.) ] =• 1

para todas las matrices E de orden ( 2 x 3 ) , el sistema

( 3 . 118 ) puede ser desacoplado.

0.2

A.** = ( 3 . 120 )

A* =

0 - 0 1

2 4 0

1 1 1

0 1 0

2 3 0

1 1 1

( 3 . 121 )

a*-1 =
1 O

O 1

Aplicando la ecuación ( 3 . 6 4 )

( 3 . 122 )

E. = a*-1 -c i. A** - A*
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•i

E =
1 O

O 1

1 O

0 1

1 O

O 1

ai O

O a2

1 1 0

0 0 1

2 4 0

1 1 1

ai ai O

O O a2

haciendo:

f u ~ ai

±12 ~ ai

±23 - a2

2

4

1

Entonces se tiene,

fll fl2 O

-1 -1 ±23

2 4 0

1 1 1

ai - 2 ai - 4 O

-1 -1 0.2 - 1

ai - 2 ai - 4 O

-1 -1 0.2 - 1

( 3 . 123 )

Se tiene f = 3 parámetros libres en la matriz El,

Y calculando,

rn + 2 di 2 - 1 - 2 di 2 + 0 + 0 =
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obsérvese que,

f = n - 3 > 2 ra di.

Por lo que, se ubicarían arbitrariamente 2 polos de laso cerrado

por el Procedimiento de Síntesis, mientras se desacopla el sis-

tema. Pero en este caso se puede ubicar más polos, para lo cual

se determina la "Matriz Función de Transferencia de laso cerra-

do".

fic(s) = C. [ s I - a*-1

det[ s I - Á - E E ] = det[ s -1 O

-2 s - 3 O

-1 -1 s - 1

-

0

fll

-1

0

fl2

-1

0

• o
Í23

= det[ s

•2-f 11

O

S-3-Í12

O

O

6-1-f33

(6-1-Í23) [ S^ - (3+fl2)6 ~ (2+fll) ]

( 3 . 124 )

s

-2-f 11

0

— 1

s-3-f 12 .

0

0

0

6-1-f 2 3
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* - 3 - f l l ) ( S - 1 - Í 2 3 ) - ( S - 1 - Í 2 J )

( B - 1 - Í23 ) ( - 2 - fll ) 6 ( 6 - 1 - Í 2 J )

6 ( 6 - 3 - Í 1 Z M - 2 - fll )

t s L - i - l L l - 1 =
( S - 1 - fZ3 ) [ 82 - ( 3 t Í12 ) 6 - ( 2 4 fll ) ]

1 i B - 3 - f u ) ( B - 1 - f23 ) - ( B - 1 - fn )

( 8 - 1 - f23 ) ( - 2 - fll ) 6 ( S ~ 1 t Í 2 3 )

fi { 6 - 3 - Í 1 2 )í( - 2 - í l l )

Sí =
( 6 - i - Í2S ) [ SÍ - ( 3 4 f l Z ) 6 - ( 2 4 fll ) ]

(S-3-Í12) (S-1-Í23) 4 ( f i - l - f») ( -2 - f l l ) -(B-1-Í23) 4 6 ( B - l - f 2 3 )

6{6-3-f lO

O i

( S - 1 - f23 } [ 52 - ( 3 4 fu ) 5 - { 2 4 fll ) ]

(S ~ 1) (S - 1 - f23 ) O

O . 62 - (3 + f l 2 ) S - (2 -f f l l )

( S - 1 - f23 ) [ S2 - ( 3 + f!2 ) 6 - ( 2 + fll ) ]
( 3 . 125 )

De tal forma que todos los polos de laso cerrado pueden ser

especificados por el Teorema 2. Es decir, cuando se cumple g.ue:

m
f > m + Z di o f > n 3

es "probable" especificar más m + Z d i de los polos de
i= 1

laso cerrado, como en este caso que,
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Entonces, al aplicar el Procedimiento de Síntesis permite especi-

ficar 2 de los p = 3 polos de laso cerrado, como se puede ob-

servar en la ecuación ( 3 . 124 ) . Por lo tanto , es ventajoso

calcular la "Matriz Función de Transferencia de laso cerrado" ,

con la matriz E. del Teorema 2, para poder especificar todos

los polos posibles.
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Sea el sistema:

1 1 0

0 1 0

0 0 1

a =

0 1

1 0

1 0

a =

,

1 1 - 1

0 1 0
— 1

( 3 . 126 )

Calculando E*

£Li

0.2

1 1 -1 • 0

1
1

1

0

0

= 0 1

C.2 0 1 0 0 1

1 O

1 O

1 O

E* =
0 1

1 O
siendo di ~ O y d s ~ 0 ( 3 . 127 )

det [E*] - ~ 1

Puesto que E* no singular, y como rango [Q> (E.) ] - 1



para todas las matrices E. de orden ( 2 x 3 ) , el sistema

( 3 . 126 ) se puede desacoplar. Aplicando el Teorema 2, el con-

junto de matrices E. g.ue desacopla el sistema será.

E. = a*--1 { L A** - A* }

A** =
£Li Afl l

C.2 Ad2

-
Gi

£2

A.** =
1 1 -1

0 1 0
( 3 . 128 )

= 1 1 - 1

O ' I O

1 2 - 1

0 1 0

1 1 0

0 1 0

0 0 1

( 3 . 129 )

0 1

1 O

entonces,

( 3 . 130 )

0 1

1 0 .< ai 0

0 az

1 1 - 1

' 0 1 0
_

1 2 - 1

0 1 0
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0 1

1 0

0 1

1 0

ai ai -ai

0 a'¿ 0

1 2 - 1

0 1 0

ai - 1 a i - 2 -a i + l

0 a2 - 1 0

O as - 1 O

ai - 1 ai - 2 -ai + 1

haciendo:

±12 = az

fzi - ai

±22 - ai

— 1

- 1

Obteniéndose,

O f 12 O

±21 f22 -f21
( 3 . 131 )

Siendo f = 3 parámetros libres en la matriz IL

Determínese ,los polos de laso cerrado.

det[ s I - ¿ - E E ] = det[ s - 1 - 1 - O

O s - 1 O

O O s - 1

f21 f22 -f21

O fl2 O

O fl2 O
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= det[ S-l-f 2 1

0

g

~ l~í 2 2

S-l-f 12

-f!2

± 2 1

0

6-1

= ( 6 -1 - f21 ) ( 8 - 1 - f!2 ) ( S - 1 )

( 3 . 132 )

De acuerdo a la ecuación ( 3 . 132 ), son asignados 2 polos

de laso cerrado. Esto por el Teorema 2.

Ahora se analisa por el Procedimiento de Síntesis.

Los polos de laso cerrado que pueden especificarse son:

m 2
m + Z di = 2 + 2 di - 2 + 0 + 0 - 2 ,y

i = 1 i = 1

m
f = n - 3 > 2 - m + 2 d i )

i = l •

podría ubicarse más polos, a los 2 especificados por el Procedi-

miento de Síntesis, pero por el Teorema 2 se asigna solamente los

mismos 2 polos de laso cerrado.

E = [ C. - A* ]

O

= E*-1 [2 M.
k=o

= a*-1 [ no c.
sea:

- A* 3
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Ho =
mol o

O mo2

E =
0 1

1 0
C

m o i o

0 m o 2

11-1

0 1 0

_
1 2 - 1

0 1 0

0

1

0

1

-1

0

1

0

ol mol -mol

O mo2 O

O mo2~l O

m o i-1 ni o i ~ 2 -m o * +1

sea

f 12

±21

.£ 2 2

E =

- mo2 - 1

: m o i - 1

: mol - 2

O f 12 O

±21 ±22 -f2 1

1 2 - 1

0 1 0

moi-1 moi-2 -moi+1

O rno2-l O

( 3 . 133 )

Siendo determinada esta matriz E. por el Procedimiento

de Síntesis, que corresponde a la misma matriz £ ecuación

( 3 . 131 )j determinada por el del Teorema 2.

Ahora se verá los polos de laso cerrado.
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6-1 -1 O

O 's-1 O

O O s-1

det[ s-mo1 -moi+1

O s-mo2

O -mo2. f i

mo1-! roo i-2 -moi+1

O mo2-l O

O mo2-l O

mo i-

O

s-1

= ( s - 1 ) ( s - m o 1 ) ( • s - m o 2 )

( 3, 134 )

De forma que p - 2 , se específica 2 polos de laso cerrado de

acuerdo al Procedimiento de Síntesis, siendo igual si se emplea

el Teorema 2.

En resumen, cuando se tiene la condición,

f > m d i o f > n j

se puede tener la asignación de polos por el Procedimiento de

Síntesis, y su número es igual- a m + Z di. Pero, se puede
i= 1

asignar más polos por el Teorema 2.



123

3.3.4.-

^ Las condiciones más importantes para tener el conjunto de

todos los pares de matrices . E. 3 Q_ Q.ue desacoplan un sistema

son: rango[ Q.1 (E.) ] - 1 para todas las matrices E., y E.* es

no singular para £L

- En la condición,

m
f < m + 2 di. = p,

i = l

el Teorema 2 asigna parte de los polos de laso cerrado, cuando

determina la clase 3> de las matrices E. que desacoplan el sistema,

por lo que se debe aplicar el Procedimiento de Síntesis . para de-

terminar la clase 3> de las matrices E..

- Si se tiene,

m
n ~ ín H- 2 d i - p,

i = l

la asignación de polos de laso cerrado es total, sin ningún in-

conveniente, siendo n el mayor numero de polos de laso cerrarlo

que pueden asignarse, debido a que n es el orden del sistema y se

establece por el número de polos del sistema.

- Se puede dar directamente valores a los parámetros libres f, en

la condición

m
f = m + 2 di ,

i.~ 1

sin necesidad de utilizar el Procedimiento de Síntesis.

- Y por último, el Procedimiento de Síntesis asigna todos los
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polos de lazo cerrado pr mientras se desacotóla el sistema, excep-

to si se tiene la condición,

m
f > m + 2 di o f > n,

en la cual se asigna la ubicación de todos los polos d.e lazo ce-

rrado, por medio del Teorema 2 y, a la vez, es ventajoso deter-

minar la Matriz Función de Transferencia de laso cerrado £.c , con

la matriz £ del Teorema 2. Además, si f > n 3 y

n - m +
i = l

se asigna por el Procedimiento de Síntesis, todos los n polos de

laso cerrado.

- Un objetivo muy importante en Sistemas de Control, es que un

sistema sea estable. La forma de conseguirlo es que los polos

del sistema, en este caso de lazo cerrado, estén en el semiplano

negativo s, es decir, sean negativos; obteniéndose asi que la

respuesta transitoria alcance el equilibrio, y no se produzca os-

cilaciones crecientes. Para lo cual se debe conseguir que todos

los coeficientes del polinomio característico sean positivos.

Esto se puede lograr poniendo los elementos, negativos de las

matrices HK , ya que el polinomio característico se determina con

la ecuación det[ s X - A - E E . ] , siendo E. la única matri-z

variable, la misma que está restando, por lo tanto, si se ponen

valores negativos a los elementos de la matriz E, se podría tener

elementos positivos en la matriz [ s X - A - H l L ] , que a su

vez, al calcular el determinante es más probable que se obtenga

coeficientes positivos para el polinomio característico. Esto es
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más bien una forma experimental, que en la mayoría de casos cum -

pie, dando esto una pauta al diseñador, para asignar los valores a

los elementos de la matriz E..



- 126 -

t

3.3.- POR REALIMENTACION DE SALIDA.-

Puesto que la realimentación de salida es sólo un caso es-

pecial de la realimentación de variables de estado, de acuerdo a

la figura ( 3 . 5 ) :

= A. x. + E u

REÁLIMENTAC
DE

ESTADO

E

Figura 3 . 5 . - Sistema multivariable de realimentación de

salida.

Es decirj

u. - H. y. + S. a ( 3 . 135 )

con E £L reemplasando a E. , puede ser desacoplado ( 3 . 21 )

usando realimentación de salida sí y sdlo sí,

1. - E.* es no singular, y

2.- Hay una matriz E ( m x m ) tal que rango[ Q_ ( E Q. ) ] ~ 1

para i = 1, . . . , m .
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Estas condiciones proveen una prueba conveniente para saber

si puede o no un sistema ser desacoplado usando realimentación de

salida.

Pero en general, el desacoplamiento por realimentación de

estado, no necesariamente implica desacoplamiento por realimen-

tación de salida. Si bien un sistema puede ser desacoplado usando

realimentación de salida, algo de la flexibilidad de los polos de

laso cerrado especificados se perderá, como con la realimentación

de variables de estado.^Se mostró en la teoría del desacoplamien-

to por realimentación de estado, que sólo puede desacoplar el

sistema mientras simultáneamente se especifican todos los polos

de laso cerrado; mientras tanto usando realimentación de salida

el sistema puede ser desacoplado, pero los polos de lazo cerrado

no son completamente arbitrarios. En conclusión la realimentación

de estado, con realimentación de salida no es equivalente para el

desacoplamiento de sistemas. Y^

Poi~ lo tanto, se consideran sistemas lineales multivaria-

bles invariantes en el tiempo, que pueden ser desacoplados por

•realimentación de variables de salida únicamente, para lo cual 3

se determina condiciones necesarias y suficientes, si un sistema

puede ser desacoplado usando realimentación de salida. Cuando un

sistema satisface estas condiciones, la clase de todas las matri-

\
ees es caracterizada. Se puede conseguir el desacoplamiento, pero

el sistema no obtiene necesariamente "estabilidad" a la respuesta

deseada, entonc'es puede ser necesario construir un compensador o

un observador para estabilizar el sistema. l'
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I) e esta manera, el sistema bajo consideración para desaco-

plar mediante realimentación de salida, debe ser lineal contro-

lable, observable, e invariante en el tiempo . "

g
¿ = A. x. + E u. ( 3 . 136 a )

y. = C. x. ( 3 . 136 b )

donde: x. - Es el vector de las variables de estado de orden n.

H - Es el vector de entrada de orden m.

y_ ~ Es el vector de salida de orden m.

_ A, > E y Q. son matrices reales constantes de dimensiones
4P'

( n x n ) , ( n x m ) y ( m x n ) respectiva-

mente ,

Se considera la ley de control para la realimentación de

salida , de la forma:

U. = S. a + E Y_ ( 3 . 137 )

§
donde: a es el nuevo vector de entrada, de orden m.

E y G. son matrices reales constantes , de dimensiones

( m x m ) .

El sistema de laso cerrado por realimentación de variables

de salida, se obtiene reemplazando la ley de control ( 3 . 137 )

<t- en el sistema ( 3 . 136 ) ,

multiplicando el paréntesis,
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Aff reemplazando la ecuación ( 3 . 136 b ) en la ecuación anterior,

¿ = & x. + B a a • + a a C. x.

agrupando respecto a x_,

x. = (A -i- B_ R C. ) £ + S a a .

$' Por consiguiente, el siguiente conjunto de ecuaciones

x . = (A + aa£l)x. + aQ.H. (3. 138 a)

y_ = EL x. ( 3 . 138 b •)

se llama realimentación lineal de variables de salida .

El objetivo de esta técnica, es encontrar condiciones nece-

8 sarias y suficientes -para la existencia del par de matrices H y

S. , para que el sistema ( 3 . 138 ) sea desacoplado . Es claro que

el sistema ( 3 . 138 ) es desacoplado sí y sólo sí la matriz

-función de transferencia del sistema de laso cerrado es diagonal

y no singular.

Para el desacoplamiento de sistemas mediante realimentación
i

de salida , es necesario recordar la definición ( 3 . 24 ) , que

expresa:

di = min {j :- £Li &¿E ^ 0 , j - O , . . . , n - 1} ( 3 . 139 a )

o

di •= n - 1 si £Li A.JH - O ,para todo j. ( 3 . 139 b )
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donde: Q.Í es la i-ésima fila de £L , para 1 = 1 , ... rn.

Además, de acuerdo al Teorema 1 para el desacoplan!lento por

realimentación de estado, se tiene g.ue:

E* =

£Li A*1 B.

C.m

(3. 140 )

es no singular, es decir, det [ E* 1 =)= O

A* ; ~J ~

di

C.2

1 ~ 1 9J J J. j £j } ( 3. 141 )

Y sea que denota la k-ésima columna de

Con estas definiciones, es posible establecer el siguiente

teorema.

3.3.1.-

Las condiciones necesarias y suficientes para la existen-

cia del par de matrices K y S. , las cuales desacoplan el sistema

( 3 . 136 ) son:

1) det [ fi* ] O ,y ( 3 . 142 a )
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2) Las matrices

C, ( + E. E C. E*"1 , J = , n - 1 ( 3 . 142 b )

son diagonales, donde

H. = -E*-1 C

( 3 . 142 c )

"Prueba": Se asume di < d2 < . . . <ám . Esto se puede

conseguir fácilmente, rearreglando las salidas y las correspon-

dientes entradas del sistema ( 3 . 136 ).

Para que el sistema ( 3 . 138 ) sea desacoplado, es necesa-

rio que det [ a* ] =h O , donde a* está dado por la ecuación

( 3 . 140 ). Entonces, al asumir det [ a* ] =j= ° se Puede hacer*

s. = á*-1 ,

de. acuerdo al Teorema 1 para el desacoplamiento por realimenta-

ción de estado.

Se asume que el sistema ( 3 . 138 ) es desacoplado, enton-

ces las matrices •

ai j

G. + a a c. , j = O, ... n-1

am j

( 3 . 143 )
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son diagonales.

La variación de i es por filas y la variación de k es por colum-

nas, entonces.

ai j , i = k

, i =1= k

( 3 . 144 a )

( 3 . 144 b )
G.Í ( Á. + a E C. )Ja a*-!k=

para, j = O, . . . ,n - -1

i = 1, ... ,m

k = i, . . . , m

donde: aij es algún escalar.

Por la definición de di, ecuación ( 3 . 139 ), y las ecuacio-

nes (3 . 25 ) , se tiene:

ti ¿J

ti ¿dí

( 3 . 145 a )

í 3 . 145 b )

entonces, por las ecuaciones ( 3 . 144 b ) y ( ' 3. 145 a )5 se

llega a:

O , j = O, ... ,di

, i k ,

( 3 . 146 )

De acuerdo al Binomio de Newton, se obtiene la ecuación:

3ÍH]"'3
(j-2) !
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" - " HIQ ¿H i

ÍH) !

agrupando,

(H 1B.ÜJ i =

(J-2) ! (j-l) !

Se hace:

Eo = ( ̂  a £L )á-ifi U. '

Ei = j ( E tt G JJ-2E E

(J-2) í

donde: Ej son ciertas matrices que dependen de a j tt y £L j '

reemplazando los Ej , se obtiene:

(i+tB.£.)J - t»C.í-Ei!L¿4t2 ILtM ... +Ej-2fi.tí-! i j HIÜ4.Í-1 rtJ i j = 1,2 ... ( 3 . 1 4 7 }

Haciendo, para j - l , ... ,di y con la ecuación ( 3 . 147 ), la

ecuación ( 3 . 145 b), puede expresarse de la siguiente forma:

( b d4 b a¿+ L¡ IU2 + ... f Eí-2 £¿M i J EtíLtJ- 1 4 i.i )

'( 3 . 148 )
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Con las ecuaciones ( 3 . 144 ), la ecuación anterior seria:

ti £ 4 Ei £ 4. 4 fc £ i? 4 ... 4 J l H. £ Í.H
i j , i - k ( 3 . 149 a

O , i j = k ( 3 . 149 b.

para, j - 1 ,2 , ...

Multiplicando el paréntesis de la ecuación ( 3 , 148 ) , y agru-

pando respecto a G. &¿B. , 0 - 0 , ... , di , se llega a:

( zo di EJ t i 4 i* £4?
Ei-2 [t i.i-2fi] j di Í3ifr E. [C.

[Ü.BJ t*-^
ti ¿áíií i

de acuerdo a la definición de di , ecuación ( 3 . 1 3 9 a ) para

i - 1 y 0 = 0 , . . . .di ¡ se tiene:

ti * ¿i

( 3 . 150 )

además, "con las ecuaciones ( 3 . 149 ), la ecuación ( 3 . 150 )

se puede expresar de la siguiente forma:

£i i.*M Eo £ + Ei £ IU E¿ £ 4M ... + E j - z £ ̂

Para j = di -f-

tí idi ( E.O £4 ti ti 4 j E B. £

ai¡ , i - k [ 3 . 151 a

O , i j = k ( 3 . 151 b

pa ra , - j - 1, . . . di

( Eo £ 4 ti £ ¿ 4 . . ,

t
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multiplicando; y agrupando respecto a C. A^E , J = O, . . . ,d i

tí idl* ( E.O t * Ei 14.+

por la definición de d i ,

di i** ( Lo t + - E i d i ^ ; . .

i41*1

J di

4 J i idíd l ) B.B*-ik = j ti i^

4 ti ¿d¡

( 3 . 152 )

En la ecuación ( 3 . 143 ) , para j = d i ,

si ( A. + E a

a i ,

a2 , d i

, d i

por la ecuación ( 3 .25 ), la ecuación anterior será

ai ,

az , di

am , d 1

haciendo k - 1 en &*~ik , se obtiene E*-11 que es la pri-

mera columna de E*-1, entonces será:

i
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ai , di

- O

se multiplica j E por la izquierda, ambos miembros de la ecua-

ción.,

hl 1 . . . hl;

hml . . . hmm

ai, di

O

j E £1 = j

hi i ai,ái

hsi ai,di

hm1 ai,di

= j ai, di H.I

donde: . hij es el ij-ésimo elemento de E.

El es la primera columna de E-

En general 'Ek es la k-ésima columna d e E . k ^

Por el corolario 1, del método de desacoplamiento por realimen-

tación de estado, se tiene:
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a = A ,

y como j ai, di es un escalar, se puede escoger una matris dia

gonal A adecuada para eliminar j ai , d i , obteniéndose :

J tt C. A.difi E*"1! = tti .

Con este resultado se reemplaza en la ecuación ( 3 . 152 ) .

fc i." ( E» j £l!L¿dl

( 3 . 153 )

De acuerdo a la ecuación ( 3 . 146 ) G.Í- A.J E E*~ik = O ,j = di ;.

y como k = 1 , entonces, i = 1 , Por consiguiente la ecuación

( 3 . 152 ), se tiene:

i i.4í

Resumiendo,

ti

De las ecuaciones ( 3 . 155 ) y ( 3 . 149 ), se tiene

para k - 1 ,

( 3 . 154 )

( 3 . 155 a

( 3 . 155 b

G.Í Ei =
ai , ai + i , i - 1 ( 3 , 156- a )

O i 1 ( 3 . 156 b )
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a í , a i +1 , i - k

O 'i =)= k

( 3 . 157 a )

( 3 . 157 b )

Entonces de la ecuación ( 3 . 156 ) se detemina K.I , desa-

rrollando para i - 1, ... ,irj.

£12 Q.2 44 2

Ei = O

E E*-1!

G.I A.43-E ai,di

O

reemplazando las ecuaciones ( 3 . 140 ) y ( 3 . 141 )

E*Ei =

despejando E*Ei,

E* Ei = :di+iE E*-1!

multiplicando E*™1 por la izquierda, ambos miembros de la ecua-

ción anterior,
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( 3 . 158 )

donde:
a i, d i +1

O
, vector de orden m

Para obtener Ez, se considera la ecuación ( 3 . ""149 ) para

j = 'di + 2, ... , d2. ''--.,.
\ .

Además, de las ecuaciones ( 3 .. 146 ) y ( 3 . 157 - ) , para

k e { 2, ... ,m } se obtiene:

- O , j = O, , . . , di 4- d2

,i 4= k

( 3 . 159 )

Siguiendo el mismo procedimiento que fue realizado para

El j con ( 3 . 159 ) Es puede ser obtenida de ( 3 . 149 ) , paz-a

j = d2 + 1 y k = 2:

Entonces,

. para k ~ 2 ,

tiz ,k = 2

3, ... j8}

Q.Í E*-1 2 + Q.Í Es =
as, d2 + i ,1 = 2 ( 3 -. 160 a )

O i =j= 2 ( 3 . 160 b )
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para k e { 3, ... ,m }

ai,d2+ i ,i = k

O i = k

Entonces, de ( 3 . 160 ) se obtiene H.2

K2 =

donde:

C ¿2 - A*d2+lE

o
a2 ,

, vector de orden m

( 3 . 161 a )

( 3 . 161 b )

( 3 . 162 )

( 3 . 163 )

- Continuando en esta forma para j - ds -f 2 , . . . , dm + 1 ,

esto sigue que:

H = E*-1 { A -

donde: A = diag [ ai ,(11

ampliando se tendrá:

( 3 . 164 )

, a m , c L m + i ] , de dimensión

( m x m ) .

ai,di+i

A =
,d2+l

( 3 . 165 )

a m , d m + 1
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Para continuar la prueba', se necesita el siguiente lema.

3.3.1.1.-

Supóngase que el sistema ( 3 . 138 ) puede ser desaco -

piado por el par de matrices H. Y £L , siendo

a = a c A - E ],

donde: A es alguna matriz diagonal, y

ti y £L son matrices conocidas .

Entonces, el sistema ( 3 . 138. ) debe ser necesariamente

desacoplado por el par - Q_ H y S. .

"Prueba" : Supóngase que el sistema ( 3 .138 ) es desacopla-

do por el par E y GL , donde:

R = a C A - H ) ,

entonces , de 'acuerdo a la realimentación de salida ecuación

( 3 . 138 ), para el par K y S. , el sistema será:

y. = G 2í '

reemplazando E en el sistema realimentado , se tiene:

t

¿ = (A. + Efi Í4 - tt ) C. ) 2£. + E & a . (3. 166 a)

y. = C. x ( 3 . 166 b )

Sea:
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A. = ( A. + ag (4 - u ) £ )

E = a &

C. = G.

Entonces, las ecuaciones ( 3 . 166 ) , se expresarían:

¿L = I K + £ S (3. 167 a)

y. = S. X. . ' ( 3 . 167 b )

Como el sistema es controlable y observable, se define la

matriz:

Rk = [ lk A. íb ... ATk-i£k ] ,k = 1 , ... ,m ( 3 . 168 )

donde: rk-i es el entero más grande, tal que, las columnas sean

linealmente independientes .

Rk es la k-ésirna columna de E.

Se define,

íRk - rango [ Rk ] ,

siendo &k el k-ésimo subespacio de controlabilidad del par

A. y Ek .

Como el par A. , E es controlable, entonces,

m
Tk

Puesto* que, el sis teína ( 3 . 138 ) es observable los
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son independientes, ya que observabilidad es invariante bajo rea-

limentaoión de salida .

Para mostrar esto , supóngase que los 5¿ k son dependientes .
s

Entoces , 52* es un subespacio invariante de Á. diferente de cero,

dado por:

m m
- Kk

lo cual representa esos estados del sistema ( 3 . 138 ) que son

controlados por al menos dos entradas.

Se escoge cualquier vector diferente de cero x. G $,* . Entonces K

puede ser escrito como una combinación lineal-de vectores en al

menos dos Rk , k - 1, ... , rn.

Entonces, el desacoplamiento implica,

r Y - ni¿. A. — U. •

Ya que & es invariante de ¿L , sigue que:

&~ A i v — n - i ~ n i n _ iÜ.J ¿K — u. ) J. — U i -i- j ... ,11 J. j

asi el sistema ( 3 . 138 ) es no observable, lo cual es una con-

tradicción .

Por esta razón,

£* = O ,y

m
. 2. Tk - n . .
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Se define,

T. = C El £2 . . . Rm ] , ( 3 . 169 )

con el objeto de realisar una "Transformación de semejanza" , ya

que la misma permite pasar un vector de un conjunto de estados a

otro conjunto, pero manteniendo los mismos valores propios ; por

lo tanto , las características del sistema no cambian ,

Entonces la transformación de semejanza es :

x. = 1 a

donde : x - Vector de estado .

Z. - Nuevo vector de estado,

1. - Matris de transformación.

Reemplazando la transformación de semejanza en el sistema

( 3 . 167 ),

y_ = -£ 1 2.

multiplicando por la isguieda £~ 1 ambos miembros de la ecuación

anterior,

¿ = II"1̂  I. a. + X-iE a ( 3 . 170 a )

y_ = £ T. A ( 3.170 b )

Haciendo,
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E = T.-I I

£ = a x

Entonces , el sistema ( 3 . 170 ) se expresa de la forma:

= A.

21 = £L 2L

a C 3 . 171 a )

( 3 . 171 b )

Por lo tanto, el sistema ( 3 . 17-1 ) es desacoplado, y & , E, y G

aparecen como:

Ei

i E

donde: A.Í , Ei , y Gí tienen dimensiones ( TÍ x TÍ ) , ( TÍ x 1 ),

y ( 1 x TÍ ) respectivamente; i ~ 1 , . . , , in

Se hace la ley de control para la realimentación de salida,

de la forma:

H. - U. A ( 3 . 172 )

donde: u. es algún vector de m entradas,

A- es una matris diagonal.

Reemplazando . la ley de control ( 3 . 172 ) , en el sistema
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( 3 . 171 ), se tiene:

z. = A. a. + E ( LL - A y_ )

multiplicando el paréntesis -, y reemplazando la ecuación

( 3 . 171 b ) en la ecuación anterior,

2. = AL 2L + EL ü - B. A £ ¿L

agrupando respecto a &,

ZL - (A. - E A £ ) & + E UL'

Por lo tanto, . el sistema ( 3 . 171 ) con la ley de control

( 3 . 172 ), se expresa:

¿ = ( I - ¿ A c . ) a + a a ( 3 . 1 7 3 a )

y_ = ¿L a ( 3 . 173 b )

Puesto que A es diagonal, el sistema ( 3 . 173 ) es no obstante

desacoplado . Además , este sistema es equivalente por similitud a:

y. = C. x.

Entonces , el sistema ( 3 . 138 ) es desacoplado por el par

de matrices -Q. H , Q. .

Nota . - Una condición necesaria para desacoplainiento de sis-

temas controlables y observables con realimentación de salida,

es independiente de la controlabilidad de subespacios de el sis-
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tema de laso cerrado desacoplado por realimentación de estado.

Necesidad.- Las condiciones necesarias para la existencia

del par E , G. que desacoplan el sistema ( 3 . 138 ) , son las

siguientes:

1) det [ E* ] 4= O ,y

2) Las matrices

c. ( A + E E c. )¿E E*-1 ,i = o, ... , n - i
deben ser diagonales, donde:

E = ~ E.*"1 [ A*d 1 + 1E E*-1! ! A*d2+iE E*-12 ¡ . . . ¡ A*dm+iE B.*-1™ ]

Suficiencia. - Es suficiente escoger,

S.' = E*-1 , y ( 3 . 174 a )

( 3. . 174 b )

3.3.2.- Ubicación de polos de lazo cerrado.

Si el sistema ( 3 . 138 ) puede ser desacoplado por el

par _E y G. , es posible ubicar los n polos en .el sistema desa-

coplado de lazo cerrado, de tal forma que cada subsistema de una

entrada y una salida tenga los polos arbitrarios asignados desea-

dos. •

Como se consideró que el sistema ( 3 . 138 ) es desacopla-

do, la clase de todas las matrices de desacoplamlento E están

dadas por la ecuación:
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A*a2+iE E*-3-2 ! ! A*dm+iB E*"im-] }

( 3 . 175 a )

donde: A = es cualquier matriz diagonal arbitraria, de dimen-

sión ( ID x m ) .

A =

a m , d m + l

( 3 . 175 b )

El cambio de polos del sistema de laso cerrado, tiene el

objetivo de tratar que el sistema se estabilice, Siendo posible

conseguir esto, dando los valores adecuados a la matris A ,

para que los polos de laso cerrado o valores propios tengan par-

tes reales negativas, pero si los valores propios obtenidos no

proveen una respuesta aceptable, entonces, un compensador y un

observador es requerido.



- 149

3,3.3.-

Sea el sistema:

1 0 0

0 2 0

0 1 3

E =

1 1

-1 1

0 0

a =
1 0 0

0 0 1
— . _

( 3 . 176 )

Para que el sistema ( 3 , 176 ) pueda ser desacoplado, en

primera instancia debe ser controlable y observable.

"Para que un sistema de orden n sea controlable se requiere

que rango [ E ] = n".

donde:'E. = [ E. A. E. . . . ¿n-iB. ]

En el presente ejemplo, n = 3,

E = C E £L E

E =

1 0 0

0 2 0

0 1 3

1 1

-1 1

0 0

-

1 1

-2 2

-1 1

, 2 —

1 0 0

O _4 O

O 5 '9
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&2E =
1'XX

1 0 0

0 4 0

0 5 9

1 1

-1 1

0 0

—

1 1

-4 4

-5 5

entonces,

l i l i l í

- 1 1 - 2 2 - 4 4

O 0 - 1 1-5 5

( 3 . 177 )

E. ET

l i l i l í

•1 1 -2 2 - 4 4

0 0 - 1 1 - 5 5

6 0 0

O 42 44

O 44 52

1 - 1 0

1 1 0

1 _9 _1j, ¿t j,

1 2 1

1 -4 -5

1 4 5

donde: E1 es la transpuesta de la matriz E.

det [ £ ET ] = det [ 6 O O ] = 1488

O 42 44

O 44 52

Como det [ E ET ] =|= O , entonces rango [" E ] = 3 , y a

su ves, el sistema ( 3 . 1YÍP ) es controlable.

"Para que un sistema de orden n sea observable se requiere

que rango [ Q. ] = n" .
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a =

a

c.
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En este ejemplo, n = 3,

c.

Q. A

C. ¿i2

C. A. =
1 O ' O

0 0 1

1 0 0

0 2 0

0 1 3

1 0 0

0 1 3

1 0 0

0 0 1
— —

1 0 0

0 4 0

0 5 9

-

^

1 0 0

0 5 9
—

entonces,

a

1 0 0

0 0 1
1 0 0
0 1 3

1 0 0

0 5 9

( 3 . 178 )



~ 152

1 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 5

0 1 0 3 0 9

1 0 0

o • o i

1 0 0

0 1 3

1 0 0

0 5 9

donde: QJ es la transpuesta de la matriz Q..

3 0 . 0

O 26 48

O 48 91

det [ SLTSL ] = det [ 3 O O ] = 186

O 26 48

O 48 91

Como det [ £LT£L ] =|= O , entonces rango [ Q. ] - 3 , y a

su v.esj el sistema' ( 3 . 176 ) es observable.

Ahora se comprobará g.ue E.*'sea no singular.

De acuerdo a ( 3 . 140 ) ,

E* =
C.

2.1 a = i o o 1 1
-1 1

o o

1 1
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C.2 A. 0 0 1

0 1

1 0 0

0 2 0

0 1 3

1 1

-1 1

O O

1 1

-1 1
o o

-1 1 ,

entonces,

a* =
1 1

-1 1
siendo di = O y d 2 = l ( 3 . 179 )

det [a*] = 1 + 1 ' = 2 ^ 0

• Como E* es no singular, el sistema ( 3 . 176 ) puede

ser desacoplado . Entonces, la clase de todas las matrices de de-

sacoplamiento E están dadas por ( 3 . 164 ) , sí y solo sí, las

matrices

C. { A + a K G )¿a a*"1 , J = O, . . . , n - 1

son diagonales.

La ecuación ( 3 . 164 ) para m = 2 se transforma en:

donde :
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£2

G2
, j = di + 1 ,d2 + 2

Para j = di + 1.

C.1 &cU + d l + l

Q_2 &á 2 + d 1+ 1
-

Gi A

£2 A2

1 .0 O
/l

C.2

entonces,

O 5

1 0 0

0 5 9

Para j - d2 + 1

( 3 . 180 )

A.* d 2 + i -
2. + d 2 + 1

i o O
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A* =

1 0 0

0 8 0

O 19 27

C.2 A.3 =

entonces,

O 19 27

d 2 + i =
1 0 0

O 19 27
( 3 . 181 )

1
2

1 -1

1 1
( 3 . 182 )

1 0 0

0 5 9\j \j \¿

1 1

- '1 1-L J.-

0 0

1
2

1

2

1 0 0

0 19 27

1 1

-1 1JL -L

0 0

1
2

1

2
19
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Haciendo:

A =
-1 O

O -3

reemplazando los últimos resultados en la ecuación ( 3

para m = 2.

164

E =
1 -1 •1 O

O -3

1 O

O 19

E =
1 -1

1 1

-2 O

O -22

E =
-1 11

-1 -11

Y con la ecuación ( 3 . 174a), se obtiene

1

2

1 -1

1 1

( 3 . 183 )

( 3 . 184 )

Para establecer que el par de matrices E , S. desacoplan

el sistema ( 3. 176 ) , se debe comprobar que las siguientes ma-

trices eon diagonales :

C. ( A. + E E £L , J = 0,1,2
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Para j = 0.

E
1 0 0

0 0 1

1 1
-1 1

0 0

1
2

1 -1

1 1

1 1

0 0

1

2

1 -1

1 1

1 0

0 0

si es diagonal

. Para j = 1.

a c. =
i i

-i i
o o

-1 11
-1 -11

E

-2 0

0 -22

0 0

1 0 0

0 0 1
1 — — 1

=

^ 2 0 0

0 0 -22

0 0 0

+ E a G ) =
1 0 0

0 2 0

0 1 3

+

- 2 0 0

0 0 -22 '

0 0 0

-

-1 0 0

0 2 -22

0 1 3
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£L ( 6. + E S G ) fi E*-1

1 0 0

0 0 1

- 1 0 0

0 2 -22

0 1 3

1 0

0 1

0 0

si es diagonal.

. Para ó " 2.

( A + E R C. )z =

- 1 0 0

0 1 3

1 0

0 1

0 0

-1 0

0 1

1 0 0

O -18 -100

O 5 -13

(A. + a H £L
1 . 0 0

0 0 " !

1 0 0

O -18 -100

O 5 -13

1 O

O 1

O O

1 0 0

0 5 -13

1 • 0

0 1

0 0

1 0

0 5

si es diagonal.

Por 'lo tanto el par de matrices S y S. desacoplan el sis-

tema ( 3 . 176 ), y para comprobar se determina la matriz función
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de transferencia de lazo cerrado.

La matriz función de transferencia de laso cerrado será:

f i c ( e ) ̂ G [ s I - A - ñ K G*-1

det[ = det[ s + 1

0 '

0

0

s ~ 2

— 1

0

22

s - 3

= ( s + I") ( s2 - 5 s + 28 )

s + 1 O O

O s - 2 22

O -1 s - 3

-1

(s - 2)(s - 3) + 22 O O

O (s + l)(s - 3) - 22(s + 1)

O (s + 1) (s 4- l)Cs - 2)

(s ( 6 2 - 5 s - í - 2 8 )

1 0 0

0 0 1

(s - 2)(s - 3) + 22 O O

O (s + l)(s - 3) - 22(s + 1)

O (s -f- 1) (e + l)(s - 2)

1 X)

O 1

O O

Sc(s) =
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(s - 2)(s - 3) + 22 O O

O (s + 1) (s + l)(s - 2)

( s + 1 ) ( 52 - 5 s + 28 )

1 O

O 1

O O

(s - 2)(s - 3) + 22 O

O (s + 1)

( s + 1 ) ( s2 - 5 s i 28 )
( 3 . 185 )

Ya que la matriz función de transferencia de laso cerrado es

diagonal, efectivamente se ha desacoplado el sistema.

Para establecer que los polos de laso cerrado, son ubica-

dos en igual número a las entradas y salidas, se determina los

polos de laso abierto para compararlos con los polos de laso ce-

rrado.

det[ s I - A. ] - det[ s - 1 -1 O

O s - 2 O

O -1 s - 3

= ( s - 1 ) ( s - 2 ) ( s - 3 )

En este ejemplo se hancambiado los tres polos del sistema

al realisar la realimentación de salida. Además se establece que

si los valores de la rnatris diagonal A son negativos, puede ser

factible que el sistema desacoplado sea estable, puesto que, los



• - 161

polos de laso cerrado se ubicarían en el serniplano izquierdo del

plano complejo s. Esto es similar al análisis realisado en

la técnica de desacoplamiento por realimentación de estado.

t
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Ejemplo 2.-

Sea el sistema,

A. =

1 1 0

0 2 0

0 1 3

ñ _-

1 1

-1 1

0 0

G. =
1 0 0

0 0 1
— _

( 3 . 186 )

En primer lugar, será desacoplado el sistema ( 3 . 186 )

por realimentación de estado.

De acuerdo a ( 3 . 34 )

E* =
CU ü.

1 0 0 1 1
-1 1

o o

£12 á/B. = 0 0 1

0 1 3

1 1 0

0 2 0

0 1 3

1 1

-1 1

O O

1 1
•1 1

o . o

-1 1
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entonces,

1 1

-1 1
siendo di = O y d2 = ( 3 . 187 )

det [E.*] = 1 + 1 = 2=|=0

Puesto que E.* es no singular, el sistema ( 3 . 186 )

puede ser desacoplado. El conjunto 3> de todas las matrices que

desacoplan el sistema ( 3 . 186 ) puede ser obtenido , para todas

las matrices £ de orden ( 2 x 3 ) tal que rango [Q.* (E.) ] = 1.

E

De las ecuaciones ( 3 . 64 ) y ( 3 . 65 ) 3

{ H A** - A* >

A.*

cu 1 0 0

0 1 3

entonces,

( 3 . -188 )
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1 0 0

0 1 3

1 1 0

0 2 0

0 1 3

A* =
1 1 0

0 5 9
( 3 . 189 )

1
2

1 -1

1 1

E. -
1

2

1

2

1

2

1 -1

1 1

1 -1

1 1

1 -1

1 1

r.

c

ai 0 1 . 0. 0 1 1 0
'X

0 a 2 0 1 3X 0 5 9

ai 0 0 1 1 0
}

0 a 2 3 a 2 0 5 9

ai - 1 -1 0

0 a2 - 5 3 a2 - 9

•ai - 1 ~cc2 + 4 -3 a2 + 9

2 2 2

ai - 1 as - 6 3 a2 - 9

sea:



fll =

±12 =

f!3 -

f 2 2 -

ai - 1

2

- 0.2 + 4

2

- 3 az + 9

2

<X2 - 6
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siendo los elementos de i de la forma:

fll f12 f13

fll ±22 -fl3
( 3 . 190 )

existiendo f = 4 parámetros libres en la matriz E..

La forma más general de la matriz función de transferencia

de lazo cerrado es:

Gc(s). = C. [ s I - A - & E ]-iE E*"1

det[s I - A - E E3 = det[ s - 1 -1 O

O s - 2 O

O -1 s - 3

2 fll Í12+Í22 O

O -Í12+Í22 -2fl3

0 0 0

= det[ s - 1 - 2 fll

O

O

-1 - fl2 - ±22 O

6 - 2 + ±12 - ±22 2-±13

~1 6 - 3
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S-l-2fll (-5+flZ-f22 )S + ( 6-3fl2+3f22+2fl3

S - 1 - 2 fl l -1 - fl2 - ±22 O

O 6 - 2 + ±12 - ±22 2 f l3

O -1 - 3

(s - 2 + ín - f 2 2 ) ( B - 3 ) + 2fn -(-i - fn - f z z ) ( s - 3 ) 2 fn ( - l - fu - fn)

O ' (s - í - 2 f n ) ( s - 3 ) - 2 fn (s - 1 - 2 f u )

O (s - 1 - 2 f n ) (s - 1 - 2 f n ) ( s - 2 + f u - Í22)

( s - 1 - 2fn ) [sí + (-5 Un - in ) s M 6 - 3fn i 3Í22 + Z f n )]

(s - 2 i fn - f 2 2 ) ( s - 3 ) i 2 f i s -(-i - f u - Í 2 2 ) ( s - 3 ) 2 f n ( - l - tu - tn)

O (s - 1 - 2 f i i ) ( s - 3 ) -2f i3 (s - 1 - 2 f n )

• O (s - 1 - 2ín) (s-1- 2 f n ) ( s - 2 + f u - Í 2 2 )

{ 6 - 1 - 2fn ) [si M-5 i tu - tu } s + ( 6 - 3 f i 2 i 3 Í 2 2 i 2 f n )]

(S - 2 I flJ - Í22}(6-3) + 2fl3 -(-1 - f!2 - f22)(S-3) 2fl3(-l - ÍI2 - Í22)

O (8 - 1 - 2Í11) (6-1- 2fll)(B-2'-f Í12 - Í2Z)

{ 3 - 1 - 2Í11 ) [S* M-5 + ÍH - Í22 ) S 4 ( 6 - 3ÍIZ + 3Í2Z 4 2Í13 ))

[s - 2 i fn - f z z ) ( s - 3 ) 4 2fn -(-1 - fn - f22)(s-3)

O (s - 1.- 2 f n )

{ B-1-2Í1I ) [S* I ( - 5 4 Í I 2 - Í 2 2 )S I ( 6 - 3 f l 2 l 3 f 2 2 f 2 f l 3 )]

( 3 . 191 )
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El sistema ( 3 . 186 ) será desacoplado si la matriz fun-

ción de transferencia de lazo cerrado es diagonal, esto se cumple

para la condición ±22 - - 1 - _ f 12 . Entonces, el sistema se

desacopla para un "subconjunto" de matrices £ que debe satisfacer

las condiciones: rango [ Q_í (E.) ] - 1 , y E* sea no singular.

A continuación se desacopalará el sistema ( 3 . 186 ) por

realimentación de salida.

Compruébese que el sistema sea controlable y observable.

Para que un sistema de orden 3 sea controlable se requiere

que rango [ E ] = 3.

E = [ a A E A2E ]

A. E =

1 1

-1 1

O O

O 2

-2 2

-1 1

A.2 =

A2E =

1 3 0

0 4 0

0 5 9

1 3 0

0 4 0

0 5 9

1 1

-1 1

0 0

-

-2 4

-4 4

-5 5

entonces,
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E =

1 1 0 2 - 2 4

- 1 1 - 2 2 - 4 4

O 0 - 1 1-5 5

( 3 . 192 )

E E? =

1 1 0 2 - 2 4

- 1 1 - 2 2 - 4 4

O 0 -1 1-5 5

1 - 1 0

1 1 0

O -2 -1

2 2 1

-2 -4 -5

4 4 5

26 28 32

28 42 44

32 44 52

det [ E ET ] = det [ 26 28 32 ] = 1520

28 42 44

32 44 52

Como det [ E Ê  ] =f= O 3 entonces rango [ E ] = 3 , y a

su vez, el sistema ( 3 . 186 ) es controlable.

Para que un sistema de orden 3 sea observable se requiere

que rango [ Q. ] = 3 .

Q. =

G.

C. L

C. A.2
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C. A. =

'

1 0 0

0 0 1
— . —

1 1 0

0 2 0

0 1 3

•

-
1 1 0

0 1 3
— _

1 0 0

0 0 1

entonces,

1 3 0

0 4 0

0 5 9

1 3 1

0 5 9

a =

1 0 0

0 0 1

1 1 0

0 1 3

1 3 1

0 5 9

( 3 . 193 )

1 0 1 0 1 0

0 0 1 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

1 1 0

0 1 3

1 3 1

0 5 9

3 4 1

4 36 51

1 51 91
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det [ Qra ] = det [ 3 4 1 | ] - 941

4 .36 51

1 51 91

Como det [ QJQ ] =f= O , entonces rango [ Q. ] - 3 , ya su

vez, el sistema ( 3 . 186 ) es observable.

La comprobación de la no singularidad de E* , ya fue es-

tablecida . Por consiguiente , la clase de todas las matrices de

desacoplamiento H. están dadas por ( 3 . 164 ) , sí y sólo sí,

las matrices

Q. ( A + E

son diagonales.

ñ*-i , j = 'O, ... , n - 1

La ecuación ( 3 . 164 ) para m = 2 se tiene:

H. = E*-1 { 4 -

donde :

*- 12

, j - di + 1,d2 + 2

. Para j = di + 1.

+ d l f l

A*di +1 =
Gi A.
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C.1 1 1 0

C.2

entonces,

A.* a i +1 -

0 5 9

1 1 0

O 5 9

. Para j = d.2 + 1.

( 3 . 194 )

&_* d 2 + 1 =
2 + d 2 + 1

A.2 = 1 3 O

1 7 0

0 8 0

O 19 27

£2

entonces,
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d 2 + 1 ~
1 3 0

O 19 27
( 3 . 195 )

1

2

1 -1

1 1
( 3 . 196 )

á.*di+ia B*"1! =

1 1 0

0 5 9

1 1

...i iJu -L

0 0

r
2

1

2

1 3 0

O 19 27

1 1

-1 1

O O

19

Haciendo:

A =
-1 O

O -2

entonces E se tendrá:
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a =
1

2

1 -1

1 1
{

-1 0

0 -2

•
1 3

0 19

a =
1

2

1

1

-1

1

-2

0

-3

-21

a =
-1

-1

9

-12

- *-1 -
1 -1

1 1

( 3 . 197 )

Y £ se determina con la ecuación ( 3 . 174 a .) ,

( 3 . 198 )

El par de matrices K , S. desacoplan el sistema ( 3. 186 ),

si las siguientes matrices son diagonales :

a ( A. + a a c.

. Para j = 0.

a*-1 , j =

a a a*-1 =
1 0 0

0 0 1

"""l 1
-1 1

0 * 0

1
2

1 -1

1 1



si es diagonal

. Para j - 1.

174

1 1
0 0

1
2

1 -I1

1 -1

1 0

0 0

E E
1 1

-1 1

0 0

-1 9

-1 -12

1 0 0

0 0 1

-2 -3

0 -21

0 0

1 0 0

0 0 1
— —

-

-2 0 -3

0 0 -21

0 0 0

EL G ) =

1 1 0

0 2 0

0 1 3

+

-2 0 -3

0 0 -21

0 0 0

-

-1 1 -3

0 2 -21

0 1 3

e. ( S C. ) E. E*-1 =
1 0 0

0 0 1

-1 1 -3

0 2 -21

0 1 3

1 0

0 1

0 0
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-1 1 -3

0 1 3

1 0

0 1

0 0

-1 1
0 1

no es diagonal.

Como las matrices,

C. ( ÉL + E a G ) JE E*-1

no son diagonales para todos los j = 0,1,2 ; entonces el par

K y G. no desacopla el sistema ( 3 . 186 ) .

Se calcula la matriz función de transferencia de laso ce-

rrado, para verificar que el par no desacopla el sistema

( 3 , 186 ).

fic(s) = £ [ s I - L -' E tt C. 3-iE E*-i

det[ = det[ s + 1 -1 3

O s - 2 21 '

O -1 s - 3

= ( s + 1 ) ( s2 - 5 s + 27 )

s + 1 -1 3

O s - 2 21

O -1 s - 3

-1
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(s - 2)(s - 3) + 21 (s -3) - 3 -21 - 3(s - 2)

O (s 4- l)(s - 3) - 21 (s + 1),

O (s + 1) (s + l)(s - 2)

( s + l ) ( s 2 - 5 s + 2 7 )

1 0 0

0 0 1

(s - 2)(s - 3) + 21 (s - 3) - 3 ' -21- 3(s - 2)

.0 (s + l)(s - 3) ' - 21(s + 1)

O (s + 1) (s + l)(s - 2)

1 O

O 1

O O

Gc(s) =
( s + 1 ) ( sz - 5 s + 27 )

(s - 2)(s - 3) + 21 (s - 3) - 3 -21- 3(s - 2)

O (s + 1) (s + l)(s - 2)

Ge(s) =
( s + 1 ) ( s2 - 5 s + 27 )

1 O

O 1

O O

fi.c(s) =

(s - 2)(B - 3) + 21 (s - 3) - 3

O (s + 1)

( s + l ) ( s 2 - 5 s + 2 7 )
( 3 . 199 )

Como se puede observar en la ecuación ( 3 . 199 ), la ma-

tria función de transferencia de laso cerrado no es diagonal, y

por lo tanto, el par de matrices E , G. no desacoplan el sistema

( 3 . 186 ) por realimentación de salida.

En este ejemplo, se puede establecer g.ue es posible desaco-

plar mediante la técnica de realimentación de estado, para un
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"eubconjunto" de matrices E. que cumple las condiciones:

rango [ Q.Í (E.) ] = 1 , y £* no sea singular; pero no se puede

desacoplar por realimentación de salida.
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3.3.4.- Conclusiones.

Las condiciones necesarias y suficientes de la existencia

del par de matrices E y Q, s para que un sistema sea desacoplado.,

son las siguientes:

1) det [ R* ] ̂  O jy

2) Las matrices

£L ( £L + E a C. )JE E*-1 ,0 = 0, . . '. , n - 1

deben ser diagonales.

donde:

E = - E.*-1 C A*ai+iE H*-1! ! &*d2 + iE. E*-3-2 ¡ . . . ¡ A*dm-nE &*-im ]

a = a*-1 .

Cuando se tiene desacoplamiento por realimentación de es-

tado para un "subconjunto" de matrices E. , por lo general no se

puede desacoplar por realimentación de salida. Pero si el desa-

coplamiento por realimentación de estado se realiza sin ningún

inconveniente, para un "conjunto" de matrices £ , el desacopla-

miento por realimentación de salida es factible. Además, se puede

establecer que si un sistema puede ser desacoplado por realimen-

tación' de salida, cumple necesariamente, como se ha demostrado

en los ejemplos, que se desacopla por realimentación de estado.

Para cambiar la ubicación de polos de laso cerrado, se lo

hace variando los valores de la matriz diagonal A . Por lo

tanto, si se quiere conseguir estabilidad de un sistema lineal

multivariable de laso cerrado por la ubicación de los polos en

el plano complejo 8, se debe tener que todos los polos queden en
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el semiplano izquierdo s. Una manera tentativa de conseguir esto,

es dando valores(-)ala matriz diagonal A , siendo una forma ex-

perimental, la misma que puede satisfacer para un cierto numero

de polos de lazo cerrado, por lo que será necesario para el resto

de polos que no cumplan, analizar al sistema desacoplado, median-

te la forma clásica de una entrada - una salida, para colocar un

compensador u observador que produzca la estabilidad deseada.

Siendo lo último lo que sucede frecuentemente, esto se estableció

por la gran cantidad de ejercicios realizados.

i



C A P I T U L O 4

4.- ALGORITMOS Y DIAGRAMAS DE FLUJO DESARROLLADOS PARA LAS

•TÉCNICAS DE DESACOPLAMIENTO.
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4.1.- ALGORITMO,- Es una secuencia lógica de pasos, usados para

resolver un problema en una cantidad finita de tiempo.

£ 4.2.- DIAGRAMA N~S.~ Por lo general, un programa consiste de ins-

trucciones o sentencias agrupadas secuencialmente en un procedi-

miento. Y la Programación Estructurada, da necesariamente el

resultado en módulos o bloques, que permite separar en forma grá-

fica el conjunto de instrucciones de un objetivo en particular.

En el presente trabajo se va a utilizar el "Método Gráfico", que

consiste en la "diagramación N-S"-.

¿
4.2.1.- Diagramación N-S (Nassi-Shneiderman).- Quiere decir dia-

gramación en cajas, que es el principio de la "Programación Es-

tructurada" . Por consiguiente, no se puede utilizar los "Diagra-

f-
mas de Flujo". Como se podrá ver a continuación, la ventaja de

esta programación en cajas, es la fácil comprensión de cualquier

persona que tenga acceso a un programa estructurado, porque cada

una de las cajae o bloques hace un procedimiento específico, y

solamente cuando se haya realizado dicho bloque continúa efec-

tuando el siguiente bloque, en forma jerárquica, de arriba hacia

abajo; a su ves, en un mismo bloque puede existir sub-bloques,

que - se realizan también, en forma jerárquica, de niveles más

altos hacia niveles más bajos. '

£
Las estructuras básicas para poder programar son 3:

Secuencial.

Control de lazos (repeticiones).

Toma de decisiones.
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Los diagramas N-S más utilizados, con sus respectivas equi-

valencias de las sentencias del lenguaje de programación Pascal,

qué es el lenguaje estructurado que se utiliza para la incorpora-

ción de los programas, son los siguientes:

4.2.2.- S££Ufiaoial.. - Sirve para asignar variables y expresiones ,

sirve también para entrada y salida de datos.

Paso 1

Paso 2

4.2.3.- Control de lazos.- Existen varios métodos:

Mientras.- Se utiliza este tipo de lazo, cuando no se sabe

el número de iteraciones que se van a realisar, depende de una

condición, o sea, mientras alguna condición subsista, repítase;

caso contrario, no hace nada.

M:.entras condición haga while condición do
begin •

end ;

Hasta.- Igual a la instrucción "Mientras", no se conoce el

número de iteraciones y depende de una condición, pero se repite

hasta que ocurra una condición. En este caso se hace al menos una

vez, porque la condición está al final del lazo.
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ríipita hasta condición

repeat

until condición;

Haga n. veces.- se utiliza cuando se conoce el número de

veces q.ue se va a repetir "el laso.

Haga n veces for i:=
begin

end;

to ri2 do

i - Variable de control del laso.

ni - Valor inicial de i.

n2 = Valor final de i.

4 ..2 . 4 . - Toma de decisiones . -

Simple (if).- Es una condición gue tiene 2 posibilidades de

respuesta: si o no. Si satisface la condición cumple el un lado

del diagrama, caso contrario se cumple el otro lado.

6Í no

if condición
then
begin

end
else
begin

end;

else, no es obligatorio
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4.3.- DESACOPLAMIENTO POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA.

4.3.1.- Análisis matemático.- Las ecuaciones que rigen esta técni-

ca de desacoplamiento son: ( 3 . 10 ) y ( 3 . 11 ) ,

Go(s) = Gd(s) - Gd(s)

Gc(s) = Gp-i(s) Go(s)

S.e parte de la ecuación ( 4 . 1 ) .

Sea :

( 4 . 1 )

( 4 . 2 )

Gd(s) -

gdii(s)

gd2

( 4 . 3 )

gdnn(s)

con la ecuación ( 4 . 3 ) se determina [I - Gd(s)

T I - Gd(s)

1 - gdl1(s)

1 -

-1

1 - gdnn(S)

la inversa de una matriz diagonal, se determina invirtiendo cada

término de la diagonal.
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- Gd(s) ]-i=

Aplicando la ecuación ( 4 . 1 ) se obtiene

Gofs) -

í ¿ n n ( s )

multiplicando ambas matrice

g d l l ( s ) [1 - g d l l ( 6 ) ] - l

Gofs) =

- gdnn(s)]~l

- gdan(s )H

gdnn(s} - [1 - gdaf l (s) ] - l

( 4 . 4 )

•Sea:

g d i i ( s )
ní i (s)

d í i ( s )
,n ( 4 . 5 )

.•?*.„

donde: gdü(s) = EB el elemento de la i-ésima fila e i-ésima

columna de la matriz Q.d(s).

entonces con la ecuación ( 4 . 5 ) , los elementos de la matri
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+ i ene

"
3.a e ' -p i 1 a

a de

°°
.Operando

ébriceor
tamente

gdü (s) [ 1 - gdii(s) ]-i =

dü(s) - nü(s)

d í i ( s ) - n i i- ( s )

( 4

reemplazando los términos en la matris &p(s) de la ecuación

( 4 . 4 ) , por la ecuación ( 4 . 6 ) se tendría:

nn(s)

dn(s) - nii(s)

Go(s) -
d22(e) - n22(s)

n
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Siendo la ecuación ( 4 . 7 ) la que se utilisa para deter-

minar la matriz £o(s), y como se puede observar, dicha raatris es

diagonal, y sus elementos son fracciones de polinomios; cuyo nu-

merador corresponde al mismo numerador de G.d(s), y el denominador

es la diferencia del denominador con el numerador de üd(s). Por

consiguiente, su cálculo es muy fácil, pero como interesa el com-

pensador serie, esta determinación de £p(s) es intermedia.

Sea la planta:

Gp(s) = *

gp ni(s)

gPi2(s)

gp22(s)

gpn2 (s)

• gpln(s)

. g"pnn(s)

( 4 . 8 )

donde: 6(s) =

define:

Es el mínimo común múltiplo de ln« i
P ae ios denominadores

los elementos de la planta fip(B).

gpl2(s) • e-ni r ^• • gpln(s)

GpL(s) c Ver

siguiente: iín de

( 4 . 9 y

t±
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gln(s) gli2 (s)

gl21(S) gl22(S)

glln(s)

gl2n(s)

glnl (s) gln2(s) . . . glnn(s)

( 4 . 10 )

Entonces la Matriz Inversa de la planta Gp(s), seria

= 6(s) GpL-i(s),

es decir,

dpl(s)

glll(s) - gll2 (S)

gl21(S) gl22(S)

glln(s)

gl2n(s)

glnl(s) gln2(S) . . . glnn(s)

( 4 . 11 )

Aplicando las ecuaciones ( 4- . 4 ) y ( 4 . 11 ) en la ecuación

( 4 . 2 ), se tiene:

6(6}

dpl(B)

gln(6) gln(s) . . .

íln(s) gh¡[s) . . . glin(fi)

ghl(fi) gh¡(s) . . . glnn(s)

D22(s)

Dnn 5

multiplicando las matrices y los polinomios,
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6(s) n i i ( e )
<

dpl(s) [ d i i ( s ) - Q i i ( B ) ]

g l l l ( s )

g ln(s)

•

gld(s)

dpl(s) [dnn(s)-llan(6)]

gha(s)

Sea:

nuj(s) = 6(s) njj(s) ,j

denjCs) = dplfs) [d j j (s)-n j j (s) ] ',j

entonces se tiene,

n

n

( 4 . 12 )

( 4 . 13 )

1

deni(s)

nui(s) gln(s)

nui(s) gl2i(s)

nui(s) glm(s)

1

denn(s)

nun(s) glln(s)

nun(s) gl2n(s)

riUn(s) glnn(s)

por último se hace,

numij(s) - nuj(s) glíj(e) ,1-1,2, ... ,n

,J = 1,2, ... ,n ( 4 . 14 )

Llegando a una expresión del compensador serie Gc(s) , como la

siguiente;
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Gc(s) =

num11(s) numi 2(s)

deni(s) den2(s)

num2 i(s) num2 2(5)

deni(s) dens(s)

numni(s) numn2(s)

deni(s) den2(s)

numín(s)

denn(s)

num 2 n(s)

denn(s)

numnn(s)

denn(s)

( 4 . 15 )

Bien, se ha conseguido matemáticamente el compensador serie

£c (s) , para producir el desacoplamiento del sistema. Pero se

debe dar significado físico a esos resultados, ya que por las

operaciones matemáticas se obtiene que los elementos racionales

polinomiales de la matris Q_c (s) tienen grados muy altos, enton-

ces no se puede diseñar dicho compensador. De este modo se va a

realisar una aproximación de cada elemento, como un compensador

P1D .( Control Proporcional, Derivado e Integral ), porque en los

sistemas reales, la mayoría de los controles automáticos indus-

triales , se aproximan a un PID, pero también pueden ser solamente

compensadores individuales o la combinación de ellos.

La acción de control proporcional, derivativo e integral

( PID ), es la combinación de los efectos de acción proporcional

P, acción de control derivativo D, y acción de control integral

I. Esta acción combinada tiene, la ventaja, de cada una de las

tres acciones de control individuales. La función de transferen-

cia, con esta acción de control está dada por:

FT (e) = Kp { 1 + Td s 4-
Ti s

( 4 . 16 )
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donde : Kp = Sensibilidad proporcional o ganancia

Td = Tiempo derivativo.
x-

Ti = Tiempo integral.

Multiplicando Kp en ( 4 . 16 ) .

Kp
FT (s) - Kp + Kp Td s +

Ti s

sea las constantes:

Kd - Kp Td

KP
Ki =

Ti

ordenando en forma descendente as, se tiene:

Ki
FT (s) = Kd s 4- Kp + ( 4 . 17 )

Siendo ( 4 , 1 7 ) , la forma de los elementos de Q_c (s)' a

la cual se va a llegar.

De acuerdo al análisis matemático realisado, determinar el

compensador serie GLc(s) puede parecer un cálculo sencillo, pues-

to que la matriz fic(s) descrita en la ecuación ( 4 . .15 ), tiene

cada uno. de sus elementos racionales polinomiales, los mismos

que se determinan simplemente por multiplicación de polinomios

. Pero el problema de mayor trascendencia es el cálculo de la

Inversa de GP(B), ya sea en forma manual o computacional, porque

dicha matriz posee cada uno de sus elementos como fracción de
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polinomios, siendo posible invertir una matriz de acuerdo a los

\métodos tradicionales, cuando sus, elementos son números reales;

por lo tanto se realizó un estudio para poder suplir este incon-

veniente, llegando a determinar un método computacional para in-

vertir matrices racionales -polinomiales, el mismo que está ex-

plicado en la sección de subprogramas. Este método tiene la defi-

ciencia de que la matriz a invertir debe tener realisado un

miniroo común múltiplo para todos los denominadores de sus elemen-

tos . ^

IA más de ello, después de haber realizado la inversión de

cualquier matriz, se obtiene que dichos elementos que son polino-

mios, aumentan considerablemente su grado, asi corno un denomina-

dor común que se crea para todos los elementos3 de esta manera al

continuar con el proceso de desacoplamiento, en el cual se reali-

za a través de multiplicaciones de polinomios, se aumentaría to-

davía más el grado de los polinomios de los elementos de la ma-

triz £c(s). Por lo tanto, se pensaría en simplificar el numerador

y el denominador de cada término de £c(s), pero como se analizó

en el ejemplo del tema ( 3 . 1 ) , que al tratar de simplifi-

car, el sistema se puede volver incontrolable; en cuyo caso, se

hace una aproximación de cada elemento, a una acción de control

PID; obviamente, el resultado también se obtendrá aproximado.

Entonces, como se puede ver, la "ténica de desacoplamiento

por matriz función de transferencia" no es muy aconsejable para

el diseño de sistemas,por ser el mismo muy teórico.

A pesar de loe inconvenientes indicados se realizó el pro-
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grama computacional, el mismo que servirla para demostraciones

de la parte teórica, y para diseño se utilizará los otros 2 mé-

todos : por realimentación de estado, y por realimentación de
*

salida.

.'*'
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4.3.2.- Algoritmo.-

1. - Entrada del orden de la matriz Qp(s) } que corresponde al

número de entradas o salidas del sistema [ n ].

2.- Entrada del mayor grado de los elementos de la planta Gp(s),

ya encontrada el mínimo común múltiplo de los denominadores

[ m ].

3.- Entrada del mayor grado del mínimo común múltiplo de los

denominadores de Gp(s), que es el orden del sistema [ t ].

4.- Entrada del mayor grado entre los numeradores y denominadores

de los términos de la matris diagonal G_d (s) [ mi ] .

5.- Entrada de la matris GpL(s), de dimensión ( n x n x m ).

6.- Entrada del mínimo común denominador 6(s) , de orden t.

7.- Entrada de la matris diagonal QA(s), de dimensión

( n x n 2 mi ) ,

8.- Determinar:

La matriz Go(s), mediante la ecuación ( 4 . 7 ) .

Numerador! de Go(s) = nü(sj, ,i - 1, '¿, ... ,n

Denominador! deGo(s) ~ di i(s) -nii(s) ,i =1 ,2, ... ,n

9.- Determinar:

La matriz GpL-1(s)) subprograma: Matriz Inversa Folinomial.

10.- Determinar:

'ür'is Ge v s ) , rúed-Laiioe la ecuaci

10.1.- nuj(fí) = o(s) njj(s

10.2.- Numerador de Gc(s),

n u m i j ( s ) = n u j ( s ) g-

'!J .

, j = 1, 2 , ... , n
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10.3.- Denominador de Gc(s),

denj(s) = dpl(s) [djj(s) - njj(s)] ,j - 1,2, ... ,n.

Siendo: i = Fila de matriz.

j = Columna de matriz,

11.- Obtener los compensadores PID.

Pk = numij (s) / denj (s) , i = 1,2, ... , n

, j = l , 2 a . . . J n

, k = -1,0,1,2.

Gcijk = Pk , i = l , 2 , . . . , n

, J - 1,2, ... , n

, k = -1,0,1,2.

12.- Imprimir el compensador serie Gc(s).

13.- Fin.

Nota.- Sea la matriz,

A. (s) = [ aijk (s) ]

cualquier matriz polinomial en la frecuencia s, de orden

( n x n K m2 ) .

donde: n se define como el número de entradas o salidas del

sistema.

m2 es el mayor grado de los elementos de la matriz A (s).

Se puede descomponer una matriz polinomial, como- una suma

de submatrices constantes y reales, es decir, A (s) se puede

expresar mediante un polinomio de la forma:

A (e) - [ Ao + Ais + . . . + Am2 3^2 ]
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Entonces, la tercera dimensión indica cada subrnatriz '

¿U , i = 1, . . . , m2. de orden ( n x n ) . Siendo cada A. i un

plano, correspondiente a su grado polinomial.
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4.3

Para i = 1 a N haga

Para j = 1 a N haga

Leer

Para k = O a T haga ,

Leer 6[k]

Para k = O a MI haga

Para i = i a 2 haga

Para j = i a N haga



198 -

MatrizInversaPoliriomiaKGpL, dpi)

RR = O

Para j = 1 a N haga

Para k = O a MI haga

Nn[k] =

Dn[k] = Gon[2JJk]

PRroductoPolinomioPolinomio ( T , MI , 6 , Nn , nú )

PRroductoPolinornioPolinomio (ORO , MI , dpi , Dn , den)

Para k - O a ORO4-M1 haga

.̂ k] = den[k]

Para i = 1 a N haga

Para k =• O a M haga

NGpL[k]

PRoductoPolinomioPollnomio ( M , T4-M1 , NGpL , nú , num )

Para k = O a M+M14-T haga

i, j ,k] = nuirj[k]

JX - M+M1+T

JY = ORCHM1

Para kl = O a JX haga

numl[kl] - num[kl]

Para kl = O a JY haga

denl[kl] = den[kl]

DivisionPolinomios (JX, numl, JY, denl, Grado > PID)
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Escribir('COMPENSADOR

Escribir('Compensador PID(ijj)')

Escrbir('No hay
aproximación *")

Escribir('No hay
compensador')

Para k3 ~ - 1 a Grado haga

Escribir ('Grado: '

Escribir('Quiere imprimir el Compensador Serie Completo Ge (S/N)')

Leer('Z')

(Z = S) o (Z = s)
no

Para j = 1 a N haga

Para k = O a ORO+M1 haga.

denl[k] =

ReducirGrado(OROf MI,denl3 Grado2)

Escribir("CO1PENSAIOR Ge')

Escribir('Denominador (#,j)"

Escribir('Está mal dado la
Matriz-Diagonal GD)

Para k = O a Grado2 haga

Escribir("Grado" jkj

Para i = 1 a N haga

Para k = O a M+M1+T haga

num[k] - .

ReducirGrado(M+M1+T,numl,Gradol)
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Escribir(rNumerador(i,j)'

si Í1O

Escribir('Grado(O): (T) Para k - O a Grado1 haga

Escribir('Grado'.k.numlCkl]

EscribirCEL ORDEN DEL SISTEMA DEBE SER N < 5, PORQtlE NO ALCANZA LA
MEMORIA DEL CQ1PÜTADOR " ) ' •

Fin
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4.4.- DESACOFLAMIENTO POR REALIMENTACION DE ESTADO. -

4.4.1.- Algoritmo. -

1.- Entrada del orden del sistema [n] .

2 . - Entrada del número de "Entradas" o "Salidas" del sistema [m]

3 . - Si m < n

Entonces hacer:

3.1.- Entrada de la matriz A., de orden ( n x n ) .

3.2.- Entrada de la matriz U, de orden ( n x ra ).

3.3.- Entrada de la matriz £L, de orden ( m x n ) .

3.4.- Determinar E* , de acuerdo a la ecuación (3 . 34 ), y con

las ecuaciones (3 . 24 ).

3.4.1.- Si Ci A.J B = O , para todo j.

, i = 1, ... ,m.

i C.Í = i-ésima fila de &_.

Entonces hacer :

d í - n - 1 I i ' = l J . . . J r n .

BÍ* = O , i ' = 1 , . . . , m .

, BÍ* ~ i-ésirna fila de £* .

Caso contarlo hacer:

- d i = min { j : £ i A . - J B O . j - 0 , . . . n-l

, i = 1, ,m

- Si* = £Ii A.diE . , i = 1, ...

3 .5 . - Calcular:

La matriz E.*"1 , y

det[ .B* ] , subprograma : DeterminanteEInversa .
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3.6.- Si det [ E* ] ̂  O .

Entonces hacer:

m
3.6.1.- SUMA = m 4- Z di

3.6.2.- Si SUMA < n.

Entonces hacer:

3.6.2.1.- Determinar A.** , con la ecuación ( 3 . 6 5 ) .

A**i - CU A.di , i = 1, ... ,m

j ¿.1**= i-ésima fila de A**

3,6.2.2.- Calcular:

3 : 6 . 2 . 3 . - Determinar el conjunto de matrices E. Q.ue desacopla el

sistema, con la ecuación ( 3 . 64 ) .

FGENk - E.*-1 I. A.** , k = 1, . . . , m

, E - Matria diagonalCaí,... ,am]

, BÜENk - k-ésirao plano ( m x n ) de FGEN,

siendo cada plano correspondiente a

ai , i = 1, . . . ,m .

EfiM.m+1 - - B.*-1 E. A.*

3 . 6 . 2 . 3 . 1 . - Determinar:

Eí, Conjunto de matrices E. aue desacopla el sistema,
•'•' ''*?: "

f , número de parámetros libres de E., subprograma:

MatrizFGeneral.

3.6.2.4.- Determinar:

MDI = max[ di ] , i - 1, ... , m.

3.6.2.5:- Si SUMA > f. '•
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Entonces hacer:

Imprifflir('El conjunto de matrices E. para desacoplar

el sistema, se determina por el procedimiento de
i

Síntesis'). -

Determinar el conjunto de matrices E. con la ecuación

( 3 , 68 a ).

MDI + l

FGENki = E*"1 2 Hk a &K >
k=l

, kl = 1, ,.. m x (MDI + 1).

i» , Mk - Matriz diagonal[mki, ... jink"1].x»'

lW.ii ~ U-ésieo piano (0 i n) de Effl., siendo cada plano

correspondiente a uí .

, 1 = 1 , . . . ,m.

, k - 1, . . . ,MDI+l.

FGEN rax(MDl+l) = - E*-1 A*

Determinar:

*•̂  £f , conjunto de matrices F_. sub^rograma:

MatrisFGeneral.

3.6.2.6.-Si ( f > SUMA ) o ( f > n ).

Entonces hacer:

- Si SUMA 4= n

Entonces hacer:

¿L •
'-J5- 3.6.2.6.1.- Imprimir('Puede ser posible especificar más de los .

SUMA polos de laso cerrado').

3.6.2.6.2.- Imprimir('Quiere todos los polos de lazo cerrado

(S/N)').

- Leer ( "Zf).
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' - Si ( Z = 'S') o ( Z = 's') .

Entonces hacer: Rl = 1.

% Caso contrario hacer: Rl - 0.

3.6.2.7.- Si SUMA = h.

Entonces hacer:

~ Imprimir('Cualquier n de los polos de lazo cerrado

pueden ser posicionados arbitrariamente mientras

simultáneamente se desacopla el sistema').

- Rl = 0.
%
v 3.6.2.8.- Si SUMA - f.

Entonces hacer.

- Imprimir('Conjunto de matrices SI que desacopla el

sistema'),

- Imprimir: Efíj , i = 1, ... ,m.

, j = 1, ... ,n.

¿ - Imprimir('Quiere dar • directamente valores a los

parámetros libres f (S/N)r).

- Leer( 'Z ').

- Si ( Z = 'S' ) o ( Z = 's') .

Entonces hacer: Rl - 1.

Caso contrario hacer: Rl - O.

3.6.2.9.- Repita hasta que t - '1.

3.6.2.9.1.- Si Rl = 1 .

Entonces hacer:

- Imprimir('Conjunto de matrices que desacopla el

sistema').
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- Imprimir: Efij , i = 1, ... ,m.

, j = 1, ... ,n.

- Imprimir('Introduzca los elementos de la matris

E-).

- Leer: E. ij , i = 1, ... ,m.

j j = 1, ... ,n.

Caso contrario hacer:

- Imprimir(rIntroduzca los valores de las matrices

diagonales Hk r) .

- Leer: Mlk ~ diagonal [ mk1 ,mk2, . , . ,irjkfn ]

, i = 1 j . -. . , m .

, k = O, ... ,MDI,

- Calcular E. con la ecuación ( 3 . 68 a ) .

MDI

E = B.*-1 [ U2n Hk £1 &* -A* ],/c — u

3,6.2.9.2.- Determinar Q.Í (E.) de acuerdo a la ecuación (3 . 53).

MC. = A. + E . E.

- Determinar.

rango [ Q.Í (£} ] , i

- Si rango [ fi.i (E) ] = 1

Entonces hacer: tt = O

Caso coi

3 . 6 . 2 . 9 . 3 . - S i t t = 0

Entonces hacer:

- Calcular S. con la ecuación (3 . 68 b ).

. fi = E*-i. -

- Imprirnir('Quiere imprimir el conjunto de matrices
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E. que desacopla el sistema (S/N)').

Leer( 'Z') .

S i ( Z = ' S ' ) o ( Z = ' s ' ) .

Entonces hacer:

- Imprimir: E.f ij ; i = 1, ... , m.

, 0 = 1 , ... ,n.

Calcular, la Adjunta y Polinomio Característico de

lazo abierto.

SIA = C s I - A ]-i ,

DI - det[ s 1 - A. ] , con el subprogrcoria.:

InversaMatrisDinamica .

Calcular, los polos de laso abierto :

Xr = reales ,

Xi = imaginarias ,

sub-programa : Raicespolinomiales .

Imprimir:

Xr , Xi.

Calcular, la Adjunta y Polinomio Característico de

laso cerrado.

D2 ~ det[ s L ^ A - f i E . ] , con el subprograma:

_ InversaMatrizDinamica .

Calcular, los polos de lazo cerrado:

Yr = reales ,

Yi ~ imaginarias,

subr>rograma : RaicesPolinomiales .



- 20? - .

- Imprimir:

Yr , Yi.

- ImprimirC'Quiere cambiar estos polos (S/N)').

- Leer ('Z') .

- Si ( Z - 'S' ) o ( Z = 's' ) . -

Entonces hacer t = O.

Caso contrario t = 1.

4= O

Entonces hacer.

- Imprimir('No hay como desacoplar el sistema, porque

no se cumple la condición rango[ Q.* (E.) ] - 1 r) .

- Leer ('Z') .

-Si ( Z = 'S' ) o ( Z = 's' ) .

Entonces hacer: t - O.

Caso contrario: t = 1.

2.6.2.10.- Si tt = O

Entonces hacer:

- Imprimir('Matriz E. que desacopla el sistema').

- Imprimir: E. i j , i - 1, . . . , ra.

, j = 1, ... ,n.

- Imprimir("Matriz £L que desacopla el sistema').

- Imprimir: G.Í j , i ~ 1, ... ,m.

, j = 1, ... ,m.

- Calcular, la Matriz Función de Transferencia de laso

cerrado con la siguiente ecuación:

' Q.C = £ [ s I - & - E E. D-iR E*-*.
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- Imprimir('Quiere ver la Matriz Función de

Transferencia fie (S/N)').

- Leer ( 'Z ') .

- S i ( Z = r S ' ) o ' ( Z = ' s ' ) .

Entonces hacer:

- Imprimir ( 'Matrices numeradores de Q_c en

potencias de s').

- .Imprimir: fick , k - O, ... ,n-l.

- Imprimir('Polinomio característico'),

- Imprimir: D2k " , k = O, ... ,n.

- ImprimirC'Quiere escribir los resultados.en papelr)

- Leer ( 'Z').

- Si ( Z = 'S' ) o ( Z = 's" ).

Entonces hacer:

- Imprimir: A , E. , C. , ttk , E , fi , fi.c , y Polos

de laso cerrado'),

3.6.3.- Si SUMA > n.

Entonces hacer:

- Imprimir('Como m + 2 di > n , siendo el número de

polos de laso cerrado a ser asignado, mayor al orden

del sistema, entonces el sistema no se puede desacoplar

').

3.7.- Si det[ E.* ] = 0.

Entonces hacer:

- Imprimir( "B.* es singular, entonces el sistema no se

puede desacoplar'),

4-.- Si m > ñ.
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Entonces hacer:

- Imprimir('Para desacoplar un sistema se debe tener la

condición m < n ').

5.- Fin.
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4.4.2.- Hi£L£ram3 E. - S..

Inicio

Leer ( N , M )

Para i = 1 a N hacer

Para j - 1 a N hacer

Leer A[i,j]

Para i - 1' a N hacer

Para j = 1 a M hacer

Leer B[i,j]

Para i = 1 a M hacer

Para j - 1 a N hacer

Leer C[i,j]

PrcductoMatricesCM.M.N^B.CB)

Para i = 1 a M hacer

D[i] = O

L = O

Para i = 1 a M hacer

k = O

Para j - 1 a M hacer
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D[i] = 1 Para j = 1 a N hacer

A2ASTCÍJ] = CEÍJ]

L = L + 1

Para i ~ 1 a M hacer

L = O

Para j ~1 a N hacer

CICJ] = CEU]

AD = A

k = O

ProductoVectorMatriz(N,N,CI,AD,CÍA)

ProductoVectorMatris(M,N,CÍA,B,CIAB)

Para j - 1 a M hacer



- 212 -

D[i] = D[i] + 1

ProductoMatr ices

AD = AN

D[i] = N

si no

para j = 1 a M hacer

BAST[i,j] = O

L = N - 1

Para j = 1 a M hacer

BAST[i,j] = CIAB[j]

A2AST[i,j]

L = N - 1

Repetir hasta que L = N - 1

si

DeterminanteEInversa (M, BAST, BASTINV, DET)

SUMA = M

Para i - 1 a M haga

SUMA = SUMA + D[i]

ProductoMatrices(M,N,M,A2AST,A,AlAST)

Para k = 1 a M haga

Para i = 1 a M haga

Para j = 1 a N haga

FGEN[iJ,k] = BASTINV[i,k] * A2AST[kJj]
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ProductoMatrices(M, N, M,BASTINV,A1AST,CB)

Para i - 1 a M haga

Para j =• 1 a N haga

FGENCiJ.M-fl] = -CB[iJ]

MDI - D[l]

Para i ~ 2 a M haga

MatrisFGeneral(M,FGEN,Ff,f1)

Imprimir("El conjunto de matrices F para desacoplar el sistema se
determina por el Procedimiento de Síntesis')

Para i ~ 1 a M haga

Para j ~ 1 a N haga

= -CB[iJ]

AD = A

MCA = C

K = O

Para kl = 1 a MDI+1 haga

Para k2 = 1 a M haga

k = k + 1

Para i = 1 a M haga

Para j = 1 a N haga
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FG£N[i,j,k:] = BASTINV[i,k2] * MCA[k2,j]

ProductoMatrices(M,N,N,C,AD,MCA)

ProductoMatrices(N,N,N,A,AD,AN)

AD = AN

MatrisFGeneral(M*(MDI-M)+1,FGEN,Ff,f2)

Rl = O

( fl > SUMA ) o ( fl > N)
no

Imprimir('Puede ser posible especificar más de los SUMA Polos de
Lazo Cerrado')

Imprimir('Quiere todos los polos de laso cerrado (S/N) ')

Leer('Z')

( Z = "S" ) o ( Z = rs )

Imprimir('Cualquie n de los polos de laso cerrado puden ser
posicionados arbitrariamente mientras simultáneamente
se desacopla el sistema')

Rl = O

Imprimir('Conjunto de matrices-F que desacopla el sistema')

Para i = 1 a M haga

Para j ~ 1 a N haga



- 215 -

abs(Ff[i,j]) > 1000

Imprimir('Quiere dar directamente valores a los parámetros libres
f (S/ND

Leer('Z')

( 2 = 'S' ) o ( Z.= 'sr)

Para i = 1 a M haga

Para j = 1 a N haga

F[i,j] = 1000

Imprimir(Tonjunto de matrices F que desacopla el sistema')

Para i = 1 a M haga

Para j = 1 a N haga

abs(Ff[i,j]) > 1000
no

ImpriinirC'f' ̂fCi, j]-1000)Imprimir('f',Ff[i,JD+1000)

Imprimir('Introduzca los elementos de la matris F')

Para i - 1 a M haga

Para j = 1 a N haga
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abs(Ff[i,j]) < 1000

abs Frijl) = 1000

si no

Leer(F[i,j]) Leer(F[i,j])

j = N
no

k3 - i + 1
k4 = 1

k3 - i
k4 = j + 1

Para kl - k3 a M haga

•Para k2 - k4 a N haga

F[kl,k2] =

F[kl,k2] = -F[

k4 = k + 1

Imprimir('Introduzca los valores de las matrices diagonales

Para i - O a MDI haga

Para j ~ 1 a M haga

Le¿r(MI[iJ])
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Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a N hacer

MCATCiJ] = MICO,i] * C[i,j] - AlAST[i,j]

AD = A

Para k - 1 a MDI hacer

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a N hacer

MC[i,j] = C[i,j]

ProductoMatrices(M,N,N,MC,AD,MCA)

ProductoMatrices (N, N,. N, A, AD, AN)

AD - AN

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a N hacer

MCAT[iJ] = MCATCi, j] +

ProductoMatrices(M,N,M,BASTINV,MCAT,F)

ProductoMatrices(N,N,M,B,F,MC)

Para i = 1 a N hacer

Para j = 1 a N hacer

MC[iJ]

tt = O

Para ii - 1 a M hacer

Para k - 1 a N hacer



i
- 218 -

Para j = 1 a M hacer

Q[k,j] = O

Para j' = 1 a N hacer

CICJ] = C[ü,j]

il = N - D[ii]

i2 = 1

ProductovectorMatris (M, N, CI, B, CIAB)

Para j = 1 a M hacer

l,j] = CIAB[j]

il ~ il - 1

AD = MG

ProductoMatrices(NJNJN,MCJADJAN)

AD = AN

12 = 12

repita hasta i2 = D[ii]

ProductovectorMatris(N,N,CI,AD,CÍA)

ProductovectorMatris(M,N,CÍA,B,CIAB)

Para j ~ 1 a M hacer

QCilJ] = CIAB[j]

ProductoMatrices(N,N,N,MC,AD,AN)

AD -AN
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il - il - 1

12 = 12 + 1

repita hasta i2 - N

MCA = Q

MI = M

DeterrainanteEInversa (MI, MCA, MCA, Beter)

abs(Deter) < 0.0001

repita hasta abs(Deter) > 0.0001

G = BASTINV

Imprimir("Quiere imprimir el Conjunto de Matrices F que desacopla
el sistema (S/N)')

Leer('Z')

si

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a N hacer

abs(Ff[i,j]) > 1000
no

Imprimir('f',Ff[i,j]-1000) Imprimir('f',Ff[i,j]+1000)
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InversaMatrisDinamica(N, A,SIA,DI)

RaicesPolinomiales(N,DI,Xr,Xi,Z1,Z2)

Imprimir("Polos de Laso Abierto')

Para i - 1 a Zl hacer

Imprimir(Xr[i])

Para i = 1 a 22 - 1 hacer

Para j = 1 a 2 hacer

Imprimir(Xi[i,j])

Pr oductoMatr ices (N, N, M, B, F, ABE!)

Para i = 1 a N hacer

Para j ~ 1 a N hacer

ABFCi,j)

InversaMatriaDinamica(N,ABF,SIA,D2)

EaicesPolinomiales(N,D2,Yr,Yi,23,Z4)

Imprimir('Polos de Laso Cerrado')

Para i - 1 a Z3 hacer

Imprimir(Yr[i])
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Para i = 1 a Z4 - 1 hacer

.Para j - 1 a 2 hacer

Imprimir(Yi[i;j])

Imprimir("Quiere cambiar estos polos (S/N)')

Leer('Zr)

( Z = ~S' ) o ( Z = "s")

Imprimir('No hay coino desacoplar el sistema, porque no se cumple
la condición rango[ Qi (F) ] = 1 ')

Imprimir(Tero puede haber un subconjunto de matrices F que
desacoplan el sistema')

Imprimir("Intente una ves

Repitir hasta que t - 1

si

Imprimir('Matriz F que desacopla el sistema')

Para i - 1 a M hacer

Para j = i a N hacer

ImpriMr(F[i,j])

Imprimir('Matriz G que desacopla el sistema")

Para i = 1 a M hacer

Para j - 1 a M hacer

Imprimir(G[i,j])
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Para k ~ O a N - 1 hacer

Para i = 1 a N hacer

Para j = 1 a N hacer

CB[i,j] = SIA[iJ,k]

ProductoMatrices(M,N)NJCJCB)MC)

Para i = 1 a M hacer

Para j ~ 1 a N hacer

= MC[i5j])

ProductoMatrices(N,M,M,B,BASTINV,MCA)

Para k = O a N - 1 hacer

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a N hacer

CBCiJ] = Gc[i,j,k]

ProductoMatrices(M,M,N,CB,MCA,MC)

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a M hacer

= MC[iJ])

ImprJjnir('Quiere ver la Matriz Función de Transferencia (S/N)')

Leer('Z')

) o ( Z = 's')
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Imprimir('MATRICES Ge EN POTENCIAS DE s')

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a M hacer

Imprimir(Ge[i,j,k])

Imprimir('POLINOMIO CARACTERÍSTICO')

Para k = O a N hacer

Imprimir(D2[k])

Imprimir('Quiere imprimir los resultados en papel (S/N)')

Leer('Z')

( Z = 'S' ) o ( Z = 's')

IMPRIMIR EN PAPEL: A , B , C , MK , Ge, y Polos de laso cerrado

Imprimir('COMO M + d i + d 2 + . . . + d m > N , SIENDO EL NUMERO DE POLOS
DE LAZO CERRADO A SER ASIGNADO, MAYOR AL ORDEN DEL SISTEMA,
ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE DESACOPLAR')

Imprimir('B* ES NO SINGULAR, ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE DESACOPLAR')

Imprimir (TARA DESACOPLAR UN SISTEMA SE DEBE TENER LA CONDICIÓN M < N')

Fia
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4.5.- DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACION LE SALIDA. -

4.5.1.- M̂ oriiiiKi. -

1 . - Entrada del orden del sistema [n] .

2 . - Entrada del número de "Entradas" o "Salidas" del sistema [m] .

3 . - Si m < n

Entonces hacer :

3.1.- Entrada de la matriz &_, de orden ( ñ x n ).

3.2.- Entrada de la matriz E., de orden ( n x m ).

3.3.- Entrada de la matriz _Q., de orden ( m x n ).

3.4,- Determinar E* , de acuerdo a la ecuación ( 3 . 140 ) , y con

las ecuaciones ( 3 , 24 ) .

3.4.1.- Si G.Í &o = O

Entonces hacer :

- d i = n - •. 1

- Bi* = O

Caso contarlo hacer:

- di - rain { j :

para todo j.

i = 1, ... ,m.

C.i = i-ésima fila de Q..

, i = 1 , . . . , m .

, i = 1, . . . ,m.

, E.Í* = i-ésima fila de B* .

A.J E.

, i - 1 , . . . , m

- EÍ* = GÍ A.diE , 1 = 1 , . ; .

3.5.- Calcular:

La matriz B.*"1 , y

det[ B* ] • , subprograma: DeterminanteEInversa .
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3.6.- Si det [ E* ] ̂  O

Entonces hacer:

3.6.1.- Determinar si el sistema es controlable.

- Ek = &K& ,k = 0,1, ... ,n - 1.

,£k = k-ésima matris de E, de orden

( n x m ) .

,E - Matriz de orden [n x ( mn ) ] .

- Determinar la matris transpuesta de E-

EX = E?

- Calcular:

FFT ~ £ EX subprograma : MatricesProducto.

- Calcular :

det [ PPT ] , subprograma : DeterminanteEInversa.

3.6.2.- Si det [ EEX ] 4= O

Entonces hacer:

3.6.2.1.- Determinar si el sistema es observable.

-GLk = C.A.k- ,̂  = 0,1,...^-!.

i S.k = k-ésima matriz de Q,, de orden

( m x n ) .

, Q. = Matriz de orden [( mn ) x n] .

- Determinar la matris transpuesta de g..

- Calcular:

QQT ~ Q. fíLT. subnrograma: MatricesProducto.

- Calcular:

det [• fifiT. ] , subr>rograma: DeterminanteEInversa.
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3.6.2.2.- Si det [ fifi! ] £ O

Entonces hacer:

3.6.2.2.1.- Determinar &*j , con la ecuación ( 3 . 141 ).

- A*jí = CU A.d¿ + o ,i = 1, ... ,1» , para cada j.

, j = dl + 1 ,02 + 1, . . . ,dm + l.

,A*ji - i-ésima fila de A.*j .

j&*j = j-ésima matriz de orden

( m x n ) .

- Calcular:

AJA5T.K = A*j E. E*"1k ,k = 1, . . . , 1 0 , para cada j.

, j = di+l.dz+l , . . . , dm+1 .

. AJASTK = i-ésima columna de

AJAgT.

3.6.2.2.2.- Repita hasta que t = 1.

- Imprimir ( 'Introduzca los elementos de la matris

diagonal Ar ) .

f - Leer : A = diag [ ai , as , . . . , «in ]

- Calcular K, con la ecuación ( 3 . 164 ) .

= A - AJA5T

- tt = O

- Determinar:

HIAS.J = C. ( A. + E tt D. )¿fi E*- ̂  ,0 = 0, . . . jn-l

- Comprobar:

ULAfio = diag [ cu , ... ,ani ] , j = O, . . . ,n-l

3.6.2.2.2.1.- Si DIAG.i - d±ag[ai, ... fam] para j - O, ... ,n-l.
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Entonces hacer:

- tt = 1U \j — _L .

- Calcular £. con la ecuación (3 . 174 a ).

* a = a*-i,
- Calcular,1a Adjunta y Polinomio Característico de

laso abierto,

SIA = [ s I - &, ]-i ,

DI ~ det[ s I - & ] , con el subprograma:

InversaMatriaDinamica.

^ - Calcular, los polos de laso abierto:

Xr - reales,

Xi - imaginarias,

subprograma: RaicesPolinomiales.

- Imprimir:

Xr , Xi.

- Calcular,la Adjunta y Polinomio Característico de

%̂ laso ceri-ado.

£IA = C s I - L ~ S a £1 ]-i ,

D2 - det[ s - 1 - Á . - E . t t G . ] ^ con el subprograma

:InversaMatrisDinamica.

- Calcular, los polos de laso cerrado:

Yr = reales,

9 Yi - imaginarias,

subprograma: RaicesPolinomiales,

- Imprimir:

Yr , Yi.

. - Imprimir('Quiere cambiar estos polos (S/N)').
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- Leer ('Z) .

- Si ( Z ='S' ) o ( Z = 's' ) .

Entonces hacer: t - O.

Caso contrario: t - 1.

Caso contrario hacer:

- t = 1.

6.2.2.3.- Si tt = 1

Entonces hacer:

- Imprimir( 'Matriz E que desacopla el sistema') .

- Imprimir: EÍJ , i = 1, ... ,m.

, j' = 1, ... , m.

- Imprimir('Matriz £ que desacopla el sistema').

- Imprimir: Q_i j , i = 1, . . . , m.

, j - 1, ... ,m.

- Calcular,la Matriz Función de Transferencia de lazo

cerrado con la siguiente ecuación:

r* j-, — r1 P ÉÍ T — A — R1"Í(~1~I~~1TÍ~R:^ — 1

- Imprimir('Quiere ver la Matriz Función de

Transferencia £c (S/N)').

- Leer ( r Z ").

- Si ( Z = 'S' ) o ( Z = 's' ).

Entonces hacer:

- Imprimir ( 'Matrices numeradores de G.C en

potencias de s').

- Imprimir: £Lck - , k = O, ... ,n-l.

- Imprimir('Polinomio característico ').

- Imprimir: D2k , k = 0 , ... ,n.
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- Imprimir('Quiere escribir los resultados en papel')

- Leer ( ' Z ').

- Si ( Z ~ 'S' ) o ( Z = 's' ).

Entonces hacer:

- Imprimir: A. , E , C. , DELTA. , tt , G. , &c , y

Polos de laso cerrado').

Caso contrario hacer:

- Imprimir ('Las matrices C. ( ÉL + B.H.Í1 J^E-E.**"1

0 = 0 , 1 , ... ,n-1 no son diagonales, entonces el

sistema no se puede desacoplar1").

3.6.2,3.- Si det [ QQT ] = 0.

Entonces hacer:

- Imprimir('El sistema no es observable, entonces el

sistema no se puede desacoplar').-

3.6.3.- Si det [ EET. ] = 0.

• Entonces hacer:

- Imprimir("El sistema no es controlable, entonces el

sistema no se puede desacoplar').

3.7.- Si det[ E* ] = 0.

Entonces hacer:

- Imprimir('E* es singular, entonces el sistema no se

puede desacoplar').

4.- Si m > n,

Entonces hacer:

- Imprimir('Para desacoplar un sistema se debe tener la

condición ra ̂  n ').

5.- Fin. •
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4.5.2.- Diagrama N - S.

Inicio

Leer ( N , M )

Para i - 1 a N hacer

Para j = 1 a N hacer

Leer A[i,j]

Para i = 1 a-N hacer

Para j = 1 a M hacer

Leer B[i,j]

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a N hacer

Leer C[i,j]

ProductoMatrices(M,M,N,C,B,CB)

Para i - 1 a M hacer

D[i] = O

L = O

Para i = 1 a M hacer

k = O

Para j = 1 a M hacer
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k = k + l
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SI no

D[i] = 1 Para j - 1 a N hacer

A2AST[IÍJ] = CB[iJ]

A2ÁST[i,j] = C[ÍJ]

no

L = L + 1

Para i - 1 a M hacer

L - O

Para j =1 a N hacer

] = G[iJ]

AD = A

k = O

ProductoVectorMatris(N,N,CI,AD,CÍA)

ProductoVectorMatris(M,N,CÍA,B,CIAB)

Para j - 1 a M hacer
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D[i] = D[i] + 1

ProductoMatrices(NJNJN)AJAD)ÁN)

AD = AN

no

para j - 1 a M hacer

BAST[i,j] = O

L = N - 1

Para j = 1 a M hacer

BASTCiJ] = GIAB[j]

A2AST[iJ] = CIACJ]

L = N - 1

Repitir 3̂ asta que L ~ N - 1

DetermiiianteEInversaCM, BAST ,BASTINV, DET)

DET =}= O

Para i = 1 a N haga

Para j = 1 a M haga

= B[iJ]

AD - A

k = M + 1

Para il = 1 a N - 1 haga

ProductoMatrices(N,M,M,AD,B,AB)

Para j = 1 a M haga

Para i - 1 a N haga



- 233 --

PCi.k] = AB[i,j]

FTCk.i] = AB[i,j]

k = k + 1

ProductoMatrices (N^t^A/AD^

AD = AN

MatricesFroducto(N,N,M*N,P,PT,PPT)

DeterminanteEInversa (N, HPT, HPT, Deter 1)

Para i = 1 a M haga

Psra j — 1 a

= C[iJ]

ÁD = A

k = M 4 1

Para il = 1 a N - 1 haga

ProductoMatrices(M,N,N,G,AD;CA)

Para i = 1 a M haga

Para j • - 1 a N haga

QCkJ] = CA[i,j]

PT[j,k] = C

k = k

ProductoMatrices(N,N,N,A,AD,AN)
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AD = ÁN

MatriceaProducto(N,N,M*N, QT, Q, QQT)

si

DeterminanteEInversa(N,QQT,QQT,Deter2)

Para k - 1 a M hacer

Para i = 1 a M hacer

AD = A

j = 1

Producto-Matrices(N,N,N,A,AD,ÁN)

AD = M

j -= j

Repita hasta que j D[k]

Para j = 1 a N hacer

CICJ] = CCiJ]

ProductoVectorMatria(N,N,CI,AD,CÍA)

Para j = 1 a N hacer

AASTCiJ] = CIA[j]

ProductoMatr ices (M, M, N, MST, B, ASTB)

Para i = 1 a M hacer

BJ[i] - BASTINV[i,k]

ProductoMatriaVector(M,M,ASTB,BJ,ABJ)

Para i - 1 a M hacer
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AJAST[i,k] - ABJ[i]

Imprimir('Introduzca los valores de la matriz diagonal DELTA')

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a M hacer

AAST[i,j] = - AJAST[i,j] Leer: DELTA[i]

AAST[i,j] = DELTA[i] -
- ÁJAST[i,j]

ProductoMatrices (M, M,. M, BASTINV, MST, H)

ProductoMatrices(MJMJN)GJB,GB)

ProductoMatrices(M,M 3 M,CB,BASTINV,DIAG)

Para i = 1 a M hacer

Para j - 1 a M hacer

k = O

ProductoMatrices(N,M)M,BJHJCB)

ProductoMatrices(NÍN)MÍCBJC,AB)

Para i ~ 1 a N hacer
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Para j = 1 a N hacer

ABHC[iJ] =

LL = O

AD = ABHC

EroductoMatrices(MlN,N,CJADíCB)

ProcluctoMatrices (MjM^CB^

FroductoMatrices(M,M,M,CA,BASTIMV,DIAG)

L = O

Para i = 1 a M hacer

Para j = 1 a M hacer

ProcluctoMatrices (N, N, N, AD, ABHC, AN)

AD = AN

si

Repita hasta que LL = N - 1

tt = 1

G - BASTINV
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InversaMatrisDinamica (N, A, SIA, DI)

RaicesPolinomiales(N,DllXríXiJZllZ2)

Imprimir("Polos de Laso Abierto')

Para i = 1 a Zl hacer

Imprimir(Xr[i])

N =)= Zl

Para í = 1 a Z2 - 1 hacer

Para j = 1 a 2 hacer

Imprimir(Xi[i,j])

InversaMatriaDinamica(N,ABHC,SIA,D2)

RaiceáPolinomiales(N,D2,Yr,Yi,Z3,Z4)

Imprimir('Polos de Lazo Cerrado'")

Para i - 1 a Z3 hacer

Imprimir(Yr[i])

Para i - 1 a Z4 - 1 hacer

Para j = 1 a 2 hacer

Imprimir(Yi[i,j])
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( Z = S' ) o ( Z = 's')

Imprimir('Quiefe cambiar estos polos (S/N)r)

Repita hasta que t = 1

Imprimir('Matria H que desacopla el sistema')

Para i = 1 a M hacer

Para j - 1 a M hacer

Imprimir: H[i,j]

Imprimir('Matria G que desacopla el sistema')

Para i = 1 a M hacer

Para j - 1 a M hacer

Imprimir(G[i,j])

Para k = O a N - 1 hacer

Para i ~ 1 a N hacer

Para j - 1 a N hacer

GB[ifj] = SIACiJ.k]

ProductoMatrices(M,N,N,C,CB,PPT)

Para i - 1 a M hacer
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Para j = 1 a N hacer

= EFT[iJ]}

ProductoMatrices(N,M,M,B,BASTINV,QQT)

Para k - O a N - 1 hacer

Para i = 1 a M hacer

Para j - 1 a N hacer

ProductoMatrices(M,M,N,CB,Q3T,PPT)

Para i - 1 a M hacer

Para j = 1 a M hacer

GcCiJ.k] = PFT[iJ])

ImprimirC'Quiere ver la Matris Función de Transferencia (S/N)')

Leer('Z')

( Z = 'S' ) o Z = 's')

Para k = O a N - 1 hacer

Imprimir('MATRICES Ge EN POTENCIAS DE s')

Para i - 1 a M hacer

Para j ~ 1 a M hacer

Imprimir(Gc[i,j,k])

Imprimir('POLINOMIO CARACTERÍSTICO')



- 240

( Z = 'S' ) o ( Z = s )

Para k = O a N hacer

Imprimir(D2[k])

Imprimir('Quiere imprimir los resultados en papel (S/N)')

Leer(

IMPRIMIR EN PAPEL: A , B , C , MK , Ge, y Polos de laso cerrado

si

ImprimirCLAS MATRICES (A + B H C ) J ) j = O l . . . J N - l NO
SON DIAGONALES, ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE
DESACOPLAR')

Imprimir('EL SISTEMA NO ES OBSERVABLE, ENTONCES EL SISTEMA NO SE
DESACOPLA ')

Imprimir('EL SISTEMA NO ES CONTROLABLE, ENTONCES EL SISTEMA NO SE
DESACOPLA ')

Imprimir('B* ES NO SINGULAR, ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE DESACOPLAR')

Imprimir (TARA DESACOPLAR UN SISTEMA SE DEBE TENER LA CONDICIÓN M <

.Fin
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C A P I T U L O 5

1.- EJERCICIOS Y RESULTADOS.
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1.- EJERCICIOS Y RESULTADOS.- •

Los ejercicios presentados en esta sección son los mismos

desarrollados en cada técnica de desacoplamiento, con el fin de

comprobar que los programas cumplen con la teoría, y además por-

gue dichos ejercicios se han desarrollado con el detallamiento y

explicación requerida para la correcta comprensión de los mismos.

Se presentan además ejercicios de mayor magnitud a los an-

teriores, con el fin de probar que los programas realisados pue-

den ser aplicados, no sólo a -sistemas simples, sino también a

sistemas complejos cuyo desarrollo manual se tornaría largo y

difícil, o inclusive impracticable.



>f

5.1.- DESACOPLAMIENTQ POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

»
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EJEMPLO Nfí. 1

f DESACOPLAMIENTQ POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LA PLANTA Gp

Matri ees numeradore5 de la planta Gp en potencias de s

Girado O

Fila 1:
Fila 2:

O
1

Grado 1

Fila 1:
Fila 2:

Grado 2

Fila 1:
Fila 2:

O
o

O
O

Míni mo Común dertomi nadar de la pl anta Gp

Grado O:
Grado 1:
Grado 2:

MATRIZ DIAGONAL GD

Matrices numeradores de GD

Grada O

Fila 1:
Fila 2:

i
O

O
1
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Grado 1

Fi 1 a 1: O O
Fila 2: O O

Matrices denominadares de GD

Grado O

Fila i:
Fila 2:

Grado i

Fila I.s
Fila 2:

1
0

1
0

0
i

0
5

COMPENSADOR SERIE Ge

Compensador PID (J. , 1 >

Grado:~i i.OOO
Grado: O 2. OOO

Compensador PID (2,1)

Grado:-1 ~1.OOO
Gradar O -3-000
Grado: 1 -2.OOO

Compensador PID (1,2)

Grado(O): O *No hay compensador

Compensador PID <2,2)

Grado:-1 O.2OO
Grado: O O.200
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EJEMPLO NO.

DESACOPLANIENTO POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LA PLANTA Gp

Matrices numeradores de la planta Gp en potencias de B

Grado O

Fila I:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:

4
7
i
O

5
4
4
1

1
8
1 -
4

2
0
O
1

Grado 1

Fila i:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:

cr-
.-J

4
5
0

0
1
4
¿3

O
0
1
7

0
0
O
a

Grado 2

Fila 1:
Fi la 2:
Fi la 3:
Fi la 4:

0
4
0
0

0
5
4
1

0
1
i
4

i
2
7
7

Grado 3

Fi la
Fi la
Fi la
Fi la

Grado

Fi 1 a
Fi la
Fila
Fi la

1':
*-j „

o» ¡
4:

4

1:
*7» ,

3 r
4:

B
1
I
4

4
" 4

1
5

5
4
O
1

i
1
7
1

4
i
0
5

1
5
4
1

0
5
O
1

«-̂
j£.

4
1
2
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Grado 5

Fila
Fi la
Fila
Fila

1:

4:

i
i
1
4

í
4
i
i

1
1
4
i

4
4
1
i

Mínimo Común denominador de la planta Gp

Grado
Grado
Grado
Grado
Grado
Grado
Grado

0
1
*•.?
%!"»

4
cr
Ĵ

6

4
i
O
4
í
8
7

MATRIZ DIAGONAL GD

Hatrices numeradores de GD

Grado O

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:

i
O
0
0

0
0
0
0

0
o
0
0

o
0
0
0

Grado 1

Fi 1 a
Fila
Fila
Fila 4:

i
0
0
o

0
5
0
0

0
0
i
0

0
0
0
0

Grado 2

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:

7
O
O
0

0
7
0
0

0
0
4
0

0
0
o
1

Grado

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:

6

0
O
0

O
3
O .
0

O
0
í-j

0

0
0
o
0



Hatri ees denominadares de GD

Grado O

~ 24-8 -

Fila
Fila
Fila
Fila

1: 1
0
o
0

0
4
0
0

0
0
1
0

0
0
0
4

Grado 1

Fila
Fila
Fila
Fila

1:
2.:

4:

O
0
0
0

0
1
o
0

0
0
4
o

0
0
0
1

Grado

Fila
Fi la
Fi la
Fila

1:
2:
"?.; .

4:

5
0
0
0

0
ó
o
0

0
0
9
0

0
0
0
8

Grada .5

Fi la i :
Fila 2;
Fila 3:
Fila 4:

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
o

0
0
o
i

COMPENSADOR SERIE Ge

Compensador PID (1,1)

Grado:-1
Grado: O

2.405
1.221

Compensador PID (2,1)

Grado:-1
Grado: O
Grado: 1

-O.682
-2.548
-0.973
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Compensador PID (3,í)

Grado:-! -1.026
Grado; O -1.464

Compensador PID (4,1)

Grado:-i 3.O42
Grado: O 3.í18
Grado: 1 0.978

Compensador PID (1,2)

Grados-1 -O.607
Grado: O -0.076
Grado: 1 -0.585

Compensador PID (2,2)

Grados-1 -0.39O
Grado: O -0.228
Grado: 1 1. O06

Compensador PID (3,2)

Grado:-! -O.677
Grado: O 0.027
Grado:- 1 -0.585

Compensador PID (4,2)

Grado:-! -0.749
Grado: O -0.271
Grado: i -0.585

Compensador PID (1,3)

Grado:-! 1.471
Grado: O -1.414
Grado: 1 0.389
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Compensador PID (2,3)

Grado:-! -0.487
Grado: O .-O.164

Compensador PID (3,3)

Grado:-I 0.818
Grado: O -1.618
Grado: i 0.553

Compensador PID (4,3)

Grado:-1 -0.037
Grado: O -1.284
Grado: i 0.389

Compensador PID (1,4)

Grado:«1 5.062
Grado: O 1.944

Compensador PID Í2,4>

Grado:™! 0.778

Compensador PID (3,4)

Grado:-! -1.726
Grado: O -0.389

Compensador .PID (4,4)

Grado:-! i . O65
Grado: O -O. 389
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! EJEMPLO Nfi. 3

DESACOPLAMIENTO POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LA PLANTA Gp

Matrices numeradores de la planta Gp en potencias de s

Grado O

Fi la 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:
Fila 5:

I
5
1
1
7

4
7

4

1
4
7
4
i

4
5
4
5

Grado i

Fila
Fi la
Fila
Fila 4:
Fila 5:

4
i~j

1
4
0

7
4
5
7
0

8
7
.¿!
8
1

5
8
0
4
4

i
4
i
1
4

Grado

Fila
Fila
Fila
Fila
Fila

Grado '

Fila
Fi la
Fila
Fi la
Fila 5

7
2

.0
4
4

a
4
1
5
5

4
7
4
7
i

5
4
1
4
2

1
0
2
8
1

4
1
1
1
5

cr

— í
4
4
O
1

4
1
0
1
T3

i
5
1
4
i

4
r>

4
1
0

Grado 4

Fi la
Fi la
Fi 1 a
F i l a
Fi la

1: 1
4
0
5
1

4
1
O
1
1

1
4
1
4
0

4
1
4
1
0

5
0
1
1
i
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Mínimo Coman denami nadar de 1 a planta Gp

Grado
Grada
Grada
Grada
Grada
Grada
Grada

0
i
2
•-••
4
c=-
l_í

á

4
1
5
r>JL,
1
4
10

MATRIZ DIAGONAL GD

Matri ees numeradores de GD

Grada O

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:
Fi 1 a 52

Grado 1

Fila i s
Fila 2:
F i 1 a 3 :
Fila 4:
Fila 5 :

Grada 2

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:
Fila 5:

Matr i ees

Grada O

Fila 1:
Fila 2:
í^i 1 a 3:
Fila 4:
Fila 5:

1
0
O
0
0

-4
0
0
0
0

0
0
0
o
0

denominadores

1
0
0
0
O

0
0
0
0
0

O
1
0
0
o

o
1
0
o
0

de GD

0
4
0
0
O

o.
o
o
o
o

o
o
4
o
o-

o
o
4
o
o

o
o
1
o
o

o
o
o
1
o

o
o
o
8
o

o
o
o
1
o

u
o
o
5
O

o
o
o
o
4

O
o
o
o
7

O
O
O
o
5

O
O
O
O
2
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Grado

Fi
Fi
Fi
Fi
Fi

1
1
1
1
1

a
a
a
a
a

1
<-i./i
3
4
5

Grado

Fi
Fi
Fi
Fi
Fi

1
1
1
1
1

a
a
a
a
a

1
'p

o
4
5

1

;

:
:
:
¡

2

:

:
:
:
:

4
0
O
0
0

o
1
o
0
0

o .
0
4
O '
0

0
0
o
i
o

0
0
0
0
0

4
0
0
o
o

o
1
0
0
0

o
0
0
0
0

0
0
0
1
o

0
0
0
0
1

COMPENSADOR SERIE- Ge

Compensador PID (1,i)

Grado:—1
Grados O
Grado: i

i .510
-0.214
•1.210

Compensador PID (2,1)

Grado:-1
Grado: O

2.249
O. 840

Compensador PID (3,1)

Grado:-1
Grado: O
Grado: 1

9. 95?
5.914
3.07O

Compensador PID (4,1)

Grado:—1
Grado: O
Grado: 1

-1.570
-0.614
-1 .070

Grado:—1
Grado: O
Grado: 1

O. 699
O. 354
1.21O
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Compensador PID (1,2)

Grado: —1
Grado: 0
Grado: 1
Grado: 2
Grado: 3

Compensador

Grado: —1
Grado: 0
Grado: i
Grado: 2
Grado: 3
Grado: 4

Compensador

Grado: --1
Grada: 0
Grado: 1
Grados 2
Grado: 3
Grado: 4

Compensador

Grado: -1
Grado: 0
Grado: 1
Grado: 2
Grado: 3
Grado: 4

Compensador

Gr a d o : ~ 1
Grada: 0
Grado: 1
Grado: 2
Grado: 3
Grado: 4

-52.296
f^ '-j '-* j—\

-7. 170
-5.648
-2. i 05

PID (2,2)

7.267
2.509
1. . 824
1 . 365
0. 634
-0 . 085

PID (3,2)

72.441
32- 300
13.686
6. 170
2. 413
0.895

PID (4,2)

123. 182
53.549
24.204
8.792
5.504
2. 79O

PID (5,2)

109.508
49.847
21 .051
9.322
-3.947
0.685
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Compensador PID (1,3)

Grado:-1 -3.317
Grado: O -2.992
Grado: 1 -1.109
Grado: 2 -1.210

Compensador PID (2,3)

Grado:-! -8.390
Grado: O -2.6B6
Grado: i -1.530

Compensador PID (3,3)

Grado:~1 10.5O9
Grado: O 2.406
Grado: 1 1.835
Grados 2 -0.51O

Compensador PID (4,3)

Grado:-1 -9.763
Grado: O -3.255
Grado: 1 -i.094
Grado: 2 O.51O

Compensador PID (5,3)

Grado:-! 7.916
Grado: O 4.O87
Grado: i 2.829
Grado.; 2 1.210

Compensador PID <1,4)

Grado:-1 -2042.827
Grado: O 273.928
Grado: 1 -33.7O4
Grado: 2 4.351



Compensador PID (2,4)

Grado: -
Grado:
Grado:
Grado:
Grado:

-1
0
1
2
3

-9078.786
1215.321
-164.910
20.652
-4.351

Compensador PID (3,4)
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Grado:
Grado:
Grado:
Grado:
Grado:

-1
O
1

35617.093
4757-149
-635.769
80.916
-12.035

Compensador PID (4,4)

Grado: -
Bracio:
Grado:
Grado:
Grado:

-1
0
i
o

•~>

35576.991
-4750.687

633. 102
-90., 916

12.035

Compensador PID (5,4)

Grado:
Grado:
Grado:
Grado:
Grado:

-1
O
i

22814.829
—303B.254
4DO.900
-49.072
4.351

Compensador PID (1,5)

Grado:-1
Grado: O
Grado: 1
Grado: 2

-3.41O
-1.432
-1.908
O. 0

Compensador PID (2,5)

Grado:—1
Grado: O
Grado: 1
Grado: 2

-11
-3.794
-O. 663
-2.945
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Compensador PID (3,5)

Grado: •
Grado:
Grado:
Grado:

-1
0
1
'p

jO *~) ~j cr¡

-9.783
-5.411
-2.551

Compensador PID (4,5)

Grado:-! 4. 159
Grado: O 1.252
Grado: 1 O- 693
Grado: 2 -0.875

Compensador PID (5,5)

Grado:-1 7. 540
Gr a d o: O 3.323
Grado: 1 1.674
Grado: 2



5.2.- DESACOPLAMIENTO POR HEALIMENTACION DE ESTADO
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EGEMPL.Q Nfi. i

w

DESACOPLAMIENTD POR REALIMENTACIÓN DE ESTADO

MATRIZ A

Fila 1:
Fila 2:
Fi la 3:

O. 000
i.000
O. O00

i . 000
1 - OOO
O. OOO

i . OOO
O. 000
3. OOO

MATRIZ B

Fila I:
Fila 2:
Fila 3:

0. 000
1. 000
1. 000

MATRIZ C

Fila I:
Fila 2:

O. OOO
I . 000

MATRICES DIAGONALES Mk

.Matriz MO

Fila i:
Fila 2:

-1 . 000
O. 000

Matriz MÍ

Fila 1:
Fila 2:

-1 . OOO
O. OOO —2.OOO

MATRIZ F

Fila 1:
Fi-la 2:

O. 000
1 . 000

-7. 000
9. 000
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MATRIZ G

t

Fi la i :
Fila 2;

1.OOO O.000
-2.000 i.OOO

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matrices numeradores de Ge en potenciáis de s

Grado 2

Fila i:
Fila 2:

1 . OOO
O. 000

O. 000
O'. 000

Grado 1

Fila 1:
Fila 2:

O. 000
i . 000

Grado O

r—.; T _ -t ,
I™ 1 J. cA J. '

Fila 2:
O. 000
O- 000

O. 000
4. OOO

Poli nomio carácter!sti co

Grado3:
Grado2:
Grado!:
GradoO:

1. 000
6. 000
8. 000
O. 000

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de 1 os polos:

Imagi nar i £-isReales
^ O.O00
2̂  —2.000

-4.000
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1
EJEMPLO NO.

DESACGPLAMIENTO POR REALIMENTACION DE ESTADO

MATRIZ A

Fi1 a 1:
Fila 2:
Fila 3:

1 . 000
O. 000
O- OOO

O. 000
2. 000
i . 000

MATRIZ B

Fila 1:
Fi la 2:
F i 1 a 3:

1 . 000
-I . OOO
O. 000

1 . 000
i . OOO
O. OOO

MATRIZ C

Fila I:
Fila 2:

i . 000
O. OOO

MATRIZ F

Fila 1;
Fila 2:

-1 . 500
-1.500

2.5OO
-2. 500'

4. 500
-4. 500

MATRIZ G

Fila 1:
Fila 2:

O. 5OO
0. 5OO

-O.500
O. 50O

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matrices numeradores de Ge en potencias de s
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Grada 2

Fila 1:
Fila 2:

1 . 000
O. OOO

O. 000
O. 000

Grado 1

Fila 1:
Fila 2:

O. 000
O. 000

o. ooo
1 . 000

Grada O

Fila 1:
Fila 2:

O. OOO
O. OOO

Pal i nomio carácter!stico

Grado3:
Grado2:
Gradol:
GradoOí

i . OOO
2« 000
O. OOO
O. 000

*

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de l'os polos:

Real es
• O.000
O. 000
-2-000

Imaginarias
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EJEMPLO NO.

DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACION DE ESTADO

MATRIZ A

Fila
Fila
Fi 1 a
Fila
Fila
Fila

0- 000
0--OOO
o. ooo
o. ooo
0. 000
o. ooo

1 . 000
0. 000
0 - OOO
0. 000
0. OOO
o. ooo

0. 000
1 . OOO

-1 . 000
o. ooo

• . o.ooo
0. 000

0. OOO
o. ooo
0. 000
o. ooo
0. OQQ
o. ooo

0. 000
o. ooo
0. OOO
1 . OOO
o . o o o
o. ooo

O. 000
("! . OOO
o. ooo
o . ooo
1 . 000
O. 000

MATRIZ B

Fi 1 a\a

Fila
Fila
Fila
Fila

4

0. 000
1 . OOO
0. 000
O. OOO
0- 000
1 . OOO

1 . OOO
O. OOO
O. 000
0 . OOO
O. OOO
O . OOO

MATRIZ C

Fila i:
Fila 2:

í . 000
O. 000

O. 000
O, OOO

O. 000
O - 000

0. 000
1. 000

O. 000
O. 000

O. 000
0. 000

MATRICES DIAGONALES Mk

Matriz MO

Fila 1:
Fila 2:

O. OOO
O. 000

O. 000
-1 .000

Matriz Mi

Fila 1:
Fila 2:

0. 000
O. 000

O. 000
-i , 000
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Matriz M2

Fila 1:
Fila 2:

O.OOO
O. OOO

O. 000
-I . 000

MATRIZ F

Fila 1:
Fila 2:

O- 000
O. OOO

O. OOO
-1.000

O. 000
O. 000

-1 - 000
O. 000

-1 . 000
O. 000

-1. 000
O. 000

MATRIZ G

Fila 1:
Fila 2:

0. OOO
1, OOO

1. OOO
O. OOO

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matr i ees numeradores de Be en poli ene i as de s

Grado 5

Fila Is
Fila 2:

1 . OOO
0. 000

Grado 4

Fila 1:
Fila 2:

Grado 3

Fi la 1:
Fila- 2s

2. OOO
O. 000

O. 000
1 . OOO

Grado 2

Fila 1:
Fila 2:

2. 000
O. OOO

0.000
1 . 000

Grado J.

Fila 1:
Fila 2:

1 . OOO
O - OOO

O. 000
O. 000
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Grado O

Fila 1:
Fila 9-i

O. 000
O. OOO

O. OOO
O. OOO

Poli nomi o caracterí Bti co

Gradoó
GracloS
Grado4
Graclo3
Grado2
Gradol
GradoO

1 . OOO
2. 000
2. OOO
2. OOO
1 . 000
O. 000
O. 000

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de los polos:

Real es
0. 000
O-000
-1.000
-1.000
O. 000
O. OOO

Imaginari as

0. 000
-O, 000
1. OOO

-i . 000
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EJEMPLO NO. 4.I

ÜCTilIJUimOaiS^̂ I-

DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACIÓN DE ESTADO

MATRIZ A

Fi 1 a 1 :
Fila 2:
F i 1 a 3:

O. 000
2. 000
1 . 000

i . 000
3. 000
1. 000

O. 000
O. OOO
1 .. OOO

MATRIZ B

Fila 1;
Fila 2:
F i 1 a 3"

0. 000
1. 000
O. 000

O. 000
0. 000
1. 000

MATRIZ C

Fila i:
Fi 1 a' 2:

i . OOO
O. OOO

1 . 000
O. 000

O- 000
i . 000

MATRICES DIAGONALES Mk

Matriz MO

Fila i:
Fila 2:

-1 . OOO
O. OOO

O. OOO
-2. 000

MATRIZ F

Fila i:
Fila 2:

•3. 000
-.t . OOO

-5- 000
-1 . 000

O. 000
-3. 000

MATRIZ B

Fila Is
Fila 2:

i - 000
O. 000

O.'OOO
1 . OOO
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MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matrices numeradores de Ge en potenci as de s

Grado 2

Fila 1: 1.000 O-OOO
Fila 2: 0.000 1.000

Grado 1

Fila 1: 3.000 O,OOO
F i 1 a 2: O.OOO 2.OOO

Grado O

Fi1 a 1: 2,000 O.000
Fi 1 a 2: O.000 1.000

Palinomio carácter!stico

Grado3: 1.OOO
Grado2: 4."000
Grado!: 5,000
GradoO: 2.OOO

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de 1 os polOB:

Reales Imaginarias
-0.993
-1.O02
-2.000
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EJEMPLO NO. 4.2

DESACOPLAMIENTO POR REAL1MENTACIÓN DE ESTADO

MATRIZ A

Fi 1 a 1:
Fila 2:
Fi la 3:

1 . OOO
O. OOO
O- 000

1. OOO
1 . OOO
O. OOO

O. OOO
0 - OOO
1 . OOO

MATRIZ B

Fila Is
Fila 2:
Fila 3:

O M OOO

1. 000
1 . 000

i . 000
O. OOO
0. 000

MATRIZ C

Fila i:
Fila 2:

-1. 000
O. 000

MATRICES DIAGONALES

Matriz MO

Fila i:
Fila 2:

-1. 000
O. OOO

O. 000
-2. 000

MATRIZ F

Fila 1:
Fi1 a 2:

O. OOO
-2.OOO

-3. 000
-3. 000

O. 000
2. 000

MATRIZ G

Fila i:
Fila 2:

. O.OOO
1 . OOO

1. 000
O. 000
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MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matriees numeradores de Ge en potencias de

Grado 2

Fila 1:
Fila 2:

1. 000
O. OOO

0. 000
1. OOO

Grado 1

Fi la 1:
Fila 2:

1 , OOO
O. OOO

O. 000
O'. 000

Grado O

Fila 1:
Fila 2:

-2.000
O. OOO

O. 00U
--1 . OOO

Polinamio carácterí stico

Grado3:
Grado2:
Grado1:
GradoO:

1. 000
2..OOO
-1.000
~2.000

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de 1 os pal os:

Reales Imaginari
1. 000

-i.OOO
-2.OOO



- 270

EJEMPLO Nfi.

DEBACOPLAMIENTO POR REALIMENTADION DE ESTADO

MATRIZ A

Fila i
Fi la 2
Fila 3
Fi ] a 4
Fila 5
Fi la ¿>

1 . OOO
i . O OO
o.-ooo
0 - 000
0- OOO
J . OOO

0. 000
0. 000
0.000
4. OOO
O. OOO
0. OOO '

0- OOO
£") . OOO
O - 0 0 0
O . OOO
i „ ooo

• 2.000

2. 000
1 . 000
5. 000
o. ooo
O. OOO
0. 000

0. 000
1 . OOO
0_ 000
o . ooo
1 _ OOO
0. OOO

0. OOí.
O. OOí
O.OOt
1 . OOí
O OOí.
5 .OOC

MATRIZ B

Fila 1:
Fila 2 ;
F i la 3 :
Fila 4:
Fila 5 :
Fila ¿>:

2, 000
1 . 000
0. 000
4 - 000
2. 000
i . 000

O. OOO
o . ooo
1 - OOO
O. OOO
0. OOO
2. OOO

5. 000
i . 000
O. 000
O. 000

Oí 000
2 - OOO
O. 000
0. 000
1. 000
O. 000

MATRIZ C

Fi la 1 :
Fila 2:
Fila r̂  :
Fila 4:
Fila 5:

4. OOO
2. OOO
O. OOO
O. OOO
0. 000

0. OOO
O , OOO
o. ooo
2. 000
0. 000

0. OOO
O „ OOO
2 „ O 0 O
O . OOO
0. OOO

O. 000
1 . OOO
o. ooo
i . ooo
0. 000

i - 000
O . (TOO
5. OOO
O . OOO
1 . 000

O, OOO
1 t") O f ")
o oon
1 o o o
0. 000

MATRICES DIAGONALES Mk

Matriz MO

Fila i:
Fila 2:
Fila 3 :
Fila 4:
Fila 5 :

-i . 000
o. ooo
0. 000
o. ooo
0. 000

O. 000.
-2. OOO
0. OOO
o, ooo
0. OOO

0. 000
0. 000

--3. 000
0. OOO
0. OOO

0. 000
o. ooo
0. 000

— 1 OOO
o. ooo

0. 000
O. OOO
0. 000
O. OOO
-4. OOO
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MATRIZ F

F i 1 a 1 :
Fila 2:
F' i 1 a 3 :
Fila 4:
Fi 1 a 5:

-0-913
0 . 370
0.249
»0. 174
0 - 332

-0. 174
-1.739
0. 138
0.348
-0.482

0-174
-1.261
—0. 229
-0.348
0 - 028

-0. 435
0. 652
0 . 1 64

-1. 130
-0. 115

0.011
-1 . 141
-0.839
0. 728
0.314

-0 .348
-3.473
0 . 049
0.696
0. 399

MATRIZ G

Fila
Fila
Fi 1 a
Fila
Fila

1:
r? .
-?.; .

4:
5:

0.
-0.

t~\.

0.

076
489
O43
098
109

0.
0.
0.

— 0.
-0 .

043
435
034
OS 7
289

— 0.
0.
0.
0.
0,

O43
065
0 1 2
087
0 1 6

0.
0.

— 0.
f~\.

000
000
045
O O O
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0.
0.
0.

—0 .
— ~f"V

141
1 63
166
533
279

MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matri ees numeradores de Ge en potenci as de

bradc

Fila
Fi 1 a
Fi I a
Fi la
Fila

D

1

r¿

-r

4
5

j

J »
O.
O.

—o .
-0.

OQO
o no
000
ooo
000

~~r\.

— ~i~\O .

— - (~\o

000
on o
O DO
000

0.
0.
1.
í") .
o.

000
ooo
000
non
000

—o.
-0 .
-—O

1 .
0.

no o
OOO

ooo
O Oí")
000

"— í")

—o .
—o
i.

ooo
ooo
ooo
ooo
000

Grado 4

Fila 1 :
Fila 2:
Fila 3:
Fi 1 a 4:
Fila 5:

IX. 174
-O. OOO

0. 000
0. OOO
0. 000

—0. OOO
12. 374
-0. 000
-O. OOO
-O. 000

0. OOO
O . OOO
11. 174
O . OOO
-o. ooo

—O . OOO

-0. 000
IX. 174
0. 000

— O_ OOO
-•(") OOO
—0. 000
—O . OOO
10. 174

Grado 3

Fi 1 a 1 :
Fila 2:
Fi la 3 :
Fila 4:
Fila 5:

66. 7̂ 9
—O. OOO
O. OOO
0. OOO
0. 000

-0. 000
55. 565
—O. OOO
—O. OOO
-O. 000

0 - 0 0 0
O. OOO
46. 391
o. ooo
-o. ooo

0. OOO
—O . OOO
—O. OOO
66.7̂ 9
0. 000

—O. OOO
—O . OOO
—o. ooo
—O . OOO
39.217
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Grado 2

•t

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fila 4:
Fila 5:

Grado 1

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:
Fi 1 a 4:
Fila 5:

Grado 0

Fila 1:
Fi la 2 :
Fila 3:
Fila 4:
Fila 5:

Pol i nomio

Grado6
Grado5
Grado4
Grado3
Brado2
Gradol
GradoO

161.
-0.
0.

—O

0.

i 82.
—0.
0.

—O
o

76.
f"j

0-
: t~\.

087
000
ooo •
OOO
000

696
OOO
ooo
ooo
ooo

174
OOO
000
000
000

carácter! sti

1.
14.
79.

OO~7
JL.^. i .

343.
258.
76.

OOO
174
913
826
783 -
870
174

0 . 000
116.696
— 0. 000
0. OOO
-O. 000

0. 000
110.391
—O. OOO
•o . ooo
—0. 000

0 . 'OOO
38. 087
-0. 000
0. 000

—O. 000

co

o. ooo
o. ooo
77.826
O. 000
-O.000

O. 000
o.ooo

O. 000
O. 000
—O.000
1S2.696
O. 000

-o.ooo
—O.000
—O.000
—O.000
59.957

-O.000
—O.000
O. 000
O. 000
19.043

F:'OLOS DE LAZO CERRADO

Partes de los polos:

Real es Imaginari as
-0.997
—4.OOO
-1.003
-3.174
-2-000
-3.000
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5.3.- DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACION DE SALIDA

*
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EJEMPLO NO. J.

DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACIÓN DE SALIDA

MATRIZ A

Fi 1 a
Fi la
Fila

1: 1 . 000
O. 000
O. OOO

0.000
2. 000
1 . 000

0.000
O- 000
3- OOO

MATRIZ B

Fila i:
Fila 2:
Fila 3:

i . OOO
-1 - OOO
O. 000

1. 000
i . OOO
O. 000

MATRIZ C

Fila 1:
Fila 2:

1 . 000
O. OOO

O. 000
O. 000

O. 000
i . 000

MATRIZ DIAGONAL DELTA"

Fila Í-:
Fila 2:

-i . 000
O. OOO

O. OOO
-3. OOO

MATRIZ H

Fila 1
Fila 2

-1 . 000
-1 . OOO

1 i.000
-11. OOO

MATRIZ G

Fila 1;
Fila 2:

O. 5OO
Ó. 50O

-O. 500
0. 500
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MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matrices numeradores de Ge en potencias de s

Grado 2

Fi1 a i: 1.000 0.000
Fi1 a 2: O.000 O . OOO

Grado i

Fi1 a 1: -5.000 0.000
Fi 1 a 2: O - OOO 1 . 000.

Grado O

Fi1 a 1: 28.000 O- 000
Fila 2: O -OOO 1.OOO

Poli nomio carácter!stico

Grado3: 1.OOO
Grado2: -4.000
Grado!: 23.OOO
GradoO: 28-000

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de los polos:

Real es Imaginari as
— 1 - 000
2.500 4.664
2.500 -4.664



EOEMPLO

DESACGPLAMIENTO POR REALIMENTACION DE SALIDA

MATRIZ A

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:

O. 000
-1 . 000
O. 000

1.000
i „ 000
O. 000

1. 000
O- 000
3. 000

MATRIZ B

Fila 1:
Fila 2:
Fi 1 a 3:

0.000
1. 000
1. O O O

0. 000
1. OOO
O. 000

MATRIZ C

Fila is.
Fila.2:

O. 000
1 . OOO

U. OOO
O. OOO

1. 000
O. 000

MATRIZ DIAGONAL DELTA

Fila 1:
Fila 2:

-1. 000
O. 000

U. U00
-2. OOO

MATRIZ H

Fila 1:
Fila 2:

-4. OOO
6. OOO

O. OOO
-2. 000

MATRIZ G

Fila 1:
Fila 2:

000
OOO

O. 000
1 . 000
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MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

hatr i ees numeradores de Ge en potenci as de s

Grado 2

Fila 1:
Fila 2:

1» 000 O.000
O.000 O.000

Grado 1

Fila 1:
Fila 2:

-1. 000
O. 000

O. 000
i . 000

Grado O

Fi 1 a 1:
Fila 2:

0. 000
1. 000

Poli nomio caracterí sti co

Grado3s
Grado2s
Grado!;
GradoO:

1. 000
0. 000
2. 000
T5. OOO

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de 1OB pal os:

ImagínariasReal es
-I.000
O. SO O
-O.500

1.658
-1.658
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EJEMPLO Nfi.

DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACIÓN DE SALIDA

MATRIZ A

Fila 1:
Fila 2:
Fila 3:

0. 000
2. OOO
1. 000

1. 000
3. OOO
1. 000

O. OOO
0. 000
1. 000

MATRIZ 8

Fila 1;
Fila 2:
Fila 3:

O. OOO
í . 000
O. OOO

O. 000
0. OOO
1. 000

MATRIZ C

Fila i
Fila 2

1. OOO
O. 000

1. 000
O. OOO

O. 000
1 . 000

MATRIZ DIAGONAL DELTA

Fila 1:
Fila 2:

-2. 000
O. 000

O. 000
-i . 000

MATRIZ H

Fila 1:
Fila 2:

-6- 000
-1 . OOO

O. 000
-2. 000

MATRIZ 6

Fila 1:
Fila 2:

1 . 000
O. 000

O. 000
i . 000
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MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA DE LAZO CERRADO

Matri ees numeradores de Ge en potencias de s

Grado 2.

Fila 1:
Fila 2:

1. 000
O. 000

O. 000
1 . 000

Grado 1

Fila 1 :
Fila 2:

2. 000
O. 000

O. 000
3. 000

Grado O

Fila i:
Fila 2:

1. 000
O. OOO

O. 000
4. 000

Poli nomi o caracterí sti co

Grado3:
Grado2:
Gradol:
GradoO:

i . Oí_">0
4- 000
7. OOO
4. 000

POLOS DE LAZO CERRADO

Partes de 1 os pal as:

Real es Imagi narias
— 1 - 000
-1-500 1.323
-1.500 -1.323



C A P I T U L O 6

1.- CONCLUSIONES.

i



1.- CONCLUSIONES.-

En este trabajo se realiza el estudio de las tres técnicas

para desacoplar un sistema multivariable: por matriz función de

transferencia, por realimentación de estado, y por realimentación

de salida; los mismos que consisten en determinar un compensador

de acuerdo a cada técnica, de tal forma que el sistema acoplado

multivariable pueda convertirse en un desacoplado, permitiendo

que cada entrada controle solamente una salida y que cada salida

pueda ser controlada por una sola entrada. Se hace también la

consideración de que el número de entradas m que es igual al

número de salidas debe ser menor o igual al orden del sistema n ;

es decir; m ̂  n.

En la técnica por matriz función de transferencia, el al-

gori'trao que se utiliza es de muy fácil resolución matemática,

pero la aplicación ya sea manual o computarizada, es bas-

tante complicada. Esto debido a que se debe determinar la inver-

sión de la matriz de la planta Sp, cuyos elementos son fracciones

de polinomios, y no existe métodos adecuados para realizar dicha

inversión. Por ello se hizo un estudio para resolver este proble-

ma, el mismo que tiene la deficiencia de obtener la matriz inver-

sa Sp-1 con los elementos de grados muy altos, por tanto, el re-

sultado para poder darle significado físico, se le aproxima a un

compensador PID, siendo por consiguiente un método aproximado,

que no siempre serviría para diseño de sistemas de control.

El desacoplaiüiento por realimentación de estado de un sis-

tema lineal invariante -en el tiempo se ha resuelto, mediante la
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determinación de las condiciones necesarias y suficientes para su

desacoplamiento en términos de la no singularidad de la matris

E* - Se ha establecido la clase 3> de todas las matrices de rea-

limentación que desacoplan el sistema y además se desarrolló una

técnica de síntesis para la ubicación de los polos de laso cerra-

do deseados, mientras se desacopla el sistema. Obteniéndose el

desacoplamiento de un sistema, se puede realisar el control de

sistemas multivariables, específicamente en la estabilización,

Por la gran cantidad de ejercicios realisados, se puede

establecer, para el desacoplamiento por realírnentación de estado,

existen sistemas que pueden ser desacoplados para un subconjunto

de matrices E., a pesar que la matriz función de transferencia de

laso cerrado en 'función de los parámetrosf no sea diagonal. En-

tonces,' se realiza pruebas de tanteo introduciendo nuevos valores

de f o de las matrices diagonales ü.k, para tratar de eliminar los

el"ementos diferentes de cero de la matriz función de transferen-

cia, que no están en la diagonal principal (ver ejemplo 3.2.4 ).

Para la realimentación de salida se presentan las condicio-

nes necesarias y suficientes, las cuales producen el desacopla-,

miento de sistemas lineales multivariables. Aun cuando estas con-

diciones son satisfechas, la respuesta del sistema desacoplado no

puede ser aceptable. Cuando esto ocurre es posible añadir diná-

mica al sistema desacoplado, haciendo un estudio de cada subsis-

tema de una entrada - una salida para obtener la respuesta desea-

da. Por lo expuesto, se requiere mayor investigación para deter-

minar cuando el desacoplamiento y estabilidad pueden ser obtenl-
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dos usando realimentación de salida; puesto que las condiciones

de desacoplamiento ya están establecidas, falta de determinar

las condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de

sistemas controlables y observables de una entrada - una salida

usando realimentación de salida.

Para diseño de sistemas, el des acoplamiento por realirnen-

tación de estado es más aconsejable que el desacoplamiento por

realimentación de salida, ya que por medio del primero se puede

conseguir simultáneamente el desacoplamiento y estabilidad del .

sistema3 mientras que en la segunda técnica para desacoplar el

sistema se necesita prácticamente de un compensador u observador

para estabilizar dicho sistema.

Desacoplamiento por realimentación de estado no necesaria-

mente implica desacoplamiento por realimentación de salida, por

tal razón, se realizó un estudio separado de las dos técnicas en

mención. Sin embargo, si un sistema puede ser desacoplado por

realimentación de salida ,necesariamente se desacopla por reali-

mentación de estado.

En definitiva, en las técnicas de desacoplamiento por rea-

lamentación de estado y realimentación de salida, luego de produ-

cirse el desacoplamiento, si el sistema no es estable para al-

gunos pares entrada - salida, se puede añadir un compensador so-

lamente para estabilizar esos pares inestables, ya que sólo se

necesita de un estudio de control para sistemas de una entrada-

una salida.
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Por otro lado, debido a que la bibliografía consultada trae

¿; ' inforraación incompleta, se tuvo muchos inconvenientes para es-
*;

tablecer el análisis computacional. Además, estas fuentes con-

tenían vacíos y errores conceptuales; vacíos que en su conjunto

fueron superados en base a una investigación profunda del autor

de este trabajo, y por las correcciones de • nuevos documentos;

hechos g.ue determinaron llegar a establecer las correcciones ne-

cesarias .

ft
Los programas computacionales•se realizaron en el lenguaje

de alto nivel PASCAL, pero para .su mejor utilización se les hizo

ejecutables desde el sistema operativo, a fin de que puedan ser

utilizados por cualquier persona, sin que le sea necesario el

conocimiento del lenguaje Pascal, ya que están en leguaje objeto

y no se necesita del compilador Pascal.

.$ El programa desacoplamiento por matriz función de trans-

ferencia tien,e restricciones en el orden del sistema y número

de entradas y salidas, debido a la capacidad de memoria del com-

putador utilizado (ver límites en la tabla A.l, en el manual de

uso para el desacoplamiento por matriz función de transferencia) .

Además, la aproximación a un compensador PID de cada elemento del

compensador serie Qc no necesariamente existe, por lo cual los

resultados obtenidos del desacoplamiento por esta técnica no se

imprime en papel.

Por lo anterior, y debido a que los programas computaciona-

les en las tres técnicas son extensos, dichos programas fueron

desarrollados independientemente, pero al realizarlos ejecutables
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a través del sistema operativo, se los utiliaa por medio de un

menú para la selección de cualquier técnica de desacoplamiento.

Respecto a los subprogramas, estos están establecidos en

muchas obras, por lo que se ha dado prioridad a cosas nuevas y

por supuesto a los conceptos sobre la teoria de la tesis. Pero se

ha hecho un estudio personal de todos los subprogramas; como

queda dicho, la teoria se puede encontrar en las referencias in-

dicadas .

La teoria de desacoplamiento por realimentación de varia-

bles de estado, en sistemas de control multivariables es genera-

lizada, para incluir el caso donde un subconjunto del' conjunto

de salidas es el candidato para el desacoplamiento. Los sistemas

en los cuales tal desacoplamiento es empleado se llamarán

"parcialmente desacoplados". Esta técnica,utilizando el concepto

de subespacios de controlabilidadj puede ser analizada en un pos-

terior trabajo.

En esta sección se ha incluido solamente las conclusiones

de carácter general, puesto que las particulares se han estable-

cido .en cada técnica de desacoplamiento.



A P É N D I C E * A *

MANUAL DE USO



Partiendo del hecho que el computador está prendido, se

introduce en la unidad de diskette (floppy disk drive), el dis-

kette en el que se encuentran los programas de esta tesis. A con-

tinuación teclear el nombre del archivo MENÚ y luego pulsar la

tecla "Enter", al cargarse en memoria este, aparecerá en pantalla

el siguiente menú:

DESACOPLAMIENTO DE SISTEMAS

0 - FIN

1 = MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA

2 = REÁLIMENTÁCION DE ESTADO

3 = REÁLIMENTÁCION DE SALIDA

ESCOJA UNA OPCIÓN ( O , 1, 2 , 3 ) : „

OPCIÓN 0.-

•Esta opción corresponde a la terminación de la ejecución

de los programas, en pantalla aparecerá la palabra FIN y de in-

mediato se sale al sistema operativo.

OPCIÓN 1,-

Esta opción corresponde a la técnica de desacoplamiento por

matriz función de transferencia.

Al introducir los. datos se presenta el inconveniente,



que las matrices polinomiales se descomponen en una suma de ma-

trices constantes , en potencias crecientes de s .

La matriz polinomial de la planta Gp debe estar expresada

de la siguiente forma:

1
Gp = - - GpL

DELTA

donde: GpL = Matriz polinomial .del numerador de la planta Gp .

DELTA = Polinomio mínimo común múltiplo de los denominado-

res de los elementos de la planta Gp .

Luego que se realizan los cálculos correspondientes y se

obtienen los resultados , en los cuales pueden aparecer los si-

guientes comentarios :

- "No hay aproximación", quiere decir que no se puede aproximar-

ese elemento de la matriz Ge (que es el compensador serie que se

añade para producir el desacoplamiento del sistema) , a un compen-

sador PID, debido a que el grado del numerador es mucho menor al

grado del denominador. Por lo tanto, este es un inconveniente

para poder establecer un adecuado compensador.

La aproximación PID no se obtiene directamente por medio

del programa, ya que si el gi-ado del numerador es mayor al grado

del denominador en dos o más , se obtendria elementos del compen-

sador con grado mayor o igual a doe, entonces se presentan los

polinomios completos para que el diseñador, si cree conveniente,

lo deseche y establezca el compensador PID .



"No hay compensador", este mensaje aparece en pantalla cuando

los elementos de la matriz Ge son cero, entonces no existe com-

pensación .

"ERROR está mal dada la matriz diagonal GD", se da cuando la

matriz diagonal GD es singular, es decir, siendo GD una matriz

diagonal, uno de sus elementos es igual a cero.

Los elementos de la matriz diagonal GD, que es la matriz

función de transferencia a.la que se quiere llegar, se introducen

simultáneamente el numerador y el- denominador correspondiente a

la diagonal principal.

Cuando el programa llega a su fin se regresa al menú.

En la tabla ( A . 1 ) se presentan los valores limites para

la entrada de datos, estos limites se crean debido a la capacidad

del computador (compatible con IBM de 512 K de memoria RAM), el
X

mismo en el que se realizó el estudio de la presente tesis.

N

5

4

3

M

4

5

6

MI

3

6

10

Tabla A . 1



donde: N = Orden de la matriz Gp, ( entradas = salidas ).

M - Mayor grado de los elementos de la matriz Gp, una

vez encontrado el mínimo común múltiplo de los deno-

minadores ,

MI - Mayor grado de los numeradores y denominadores de

los elementos de la matriz diagonal GD.

En este programa no se incluye la impresión de los resul-

tados en papel, según lo explicado en la sección 3 . 1 . 2 , pero

se ha incluido adicionalmente el archivo FUN.CQM, ejecutable

desde el Sistema Operativo, realisado exclusivamente para este

propósito,

OPCIÓN 2.-

. Esta opción corresponde a la técnica de desacoplamiento por

realimentación de estado.

La introducción de datos es muy simple ya que se lo hace a

través de teclado, y también debido a que los elementos de las

matrices del sistema, representado en espacio de estado, son

constantes.

A continuación todo el programa realiza un diálogo

persona - máquina, para que el diseñador tome decisiones a sus

requerimientos.

Luego se pide introducir los elementos de la diagonal prin-

cipal de las matrices diagonales Mk, k = O, 1, ... ,max di e

i " 1, ... ,m¡ o introducir los valores de los parámetros libres



f. Siendo aconsejable que estos datos sean negativos, de acuerdo

a lo explicado en la técnica, desacoplan'jiento por realinxentación de

estado, en la sección 3 . 2 . 5 ; estas matrices diagonales Mk y

los parámetros libres f son los que cambian la ubicación de los

polos de laso cerrado, entonces, se puede cambiar estos paráme-

tros las veces que se desea, hasta conseguir los polos de laso

cerrado deseados.

Los resultados calculados se obtienen en pantalla, y si el

diseñador está satisfecho con los mismos, habiéndose cumplido

desacoplamiento y estabilidad, el programa le pregunta si desea

imprimir en papel, siendo posible escoger o no esta alternativa.

Termina este programa para luego regresar inmediatamente

al menú.

OPCIÓN 3.-

Esta opción corresponde a la técnica de desacoplamiento poz~

realimentación de salida, siendo muy similar a la opción 2 para

la manipulación del programa, como se verá a continuación.

El ingreso de datos se hace desde el teclado para las ma-

trices que representan el sistema en espacio de estado.

Al igual que en la opción anterior se realiza un diálogo

persona - máquina.

Se introduce los elementos de la diagonal principal de la

matris diagonal DELTA, que es la que cambia la ubicación de los

polos de laso cerrado, siendo posible cambiar esta matriz diago-



nal, .hasta obtener los polos de laso cerrado deseados.

Los resultados son presentados siempre en pantalla, pero

existe la alternativa de escoger, si se desea imprimir en papel.

Igual a las otras dos técnicas, al terminar el programa

regresa al menú.

En cualquier programa si se presenta errores de: ejecución,

entrada, y salida; inmediatamente se sale del programa correspon-

diente hacia el menú, sin especificar cuál fue el error que se

produjo. Entonces, se debe escoger la técnica de desacoplamiento

deseada y reingresar los datos.

En el momento de la impresión de resultados en papel, si

aperece en pantalla el comentario "Abort,Retry,Ignory ?" y a con-
*

tinuación " No paper error writing device PRN", puede ser debido

a que no está.prendida la impresora o se terminó el papel. Para

poder continuar con la impresión se pulsa la letra "i", pero pai~a

terminar se pulsa la letra "a" o se pulsan simultáneamente las

teclas CTRL y BREAK.

En caso de. que se introduzca valores mayores a los límites

de cada programa, aparecerá en pantalla el comentario correspon-

diente, indicando la condición que deben cumplir dichos valores.



A P É N D I C E * B *

LISTADO DE PROGRAMAS



DESACOPLAMIENTO POR MATRIZ FUNCIÓN DE TRANSFERENCIA



TURBO PASCAL Program Lister, Copyright 1983 Borland International Page
Listing of: FUNCIÓN.PAS

1 program DesacoplamientoMatriaFuncionTransferenciaíinput,output);
2 const
3 Longitud=125;
4 MaxOrdenMatriz=5;

6 Index-O..Longitud;
7 OrdenN-1..MaxOrdenMatris;
8 Matrices~a£r_sY[OrdenN,OrdenN,Index] of integer;
9 VectorP=airay[ índex] of integer;
10 MatrisN=array[l-.2,OrdenN,OrdenN] oj integer;'
11 Vectores=axca3í[-l--Longitud] of real;
12 var
13 N:OrdenN;
14 M,T,ORO,MI:integer; .
15 i,j,k 3k1,k2:Índex;
16 Grado, Gradol íGrado2,JX,JY,k3íRR: integer;
17 Delta, Nn, Dn 3 nú 3 num, dpi, den, NQpL: VectorP;
18 Ge 3GpL:Matrices;
19 GD,Gon:MatrisN;
20 PID, denl^numl: Vectores;
21 Gcdraxrarfl. . 2, OrdenN, Index] o£ áriteger;
22 Z,S:char;

24 procedure ProductoMatricesPolinomiales (FilaMl, ColumnaM2, FilaColumna: OrdenN;
25 GradoMl,GradoM2:Index;
26 Matrial,Matris2:Matrices;
27 var Producto:Matrices);

29 var
30 k3:OrdenN;

32 begin {ProductoMatricesPolinomiales}
33 for k:=0 ±Q GradoMl-fGradoM2 da
34 be-gjji {for k}
35 fox i:=l ±Q FilaMl ds
36 begin {for i}
37 fcr j:=l ±Q ColuranaM2 dQ
38 . Producto[i,j,k]:=0
39 end {for i}
40 end; {for k}
41 for kl:=0 ±Q GradoMl ¿Q
42 hsgin {for kl}
43 k:=kl;
44 for k2:~0 ±ü GradoM2 ¿Q
45 begin {for k2}
46 fpr i:-l ±fi FilaMl ¿Q
47 begin {for i}
48 for j:=l ÍQ ColuirmaM2 d&
49 . l2egin {for j>
50 . for k3:=l ÍQ FilaColumna ÜQ



TURBO PASCAL Program Lister, Copyright 1983 Borland International Page
Listing of: FUNCIÓN.FAS

51 t£gi£ {for k3}
5 2 Producto[i,j,k]:=Producto[ i, j , k ]+
53 Matrisl[iIk3Jkl]^'MatrÍ32[k3J j ,k2]
54 eoíd {for k3>
55 end. {for j}
56 gnd; {for i}
57 k:=k+l • ' '
58 end {for k2}
59 encj {for kl}
60 end; {FroductoMatricesPolinomiales}

62 proceda re. PProductoMatrisPolinomio (Fila, Columna: QrdenN; GradoM, GradoP: Index;
63 Matris: Matrices; Polinomio: VectorP;
64 . • yar Produc:Matrices);
65 beffin {FProductoMatriaPolinomio}
66 £QJC k:=0 ±Q GradoM+gradoP ¿Q
67 begin {for k}
68 for i— 1 ±Q Fila <¿Q
69 begin {for i}
70 for j:~l to Columna do
71 Produc[i,j,k]:=0
72 end {for i}
73 end: {for k}
74 for kl:=0 ÍQ GradoM do.
75 begiD {for kl}
76 k:=kl; •
77 for k2:=0 to GradoP &¿
78 - bsgin {for k2}
79 - for i:=l ±Q Fila ¿Q
80 begin {for i}
81 for j:~l ±Q Coluirma do
82 - ProducCi.j.kDr-ProducLi.jJ^J+KatrizCiJ.kl]^
83 • Polinomio[k2]
84 snd; {for i}
85 k:=k+l
86 oná {for k2}
87 end {for kl}
88 end: {EProductoMatrizPolinomio}

90 Procedure FRroductoFolinomioPoliiiomio(GradoFl,GradoP2: Index;
91 PolinoiniolJPPolinoinio2: VectorP;
92 var Prod:VectorP);
93 ' begin {PRoductoPolinornioPolinomio}
94 for k:=0 ±Q GradoPH-GradoP2 dQ
95 Prod[k]:=0;
96 for kl:=0 ±Q GradoPl ÜQ
97 "begin {for kl}
98 k:=kl¡
99 for k2:=0 ±Q GradoP2 dQ
100 ' hsgiQ {for k2}
101 Prod[k] :=Prod[k]H-Polinomiol[kl]íKEPolinoiDÍo2[k2];
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.102 k:=k+l
103 end {for k2}
104 end {for kl}
105 gnú; {PRroductoPolinomioPoliî omio}

107 procedure MatrisInversaPolinomialCvar GpL:Matrices:var Denominador:YectorP)j
108 var
109 R;P:OrdenN;
110 F:Integer;
111 GpLInversa,AD,All)A12,A211A1112íA2111JDP:Matrices;
112 A22,DIDENOM:YectorP;
113 begjji {matrisInversaPolinomial}
114 All:=GpL¡
115 for k:=0 to 2*M dQ
116 D[k]:=0;
117 £QZ kl:=0 ±Q M do.
118 begin {for kl}
119 k:=kl;
120 £QT k2:=0 ±Q M ¿Q
121 Î s.iii {for k21
122 D[k]:=D[k]+All[lJl)kl]*All[212Ik2]-Áll[l12)kl]*All[21l,k2];
123 k:=k+l
124 end {for k2}
125 end; {for kl}
126 for k:=0 ±0. M ÜQ
127 tggin {for k}
128 ÁD[l)l3k]:-All[2J2Jk];
129 ' ADEl^kj^-ÁllCl^.k];
130 " AD[2Jl)k]:=-All[2Jl)k];
131 AD[2J2Jk]:~Áll[lJl,k]
132 enrl: {for k}
133 •' ORO:-2*M;
134 F:=M; R:=2;
135 lf N=2
136 then
137 . begin {then exterior}
138 QpLInversa: -ÁD ;
139 Denominador:=D
140 end {then exterior}
141 else
142 begin {elee}
143 for P:=3 to N dQ
144 begin {for P}
145 for k:=0 to F dQ
146 begjn {for k}
147 íor. i:=l ±Q P dQ
148 begin {for i}
149 . for j:=l ±Q F do. '
150 . l̂ gin {for j}
151 . - if (j=P) and (ioj)
152 then A12[i,l,k]:-GpL[i3jfk]
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154 if (i=P) and (ioj)
155 then A21[l,j,k]:=GpL[i,j,k]
156 else
157 ±£ (i=P) and (j=P)
158 ihen A22[k]:=GpL[i,j,k]
159 end {for j}
160 snd {for i}
161 end: {for k}
162 ProductoMatricesPolinomialesíR, 1)EÍM;FJAD)A12)A1112);
163 ProductoMatricesPolinoraiales(1,R,E,F,M,A21,AD:A2111);
164 PRroductoPolinoinioPolinomio (ORO ̂,0̂ 22, DENCM);
165 ProductoMatricesPolinomiales(1;1,R,F,OEO,A21,A1112,DP) ;
166 for k:=0 ±Q OROfF dQ
167 DENCM[k] :=DENCíMCkD-DPCl, l,k];
168 PRroductoPolinomioPolínomio (OEO, OEO+F, D, DENQW, Denominador) ;
169 EProductoMatriaPolinomio (R, E, M, OECH-F, AD, DENOM, All);
170 ProductoMatricesPolinoraiales(R,R, 1,ORO,ORO,A1112, A2111 ,DP);
171 ÍQT. k:-0 ±Q 2*OEO do.
172 begjü {for k}
173 for i:=l ±Q R dQ
174 t^gia {for i}
175 íor. j:=l to R do.
176 AnCiJ^l^AllCiJ^kD+DPCiJ,]!]
177 mu {for i}
178 ' end: {for k}
179 EProductoMatriaPolinoraio(E,1,ORO,ORO,A1112,D,A12);
180 EPi-oductoMatrisPoli2iojDÍo( 1,E, OEO, ORO, A2111,D, A21);
181 for k:=0 to 2*OfíO da
182 begjn {for k}
183 for i:=l ±Q R do
184 t̂ gia {for i}
185
186 .
187 end {for i>
188 • end; { for k}
189. FRroductoPolinanioPolinoffiio (OEO, ORO ,
190 fOT k:=0 ±Q 2*ORO dQ
191 begin {for k}
192 • for i:=l to P dQ
193 tíSSin {for i}
194 fer j:=i ±Q P ¿Q
195 begin {for j}-
196 if (j=P) -and (ioj)
197 then CvpLInversa[i3 j,k] :=A12[i, l,k]
198 £l££

199 if (i-p) and (ioj)
200 then GpLInversa[i,j,k]:=A21[1Jj,k]
201 - feiÉiS
202 if (i=F) and (j-P)
203 . . iban GpLInversaCi,jJk]:=A22[k]
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204
205 ená {for j}
206 end {for i}
207 snd; {for k}
208 M:=2#QRO;
209 ORO:-2*ORO+F;
210 lf PON
211 then
212 begin {then interior}
213 D: ̂Denominador;
214 AD: =QpLInversa ;
215 R:=R+1
216 end {then interior}
217 end {for P}
218 end: {else}
219 GpL: =GpLInver sa
220 end: {MatrisInversaPolinorrdal}

222 procetdure ReducirGrado( IR :integer;XY: Vectores ;var IXY:integer) ;
223 const
224 . EPS-0.001;
225 yar
226 IJ,IEE:integer;

228 . begin {ReducirGrado}
229 IRR:-IR;
230 IJ:=0;

232
233

235 if abs(Xr[IEÍR])<=EPS
236 itel IER:=IER-1
237 - £l££ IJ:=1
238 sod
239 else IJ:=1
240 until IJ=1;
241 IXY:-IRR
242 e-nd: {Reducir Grado}

244 procedure DivisionPolinoraios(IX: integer ;X:Vectores; IY: integer;Y:Vectores;
245 zar IP:integer;yax P:Vectores);
246 var
247 IIf Jl,II,XXI:integer;
248 XR:Vectores;

250 begin {DivisionPolinoraios}
251 XXI:=IX;
252 XR'~X*
253 ReducírGradodY.YJY);
254 if IY<0
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255 ±hen ER:=1
256 else
257 ksgin {else IY < 0}
258 ReducirGradotXXI^XXI);
259 if XXKO
260 then IP:=-3
261 else
262 tegin {else XXI < 0}
263 IP:=XXI-IY;
264 if IP<-1
265 then IP:=-2
266 else •
267 begin {else IP < -1}
268 XXI:=IY;
269 I1:=IP;
270 repeat
271 • II:=I1+XXI;
272 P[I1]:=XE[II]/Y[IY];
273 for k: = 1 ±Q XXI ¿Q
274 begln {for k}
275 Jl:=k-l+Il¡
276 XRCJ1]:=XR[J1]-P[I1]*Y[K-1]
277 ejici; {for k}
278 • Il:=íl-l
273 until IK-1
280 ' end. {else IP < -1}
281 end {else XXI < 0}
282 ' end {else IY < 0}
283 " sM; {DivisionPolinomios}

285 begin {DesacoplamientoMatrisFimcionTransferencia}
286 ' CLRSCR;
287 GOTOXYÍU.S);
288 writeí'DESACQPLAMIENTO FOR MATRIZ FUNCIÓN LE TRAI^ÍSFERENCIA");
289 GOTOXY(14,6);
OOn nví -t-c.( r —: f \¿j*jU WXJ-Uc^ ) ,

291 GOTOXY(14,9);
292 V7rite('GpL = Matriz numerador polinomial de la planta G p ' ) ;
293 GOTOXY(20,10);
294 write('del sistema, de dimensión (N x N x M).');
295 ' GOTOXY(14,13);
296 write('Delta - Polinomio, mínimo común múltiplo de los ');
297 GOTOXY(22,14);
298 write('denominadores de los'elementos de la matriz');
299 GOTOXY(22,15);
300 writeC'Gp, de orden T.');
301 GOTOXY(14,18);
302 write('GD = Matris polinomial diagonal, a la que se quiere");
303 GOTOXY(20,19);
304 wrlte('llegar para que el sistema sea desacoplado, de');
305 - GOTOXY(20I20);
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306 write('dimensión (N x N x MI).');
3Q7 GOTOXY(27,24);
308 write('PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
309 readln(z);
310 CLRSCR;
311 GOTOXY(15,8);
312 write('Grado de la Matriz GpL, (entradas = salidas): N = ');read(N);
313 GOTOXY(15,10);
314 write('Mayor Grado de los elementos de la Matriz GpL: M - ');read(M);
315 GOTOXY(15,12);
316 writeCMayor Grado del Denominador "Delta" de Gp: T - ');read(T);
317 GOTOXY(15;14);
318 writeC Mayor Grado de los elementos de la Matriz GD : Ml= ')jread(Ml);
319 IE N<~5
320 3EEH
321 BEGIN
322 GOTOXY(27,24);
323 write('PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
324 readln(2);
325 CLRSCR;
326 GOTOXy(35,5);
327 wrlteln('MATRIZ GpL");
328 writeln;
329 GOTOXY(13;-7);
330 wrlteln ('Matrices numeradores de la planta Gp en potencias de s');
331 - writeln;writeln;
332 - for k:=0 ±Q M dfi
333 be.gin {for k}
334 writeln ('Grado ",k);
335 . for i:=l ±Q N &>
336 tegio {for i}
337 fac j:=l ±Q N_dQ
338 begin {for j>
339 writeCGpLC,!,',', j ,',' ,k,')-') ;read(GpL[i, j ,k]);
340 writeC ')
341 end; {for j}
342 writeln
343 erd; {for i}
344 writeln
345 snd; {for k>
346 001X3X1̂ (27,24);
347 íTriteí "PARA CONTINUAR PULSE- "ENTER" ');
343 readlri(z);
349 CLRSCR;
350 GOTOXY(19,5);
351 writeln ('COEFICIENTES DEL DENOMINADOR "Delta" DE Gp');
352 writeln;
353 GOTOXY(10,7);
'354 writeln('Mínimo común•múltiplo de los denominadores de la planta Gp.");
355 GOTOXY(26,8);
356 writeln('En potencias crecientes de s');
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357 writeln;writeln ;
^ 358 for k:=Q ±Q T do.
™ 359 bsain {for k}

360 write('Delta(',k,'}=');read(Delta[k]);
361 writeC ')
362 end: {for k}

•363 GOTOXY(27,24);
364 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ') ;
365 readln(z);
366 CLRSCR;
367 00X0X7(17,5);
368 writeln('COEFICIENTES DEL NUMERADOR Y DENOMINADOR DE GD");
369 writeln;
370 00X0X7(5,7);

,. 371 write( 'Matrís función de transferencia diagonal Gd, a la que se quire ');
9 372 writeln('llegarr);

373 GOTOXYdl.8);
374 writeln('para desacoplar el sistema, en potencias crecientes de s.');
375 GOTOXY(1,9);
376 writeCC* Para q,ue el sistema sea desacoplado, la matriz GD debe ser r);
377 writeln('no singular ! * )");
378 writeln;
379 for k:=0 .to MI da
380 • begin {for k}
381 writeln('Grado ',k);
382 ÍOC i:=l ±Q 2 dQ
383 begin {for i}
384 for j:=l ±Q N do.

^ 385 begin {for j}
386 if i=l
387 then
,388 lasgia {then}
389 write( ̂
390 readCGDC
391 end {then}
392
393
394 •
395 read(GD[i,j,k])
396 . snd; {else}

^ 397 - write(" ")
^ 398 end; {for j}

399 writeln
400 snd; {for i}
401 writeln
402 £Dd; {for k}
403 0010X7(27-, 24);
404 writeCPARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
405 readln(2)j
406 for k:=0 to Mi úo.
407 b£g±n {for k}
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408 for i:=l ±Q 2 do
409 ibegin {for i}
410 far. j:~l ±a N da
411 begin {for j}
412 if 1-1
413 ihen GonClJ.kJ-GDClJjk]
414 else Gon[2, j ,k] :=GD[2, j .kJ-GDCl, j ,k]
415 end {for j} .
416 end {for i}
417 £nd; {for k}
418 MatrÍ3lnversaPolinoroial(GpL,dpl);
419 RR:=0;
420 for j:=l to N do
421 begin {for j}
422 for k:-0 ±Q_ MI ÚQ.
423 ksán {for k}
424 Nn[k]:=Gan[l,j1k];
425 Dn[k]:=Oon[2JjJk]
426 end: {for k}
427 PRroductoPolinoínioPolinomio (T, MI, Delta, Nn, nú);
428 PRroductoPolinomioPolinomio(ORO, MI, dpi ,Dn, den);
429 for k:-C) ±Q ORO+M1 ¿Q
430 GcdClJ^vl^denCk];
431 fpjc i:=l ±Q N dQ
432 begin {for i}
433 fer k:=0 ±Q M da
434
435
436 fcE k:-0 tp_ M+M1+T do
437 ' Gc[i,j,k]:~num[k];
438 ¿IX:=M+M1+T;
439 JY:=ORO+M1;
440 for kl:~0 ±a JX dQ
441 numl[kl]:=nura[kl];
442 fcr kl:=0 ±a JY da
443 . denl[kl]:=den[kl];
444 DivisionPolinomios(JX,numl,JY,denl,Grado,PID);
445 ' CLRSCR;
446 GOTOXYOS^);
447 writeln (' COÜPENSA3X)R Ge') ;
448 GOTOXY(30,7);
449 writeln('Compensador PID (r ,i,',',j,')');
450 writeln;writeln;
451 if Grado<=-2

453 êán {then}
454 if Grado=-2
455 then writeln('No hay aproximación') -
456 • filfífi writeln('Grado(0): O *No hay compensador')
457 ejad {then}
458 .e_l££
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459 begin {else}
460 for k3:=-l ±Q Grado da
461 writelnC Grado:',k3:2,' ',PID[k3]:10:3)
462 end; {else}
463 GOTOXY(27324);
464 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ") ;
465 readlri(s) ;
466 end {for i}
467 end: {for j}
468 CLRSCR;
469 GOTOXY(15,5);
470 writeCQuiere ver el Compensador Serie completo Ge (S/N) ');
471 readln(Z);
472 if (Z='S') sr. (Z='s')
473 then
474 begin {then}
475 00X0X1(27,24);
476 writeC-TARÁ CONTINUAR PULSE "ENTER" r);
477 readlri(s);
478 for .1-1 to N do
479 begin {for j}
480 for k:=0 to OROMl do
481 denl[k]:=Gcd[l,j,k];
48 2 ReducirGrado(ORO+M1,denl,Grado2);
483 CLRSCR;
484 GOTOXY(33;5);
485 - writeln("COMPENSADOR Gcr);
486 • GOTOXy(32,7);
487 writeln('DenominadorC*,r, j,f}r);
488 GOTOXY(1,8);
489 • writeC* = Indica todas las filas, porque el denominador ');
490 PTritelnCes el mismo-para cada columna');
491 writeln;
492 if RR-1
493 . then writeln('ERROR, ésta mal dado la Matriz Diagonal GD')
494 else

496 fox k:=0 ±Q Grado2 ds

498 if k<=9
499 then writef"Grado( ',k,'):',denl[k]:8:0, " ')
500 else write('Grado('(k,"):",denl[k]:8:O," ")
501 end
502 end:
503 GOTOXY(27124);
504 write(-PAEA CONTIÍ^UAR PULSE "ENTER" ' ) ;
505 readln(s);
506 for. i:=l to N dQ
507 ' ]jsg±a {for i}
508 ' for k:=0' ±Q M+M1+T dQ
509
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510 ReducirGradoCM+Ml-fT^uml.Gradol);
511 CLRSCR;
512 GOTOXY(33,5);
513 writeln('COMPENSADOR Ge');
514 GOTOXY(32,7);
515 writeln('Numerador(',i,',',j,')');
516 writeln;
517 if GradoKO
518 íheja write('Grado(0): O')
519 else

521 fer k:=Q io Grado 1 do
522 begin
523 if k<=9
524 - iliejQ write('Grado( ' ,k,'): ' ,numl[k] :8:0, ' ')
525 else write('Grado(',k,'):',numl[k]:8:0, ' ")
526 end
527 end: {else}
528 writeln;
529 GOTOXY(27,24);
530 write(TARÁ CONTINUAR PULSE "SNTER" ');
531 ' readln(s);
532 end {for i}
533 ' end {for j>
534 end: {then}
535
536

538 CLESCR;
539 GOTOXYC20510);
540 writeC EL ORDEN DEL SISTEMA DEBE SER N <= 5 , r);
541 GOTOXY(20)12);
542 ' write ('PORQUE NO ALCANZA LA MEMORIA DEL CCMPOTADOR");
543 GOTOXY(27,24);
544 • writeCFARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
545 read(Z)
546 END
547 .end.{DesacoplamientoMatrisFuncionTransferencia}
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1 Program RealimentacionDeEstado(input,output);
2 const
3 MaxOrdenMatriz^lO;
4 Max=64;

6 Index=l..Max;
7 Indice=Q..MaxOrdenMatriz;
8 OrdenN-1..MaxOrdenMatris;
9 MatrÍ3lJK=arE32[OrdenN)OrdenN,Index] of real;
10 Matrices-arrayCOrdenN',OrdenN,índice] of real;
11 MatrisReal-array[OrdenN,OrdenN] of real;
12 Imaginarias-axrâ [OrdenN, 1. .2] o_f real;
13 Vectores=arrayfOrdenN1 of real;
14 Vector0=array[índice1 of real;
15 var
16 N^, i, ii,j,kl ̂2̂ 3̂ 4,21 ̂2̂ 3,24:0̂ 61̂ ;
17 k,w: Index;
18 il,i2:índice;
19 A,B,C)E1,G)FfJGB)BAST,BASTINV)AlAST)A2ASTJADJANJMCAíMCATJMCJQ:MatrisReal;
20 ABF:MatrisReal;
21 SIA;Go:Matrices;
22 FGEN:MatrisIJK;
23 MI:arrayfO..MaxOrdenMatriz,OrdenN] of real;
24 CI, CÍA, CIAB, Xr, Yr: Vectores ;
25 Xi,Yi:Imaginarias;
26 ' DI, 1)2: Vector O;
27 ' D:a££ay[OrdenN] of iiiteger;
28 L,LL)SÜMA)fl,f2,MDIIEl,tJtt,Ml:integer;
29 DET,Deter:real;
30 ' 2,ZZ,S:c3har;

32 PixK?edure ProductoMatrices (FilaMl, Colimn̂ aM2, FilaColurana: OrdenN;
33 Matrisl,Matris2:MatrisReal;
34 var Producto:MatrisReal);
35 var
36 SI:real;

38 begiri {ProductoMatrices}
39 for kl:=l ±Q FilaMl <¿Q
40 bssin {for kl}
41 fox k2:=l ±Q ColumnaM2 ¿Q
42 begíü {for k2}
43 Sl:=0;
44 for k3:=l to FilaColurona (¿Q
45 feg±Q {for k3}
46 Producto[kl,k2]:=MatrÍ3l[kl,k3]*Matria2[k3,k2];
47 . Sl:=Sl+Producto[kl,k2]
48 . end; {for k3}.
49 Producto [kl, k2 ] :=S1
50 end {for k2}
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51 end {for kl}
52 end; {ProductoMatrices}

54 Procedure ProductoVectorMatris(Elemento, Columna:OrdenN;Vector: Vectores;
55 - Matriz:matrizReal:var Prod:Vectores);
'56 var
57 SI:real;

59 begin {ProductoVectorMatriz}
60 ' . for k2:=l ±o Elemento do
61 begin {for k2}
62 Sl:=0;
63 £o_r k3:=l to Columna do
64 begin {for k3}
65 Prod[k2] :=Vector[k3]*MatrÍ3[k3,k2];
66 Sl:=Sl+Prod[k2]
67 ejod; {for k3}
68 - Prod[k2]:=Sl
69 end: {for k2}
70 gná; {ProductoVectorMatriz}

72 • Procedure DeterminanteEInversa(M:OrdenN;A2:MatrÍ2Real;yaz AlINV:MatrizReal;
73 var De:real) ;
74 var
75 jl: OrdenN;
76 Al:matrisReal;
77 X: vectores;
78 PP:arjaY[OrdenN,1..2] of integer;
79 Sl,CEL:real;

81 ' procedure Cholesky;
82 Begin. {Cholesky}
83 k3:=0;
84 for kl:=l to M ¿Q
85 bgglxi {for kl}
86 . i£ kKM
87 ihen
88 begin {then exterior}
89 lf Al[kl,kl]=0
90 then
91 b££ÍH {then interior}
92 k3:=k3+l;
93 k:=kl;
94 repeat
95 k:=k+l;
96 ia33ül (Al[klJk]=l) QT (k=M+l);
97 lf k<-M
98 ' ihen
99 begin {then}
100 PPCk3,l]:=kl;
101 PP[k3,2]:=k;
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102 fOT. k2:=l ±Q M do.
103 "begin {for k2}
104 CEL^AlO^kl];
105 Al[k23kl]-Al[k2,k];
106 Al[k2Jk]:=CEL
107 £üd {for k2}
108 ' end {then}
109 end {then interior}
110 end {then exterior}
111 end: {for kl}
112 if k<=M.
113 then
114 begin
115 for j:=2 to M+l do .
116 Al[lJ]:=Al[lJ
117 end;
118 for i: =2 to M do
119 begin {for i}
120 ÍQE j:=2 ±Q M+l do.
121 begin {fo j}
122 if i>=j

124 begin {then externo}
125 Sl:=0;
126 for k:=l ±Q j-l dQ
127 Sl:=Sl+Al[i,k]*AlCk,j];
128 Al[i,j]:=Al[i,;)]-Sl
129 • end {then externo}
130 else
131 begin {else}
132 if AlCi.ijoO
133 then
134 kegin {then interno}
135 Sl:=0;
136 fgjc k:=l ±Q i-1 dQ
137
138 .
139 . end {the interno}
140 end {else}
141 • end {for j}
142 snd; {for i}
143 X[M]:=A1[M,M+1];
144 fox i:-l ÍQ M-l ¿Q
145 begin {for i}
146 kl:=M-i;
147 ' ' Sl:=0;
148 fOT j:=kl+l ±Q M dQ
149 Sl:=Sl+Al[klJ]*X[j]¡
150 X[klJ:
151 end; {for i}
152 k:-k3;

'9
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153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178

180
181'
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194

196
197
198
199

201
202
203

if k>l
the.n
begin {then}
repeat
k:=k mod 2;

until k<=l
end; {then}
k=0

De:=l
De:=-l;

for i:=l ±Q M do.
De:=De*Al[i,i];
De<>0

gn {then}
for j:=l ±o_ k3 do.
begin {for k3}
i:=k3-j+l;

k:=EP[i,2];
CEL:=X[kl]¡
X[kl]:=X[k];
X[k]:=CEL

end {for k3}
end {then}

end; {Cholesky}

gin {DeterminanteEIn versa}
for jl:=l to M dQ '
begin {for jl}
A1:=A2;
for i:=l ±Q M dQ
begin {for i}
if i=jl
then Al[iaM-fl]:=l
else Al[i,M+l]:=0;

end: {for i}
Cholesky;

i:=l ±Q M dQ

end {for jl}
end ; {DeterminanteEInversa}

-procedure MatrisFGeneral(w:Index;FGEN:MatrizIJK;yar Ff : MatrizReal ;
var £:iirte£sr);

var
P,Q:±ateger;

begin {MatrisFGeneral}
for i:=l ±Q M do
begin {for i}
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204 for j:=l ±Q N d£>
205 Ff[i,j]:~0
206 end: {for i}
207 g:=Q;
208 for i:=l ±Q tí da
209 . . tesin {for i}
210 .. .. for j:=i ±Q Nds
211 • . • :';- . begin {for 3}
212 :- -v;-.." ; •'; L:=0; - - - - . " • •
213 - ".. k:=l;.
•214 . • ' . .". repeat
215 '' if PGENCiJ.kJ^O
216 then k:=k+l
217 ,. else
218 '• begin {else}
219 k:=w+l;
220 L:=l
221 end: {else}
222 until k=w+l;
223 if L=Q
224 then Ff[i1j]:=FGEN[i,j,M+1]
225 eJLss
226 bSRÍn {else}
227 if abs(Ff[i,j])<30000
228 then
229 be^in {then interior}
230 if (i=M) arxd (j=N)
231 . ' ±hen
232 fce^in {then}
233 • Ff[i3tj]:-300004-lQ*i+j;
234 g:=g+l
235 end {then}
236 e_lss
'237 }2egin {else interior}
238 ff:=g+l;
239 - Ff[i,j]:=30000+10*i+j;
240 if j=N
241 " ihen
242 begia {then}
243 k3:=i+l;
244 k4:=l
245 end {then}
246 £Íñ£
247 , • hegin {else}
248 k3:=i;
249 k4:=j+l
250 end; {else}
251 fOT kl:=k3 ±Q M dQ
252 • beeln {for ki}
253 fOT k2:=k4 ±Q N do
254 ' beEin {for k2}
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255 k:=l;
256 P:=0;
257 ' repeat
258 if FGEN[i,jJk]=B1GEN[klJk2)k]
259 then
260 begin
261 k:=k+l;
262 Q:=l
263 end
264 else
265 begin
266 ' if B1GEN[i,j)k]--FGEN[kl)k2lk]
267 then
268 begin
269 ' ' *•' k:=k+l;
270 ' Q:=-l
271 end .
272 else
273 begin
274 k:~w+2;
275 P:=l
276 end
277 end;
278 until k=(w+2);
279 if P=0
280 then Ff[klJk2]:=Q*(30000+10*i+j)
281 end; {for k2}
282 . k4: = l
283 . end {for kl}
284 ejad {else interior}
285 end {then interior}
286 end {else}
287 end {for j}
288 end {for i}
289 en¿; {MatrisFGeneral}

291 -procedure InversaMatrisDinajnica(N:OrdenN;Al:MatrisReal;vai: R:Matrices;
292" var ALFA:VectorO);
293 var
294 AR:MatrisReal;
295 TRAZO:real;

297 procedure Multiplicación;
298 var
299 SI:real;

301 Lesin '{Mialtiplicacion}
302 fea: i:=l ±Q N dQ •
303 begin {for i}
304 for j:-l ±Q N dQ
305 bsgin {for j}
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306 Sl:=0;
307 for kl:=l ±Q N dQ
308 begin {for kl}
309 ARCiJ^AlCi.
310 Sl:=Sl+AR[i,j]
311 end; {for kl}
312 AE[i,j]:=Sl
313 end {for j}
314 end {for i}
315 end: {Multiplicación}

317 begin {InversaMatrisDInamica}
318 ALFA[0]:=1;
319 for i:=l ±o_ N do.
320 begin {for i}
321 for .1:=! to N do
322 begin {for j}
323 ¿£ ioj . -
324 then R[i,j,0]:=0
325 else RCiJ ,0] :=1
326 end {for j}
327 end: {for i}
328 for k:=l ±Q M OQ_
329 begin {for k}
330 Multiplicación;
331 TRAZO :=0;
332 for i:=l to N dQ
333 TRAZO^TRAZOfÁRCi,!];
334 ALFÁ[k]: =-TRAZOA ¡
335 for i:=l ±Q N dQ
336 begin {for i}
337 for j:=l ÍQ N dQ
338 begin {for j}
339 if Ioj
340 then R[i,j,k]:=AR[i,j]
341 else R[i,j,k]:=AR[i,j]+ALEA[k]
342 end {for j}
343 end: {for i}
344 end: {for k}
345 end; {InversaMatrisDinainica}

347 procedure RaicesPolinomiales(NI:OrdeiiN;Polinomio:VectorO;yax XI:Vectores;
348 ' var X2: Imaginarias;yaz Zl, 22:OrdenN);
349 GQJQSi
350 Epsilon=0.0001;
351 var
352 ^:OrdenN;
353 U,DO, V.DV^N^ES, REALES, IÍ4AG:real;
354 Ál.Bl.CliVectorO;
355 teg±a {RaicesPolinomiales}
356 NN:=N1; Zl:=l; Z2:=l;
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357 Al:-Polinomio;
358 HhÜS Nl>=2 do_
359 kegin {while exterior}
360 if A1[N1]<>0
361 then
362 bggin {then exterior}
363 if abe(Al[Nl-2])<=0.0000001
364 then
365 Begin {then}
366 U:=Q; V:=0
367 end {then}
368
369
370
371 Y:=Al[Nl]/Al[Nl-2]
372 end: {else}
373 if Nl<>2
374 then
375 begin {then}
376 repeat
377 Bl[0]:=l; B1[1]:=A1[1]-Ü;
378 Cl[0]:-l; Cl[l]:=El[l]-ü;
379 • for k:=2 to NI do
380 . begin {for k}
381 Bl[k]:=Al[k]-Bl[k-l]*ü-Bl[k-2]*V;
382 Cl[k]:=Bl[k]-ClCk-l]*ü-Cl[k-2]*V
383 end: {for k}
384 ' DN:=Cl[Nl-l]*Cl[Nl-3]-Cl[Nl-2]*Cl[Nl-2]
385 if DN^O
386 then
387
388 Dü:=0.2;
389 *DY:=0.1
390 .
391
392
393 DÜ:=(Bl[Nl]*Cl[Nl-3]-Bl[Nl-l]*Cl[Nl-2])/DN;
394 DV: = (Bl[Nl-l]*Cl[Nl-l]-Bl[Nl]*Cl[Nl-2])/DNi
395 end;
396 U:-U+DU;
397 V:=V+DV
398 uníil (abs(Bl[Nl])<Epsilon) and (abs(Bl[Nl-l])<Epsilon) ;
399 U:-U-DU;
400 V:=V-DV
401 end: {then}
402 DES:-U*U~4*V;
403 if DES>-0
404 . ihen
405 - begin .{then}
406 Xl[Zl]: = (~U-fsgrt(DES))/2;
407 . Xl[Zl+l]:~(-ü-sqrt(DES))/2;
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Zl:=Zl+2
end {then}

begin {else}
IMAG : =sqrt ( -DES ) /2 ;
REALES :=-U/2;
X2[Z2,1] —REALES;
X2[Z2J2]:=IMAG;
X2[Z2+1,1]:=REALES;
X2[Z2+1,2]:=-IMAG;
Z2:=Z2+2

end: {else}
Nl:=Nl-2;
for k:=0 ±Q NI dQ
Al[k]:=Bl[k]

end {then exterior}
else
begln {else exterior}
X1[Z1]:=0;
Z1:=Z1+1;

' N1:=N1-1;
lf Nl=l
then B1[1]:=A1[1]

end {else exterior}
end: {while exterior}
Nl=0
then Z1:=Z1-1
else
begln {else}
if NN=1

- then X1[Z1]:=-A1[1]
slss X1[Z1]:=-B1[1]

end: {else}
{RaicesPolinomiales}

443 begin {RealimentacionDeEstado}
444 . CLRSCR;
445 GOTOXY(17,2);
446 write( ' R E A L I M E N T A C I O N DE ESTADO');
447 GOTOXY(17,3);
448 write ( ' -------- ------------------- --- ----------- ' ) ;
449 GOTOXY(20,5);
450 write( 'Descripción del Sistema de Lazo Abierto');
451 GOTOXY(25J6);
452 write('. ');
453 GOTOXY(2557);
454 writeCx = A x + B u');
455 GOTOXY(25,9);
456 write('y = C x');
457 GOTOXY(20,12);
458 write( 'Descripción del Sistema de Laso Cerrado");
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459 GOTOXY(25,13);
460 writer.');
461 GOTOXY(25,14);
462 write('x = (A + B F ) x - f B G w ' ) ;
463 GOTOXY(25,16);
464 write('y = C x');
465 GOTOXY(14;18); .
466 write('Gc = Matriz Función de Transferencia de Laso Cerrado');
467 GOTOXY(14,20);
468 write( 'Mk - Matrices Diagonales, que cambia la ubicación ');
469 GOTOXy(22,21);
470 write(' de los polos de laso cerrador);
471 GOTOXY(27,24);
472 write(TAEA CONTINUAR PULSE "ENTER" r ) ;
473 readln(z);
474 CLRSCR;
475 GOTOXY (17,8);
476 writeCOrden del Sistema : N = ');
477 readln(N);
478 GOTOXY (17,12);
479 write('Número de Entradas y Salidas del Sistema : M = ');
480 readln(M);
481 - if N<MaxOrdenMatriz
482 then
483
484 JE
485
486
487 CLRSCR;
488 GOTOXY(36,5);
489 writeln( "MATRIZ A"); •
490 ' writeln;
491 fox i:=l ±Q N dQ
492 l̂ ê in {for i}
493 for j:=l ±Q N dQ
494 besin {for j}
495 . writeC'A(',i,r, "J ,')=');
496 read(A[iJ]);
497 writeC' ')
498 exd; {for j}
499 writeln
500 end; {for i}
501 GOTOXY(27,24);
502 writer PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
503 readln(z);
504 CLRSCR;
505 GOTOXY(36,5);
506 writelri(rMATRIZ B') ;
507- writelri;
508 for i:-l ±Q N dQ
509 t££in {for i}
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510 for j : =1 ±Q M dQ
511 begin {for j}
512 writeCBr, i, V,j, ') = ');
513 read(B[i,j]);
514 write( " ")
515 end; {for j}
516 writelzr
517 end; {for i}
518 0010X7(27,24);
519 writeCTARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
520 readln(z);
521 CLRSCR;
522 GOTOXY(36,5);
523 writeln( 'MATRIZ Cr);
524 writeln;
525 for i:=l ±Q M dQ •
526 begjn {for i}
527 for j:=l ±Q N dQ
528 begin {for j>
529 writercr, i, VJ, ')=');
530 read(C[i,j]);
531 writeC ')
532 end: {for j}
533 writelii
534 end; {for i}
535 ' GOTOXY(27,24);
536 • writefPAEA CONTINUAR PULSE "ENTER" " ) ;
537 readlnCz);
538 ProducftoClatrÍGes(MíMJN,CJBJCB) ;
539' for i:=l to M ̂ Q
540 D[i]i-0; • '
541 L:=0;
542 for i:=l ±Q M dQ
543 begin {for i}
544 k:=0;
545 for j:=l ÍQ M dQ
546 Isegin {for j}
547 if GB[i,j]=0
548 then k:=k+l
549 end; {for j}
550 if k=M
551 ihsn D[i]:=l

553 Í2SSÍQ {else}
554 for j:=l ÍQ N dQ
555 begin {for j}
556 if j<^M
557 ' then BASTCi, j]:=GB[i, j];
558 ' A2AST[i',j]:=C[i1j]
559 end; {for j}
560 • L:=L+1
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612 £ls£
613 BASTECE;
614 • DeterminanteEInversaCM,BAST,BASTINV,DET);
615 if DEToQ
616 then
617 • begin {then DET}
618 SUMA:=M;
619 fox i:=l ±Q M dQ
620 SOMA:=SDMA+D[i];
621 íf SUMA<=N
622 then
623 • begin {then SUMA <- M}
624 ProductoMatrices(M,N,N,Á2AST,A,AlAST);
625 for k:=l ±o_ M ds
626 begin {for k}
627 for i:=l ±Q M dQ
628 begin {for i}
629 fer. j:-l te N da
630 E1GEN[i,j1k]:=BASTINV[iJk]*A2AST[kJj]
631 end {for i}
632 end: {for k}
633 ProductoMatrices(M,N,M,BASTINV,AlAST,CB);
634 . for i:=l ±o M dQ
635 begin {for i}
636 for j:=l ±Q N do
637 EGSNCiJ.M-Hlj
638 end; {for i}
639 MDI:=D[1];
640 for-í:-2 ±Q M dQ
641 begin {for i}
642 • if D[i]>MDI
643 . then MDI:=D[i]
644 end: {for i}
645 MatrisEGeneral(M3B'GENíFf ,
646 if SUMA>f1
647 then
648 begin {SUMA > fl}
649 ' CLRSCR;
650 ' GOTOXYCU^);
651 write("El Conjunto de Matrices F para desacoplar el');
652 writelnCr sistema");
653 GOTOXYdS^);
654 write('se determina por el Procedimiento de');
655 writelnCr Síntesis");
656 0010X7(27,24);
657 write("PABA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
658 • readln(s);
659 for i:-l ±Q M dQ
660 tjggin {for i}
661 ' fox j:~l ÍQ M dQ
662 begin {for j>
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714 begin {then SUMA = N}
715 CLRSCR;
716 GOTOXY(6,5);
717 write('Cualquier n =',N:2,' de los polos de lazo");
718 writelnC' cerrado pueden ser peticionados');
719 GOTOXY(8;6);
720 write('arbitrarlamente mientras simultáneamente');
721 writelnC' se desacopla el sistema');
722 Rl:=0;
723 GarOXY(27,24);
724 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ' ) ;
725 readln(z)
726 end: {then SUMA = N} .
727 if SUMA=f1
728 then
729 begin {then SUMA = N}
730 CLRSCR;
731 GOTOXy(17,5);
732 write( "Conjunto de Matrices F que desacopla el ") ;
733 . writelnC'sistema');
734 writelnjwriteln;
735 for i:=l ±Q M ¿o
736 begin {for i}
737 writeí "Fila M/- ');
738 . for j:=l to N do
739 begin {for j}
740 if abs(Ff[i)j])>30000

742 begin {then externo}
743 if Ff[i,j]>0
744 then write(" ff ,(Ff[i,j]~30000):2:0,
745 -
746 - sise writeíp-fr,-(Ff[i,j]+30000):2:0,
747 . '
748 end {then externo}
749 else writeCFf[i,j]:4:l,' ")
750 Süd; {for j}
751 writeln
752 end: {for i}
753 GQTOXYfS^Z);
754 writeC'Quiere dar directamente valores a los');
755 write(' parárrjetros libres f = ",£!/ (S/N) ');
756 readlnCZ);
757 if fZ=-S') or (Z=rs')
758 then Rl:=l
759 £l£S Rl:=0;
760 GOTOXY(27,24);
761 . writefPARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ' ) ;
762 . readln(z)
763 end; {then SUMA = N}
764
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765 for 1:=1 ±fi M do.
766 begin {for i}
767 for j!=l to N do

"768 F[iJ]:=30000
769 end; {for i}
770 if Rl=l

772 begin {then Rl = 1}
773 CLRSCR;
774 GOTOXY(17,2);
775 writeC"Conjunto de Matrices F que desacopla el ");
776 writeln('sistema"}; . - *••
777 writeln;
778 for i:=l ±p_ M ¿Q
779 begiü {for i}
780 write(rFila M,': ');
781 for .1-1 to N do
782 begin {for j}
783 if absCFf[i,j])>30000
784 . then
785 beg±a {then exterior}
786 if Ff[i,j]>0
787 iheüwrite(r f",(Ff[i,j]-30000):2:0,
788 ')
789 ' £lse_ writeC'-f'^ÍFfCiJJ+SOOOOJ^'iO,
790 ')
791 ' end {then exterior}
792 • £iss write(Ff[i3 j]:̂ !, ' ")
793 end; {for j}
794 writeln
795 • end: {for i}
796 0010X7(20,17);
797 writelní "Introduzca los elementos de la matriz F');
798 writeln;
799 -for i:=l ±Q M ¿Q
800 tsgiü {for i}
801 for j:=l ±Q N dQ
802 hegin {for j}
803 if abs(Ff[i,j])<30000
804 iheü F[i,j]:=Ff[i,j]
805 riŝ
806 . begin {else interno}
807 ' if abs(F[iIj])-30000
808 ihSD
809 b££ÍQ {then F}
810 if (i=M) and (j=N)

812 bfisin {then}
813 " . writerE-r,!,',',;),') = ');
814 ' read(F[iJ]);
815
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816 end {then}
"áfe 817 else

818 begin {else}
819
820
821 write(' ');
822 if j=N
823 then
824 begin {then}
825 k3:=i+l;
826 ' k4:=l
827 end {then}
828 else
829 begin {else}

ÍA- 830 ' k3:=i;
**"' 831 . k4:=j+l

832 end: {else}
833 for kl:=k3 ±Q M ÚQ
834 ' begin {for kl}
835 for k2:=k4 to N do
836 begin {for k2}
837 • if (FfCiJj-
838 Ff[kl,k2])=0
839 . then
840
841 . . if (Ff[i,j]+
842 Ff[kl,k2])=0

, 8 4 3 • then F[kl1k2]:=
'* 844 ' -F[i,j]i

845 end: {for k2}
846 ' k4:=l

• 847 . end {for kl}
848 end {else}
849 . end {then F}
850 end {else interno}
851 end {for j}
852 end; {for i}
853 ' GOTOXY(27,24);
854 write('PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
855 readln(s)

|i: 856 end {then Rl = 1}
857 else
858 begin {else Rl = 1}
859 CLRSCR;
860 GOTOXY(14,5);
861 write('Introduzca los valores de las matrices ');
862 " writelnCdiagonales Mk');
863 GOTOXY(30,6);
864 write('k = (T );
865 if MDIoO
866
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%. 868 for LL:=1 ÍQ MDI dQ
w 869 - writer , r,LL:2);

870 end:
871 writeln; writeln;
872 for LL:=Q ±Q MDI dQ
873 begin {for i}
874 writeln ( r Matriz M' , LL) ;
•875 for .1:=! to M do
876 begin {for j}
377 write('MMiL,'Cr,J>%ríJí')= r)
878 - read(MICLL,j]);
879 writer ')
880 end; {for j}

ÍA; 881 writeln ; writeln ;
* 882 end: {for LL} -

883 GOTOXY(27,24);
884 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" '}¡
885 readln(s);
886 for i:=l ±Q M ¿Q
887 begin {for i}
888 for j:=l to N do
889 MCATEiJj^MIEO.iD^CCiJJ-AlAST
890 end: {for i}
891 AD:=A;
892 for k:=l ±Q MDI dQ
893 begin {for k}
894 fea: i:=l tQ M dQ

'¿S1 895 ' begin {for i}
896 for j:=l ±Q N dQ
897 MC[i,j]:=MI[kJi]*C[iJ]
898 ejod; {for i}
899 ProductoMatricesfM^.N^C.AD.MCA);

. 900 ProductoMatrices(-NJM)NJA)AD1AN);
901 AD:-ÁN;
902 for i:=l ±Q M ¿Q
903 í^gln {for i}
904 for j:=l to N do
905 MCAT[i,j]:=MCAT[i,j]+MCA[i,j]
906 end {for i}

^ 907 end: {for k}
^ 908 Produ<rtoMatrices(M,NfMJBASTINVíMCAT,Et) ;

909 ejid; {else R = 1}
910 PrcductoMatricesC^N^B
911 _ for i: = l ±Q N dQ
912 bsgin {for i}
913 for j: = l ±G> N dQ

915 end; {for i}
916 tt:-0;
917 fOT ii:=l to M dQ
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918 begin {for ii}
919 for k:=l ±Q N dQ
920 begin {for k}
921 fox j:=l to M dQ
922 Q[k,j]:=Q
923 end: {for k}
924 for j:=l ±Q N dQ
925 CI[j]:nC[ii3j];
926 il:=N-D[ii];
927 i2:=l;
928 ±f D[ii]=0
929 then
930 • begin {then}
931 ProductoVectorí-íatris (M, N, CI, B, CIAB);
932 for j:=l ÍQ M dQ
933 Q[ilJ]:=CIAB[j];
934 il:=il-l
935 end: {then}
936 ÁD:~MC;
937 Í£ D[ii] >= 2
938 then
939 begin {then}
940 repeat
941 ProductoMatrices(NJN,NJMC)AD,AN);
942 ' AD:=AN;
943 12:=i2+l;
944 ' until 12=D[ii]
945 ' end; {then}
946 repeat
947 PrcductoVectorMatrÍ2(NJMJCIJAD)CIA);
948 ' ProductoVectorMatriz(M,N,CÍA,B,CIAB);
949 for j:=l td M do
950 Q[il,J]:=CIAB[j];
951 ProductoMatrices(N̂ .N̂ Ĉ ,AN);
952 AD:-AN;
953 il:=il-l;
954 Í2:-Í2+1;
9 ^^ n"n"t"í ~] "í /"nN •<J\J U-I i O X J. JL,¿-¡—11 j

956 for i:=l ia N dQ
957 begin {for i}
958 MCACi,1]:=Q[i,ii];
959 MCATL^il-QCi.ii]
960 end; {for i}
961 Í2:=l;
962 repeat
963 if Í2 o ii
964 ihen
965 begln {then}
966 ' for i: = l ±Q N dQ
967 . ' í¿eg±n {for i}
968 MCA[i,2]:=Q[i1i2]j
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969 MCAT[2Ji]:=Q[iJ123
970 end; {for i}
971 DeterminanteEInversa(2,MCAT,MCA,Deter);
972 if abs(Deter)>=0.0001
973 then tt:-l
974 end: {then}
975 12:=12+1;
976 untll (12=M+1) oj: (tt=l);
977 end: {for ii}
973 if tt = O
979 then
980 Begin {then}
981 ' G:-BASTINV;
982 CLRSCR;
983 GOTOXY(20.J5);
984 writeln('Quiere imprimir el conjunto de Matrices F');
985 ' GOTOXY(25Í6);
986 write(rque desacopla el sistema (S/N) ');
987 readln(Z);
OQQ -í -f { "7— *"C *" \v f 7— *" c? r \o ix (¿— ̂  ) or (L— s )
989 then
990 begin {then Z = S}
991 writeln; writeln;
992 for i:=l ±Q M ÚQ.
993 begin {for i}
994 write (Tila M,': ');
995 . for j:=l ±Q N dQ
996 .begin {for j}
997 . • if abs(Ff[i3j])>30000
998 then
999 begin {then exterior}
1000 if Ff[iJ3>0
1001 then write(f f",(Ff[i,j]-30000):2:0,
1002 " ')
Í003 £lse_ write( r-fr ,-(Ff [i, j3+30000): 2:0
1004 , " ')
1005 end {then externo}
1006 . else write(Ff[i,J3-4:1,' ')
1007 end; {for j}
1008 writeln
1009 end: {for i}
1010 end; {then Z - S}
1011 GOTOXY(27J24);
1012 . • write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
1013 readln(Z);
1014 InversaMatrizDinamica (N, A, SIA, DI);
1015 RaicesPolinomiale6(NJDl)Xr)Xi,ZlíZ2);
1016 CLRSCR;
1017 GOTOXY(30,5);
1018 ' writeln('Polos de Laso Abierto');
1019 writeln;
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1020
1021
1022
1023
1024
1025
1026
1027
102?
1029
1030
1031
1032
1033
1034
1035
1036
1037
1038
1039
1040
1041
1042
1043
1044
1045
1046
1047
1048
1049
1050
1051
1052
1053
1054
1055
1056
1057
1058
1059
1060
1061
1062.
1063
1064
1065
1066
1067
1068
1069
1070

wrlteln('
writeln;
writeln('
lf NOZ2-1

Partes de los polos:');

Reales ',-' ', ' Imaginarias');

{then}
i:=l ±Q Zl &>

Writeln(Xr[i]:10:3)
; {then}

if NoZl

begin {then}
for i:=l ±Q Z2-1 dQ
begin {for i}
for j:=l £o_ 2 ¿Q

writeln
end {for i}

end; {then}
GOTOXY (27324);
write(TÁRA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
readln(Z) ;

for i:=l to N do
begin {for i}
foj: j:=l tQ N ÜQ

ABF[iJ]:=A[iJj]+ABF[i,j]
end: {for i}

InversatlatrisDínamica C N , ABF , SIA , D2 ) ;
RaicesPolinomiales ( N , D2 , Yr , Yí , Z3 , Z4 ) ;
CLRSCR;
GCTOXY(30,5-);
writelri( Tolos de Laso Cerrado');
writeln;
writeln (" Partes de los polos:");
writeln;
writeln ( ' Reales ' , " " , " Imaginarias " ) ;
if NOZ4-1

begin {then}
fox i:=l to Z3 do

Writeln(Yr[i]:10:3)
end ; {then}

if N<>Z3
then
h£gin {then}
for i:=l ±Q Z4-1 &¿
begin {for i}
for J-=l to 2 ÜQ

writeln



TURBO PASCAL Program Lister, Copyright 1983 Borland International Page 22
Listing of: ESTADO.FAS

1071 end {for i}
1072 ead; {then}
1073 GOTOXY(25,2Q);
1074 write("Quiere cambiar éstos Polos (S/N) ");
1075 readln(Z);
1076 if (Z='S') QT (Z="s') '
1077 then t:=0
1078 sise. t:-l;
1079 GOTOXY (27,24);
1080 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTSR" ");
108! rearlln(z);
1082 end {then tt-0}
1083 sise.
1084 begin {else tt-0}
1085 CLRSCR;
1086 001-0X̂ (16,5);
1087 write('No hay COITJO desacoplar el sistema porque no ');
1088 GOTOXy(16,6);
1089 write('se cumple la condición rango[ Qi (F) ] - 1');
1090 GOTOXy(16,8);
1091 write(Tero PUEDE haber un subconjunto de matrices'');
1092 GOTOXy(16,9);
1093 write(' F que desacoplen el sistema');
1094 GOTOXr(16,ll);
1095 , write(' Intente una vez más si lo desea ! ');
1096 GOTQXY(25,20);
1097 write(̂ Quiere cambiar los Polos (S/N) ");
1098 ' readln(Z);
1099 ' if (Z=rS') or (Z='s')
1100 ihsn t;=o
1101 £lse_ t:=lj
1102 ' GQTOXY (27,24);
1103 write(TAPA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
1104 readln(z);
1105 . Oíd; {else tt=0>
1106 until t=l;
1107 if tt=0
1108 íhen
1109 tegin {then tt = 0}
1110 CLRSCR;
1111 GOTOXY (24,5);
1112 writeln (r Matriz F que desacopla el sistema");
1113 writeln; writeln;
1114 fOT i:=l ±Q M $Q
1115 he£ÍQ {for i}
1116 write(Tila ",i,': ');
1117 for .1:-1 to N do
1118 write(E[iJ]:10:3);
1119 . writelnr ')
1120 end; {for i}
1121 GOTOXY (27,24);
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1122
1123
1124
1125
1126
1127
1128
1129
1130
1131
1132
1133
1134
1135
1136
1137
1138
1139
1140
1141
1142
1143
1144
1145
1146
1147
1148
1149
1150
1151 .
1152
1153
1154
1155
1156
1157
1158
1159
1160
1161
1162
1163
1164
1165
1166
1167
1168
1169
1170
1171
1172

write('PAEA CONTINUAR PULSE "ENTER" " ) ;
readln(z) ;
CLRSCR;
GOTOXY (24,5);
writeln ('Matriz G que desacopla el sistema");
writeln ; writeln ;
for i:=l ±Q M dQ
begin {for i}

J—i ±Q M do.
' write(G[iJ]:10:3);
writelnC" ")

end: {for i}
GOTOXY(27324);
write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
readlri(z) ;
for k:=0 to N-l do
begin {for k}
for i:-l to N do
begin {for i}
for j:=l to N do

end: {for i}
ProductoMatrices ( M , N , N , C , CB , MC ) ;
for i:=l to M do
begin {for i}
for j:=l to N do

end; {for i}
end: {for k}

ProductoMatrices ( N , M , M , B , BASTINV , MCA ) ;
k:=0 ±Q N-l ¿Q
gin {'for k}
for i—1 to M do
begin {for i}
for j:=l ÍQ N úo.

CB[Í,j]:=Gc[ÍjJk]
eM; {for i>

ProductoMatrices (M̂ .N ,CB, MCA ,MC) ;
for i:=l to M do
;beg±Q {for i}
fox j:=i ÍQ M da

; {for i}
end: {for k}
CLRSCR;
GOTOXY(12,5);
write( 'Quiere ver la Matriz Función de " ) ;
writeC Transferencia Ge (SAI) ");
readln(Z) ;
if (Z='S-) or (2='s')
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1173
1174
1175
1176
1177
1178
1179
1180
1181
1182
1183
1184
1185
1186
1187
1188
1189
1190
1191
1192
1193
1194
1195
1196
1197
1198
1199
1200
1201
1202
1203
1204
1205
1206
1207
1208
1209
1210
1211
1212
1213
1214
1215
1216
1217
1218
1219
1220
1221
1222
1223

{then Z = S}
for. k:=0 ±Q N-l dQ

"b̂ *0"ÍT"i f"fo~r kTrw^PS ¿ul I L-L-*-'.!. "J

CLRSCR;
GOTOXY (22,5);
writ e ("MATRICES NUMERADORES DE Ge EN ");
writelnC "POTENCIAS DE s");
writ eln ; writeln ;
writelnC Grado ",N-k-l);
writeln ;
for i:=l to M do
begin {for i}

write(Tila r j i , ' ' : ' ) ;
for j : - 1 ±Q M ¿Q

write(Gc[i, j ,k] : 10 : 3) ;
writeln ( r ")

end; {for 1}
GOTOXY (15,24);
write(TARA SEGUIR VIENDO LOS RESULTADOS');

- writer PULSE " ENTER " : r ) ;
readln(z);

end: {for k}
CLRSCR;

writeln( rPOLINaiIO CARACTERÍSTICO^ ) ;
writeln ;
for k:=0 ÍQ N dQ
writeln( "Grado" , N-k, " : " ,D2[k] : 10 : 3) ;

GOTOXY( 27,24) ;
write("PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
readln(s) ;

end: {then Z = S}
CLRSCR;
GOTOXY (17,5);
write( "QUIERE OBTENER LOS RESULTADOS EN LA");
writer IMPRESORA (S/N) ");
readln(Z);
if (Z='S") Qr cz='s')
then
hegin {then}
GOTOXY(20,7);
write( "Asegúrese que este prendida la ");
write( "impresora ... ! " ) ;

end ; {then}
GOTOXY(27J24);
writer PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
readln(ZZ);
if (Ẑ "S") ¿a: (Z="s")

begin {then}
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1224
1225
1226
1227
1223
1229
1230
1231
1232
1233
1234
1235
1236
1237
1238
1239
1240
1241
1242
1243
1244
1245
1246
1247
1248
1249
1250
1251
1252
1253
1254
1255
1256
1257
1258
1259
1260
1261
1262
1263
1264
1265
1266
1267
1268
1269
1270
1271
1272
1273
1274

write (LST /DESACOPLAMIENTC) POR REALIMEN');
writeln ( LST, 'TACION DE ESTADO');
wric.e (_ijoi , * p * ,_-—_— j •
writeln (LST/ -------------- ');
wr iteln ( LST ) ; writeln ( LST ) ;
writeln(LST, 'MATRIZ A' ) ;
wr iteln ( LST ) ; writeln ( LST ) ;

i:=l ±Q N dQ
gin {for i}
write (LST /Fila r,i/: " ) ;
for j:=l to N do
write(LST,A[iJj]:10:3)¡

writeln(LST)
{for i}

write-ln(LST) ;writeLri(LST) ;
writelníLST., "MATRIZ Br ) ;
writelri(LST) ;writela(LST) ;

N dQ
{for i}

write ( LST, "Fila " , i, " : ' ) ;
for j :=1 to M do

writeln (LST)
end ; {for i}

writeln(LST) ;writeln(LST)
writelnf LST /MATRIZ C");
writeln(LST) ;writeln(LST)
for i:=l. to M do
begin {for i}
write ( LST , 'Fila ',i/
for j:=l io N dp.

writeln (LST)
{for i}

if Rlol
then
begin {then}
writelri(LST) ; writeln (LST) ;
writelnfLST, 'MATRICES DIAGONALES Mk^);
for LL:=0 ±o Í4DI dQ
begin {for LL}
writeln (LST) ¡writeln (LST) ;
writeln (LST, r Matriz M^ ,LL) ;
writeln (LST);

i:=l ±Q M dQ
gin {for i}
write (LST, "Fila ',i,r: ');

j:=l ±Q M dQ
{for j}

if ioj
write(LST,0. 0:10:3)
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1275
1276
1277
1278
1279
1280
1281
1282
1283
1284
1285
1286
1287
1288
1289
1290
1291
1292
1293
1294
1295
1296
1297
1298
1299
1300
1301
1302
1303
1304
1305
1306
1307
•1308
1309
1310
1311
1312
1313
1314
1315
1316
1317
1318
1319
1320
1321
1322
1323
1324
'1325

lse writeCLS^MICLL, j]:10:3)
{forj}

writeln (LST)
end {for i}

end: {for LL> -
end: {then}

writeln ( LST ) ; writeln ( LST ) ;
writelnCLST, 'MATRIZ F");
writeln ( LST ) ; writeln (LST) ;
for i:=l to M do
begin {for i}
write( LST /Fila ",!,': ");
fer j:=l to N dQ
write(LST,F[i,j]:10:3);

" writeln(LST)
end: {for i}

write]ri(LST) ; writeln (LST) ;
writeln ( LST , "MATRIZ G ' ) ;
writeln (LST) ; writeln (LST) ;
for i:=l to M do
begin {for i}
write ( LST , r Fila ',!,': ");
for j:=l ÍQ M ¿o
write(LST,G[iJ]:10:3);

writeln(LST)
ejad; {for i}

writeln(LST) ;writeln(LST) ;
write(LST, "MATRIZ FUNCIÓN DE TRANS');
writelxiíLST, "FEESNCIA DE LAZO CERRADO") ;
writelri(LST) ; writeln (LST) ;
write (LST, "Matrices nurrjeradores de Ge ");
writeLiíLST, "en potencias de s");
for k:=0 to N-l dQ
begin {for k>
writeln(LST) ;writeln(LST) ;
writeln(LST, "Grado ",N-k-l) ;
writeln (LST);
for i:-l to M do
begin {for i}
write (LST, "Fila ",i3": ");

write(LST)Gc[iJ 0̂ 1:10:3) ;
writeln (LST, ' ")

end; {for i}
end ; {for k>

writelri(LST) ; writeln (LST) ;
writeln (LST, "Polinomio característico");
writeln (LST) ; writeln (LST) ; '
for k:=o to N da
writeln (LST, r Grado ̂N-ki " : " ,D2[k] : 10:3) ;

writeln ( LST ); writeln (LST) ;
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1326
1327
1328
1329
1330
1331
1332
1333
1334
1335
1336
1337
1338
1339
1340
1341
1342
1343
1344
1345
1346
1347
1348
1349
1350
1351
1352
1353
1354
1355
1356
1357
1358
1359
1360
1361
1362.
1363
1364
1365
1366
1367
1368
1369
1370
1371
1372
1373
1374
1375
1376

writeln(LSX,'POLOS DE LAZO CERRADO');
writeln(LST);
writelnCLSX,' Partes de los polos:');
writeln(LST);
writeln(LST,' Reales ',' ',

Imaginarias");
if NOZ4-1

begin {then}
£oz i:=l ±Q Z3 ¿Q
writelri(LST3Yr[i] : 10:3)

end: {then}
if NoZ3

then
begin {then}
for i:=l te Z4-1 ¿Q
begin {for i}
for j:-l to 2 do
writeCLSTjYiCiJihlQiS,- ');
writelnCLST)

end {for i}
end {then}

end {then}
SQd; {then tt = 0}

{then SUMA <= N}
el̂ ift
begin {else SUMA <= N}
CLRSCR;
GOTOXY(15,8);

• write('COMO m + dl + d2+...+ d m > n ,SIENDO EL NUMERO r);
GOTOXY(15,10);
writeC'DE POLOS DE LAZO CERRADO A SER ASIGNADO, MAYOR AL ');
GOTC)XY(15,12);
writeCORDEN DEL SISTEMA, ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE');
GOTOXY(15,14) ;
wrrte (' ' DESACOPLAR');
GOXOXY(27,24);
write('PARÁ CONTINUAR PULSE "ENTES" ');
readln(z);

end {else SUMA <~ N}
end {then DET}

3giü {else DET}
CLRSCR;
GOTOXY(17,10);
writeCB* ES SINGULAR, ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE');
GOTOXY(17,12);
writeC' DESACOPLAR');
GOTOXYC27,24);
writeCPARA CONTINUAR PULSE "ENTSR" ');
readln (z);
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1377
1378
1379
1380
1381
1382
1383
1384
1385
1386
1387
1388
1389
1390
1391
1392
1393
1394
1395
1396
1397
1398
1399
1400

end: {else DET}

ELSE

CLRSCR;
GCTOXYUQ.IO);
write(TARA DESACOPLAR UN SISTEMA SE DEBE TENER LA CONDICIÓN.M <= ÍT);
GCíTOXY(27J24);
write('PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
readln(z);

end

CLRSCR;
GOTOXy(20,10);
writeC EL ORDEN DEL SISTEMA DEBE SER N <= 10 , ");
GOTQXY(16,12);
write( "DEBIDO A LA INICIALIZACION REALIZADA EN EL PROGRAMA');
GOTOXY(27,24);
writeCFARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
read ( Z )

end
end . {RealimentacionDeEstado}



DESACOPLAMIENTO POR REALIMENTACION DE SALIDA
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1 prograro ReaÜjnentacionDeSalidaCinputjOutput);

3 MaxOrdenMatris-10;
4 Max=100;
5 . tvpe
6 Index-1..Max;
7 Indícelo..MaxOrdenMatris;
8 OrdenN=l..MaxQrdenMatriz;
9 Matrices^arravi" OrdenN.OrdenN,índice1 of real;
10 MatrizCOl^arravrOrdenN.Index1 pf real;
11 MatrisC02~arravríndex,OrdenN] of real;
12 MatriaEeal-arravfOrdenN.OrdenN] of real;
13 Imaginarias-arrayfOrdenN,1.:21 of real;
14 Vectores^arravfOrdenN1 of real;
15 VectorO=array[índice] of real;
16 var
17 NJMJiJilIjJkl,k2Ik3Ik4lZlJZ21Z3JZ4:OrdenN;
18 k:Index;
19 A3íC3JGJBAST3ASTINV)AD;MJCSJAB)CA)PFT,QQT
20 AJAST,DIAG,ABHC:MatrisReal;
21 SIA,Ge:Matrices;
22 P,QT:MatrisC01;
23 ITjQiMatrizOE;
24 CI, CÍA ,CIAB,BJ)ABJJ DELTA ̂jYr: Vectores;
25 XijYi:Imaginarias;
26 Dl,D2:VectorO;
27 D:airay[OrdenN] Q£ integer;
28 L,LL,t,tt,MI: integer;
29 DET,Deter1,Deter2:real;
30 Z,S,ZZ:char;

32 procedure ProductoMatrices(FilaMl,ColumnaM2,FilaColumna:OrdenN;
33 Matrisl,Matris2:MatrizReal;
34 var Producto:MatrizReal);
35 var
36 ' SI:real;

38 begin {ProductoMatrices}
39 fox kl:=l ±Q FilaMl ¿Q
40 begin {for kl}
41 for k2:=l ±Q ColumnaM2 dQ
42 ĝin {for k2}
43 Sl:=0;
44 for k3:=l to FilaColurana ¿Q
4-'S V)í-t0"í T"l •i'POT* K ¡ r

46 Producto[kllk2]:=Matrisl[kllk3]*MatrÍ32[k3)k2];
47 . SI:=Sl+Producto[kl,k2]
48 end; {for k3}
49 Producto[kllk2]:=S1
50 end {for k2}
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51 god {for kl}
52 end; {ProductoMatrices}

54 procedure MatricesProducto( FilaMl , ColumnaM2 , FilaColumna : OrdenN;
55 Matrisl : MatriaCOl ; Matris2 : MatriaC02 ;
56 • var Producto : MatrizReal );
57 var
58 SI: real;

60 begin {ProductoMatrices}
61 for kl:=l ±Q FilaMl do.'
62 begin {for kl}
63 ÍQE k2:=l ±0. ColumnaM2 dQ
64 begin {for k2}
65 Sl:=0;
66 for k3:=l io_ FilaColumna. do
67 begin {for k3}
68 Producto[kl,k2] :=Matrial[kl Jk3]*Matria2[k3Jk2] ;
69 Sl:=SH-Producto[kl,k2]
70 end: {for k3}
71 Producto [kl,k2] :=S1
72 ezd {for k2}
73 end {for kl}
7 4 end ; {ProductoMatrices }

76 procedure ProductoVectorMatris ( Elemento , Columna : OrdenN ; Vector : Vectores ;
77 . Matriz : MatrisReal ; var Prod : Vectores ) ;
78 var
79 SI : real;

81 begin {Producto VectorMatriz}
82 for k2:=l ±Q Elemento dg_
83 begin {for k2}
84 Sl:=0;
85 £o_r k3:=l to Columna do
86 begin {for k3}
87 Prod[k2] : =Vector[k3]*Matris[k3 , k2] ;
88 Sl:=Sl+Prod[k2]
89 end: {for k3}
90 Prod[k2]:=Sl
91 end: {for k2}
92 end; {ProductoVectorMatris}

94 procedure ProductoMatrisVector ( Elemento , Columna : OrdenN ; Matris : MatrisReal ;
95 Vector : Vectores ; var Prod : Vectores ) ;
96 var
97 SI: real;

99 begj_n {Producto VectorMatriz}
100 -foz k2:=l ±e Elemento dQ
101 begin {for k2}
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áfr1 102 Sl:-0;
W 103 for k3:-l ±Q Columna

104 begin -{for k3}
105 Prod[k2] -
106 Sl:=Sl+Prod[k2]
107 end: {for k3}
108 Prod[k2]:-Sl
109 end: {for k2}
110 end; {ProductoVectorMatris}

112 procedure DeterminanteEInversa (M: OrdenN; A2: MatrisReal; var A1INV: MatrisReal;
113 var De:real);
114 var

^ 115 jl:OrdenN;
'*' 116 Al:matrisReal;

117 X:vectores;
118 PP:a£Esy_[OrdenNJ1..2] of integer;
119 Sl.CELireal;

121 -procedure Cholesky;
122 Begin {Ctoolesky]-
123. k3:-0;
124 for kl:-l ±Q M dQ
125 begin {for kl}
126 , if
127
128 begin {then exterior}

^ 129 if Al[kl,kl]=0
130 . then
131 begin {then interior}
132 k3:-k34-l;
133 k:=kl; '
134 repeat
135 k:=k+l;

. 136 until (Al[kl,k]=l) ojc (k=M-fl);
137 if k<=M
138 then
139 l̂ sin {then}
140 EP[k3,l]:=kl;

* 141 PP[k3,2]:=k;
142 for.k2:=l ±Q M ¿Q
143 begin {for k2}
144 CEL:=Al[k2lkl];
145 Al[k2Jkl]:=Al[k2,k];
146 . Al[k2Jk]:=CEL
147 end {for k2}
148 - end {then}
149 . end {then interior}
150 end {then exterior}
151 end; {for kl}
152 if k<-M



TURBO PASCAL Program Lister, Copyright 1983 Borland International
Listing of : SALIDA. PAS

Page

-

153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
186
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182

• 183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203

then
begin
for j:=2 to M+l do

end;
for ±'--2 to M do
begin {for i}
fon j:=2 ±o M-fl dQ

{fo j}

{then externo}
Sl:=0;
for k:=l ±Q j~l dQ
Sl:=Sl+AlCi,k]*AlCk,j];

end {then externo}

in {then interno}
Sl:-0;
for k:~l ±Q i-1 dQ

end {the interno}
end {else}

end {for j}
end: {for i}
X[M]:=A1[M,M+1];
for i:=l to M-l dQ
begin {for i}
kl:=M-i;
Sl:=0;

j:=kl+l ÍQ M dQ

X[kl]:=Al[kl,M+l]-Sl;
end: {for i}

k:=k3;
k>l

{then}
t

k:=k roed 2;
until k<=l

end; {then}
if k~0
then De:=l
files. De :=-!;

fpj: i:=l ±Q M dQ
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204 De:=De*Al[i,i;];
205 if De o O

207 begin {then}
208 fea: J—1 ±Q k3 dQ
209 begín {for k3}
210 i:=k3-j+l;
211 fcl:=EP[i,l];
212 k:=EP[i,2];
213 CEL:=X[kl];
214 X[kl]:=X[k];
215 • ' X[k]:=CEL
216 end {for k3}
217 end {then}
218 end: {Cholesky}

220 begin {DeterminanteEInversa}
221 for jl:-l to. M dQ
222 begin {for jl}
223 A1:=A2;
224 for i:=l ±Q M do.
225 begin {for i}
226 if i=jl
227 then Al[i,M+l]:=l
228 else Al[i,M+l]:=0;
229 end; {for i}
230 Cholesky;
231 for i:=l ±Q M dQ
232 AlINVCiJlJ^XCi];
233 end {for jl}
234 end: {DeterminanteEInversa}

236 •procedure InversaMatriaDinamica(N:OrdenN;Al:MatrizEeal:var R:Matrices;
237 var ALFA:VectorO);
238 var
239 AR:MatrisReal;
240 . TRAZO:real;

242 procedure Multiplicación;
243 var
244 SI:real;

246 kegin {Multiplicación}
247 for i:=l ±Q N dQ
248 besin {for i}
249 for .1:-1 to N do
250 Í2££Ín {for j}
251 Sl:=0;
252 for kl:=l to N da
253 begin {for kl}
254
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255
256
257
258
259
260

262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273.
274
275
276
277
278
279
280
"?Pi"1¿jUJ.

282
283
284
285
286
287
288
289
290

292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305

Sl:=Sl+AR[i,j]
end; {for kl}

' AE[i,j]:=Sl
end {for j}

end {for i}
end : {Multiplicación}

in {InversaMatrísDinamica}
ALFA[G]:=1;
for i:=l ±Q N do.
keein {for i}
for j:=l ±Q N dQ
begin {for j>
if ioj
then R[i,j,Ó3:=0
elee R[i,j,0]:=l

end {for j}
end: {for i}
k:=l ±Q N ¿Q
gin {for k}
Multiplicación ;
TRAZO :~0;
for i:=l ±Q N ¿Q
TRAZO:=TRAZOfAR[i,i] ;

ALFA[k] : =-TRAZOA;
for i:=l ±Q N dfí

"í -̂J.J

j:=l ±Q N dQ
begin {for j}
If loj
then R[i ,j ,k] :=AR[i, j]
else R[i, j ,k] :=AR[i, j]+ALFA[k]

end {for j}
end: {for i}
: {for k}

end ; { InversaMatrizD inamica}

procedure RaicesPolinomiales ( NI :OrdenN; Polinomio: Vector O ;yai: XI: Vectores;
var X2 : Imaginarias ; var Zl , 22 : OrdenN ) ;

.const
Epsilon=0.0001;

var
NN: OrdenN;
U, DU^DV^DES, REALES, IMAG: real;
Al, 31,01 :VectorO;

begin {RaicesPolinomiales}
NN:=N1; 71:=1; Z2:=l;
Al:=Pollnomio;
while Nl>=2 ¿Q
Í2SSÍQ {while exterior}
if A1[N1]<>0
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306
307 be-gin {then exterior}
308 if abs(Al[Nl-2])<=0.0000001
309 then
310 Bsein {then}
311 . ü:=0; V:=0
312 end {then}
313 else
314 begin {else}
315 ü:-Al[Nl-l]/Al[Nl-2];
316 V:=Al[Nl]/Al[Nl-2]
317 end; {else}
318 if Nl<>2
319 then
320 begin {then}
321 repeat
322 Bl[0]:=l; Bl[l]:=A1[1]-U;
323 Cl[0]:=l; C1[1]:=B1[1]-0;
324 for k:-2 to NI cío
325 begin {for k}
326 Bl[k]:=Al[k]-Bl[k~l]*rj~Birk~2]*V:
327 Cl[k]:=Bl[k]-Cl[k-lí*ü-Cl[k-2]*v
328 ' eüd; {for k}
329 DN:=Cl[Nl-l]*Cl[Nl-3]-Cl[Nl-2]*Cl[Nl-2];
330 - if DN-0
331 ti
332
333 - D0:=0.2;
334 DV:=0.1
335
336 .
337
338 DÜ:=(Bl[Nl]*Cl[Nl-3]-Bl[Nl-l]*Cl[Nl-2])/DN;
339 DV:=(Bl[Nl-l]*Cl[Nl-l]-Bl[Nl]*Cl[Nl-2])/DN;
340 end:
341. U:=ü+Dü;
342 - V:-V+DV
343 unMI (abs(Bl[Nl])<Epsilon) and (abs(Bl[Nl-l])<Epsilon);
344 U:=U-DÜ;
345 V:=V-DY
346 end: {then}
347 DES:=U*U-4*V;
348 if DES>=0
349 ±hen
350 tsgin {then}
351 - X1[Z1]:=(-ü+sqrt(DES))/2;
352 Xl[Zl+l]:=(-ü-sqrt(DES))/2;
353 Zl:=Zl+2
354 end {then}
355 filñg
356 b̂ gia {else}
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357 IMAG : -sqrt ( -DES ) /2 ;
358 REALES :=-ü/2;
359 X2[Z2,1] -REALES;
360 X2[Z2,2]:=IMAG;
361 X2[Z2+1,1] BRÉALES;
362 X2CZ24-1 ,2] : =-IMAG;
363 Z2:-Z2+2
364 end; {else}
365 Nli-Nl-2;
366 for_ k:=0 ifi'Hl dQ
367 Al[k]:=Bl[k]
368 end {then exterior-}
369 else
370 begiri {else exterior}
371 X1[Z1]:=0;
372 Z1:=Z1+1;
373 N1:=N1-1;
374 lf Nl=l
375 then B1[1]:=A1[1]
376 end {else exterior}
377 Súál {while exterior}
378 lf Nl=0
379 ±hgQ Z1:=Z1-1
380 else.
381 begin {else}
382 ' if NN=1
383 then X1[Z1]:=-A1[1]
384 else X1[Z1] :=-Bl[l]
385 . gnd; {else}
386 end : {RaicesPolinomiales}

388 begin {EealiiDentacionDeSalida} '
389 CLRSCR;
390 GOTOXY(1752);
3 9 1 write( ' E E A L I M E N T A C I O N D E S A L I D A " ) ;
392

394 00X0X7(20,5);
395 write( 'Descripción del Sistema de Laso Abierto');
396 6070X7(25,6);
397 write('.r);
398 GOTOXY(25,7);
399 write('x = A x 4- B ur);
400 GOTOXY(25,9);
401 write('y = C xr);
402 GOTOXY(20,12);
403 wrl te ( 'Descripción del Sistema de Laso Cerrado^);
404 GOTOXY(25,13);
405 write('.');
406 GOTOXY( 25,14) ;
407 write( ' x = ( A + B H G ) x + B G w ' ) ;
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408 GQTOXY(25,16);
W- 409 writeC'y = .C x');

410 GOTOXy(14,18);
411 write('Ge - Matriz Función de Transferencia de Laso Cerrado');
412 GOTOXY(14,20);
413 writeC'DELTA - Matriz Diagonal, que cambia la ubicación de ');
414 GOTQXY(22,21);
415 writeC'los polos de laso cerrado');
416 GOTOXY(27,24);
417 writeCPAM CONTINUAR PULSE "ENTER" r ) ; .
418 readln(z);
419 CLRSCR;
420 GQTOXY (17,5);
421 writeC'Orden del Sistema : N - ');
| 422 readln(N);

423 GOTCKY (17,8);
424 write('Número de Entradas y Salidas del Sistema : M = ');
425 readln(M);
426 if N<=MaxOrdenMatriz
427 then

• 429
430 "

432 CLRSCR;
433 GOTOXY(3655);

. 434 writeln( 'MATRIZ A');
ti 435 writeln;
**" 436 for i:=l ±Q N dQ

437 begin {for i>
.438 for j:=l ±Q N dQ
439 begin {for j}
440 writerA(',i, V ,j,') = ');
44.1 read(A[i,j]); '
442 writeC ')
443 end; {for j}
444 - writeln

. 445 end; {for i}
446 GOTOXY(27Í24);
447 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');

£ 448 readln(2);
449 CLRSCR;
450 GOTOXY(36,5);
451 writeln('MATRIZ B^);
452 writeln;

' 453 for i:=l.±Q N dQ
454 l££±a {for i}
455 for j:=l ±Q M dQ
456 begin {for j>
457 writerBr, i,-,',;),-) = ');
458 read(B[ÍJJ);



TURBO PASCAL Program Listar, Copyright 1983 Borland International Page 10
Listing of: SALIDA.PAS

459 writeC ')
460 snd; {for j>
461 writeln
462 end; {for i}
463 00X0X1(27,24);
464 write(TABA CONTINUAR PULSE "ENTER" " ) ;
465 readlri(z);
466 CLRSCR;
467 GOTOXYCSe^S);
468 writeln("MATRIZ C');
469 writeln;
470 for i:=l £Q_ M dQ_
471 bggin {for i}
472 IQE J:=l fe N ÚQ
473 begin {for j}
474
475
476 writeC" ")
477 end: {for j}
478 writeln
479 end; {for i}
480 GOTOXY(27524);
481 write(TAPA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
482 readln(a);
483 ProductoMatrices(M ̂,̂ 0̂ ,
484 for i:=l to M do
485 D[i]:=0;
486 L:=0;
487 ' ' fQE i:=l ±Q M da
488 begin {for i}
489 k:=0;
490 for .1:=! to M do
491 begin {for j}
492 if CB[i,j]=0
493 ±hgn k:=k+i
494 • . end: {for j}.
495 if k=M
496 then D[i]:=l
497 £l£S
498 í¿Sgin {else}
499 for .1-1 to M do
500 BASTEiJÜ^CBE
501 L:=L+1
502 end {else}
503 snd; {for i}
504 if LoM
505 then
506 begiri {then externo}
507 for i:=l ±Q M dQ
508 begin {for i}
509 if D[i]<>0
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510
511 t£giü {then interno}
512
513 ÍQT j: = l ±Q N dQ.
514 CI[j]:=C[iJ];
515 AB:=A;
516 repeat
517 k:=0;
5 18 ProductoVectorMatriz ( N , N , CI , AD , CÍA ) ;
5 19 ProductoVeotorMátriz ( M , N , CÍA , B , CIAB ) ;
520 ÍQE j:=l ±Q M da

522 if CIAB[j]=0
523 then k:=k+l;
524 Süd;
525 íf k=M
526 then
527 begin {then irías interno}
528 D[i]:=D[i]+lj
529 ProductoMatricesCN,^,»^, AD, AN) ;
530 AD:=AN;
531 if D[i]=N
532

534 for j:=l to M do
535 . BAST[i,j]:=0;
536 . ' L:=N-1
537 end
538 end {then mas interno}

540 begin {else mas interno}
541 ÍQE j:=l ±Q M dQ
542 - "BAST[iJ]:=CIABCj];
543 L:=N-1
544 end {else rras interno}
545 until L=(N-1)
546 . end {interno}
547 end {for i}
548 end {then externo}
549 Sise
550 BAST:=CB;
551 DetennirianteEInversa(MIBAST.íBASTINVJDET) ;
552 if DEToO
553 then
554 begin {then DET}
555 fOT i:=l ±Q N dQ
556 beg±Q {for i}
557 • for .1:-! to M do
558 begin {for j}
559
560
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561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
571
572
573
574
575
576
577
578
579
580
581
582
583
584
585
586
587
588
589
590
591
592
593
594
595
596
597
598
599
600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611

end {for j
; {for i}

k:=M+l;

begin {for il} .
ProductoMatrices(N,M,N,AD,B,AB);
for j :=1 ±Q M do.

bejp.n {for 3}
for i:=l to N do

begin {for i}
P[i,k]:=AB[i,j];
FT[k,i]:=AB[iJ]

end; {for i}
k:=K+l '

end; {for j}
ProductoMatrices(N3N,N,AaAD,AN);
AD:=AN;

end; {for il}
MatricesProducto C N, N, M*N, P, FT, PPT);
DeterminanteEInversa (N, EFT, PFT, Deter 1);
if DeterloO

begin {then Deter 1 o 0}
for i:=l ÍQ M dQ
begin {for i}

giü {for j}

{for j}
; {for i}

k:=M+l;
for il:=l ±Q N-l ¿Q
begin {for il}
ProductoMatrices (M,NÍN,CÍAD,CA);
for i—l ±Q M Í!Q
begin {for i}

ÍQ N dQ
in {for j}

QT[j3k]:=CA[iJ]
end; {for j}

k:=k+l;
snd; {for i}

ProductoMatrices (N1N,N1AIADJAN);
AD:=AN
; {for il} -

MatricesProducto ( N , N , M*N , QT , Q , QQT ) ;
DeterminanteEInversa ( N , QQT , QQT , Deter2 ) ;
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612 if DeterZoQ
613 iken
614 begin {then Deter2 o 0}
615 for k:=l ±Q M do.
616 begin {for k}
617 £o_r i:=l ±Q M dQ
618 ' begón {for i}
619 • AD:=A;
620 if (D[i]+D[k])<>0
621 . then
622 begin {then}
623 j:=l;
624 repeat
625 ProductoMatr ices (N̂ .N, A JAD/AN);
626 ' AD:=AN;
627 . j:=j+l;
628 until j=(D[i]+D[k]+l)¡
629 end; {then}
630 for .i:=l to N do
631 ClCJJ-CCi^'];
632 ProductoVectorMatris(NJMJCIJADJCIA);
633 for j:=l ±Q N dfi
634 AAST[i,j]:=CIA[j];
635 ' end; {for i}
6 36 ProductoMatrices(M,M,N,AAST,B,ÁSTB);
637 for i:=l ±Q M ¿Q
638 BJ[i]:=BASTINV[i,k];
639 ProductoMatrisVectorCM,ti, ASTB,BJ, ABJ) ;
640 • fOT i:-l ±Q M dp.
641 ÁJAST[i3k]:=ABJ[i];
642 sad; {for k}
643 repeat
644 CLRSCR;
645 GOrOXy(15,5);
646 write("Introduzca los valores de la matriz ');
647 writeln( "diagonal DELTA") ;
648 writeln;
649 - ÍQE i:=l ±Q M dQ
650 begin {for i}
651 for j:=l ±Q M do.
652 begin {for j}
653 if ioj
654 ihejQ AASTCi,j]:=-AJAST[iJ]
655 else
656 begin {else}
657 wri terDELTA(") i J"r ,J J ' ' )= ' ) ;
658 • • read(DELTA[i]);
659 . writer " ) ;
660 . . MSTCiJj
661 end {else}
662 gnd {for j}
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663 end: {for i}
664 GOTOXY(27124);
665 write ( TAPA CONTINUAR PULSE "ENTER" " ) ;
666 readln(z);

' 667 ProductoMatrices(M,M;MJBASTINVJMSTJH) ;
668 tt:=0;
669 ProductoMatrices(M)MJM,CíBJCB) ;
670 ProductoMatrices(MJMJMJCB)BASTI!WJDIAG) ;
671 L:~0;
672 for i:=l ±Q M do
673 . ' begin {for i}
674 ' for .1:=! to M do
675 begin {for j}
676 if ioj
677 then
678 if DIAG[iJ]-0
679 thsn L:=L+1
680 end, {for j}
681 . end: {for i}
682 k:=0;
683 if L=(M*M-M)
684 then
685 begin {then L = M*M-M}
686 - ProductoMatricesCN^MJlB^CB);
687 ProductoMatrices(NJNJMJCBíC,AB) ;
688 - for i:=l ±Q N dQ
689 . begin {for i}
690 for j:=l to N dp_
691 ÁBHCCiJj^ACiJJ+ABCiJ];
692. end:. {for i}
693 LL:=0;
694 • ' .AD^ABHC;
695 repeat
696 ProductoMatrices (M, N.b^C, AD.CB) ;
697 ProductoMatrices (MJMJNÍGB,BJCA) ;
698 ProductoMatrices (M , M , M , CA , BASTID/ , DIAG ) ;
699 L:=0;
700 for i:=l ±c. M ¿Q
701 . begin {for i}
702 fcr. j:=l ±Q M dQ
0̂3 î gin {for j>

704 . if ioj
705 then
706 if DIAG[i,j]=0
707
708 sná {forj}
709 . end; {for i}
7 1 0 • • i f L=(M*M-M)
711 • • then
712 besia {then}
713 k:=k+l;

«-
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714 LL:=LL+1
715 end {then}
716 else LL:-N~1;
717 ' ProductoMatrices(N1NJNJAD,ABHCJAN);
718 AD:-AN;
719 until LL-(N-l);
720 end; {then L = M*M-M}
721 ' . if k=(N-l)
799 tVî rif z,¿i i*J.idi
723 begin {then externo}
724 tt:=l;
725 G:=BASTINV;
726 InversaMatrisDinamicaCN, A, SIA.D1);
727 RaicesPolinomiales(M,DI,Xr,Xi,Zl,Z2);
728 ' CLRSCR;
729 GOTOXY.CSO.̂ );
730 writelnf"Polos de Lazo Abierto');
731 VTriteln;
732. writeln(" Partes de los polos:1");
733 writeln;
734 writeln(r Reales "}" ",' Imaginarias');
735 if NOZ2-1

737 begiri {then}
738 for i:=l ta Zl da
739 Writeln(Xr[i] : 10:3)
740 . end; {then}
741 . if NoZl

743 i^gija {then}
744 ' for i:=l ±Q Z2-1 dQ
745 • • begin {for i}
746 fea: j:=l ±Q 2 dQ
747 . writeCXiCiJDilOiS,- r);
748 writeln
749 end {for i}
750 , end: {then}
751 ' ' GOTOXY (27,24);
752 • writerPARÁ CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
753 readlri(Z);
.754 InversaMatrisDinamicaC N, ABHC, SIA, D2);
755 RaicesPolinomiales(NJD2IYrlYi,Z3JZ4);
756 CLRSCR;
757 GOTOXY(30,5);
758 writeln('Polos de Lazo Cerrado');
759 writeln;
760 ' writelnC Partes de los polos:');
761 writeln;
762 . v?riteln(' Reales r , f ', " Imaginarias');-
763 if NOZ4-1
764 then
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765 begin {then}
766 for i:=l tQ 23 dQ
767 Writeln(Yr[i]:10:3)
768 end: {then}
769 i£ NoZ3
770 then
771 begin {then}
772 for i:=l ±Q Z4-1 do
773 begin {for i} •
774 for, j:=l ±Q 2 d£>
775 write(Yi[iJ]:10:3r ' ) ;
776 writeln
777 end {for i}
778 end: {then}
779 GOTOXY(25J20);
780 write( "Quiere cambiar éstos Polos (S/M) ");
781 readln(Z);
782 i£ (Z='S') or (Z='sr)
783 • • then t:=0
784 else t:=l;
785 GOTOXY (27,24);
786 writerPARA CONTINUAR PULSE "ENTSR" ');
787 readln(z);
788 ' end {then externo}
789 else t:=l;
790 - until t=l;
791 • if tt=l
792 ' then
793 begin {then tt = 1}
794 • CLRSCR;
795 • GOTOXY (24,5);
796 writeln('Matriz H que desacopla el sistema');
797 writeln; writeln;
798 for i:=l ±Q M dQ
799 begin {for i}
800 • write("Fila M,': ');
801 ' for j:=l ±Q M dQ
802 write(H[iJ]:10:3);
803 writelnC" ')
804 end; {for i}
805 GOTOXY (27,24);
806 write("PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
807 readln(3);
808 CLRSCR;
809 GOTOXY (24,5);
810 writeln ('Matriz G que desacopla el sistema');
811 writeln ¡writeln;
812 ' for i:=l ±Q M dQ
813 ' b£gin {for i}
814 writeCFila M,': ');
815 ÍDJC j:=l ±Q M dQ
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816 write(G[i,j]:10:3);
817 'writelnC ')
818 - ' end; {for i}
819 0010X7(27,24);
820 write (TARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
821 readlri(s);
822 íor k:=0 ±Q N-l dQ
823 begin {for k>
824 £or i:-l ±Q N dQ
825 begin {for i}
826 ' for j:=l ±Q N dQ
827 GB[i,j]-SIA[iJ,k]
828 end: {for i}
829 • ProductoMatrices CM,NÍNJC,CBJEPT);
830 for i:=l to M dQ
831 begin {for i}
832 for .1—1 to N do
833 GcLiJ^^^PPTCiJ]
834 end: {for i}
835 ejad; {for k>
836 ProductoMatrices ( N , M , M , B , BASTINV , QQT ) ;
837 for k:=0 ±Q H-l ¿Q .
838 begin {for k}
839 - for i:=l ¿o M do
840 begin {for i}
841 fox j:=l to N dQ
842 . CB[i,j]:=Gc[iJjJk]
843 end: {for i}
844 ProductoMatrices ( M , M , N , CB , QQT , PFT ) ;
845 . fcr i:=l ±Q M dQ
846 .. .begin {for i}
847 • . fox j:=l ±0. M dQ

849 • end: {for i}
850 end; {for k}
851 CLRSCR;
852 GOTOXY(12,5);
853 write( 'Quiere ver la Matriz Función de ');
854 writeC "Transferencia Ge (S/N) ");
855 readln(Z);
856 if (Z=-S") ojc-(Z='s')
857 ihen
858 tsgin {then Z = S}
859 fOT k:=0 ±Q N-l dQ
860 begin {for k}
861 CLRSCR;
862 GOTOXY (18,5);
863 • write(" MATRICES NUMERADORES DE Ge');
864 . writelnr EN POTENCIAS DE s");
865 writelnjwriteln;
S66 writeln( " Grado ',N-k-l);

*
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867 writeln;
868 fo_r i:=l ±Q M do.
869 . begin {for i}
870 - write('Fila ",!,': ' ) ;
871 fer j: = l ±Q M do -
872 writeíGcCi, j,k]:10:3);
873 writeln(" ')
874 end; {for i}
875 GOTOXY (15,24);
876 • write(TARA SEGUIR VIENDO LOS ');
877 writef RESULTADO PULSE " ENTER " :r);
878 . readln(s);
879 end: {for k}
880 CLRSCR;
881 • 0010X7(33,5);
882 writeln( 'POLINOMIO CARACTERÍSTICO'):
883 writeln;
884 for k:-0 ±Q N dQ
885 . writeln(rGrado"^-k,": r,D2[k]:10:3);
886 GOTOXY(27,24);
887 write("PARA CONTINUAR PULSE "ENTER11 ");
888 readlri(s);
889 . end: {then Z = S}
890 CLRSCR;
891 GOTOXY (17,5);
892 write("QUIERE OBTENER LOS RESULTADOS EN LA');
893 writer IMPRESORA (S/N) ") ;
894 readln(Z);
895 • íf (Z="S') QE (Z=-s")
896 . then
897 ' begin {then}
898 GOTOXY(20,7);
899 write("Asegúrese que este prendida la ''); .
900 write(fimpresora ... \}\1 end: {then}

902 GOTOXY(27,24);
903 write(TARA CONTINUAR PULSE "ENTSR" ") ;
904 - • readln(ZZ);
905 .if (Z="S-) oj: (Z="s')
906 then
907 • begin {then}
908 write(LST, "DESACQPLAMIENTO POR REALIMEN');
909 - writelrKLST, DACIÓN DE SALIDA^) \0 write(LST," ');

911 ' v?riteln(LSTí " " ) ;
912 writeln(LST)jwriteln(LST);
913 writeln(LST,'MATRIZ A ' ) ;
914 writeln (LST); writeln (LST);
915 for i:=l ±Q N ¿Q
916 begin {for i}
917 write( LST, Tila M,': ' ) ;



TUKBG PASCAL Program Lister, Copyright 1983 Borland International Page 19
Listing of: SALIDA.FAS

918 for J:=l ±Q N do.
919 write(LST,A[i,j]:lO:3);
920 ' • writeln(LST)
921 snd; {for i}
922 • writelri(LST);writeln(LST); '
923 writelníLST,'MATRIZ Br);
924 writelriCLST) ;writeln(LST);
925 for i:=l ±Q N ÜQ_
926 begin {for i}
927 ' write(LST,'Fila M/: ' ) ;
928 for j:-l ±Q M d<2
929 • writefLST.BCiJihlQ^);
930 writeln(LST)
931 end; {for i}
932 ' -writelriCLST);writelri(LST);
933 writelnCLST, ̂MATRIZ C');
934 writeln(LST);writeln(LST);
935 for i:=l ÍQ M ¿o
936 besin {for i}
937 writefLST,"Fila ',±,'- ");
938 for j:=l ±Q N da
939 write(LST,C[iJ]:lCi:3);
940 writeln(LST)
941 end; {for i}
942 writeln(LST);writeln(LST);
943 writelníLST, 'MATRIZ DIAGONAL DELTA');
944 writeln(LST) ;writelri(LST);
945 'for i:=l to M do
946 beglri {for i}
947 writeíLST, Tila f , i, ": r ) ;
948 fOT J:-l to M dQ
949 bsgin {for j}
950 if ioj
951 ±hga write(LST,0.0:10:3)
952 . - slsfi write(LST,DELTA[i]:10:3)
953 end: {forj}
954 writeln(LST)
955 ' end; {for i}
956 ' writeln(LST);writeln(LST);
957 writeln(LST,'MATRIZ H");
958 ' writeln(LST) ;writeln(LST);
959 fQ_r i:=l ±Q M dQ
960 . begin {for i}
961 . write(LST,'Fila M,': ');
962 for j:=l ÍQ M dQ
963 wr i teCLST.HCiJDi lOiS) ;
964 writeln(LST)
965 end: {for i}
966 writelri(LST) jwriteln(LST);
967 writelníLST,'MATRIZ G');
968 writelníLST);writeln(LST);
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969 for i:=l ±Q M dQ
970 . be£in {for i}
971 ' write( LST/Fila M, ":
972 • for .1:=! to M do
973 writeCLST^CiJjaO:?);
974 writeln(LST)
975 end; {for i}
976 writeln(LST);writelnCLST);•
977 writeCLST,"MATRIZ FUNCIÓN DE
978 writelnCLST, "FSRENCIA DE LAZO CERRADO");
979 writeln(LST);writeln(LST);
980 writeCLST, ""Matrices numeradores de Ge ");
981 • writelnCLST, "en potencias de s");
982 fox k:=0 ±Q M-l dQ
983 begin {for k}
984 ' - writeln(LST) ;writeln(IiST) ;
985 writelnCLST,"Grado ",N-k-1);
986 writeln(LST);
987 - ÍOjr i:=l ±Q M dg
988 begin {for i}
989 • write(LST, rFila M/: ');
990 fer j:=l ±o M dQ
991 . writeCLST.GcCi,j,k]:10:3);
992 writelnCLST,' ')
993 eM; {for i}
994 end: {for k}
995 writelnCLST);writeln(LST);
996 writelnCLST, "Polinomio característico');
997 writeln(LST);writeln(LST);
998 ' for k:=0 ±Q N ¿o
999 writelnCLST,"Grado",N-k,':
1000 D2[k]:10:3);
1001 writelnCLST);writeln(LST);
1002 writeltiCLST, "POLOS DE LAZO CERRADO');
1003 writelnCLST);
1004 - writelnCLST/ Partes de los polos:');
1005 writelnCLST);
1006 ' writelnCLST,' Reales ' /
1007 • " Imaginarias");
1008 if N<>Z4-1
1009 • then
1010 begin {then}
1011 for i:=l ±Q Z3 dQ
1012 writelnCLST,Yr[i]:10:3)
1013 . end; {then}
1014 if NoZ3
1015 then
1016 begin {then}
1017 . for i:=l ±Q Z4-l'dQ
1018 . t£gin {for i}
1019 fQE j:=l ±Q 2 dQ
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1020 write(LST,Yi[i, 31:10:3,
1021 . " ');
1022 writeln(LST)
1023 sod {for i}
1024 end {then}
1025 end {then}
1026 • end {then tt = 1}
1027 else
1028 begin {else tt = 1}
1029 CLRSCR;
1030 GOTOXY(4J10);
1031 write(rLAS MATRICES C ( A + B H C )j , ');
1032 writefj = 0,1, • • - ,n-l NO SON DIAGONALES, ')
1033 GOTOXY(19,12);
1034 . write(rENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE ");
1035 writelnf'DESACOPLAR");
1036 GOTOXY(27,24);
1037 write("PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ");
1038 . readln(3)
1039- end {else tt =1}
1040 end {then Deter2 <> 0}
1041 . else
1042 begin {else Deter2 o 0}
1043 - CLRSCR;
1044 GOTOXY(26,10);
1045 write('EL SISTEMA NO ES OBSERVABLE/);
1046 GOTO;mi9,12);
1047 writef ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE DESACOPLAR');
1048 GOTOXY(27,24); •
1049 ' ' write(TARA CONTINUAR PULSE "SNTER" ");
1050 . readln(a);
1051 . end {else DeterZ <> 0}
1052 • end {Deterl o 0}
1053 else
1054 begin {else Deterl o 0}
1055 CLRSCR;
1056 GOTOXY(26J10);
1057 . write('EL SISTEMA NO ES CONTROLABLE,');
1058 GGTOXYdS^);
1059 write("ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE DESACOPLAR');
1060 GOTOXY(27,24);
1061 write(TAE'A CONTINUAR PULSE "ENTER" " ) ;
1062 readlri(s)
1063 end {else Deterl <> 0}
1064 end {then DET}
.1065 else
1066 begin {else DET}
1067 CLRSCR;
1068 GOTOXY(17,10);
1069 writeC'B* ES SINGULAR, ENTONCES EL SISTEMA NO SE PUEDE");
1070 GOTOXY(17,12);
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1071 writeC . DESACOPLAR');
1072 GOTOXY(27,24);
1073 wríteCPARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
1074 readln(a);
1075 end: {else DET}
1076 END
1077 ELSE
1078 BEGIN
1079 CLRSCR;
1080 GOTOXy(10,10)¡
1081 writeCPÁRA DESACOPLAR UN SISTEMA SE DEBE TENER LA CONDICIÓN M <= N');
1082 GOTOXY(27,24);
1083 write('PARA CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
1084 readln(z);
1085 EHD:
1086 end
1087 else
1088 begin
1089 CLRSCR;
1090 GOTOXY(20,10);
1091 writeC EL ORDEN DEL SISTEMA DEBE SER N <- 10 , ");
1092 GOTOXY(16512);
1093 write( 'DEBIDO A LA INICIALIZACION REALIZADA'EN EL PROGRAMA');
1094 GOTOXY(27J24);
1095 write(TARÁ CONTINUAR PULSE "ENTER" ');
1096 read(Z)
1097 end
1098 end. {EealimentacionDeSalida}



1

A P É N D I C E * C *

SUBPROGRAMAS



MATRIZ INVERSA POLINOMIAL.

Este subprograma MatrizInversaPolinomial determina la in-

versión de una matriz polinoiriial. Donde la matris inversa está

compuesta por un polinomio denominador, y una matris tridimensio-

nal, cada uno de los planos de la matris corresponde al res-

pectivo grado polinomial.

Análisis matemático.-

Sean las matrices:

A. = [ ai j ] , de orden n.

E. = C bíj ] , inversa de A.

Se divide las matrices A y E., en submatrices o cajas de los ór-

denes indicados a continuación.

Como A E = E A n , se tiene:

An ! Al 2

! ( p x g )iiiiii
¡ A22
! ( q x q )

Eli El 2
( P x p ) ( p x q )

E.2 1 E.2 2
'( a x p ) ( q x q )

IP a

a lo.iC «a x p ) ! (

siendo: p + q = n

- Para A E. , se tiene:

An B.II + Ai2 ESI = L

Ai i Ei 2 + Ai 2 £22 • = Q,

( C . 1 )

( C . 2- )

C C . 3 )



- Para E A. , se tiene:

£21 A.II + E.22 A.21 = & ( C . 4 )

E.21 A.I 2 + E.2 2 Lz 2 - ICL ( C . 5 )

Se define:

E.2 2 = n-i . . ( C . 6 )

De la ecuación ( C . 3 ) y con la ecuación ( C . 6 ) se despeja

Ei 2;

A.H El 2 - - A.12 E22

El 2 = - A.H~1A.12 E22

El 2 = - ( £a 1-1 A.12 ) |i-i , ( C . 7 )

De la ecuación ( C . 4 ) y con la ecuación ( C . 6 ) se despeja

E2 i ,

E2 1 á.1 1 = - E2 2 &2 1

E2 1 = - Ü22 A.21 A.H"1
r

E.21 = - ji-i( A.21 Ai 1-1 ) ( C . 8 )

De la ecuación ( C . 2 ),

A.H En = IP - A.12 E2i

despejando El i y agrupando,

En = An-1 - ( á.n-iA.12 ) E2i

reemplazando la ecuación ( C . 8 ),

En = A.ii-1 - ( A.n



simplificando,

En = A.H-1 + ( ) 1-1-1 ( A2i A.H-I )

Sustituyendo en ( C . 5 ) £21 y B.2 2 ,

A2i

agrupando,

A.22

despejando

) A.12 + ia-iA.2

( A21 A.11-1 ) A.12 ]

( A.21 Ai i-1 ) Ai 2

En resumen:

( C . 9 )

( C . 10 )

E.i'2

E21

E.22

( A.ii-1A.i2 ) ji-

^~1( A21 All"1

l

A22 - Asi ( Ai 2 ) ( C . 11 )

Como se puede observar, en el sistema de ecuaciones de

( C . 11 ) se determina la inversa de la matris A., el método

consiste en la inversa de la submatriz Ai i j Q.ue básicamente es el

único inconveniente. En la práctica se suele tomar AI i de orden

n - 1, y a su vez, para hallar Aii"1 se sigue el procedimiento

siguiente:



A2

an

a2i 322
As -

an ai2 ais

a23

asi as2 ass

A4 =

an ai2 ais ai4

a21 322 323 a24

asi *a32 a33 as 4

344

1.- Hallar A.2-1.

2 . - Se subdivide en cajas As de forma q.ue A 2 2 = [ a 3 3 ] yse

aplica ( C . -11 ), obteniéndose A.3-1.

3. - Se repite el procedimiento con A 4 una ves Gubdividida en

cajas de manera que &z 2 = [ 344 ]-.

Nota.- De acuerdo a la selección de AI i, se puede observar

que A22 es un número real.

En base al método anteriormente descrito, el mismo g.ue es

aplicable a matrices cuyos elementos son números reales, a conti-

nuación se realisa el análisis de 'inversión de matrices con ele-

mentos polinomiales.

Sea A. (s) una matriz de orden ( n x n ) definida en el do-

minio polinómico, constituido por todos los polinomios en la fre-

cuencia s.

A (s) =

ai i(s ) ai 2(s )

32 i (s) a22(s)

.. ain(s)

. . 32 n(S )

anl(s) an2(s) ... a n n(S)

( C . 12 )



donde: A. (s) - [ aij (s) ].

Sea m el grado.máximo en e de los polinomios ai j(s) de

( C . 12 ). Entonces, A (s) se puede expresar mediante un polino-

mio, por lo cual recibe el nombre de " matriz polinómica" de

grado m en s.

1A. (s)
ees)

[ Ao + Al + . / . + A ( C . 13 )

donde: Ai son matrices de orden ( n x n ), cuyos elementos son

números reales. • -

Se toma:

A3 (s) =

an(s) a i 2 ( s ) a i 3 ( s )

a2i (s) a22(s) a23(s)

as i (s) a32(s) aaa(s)

se efectúa la subdivisión de forma que

¿n(s) =
a n ( s ) a n ( s )

a i i ( s ) 2 2 2 ( 5 )
, 4 . 1 2 ( 6 ) =

a n f s )

323(s )

n
332(6) , Í22(g)

( C . 14 )

por definición de la inversa de una matriz

Ai i(e )-i _ adj [ An(s) 3

det [ An(s) ]



donde:

AH (s) = adj [ Á.n(s) ] =
a2 2(s) - ai2(s)

- a2i(s) aii(s)

D (s) = det [ A.n(s) ] - an(s) a22(s) -

( C . 15 a )

ai2 (s) a2i(s)

( C . 15 b )

entonces,

D(s)
(s)

De las ecuaciones ( C . 11 ), se determina los términos de los

paréntesis.

D(s)

de la ecuación anterior, sea:

( C . 16 )

D(s)
A.2i(s)

de la ecuación anterior, sea

A.2H i (s) = A.21 ( s ) AJICs)

De la ecuación ( C. 10 ) se determina

£L21(S) (S)

( C . 17 )



reemplazando A,n(s) y multiplicando por
D(s)

- A.21(S) [ — - AH(S) A.12(S)

D(s) D(s)

factorando para y reemplazando ( C ,16 ),
D(s)

D(s)
D(s)

por último , se determina jj.- i (s) ,

.._1,^ - D(s)
D ( S ) Á.2 2 ( S ) - &2 1 ( 8 ) A.1 1 1 2 ( S )

sea:

DSNOM(s) =DCs)A.22Cs)-42i(s)A.iii2(s) ( C. 18 )

entonces,

DENOM(s)

Ahora se determinan las submatrices de la matriz inversa

De acuerdo a ( C . 9 ) ,

Hn(*s) ~ A_n-i(s) + [ ¿.n-iCs) A.i2(s) ] i^-i(s) [ ̂ 2i(s) A.n-1(s)]

multiplicando por i—L ¡



Eii(s) = ^ 1(s) áii-i(s) + [ An-i(s) Ai2(s) ] ii-i(s) [ A2i(s)"Au-i(s) ]

reemplazando ( C , 16 ) , ( C . 17 ) y

D(s)

En(s) = ) -i— AD(s) + [J_ ¿D(s) Ai2(s)] P(s)
D(s) D(s) D(s) • DENĈ I(s) D(s)

simplificando,

En(s) = — { DENOM(s) fiD(s)'+ [ ffi(S) Ai2(s) ] [ ¿21(3) ¿E(s) ] }
D(s) DENOM(s)

sean: dpl(s) = D(s) DENOM(s) ( C . 19 )

Bpn(s) = DENOM(s) AH(s) + ¿.1112 (e) A.2in(s)

( C . 20 )

entonces,

En(s) = • Epu -
dpl(s)

De la ecuación ( C . 7 ),

Ei2(s)' = - [ Aii-Ms) A.i2(s) ] ^i-i(s)

reemplazando A.11"1 y l-i"1,

Ei2(s) = - [ —— AUCs) A.i2(s) D(s)

D(s) DENOM(s)

reemplazando ( G . 19 ) y ( C . 16 ),



A.ni2(s) D(s)
dpl(s)

sea:

Epi2(s) = - A.iii2(s) D(s) ( C . 21

entonces,

B.i2(s) = Bpiz(s)

De la ecuación ( C . 8 ) ,

£2i(s) = - n-i(s) [ A.2i(s)

reemplazando ^-:L(s) y A.ii"1(s

D(s) A.2i(s)
DENOM(s) D(s)

reemplazando ( C . 19 ) y ( C . 17 ) ,

E21(S) = - D(S)

dpl(s)

sea :

Ep2i(s) = - D(s) A.2in(s) . ( C . 22

entonces ,

£21(6) = - i - EP21(S) . .

_ dpl(s)

De la ecuación ( C . 6 ) ,



E22(S)

multiplicando por ——- y reemplazando
D(s)

E2 2 (S )

D(s) DENOM(s)

reemplazando ( C . 19 ),

E22(S)
1

dpl(s)
D(s) D(s)

sea:

EP22(S) = D(s) D(s) (• C . 23 )

entonce

E.2 2 (s) 1

dpl(s)
•Bp22(s)

Resumiendo:

Eii(s )

Ei2(s)

E2 1 ( S )

E22(S)

1
•*-

dpl(s)

1 .

dpl(s)

dpl(s)

dpl(s)

iCs)

• 1 2 ( S

1 C S

( C . 24 )

Este es el conjunto de ecuaciones que determina la matriz



inversa A.3 ( s ) , es decir,

Eii(s) B.i2(s)

B2 i (s) £2 2(s)

reemplazando las ecuaciones ( C . 24 ) ,

A.3-1(S) =

1

dpl(s)

1

dpl(s)

id
1

dpl(s

1

dplCs'

EP12(S)

>2 2 ( S )

sacando factor común de los denominadores,

A3-i(s) = 1
dpl(s)

BPII(S)

HP21(s) £p22(s)

entonces A.3 - i (s) es

1
dpl(s)

Ahora se toma

( C . 25 )

aii(s) ai 2(s) ais(s) ai 4(s)

a 2 i(s) a 3 2(s) a23(s) a24(s)

aai(s) a32(s) a33(s) as4(s)

a4i(s) a42(s) a43(s) a44(s)



y la subdivisión será:

A.n(s) =

aii(s) . ai 2(s) ais(s)

a 2-1 (s ) 322(5) a23(s)

asi(s) a32(s) a33(s)

ai 4(s)

32 4 (S)

as 4(s)

IAz i (s ) ~ a4i(s) a42(s) a43(s) A.2 2 ( S ) =

como ya se calculó la inversa de .A.n(s), siendo:

A.n-i(s) = A.3~i(s) 1
dpl(s)

Se repite el procedimiento desde la ecuación ( C . 16 ), en ade-

lante, hasta gue el rango[ A.i(s) ] = n, es decir,

rango [ ¿a(s) ] < rango [ A.( s) ] ,i = 3 , . . . J n ' ( C . 2 6 ) .

Pero se debe recordar, que para seguir el mismo procedi-

miento , se debe cambiar:

D(s) = dpl(s)

AG(s) = BP(S)

( C . 27 )

( C . 28 )

Por último 'Cuando se ha cumplido que rango[ A.Í (s) ] = n,

se tiene:

A.- = 6(s) A.n(6) 6(s) AGÍ e) ( C . 29 )

Para el caso particular del estudio realizado', del cálculo

de la inversa de la matriz de la planta £p (s) en el método de



desacoplamiento por matriz función de transferencia, se hace el

cam"bio de Sp(s) por A.(s), y sea:

6 (s)
(s).

Algoritmo.-

1.- Procedure MatrisInversaFolinomial(GpL,dpi)

2.- Asignar A.I i (s) de acuerdo a ( C . 14 ) ,

A.II (s) =
an(s) ai 2 (s)

3.2 i ( s ) a2 2 ( s )

3.- Determinar,

D(s) = aii(s) a22(s) - ai 2(s) a2i(s)

a22(s ) - ai 2(s)

- a2i(s) aii(s)

4.- Si n = 2.

.4.1.- Entonces realizar:

SpLInversa(s) = AH(S)

dpl(s) = D(s).

4.2.- Caso contrario:

Realisar desde p = 3 hasta p - n

4.2.1.- Asignar A.I 2 (s) , A.2 i (s) , A.2 2 ( s ) de acuerdo a ( C . 14 )



A.12(S) =

aip(s)

a2 p(s)

arp(s)

api(s) ap2(s) ... apr(s)

Á.2 2 ( 6 ) = app(s)

4.2.2.-

donde: p = r + 1 , P = orden de la submatris a invertir

2 < r < n - 1 ,r = orden de la submatris &ii(s).

Determinar,

A.I 112 (s) = AD.f s) á.1 2 (s)

A.2in(s) = A.2i(s) AH(s)

DENOM(s) - D(s) Á.22(s) - £.21 (s) A.I 11 2 C s )

dpl(s) - D(s) DENOM(s)

A.n(s) = DENOM(s) &H(s)- + A.ni2(s) ¿.211 i(s)

¿.12(3) = - D(s) A.iii2(e)

A.2 i (s ) --D(s)á.2in(s)

A.22(s) = D(s)D(s)

GpLInversa(s) =
A.21 (s-) 2 (s)

D(s) - dpl(s)

AH(s) = .QpLInversa(s)

5.- Determinar.



GpL - QpLInversa.

6.- Fin.

Nota.- La representación de las matrices polinomiales, es

similar al programa principal.

Diagrama N - S.-

MatrisInversaPolinomial (GpL , dpi)

All = QpL

Para k = O a 2 * M haga

D[k] = 0

Para kl - O a M haga

k = kl

Para k2 = O a M haga

D[k] = D[k] 4- ,2̂ 2] - All[lJ2,kl]*Áll[2Jl,k2]

k = k + 1

Para k = O a M haga

= All[2,2,k]

AD[l,2,k] = -

AD[2,l,k] = -All[2,l,k]

AD[2J2ík] = AllCl.l.k]

ORO = 2 * M

F = M



GpLInversa ~ ÁD

dpi = D

R = 2

Para P - 3 a N haga

Para k - O a F haga

Para i - 1 a P haga

Para j - 1 a P haga

( j = P ) y ( i = j )
si no

GpLCi,J3k]
( i = P ) y ( i 4= j )-

no •

A21[l,jJk]=
GpL[i,j,k]

•(i =

ProductoMatricesPolinomiales(R1lJR)MJFJADJA12JA1112)

ProductoMatricesPolinomiales (1JR)RJFJMJA21,AD)A2111)

PRroductoPolonomioPolinomio (ORO, F, D, A22, DENOM)

ProductoMatricesPolinomiales(1,1,R,F,ORO,A21,Al112,DE2)

Para 'k = O a ORO haga

DENOM[k] = DENOM[k] - DE2[l,lJk]

PRoductoPolonomioPolinomio (ORO, OROF, D, DENOM, dpi)

PProductoMatrisPolinomio (R, R, M, OROF, AD, DENOM, All)

ProductoMatricesPolinomialesCRJRJl,OBOlOROJA1112JA21111BL2

Para k = O a 2 * ORO haga

Para i - 1 a R haga

Para j = 1 a R haga



BL2[i,jík]

PProductoMatrisPolinorrdoCR, 1, ORO, ORO, A1112 ,D, A12)

PProductoMatrisPolinomiod̂ , ORO, 0̂ 0̂ 2111 ,0

Para k = O a 2 * ORO + E1 haga

Para i = 1 a R haga

= -A21[l,iík]

PRroductoPolinomioPoliriornio(ORO, OSD.D.D, A22)

Para k = O a 2 * R haga

o-wr, -i — 1 s P h "icrsCÍ.J- d o. — -L d 17 Li-J&a

Para j = 1 a P haga

( J = P ) y ( i j )

GpLInversa
CiJ.k] = 3Í

( i = P ) y ( i j).

GpLInversa
[i,j,k] =
A21[lJj,k]

no

si no

GpLInversa
[ij.k] =
A22[k]"

GpLInversa

M = 2 * ORO

ORO = 2 * ORO + F

D = dpi

no



AD - GpLInversa

R = R + 1

GpL = GpLInversa

Fin



PRODUCTO MATRICES POLINOMIALES.

Esta subrutina ProductoMatricesFolinorniales multiplica 2

matrices polinoraiales de diferente grado.

Análisis Matemático.-

Sean las matrices polinomiales:

H(s) = [iflij (s) ] de orden ( a x c ).

H (s) - [nij(s)]de orden ( c x b ).

ti (s) =

mi i (s) . . míe

mal(s) . , .

a
nn(s) . . . nib(s)

n c i (s) . . . n c b C s)

( C . 30 )

defini'das en el dominio polinómico, constituidas por todos lof

polinomios en la frecuencia s.

Si d y e son los grados máximos en s de los polinomios

niij (s) y nij (s), respectivamente, se tiene que las matrices

El (s)y ü (s) se representan mediante polinomios;

tt (s) = [ Ho

U. (s) = [ Ro

s 4- . . . + Hd s¿ ]

s + . . . + Ee se ]

( C . 31 a )

( C , 31 b )

donde: Hi son matrices reales de orden ( a x c ) , 1 = 1 , ... ,d

Hi son matrices reales de orden ( c x b ) , 1 = 1 , ... ,e

Multiplicando ambas matrices se tiene:



MU ( s ) = U (s) x ü (s)

MH (s) - [ Mo + Mi S 4- . . . 4- Md Ŝ ] [ HQ 4- Hl S + ... 4- He se]

«b - Mo HO 4- Mo Hi s 4- , . . -f Mo He se

4- Mi HO S 4- Mi Hl S2' 4- . . . 4- Mi He S^+l

+ tfc Ho 5* + tld Mi sd+l + . . . + Md He

= Mo Ho + ( Mo Hi + Mi- No ) s + . . . + Í4¿ He s^+e ( C . 32 )

Entonces el producto de matrices polinomiales , se transfor-

ma en producto y suma de matrices reales . Por lo tanto el Produc-

to de Matrices Reales (Ver subprograma ProductoMatrices) se reali-

za por planos de dimensiones ( a x c ) y ( c x b ) , correspon-

diente a las matrices M. (s) y N (s) , respectivamente. Donde

los planos de H (s) varia de kl = O , . . . , d , y los planos de

H. (s) varia de k2 - O , ...,e .

Algoritmo . -

Para el programa se realizó los siguientes cambios de va-

riables .

a - FilaMl

b = ColumnaM2

c = FilaColumna

d = GradoMl

e = GradoM2

M. (s) = MatrizMl

H. (s) = MatrizM2

Í1H.Í6) = Producto.



l.~ Procedure ProductoMatricesPolinomiales (FilaMl,ColumnaM2,

FilaColumna,GradoMl,GradoM2,MatrizMl,MatrizM2,

Producto).

2.- Determinar:

2.1.- Realisar para kl - O hasta GradoMl.

2.1.1.- Realisar para k2 = O hasta GradoM2.

F i 1aColumna
Producto[i,j,k] = 2 MatrÍ3Ml[i,k3,kl] * MatrizM2[k3,j,k2] ,

k3 = l

, i - 1, ... , FilaMl

/ j " -1, ... , ColumnaM2

, k = O, ... ,GradoMl+GradoM2,

para cada kl.

3.- Fin.

Secuencia de llamada.-

ProductoPolinomioPolinomio(FilaMl., ColumnaM2 , FilaColumna , GradoMl,

GradoM2,MatrisMl)MatrizM2JProducto).

Definición de símbolos.-

FilaMl = Número de filas de la Matrizl.

ColumnaM2 = Numero de columnas de MatrizM2.

FilaColumna - Número de columnas de la MatrizMl,. igual al número

de filas de MatrizM2.

GradoMl = Mayor grado de los elementos polinomiales de la Matriz1

GradoM2 = Mayor grado de los elementos polinomiales de la Matriz2

Matrizl - Elementos de la Matrizl, Matrizl[i,j,0] matriz

constante.



Matriz2 - Elementos de la Matris2, Matriz2[i,j,0] matris

constante.

Producto = Elementos del resultado del producto de" matrices.

Diagrama N - S.-

Procedure ProductoMatricesPolinomiales (FilaMl, ColumnaM2, FilaColumna, GradoMl,
GradoM2, Matrisl, Matris2, Producto).

Para k = O a GradoMl + GradoM2 haga

Para i = 1 a FilaMl baga

Para j - 1 a ColumnaM2 haga

Producto[i,j,k] = O

Para kl = O a GradoMl haga

k = kl

Para k2 = O a GradoM2 haga

Para i = 1 a FilaMl haga

Para j - 1 a ColumnaM2 haga

Para k3 = 1 a FilaColumna haga

Producto[i,j,k] =Producto[ilj)k]+Matrlal[i1k3,kl]*MatrÍ32[k3Jj,k2]

k - k + 1

Fin



PRODUCTO MATRIZ POLINOMIO.-

El subprograma PProductoMatriaFolinornio realisa la multi-

plicación de una matriz polinomial con un polinomio, cuyo resul-

tado es también una matriz polinomial.

Análisis Matemático,.-

Sea la matriz polinomial:

H (s) = [ hij (s) ] de orden ( a x c ).

tt (s) =

hn(s)

hal(s)

hic(s)

hac(s)

Se representa la matriz E (s) mediante polinomios:

(s) = [ Ro + Ei s + . . . + Ha

donde: d es el grado máximo en s de los polinomios híj(s)

Y sea el polinomio Po (s) de grado e.

Se multiplica:

HE. (s) = E (s) x Po (s)

hn (s) . . . hic (s)

KE (s) = x Po (s)

hai (s) . hac(S)



HE (s) =

hii(s) x Po (s) . . . hic(s) x Po (s)

hal(s) x Po (s) . . .. hac(s) x Po (s)

( C . 33 )

Al multiplicar una matria polinomial por un polinomio, se

realiza el producto por cada elemento polinomial de la matriz.

Entonces se ha llegado a un producto de 2 polinomios ( Ver sub-

prograraa PRroductoPolinomioPolinornio ) .

Siendo la variación de Tos- planos de la matriz E (s) ,

desde kl = O,13 ... ,d.

Algoritmo.-

Para el programa se realizó los siguientes cambios de va-

riables.

a = Fila

c - Columna

d - GradoM

e = GradoP

E (s) ' = Matriz

Po(s ) = Polinomio

NE(s) = Produc.

1,- Procedure PProductoMatrízPolinomio(Fila,Columna,GradoM,

GradoP,Matriz,Polinomio,Produc).

2.- Determinar:

2.1.- Realisar para kl = O hasta GradoM.



2.1.1.- Realisar para k2 = ü hasta GradoP.

Produc[i,j,k] - FroducCi,j,k] + Matriz[i;j,kl] * Po[k2]

, i ~ 1, , . . ,Fila.

, j - 1, . . . j Columna.

i k = O, . . . ,GradoM+GradoP,

para cada kl.

3.- Fin.

Secuencia de llamada.-

PProductoMatrisPolinoraio(Fila, Columna', GradoM, GradoP, Matriz ,

Polinomio,Produc).

Definición de símbolos.-

Fila = Número de filas de la Matriz.

Columna = Número de columnas de la Matriz.

GradoM = Mayor grado de los elementos de la Matriz.

GradoP - Grado del Polinomio.

Matriz = Elementos de la Matriz, Matriz[i,j,0] matriz constan-

te.

Polinomio - Coeficientes del Polinomio, Polinomio[0] término

constante.

Produc = Elementos del resultado del producto Matriz, Polino-

mio .

Ninguno.



Diafírama N - S.-

Procedure PProductoMatrisPolinomio(Fila,Columna,GradoM,GradoP,Matriz,
' Produc).

Para k = O a GradoM + GradoP haga

Para i - 1 a Fila haga

Para j = 1 a Columna haga

Produc[i,j,k] - O

Para kl ~ O a GradoM llaga

k = kl

Para k2 - O a GradoP haga

Para i = 1 a Fila haga

Para j = 1 a Columna haga

Produc[i,j,k] =Froduc[i,j,k]+Matria[i,j

k = k

Fin



PRODUCTO POLINOMIO POLINOMIO. -

El subprograma PEroductoPolinomioPolinoml n . multiplica 2

polinomios de diferente grado.

Sean los polinomios:

Pi ( s) de grado d.

P2 (s) de grado e.

donde: Pi (s) - po -f pi s + . . . + pd s^

P2 (s) - qo 4- qi S + . . . + qe se

Multiplicando ambos polinomios se llega a:

Pa (s) = Pi (s) x P2 (s)

P3 (s) = [ PO + pl s + . . . + pd Sd ][ qo -f qi s + . . . - } - qe Se ]

. - po qo + po qi S 4- . , , 4- pO qe Ŝ  +

4- pl qo S + pl qi S2 + . . . 4- pl qe

+ pd qo sd + pd qi sd + 1-l- . . . + pd qe

- po qo + ( po qi + pl qo )s+ . . . + pd qe s¿+e, ( C . 34 )

El producto de polinomios, es simplemente la multiplicación

y suma de los coeficientes de dichos polinomios .

Para el programa se realizó los siguientes cambios de va

riables .

d = GradoPl

e - GradoP2



Pi (s) = Polinomiol

Pz (s) = Polinomio2

Ps (s) = Prod,

1.- Frocedure PRroductoPolinomioPolinomio(GradoPl,GradoP2,

PolinomiolíPolinomio2,Prod).

2.- Determinar:

2.1.- Realizar para kl = O hasta GradoPl.

2.1.1.- Realisar para k2 = O hasta GradoP2.

Prod[k] = Prod[k] + Polinomiol[kl] * Polinomio2[k2]

, k = O, , . . ,GradoPl+GradoP2J

para cada kl.

3.- Fin.

Secuencia de llamada.-

PRroductoPolinomioPolinomio(GradoPl,GradoP2,Polinomiol,

Polinomio2,Prod).

Definición de símbolos.-

GradoPl = Grado del Polinomiol.

GradoP2 = Grado del Polinomio2.

Polinomiol = Coeficientes del Polinomiol, Polinomiol[0] término

constante.

Polinomio2 = Coeficientes del Polinomio2, Polinomio2[0] término

constante.

Prod = Coeficientes del producto de los Polinomios.

Subprogramas usados.-



Ninguno.

Diagrama N - S.-

Procedure PEroductoPolinomioPolinomi (GradoPl , GrádoP2 , Polinomiol , PPolinomio2
Produc) .

Para k = O a GradoPl + GradoP2 haga

Prod[k] - O

Para kl ~ O a GradoPl haga

k = kl

Para k2 = O a GradoP2 haga

Prod[k] = Prod[k] + Polinoraiol[kl] * PPolinomio2[k2]

k = k + 1

Fin



REDUCIR GRADO C 3 3 . -

Este subprograma ReduGirGrado es usado para eliminar los

coeficientes de mayor grado de un polinomio, g_ue sean cero, si

ellos no exceden al valor EPS, hasta que uno exceda EPS es esta-

blecido .

Secuencia de llamada.-

ReducirGrado(IB,"XY,IXY) .

Definición de símbolos.-

IX = Orden sin reducir el grado del polinomio.

XY - Coeficientes del arreglo para XY (s), XY[0] es el término

constante.

IXY = Orden reducido del grado del polinomio.

Subprogramas usados.-

Ninguno.

Diagrama N - S.-

Procedure ReducirGrado(IR.XY,IXY)

abs(XY[IR1) < EPS



repita hasta que IJ - 1

IXY = IR

Fin



DIVISIÓN POLINOMIOS C 3 ] . -

Este subprograma DivisionPol.1 nomios es usado para la divi-

sión de 2 polinomios: ,

P (s) =
X (s)

Y (s)

Secuencia de llamada.-

DivisionPolinomiosCIXjX,!¥,¥,IP,P).

Definición de símbolos.-

IX = Orden de X (s).

X = Coeficientes del arreglo para X (s)

I Y- = Orden de Y (s) .

Y - Coeficientes del arreglo para Y (s)

IP =•Orden de P (s).

P - Coeficientes del arreglo para P (s)

' Subprogramas usados.-

'(1) ReducirGrado.

Diagrama N - S.-

Procedure DivisionPolinomios(IX,X, IY,Y, IP,P)

ReducirGradoCIY.Y.IY)

ER = 1 ReducirGrado(IX,X,IX)



IP =- 3

IP = -2

IP = IX - IY

IX = IY

II = IP

PCI1] = X[II]/Y[IY]

Para k = 1 a IX haga

Jl- = k - 1 + II

X[J1] = X[J1] - PCI1] * Y[k-l]

II = II - 1

repita hasta que II = 1

Fin



PRODUCTO MATRICES [13].-

Este subprograma ProduotoMatrices multiplica 2 matrices,

cuyos elementos son números reales.

Producto = Matrisl x Matríz2

Secuencia de llamada.- ,

ProductoMatrices(FilaMl,ColumnaM2,FilaColumna,Matrisl,Matris23

Producto).

Definición de símbolos,. -

FilaMl - Número de filas de la Matrisl.

ColumnaM2 ~ Número de columnas de la Matris2.

FilaColumna = Número de columnas de la Matrisl, igual al número

de filas de la Matris2.

Matrisl = Coeficientes de la Matrisl.

Matris2 - Coeficientes de la Matris2.

Producto = Coeficientes del resultado del producto de matrices.
*

Subprogramas usados.-

Ninguno.

Diagrama N - S.-

Procedure ProductoMatrices(FilaMl,ColumnaM2,FilaColumna,GradoMl,GradoM2,.
Matrisl,Matriz2,Producto)

Para kl = 1 a FilaMl haga

Para k2 = 1 a ColumnaM2 haga



SI = 0

Para k3 = 1 a FilaColumna haga

Producto[kl,k2] - Matrisl[kl,k3] * Matriz2[k3Jk2]

SI - SI + Producto[klJk2]

Producto [kl,k2] = SI

Fin



PRODUCTO VECTOR MATRIZ [13 J . ~

Este subprograma ProductoVectorMatriz multiplica un vector

fila por una matris, siendo cada elemento un número real.

Prod = Vector x Matriz

Secuencia de llamada.-

ProductoVectorMatris(Elemento,Columna,Vector,Matris,Prod) .

Definición de símbolos.-

Elemento = Número de filas de la Matriz, igual al orden del

Vector fila.

Columna ~ Número de columnas de la Matriz.

Vector - Coeficientes del Vector.

Matriz = Coeficientes de la Matris.

Prod - Coeficientes del resultado del producto Vector-Matriz.

Subprogramas usados.-

Ninguno.

Diagrama N - S.-

Procedure ProductoVectorMatriz (Elemento , Columna , Vector , Matriz,Prod)

Para k2 = 1 a Elemento haga

SI = 0 .

Para k3 = 1 a Columna haga

Prod[k2] - Vector[k3] * -Matriz [k3Jk2]



SI ̂  SI + Prod[k2]

Prod[k2] = SI

Fin



DETERMINANTE E INVERSA [133.-

La subrutina 'IleĴ ĵ oliíaiiíl&KJnve-rsa. utiliza como base la re-

solución de sistemas de ecuaciones, mediante el método de "Des-

composición triangular" o factorización en 2 matrices L II. Siendo

específicamente el método de Cholesky el que se utilizará.

El determinante de A.2 es el producto diagonal de L. II. Los

elementos .diagonales de L. U simplemente corresponden a sus ele-

mentos pivotes, para lo cual habrá sido necesario intercambiar

las filas para llevar estos a la diagonal. Cada permutación mul-

tiplica el determinante por -1, entonces se multiplicará el de-

terminante por (-l)k donde k es el numero de permutaciones re-

querido para llevar los pivotes a la diagonal.

"La matriz. . inversa A.2-1 - A.1INV se define como aquella

matriz que, multiplicada por ¿.2, da como resultado la matriz i-'

d'entidad X. Siendo cada columna de la matria inversa, dada por la

solución de las ecuaciones lineales con la correspondiente colum-

na de L como vector columna de los términos independientes.

Secuencia de la llamada.-

DeterminanteEInversa(M(A2 , AlINV,De) .

Definición de símbolos.-

A2 - Coeficientes de la matriz, a calcular el determinante e

Inversa.

A1INV - Coeficientes de la matriz Inversa.

De - Determinante de la matriz A2.



S_nbp_rpgrarnas

(1) Cholesky.

N - S. -

Procedure DetermioanteEInversa(M, A2, Á1INY,De)

Para jl = 1 a M haga

Al = A2

Para i' =• 1 a M haga

Cholesky

Para i = 1 a M haga

= X[i]

Fin

Procedure Cholesky

k3 = O

Para kl - 1 a M haga

k3 = k3

k - kl

k = k
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Para i - 1 a M - 1 haga

kl = M - i

SI = O

Para j ~ kl + 1 a M haga

SI - SI -f Al[kl,j] * X[j]

X[kl] = Al[kl,M+l] - SI

R = k3

repita hasta que k

Para i = 1 a M haga

si

De = De * Al[i,i]

no

Para j = 1 a k3 haga

i = k3 - j + 1

kl = PP[i,l]

k = PP[i,2]

CEL = X[kl]

X[kl] = X[k]

X[k] - CEL

Fin



MATRIZ F GENERAL. -

Este subprograraa MatriaFGeneral sirve únicamente para

determinar el conjunto de matrices F que desacopla el sistema, y

por ende el número de parámetros libres f. Realizado como subpro-

grama, porque se necesita 2 veces en diferentes partes del pro-

grama general ( Realimentación de estado ) .

Sejmejiola. de . llamada.. -

MatrisFGeneral(w3FGEN,Ff ,g) .

de

w = Número de parámetros de las matrices diagonales Mk .

FGEN = Matriz tridimensional, donde cada plano de orden ( rn x n )

corresponde a cada parámetro de las matrices diagonales

MK.

Ff - Conjunto de matrices F que desacopla el sistema .

g = Número de parámetros libres f.

Ninguno.

Diagrama N.- S. -

Procedure MatrÍ2FGeneral(w,FGEN,Ff.g)

Para i = 1 a M haga

Para j ~ 1 a N haga

Ff[iJ] = 0



s = o

Para i = 1 a M haga

Para j = 1 a N haga

L = O

k = 1

k = k + 1 k - w + 1

L = 1

repita hasta gue k = w + 1

Ff[JU] =
FGEN[iJ,M-KL]

abs(Ff[iJ]) < 1000

C i = M ) y ( j = N )
no

s - g + i

g = g + 1

Ff[iJ] = 1000 + 10 * i + j

si no

k3 = i + 1

k4 - k4 = j

Para kl = k3 a M haga

Para k2 = k4 a N haga

k = 1

P = O

EX3EN[i1jJk]=FGEN[kllk2,k]-

si no



k=k+l

Q = 1 s no

k = k + 1

Q = -1

k = w + 2

P = 1

repetir hasta que k = w

si

Ff[kl,k2] - Q * (1000+10*i+j)

k4 = 1

Fin



INVERSA MATRIZ DINÁMICA.-

Este subprograma InversaMatrizDinamica invierte matrices

del tipo [ s JL - A. ] > para lo cual aplicamos el "Algoritmo de

Leverrier o Faddeev":

Sea A = [ aij ] una matriz de orden n.

. Adj[ s L - A. ]
[ s L - L J-1

det[ s L -

donde:

det[ s L - A. 1 = eco sn + ai sn-1 + . . . + an-i s + an
Rn = O

Adj[ s L - A ] = B.O sn-i + B.I

siendo : ai - Escalar

Ri ~ Matrices .

E.O = L ;

1
ak - . tr[ A. RK-I ] , k = 1, . . . ,n ; ao =

k

Rk =' A. Rk-i + ak I , k = 1, . . . ,n

donde : tr [ . ] denota la traza , que se determina sumando los tér-

minos de la diagonal principal.

..de. l

InversaMatrizDinamica ( N , Al , R , ALFA)

de



N = Orden de la matriz Al.

Al = Coeficientes reales de la matriz, a invertir .

R = Coeficientes de las matrices Rk de la Adjunta, R[i,j,N-l]

matriz constante.

ALFA - Coeficientes del polinomio característico det[ s X - A. ] •

Subprogramas usados.-

(1) Multiplicación .

Diagrama N - S.-

Procedure InversaMatrisDinamica(N,Al.R,ALFA)

ALFA[Ü] - 1

Para i - 1 a N haga

Para j - 1 a N haga

Para k = 1 a N haga

Multiplicación

TRAZO - O

Para i = 1 a N haga

TRAZO =TRAZO + AR[i,i]

ALFACK] - -TRAZOA

Para i = 1 a N haga

Para j = 1 a N haga



RFiJ.k] = AR[iJ] + ALFACk]

Procedure Multiplicación

Para i ~ 1 a M haga

Para j = 1 a N haga

SI - O

Para ki = 1 a N haga

*

SI - SI +

AR[iJ] = SI

Fin



RAICES FOLINOMIALES C i 3 ] . -

Esta subrutina Eaiĵ üZoiiil̂ mî Î S. es usada para encontrar

las raíces de un polinomio con coeficientes reales. Usa un método

modificado de Baírstow por extracción de raices.

cl a de llamada. -

RaicesPolinoiniales( NI, Polinomio, XI ,X2, Zl , Z2) .

Mfjn -jolón de símbolos. -

NI = Grado del Polinomio, NI < 10. .

Polinomio = Arreglo de los coeficientes del Polinomio,

Polinomio[N] término constante.

XI = Arreglo de las raices reales .

X2" - Arreglo de las raíces imaginarias.

Zl = Número de las raíces reales .

Z2 = Número de las raíces imaginarias .

ias usados,. -

Ninguno .

N - . S . -

Procedure RaicesPolinomiales (NI , Polinomio , XI , X2 , Zl , Z2 )

m -
Zl =

Z2 =

NI

1

1

Al ~ Polinomio



si

Haga mientras NI £ 2

abs(Al[Nl-2]) < 0.000001
no

U = O U = Al[Ml-l]/Al[Nl-2]

V = O V = Al[Nl]/Ál[Nl-2]

Bl[0] = 1

Bl[l] = Al[l] - U

Gl[0] = 1

- ü.

Para k = 2 a MI haga

Bl[k] = Al[k] - BlCk-1] * U - Bl[k-2] * V

Cl[k] - Bl[k] - ClCk-1] * ü - Cl[k-2] * V

DM = C1CN1-1] * Cl[Nl-3] - C1CN1-2] * Cl[Nl-2]

DU = ( B1[N1] * Cl[Ml-3] - BlCNl-1] * Cl[Nl-2] )/ DM

DV = ( B1CN1-1] * ClLNl-1] - B1[N1] * Cl[Ml-2] )/ DN

ü = ü + DU

V = V + DV

(abs(Bl[Nl])<Epsilon) y (absBl[Nl-l])<Epsilon)

ü = ü - DO

V = V - DV

DES = Ü * ü - 4 * V

X1[Z1] = (-U + sqrt(DES)) / 2 IMAG = sqrt(-DES) / 2



REALES = -O / 2XlFZl+1] = (-0 - sqrt(DES)) / 2

X2[Z2,1J = REALES

X2[Z2J2] = IMAG

X2[Z2-KLJ1] - REALES

X2[Z2+1J2] = IMAG

Z2 = Z2 + 2

NI = NI - 2

Para k - O NI haga

Ál[k] = Bl[k]

A1CN1] = O

X1CZ11 = O

Zl = Zl + 1

NI = NI - 1

Birii = Airii

Zl = Zl - 1

xiczij - - Airii



PRODUCTO MATRIZ VECTOR

Este subprograma multiplica una matris

por un vector columna, siendo cada elemento un número real.

Prod - Matriz x Yector.

ProductoMatris Vector( Elemento , Columna , Vector , Matris , Frod ) .

Definición de símbolos.. -

Elemento = Número de filas de la Matris ,

Columna = Número de columnas de la Matris , igual al orden del

Vector columna .

Vector - Coeficientes del Vector.

Matris ~ Coeficientes de la Matris,

Prod -• Coef icientes del resultado del producto Matriz-Vector.

Subpro-gramas usados. -

Ninguno.

Diagrama N - S. -

Procedure ProductoMatrisVector ( Elemento , Columna , Vector , Matris , Prod)

Para k2 = 1 a Elemento haga

SI = 0

Para

Prod[k2] =

k3 ̂  1 a Columna haga

Vector[k3] * Matris[k23k3]



SI - SI + Prod[k2],

Prod[k2] - SI

Fin



MATRICES PRODUCTO.-

Este subprograma Matrices Producto, es exactamente el mis-

mo subprograma ProductoMatrices. con la única diferencia que este

subprograma está definido para multiplicar matrices de dimensio-

nes bastante grandes.

Por lo tanto, ver subprograma FroductoMatri_ces .
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