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INTRODUCCION

En fechas recientes se hé desarrollado ampliamente el uso de siste
mas discretos y’digita]es,en aplicaciones de control, debido a 1057
‘grandes adelantos observados en materia de computadores digitales.
que ha traido como consecuencia un abaratamiento en el costo de los
mismos, To cual ha hecho posible el uso intensivo de sistemas de con
trol digital en fodo tipo de procesos, genera]mente/con la finali-

dad de automatizarlos.

~E1 estudio ¥y ané1isis de estabilidad de dichos sistemas puede ser
realizado utilizando diferentes técnicas, siendo una de las princi-
ba1es el método del Lugar Geométrico de las Raices, el cual por ser
un método grdfico facilita ademas el disefio y compensacién de  los
mismos, ya que la estabilidad relativa y el funcionamiento transito
rio de un sistema de control discreto de lazo cerrado estan intima
mente relacionados con la ubicacién de las rafces de la ecuacién ca

~ & racteristica de dicho sistema en el plano Z.

E1 método del Lugar_Geométrico de las Raices provee al Ingeniero de
Control una medida de la sensibilidad de 1as raices del sistema res
pecto a la variacién de un pardmetro, generalmente la ganancia de
- lazo abierto, lo cual permite una visualizacidn objetiva y &gil de

-las caracteristicas del mismo.

Debe anotarse que.Ta construccion del Lugar de las Raices es un pro
ceso iterativo que debe cumplir con ciertas reglas establecidas, que

traen como consecuencia la realizacion de complejos cdlculos anali



ticos, los cuales son siempre similares en su forma, sin 1mportar

el grado del sistema en analisis, puesto que e] inico parametro va
riable es la ganancia de lazo. Todo esto unidd a las ventajas que
tiene el estudiar un sistema de control mediante este método en
cuanto se refiere a simu]acién y analisis de estabilidad y al he-
cho de que nada mds 16gico en el estud1§ deun sistema discreto que
‘usar un computador digital, hace posible éue este trabajo de éong
truccidn del L.G.R. y su analisis sea entregado al computador TEK

TRONIX 4051 con que cuenta la Facultad.
A continuacidn se delineard el contenido de 1a tesis:

ET primer capitulo se de&ica al estudio de Tos sistemas discretos
su definicibn, el proceso de muestreo, la transformada Z, mapeo del
p1ano S al plano Z, la funcion de transferencia de pulsos, crites. .
Eios de estabilidad de sistemas discretos, etc., fodo lo cual - per
mite comprender de mejor manera este tipo de sistemas. Se da por
sobreentendido que el usuario dé esta tesis tiene conocimientos ba
sicos sobre sistemas discretos, por 1o que el interés de este capi
tulo no es profundizar tota?ménte en el tema, sino mds bien dar

una vision general sobre los mismos.

En el segundo capitulo se desarrollan las reglas que rigen la cons
truccion del Lugar Geométrico de 1és Rafces‘de un sistema diséreto
en el plano Z, y que hacen posible la implementacion del mismo en
'el computador, por To que puede considerarse junto con los progra
mas implementados como Ta parte central de esta tesis. Se entrega

el fundamento tedrico en que se basa el desarrollo del método del



Lugar de las Raices y se analiza las ventajas que se obtiene al es .-
tudiar un sistema de control mediante esta técnica, procediéndose
finalmente a dar ejemplos sobre la construccidon misma de estos dia

gramas.

En el tercer capitulo se realiza un estudio éobre la constfucciSn
del progréma, se entrega una descripcion general del sistema y se
explica adecuadamente el tfabajo que realiza cada uno de los sub-
programas. Igualmente se analizan separadamente Ta subrutina de
obténcién‘de la ganancia critica y los subprogramas de respuesté
en el tiempory analisis de estabilidad absoluta, asi como el de
respuesta de frecuencia como sistema muestreado, que han sido desa
rrollados con la finalidad de proveer de forma mds comp]efa un con
junto‘de herramientas de disefo.

E1 capitulo IV comprende un sinndmero de ejemplos que validan Tos
programas implementados. Se desarrollan diferentes alternativas -
de uso de los programas y se entregan‘]os comentarios y conclusio

nes que se obtienen de cada uno de estos ejemplos de utilizacion.

En el capitulo V se tienen las conclusiones y comentarios genera-
les obtenidos durante el desarrollo de esta tesis, y se entrega a

demds recomendaciones que son fruto de esta experiencia.

- Finalmente en los apéndices se entregan los manuales de uso y erro -
res del programa, los diagramas de flujo de los programas implemen
tados y el listado de Tos mismos, aspirando a que estos pasen a en

riquecer la biblioteca de programas. que posee el area de Sistemas



de Control, para uso y beneficio de 1os estudiantes que se estan

_formando en 1a‘Facu1tad.



CAPITULO I

LOS SISTEMAS DISCRETOS

Introduccion.-

En los Ultimos afos se ha obserQado un progreso muyvsignificafivo en
cuanto se refiere a Sistemas de Control de datos discretos y digitg
Tes. Estos sistemas han ganédo en importancia y popularidad en to
dos los campos, debido en parte a los avances observados en las com -
~putadoras dfgita]es de propbsito especifico, asi como por las ventg.

jas encontradas en trabajar con sefiales digitales.

Los sistemas de datos muestreados trabajan tanto con sefiales conti-
nuas como d1scretas, hacwendose necesario por tanto]a.d1scret1zac1on
de Tos sistemas cont1nuos, que pueden 11evarse a cabo mediante el

muestreo de datos.
1.1. SISTEMAS DE DATQS MUESTREADOS

Debe anotarse que el término "Sistemas de Control por Muestreo de Da
tos" se refiere a una clase mas genéra]izada de sistemas, en tanto
que el término "Sistemas de Control Digital" implica el uso de un

controlador digital en el sistema de control.

" Estrictamente hablando, datos muestreados son sefiales pulsantes modu
ladas en amplitud, esto es, un tren de pulsos. que 1leva la informa-

cion en la amplitud de los mismos, en tanto que datos digitales son



"seflales generadas por computadorés o transductores digitales, codi-

ficadas de cierta manera.

Las aplicaciones de los sistemas muestreados en la tecnologia moder

na son extensas, pero en general pueden clasificarse en las siguiepn -

tes categorias:

"a) Sistemas de Control con Muestreo Inherente.-

Estos son los sistemas en que las sefiales estan disponibles solo

en forma muestreada. - Entre ellos, pueden citarse los siguientes:

a.l.

Sistemas rastreadores de radar.- En estos sistemas, la se-
nal de entrada tiene la forma de una serie de pulsos.

Sistemas de tiempo compartido.- Con la finalidad de reducir
costos en Ta transmision de 1a informacidn, en muchos siste
mas el circuito fransmiSor de datos se reparte entre varios
subsistemas,'Togréndose de esta manera una optimizacidén ge

neral.

Combutadoras digitales en sistemas de control.- En la actua
1idad es muy frecuente el uso de computadoras digitales en
el proceso mismo de control de un sistema, lo cual es 1con9
cido como CONTROL ON LINE, de esta manera se logra unarmeig

ra de sus caracteristicas estaticas y dindmicas.

En la Fig. 1.1.1. se indica una de las diversas maneras en



que una computadora digital puede incorporarse en un sistema de

control.

rlely g LA gk —pereneon —SHES

Fig. 1.1.1. Sistema de Control On Line

b) Sistemas de Control con Muestreo Intencional.-

Bajo ciertas condiciones un sistema de control por muestreo de da
tos con periodos de muestreo variables tiene mejor funcionamiento

que los sistemas continuos convencionales.

Los sistemas de datos muestreados pueden facilitar 1a obtencion del
“Principio de Adaptabilidad", utilizado por el denominado "Control -
Adaptivo" o de "Mejoramiento Automatico", mﬁy estudiado en afios re-
cientes debido a las grandes ventajas que ofréce, puesto que esfoé
sistemas de control pueden cambiar sus propios parametros, como res
puesra a un cambio de condiciones de Tuncionamiento o de las estradas

del sistema, "adaptandose"” el control a estas nuevas condiciones.

A continuacion se presenta un diagrama de bloques de un sistema de

control adaptivo.
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Fig. 1.1.2. Sistema de Control Adaptivo

Otras razones para el empleo del proceso de muestreo en forma inten .

cional son:

Mejoramiento de Sensibilidad: Mediante el proceso de muestreo es

posible obtener una gran sensibilidad en mecanismos sensoriales.

Esto es, por ejemplo, si se hace necesario manejar una carga me-
diante una sefal de baja potencia, si semuestreaesta sefial de ba
ja potencia, el mecanismo sensorio resulta ser extremadamente

sensible en términos de ganancia de energia.

Ventajas de trabajar con sefiales digitales: La gran ventaja de tra
bajar con sefidles digitales es que mediante cierto cdédigo pueden

~conservarse y transmitirse con facilidad y precision.



1.2. MUESTREADORES Y RETENEDORES

Estos circuitos son mas comunmente conocidos como SAMPLE AND HOLD.

Un "muestreador" (sample) en sistemas discretos o digitales es un
circuito que convierte una sefial analoga a un tren de pulsos modula

dos en amplitud (sefial discreta).

~Un "retenedor" (hold) mantiene o congela el valor de una sefial dis
creta (pulso) durante cierto tiempo determinado. En la mayoria de
operaciones digitales practicas el muestreador-retenedor es una so

1la unidad, denominada S/H.

Una de las principales funciones del S/H es congelar las sefiales de

rapida variacion durante todo tipo de operaciones de conversion.

En la siguiente figura se indica un circuito S/H de 1o mds simple.

)
R RELOJ
I'A‘f‘k JS,\

—0.
: K

fs(t) QB ‘ C== ro(t)
L

Fig. 1.2.1. Circuito Muestreador-Retenedor

E1 switch S, indicado en la Fig. 1.2.1. puede ser controlado median
te un reloj. Cuando S estda cerrado, la salida fo(t) sigue a 1a en
trada fs(t). Cuando se abre S, la salida se mantiene al valor de

voltaje al que esta cargado el condensador C. Si se considera Rs=0



se tendria el siguiente diagrama de sefiales para el circuito ante-

rior:
i S .t
ﬁRELOJ
HOLD P_J] HOLD ‘ > >t
SAMPLE '
Fig. 1.2.2. Sefiales en el Circuito S/H con Rs = 0.

En la prdctica, el S/H tiene varias caracteristicas de imperfeccidn

debido por ejemplo a que Rs # 0, y son:

- Tiempo de adquisicién (Ta): Es el tiempd que transcurre desde que
se da el Comando;SAMPLE hasta que la salida del dispositivo mues
trea o sigue la sefial de entrada, dentro de una banda de error de -

terminada.

- Tiempo de apertura (Tp): Es el tiempo desde que se da el comando
de HOLD, cuando la salida rastrea la sedal de entrada, hasta que

deja de hacerlo, esto es, hasta que el switch S se abre.

- Tiempo de estabilizacion (Ts): En el cambio de SAMPLE a HOLD  se
produce una oscilacion amortiguada en la salida. Ts es el tiempo
en que se estabiliza dicha oscilacion alrededor de un error deter
minado. |

- Descarga en modo HOLD: Mientras la salida estd congelada (hold)



esta no se mantiene a un voltaje fijo, sino que decrece por efec-

to de las corrientes de fugas del capacitor de almacenamiento.

En la Fig. 1.2.3. se indican todas estas caracteristicas de imper

feccidon en las sefiales del S/H.

SALIDA REAL
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o
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: T Ir LY <
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: /I . ' | |
/| |
/’ II’ = : |I |l
//. ! [N |
g vl |
pl_Ta...J [ P - T St
» !
|
| -
M I S
I SAMPLE i HOLD
S CERRADUS.S ABIERTO

COMANDO SAMPLE  COMANDGO HOLD

Fig. 1.?.3. Senales Reales en el S/H.

E1 tiempo de duracion entre ]os'comandos de SAMPLE toma el nombre

de periodo de muestreo T.

En la practica se tiene que el tiempo de duracion del pulso  mues-
treado, P, es mucho menor que el periodo de muestreo. Entonces, pa
ra propositos practicos, el S/H puede ser representado idealmente

por el diagrama de bloques de la Fig. 1.2.4.

Para el proceso de muestreo interesa el "muestreador ideal" que es

aquel en el que la duracion del muestreo P'es cero, simplificandose

el analisis del mismo.



£(t) . Mex(t HoLD fu (})

SAMPLER

Fig. 1.2.4. Muestreador-Retenedor Ideal

| 1.3. ANALISIS MATEMATICO DEL PROCESO DE MUESTREOQ

Considérese el muestreador ideal de la Fig. 1.3.1.

£(t) _ ) £x(t)

T

Fig. 1.3.1. Representacion del Muestreador Ideal

donde: f(t) es Ta sefial continua de entrada.
f*(t) es la sefial de salida, es una serie de pulsaciones mo

‘duladas por f(t).

E1 analisis exacto de los sistemas de datos muestreados, tomando en
~cuenta que la duracidn del muestreo P és finito, es mds elaborado.
Generalmente se reemplaza el muestreador real con un muestreador -
ideal, cuya salida f*(t) es una serie de impulsos. Por tanto, para

el muestreador ideal, la salida f*(t) es:



f(t) = f(t) . op(t) o (1.3.1)

donde 6T(t) es una serie de impulsos unitarios como en (1.3.2):

@

6pr(t) = & 8(t-nT). (1.3.2)

n=-oo
Para sistemas causales se tiene:

0

§+(t) = ¢ &(t-nT) (1.3.3)
°T =0

En donde, &(t-nT) es un impulso de drea o potencia unitaria que ocu

rre al tiempo t = nT, por tanto la ecuacion 1.3.1. puede escribirse:

FE(t) = 3 Cf(nT) . 8(t-nT) (1.3.4)

N=-<

Esto es, 1a salida del muestreador es una serie de impulsos de po-
tencia igual a la magnitud de f(t) en Tos instantes de muestreo- -

-t = nT, donde n es un nimero entero.

A continuacidn, como ejemplos, se presenta la salida de un muestrea

dor ideal para una sefal de entrada sinusoidal.

f(t)
pd ._ t
S1(t) | ~_"
REEERENEE
‘ Py | P ot
{ l '

Fig. 1.3.2. Seﬁaies en el Muestreador Ideal
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A1l muestreador se le conoce también con el nombre de modulador de

impulsos, pudiendo por tanto ser representado de la forma:

fT(t)

f*(t)

> YODULADQ

Fig. 1.3.3. E1 Muestreador como Modulador

donde: 5T(f) es la sefial portadora.

f(t) es la sefial de modulacion.

En este estudio es Gtil la Transformada ce Laplace de f*(t):

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE f*(t):

F*(S) = L {F*(t)} =L { & f(t) 6(t-nT)}
n:—co

F*(s) = 5 fx(t) et gt
g

Fx(s) = g £ f(t) 8(t-nT) e St gt
o %

F(S) = I g £(nT) s(t-nT) ST gt
n:_m O

pero: _

jf(t) 5(t-a)dt = f(a) Es(t-a)dt = £(a)
0 0

(1.3.5)
(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)'

(1.3.9)
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Entonces:

Fe(s) = £ f(aT) e

n=-o

nT (1.3.10)

La ecuacién 1.3.10. es una funcidn irracional, por lo que no es cog!_
veniente trabajar con ella, debiéndose buscar una forma de raciona
Tizarla. Esto es To que se consigue mediante la transformada Z, qhe
se explicard mas adelante, pero que en‘resﬂmen es:

7= | (1.3.11.2)

Esto es: S=—11nz (1.3.11.b)

_Entonces, reemplazando (1.3.11.a) en (1.3.10), se tiene:

o]

Fx(z) = 3 f(nT) 27" | (1.3.12)

n=-c

Donde Z es una variable compleja, relacionada con S por (1.3.11).

Por tanto:

(o]

F*(2) = F(z) = £ f(nT) 7" (1.3.13)

n=-oo
La ecuacion (1.3.13) es una funcidn racional en Z.

ESPECTRO DE MUESTREQC. -

Para -obtener el espectro de frecuencias de la sefial muestreada debe

tomarse su transformada de Fourier.
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Como ya se analizd la serie de impulsos unitarios &7(t) esta defi-
nida por la ecuacién:

[ee]

GT(t)_= T 8(t-nT) (1.3.14)
. n=-co :
Puesto que esta serie es una funcidn periédica de periodo. T, puede

representarse mediante Series de Fourier, esto es:

61(t) = 1, eIMst (1.3.15)
n=- ‘
Donde:. Wg es la frecuencia de muestreo en rad/seg.
T es el periodo de muestreo.

Cp, son los coeficientes complejos de la serie de Fourier.

B V7
Se define: Cp=—— | 6p(t) eIMst gt (1.3.16)
- -1/2
2 ‘
Ch= = § oz s(t-nT) e7IMHst (1.3.17)
-T2 T |
pero: ) ]
s(t-nT) f(t) = §(t-nT) £(nT) - (1.3.18)
T2 |
Co= 0 zoe(tm) &I e (13009)
-T2
reemplazando Mg = %? | (1.3.20)
T2 . |
Ch=+ T s(t-nm) Mgt (1.3.21)
-T/2 0°°



pero gmdem?_ puesto que n es entero (1.3.22)
| T/2 -
entonces: Cp = —%—- g T 4(t-nT) dt (1.3.23)
-T2 T

Puesto que se integra una serie de impulsos que se suceden cada

~t =nT entre -T/2 y +T/2, esto es:

T (1)
v ] ' ’
| l t
oo =27 T T 2T ...
Fig. 1.3.4.

T/2 -
Por tanto: g T &(t-nT) dt =1 , (1.3.24)

-T/e T
De aqui se concluye que Ch = —%—- (1.3.25)

Tomando la Transformada de Laplace de f*(t) se tiene:

F¥(S) = L {f(t) . &p(t)} (1.3.26)
FX(s) = ‘g ft) [z ocy @™t ar (1.3.27)
n=-c

Fx(s) = —%—- E; ‘g f(t) e H(S-3MNs) 4 (1 3. 20)

Esto es:

o]

T F(S-jnMs) (1.3.29)

N==0

F*(S) = -3



La ecuacion 1.2.29. puede también escribirse como:

1

FE(S) = —— I F(S+jnis)

N=-=

Esto es cierto puesto que n se extiende entre -o» y +w .

(1.3.30)

Tomando 1a transformada de Fourier, esto es haciendo S = jW se tie-

ne:

F(JW) = —— T F(3W + jnllg)
n=.;oo
Pl < T 2= [F(W + Gnig) |
n=-c

(1.3.31)

o (1.3.32)
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Siempre que el espectro de frecuencia de F(jW) esté limitado en una

banda definida por Wc como frecuencia de corte, esto es, si su es-

pectro es como el de la Fig. 1.3.5.

7 IR

- Wc We

Fig. 1.3.5. Espectro de F(3W)

W

Entonces F*(jW) contiene el espectro primario de frecuencia de la se

fial de entrada, y ademds otros componentes complementarios separados
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por la frecuencia de muestreo Ws.

-_—_——em - -
—_— - —— -——

| | 1 _
~2Us -Ws ~Wc Wc Ws s ...

il
N

Fig. 1.3.6. Espectro de F*(jW)

La Fig. 1.3.6. indica el espectro de F*(jW) para el caso particular
en que la frecuencia de muestreo Wg es mayor que 2Wc. Puede suce-
der que Wg sea menor que 2Wc con lo cual se tendria una superposi-

cion del espectro de F*(jW) lo que produciria una deformacisn de la

sefial.

A continuacidn se ilustra lo que sucede con el espectro de F*(j)

cuando Wg es menor que 2Wc.

Ex (i
AIF(J )

1
|
I
I
|
[
|
We Ws

Fig. 1.3.7. Espectro de F*(jW) para Ws<2Wc



16

Esto puede verse mds claramente en la siguiente figura:

ﬂF*(jw)I

A AW WA

|
: i
} |
! |
—2Ws -Ws s ZWs 3Ws .... =W

Fig. 1.3.8; Espectro de F*(jW) Deformado.

1.4. EL TEOREMA DE MUESTREO

De 1o anterior debe anotarse que para el caso en que Weg > 2We noexis
te corrupcion de la sefial en el proceso de muestreo puesto que . no
existe superposicion de las componentes principal y complementarias
del espectro. En este caso la sefial original puede ser recuperada me

diante un filtro pasabajos con frecuencia maxima de Wc.

Para el caso en que Wg < ZWC, si existe superposicion de sefiales en
el espectro de muestreo y no es posib1e recuperar la sefial original
por simple filtraje puesto que estda corrupta. La sefial puede recqu;
rarse en este caso mediante un proceso de identificacion que es de

terministico.

Estas simples razones fisicas dadas sobre la minima frecuencia de
muestrec requerida para recupérar totalmente la sefial continua origi
nal mediante el proceso de filtrado da Tugar al denominado Teorema de

Muestreo. Teoricamente no existe 1imite superior para Wg, aunque -



cualquier muestreador real debe tener una frecuencia maxima posi-

ble.-

De esta analisis y del espectro observado en la Fig. 1.3.6. puede
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concluirse que la frecuencia de muestreo mds baja posible para re -

cuperar la sefal por filtrado es 2W., donde W¢ es la mas alta fre
cuencia contenida en f(t). Formalmente el Teorema de Muestreo di

ce:

“Si una sefial no contiene frecuencias mayores a ‘W rad/seg esta
. completamente caracterizada por los valores dé la senal medidos a
~ intervalos de tfempo separados por Tr= (1/2)2w/Wce segundos". En
la practica, la minima frecuencia de muestreo es mucho mayor a 2W¢,
ya que en su valor influyen la estabilidad de Tos sistemas de lazo

cerrado y otras consideraciones fisicas.

1.5. LA FUNCION MUESTREADA

A continuacidn se indican algunas propiedades muy importantes de 1a

funcion de salida del muestreador ideal, tomando en cuenta que:

[o]

FR(S) = —— T F(s + jnls) (1.5.1)

n=-o

a) F*(S) es una funcidon periddica con periodo jWs.

o0

F(s) = £ f(nT) e

n=-c

T

Sustituyendo S = S + jmWg, com m entero

(1.5.2)
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[s o]

~nT(S +imWs)

Fr(s + dmdg) = T f(nT) e (1.5.3)
n==co ‘ :
pero: e INMHST _ g puesto que n, m son enteros.
F*(S +imHg) = L £(nT) &7 (1.5.4)
n=-c
F*(S+3mdg) = F*(S) (1.5.5)

Esto es, dado un punto S = S, en el plano S, Ta funcidn ﬁ?s) tiene

igual valor en todos los puntos S = S; + jMWs.

Esta propjedad se ilustra claramente en la Fig. 1.5.1. E1 plano S
se divide en un infinito ndmero de franjas periddicas. La franja -
entre -Wg/2 y Hs/2 toma el nombre de franja principal y todas Tas
otras franjas periédicas a frecuencias superiores se 1laman franjas

complementarias.

W
! PLANO S

S,+j2Ws —o _

FRANJAS e L 3Us
COMPLEMENTARIAS —— = —— — — —— — e .
i Sl+jw5 —=0 Ws
FRANDA + [——————— | - L
PRINCIPAL L —yg :
—_—————e e e m - — = — — — — — W5
H S1=Ws — <o | T
FRANJAS &~ ——=———— e | e e - ;vzxi

COMPLEMEI\(TARIAS Sy -32Us — g

P

Fig. 1.5.1. Franjas Periodicas en el Plano S.
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b) Si la funcidn F(S). tiene un polo.en S = S entonces F*(S). tiene

poTos en S =S, + jmWg para m entero. -

Puede observarse 1a realidad de esta afirmacidn a partir de 1a

ecuacion 1.5.1.

En la Fig. 1.5.2.a. se indican dos polos de F(S) y enh la 1.4.2.b.

se observan Tos correspondientes para F*(S).

I&jw
PLANO S

x

a).PdioS de F(s)

| JW :

b PLANO S

) ¢ 3
_______________ e 3Ws/?

X 4

S KO — Ws/2
T Ws2
e -3usy2
! w } @ " -

b) Polos de F*(s)

Fig. 1.5.2.

ESTABILIDAD EN SISTEMAS MUESTREADOS.-

Es conocido que la estabilidad en sistemas de datos continuos viene

dado por la ubicacidn de las raices de la ecuacidn caracteristica -

del sistema en el semiplano izquierdo del plano S. En sistemas de

datos muestreados, puesto que en las franjas complementarias se re

pite 1a informacidn existente en la franja principal, es suficien

te el analizar la ubicacion de los polos en esta franja para la de

terminacion de la estabjlidad. (Ver Fig. 1.5.2.b.).



1.6. RECONSTRUCCION DE SENALES MUESTREADAS

En la mayoria de sistemas de control discreto se hace necesaria Ta

20

reconstruccion de la sefial continua original, luego de que se ha ac

tuado sobre la sefial discreta (puesto qué Ta mayoria de sistemas de

control tienen componentes disefiados para actuar con sefiales conti

nuas), necesitdndose un filtro como interface entre los componentes

discretos y anéTogos'de1'contro1.

E1 circuito de retencidn usado junto con Ta operacidn -de muestreo
discutida en la seccidn 1.2. es esencialmente el tipo de filtro mds

usado en sistemas de control discreto.

Supbngase que se tiene F*(S) a partir de un muestreador ideal  con

una frecuencia de muestreo Ws 3_2Wc. En la Fig. 1.6.1 seindica el

espectro de F*(S), de lo cual se desprende que el tipo de filtro ne

cesarijo para la reconstruccidén de la sefial es un pasa-bajo ideal ,

como se observa en la Fig. 1.6.2.

L IFGH) |

CARACTERISTICAS DEL FILTRO

JIVAY /\ .

COMPONENTES Vs _',‘;JEONP WE WS COMPONENTES
COMPLEMENTARIAS PRIMARIA COMPLEMENTARIAS

Fig. 1.6.1. Espectro de F*( jw)
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ﬁGANANCIA

Fig. 1.6.2. Filtro Ideal

La construccidon de un filtro ideal como el de la Fig. 1.6.2. es f1

sicamente irrealizable puesto que deberia responder antes de que se

le aplique la senal de entrada.

Desechado el uso de un filtro ideal, otra forma de reconstruir 1la
senal original seria mediante el criterio de Prediccion y Alisamien
" to para lo cual es necesario el conocer los valores tomados ante-
riormente por 1a sefial f(hT), pero esto produce retardos de fase y
en consecuencia posible inestabilidad del sistema. Por tanto, 1o
mejor que puede hacerse en la reconstruccién de la sefial es tratar
de aproximarla a la original tanto como sea posible; pero una mayor
aproximacion a la sefial original requiere grandes tiempos‘de retar
do, To cual no es deseable en vista de los efectos indicados sobre
la estabilidad del sistema. Entonces existe un compromiso entre es

tabilidad del siétema Yy una mejor aproximacidn de la senal.

La sefial muestreada es una secuencia de pulsos f(0), f(T), f(2T),...
. f(nT), cuya potencia para t = nT viene dado por el valorde f(t)

ent=nTparan=20,1, 2, ....
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Entonces el proceso de reconstruccidn puede ser analizado como una

extrapolacidn de 1a sefial, dados diferentes puntos separados por in

tervalos T. Por ejemplo, la sefal original f(t) entre dos instan-

tes de muestreo consecutivos nT y (n+1)T serd estimada en basea los
valores de f(t) para todos los instantes de muestreo anteriores a

nT, esto es (n-1)T, (n-2)T,...,0.

Un método por demds conocido para generar esta aproximacion deseada

es el expandir f(t) en series de energia entre nT'y (n+1)T esto es:-

fa(t) = £(nT) + £*(nT)(t-nT) + T0T) (t0T) + oo (1.6.1)
donde: fp(t) = f(t) para nT < t < (n+1)T N (1.6.2)
y f'(nT) = ¥9€%§l— (1.6.3)
t=nT

£1(nT) = Q%{é&l o - (1.6.4)

Pero, una buena aproximacion de f'(t) en t = nT es:
£'(nT) = —%— [f(nT) - f{n-1)T] (1.6.5)
y ' f”(nT)‘=-—%¥ [f£'(nT) - £'[(n-1)T] (1.6.6)
Por tanto:  £'(nT) = 25 [£(nT) - 2f[n-1)T]+ f(n-2)T] (1.6.7)

Puede observarse que a medida que el grado de la derivada es mayor,
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mayor es el nimero de pulsos retardados requeridos. Por tanto puede
verse claramente que el nimero de retardos necesarios para aproximar

f(k) (nT) es (k+1).

Ademés una mejor aproximacidn requiere el uso de circuitos mds com-
plejos y esto da como resultado una elevacidn en el costO(ﬂeconstrwg
cion de los mismos. Por esta§ razones, en la practica se hace uso -
de aproximaciones, que dan lugar a los circuitos RETENEDORES DE ORDE
NES CERO Y UNO. | -

RETENEDOR DE ORDEN CERO (R.0.C.)

Si solo se emplea el pfimer término de Ta serie de energia dado por |
la ecuacidn (1.6.1) para aproximar la sefial entre dos instantes de
muestreo consecutivos, el polinomio extrapoiante es 1lamado Retene--

dor de Orden Cero. Esto se ilustra en la Fig. (1.6.3).

e

— —h
> ¥
—~— et
ot~

Al -

- —————

i
I
!
E— - t

Wl e e e

_.I

_Q - - - - —

N
—

Fig. 1.6.3. Aproximacidn por el Retenedor de Orden Cero

Donde: f(t) es la sefial continua original.

fh( t) es la salida del retenedor de orden cero.



En la Fig. (1.6.4) se fiene'e1 equivalente al circuito muestreador-

retenedor de orden cero.

f(t)

/Y ()
4 .

Fig. 1.6.4.

R.0.C.

Esto es, la funcidon del R.0.C. es que si se tiene un impulso unita-
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rio como entrada, la salida es 1 entre O y T, como en la Fig. 1.6;5.

(1)

B

La respuesta del RQO.C. puede ser escrita como:

lfh(t)

Fig. 1.6.5.

Iholt) = g (t) - ng(t-T)

Donde: ps(t) es la funci6n paso unitaria.

Por tanto, la funcién de transferencia del R.0.C. es:

(1.6.8)



Su respuesta de frecuencia sera:

con S = jW

6y (3) =

de donde:

Gho(jw) =

puesto que Ws = —gg—

8o () =

1 -e
W

s
T sen(WT/2) o~ 2
— WT/2)

. TIW

21 sen TM(W/Ws) ‘J'EZ

Ws  T/Ws)  °©

25

(1.6.9)

(1.6.10)

(1.6.11)

(1.6.12)

Por tanto, las caracteristicas de ganancia y fase del circuito retene

dor de orden cero, son:

_ 2l

sen MW /Ws) |

M(W/Ws)

- (W /Ws) ; para sen T(W/uWs) > O

Gho(jw) = )
- (W/Ws)

Esto se observa en la Fig.

1.6.6.

sen I(/Vs)
= L2 s para sen T(W/Ws) < O
|sen T(W/us )}~ 1 (1.6.14b)

= BIBLIOT (i S

\002648;

(1.6.13)

(1.6.14a)
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2n/Ws Bho (W) |

1
0.636[
WS X —= Y
Ty-WS 2Ws 3Ws 4Ws
GhO(jw) v v T T —- W

.

2'n'_. h .

3uf \\\\\w

4L \

k\\\

Fig. 1.6.6. Caracteristicas de Ganancia y Fase del R.0.C.

Segln esta figura, es evidente que el R.0.C. se comporta esencialmen
te como un filtro pasabajos. Sin embargo,la diferencia del filtro
ideal que interrumpe a Ws/2, el R.0.C. solo baja al 63,6% de su va

Tor inicial debido al término sinusoidal de la ecuacidn (1.6.12).

La curva de variacion de fase de Gpo(jW) se interrumpe a valores en
teros de la frecuencia de muestreo Ws. Como normalmente Wg > 2Wc ,
8sta interrupcién no debe tener efecto alguno en la mayoria de 1los

sistemas.

DISPOSITIVQ DE RETENCION DE PRIMER ORDEN (R.P.0.)

Si se emplean los dos primero términos de Ta serie de energia de Ta

ecuacidn (1.6.1) para extrapolar f(t) entre dos instantes sucesivos

de muestreo nT y (n+1)T, se tiene:

fn(T) = f(nT) + £'(nT) (t-nT) _ (1.6.15)
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f'(nT) se define como en la ecuacidn (1.6.5).

Entonces:  n(t) = £(nT) + —— (F(nT) - f{n-1)T - (t=nT) (1.6.16)

lLa G1tima ecuacidén dice que la salida del R.P.0. entre dos instan-

tes de muestreo consecutivos es una funcidn tipo rampa, asf:

De la ecuacidn (1.6.16), si se aplica la sefial a t = 0 (n=0)

fo(t) = f(0) + HOL - FCD (1.6.17)
La respuesta impulsiva unitaria entonces es:
it .
G (8) = 14— ‘ - . (1.6.18)

Puesto que: f(-T) =0
Todo esto vdlido para O <t<T.

La respuesta impulsiva del R.P.0. para T < t < 2T se obtiene si n=1:

9, (V) = (7)) + f(T)}fﬂo) (t-T) (1.6.19)

f(T) = 0 ya que el impulso se aplica a t = 0.
f(0) =1 es el impuléo unitario aplicado.
Por tanto:

g, (t) =1 - —%—- (1.6.20)
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Sin>1;estoesn=2,3,4, ...

ghl(t) =0 : (1.6.21)

Por tanto:

Fig. 1.6.7. Respuesta del R.P.0. a un Impulso Unitario.

En resumen:
1+ 0<tceT (1.6.18)
q - 1 -t T <t <2T (1.6.20)
0 t> 2T, t <0 (1.6.21)
Esto es:

Tomando la Transformada de Laplace se tiene:-
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1 1 1 -Ts ., 1 1, -2TS
ERCRE T A U
(1.6.23)
' o, 1 1 -TS | -2T§
Ghl(S) = (-Er-+ Tg—2-)(1 -2 + e ) (1.6.24)
_ 1 1 -TSy2
6y (S) = (5= +7g) (1-e ) (1.6.25)
Ghl(S) = T Gho(S) (1.6.26)
Haciendo a:
S=JW 5 T= 5H , se obtienen las caracteristicas de ganancia y
S . .
fase:
. _ 2N C AT sen TH(W/WS). 2
_ |Gh1(3w)’ —E 1+ NS- _ ( W/WS ) (1627)
. -1 ,2 21
\G (1) = tg~t (2, 4w
._hl_ WS NS
. rIGhl(ij
2
s 6h, (5W) -
7 N\, W
- o Ms 2Ws  3Ws  4Us
o (W) [
-280% ==
Fig. 1.6.8. Caracteristicas de Ganancia y Fase del R.P.0O.

COMPARACION ENTRE LOS RETENEDORES DE ORDEN CERO Y UNO

Las caracteristicas de ganancia de estos dos tipos de retenedores

nos indican que el R.P.0. tiene mejores caracterisricas de filtrado
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que el R.0.C. como es 16gico. Sin embargo el R.P.0. introduce ma
yor retardo de fase respecto al R.0.C. Por ejemplo, aWM¢ = 1 1a
fase del reteﬁedor de orden uno es -279.1 grados én tanto que para
el dispositive de orden cero es - 180.qrados. Entonces, el usodel
R.P.0. en un sistema de control retroalimentado implica problemas
en la estabjlizacion por efecto del mayor ratardo; ademas, su im
p]emehtacién es mas complicada respecto al R.0.C. Consecuentemen

te, en la prdctica, el retenedor de primer orden no es muy utiliza

do, prefiriéndose el de orden cero.
1.7. LA TRANSFORMADA Z

Asi como la transformada de Laplace es bdsica para el andlisis y di
sefio en sistemas continuos de control, correspondientemente el méto
do de la transformada Z es basico en el analisis y solucién de pro

b1emds de control discreto y de muestreo de datos.

Este método de la transformada Z fue originalmente introducido por
HUREWICZ, siendo posteriormente desarrollado por BARKER en Inglate-
rra y por RAGAZZINI y ZADEH en E.U.

Aunque en afios recientes el estudio por el método de variables de
estado ha ganado un gran impulso en los estudios de sistemas discre
tos, la importancia de la transformada Z no debe ser subestimada de
bido a que tjene ailin gran vigencia el andlisis y diseno segin la
teoria de control clasico.

La transformada de Laplace de una sefial muestreada es:
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8

£(nT) e-nTS

0

11 ™

n

Puesto que esta ecuacidon no es una funcidn racional en S se dificul
ta el analisis. Por . tanto, es necesario la transformacion a una
funcion racional F(Z) a través de un cambio de la variable compleja

S en otra variable compleja Z, usando la relacion:

Z=¢e (1.7.2)

S=—=2 Tz (1.7.3)

Con: S= g+ jll BGRAY

Re Z = 9 cos WT ' | (1.7.5)

Im Z'= el sen WT : ‘ .(117‘6)

Por tanto: F(z) = ;;f(nT)Z_h' (1.7.7)
R

La cual es una funcion racional en Z.
La transformada Z de una funcidn f(t) puede representarse como:

F(Z)

z {f(t)} (1.7.8)

Esto es: F(Z) = L{f*(t) }s =';l_

T

In 7 (1.7.9)

Por tanto, cualquier funcidn f(t) que tiene transformada de Laplace,



tiene transformada Z.
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Esto es, para tomar la transformada Z de una funcidn f(t) deben rea

lizarse las siguientes consideraciones:
1. Muestrear f(t), obteniéndose f*(t).
2. Tomar la transformada de Laplace de f*(t).

L {f*(t) }

F*(s) =
Fr(s) = I f(nT) &1
n=0

TS

3. Reemplazar e ~ por Z en F*(S) para obtener F(Z)

F(z) = f(nm)z™"
n=0

La ecuacidon (1.7.7) representa una expresion muy Otil para

(1.7.7)—

evaluar

la transfromada Z de una funcién f(t). Esta expresion tiene la for

ma de una serie infinita, pudiendo obtenerse la funcidn cerrada equi

valente.

A continuacion se indican algunos ejemplos de la transformada Z. .

1. Transformada Z de la funcidn paso unitaria u(t).

-nTS -

F*(S) = u(nT) e

Lo

n
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F*(S) - im e"nTS
n=0
7 = eTS
F(z) = ¢ ZM=7"+2z"" z-%+ 7-%+
n=0
_ 1 . -1
F(Z) = ——— s con |77 < 1
1 -2727
z
z{u(t)y = 7T s con |Z]> 1 (1.7.8)
at

2. Transformada Z de e~

F*(S) = g-anT -nTS
n=0
F(Z) = X e-anT Z—n
. n=0
F(Z) =1+e aT 7-1 4 -2t 72
F(z) = L 2T 771 <1
1 - -aT yak
zie® )y - L T (179
Z - e
3. Transformaéa 7 de sen wt.
F(Z) = £ sen wT 2°
n=0
o  JnwT -jnwT
_ e - e -n
F(Z) I 73 z
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1 1 1
F(z7) = L . i _
25 |1 - Wl 220 1 - gmIWT -1 |
.
2 {sen wt} =L S€n WT (1.7.10)

72 - 22 cos WT + 1

4, Trahsformada Z de tu(t)

[o o]

F(Z) = £ nT Z°
n=0

F(Z) =T Z°'+2T 272+ 37T 773 + ... (1.7.11)

MuTtiplicando la ecuacidn anterior por Z~' y restando de la original,

se tiene:

(1-Z7Y) F(Z) = T2+ T272 + 7277 + L.
(1-2°Y F(2) = T (g—per - 1)
__ T z"!
F(Z)_l_z—l (l_z—l)
2 {tu(t) b= —f— | (1.7.11)

(z -1)*

LA TRANSFORMADA Z INVERSA

Dada una funcidn F(Z), a menudo es conveniente obtener la funcidn en
el dominio del tiempo. La transformacién inversa de Z puede obtener

se por tres diferentes métodos:
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1. La funcidon en Z se convierte en fracciones parciales convenien-
tes y.se emplea Tas tablas de transformadas para obtener la fun-

cidn de tiempo correspondiente.
2. Expansidn en series de potencia.

3. Integral de inversion real

-1 é} n-1
f(nT) = o5 JT F(Z) Z dz | (1.7.12)
Donde T' es un circulo de radio eCT con centro en el origen del pla-

no Zy c tiene un valor tal que todos los polos de F(Z) quedan den

tro del circulo.

Esto es:

f(nT) = £ residuos de F(Z) Zﬂ'1 y evaluados en los polos de F(Z)
(1.7.13
Debe anotarse y hacerse incapie en el hecho de que la funcidn de

tiempo que se obtiene toma valores solo en los instantes de muestreo
nT y no es una funcidon continua.

EJEMPLO:

Dada la sigquiente funcidon en Z

f(z) = (1 -e?) 7

(1.7.14)
(Z - 1)(z - e2T)

A continuacion se obtiene su transformada inversa por diferentes mé
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todos.
1. Método de fracciones parciales.

Escribiendo (1.7.14) en fracciones parciales:

F(zy = —-f—. L
Z-1 171-e
Por tanto: f(nT) =1 - e-anT
2. Expansion en series de potencia:
m m-1
al +a_ ,Z R + ap
F(Z) = I;: m—rl]_l im=n
Z+b 470 T4 + bo (1.7.15)
Haciendo Tla division se tiene:
_ m-n m-n-1
F(Z) = A(n_m)Z + A(n m+1)Z + ... (].716)
f(nT) = {fy, f1, s, , fn} (1.7.17)
fin-m = Anem)

f(n-m+1) - A(n—m+l)

Por tanto, F(Z) puede escribirse:

F(Z) = (1 - ez  + (1 - e@Tyz-2 4 (1 - e730Tyz5,
| (1.7.18)



F(Z) = (270 + 772 + 2% + ..) - (e73Tz71 4 7Tz 4
(1.7.19)
entonces: f(nT) =1 - e-ant
3. Método de la integral de inversion real
F(z) = —f— - —L— (1.7.20)
Z-1 Z7Z-e
£(nT) = 2 Zn-l _ Z.Zn'll (1.7.21)
z=1 =77
entonces: f(nT) =1 - gmanT

TEOREMAS DE LA TRANSFORMADA Z

A continuacion se indican algunos teoremas que se cumplen para la

transformada Z:

1. 81z {fy(£)} = F, (2)
yio _
Z {fz(t)} = Fz(z)

Se cumple: z {af,(t) + bf,(t)} = aF,(Z) + bF,(2Z) (1.7.22)

2. Traslacion real:

z (F(t + K1)} = 2 F(2) (1.7.23)

Prueba:



3.

4.
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o0 [+ o) _ +
z f(t + KT) =2ﬂmimﬁ“=zﬂmimn“ﬁ%x
- n=0 n=0 '
- 7tk g f(n1 +7¢T) 77 (nEK)
n=0
= 72K F(2)
Traslacion compleja:
*
2(e 27 £(t)} = F(z & 2T) (1.7.24)
Prueba: AT (1)} = T f(nT) AN 7N
' n=0
Sea Z, =1 etal
z{e+aT £F(t)) = 3¢ f£(nT) 27" = F(Z,)
n=0
+
= F(z 2Ty
Teorema del valor inicial:
Si z{f(t)} = F(2)
y 1im F(Z) existe
[y o
entonces: lim f(nT) = 1im F(2Z) (1.7.25)

n+j L+

8

Prueba:  F(Z) =
n

I ™

0

f(nT) 27" = flo) + F(T) Z7' + f(2T) 7% + ...
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Tomando el 1imite a ambos lados, cuando z—+=

Lim F(Z) = f(o) = Tim f(nT)
Z+ : n~0 .

5. Teorema del valor final:
i z{f(t)}=F(2)

Y si la funcién (1 - Z°*') F(Z) no tiene polo sobre o fuera dela cir

cunferencia de radio 1, entonces se cumple:

. Tim f(nT) = lim (1 - Z° Y F(Z) (1.7.26)
N--co Z+1

Demostracidn: Considérense las dos secuencias finitas siquientes:

k . _ '
g F(nT)Z" = flo) + F(T)Z" 2+ F(2T)Z72 + ... + f(KT)Z X
n=0 : S
(1.7.27}
k -n : -k
g fUn-1)T]Z" = f(0)Z7" + F(T)Z72 + F(2T)Z73 + ..+ f[(k-1)T]Z
n=0
La Ultima ecuacidn puede ser escrita de la forma:
k -n L k-1 n
r f[(n-1)T] 27 =2"" 5 f(nT) Z (1.7.28)"
n=0 , n=0

Tomando el 1imite cuando Z + 1 de la ecuacion que resulta de estar

(1.7.27) - (1.7.28)

k o ke Lk k-1
Vim [ : FZ" - 77 1 f(nT)Z ] = 3 f(nT) - T f(nT) = F(KT)
21 n=0 n=0 n=0 n=0
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Si en la Ultima ecuacidon se toma el 1imite cuando K +

K . K-1 _n7
1im f(nT) = 1im lim T f(nT)Z7" -7t & f(nT)Z
k<o Koo 71 n=0 n=0 '

intercambiando los 1imites en la ecuacion anterior:

lim F(KT) = 1im { F(Z) - 27! F(Z) }
K=o 7+
Por tanto:
' Tim  f(nT) = Tim (1 - Z-Y) F(2)
N -1

6. Teorema de la derivada parcial:

z & flt,a)} =2 F(Za) " (1.7.29)
Prueba: z {g%-f(t,a)} = ; -é%—f(nT,a) 77"
n=0
= g%-n§; f(nT,a)z " = g%-F(z,aj
7. Teorema de Ta Qonvo?ucién Real:

Sq z{f(t)} = F. (2) Yy pA {fz(t)} = Fo(Z)

Y fi(t) = fo(t) =0 para t < 0

Entonces: z {
n

I~y )

. falnT) f2(KT-nT)} = Fy(Z) F,(Z) (1.7.30)

Prueba:



K o K

2{ £ f(nT) H(KT-nT)}= = £ f,(nT) fao(kT-nT) Z°K
n=0 K=0 n=0

= £z f,(nT) fo(kT-nT) 27K
K=0 n=0
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haciendo m = k-n e intercambiando el orden de Tos sumatorios.

K o ©
s f,(nT) 27" © f(mT) Z
n=0 n=0 =-n

N
—~
[ ]
—4
—
—
3
—
S—
-
N
—~
~
s
3
—
SN
—
1}

-n X fz (mT) Z_m
n=0 m=0

"
[ae]
—
-
—
>
-—{
~—
~N

8. Convolucion compleja:

Si oz {fi(t)} = Fu(2Z) y oz {fa(t)}= Fo(Z)

Entonces:  zif (t) f.(t)} = Z%j Q§P F1(%) Fé(Zg-L) a5

Donde T estd dentro de la regidn descrita por:

or < |§] < 1zl
0z
Yy |Z| > méX (Ul »02 0102)

donde: o, = radio de convergencia de F,({)

o2 = radio de converegencia de F,(§)

(1.7.31)



42

1.8. MAPEO DEL PLANO S AL PLANO Z

Asi como el andlisis y disefio de sistemas continuos de control usual
mente se relacionan con la configurac%én de polos y ceros en el pla
no S, los polos y ceros de la transformada Z de la funcion de trans
ferencia deT sistema, determinan la respuesta del sistema discreto -
en Tos instantes de muestreo; por esto la importancia de estudiar el
Mapeo del Plano S al plano Z de algunos de los contornos mas ;omGn—

mente usados en el plano S.

Para sistemas discretos. el plano S se divide en un nimero infinito

.. W
de bandas periodicas. La banda principal esta entre - V; y + ;, y

la informacion que ella trae se repite en las bandas complementarias;
por tanto, para el analisis de estabilidad de sistemas discretos bas

ta el estudio de polos y ceros en la banda principal.

P gz

. ' PLANO Z
J Ws/2 PLANO S —q-.

—_———— e e e e | — e e — -

9, - : \
BANDA t : !
pRINCIPAL (D) @i_._ Q)| A D ez

I I » g ®‘—-4—--—-~ i /'
! ! \ © /
O ®i N -
paaidion.cdptdunpld] I - -_|_.
~-J Ws/2
a) PLANO S L b) PLANO Z

Fig. 1.8.1. Mapeo de la Banda Principal de 1a Mitad Izquierda de]
Plano S al Plano Z.

La banda principal, con la trayectoria descrita por (:), (:), (:),(:)
(:),(:) en la mitad iiquierda del plano S se mapea en un circulo de

radio unitario centrado en el origen del plano Z mediante la trans
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formacion Z = eTS.

Esto es, la parte izquierda de las bandas compTementariaé se mapean
~en el circulo unitario, en tanto qué el semiplano a la derecha del
eje imaginario del plano S se mapea en el exterior del circulo. Es
to implica, que para que un sistema discreto sea estable, los polos

del sistema deben localizarse dentro del circulo de radio unitario.

LUGARES DE AMORTIGUAMIENTO CONSTANTE:

Para un factor de amortiguamiento constante o, en el plano S, el Tu

gar correspondiente del plano Z es una circunferencia de radio

7 = ¢ centrada en el origen.

oaT

Si o, esta a la izquierda del eje j¥W del plano S, e esta en el

interior del circulo de radio unitario, en tanto que si o, estd a

O'2T

es exterior al

la derecha de jW, Ta circunferencia de radio e

circulo unitario.

7

3

g
-01 o2 >

S§§§§§§§f§§

Fig. 1.8.2. Lugares de Amortiguamiento Constante en el Plano S y Z
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LUGARES DE FRECUENCIA CONSTANTE

Para cualquier frecuencia constante W = W1 en el plano S, el corres
pondiente lugar en el plano Z es una 1inea recta que parte del ori

gen con un angulo © = WiT radianes.

Im Z

A M piano s A PLAND. Z
__________ ‘-—_ 2 \ZzeJWZT
——— e _ i W N AW T
B J W N ,,/Z—e !
—————— -————===J W, o e
— e o rerlan - \\ ///
Z:e/Ws/2 ~.
————— — === TSy MT
a) Plano S b) Plano Z

Fig. 1.8.2. Lugares de Amortiguamiento constante en el plano Sy Z

W ‘
Para valores de frecuencia menores a 75-, el angulo correspondiente .

1 ‘ ; ) Wy W ‘
es menor a —— . Si W esta comprendida entre Yo el angulo
con el que parte la recta del origenAdeT plano Z esta entre —%4- y
I. Igualmente, las lineas caen dentro del circulo unitario si el

valor correspondiente de o es negativo, caso contrario esta  fuera

de dicho circulo.

LUGARES DE RAZON DE AMORTIGUAMIENTO CONSTANTE

Para una razon de amortiguamiento constante §€ , el lugar del plano

S viene descrito por:



45
S=-WtgB + jW

La respectiva transformada Z es:

21
| . -(ED wtgs | 2
7 = oTS o G(-WtgBHIW)T _ W5 W (1.8.1)

Donde B = Sen~!'$§ = constante.

| P
PLANO" S }In.z
PLANO Z
= 'Agiig;§7 Re.Z
Z

Fig. 1.8.4. Lugar de Razdn de AmosStiguamiento Constante en el Plano
Sy Z.

Para un valor dado de g, la trayectoria constante descrita por 1Ta
ecuacidn (1.8.1) es una espiral logaritmica en el plano Z, excepto

para g8 = 0° y 90°.

En la Fig. 1.8.5. se observan las trayectorias § constante dado -
g = 30°. Cada media revolucion de la espiral logaritmica correspon
de al paso del lugar constante en el planoc S a través de un semipe

-

riodo %;— a lo largo del eje jW.
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}jw ' TIm.Z
B =30°
413 3Ws/2
1J Ws s /4
13 Ws/2
g s /st ~ Re.Z
£ ays/2 |1
a) Plano S b) Plano Z

Fig. 1.8.5. Razdon de Amortiguamiento Constante para 8 = 30° ({=50%)
en el Plano S y Z.

LIMITACIONES DE LA TRANSFORMADA 7

La transformada Z tiene varias Timitaciones, y debe tenerse, en cier
tos casos, mucho cuidado en la aplicacion e interpretacion de  sus

resultados.

Debe fomarse en cuenta que la transformada Z se basa en la aproxima
cion de 13 sefial muestreada a una serie de impulsos, cuyas areas son
1gua1és a la magnitud de Ta senal de entrada al muestreador en los
instantes de muestreo. Esta aproximacion se considera valida sola
mente en los casos en que la duracion del muestreo (ancho del pulso)
es pequeno comparado con la constante de tiempo mas significativa -

del sistema.

Igualmente, Ta transformada Z de la salida de un sistema lineal, C(Z),
especifica los valores de la funcidn de tiempo c(t) sélo en los ins

tantes de muestreo. C(Z) no tiene ninguna informacidn sobre c(t)
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entre los instantes dz muestreo. Por tanto, a partir de C(Z) , -

mediante 1a transformada inversa de Z puede conocerse c(KT), que

describe a c(t) s6lo en los instantes de muestreo t = KT.

Al analizar un sistema lineal por el método devla transformada 7 1a
funcion de transferencia del sistema continuo, G(S), debe tener al
menos un polo mas que ceros, 0 equivalentemente la respuesta impul
siva de G(S) no debe tener discontinuidddes at=20; de otra manera,
Ta respuesta del sistema obtenida por el método de la transformada

Z puede ser incorrecta.

1.9. LA FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSOS

En un sistema de lazo abierto, la funcion de transferencia viene da

da por:
_ L(s)
6() R(s)
___,;\ C*(3)
. e . Bt)
R(S | c(s R(s) V) a(s) ! (<)
S o) coRdit-Cuat =(t)
" a) Caso continuo b) Datos muestregdos

Fig. 1.9.1. Sistema de Lazo Abierto.

Para un sistema de datos muestreados como el de la Fig. 1.9.1b, si
se supone que se aplica como entrada r(t) una funcidn paso unitaria

ent =0y S, se cierra y se abre.una sola vez en t = 0, entonces 1la
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entrada a Ta red es r*(t), que es un impulso unitario que ocurre en-
t = 0. La salida c(t) que responde a esta entrada, es la respuesta
impulso de G, es decir:

c(t) = g(t) = respuesta impulso de G.

Considerando un muestreador ficticio a la salida, S,, se tiene:

8

c*(t) = g*(t) = Zo g(nT) &(£t-nT) (1.9.1)
_ n=

Donde: c¢(nT) = g(nT) se define como la serie ponderada de G.

Si se toma la transformada de Laplace de &sta Gltima ecuacibn, se

tiene:

8

g(nT) e—nTS

O .

G*(S) = (1.9.2)

I lne!

n

que es la funcion de transferencia de pulsos del sistema G.

Una vez que se define Ta serie ponderada de una red G, la salida -
c(t) y c*(t) del sistema, que corresponde a cualquier entrada arbi-
traria, puede obtenerse mediante el pr{ncipio de superposicion. Su
poniendo que se aplica una funcion arbitraria f(t) al sistema de Tla
Fig. 1.0.1b. en't = 0, Ta entrada r*(t) -es la serie r(nT). Cuando
t = nT, la salida muestreada c(nT) es la suma de los efectos de to

dos los muestreos de r(nT), r({(n-1)T), r((n-2)T),...., r(o), o sea:

c(nT) = % efectos de todos los muestreos r(nT), r({n-1)T),..., r(o)
(1.9.3)
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Esto es:

c(nT) = r(o) g(nT) + r(T) g((n-1)T) +...+ r((n-1)T) g(T) + r(nT) g(o)

(1.9.4)
Multiplicando ambos miembros de l1a ec. (1.9.4) por e—nTS y tomando -
el sumatorio desde n = 0 hasta n = «, se tiene:
5 c(nT)e.nTS = 5 g{(nT) e'nTS {r{o) + r(T)e'TS + r(ZT)e_ZTS+ !
n=0 n=0

(1.9.5)
de donde: ) c:(nT)e'nTS = 7 r(nT)e—nTS 5 g(nT)e_nTS (1.9.6)

n=0 n=0 n=0 .
Esto es:
Cx(S) = R*(S) . 6%(S) (1.9.7)

"En donde G*(S) es la funcién de transferencia de pulsos y estd defi

nida por la ec. (1.9.2).

Si se toma la transformada Z a ambos lados de la ec. (1.9.7) se tie
ne:

C(Z) = R(Z) . 6(Z) (1.9.8)

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSOS PARA EL R.0.C. Y LA RELACION EN-
TRE G(S) Y 6(2)

La funcion de transferencia del R.0.C. en el dominio S es:

Gho(S) = (1.9.9)



Tomando su transformada Z, se tiene:

GhO(Z) = 729
(1.9.10)

Este resultado era esperado, puesto que el R.0.C. simplemente man
tiene la funcidn muestreada a un valor fijo durante el periodo de

muestreo.
En 1a mayoria de sistemas practicos, luego del R.0.C. se tiene un
sistema continuo como se indica en la Fig. 1.9.1b. La transforma-
da Z de la salida de dicho sistema es:

C(z) = 6,(2Z) . R(Z) (1.9.11)

Donde: G}(Z) =z {GhO(S) . G(S)?} (1.9.12)

Sustituyendo (1.9.10) en (1.9.12), se tiene:

1 - e-TS )
6,(2) = 2{ ——5——6(5)} (1.9.13)
y: 6,(2) = (1-7-Y) z (&8 (1.9.14)

S

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSOS DE ELEMENTOS EN CASCADA

a) Con muestreador jntercalado:

N(S) = Gi(S).R*(S) ' (1.9.15)
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C*(s)

R*(S) | CONR(S) E"—J o(t)
)N gs) MELA g5y fs)
r(t) Trxt) n{t) ' n*(t) c(t)

Fig. 1.9.2. Sistema de Lazo Abierto con Muestreador Intercalado.
C(S) = G,(S) N*(S) (1.9.16)
De Tla ec. (1.9.15) se tiene:
N*(S) =>Gl*(S) R*(S) (1.9.17)

Reemplazando (1.9.17) en (1.9.16) y tomando la transformacion de

pulso:

C*(S) = G,*(S) G,*(S) R*(S) (1.9.18)
Tomando la transformada Z a la Ultima ecuacion:

C(Z) = G(Z) G,(Z) R(Z) : (1.9.19)

b) Sin muestreador intercalado.

RA(S ) o
RS A e J6a(s) L c(s)

Fig. 1.9.3. Sistema de Lazo Abierto sin Muestrador Intercalado.



52
C(S) = R*(S) G.(S) 6(S) | (1.9.20)
Aplicando la F.T. de pulsos a Ta dltima ecuacion:
cx(s) = R*(S)[ 6,(3) 6,(s) | | (1.9.21)
de donde, tomando su transformada Z:
C(2) = R(Z) . G, 6,(2) (1.9.22)
Debe indicarse, que en genera]:
G,(Z) 6,(Z) # G, 6,(2) ©(1.9.23)

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE PULSOS PARA SISTEMAS DE LAZO CERRADO

a) Con muestreador previo a la planta:

R(S) E(S) ) EX(S) ‘ c(s)

> Tﬁhﬁ G(S) —p

H(S)

Fig. 1.9.4. Sistema de Lazo Cerrado con Muestreo previo a la Planta.

E(S) = R(S) - H(S) G(S) E*(S) o (1.9.24)

Tomando la F.T. de pulsos de la Gltima ecuacion:
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E*X(S) = R*(S) - E*(S) HG*(S) (1.9.25)
pero C(s) = &(S) EX(S) = 6(s) — RS (1.9.26)
1 + HG*(S)
por tanto: C*(S) = G*(S) _RHS) (1.9.27)
1 + HE(s)
y: c(z) = —o&(2) R(Z) (1.9.28)
1 + HG(Z)
b) Con muestreador en el lazo de realimentacion
Y Cx(s)
RS) ';//\\ E(s) ~ 6(S) > C(S)
| )
H(S) *(s) T

‘Fig. 1.9.5. Sistema de Lazo Cerrado con Muestreador en la Realimentacion.

c(s)

tl

E(S)

[t

de donde: . c(S)
Aplicando el principio de

C*(S)

por tanto:

C*(S) =

E(S) G(S)

R(S) - H(S) C*(S)

G(S) R(S) - G(S) H(S) C*(S)

F.T. de pulsos, se tiene:

GR*(S) - HG*(S) C*(S)

GR*(S)
1 + HG*(S)

(1.9.29)

(1.9.30)

(1.9.31)

" (1.9.32)

(1.9.33)



Tomando la transformada Z:

C(Z) = _(ﬂ_z_)__
1 + HG(Z)

A continuacidn se presentan varios ejemplos adicionales que

54

(1.9.34)

permi

ten una mejor comprensidn en cuanto a funciones de transferencia -

de sistemas discretos.

Fig. 1.9.6. Sistema de Lazo Cerrado con Muestreador antes y después

de la Planta.

E(S) = R(S) - H(S) C*(S)

6(S) E*(S)

i

c(S)
C*(S) = G*(S) E*(S)
Substituyendo (1.9.37) en (1.9.35):

E(S) = R(S) - H(S) G*(S) E*(S)

E*(S) = R*¥(S) - H*(S) 6*(S) E*(S)

(1.9.35)

(1.9.36)

(1.9.37)

-(1.9.38)

(1.9.39)



55,

Despejando E*(S) de la Gltima ecuacion. y sustituyendo en (1.9.37):

cx(s) = 6¥(s) R%(s)
1 + H*(S) G*(S)
v ¢(2) °(2) R(2)

1 + H(Z) 6(Z)

(1.9.40)

(1.9.41)

(o]
—
w
~—

Y

G, (s)

Fig. 1.9.7. Sistema de Lazo Cerrado con Muestreador entre dos

C(S) = A*(S) 6,(S)

A(S) = E(S) Gi(S)
£(S) = R(S) - H(S) C(5)
A(S) = R(S) 61(S) - H(S) G2(S) C(S)

Reemplazando (1.9.42) en (1.9.45):

It

AX(S)

RG *(S)
1+ HEiG2*(S)

Entonces: A*(S) =

REL¥(S) - HE1Ba*(S) AX(S)

(1.

(1.

Plantas.

9.42)

.9.43)

.9.44)

9.45)

.9.46)

.9.47)



Sustituyendo (1.9.47) en (1.9.42):

RG, *(S)

C*(S) = G2*(S) , (1.9.48)
- 1 + HGy6,%(S)
y: c(z) = —R6(Z) 6,(7) (1.9.49)
1 + HGy G,(Z) '
E*(S)

R(S) + (S) TL Gl(S) A(S) \é . ‘GZ(S) i C(SL

Fig. 1.9.8. Sistema de Lazo Cerrado con dcs Muestreadores

v y dos Plantas.

c(s) = Af(S) Go(S) - (1.9.50)
A(S) = 61(S) E*(S) (1.9.51)
E(S) = R(S) - H(S) C(S) (1.9.52)

De las ecuaciones (1.9.50) y (1.9.51)

1

C*(S) = G1*(S) G,*(S) E*(S) (1.9.53)

de (1.9.52):

R*(S) - HC*(S) (1.9.54)

]

£*(s)
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EX(S) = R*(S) - (H(S) G1*(S) E*(S) G2(S))* (1.9.55)

It

E*(S) = R*(S) ~ G1*(S) E*(S) GaH*(S) (1.9.56)

Despejando E*(S) y substituyendo en (1.9.53):

R*(S)
1 + Gy* GH*(S)

C*(3) = G *(S) G*(S) (1.9.57)

c(7) = G1(Z) 6.(2) R(Z) _ (1_9.585
1+ G1(Z) * GoH(Z)

1.10. ESTABILIDAD EN SISTEMAS DISCRETOS

" “Uno de los principales requerimientos en el funcionamiento de siste-
mas de control es el concepto de estabilidad. Un sistemaestable se
define como aquel que tiene una respuesta limitada, estando sujeto

a una entrada o perturbacidon limitada.

E1 concepto de estabilidad absoluta en sistemas de datos muestrea-
dos requiere que los polos del sistema estén ubicados dentro de la

franja principal, a la izquierda del éje imaginario del plano S.

La estabilidad absoluta en sistemas discretos exige que los polos
del sistema estén localizados al interior del circulo unitario en
el plano Z. Por tanto, si los polos estan todos dentro del circu
lo unitario, el sistema de control es absolutamente estable; si uno
o mads polos estan fuera del circulo unitario, el sistema de con-
: tfo] es inestable; si los po]qs estan sobre el circulo, sedice que

el sistema estda en el 1imite de estabilidad.
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En la figura que se indica a continuacidn se ilustra claramente la

“influencia de la ubicacidn de los polos del sistema respecto al cir

culo unitario en la respuesta del sistema.

} (b) i

ReZ

PLANO Z

Fig. 1.10.1. Localizacion de los polos del sistema y estabilidad.

Puesto que todos los polos son reales, las diferentes respuestas del

- sistema no son oscilatorias.

Se representa mediante el polo (a), el caso de estabilidad absoluta,
indicdndose en la figura correspondiente (a), la respuesta del sis

tema.
E1 polo (b) ubicado sobre el circulo unitario, representa el caso
de un sistema en el 1imite de estabilidad, teniéndose su respuesta

esquematizada en la figura (b).

E1 polo (c) representa a un sistema inestable, cuya respuesta se ob
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serva en la figura correspondiente (c).

CRITERIOS DE ESTABILIDAD EN SISTEMAS DISCRETOS

Usando la definicidn de que un sistema discreto es asintdéticamente
estable si todas las raices de la ecuacion caracteristicaestdn den
tro del circulo unitario en el plano Z, se han desarrollado dife-
rentes criterios de estabilidad, de Tos que se indicardn a conti-

nuacién los mds importantes.

1) Método de Determinantes de Schur-Cohn.

2) Prueba de estabilidad de Jury.

3) Forma Tabular de Raible.

4) Transformaciones bilineales: Método de Routh-Hourwitz y anali-
sis de frecuencia.

5) Segundo método de Liapunov para Sistemas Discretos.

6) Lugar de las raices.

Los cinco primeros métodos se detallan a seguir, dejando el Lugar
de las Raices para ser tratado en el siguiente capitulo por ser el

tema central de esta tesis.
1) METODO DE DETERMINANTES DE SCHUR-COHN

E1 criterio de Routh-Hourwitz, muy utilizado en sistemas continuos
no puede ser aplicado directamente al dominio Z puesto que la re-
gion de estabilidad es diferente. E1 método de Schur-Cohn estable

ce una prueba para la localizacidn de las raices de un polinomio
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en Z con respecto al circulo unitario.
Sea F(Z) la ecuacidn caracteristica de un sistema discreto:

F(Z) = ap2” + 2 2" F 4 + 2,27 + al + 2p = 0

(1.10.1)
donde ag, @15 Qs ---» a, son coeficientes reales o complejos.

Las rafces de la ecuacién caracteristica caen dentro de la circunfe

rencia |Z] = 1 si y s6lo si la secuencia de los Determinates de
Schur-Cohn: 1, Ay 5 Ay 5 .., Ak»> ... Ap tienen n variaciones de sig
no.

E1 Determinante de Schur-Cohn Ak se define:

a, O 0 4] 1 e -

a, a, O o lo a 3 o

a, 23 ay 0 : .

' |

8 = :k;l_a‘ff_zjk_'e’_waf_l_?__?_ _on_ | (0.2

an o - 0...0 i ag ap - - -ak_1

a_ya, 0---0 : 0 & - -3,

?n—Z an-1 ?n ' g | 0 9 SR

I ) ! .
3 kel Bnan A : 0 0 - &

Donde k = 1.2.3.},, ny Ek es el complejo conjugado de ag.
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Si todos los coeficientes del polinomie son reales, Ax es simetrico

respecto a la diagonal principal.
Este criterio de Schur-Cohn también puede establecerse de la forma:
E1l sistema es estable si:

Ak < 0 si k impar
: (1.10.3)
Ak > 0 si k par :

Es decir, si la ecuacién (1.10.3) no se satisface, entonces la ecua
cidn caracteristica tiene al menos una raiz fuera del circulo unita
rio. A diferencia del criterio de Routh-Hourwitz, el de Schur-Cohn
no indica de manera definitiva cuantas son las raices que caen fue
ra del circulo unitario y tampoco da informacidn de raices ubicadas

sobre la circunferencia |Z| = 1.
2) PRUEBA DE ESTABILIDAD DE JURY

Este criterio de estabilidad, desarrollado por Jury y Blanchard tie
ne algunas de las ventajas del criterio de Routh-Hourwitz para sis
temas continuos y es mas simple de aplicar que el método anterior, y

consiste en lo siguiente:

Dado el polinomio F(Z):

Fz)=a " +a 2" 4 v a2 a2 va, =0

donde a,, ay, ..., ap son coeficientes reales.



Debiendo siempre a ser positivo, puede desarrollarse la
tabla:
FILA  2° 7= SR - SRR L
1 3 a, a, LI
2 an 4n-1 an—2 . ak
3 b b, b, bn-k
4 bn-l bn-2 bn—3 bk
5 Co Cay ) -2
6 Cp? -3 Chod - - . Co
2n-5 Po p1 - P2 Ps
2n-4 P3 P2 Pa Po

2n-3 Jo qy Q2

Los elementos de Ta fila (2k + 2)(k = 0,1,2,...) son los

tes de 1a fila (2k + 1) escritos en orden inverso.

Ademds:
do n-k be Pn-1-k Co
by = Ck= dk =
I A bn-1 Bk Cn-2
Po Ps Po

Y Qo = gz =
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siguiente
Zn—1 Zn
an—1 an
ay ay
n-1
(1.10.4)

coeficien-

“n-2-k

"

P1

P2
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Las condiciones necesarias y suficientes para que el polinomio F(Z)

no tenga raices sobre o fuera de la circunferencia unitaria son:
F(1) >0

F(-1)| >0 , n par

<0 , n impar

y, ademds

| laol < Ian|

|be| > |b_1]

lcol > Je, | | (1.10.5)
|d0| > idn_sl

|90] > |a2]

Esto es, se tiene n - 1 condiciones.

Las pruebas de estabilidad dadas en (1.10.5) son vdlidas Gnicamente

si las inecuaciones proveen resultados concluyentes, pues asi como

el criterio de Routh-Hourwitz para sistemas continuos lineales, oca

sionalmente el primer elemento de una fila o toda la fila es cero

antes de que la tabla se termine; estos son los "casos singulares”.

Un caso singular puede ser eliminado expandiéndo y contrayendo infi

nitesimalmente el circulo unitario, 1o cual es equivalente a mover



tas rajces de dicho circulo. La transformacidn que cumple este pro

pdsito es:

Z=(1+¢)Z (1.10.6)
Donde € es un nimero real muy pequefno. Si € es positivo, equivale a
expander el radio unitario a un valor 1 + £ y si ¢ es negativo, es
equivalente a contraer el radio a 1 + ¢ . Esto es equivalente a mo
ver las raices. Si hay diferencia en la estabilidad cuando el circu
1o se ha expandido o contraido por g, existen raices sobre la circun

ferencia unitaria.

La transformacidon dada en la ecuacidn (1.10.6) es muy facil de ser

aplicada puesto que:
le| << 1 (1.10.7)
3) FORMA TABULAR DE RAIBLE

Es el mismo criterio de Jury, pero desarrollado de tal manera que per

mite una simplificacidn en cuanto a la computaciodn:
v _ n-1 2
Si F(Z)=a,71 +a_ , 17 + ... +a, 2* + a1 Z + a,

La Tabulacidon de Raible es como sigue:



Po

Qo

Esto es, se tiene que calcular n filas.

Donde:

Pa

Q1

Jo

Qi

o

n

I

i}

n

ao/an

P2

bn—l/b°

Cn—Z/CO

Po

Pa

Qo

65

a a, ka
bn-l kb
kc
kP
k
q
(1.10.8)
0,1,2,..... ,n-1
0,1,2,..... ,n-2

Si la Tabulacion de Raible es no singular, y si a, es positivo, 1los

signos de los n elementos calculados de la primera columna indica el

nimero de rafces de F(Z) que estdn dentro (o fuera) del circulo uni

tario.
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Esto es: ndmero de elementos calculados en Ta primera columna.

(Dpsy Coy eonvwes , Pos Gos To) = nimero de raices dentro del «circulo

unitario.

0 sind: nimero de elementos negativos calculados en la primera co-

Tumna:

(bg, Cos enowv-- , Pos Qo, To) = ndmero de raices fuera del circulo

unitario.

Si ocurre un caso singular en esta Tabulacidn, puede ser corregido -
médiante la transformacion de la écuacién (1.10.6), haciendo € > 0 y
e < 0, Ta diferencia entre los elementos positivos (o negativos) de
la primera columna, ‘da las raices que estdn sobre la circunferencia

unitaria.

"A continuacidn se dan ejemplos que ilustran mds claramente estos dos

Ga1timos criterios.
a) F(Zz) =28 +2722+72+1=0 (1.10.9)

Este es un caso singular puesto que todas sus raices estdn sobre 1a

" ¢ircunferencia unitaria:

Por tanto:

FI(1 +el]= (1 +3e)2%+ (1 + 2e)2%+ (1 +e)2+1 =0
(1.10.10)
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Entonces:
1+3 1+ 2 1+¢ 1 ky= o
€ . a 1+3¢
1 1+e 1+2¢
-) 1+ 3 1+ 3e 1+ 3¢
b o _bE 4e 2e (= L
07 1+ 3¢ 1 + 3¢ 1 + 3¢ , b~ 3
_) 2€ 48
3(1 + 3¢) 3(1 + 3¢)
_ 16e 8¢ Lo L
CoT 371 + 35)  3(1 + 3¢) -2
3 4 ¢
3(1 + 3¢)
4e
do 1 + 3¢
bo, Co, do, dependen;en forma directamente proporcional a € . Asi ,

todos son positivos para € > 0 y todos son negativos para € < 0.Por
tanto las tres raices se mueven de dentro hacia afuera del circulo

para cuando € cambia de signo, por 1o que facilmente se ve que todas
las raices estan sobre la circunferencia unitaria. Esto es cierto

ya que 1as raices de esta ecuacidn son Z =-1y Z = + j.

b) Mediante este ejemplo, es posible observar la gran untilidad del

criterio de estabilidad de Jury en disefo de sistemas discretos.

La ecuacion caracteristica de un sistema de control discreto es:



68

F(Z) = 2% + (111.6 T2 + 16.74 T - 3)72 + (3 - 33.48 T + 1.395 10 'KT?)Z

+ (1.395 107%KT? + 16.74 T - 11.6 T2 - 1) =0 (1.10.11)

Donde: T es el periodo de muestreo.

K es la ganancia.

Se desea determinar el rango de K.y T para los que el sistema sea -~

asintdticamente estable.

Aplicando el criterio de Jury a la ecuacidon caracteristica del sis-

tema, se tiene:
1) F(1) >0 , esto es: KT® >0
Puesto que T siempre es positivo, se tiene que K > 0.

2) F(-1) <0, estoes: - 8+ 66.96 T <0

por tanto T < 0.12 seg.

3) |ao| < |as| , esto es: [1.395 107% KT® + 16.74 T - 111.6 T% - 1|<|1]

2 2

4) |be| > |ba| , donde : by = ag® - a;

b2=a0 d2 — dy . ds

1.395 107 KT® + 16.74 T - 111.6 T? -1

ap =
a1 = 3 -33.48 T + 1.395 107" KT3
a, = 111.6 T2 + 16.74 T - 3

33’_‘1
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E1 grafico del rango de variacion de Ky T para que el sistéma sea

estable se da en la Fig. 1.10.2.

K 10}11
1010
‘ do <|a
10° *\'f | \\
\\\\ INESTABLE

Lo® N
Do [>[b2] ,/?<::\\
10 7 \‘\ \\
| ESTABLE T
106 |

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
T(seg)
Fig. 1.10.2. Grafico de K vs. T para andlisis de estabilidad.

4) TRANSFORMACION BILINEAL

Esta transformacidn,que convierte el circulo unitario en un eje imagi
nario como el del plano S para sistemas continuos, permite la aplica
cidn de los métodos de control clasico para andlisis de estabilidad,

como son el criterio de Routh-Hourwitz y el andlisis de frecuencia.

A continuacidon se indican dos transformaciones bilineales convenien-

tes:
r+1
L= —
(1.10.12)
.z + 1
r z -1
7 1+ Tw/2
1 - Tw/2
(1.10.13)
we=-2 [2-13
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La transformacién indicada en la ecuacidn (1.10.12) permite analizar
el sistema mediante el criterio de Routh-Hourwitz, en tanto que 1la
ecuacidn (1.10.13), denominada transformacidén de Padé, permite reali

zar el andlisis de frecuencia.

En la Fig. 1.10.3 se indican los planos r y w resultante del  mapeo

del circulo unitario del plano Z.
ImZ prang z

-1 =1 1 ~Re7

Ay ¢ Jn  PLANO U
3 M AN ¢ @)

P

1~ —Or < = Oy
S Gl

Fig. 1.10.3. Planos r y w resultantes del mapeo del circulo unitario
en Z mediante las transformaciones bilineales respecti
vas.

Vale anotar que la transformacion bilineal w se ve alterada por un
2 . . . . N
factor-ff— que permite la existencia de una correspondencia biunivo

ca entre n e Im.Z.

A continuacion se indica a manera de ejemplo, la determinacion de Ja
ganancia critica del sistema de Ta Fig. 1.10.4. mediante el uso de

transformacidon r y el criterio de Routh-Hourwitz.



————7D*(S) R.0.C G(S)

Fig. 1.10.4. Sistema de control discreto con realimentacidon unitaria.

Se da: D(Z) = —*% ; G(S) =

- 2 {D*(S) . ROC. G(S)}

[op)
—
N
~
11

D(z) (1-277") z {Eégl}

1l

entonces: G(Z)

0.090285 K-Z
(Z - 0.368)(Z - 0.0067)

y : G(Z) =

Para reaiimentacidn unitaria se tiene:

La ecuacidn caracteristica del sistema es:

0.090285 K.Z

KS
(S+1)[S+5)

14G6(Z) =1+
(Z - 0.368)(Z - 0.0067)

=0

esto es: 2% + (0.090285 K - 0.3746)Z + 0.0248 = 0
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Aplicando la transformacidn bilineal r:

r=5g
S
resulta:
(=t 1)2 + (0.090285 K - 0.3746)(LF2) + 0.0248 = 0

r- 1 r-1

(0.0903 K + 0.628)r2 + 1.995 r + (1.377 - 0.0903 K) = 0

Al aplicar el criterio de Routh-Hourwitz a la funcidn de segundo gra
do, resulta que todos los coeficientes deben ser del mismo signo, en

este caso todos deben ser positivos.

Por tanto: 1.3777 - 0.903 K> 0

1.377

K < —570903

= 15.25
finalmente: K < 15.25

5) SEGUNDO METODO DE LIAPUNOV PARA SISTEMAS DISCRETOS

Este método es muy Gtil si se tiene un sistema discreto expresado por

ecuaciones de diferencias.

Asi, considérese un sistema discreto lineal, invariante en el tiempo,
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descrito por la siguiente ecuacidn de diferencias:
x(k +1) = A x (k) ‘ (1.10.14)

donde: = X es un vector nxl

"~ A es una matriz nxn
Se dice que el estado de equilibrio x, = 0 es asintdticamente esta-
ble si y s6lo si dada una matriz Q, definida positiva, existe una

matriz P definida positiva, real y simétrica tal que:

APA-p =-1Q (1.10.15)
k) P x(k) | | (1.10.16)

AV(x) = - x (k) Q x(k) (1.10.17)
‘donde AV(x) viene definido por:
AV(x) = V(x(k+1)) - V(x(k)) (1.10.18)
La comprobacidn de este teorema se basa en el denominado teorema de
Sylvester, el cual establece que si P es una matriz definida positi-
va, entonces:
V(x) = x P x | ' (1.10.19)

es definida positiVa.
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Usando la ecuacidn (1.10.16) como funcion de Liapunov:

AV(x) = V(x(k+1)) - V(x(k)) (1.10.20)
= X (k#1) P x(k+1) - x (k) P x(K) (1.10.21)
Ahora sustituyendo (1.10.14) en (1.10.21), se tiene:
aV(x) = x (k) AT P A - PT x(K) (1.10.22)
= - x'(k) Q x(k) (1.10.23)

As1, a partir del Teorema de Sylvester si AV(x) es negativa definida,

Q debe ser definida positiva.

A continuacidn se ilustra de mejor manera este criterio de estabili-

dad mediante un ejemplo:

Sea el sistema discreto:

X1 (k+1) = - 0.5 %y (k)
Xo (k+1) = - 0.5 x,(k)
La matriz de coeficientes es:
-0.5 0



E1 estado de equilibrio es X = 0.

Sea Q la matriz Identidad:

1 0
Q=
0 1
y P tiene la forma:
P11 P12
P =

P21 P22

Por tanto, la ecuacién (1.10.15) se convierte en:
-0.5 0 P11 Piz2|[|-0.5 0 Pirx  Pi2 1

0 -0.5(|p22 P22 | O -0.5 P21 P22 0

La cual es definida positiva, por tanto:

75
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es la funcion de Liapunov y es definida positiva. La funcidn AV(x)
viene dada por la ecuacidon (1.10.17), Ta cual es definida negativa,

y el estado de equilibrio es asintéticamente estable.
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CAPITULO II

EL LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES EN EL PLANO Z

Introduccién

A1 igual que las técnicas de andalisis de frecuencia, como el diagra
ma de Nyquist y el diagrama de Bode sirven para el estudio de siste
mas discretos de control en cuanto se refiere a andlisis de estabi
1idad, al estudio de 1a respuesta del sistema en estado estable vy
transitorio, y para disefio y compensacidon, es razonable que el cri
terio del Lugar Geométrico de las Rafces sirva igualmente parael es

tudio de sistemas de control discretos.
2.1 FUNDAMENTO-TEOR%CO

Existe una gran ventaja en cuanto a la aplicacion del criterio del
. L.G.R. en sistemas discretos, y es el hecho de que su construccidn -
Se realiza en base a reglas similares a las utilizadas para el caso
de sistemas continuos, las cuales son convenientemente estudiadas eﬁ

los diferentes cursos de control cldsico.
La ecuacidn caracteristica es el plano S para sistemas continuos es:

1+ G(S) H(S) =0 (2.

(%)
—
.

la cual es una funcidn racional.
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Para el caso discreto, la ecuacidn caracteristica que define al sis

tema es también una funcidn racional.

L+ AZ) =0 (2.1.2)

G(Z)-H(Z), &
donde = A(Z) =
GH(Z)

Puesto que las Teyes que rigén la construccion del L.G.R. en el pla
no S, son aplicables para funciones racionales, se concluye que la
construccion del L.G.R. en el plano Z es factible y puede ser imple

mentada en computador.

En disefio de sistemas de control, algunas especificaciones de desem
pefio o funcionamiento se expresan en términos de la respuesta tran
sitoria del sistema. Los parametros de disefio en el dominio del
tiempo, tales como tiempo pico, maximo sobretiro, factor de amorti
guamiento y tiempo de estabilizacidn, estan intimamente relaciona-
dos con la ubicacidon de las raices de la ecuacidn caracteristica del
sistema de control, que son los polos de ja funcion de transferencia
de lazo cerrado del mismo. Una vez que se han obtenido las raices
de Ta ecuacidn caracteristica, es posible conocer los.diferentes mo

dos de respuesta transitoria.

Consecuentemente, para disefiar un sistema de control bajo especifica
ciones en el dominio del tiempo, el Ingeniero de Control necesita un
conocimiento general de la influencia de la variacign de 1los polos

del sistema en su respuesta transitoria. Este conocimiento puede ser



facilmente obtenido de un diagrama de variacidn de las rafces carac
teristicas, teniendo como parametro la ganancia de lazo del sistema.

Este diagrama es conocido como el Lugar Geométrico de las Raices.

Mediante la ayuda del L.G.R., el disefio de un sistema de contré] se
basa en el ajuste o compensacidn mediante la ubicacidn de Tos ceros
de 1a funcidn de transferencia de lazo abierto y con la variacién -
de la ganancia dé lazo del sistema, obteniendo de esta maneraun sis
tema con una nueva distribucidn de polos y ceros gue permitan obte
ner la respuesta deseada. Esto es, el método de] L.G.R. provee al
Ingeniero de Control técnicas de disefio que toman en cuenta  tanto
respuesta transitoria como respuesta de frecuencia, logrando de es
ta forma un enlace entre el andlisis en el dominio del tiempo y de
la frecuencia.

Debe anotarse que al igual que en sistemas continuos, la respues-
ta transitoria en sistemas de control discretos esti determinada cqﬁ
pletamente por la naturaleza de los polos de la funcion de lazo ce
rrado del mismo. Vale subrayar también el hecho de que para que un
sistema de control continuo retroalimentado sea estable la parte -
real de las raices de la ecuacidn caracteristica debe ser negativa.
En el plano Z en cambio, el 1imite de estabilidad constituye lacir
cunferencia de radio unitario centrada en el origen; por tanto, co
mo ya se estudiéhanteriormente4 el andlisis de estabilidad en siste
mas discretos es diferente al andlisis que se realiza en sistemas

continuos.



2.2. VENTAJAS DEL L.G.R.

Una de las principales ventajas de utilizar el diagrama del Lugar
Geométrico de 1as_RaTces para el andlisis o disefo de un sistema de
control, es el hecho dé que este diagrama nos da una indicacién so
bre 1a estabilidad absoluta y relativa del mismo, con respecto a la
variacion de un pardmetro K, generalmente la ganancia de lazo, a di
ferencia de otros métodos como el de Routh-Hourwitz y métodos tabu
lares, que nos permiten conocer sdlo si un sistema es absolutamente

estable o né.

Puesto que la técnica del L.G.R. es un método grafico para ubicar -
las raices a medida que varia un parametro, proporciona al Ingenie-
ro de Control una medida de la sensibilidad de las raices del siste

ma para una variacidn en el parametro que se considera.

En cuanto al disefio de compensadores, el método del L.G.R. propor-
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ciona una gran ventaja, ya que indica de manera eficaz el valor que

debe tomar Ta ganancia del sistema para que este sea estable; indi-
ca también la variacion adecuada 6 la implementacién de ceros en el
sistemé para estabilizarlo completamente. Esto es, serd suficiente
encontrar una adecuada distribucicn de polos y ceros del sistema pa

ra obtener el funcionamiento adecuado del mismo.

2.3. REGLAS PARA LA CONSTRUCCION DEL L.G.R. EN EL PLANO Z

Considérese el sistema de control discreto retroalimentado de la Fig

2.3.1., cuya funcidn de transferencia es:
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C*(S) _ ___G*(S)

R*(S) 1 + A*(S)

(2.3.1)
donde: G*(S) es la funcién muestreada de G(S) y G(S) = GL(S).Gs(S)

A*(S) es la funcidn muestreada de A(S) y A(S)=GL(S).G5(S).H(S)

R(S '
(s) + E(S) T)_.. Gh(S) | = Gs(S) - c(s) -

H(S)

Fig. 2.3.1. Sistema de Control Discreto Retroalimentado.

La ecuacion caracteristica del sistema es:
1 + A*(S) =0 (2.3.2)

E1 Tugar de las raices en el plano S dependerd de 1la distribucion de
polos y'ceros de A*(S), pero la funcidn muestreada A*(S), como ya se
anofé anteriormente, posee infinito ndmero de polos, que son los po
los de A(S) repetidos cada jWg a 1o largo de lineas paralelas al eje
jW y, posee adem&s infinito nlmero de ceros. Por tanto, aln cuando
es posible obtener el L.G.R. de un sistema discreto en el plano S,

este es muy complicado ya que tendrd infinito nimero de ramas.
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En términos de la transformada Z , 1a funcidon de transferencia del

sistema de la Fig. 2.3.1. viene dada-por:

6(zZ
CR(Z) T 1+ A(Z (2.3.3)

donde: "A(Z) = GH(Z) (2.3.4)

La G1tima ecuacidn es la transformada Z asociada con G(S) H(S) vy se

denomina Funcidn de Transferencia de Pulsos de Lazo Abierto.

C(Z) . .
Y “R(Z) S© denomina Funcidn de Transferencia de Pulsos de Lazo Ce

rrado.

Por tanto, Ta ecuacidn caracteristica es:

1+A(Z) =0 (2.3.5)

la cual puede escribirse como:

_ ,3(180° * q360°) (2.3.6)

donde 'q = 0, 1, j?,_f;,...4

Puesto gque A(Z) es una funcidn de la variable compleja Z, la ecua-
cion (2.3.6) puede descomponerse en dos ecuaciones, igualando la mag
nitud y el dangulo de fase de los dos miembros de esta Gltima ecua-

cidn respectivamente.
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Por tanto:
,lA(Z)|= 1 | (2.3.7)
y la ecuacion de fase:
|A(Z) = 180° + q360° (2.3.8)

Por otro lado, la funcidén de transferencia de pu]sos de Tazo abjerto,

puede definirse como una relacidon de polinomios en Z:

, N ‘
A(Z) = K—D((%— (2.3.9)
donde: N(Z) = 2™ + a Zm_l + a Zm_2 + + a (2.3.10)
: m-1 m_2 [\ LI
m
N(Z) = T (Z - Zy) (2.3.11)
r=1
oy 0(z) =2"+b . 2"t wb 2" L +b (2.3.12)
: N1 ne2 ... . .3.
" ,
D(Z) = T (Z - Py) (2.3.13)
r=1
donde:  Zy son los ceros de lazo abjerto.
P\ son los polos de lazo abierto; vy,
m<nenla genera]fdad de sistemas.
.m
entonces: A(Z) = r:l. (2.3.14)
I (Z- Py)
r=1



Haciendo la sustituciodn:

La ecuacion (2.3.

.y la ecuacidn de

m
z
r=1
donde: a, es la
8z, es el
y b. es la

8p,. es el

Ahora, volviendo

(Z - 7p)

(z - Pr) =

i
o
-
[en]
el
=

14) puede escribirse:

m a

r=1 r
K =1

n
I by
r=1

fase es:

, n

er -3 Gpr = 180° + g360°

r=1

distancia del cero Z,. al punto Z del L.G.R.

angulo de fase correspondiente.

i

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

distancia desde el polo Py al punto Z del L.G.R.

angulo de fase correspondiente.

a2 escribir la ecuacidn caracteristica, se tiene:

(2.3.20)
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Si K =0 las raices de la ecuacion caracteristica son los polos P,

de lazo abierto.

Si K+ =, las raices de la ecuacidn caracteristica tienden a los ce

ros Zy de lazo abierto.

‘Por tanto, se observa que el Tugar geoméfrico de las raices de Ta
ecuacion caracteristica 1 + K<%%%%~ = 0 empieza en los polos de la
zo abierto (D(Z) = 0) y termina en los ceros de lazo abierto -

(N(Z) = 0), a medida que K aumenta desde cero hasta infinito.

Vale anotar pues, que para la mayoria de sistemas, varios de los ce

rbs de lazo abierto estan en el infinito del plano Z.

Por G1timo, por su importancia, debe recalcarse que todo punto que
pertenece al Lugar Geométrico de las Raices, debe cumplir con Tlas
ecuaciones (2.3.18) y (2.3.19), que son las de magnitud y fase res

pectivamente.

REGLAS PARA LA CONSTRUCCION

Las siguientes reglas de construccidn se han derivado de la relacion
entre los polos y ceros de A(Z) y las raices de la ecuacién caracte

ristica:

1) PUNTOS DE ORIGEN DEL L.G.R. (K = 0)

E1 Lugar Geométrico de las Raices empieza en los polos de la funcidn
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de lazo abierto.(D(Z) = 0)

La ecuacion caracteristica es 1 + k-—%%%%_

D(Z) + k N(Z) = 0
Si k=20
entonces: D(Z) =0

2) PUNTOS DONDE TERMINA EL L.G.R. (K + =)

E1 Lugar Geométrico de las Raices termina en los ceros de lazo abier
to. (N(Z) = 0)
14k MEH-- 0

1o, NZ)
Tt T

3) NUMERO DE RAMAS

Un diagrama del 1ugaf de las raices tiene tantas ramas como rafces
tiene Ia ecuacidn caracteristica. Cdmo la cantidad de polos de lazo
abierto generalmente excede a la de ceros, la cantidad de ramas igua
la a la de polos. Si la cantidad de polos de lazo cerrado es la mis
ma que la cantidad de polos de lazo abierto, 1& cantidad de ramas de
lugares de las raices que terminan en ceros de lazo abierto finitos,
es igual a Ja cantidad‘Z de ceros de lazo abierto. Las resténtes -
P;Z ramas terminan en el infinito (P-Z ceros implicitos en el infini

to) a lo largo de asintotas.
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Sin embargo es importante notar que si se considera un problema pu- '
ramente matemdtico, se puede hacer que la cantidad de polos de lazo
cerrado sea igual a la de ceros de lazo abierto enilugar _de ser
igual a los polos de lazo abierto. En tal caso, la cantidad de ra
mas del lugar de la raiz es jgual a la cantidad de ceros de lazo

abijerto.

En general, si:

N es el ndmero de ramas del L.G.R.

Z es el nlmero de ceros finitos de lazo abierto.

P es el nimero de polos finitos de lazo abierto.

Entonces:
N=17 si Z> P (2.3.21)
N=~P si P>1Z (2.3.22)

4) SIMETRIA DEL L.G.R.

Para K real, el Lugar Geométrico de las Rafces es totalmente simétri
co con respecto al eje real. La prueba de esta regla es evidente ,

puesto que para funciones racionales, las raices complejas aparecen

en pares complejos conjugados.



88

5) ASINTOTAS

Para grandes valores de Z, las ramas del L.G.R. son asintéticas a 17

neas rectas que parten desde los puntos de interseccidn de las asfi

totas con &ngulos dados por:

_ _(2a+ 1)m
g P. -

1
> (2.3.23)

donde: q=0,1,2, 3, ....,Pz-1- (2.3.24)

Comprobacién:

La forma general en la funcidn de transferencia de lazo abierto pue-

de escribirse como:

m m-1 m-2
AZ) =k -EEnl +al ... Fop (2.3.35)
yAML A AL L T + b
. m+n
AZ) = — —* (2.3.26)
7+ (bl - al) A + ...+ R(Z)/P(Z)
En doride R(Z) es un polinomio de grado menor que m
y P(z) = 7" +a, 2™ e +a (2.3.27)
La ecuacion caracteristica del sistema es:
n n-1
7+ (by - a,)Z + ... + R(Z)/P(Z) = - K (2.3.28)

A medida de que Z crece, el término R(Z)/P(Z) se aproxima a cero pues
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to que el grado de P(Z) es mayor que R(Z), y solo se consideran sig

nificativos Tos'dos primeros términos de la ecuacidn (2.3.28), esto

" es:
"4 (b, - ) M=ok (2.3.
b 1/n 1/n
. -a
0 sind: Z(1 + 5 ) = (-K) (2.3.
b. - a 1/n
E1 factor (1 + i ) de l1a ecuacidn (2.3.30) crece en una

rie infinita, obteniéndose como resultado:

7(1 + Pl7%f§l-+ ) = (-K) (2.3

Desprecidndose los términos superiores al sequndo, se tiene:

2+ 229 - (gl (2.3

Sustituyendo - Z = Re.Z + jIm.Z , se tiene:

Re Z+ 3 I Z + 9l—§—9£.= |K|l/”-cos{§%$ln + 3 sen g%fln}

(2.3.
Igualando partes reales e imaginarias respectivamente:
Re Z + PA—%—EL = |+<|1/n cos E%Fl I (2.3

Inz = [KY" sen 2y (2.3

29)

30)

se-

.31)

.32)

33)

.34)

.35)
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De las dos dltimas ecuaciones se obtiene:

b, - a
|K|1/n = ImZZ + 1. =‘Rez +2 +nl (2.3.36)
Sen (—977——JH Cos(~97T~—)H
Por tanto:  IpZ = tg(zjl:—l)ﬂ [Ry 7 + bl;nal] (2.3.37)

La ecuacion anterior representa una linea recta en el plano Z, que °

tiene la forma de:

ImZ=m(Ra Z - Re, Z) (2.3.38)

1

Dbnde m es la pendiente y Rg,7 es el cruce de Ta recta con el eje

real.

Por tanto: m = tg quj 1II = tg qulell (2.3.39)
y R 2 = Sy (2.3.40).
donde: _ q=20,1, 2, 3, ..., , P-Z

La ecuacién (2.3.39) permite comprobar lo afirmado.

6) INTERSECCION DE LAS ASINTOTAS

a) La interseccidon del nlmero de asintotas N = P - Z, queda solamen-

te sobre el eje real.



91

b) La interseccion de Tas asintotas en el eje real se expresa por:

Re.7 = - (bl - a3y - _Epolos de A(Z) - tceros de A(Z)
el n . 7[‘)_2‘)

(2.3.41)

Demostracion

La demostracién de la regla 6.a. es muy sencilla si se toma en cuen

ta que el L.G.R. es simétrico respecto al eje real.
En cuanto a la regla 6.b. esto se demostrd en el numeral anterior,
1o que se tiene expresado en 1a ecuacion (2.3.40), ya que segilin las

leyes algebrdaicas se tiene que:

b1

- Traices del denominador de A(Z) = - fpolos de A(Z)

= - yrajces del numerador de A(Z) = - gceros de A(Z).

[s1)
]
|

7) L.G.R. SOBRE EL EJE REAL
Las contribuciones de los polos y ceros finitos al argumento de A(Z)
para puntos en el eje real se puede analizar para dos diferentes ca

SO0S:

a) Rafces complejas

Se tienen los polos conjugados P1 y P2 y un punto oy en el eje real,

siendo la fase de A(Z):



Pl
|
| =
| .
— 1 —» ReZ
| b 0
|
|
|
P2
Fig. 2.3.2. Contribucidon de angulo de raices complejas.
IA(Z) =y T o (2.
N\
donde: a7 = Ag;B (opuestos al vértice) (2.
A A .
As1P, = Ao1P, (bisectados por Aocy) (2.
A5TP. = BoaO  (opuestos por el vértice) (2.
Py Fas
por tanto: As,P, = Bo.0 (2.
N N F
N Ang = AO’]_PQ_ + PZOIB (2
Reemplazando (2.3.43) en (2.3.42), se tiene:
VS
|A(Z) = Ac1B + o (2.
reemplazando (2.3.47) en (2.3.48):
N
IA(Z) = AS2P2 + P20aB + aa (2.

92

42)
43)
.44)
.45)
.46)

.47)

.48)

.49)
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‘Por tanto, de la ecuacidn (2.3.46) se 1lega a:

A A ‘
|A(Z) = Bo,0 + PyoyB +a, (2.3.50)
Esto es:
|A(Z) =2l © |A(Z) =0 (2.3.51)

Esto quiere decir que raices complejas no contribuyen al argumento -
de A(Z) para puntos sobre el eje real, puesto que el dngulo con que
contribuye cada raiz compleja se anula con el que contribuye su con

jugada.

b) Raices reales

La contribucidn al argumento de A(Z) de parte de polos y ceros rea-
les es de acuerdo a la posicidn que tienen respecto al punto del eje

real, como se observa en la Fig. 2.3.3.

Como ya se dijo antes, para que un punto sea del L.G.R., este debe

cumplir con la ecuacidn de fase, que es:
|A(Z) = (2q + 1)1 para valores de k reales

En la fiqura siauiente se tiene:
M= oz = d3z =7

ay= 0

\A(_z_)=d1+dz+da+0tu

|A(Z) = 3m
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§ 1mz
%503 oy
" [D '/F\ > R2Z
P4 o Pa,Ps- Pa

Fig. 2.3.3. Contribucion de angulo de raices reales.

De 1a Figura anterior se establece que las raices que contribuyen al
“argumento de A(Z) son las que se hallan a la derecha del punto of

que se analiza, cada una de ellas aporta con un dngulo iguala Il rad

0 18O°A7
Por tanto:

N = (2q + 1) T | (2.3.52)
de donde: n=2q+1 conqg=0,1,2, 3, ... (2.3.53)

Esto es, n resulta ser impar.

En definitiva, para que un punto sobre el eje real sea del L.G.R. es con
dicidn necesaria y suficiente que se encuentre a la izquierda de un

ndmero impar de polos y ceros reales.
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8) ANGULOS DE PARTIDA (0 LLEGADA) DESDE POLOS COMPLEJOS (O CEROS COM.

PLEJOS)

Para obtener el trazo de los lugares dé‘Tas rajces con exactitud ra-
zonable, debe hallarse ias_direcciones de Tos lugares de laraiz cer
ca de los polos y ceros complejos. Si se elige un punto de prueba y
se lo désp]aza en la vecindad inmediata de un polo complejo (o - cero
complejo), se puede considerar que la suma de las contribuciones an
gulares desde todos los otros polos y ceros se mantiene constante. -
Por tanto, el dngulo de salida (o llegada) de1'1ugar de las raices
desde un polo complejo (o cero complejo) puede ser hallado restando
de 180° la suma de todos los dngulos de las cantidades complejas des

de todos los otros polos y ceros al polo complejo (o cero complejo )

en cuestion, incluyendo los signos adecuados.

Esto puede observarse con mayor facilidad en la Fig. 2.3.4.a. en la
qué se da una rdpida determinacidn de la direccidn con Ta cual el Tu
gar parte de un polo complejo o 1lega a un cero complejo. Se elije

una drea alrededor de p,, de manera que d, es mucho menor que d,, d,

ds.
4 ImZ
4 T
,/l\;\\

/ |\‘\

Vi I \\ \

// | VN

// | \ \
RN
1 N
LA o ~ReZ
Zl | Pl PO

|
|
] -
I
1
] ﬁB
U
3

' Fig. 2.3.4.
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Para mayor claridad se indica en la Fig. 2.3.4.b. el area cercana a

P, de manera ampliada.

Si @ es el dngulo de partida, entonces, si se aplica a este pequefio

circulo la condicion de fase, se tiene:
@0 + @1 + @2 + @3 - wl = (2q + l) 180° (2.3-54)

@2 = (Zq + l) 180° - (@0 + @1 + @3 - wl) (2.3.55)'

Para el cero complejo Z,, el angulo de aproximacitn sera:
Py = (&g + &, + @, - 90°) - (2q + 1)180° (2.3.56)

Puesto que -180° es el mismo punto que 180°, se puede generalizar, di
ciendo que el dngulo de partida (o 11egada) de un polo complejo (o ce

ro complejo) es:
B = 180° + a (2.3.57)

donde: o es la contribucidn de angulo de todos los polos y ceros, pe
ro sin tomar en cuenta ia contribucién del polo o cero en

cuestiodn.

9) PUNTOS DE ARRANQUE O SEPARACION DEL L.G.R. EN EL EJE REAL

Los puntos en el plano Z donde se encuentran raices mdltiples son de

nominados puntos de arranque del L.G.R.
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En 1a Fig. (2.3.5a) se puede observar la separacién del L.G.R. en e
eje real para el caso en que sucede entre dos polos, en tanto que en

la Fig. (2.3.5b) se da el caso en que‘e1 punto de separacion estd en

tre dos ceros.

/ k=0

\\> k—)-co
o

a) Entre dos polos Entre dos ceros

Fig. 2.3.5. Puntos de arranque en el eje real.
E1l punto de arranque en este caso representa una doble rafz de 1la
ecuacion caracteristica del sistema, ya que al punto de  separacidn

1legan o parten dos ramales del lugar de Ta raiz.

En general, de un punto de arranque o separacidn pueden partir o 1le
gar varios ramales del L.G.R. Por ejemplo, en la Fig. (2.3.6) se ob
serva gue cuatro ramales se encuentran en un punto del eje real y
parten en distintas direcciones. Para este caso, el punto de arran
que constituye una raiz cuadruple de la ecuacién caracteristica del

sistema.

En las figuras 2.3.5a. y 2.3.5b. se observa que los ramales se sepa
ran en el eje real con angulos de 180° entre si, en tanto que en la
Fig. 2.3.6. se separan con angulos de 90°. De esto, puede generali-

zarse la siguiente afirmacion:
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4‘Im2

ﬂf

» Re?Z

JL[’(':O
PUNTO DE ARRANQUE py

Fig. 2.3.6. Punto de arranque del L.G.R. desde una raiz cuadruple.

"Los ramales del L.G.R. pueden aproximarse y partir de un punto de
arranque en el eje real con diferencia de &ngulo de 180°/N, donde 'N

es el nimero de ramales".
Iqualmente, puede haber mds de un punto de arranque en el L.G.R. pe
ro debido a la simetria del mismo, Tos puntos de arranque deben que

dar sobre el eje real u ocurrir en pares complejos conjugados.

9.a. Punto de arranque debido a polos y ceros en el eje real

Si solo se consideran los polos y ceros reales de A(Z) y se  supone
que -a es el punto de arranque en el eje real, el valor de a se de-

termina de la ecuaciodn:

1 1 _ -1
z Z: - a 2 Pi - a z a - 24 -
Ceros a la Polos a 1a '3 Ceros a la 1
izq. de -a izq. de -a der. de -a
1
- L g-p; (2.3.58)
Polos a la J

der. de -a
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" Lo cual equivale a escribir:

I S S S - (2.3.59) .

Comprobaciodn:

Considérese la configuracidon de polos y ceros dada en la Fig. (2.3.7).
en la que 1os ramajes del L.G.R. tienen un punto de arranque situado
entre dos polos de A(Z), -P, y -Ps. Supdngase que se escoje un pun
to 7, que estd ﬁuy proximo al punto de arrangue -a, entonces Z) debe

satisfacer las condiciones de fase (ec. 2.3.19), esto es:

2 3
Lo|Zu¥Zi - © 0 [Zi4Pj = (29 + 1) (2.3.60)
i=1 j=1
AlImZ
_______ 7
€ 5

Pl ,ﬁ;l 92 2 B3y I « ReZ

-7, P, %3 -P, Z P,

Fig. 2.3.7. Punto de arrangue en el eje real debido a polos y
ceros reales de A(Z).

En términos de los dngulos que se indican en la figura anterior, la

condicion de fase es:

(8, + (w - 835)] - [(m - 8,) + (m-86y) +8s] =mu(2q + 1)
| (2.3.61)
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6: B, -0, +0, +8, - 85 =0 | (2.3.62)

Como se supone que Z, estd muy préximo a -a, 1os angulos son muy pe
quefios, pudiendo ser reemplazados por sus correspondientes tangentes,

To cual da como resultado:

= E _+ &4+ _E E -9 (2.3.63)
esto es:

1 1 _ 1 1 1
I, - a - P; - a T3 - 73 T a - Ps T3 - P, (2.3.64)

De esta manera se ha demostrado la validez de la ecuacidn (2.3.58).

9.b. Punto de arrandue debido a polos y ceros complejos

La contribucidn de Tos polos y ceros complejos de A(Z) al punto de

arranque en el eje real se determina por la ecuacidn:

. Tﬁ"%i% £ 2(aj-a
dj—a) 854 (aj—a +Bj

Ceros complejos po]oé complejos

a la izq. de -a a la izq. de -a
X 2(a_0'4-i) _ ] T 2 a-05
. (a-ai)2+4g:% _ —- ,
Ceros complejos ‘37®1/°"Bi" poigs complejos ‘373)7FR]
a la derecha de a la derecha de (2.3.65)

- a -~ a

que puede escribirse como:

1 1
AR SVA L+ Py

z (2.3.66)

con 2 = -a
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Esto es, puede determinarse el punto de arranque en forma general -
por efecto de polos y ceros complejos y reales, puesto que las ecua

ciones que determinan el efecto de los mismos son idénticas.
Comprobacion de la ec. (2.3.65):

En la Fig. (2.3.8) se muestra un par de polos (o ceros) complejos -
conjugados. Si se supone que el punto -a es punto de arranque del
L.G.R. en el eje real, y se escoje un punto Z, del L.G.R., muy cer

cano al punto de arranque, de acuerdo a la Fig. (2.3.8) se tiene:

61 = tg”t —B— (2.3.67)
: a-a
8, = tg™t £ 2 (2.3.68)
' - to- B -1 B -¢e
y 61 - 82 =tgTr o - tgTh (2.3.69)

Como e es muy pequefio, 8; - 08, es un angulo muy chico que puede a- .

proximarse por su tangente, por tanto:

0 - 0 - B{(i'gzajegfzgzégi““) (2.3.70)

e(a - a) :(a> @) (2.3.71)

61 - B2 =
- (a - a)* +8?
La contribucion total de angulo es:
2(8, - 9,) = + —2ela = o) (2.3.72)

(a - a)*+ g2
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En donde se usa el signo positivo para ceros complejos y el signo ne

gativo para polos complejos situados a la derecha del punto de sepa

racidn -a.

> ReZ

-8

POLO 6 CERO

Fig. 2.3.8. Punto de arrangue en el eje real debido a polos y ceros
complejos de A(Z).

De modo semejante, puede mostrarse muy fadcilmente que si un par de
polos o ceros complejos estan a la izquierda del punto de arranque -

-a, la contribuciodn,angular total es:

2e(a - a)

(a - a)? + g2

(2.3.73)

2(8; - 8,) =+

Generalmente ocurre que se tiene polos y ceros tanto reales como com
plejos, por lo que el calculo del punto de separacidn en el eje real
se 1o hace con la ayuda de la ecuacidn (2.3.59) tomando en cuenta to

dos los polos y ceros.

9.c. Puntos de arranque o separacion que no estdn en el eje real

La ecuacidn (2.3.59) puede iguaimente aplicarse para determinar los
puntos de arranque gue no estén situados sobre el eje real. Considé

rese la Fig. (2.3.9). El punto de separacidn sobre el eje real pue



103

de ser ficilmente determinado como -2, sin embargo hay dos puntos de
arranque conjugados para los ramales comp]éjos. Debido alasimetria
del L.G.R. s6lo es necesario determinar uno de esos puntos. Si el
eje que une los dos puntos de separacion complejos se considera como
el real, mediante una traslacidn y rotacidn adecuada de ejes, puede .

considerarse este caso como similar a los anteriores.

a; ) HQ“"_ - —WC"‘ _— =
PUNTOS DE_—"]
ARRANQUE
% i\ - ReZ w- ReZ

Y \\3_2 0 5§52 -4 -j2"

~2-34 _g+j0"
a) b)

Fig. 2.3.9. Puntos de separacidn que no estan sobre el eje real.

/

En la Fig. (2.3.9b) se escoje arbitrariamente el punto - 2 + Im . 4

CcOomo nuevo origen, y se indica el nuevo eje de coordenadas.

Por tanto, aplicando la ec. (2.3.59), se tiene:

o1 2(4-a)
8 - a

1
G -a)2+22° " "3 (2.3.74)

de donde:

a = 1.555, por tanto, Tos puntos de separacidn de los ramales comple

jos estan situados en Z = - 2 + Im . 2.45.
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9.d. Puntos de arranque o separacidn calculados por el método anali-

tico

Este método es el mas utilizado debido a su simpiicidad paraser apii
cado y que toma en cuenta todas las consideraciones anteriores en

una sola.

La ecuacidn caracteristica es:

1+K —%%%%— =0 (2.3.75)

de donde puede obtenerse:
K = f(Z) - (2.3.76)

en donde f(Z) no contiene a K, y los puntos de arranque (realesy com
plejos) del diagrama del L.G.R. son las rafces que se obtienen de

igualar la primera derivada de K, con respecto a Z, a cero, esto es

dK
dZ

=0 (2.3.77)

Comprobacidn:

Suponiendo que la ecuacidn caracteristica del sistema es un polinomio

con coeficientes constantes, puede escribirse como:

D(Z) + K. N(Z) =0 (2.3.78)
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En donde K es una constante positiva y N(Z) y D(Z) no son funciones
de K. Si se considera qué K varia con incrementos AK, la ecuacion
(2.3.78) se convierte en:

D(Z)+ (K + AK).N(Z) =0 ‘ (2.3.79)

Dividiendo la d1tima ecuacidn por D(Z) + K.N(Z), se tiene:

] 4+ — BK.N(Z) (2.3.80)
D(Z) + K.N(Z) ,
que puede ser escrita como:
1+ AK.F(Z) =0 (2.3.81)
en donde: F(z) = — M2 (2.3.82)

D(Z) + K.N(Z)

y el denominador de F(Z) es la ecuacidn caracteristica.

En puntos muy proximos a la raiz Zi de la ecuacidn caracteristica

de multiplicidad n (puntos de arranque en Zij), F(Z) puede aproximar-
se como:
A5 A5

F(Z) = = 2.3.83
(z-1z;)"  (az)" ( !

Sustituyendo (2.3.83) en (2.3.81) se tiene:

“AK A{
(az7)"

1+ =0 (2.3.84)



106

de donde:

sk _ - (a)™?

A—Z ——A'I— (2.3.85)

Tomando el 1imite a ambos lados de la Gltima ecuacidn, a medida que

AK se aproxima a cero, resulta:

Ay . _dK

Tm. (7 az

AK-0

=0 (2.3.86)

Por 1o tanto, en los puntos de arranque o separacion de los ramales
del L.G.R. se cumple que la derivada de la ganancia del sistema res

pecto a Z es cero.
10. CALCULO DE K EN EL L.G.R.

Una vez construido el L.G.R. a partir de la ecuacidn caracteristica,
es necesario la determinacidn del valor de ganancia K para determina
do punto Z, del L.G.R., To cual puede conseguirse a partir de la ec.

(2.3.18), que puede escribirse como:

m
n (2 - Zy)|
A()] = k2 =1 (2.3.87)
I [(Zy - Py
r=1 :
de donde:
n
K = rél (2.3.88)
I |(Zy - Zy)|
r=1
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que puede escribirse como:

M3

iblri
r=1 (2.3.89)

|ayy]

ne 3
—

r

donde: bj, es la Tongitud del vector que va desde el polo Py al pun

to Z;.

ajp es la longitud del vector que va desde el cero Z, al pun

to Z,.
11. INTERSECCION DEL L.G.R. CON LA CIRCUNFERENCIA UNITARIA

En 1a interseccion del L.G.R. con Ta circunferencia unitaria se tie
ne 21 valor de gananEia critica. La determinacidn del K critico pue

de efectuarse mediante el criterio de Routh-Hourwitz para sistemas -
discretos, que hace usc previo de la transformacidén bilineal de 1a
ecuacion (2.3.90), que mapea el contorno de la circunferencia unita

ria del plano Z en un eje imaginario jW.
7= — (2.3.90)

Luego de aplicarse esta transformacidn bilineal, se puede proceder -
mediante el criterio de Routh-Hourwitz sin ninguna modificacidén, de
terminandose de esta manera el valor de ganancia critica. Igualmen-

te, podria determinarse el valor de ganancia critica mediante el cri

terio de Jury 6 mediante l1a forma tabular de Raible; debe  anotarse
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que todos estos métodos fueron convenientemente estudiados en el ca

pitulo anterior.
Para la determinacidn del valor de ganancia critica en el programa

implementado, se procede de una manera grafica, que seexplicara ade

cuadamente en el capitulo III.

A continuacién y a manera de ejemplos se desarrolla el Lugar Geomé-
trico de las Raices para dos sistemas de control:

Ejemplo 1.-

En l1a Fig. 2.3.10 se presenta el sistema de control digital para un

vehiculo espacial, cuyo L.G.R. va a calcularse.

—+R.0.C >

)=

Fig. 2.3.10. Sistema de control digital para vehiculo espacial.
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La funcién de transferencia de lazo abierto del sistema viene dada

por:
Kp z {60(S) =
c(2) Pz {6p(S) Fysr |
G(Z) = E(Z) = G 1 ) (2.3.9]—) .
1+ Ky 2z S) v¥—= ‘
r h(S) Jy S
donde G(S) es 1a F.T. en S del R.0.C.
. N S | z+1
entonces:  z {Gp(S) 1, 52} (1 -2727Y) z {Jv Sg} 7 2177
2 {6,(S) e} = (1 - 77%) z {~—Les}
h dy S Jy S2 Jy(z - 1)
Por tanto:
T2 K. (z + 1)
6(z) = P
2 0y 7% + (2KpT = 4 0y)Z + 20y - 2K, T
en donde: T : Periodo de muestreo en segundo.
Kp : Ganancia del sensor de posicion.

Ky : Ganancia del sensor proporcional.

Jy : Momento de inercia del vehiculo.

i

Si se tiene que:‘ Kp K

Jy = 41822 Kg.m°
Kp = 3.17 x 10°
T = 0.1 seq.
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1.2 x 1077 K(z + 1)

Entonces: G(Z) = Z - 1) (z - 0.282)

Y la ecuacidn caracteristica del sistema es:

1+G(Z) =0

Esto es:

1.2 x 1077 (z'+ 1)

N S I )

=0

De inmediato se procede al cdlculo del L.G.R. tomando en considera-

cidn cada una de las reglas que rigen su construccion:

1) Puntos de origen del L.G.R.

ET L.G.R. se inicia-en los polos de lazo abierto del sistema, esto

es en los polos de G(Z).

!
—

Para este caso, el L.G.R. se inicia en P, =

P2

0.242
2) Puntos donde termina el L.G.R.

E1 L.G.R. termina en los ceros de Ta funcion de Tazo abijerto del sis

tema.
Para este caso, un ramal del L.G.R. termina en el punto z, = 1.

3) Nimero de ramas.



Puesto que P > Z, se tiene que el nimero de ramas es:

Esto es, el L.G.R. consta de dos ramales: el uno termina en el cero

de lazo abierto 73 y el otro termina en un cero infinito.
4) E1 L.G.R. es totalmente simétrico %especto al eje real.
5) Asintotas.

~Los dngulos con que parten las asintotas son:

. (2K +1) _
of ﬁ— T con k = 0,1,2,...,P-7Z-1
de donde: &, =7
o, = 37

Esto es, Tas asintotas coinciden con el eje real negativo.

6) Interseccidn de las asintotas.

111

Para este ejemplo este cdlculo no tiene importancia, pero sin embargo

idealmente las asintotas se separan en el punto:

140.242 + 1

Re 1

= 2.242
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7) L.G.R. sobre el eje real.

Puesto que se>t1ene dos polos y un cero reales y diferentes, el L.G.R.
sobre el eje real esta a la izquierda de un nidmero impar de polos y
ceros. Para este caso el eje real forma parte del L.G.R. entre 1los
polos P, =1y P, = 0.242 y a la izquierda del cero Z, = - 1.

8) Angulos de partida y de 1legada del L.G.R.

El éngu1o de partida o 1legada viene dado por:

g = 180O + @

- Para el polo Py:

I

¢ = 0° - 0° = Q°

Entonces el angulo de partida es:

8, = 180°

- Para el polo P,:

a, = 0° - 180° = - 180°

Entonces el &ngulo de partida es:

B2 = Q° "
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- Para el cero Zl{
as = - (180° +180°) = -‘550°
Entonces el angulo de 1legada es:
gy = 180° - 360° = - 180°
9) Puntos de éeparacjén del L.G.R. en e1 eje real.

Estos puntos se obtienen mediante el método analitico, que consiste

en resolver la ecuacion gé = 0.

La ecuacidn caracteristica del sistema es:

1.2 x 1077(z + 1)

1+G(Z)=1+K =0
(z - 1)(z - 0.242)
de donde:
(= . {z-1)(z - 0.242)
1.2 x 107 (z + 1)
por tanto:
K _ 1 d_ (2 -1.242.7 +0.242
dZ 1.2x1077 dZ '

z +1 ) =0

_(27-1.242)(z+1) - (2 - 1.242 7 + 0.242)
(z +1)2 :

0

7> + 2 7 - 1.484

8}
o
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Siendo Tos puntos de separacidn:

7y = - 2.576

Sl

Zp = 0.576.

10) Interseccidn del L.G.R. con la circunferencia unitaria.

La obtencidn del valor de ganancia critica para este ejemplo va a
hacerse mediante la aplicacidn del criterio de Routh-Hourwitz, pos

terior a la transformacidn bilineal correspondiente.

1+ 6(Z) =(z-1)(z-0.242) + 1.2 x 1077 Kp(z +1) =0
__rt+1 .2 .
reemplazando z = -1 @n la ecuacidn anterior:
r+ly, (r+1l . } -7 -7 -
(r- 1) (r ~ 1) (1.242 - 1.2 x 10 Kp)‘+ 1.2 x 10 Kp +0.242 =0

(r+1)% - (r+1)(r-1)(1.242-1.2 x 10'7kp) + (r-1 (1.2 x 10~7Kp+0.242)=0
P2k 2r k1= (12 - 1)(1.262 - 1.2 x 1077 Kp) + (r? - 2r + 1)(1.2x1077K, +
+0.242) = 0

de donde:

1.2 x 1077Ky r* + (1.516 - 2.4 x 10‘7Kp)r +2.484 = 0

E1 criterio de Routh-Hourwitz aplicado a un sistema de segundo orden,
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indica que bara que dicho sistema sea estable todos los coeficientes
de la ecuacidn caracteristica respectiva deben ser todos deigualsig
no. Esto se cumple si la ganancia K es mayor que cero. ET valor de
ganancia critica, para este caso, se obtiene al igualar el coeficien ”.

te del término de primef orden a cero, esto es:
1.516 = 2.4 x 1077 Kp = 0
~de donde: - K chtfca = 0.63 x 107

Finalmente, en la Fig.2.3.11 se indica el L.G.R. correspondiente al

sistema de control digital de la Fig. 2.3.10

\ ImZ

- 7
kp 0.63x10

g

» Re’Z

Fig.2.3.11. L.G.R. para el sistema de control digital de laFig,2.3.10

Ejemplo 2.-

A continuacidén se procede a determinar el L.G.R. para un sistema cuya

funcion de lazo abierto viene dada por:
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i) - LB ML (5 gy

Por tanto se tiene:

POLOS DE LAZO ABIERTO : P, =1
| P, = 0.368
P, =0
CEROS DE LAZO ABIERTO :. Z, = - 1.31
7, = - 0.054

Debido a 1a cercanfa entre el polo P; y el cero Z,, puede considerar
se que se cancelan mutuamente, ademds, no influyen para nada en Ta
estabilidad del sistema. Por tanto, solo se considera que se tienen

dos polos (P, y P,) vy un cero (Zy) de lazo abierto.

A continuacién se desarrollan cada una de las reglas para la cons-

truccion del L.G.R.:

1) Puntos de origen del L.G.R.

11
—

E1l L.G.R. parte desde los puntos: P;

P, = 0.368

1

2) Puntos donde termina el L.G.R.

E1l L.G.R. (1 ramal) termina en el punto: Z, = - 1.31
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3) Ndmero de ramas.

4)

Se tiene 2 ramas, ya que:

E1 L.G.R. es totaimente simétrico respecto al eje real.

5) Asintotas.

Este caso es similar al anterior ejempic, por lo que repetir el

andlisis no es conveniente.

Interseccidn de las asintotas.

No es necesario determinar dicho punto de interseccidn ya que las

asintotas coinciden con el eje real.

L.G.R. sobre el eje real.

E1 L.G.R. estd sobre el eje real entre los polos P, y P, y a Ja

izquierda del cero Z,.

8) Angulos de partida y de 1legada del L.G.R.

9)

Este andlisis es similar al ejemplo anterior.

Puntos de separacion del L.G.R. en el eje real.
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La ecuacidn caracteristica del sistema, suponiendo la cancelacidén de

P, y Z, es:

0.13 (z +'1.31)
1+ K1) - 0.368) - O

de donde:

72 - 1.368 Z
0.13

Ke =

Para encontrar los puntos de separacién debe resolverse la ecuacidn:

dK

—az *

dK 1 Jiv( 7% - 1.368
z + 1.

Ecto es. - Z + 0.368
Sto es: az 0.13 d 3

N

de donde se obtiene:

Z* +2.62 7 - 2.1601 = 0

Por tanto los puntos de separacidn son:-

L3

0.6588

Zp, = - 3.2788

10) Interseccién del L.G.R. con la circunferencia unitaria.
La ecuacidn caracteristica es:

7% + (0.13 K - 1.368)Z + 0.368 + 0.1703 K
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E1 valor de ganancia critica va a obtenerse en este caso mediante el
criterio de Jury, que establece las siguientes condiciones para la

estabilidad de un sistema:

F(1y > 0

>0 n par
F(-1) .

<0 n impar
las] < ay,
‘bol > ibn_ll

lcol > ey -2l
etc.
Para un sistema de segundo orden, n = 2, se debe cumplir que:

F(1) > 0
F(-1)> 0

lao| < ay

Para este ejemplo:

F(1) =1+ 0.13 K- 1.368 + 0.368 + 0.1703 K > 0

F(1)

0.3003 K> 0
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de donde se obtiene que K > 0

1-0.13 K+ 1.368 +0.368 +0.1703 K> 0

-
—
)
—
~—
1l

2.7360 + 0.0403 K> 0

mn
—
i
—
S—
U]

lo cual se cumple para cuaquier vafor de K > 0.
Debe ademds cumplirse que:
‘[aoi < ap
esto es: 0.368 + 0.1703 K < 1
.0.1703 K < 0.6320
K< 3.7
Por tanto, el valor de ganancia critica es:
KCthica = 3.7

En la Fig. 2.3.12. se presenta el L.G.R. correspondiente al sistema

de control en esfudio.
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AIm.Z
Kc=3 7
/””#—-
Ve
7
/ AN
// \Circulo
/ \ unitario
/
. K=o |
i —— — 4
~1.31 -1'\ ~0.054 .2
\
\
\
N\
N,
~
~
\\.___
FIGURA 2.3.12 DIAGRAMA DEL LUGAR DE LAS RAICES

PARA LA F.T. DESCRITA POR (2.3.92 )
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CAPITULDO 111

CONSTRUCCION'X DESCRIPCION DEL PROGRAMA

Introduccion:

En vista de las caracteristicas propias del equipo utilizado en 1@
elaboracién de los programas esto es sureducida memoria RAM, se hizo
necesario la segmentacidn de los programas, haciéndose uso de técni
cas de programacién modular y de aprovechamiento de memoria. Sin em
bargo de esto, la carga de los diferentes programas auxiliares al phg
grama Maestro se hace automdticamente a medida que son hecesariog me
diante intrucciones APPEND, que permiten anadir lineas de programa a
la memoria del computador desde el disco respectivo, sin que los da
tos residentes en memoria se»pierdan 0 se alteren; de esta forma, el
usuario no necesita realizar ninguha instruccion de traida wuna vez

que el programa Maestro radica en memoria.
3.1. DESCRIPCION GENERAL DEL SISTEMA

La unidad utilizada en la elaboracicn de Tos programas es la Microcom
putadora TEKTRONIX 4051, cuya disponibilidad de memoria RAM para pro
gramas y datos es de 30530 bytes y su sistema operativo se encuentra

en memorias ROM.

E1 lenguaje utilizado por esta microcomputadora es el Beginners Al1l
Purpose Code, comunmente conocido como BASIC, aplicado a dicho siste

ma. Utiliza dos tipos de variables: numéricas (AR, ...., Z9) y lite
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rales (AS,...... , 1$).

El computador en si mismo, internamente, consta bdsicamente de memo-
ria ROM, memoria RAM y la Unidad Central de Proceso (CPU); ademds la

memoria del computador es volatil.

Para la comunicacidn con el mundo exterior se dispone de diferentes
equipos periféricos de entrada/salida, cada uno de los cuales tiene

su direccién respectiva, y son:

Pantalla de almacenamiento permanente, cuyo niimero de direccidn es

32, pudiendo en ella escribirse 35 renglones de 72 columnas.
- Teclado, cuya direccion es 31.

- Grafizador 4662 o plotter, de muy alta resolucidn, con drea  atil

de 10 x 15 pulgadas, su direccidn es 1. .

- Cinta, que hace uso de cassettes de 300 Kbytes, cuya direccidn es

33.

- Unidad de discos 4907 que consta de tres drives, cada uno de los

cuales maneja un disco de 630 Kbytes.

- Impresor 4641, cuya direccion es 51 y puede imprimir 180 caracte-

res por segundo, aceptando papel de hasta 132 columnas.

Cabe recalcar que la cinta y 1a unidad de discos son dispositivos auxi
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“Jiares en el almacenamiento de informacidon y permiten de esta manera
un gran incremento y una Optimizacién en cuanto al uso de memoria ya
que es factible el intercambiar informacidn entre la unidad de dis-

cos, cinta y memoria del computador.

En 1a margen superior derecha del teclado se tiene 20 teclas defini-
bles que al ser presionadas provocan una transferencia inmediata de
la ejecucidn del programa a instrucciones numeradas con mdltiplos de

4 en caso de existir dichas instrucciones.

A la derecha de la pantalla existe sefiales luminosas para indicar el

estado de operacion del computador, como son:

POWER : - El1 equipo estd encendido.

BUSY : La unidad{esté ejecutando un programa.
BREAK : Se suspende la ejecucidn del programa.
1/0 : La unidad estd esperando o entregando un dato.

3.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

Todo el programa consta del Programa Maestro o Principal y de 7 pro
gramas auxiliares o subprogramas, que a partir de Tos datos genera-
les como son grado y coeficientes del numerador y denominador de 1a
funcion de lazo abierto del sistema, dan como resultado el grdfico -
del Lugar Geométrico de las Raices y un andlisis general del mismo,
que incluye la evaluacidn de la ganancia de un punto del L.G.R., de
terminacion de la ganancia critica, determinacidn de Tos puntos del

L.G.R. dado el valor de ganancia, andlisis de estabilidad absoluta,
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graficos deAfespuesta en el tiempo y en la frecuencia. Vale anotar
ademds que se dispone de un archivo que permite graficar el circulo
unitario una vez graficado el L.G.R. en el plano Z. Dicho circulo
unitario nos indica la zona de.estabi1idad de los sistemas discre-
tos, y es de gran utilidad en cuanto al andlisis de T1a estabilidad

del sistema.

Considerando que el Lugar Geométrico de las Rafces es totalmente si
métrico respecto al eje real, el programa calcula solamente el grd
fico en la parte superior del plano Z, procediéndose luego a grafi

car su imagen en la parte inferior del mismo.

Los coeficientes del numerador y denominador de la funcién de 1lazo
abierto del sistema puedgn introducirse de diferentes formas, como
factores (rafces) y como cBeficientes, en este {1timo caso se tiene
ademas la opcion de ingresar los coeficientes como funcidon del pe-

riodo de muestreo.

Si se desea, el programa entrega el listado de las variables utiliza
das en la elaboracisn del L.G.R. y que no deben ser alteradas para

que no se originen errores.

Una vez elaborado el L.G.R. respectivo, se tiene una segunda parte
del programa total, que es un andlisis general del mismo, teniéndo-

se las siguientes opciones:

- Determinacién del valor de ganancia dado un punto del L.G.R., dicho

punto puede ingresarse por teclado o a través del plotter, debien-
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do previamente colocarse la mirilla del plotter sobre el punto co

rrespondiente que se desea evaluar su ganancia.

Obtencidn del valor de ganancia critica, esto es se evalia el va
lor de ganancia de los puntos de corte de los ramales del L.G.R.
con la circunferencia unitaria, entregdndose ademds las coordena-

das de dichos puntos.

Dado el valor de ganancia pueden determinarse los puntos del L.G.R.

que tienen dicho valor de ganancia.

Se tiene 1a opcidn de cambiar los T1imites del -plano de datos so-
bre el que se grafica el L.G.R. respectivo, para permitirmayor in

formacion sobre determinado sector de interés del grafico.

Dado el valor de ganancia K se puede analizar la estabilidad abso
lTuta del sistema, esto es, determinar si es o no estable, o si se
encuentra en el 1imite de estabilidad. Dicho andlisis se basa en °

el criterio tabular de Raible.

Se tiene también 1a opcidn de graficar la respuesta del sistema en
el dominio del tiempo para determinado valor de ganancia, pudiendo
escogerse que dicha respuesta sea a entrada paso o a entrada impul

So.

Tgualmente se tiene la posibilidad de obtener la respuesta de fre

cuencia del sistema en funcidn del diagrama de Magnitud y del dia

grama de fase mediante la transformacion Z = eJNT.
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- Por demds estd sefalar que adicionalmente todos los datos entrega
dos por Tos programas pueden listarse en la impresora, asi  como

los diferentes grdficos y datos generales del L.G.R.

Finalmente cabe aclarar que cuando se introduce la informacién en
forma defectuosa o se genera algln error‘dentfo del programa en eje
cucidn, inmediatamente sale el mensaje de error correﬁpondiente, mu
chos de los cuales estan explicados-como ser corregidoé'en el Apén
dice A, en el manual de errores, para hacer posible que el programa

siga ejecutandose. -

3.2.1. Diagrama de Blogues

En la Fig. 3.2.1. se presenta en forma esquemdtica y sintetizada el

diagrama de bloques del programa implementado.

El programa fue construido utilizando técnicas de programacién modu
lar y de aprovechamiento de memoria, y consta de un programa princi-
pal y siete programas auxiliares, 1os cuales son cargados a memoria

del computador desde diskette a medida que son necesarios.
Basicamente el programa total, como se observa en la Fig. 3.2.1. en
que se indica el diagrama de bloques, se divide en dos grandes proce
soquue son:

a) Construccidon del L.G.R.

b) Andlisis General del L.G.R.
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En cuanto a la construccién del L.G.R. y puesto que la funcién de la
20 abjerto del sistema, A(z), buede ser descrita como una relacidn
de polinomios racionales o cdmo una relacion devfactores (ec. 2.3.9.
y 2.3.14 respectivamente), el brograma acepta que los datos . de di-
cha funcién de tfansferéncia puedan ser ingresados como factores o
como coeficientés, pudiendo ser estos Ultimos funcidn del periodo de
muestreo. Previo al ingreso de los coeficientes que forman el nume
rador y el denominador se analizan Tos grados respectivos de los mis
mos pafa que no excédan é un maximo de 7 y que ademds el grado del
numerador no.sea mayor al del denominador. Con Ta tecla definible 2
se escoge la opcidn de entrada de los datos como coeficientes, en
tanto que con Ta tecla 3 se escoge la opcidn de Tos datos como facto

res.

Mediante 1a tecla 9, se puede solicitar el Tistado de 1las variables

utilizadas en la elaboracion del L.G.R. respectivo.

Otra opcidn de la primera parte es el ingreso de datos desde el dis
kette, debiendo el archivo correspondiente ser del L.G.R., ya que ca

so contrario sale un mensaje de error.

A continuacidn se indica las opciones a escogerse en 1a primera par

te, y que aparecen en la pantalla del computador:
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LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES PARA SISTEMAS DISCRETOS
POSIBILIDADES:

TECLA 1 == REINICIAR EL PROGRAMA (RUN)
TECLA 2 == DATOS COMO COEFICIENTES
TECLA 3 == DATOS COMO FACTORES (RAICES)
TECLA 4 == LISTADO DE VARIABLES EN USO
TECLA 20 == ENTRADA DE DATOS DESDE DISCO

Escoja TECLA

FIG. 3.2.2. ALTERNATIVAS DE TRABAJO INICIALES PARA EL PROGRAMA  DEL
L.G.R. PARA SISTEMAS DISCRETOS. ‘

- Una vez construido el L.G.R. y en To concerniente al Andlisis General
del mismo, se tiene a disposicion del usuario las siguientes alterna-

tivas que aparecen en pantalla y se indican a continuacidn:

LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES PARA SISTEMAS DISCRETOS

POSIBILIDADES:

TECLA 1 == REINICIO DEL PROGRAMA (RUN)

TECLA 4 == DADO UN PUNTO, OBTENER SU GANANCIA
TECLA 5 == OBTENCION DEL VALOR DE K CRITICO
TECLA 6 == GRAFICO DEL L.G.R.

TECLA 7 == IMPRESION DE DATOS DEL L.G.R.
TECLA 8 == CAMBIAR LIMITES EN PLANO DE DATOS
TECLA 10 == DADA K, OBTENER LOS PUNTOS EN LGR
TECLA 11 == RESPUESTA DE FRECUENCIA, GRAFICOS
TECLA 12 == ESTABILIDAD ABSOLUTA

TECLA 13 == RESPUESTA EN EL TIEMPO, GRAFICOS
TECLA 14 == MENU DE ESTAS ALTERNATIVAS

Escoja TECLA

FIG. 3.2.3. ALTERNATIVAS A ESCOGERSE PARA EL ANALISIS GENERAL DEL LG.R.
PARA SISTEMAS DISCRETOS. '



131

Debe anotarse que para este estudio del L.G.R. a mds del programa
Maestro general "@GVAV12/LGRZPM", el programa "@ GVAV12/LGRZAG" se
éomporté como un segundo programa Maestro,lya que permite el mismo
la carga de diferentes programas de acuerdo a las opciones escogi-
das, como son los programas “@ GVAV12/LGRZGRF", “GJGVAV12/LGRZEAT“,
"@GVAV12/LGRZAFR", que permiten graficar el L.G.R., analizar la es
tabilidad absoluta del sistema para determinado valor de ganancia,
la obtencidn de los grdficos de la respuesta en el tiempo a entra-
das paso e impulso, y también la construccidn de los diagramas de

magnitud (en decibelios) y dngulo como funcidn de la frecuencia.

3.2.2. Funcionamiento

A continuacidn se va a proceder a explicar en forma general como fun
ciona el programa, ya que en 10s siguientés puntos de este capitulo
se procede a dar una explicacidon mds detallada de Tas funciones que
cumpla cada uno de los programas. Igualmente, la forma de operar
la unidad para lograr el correcto funcionamiento de los programas se
indica en el Manual de Utilizacidén del Programa, que se da en el

Apéndice A.

Una vez que el programa Maestro radica en memoria, este se encarga
de distribuir las tareas correspondientes a cada uno de los subpro-
gramas que el-mismo se encarga de traer desde diskette a la memoria

del computador.

E1 programa Maestro "@GVAV12/LGRZPM" para el ingreso de datos carga

el programa "®GVAV12/LGRZED", el cual permite como ya se dijo que
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los datos puedan ingresarse como factores y como coeficientes, pudien
do ser estos funcién de1-periodo de muestreo; analiza y verifica a
la vez la validez de los datos que se introducen mediante la Tectura
y validacion de grados del numerador y denominador. Uﬁa vez que los
datos han sido ingresados, se calcula las raices de Tos polinomios,
enviando la ejecucion del programa hacia el programa Maestro que tig;
ne incorporado una subrutina de cdlculo de'1as raices de un polino-

mio entero, propia del sistema TEKTRONIX 4051.

Seguidamente se trae desde el disco respectivo el programa .
'”CDGVAVIQ/LGRZCE“Fque reemplaza en memoria al "@GVAV12/LGRZED", vy
que permite 1a evaluacion y clasificacion de raices repetidas y can
céTadas, asi como clasifica los ﬁo]os y ceros de Ta funcién de lazo
abierto. Igualmente, establece el plano de datos; se obtiene el po
linomio a partir de sus factores si los datos ingresados han sido
las rafces del numerador y denominador, esto es Tos cerosypolos res

pectivamente. Se evallan ademas los puntos de separacidén al resol-

ver la ecuacidn g; = 0 e igualmente se Tos clasifica. Con  todos
estos datos se vuelve al programa Maestro para el calculo del L.G.R.
desde los puntos de separacidn, grabdandose en archivo los puntos co
rrespondientes. Igqualmente se ;alculan y se graban los puntos perte

necientes al L.G.R. sobre el eje real.

Una vez concluida la grabacién del L.G.R. respectivo, se carga desde
la unidad de discos a memoria el programa de Andlisis General del

L.G.R. "@GVAV12/LGRZAG". .

A continuacidn en la Fig. 3.2.4. se indica el uso y distribucidén de
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memoria con los programas utilizados hasta el momento; en dicho gra
fico puede visualizarse perfectamente como es que cada programa que
va siendo requerido reemplaza al anterior, pero siempre con el pro

grama Maestro en memoria.

MEMORIA RAM

LGRZPM

__[LerzvU ]

LGRZED LGRZCE LGRZAG

Fig. 3.2.4. Uso y distribucion de memoria con los programas de 1a

primera parte.

E1 programa "@ GVAV12/LGRZAG" permite ejecutar las opciones de la se
gunda parte, esto es, permite un estudio o'anETiéis general del L.G.R.
E1 programa en si hismo, permite evaluar la ganancia deun punto cual
quiera del L.G.R., mediante una subrutina que forma parte del progra
ma Maestro; permite igualmente determinar la ganancia critica y el
margen de ganancia mediante el uso de la misma subrutina; consta ade
mas de una subrutina que permite la impresidn de datos generales y
ofras como son la de apertura del archivo de puntos, de pedidode res

puestas en papel, etc.
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E1 programa "¢ GVAV12/LGRZAG" permite la carga de fres programas auxi
Tiares, qué soh: ”ﬂDGVAVlZ/LGRZGRF";que es el que permite graficar
el L.G.R. construido;7aGVAV12/LGRZEAT", el cual permite realizar un
andlisis de estabilidad absoluta del sistema para un valor de ganan
cia dado, asi como permite graficar la respuesta del sistema en el
dominio del tiempo a entradas tipo paso.e impulso; finalmente | el
programa "/ GVAV12/LGRZAFR" permite graficar la respuesta de fre-
cuencia del sistema, eXpresada en grdaficos de magnitud en decibelios
y fase en grados como funcion de la frecuenéia W. Una vez termina-
da la ejecucidén de alguna alternativa que necesite que se cargue en
memoria un programa adicional, dicho programa es sustituido por el

original "@GVAV12/LGRZAG".

A continuacion en la Fig. 2.3.5. se indica la forma en que los pro
gramas de la segunda parte son cargados en memoria para permitir la

ejecucion de las diferentes opciones.

LGRZPM

LGRZGRF l LGRZAFR LGRZEAT
-

LGRZAG

S A

]

Fig. 3.2.5. Uso y distribucion de memoria con los programas de la

segunda parte.
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3.3. EL PROGRAMA PRINCIPAL("®GVAV12/LGRZPM")

E1 programa principal o programa maestro indica inicialmente en pan
talla las posibilidades de Ta primera parte para el ingreso de los

datos del problema a resolverse.

Si se ha escogido el .ingreso de datos como coeficientes o como fac
tores, carga en memoria el programa "/@GVAV12/LGRZED". Una vez in
gresados los datos, reemplaza este Gi1timo programa por el

" GVAV12/LGRZCE", que permite el cdlculo y evaluacidon de rafces.
Cuando se ha ejecutado totalmente este programa, es reemplazado en
memoria por el'wgVAV12/LLGRZAG" que permite un and@lisis general dei

L.G.R.

Si el ingreso de datos se desea hacer por disco, el programa maes-
tro analiza si el archivo respectivo que desea cargarse es efecti-
vamente de datos de algin L.G.R. previamente calculado, para permi
tir su lectura. Luego de haber aceptado toda la informacidon  del
archivo, se carga el programa de andlisis general del L.G.R. para

permitir ejecutar las opciones de la segunda parte.

Si Ta opcidn escogida ha sido listar las variables utilizadas en
la ejecucion del L.G.R., carga en memoria el programa @GVAV12/LGRZVU"

que permite ejecutar dicha opcién.

E1 programa principal indica en panté11a las opciones de la segun
da parte, y juntamente con el programa de andlisis general permite

la carga de los programas auxiliares necesarios para.dicho andlisis
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Cuando se ha obtenido el L.G.R. de un caso particular, los datos y
puntos calculados son grabados en disco, solicitdndose previamente
la unidad en que estd el disco y el nombre del archivo de resulta
dos. En dicho archivo se almacenan los puntos del L.G.R. en tanto
que los -datos generales como son coeficientes del numerador-y deno
minador de la funcidn de lazo abierto, los polos y ceros de 15 mis
ma, puntos de separacién; escalas, etc, Jlos almacena en un archivo
que crea paralelamente al inicial, con prefijo "RL/". ET archivo
de puntos del L.G.R. es de acceso secuencial, en tanto que el de

datos generales es de acceso directo.

Dentro del programa maestro esta la rutina que permite calcular el
L.G.R. desde los puntos de separacion del eje real, grabdndolos én
el archivo respectivo, Tuego de comprobar queson puntos del L.G.R.
mediante la subrutina de evaTuacién correspondiente. Igualmente ,
esta rutina permite el cdlculo del lugar de las raices desde polos

0 ceros complejos.

Consta ademas de una subrutina que permite la evaluacidn del valor
de ganancia para cué]quier punto perteneciente al L.G.R. y calcula
también Ta diferencia en suma de argumentos para cumplir con Tla
ecuacion de fase, ya que como se sabe, para que un punto sea del
L.G.R. debe cumplir con esta ecuacidn, esto es con + 180° (2q + 1);
para lograr esto, la diferencia de argumentos debe ser baja, y el
punto puede considerarse como perteneciente al L.G.R.. En el calcu

10 del L.G.R. se los acepta con diferencias menores a 1°.

Otra subrutina incorporada al programa maestro es la del cambio de



1imites del plano de datos sobre el que se grafica el L.G.R., Tlo
cual permite una ampliacién de algun sector de mayor interés. Debe
anotarse-que puede cambiarse cualquiera de los ejes, pero solo uno
a la vez; ademds el eje imaginario es siempre simétrico. Una vez
que se da la 1nstrucci6n de cambio de 1imites, se procede a recal
cular los puntos del L.G.R. y grabarlos en archivo, el cual puede
‘ser el mismo o diferente al inicial. Luego de terminado todo el

proceso se carga en memoria el programa de andlisis general.

Permite también la Tectura de los puntos del eje real que pertene
cen al L.G.R., que son calculados en el programa " GVAV12/LGRZCE",

para grabarlos en el archivo de puntos correspondiente.

Finalmente, el programa maestro consta de una subrutina propia del
sistema TEKTRONIX, .que permite 1a evaluacidn de las raices de un

polinomio entero.
-~ 3.4. SUBRUTINAS

En este punto se va a proceder a describir cada uno de los progra
mas auxiliares de la primera parte, esto es los programas de entra
da de datos, cdlculo y evaluacidn de raices, andlisis general de]

L.G.R. y listado de variables utilizadas.

3.4.1. Entrada de datos ("@GVAV12/LGRZED")

E1 programa auxiliar de entrada de datos permite ingresar el grado

del numerador y denominador de la funcidn de transferencia de lazo

137
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abierto del sistema. analizando que el grado del numerador no sea

mayor al del denominador, y que este Gltimo no exceda a 7. Previa
mente se solicita ingresar el nlmero de épsilon adecuado para 1los
cdlculos, y debe escogerse en funcidn de los datos que van a ser

ingresados.

Si los datos son ingresados como coeficientes, se tiene ademds Tla
opcidn de que sean funcidn del periodo de muestreo, en cuyo caso
el polinomio respectivo debe cumplir con 1a forma que se indica en
pantalla, debiendo previamente ingresarse el periodo de muestrea
Si el ingreso de coeficientes se da en la forma normal, esto es nu

mérica, en pantalla aparece la informacidn respectiva.
Los datos también pueden ingresarse como factores (rafces), solici
tdndose el valor real y el imaginario tanto de ceros como de polos

Si se ingresa una raiz compleja, se genera su conjugada.

E1 programa verifica también que el valor de ganancia estdtica to

tal cumpla con ser menor a 10000 y mayor a cero.

3.4.2. Calculo 'y evaluacidn de raices y puntos de separacidn

(" @GVAV12/LGRZCE")

Primeramente, si la funcidn de transferencia de lazo abierto ingre
sada tiene un solo po1o; esto es se tiene el L.G.R. de una sola
raiz, este mismo programa permite graficar dicho lugar de {aé raj
ces, solo en pantalla; y ademds da la informacion sobre el valor

de ganancia critica, asi como el punto de corte del L.G.R. con 1a
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circunferencia unitaria, en caso de existir dicho cruce, caso con-

trario entrega la informacidn respectiva.

Este subprograma permite también ei ordenamiento de polos y ceros
en orden descendente de valores, evaluando ademds si estos son- re
petidos 6 si se cancelan entre ellos. Cosa similar ocurre con 1os
puntos de separacidn del L.G.R. desde el eje real, analiza su vali
dez y determina su muTtipWicfdad, To que permite conocer los &ngu
~los con que el L.G.R. abandona el eje real desde dichos puntos, que

son obtenidos por este mismo programa al resolver la ecuacidn 9E=O

dz
E1 programa no-procesa casos que originen cinco o mds polos o cerocs
miltiples, puesto que son casos poco comunes y pueden ademds provo -
car errores en el discernimiento de los puntos que pertenecen al

Tugar de las raices.
Este programa tiene ademas una subrutina que permite la obtencién
de un polinomio desde sus factores; finalmente también determina

el plano de datos sobre el que se va a graficar el L.G.R.

3.4.3. Listado de variables en uso ("m GVAV12/LGRZVU")

Este programa permite Tistar las variables utilizadas en el calcu-
lo del L.G.R. tanto en pantalla como en papel. A continuacidn se
presenta en la Fig. 3.4.1. un Tistado de Tas principales variables

involucradas en el cdlculo del lugar de Tas raices.
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UARTAELES EN USO
ARREGLOS ' '
F- —-— Ni+D1l rzices del sistems (rolos w ceras)

Nivel 1 Farte resl

Nivel 2 Parte imsdginsris

Nivel 2 Indicstivo de =olo o cero

Nivel 4 HNumero de veces

Nivel 5 Uslidezx (O=pros 1=l “nranﬁp]mnab

g -~ N runtos de sessracion en ede =1l
Nivel Ferte resl
Mivel Farte imaginaris
Miwvel 3 Numero de Veogs
Nivel 4 VUzlides=
£0 —-- Coeficierntes del mumerador{zerns) en orc
Aescendents e robterciss.
21 ~— Coeficientes del dernominszdor {(=olos)
2 = coeficientes de lz wcuszciorn de los runtos
de serarscian.
—-— Coeficientes de derivans del rnumersdor
Coeficientes de mcrivada del deraminsdor
—— Ualores transitoricos de trabesdo
-~ Puntos en ede resl o stos, rar cures
INTERRUFTORES -
50 -- De entrzde de dsatos, csleulo =2 Final.
81 - Fars clasificsciones v LGR desdes comrmledss
52 —— Ie existir rolos o zeros comrledos
83 —= Ile existir LGR snlo en ede resl
B4 - De tiro de emtrads 2 =to trirle de sewr,
INDIICES 3 I,I1.12
VARIAERLES NUMERICAS (eprimer carzcter) | AsE K, TsX:¥
LyH: G045
BeMoZelWy D
VARIARLES ALFAMUMERICAS § FHsLS 0%, RETHs XS
Yy Z% e BSoChy IE

Bt

L

=
l'_u

> — e
S
I
!
U

Fig. 3.4.1. Variables utilizadas en el cdlculo y andlisis

del Lugar de las Raices para Sistemas Discretos.

3.4.4. Andlisis general del L.G.R. ("@GVAV12/LGRZAG")

Este programa juntamente con el programa maesth‘y con los progra

mas auxiliares de graficacidén del L.G.R., andlisis de estabilidad



‘absoluta, respuesta en el tiempo y andalisis de frecuencia permite

un estudio completo del L.G.R.

E1 programa en si tiene primeramente las instrucciones necesarias

que permiten la carga de los subprogramas que complementan el ana

1isis general y estudio del lugar de las raices.

Las subrutinas de este subprograma son:
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- EVALUACION DE UN PUNTO: Esta subrutina permite conocer el valor

de ganancia de un punto del L.G.R.. Dicho punto puede ser ingresa
do por tec]ado o por el plotter. A mas de entregar el valor de
ganancia del punto, entrega la djferencia en suma de argumentos -
del mismo, expresado en grados. Dicha diferencia debe tenderace
ro grados para que el punto pertenezca al L.G.R.. En Ta construc
cion del Tugar de las raices se considera que el punto pertenece

al mismo si dicha diferencia es menor a 1°.

OBTENCION DEL VALOR DE GANANCIA CRITICA: Esta subrutina se anali

za en el numeral 3.4.5.

IMPRESION DE DATOS GENERALES: La impresidn de los datos puede rea
lizarse en papel o indicarse en la pantalla. Los datos que se im

primen entre otros son los siguientes:

- Ganancia estdatica.
- Grado del numerador y del denominador.

- Coeficientes del numerador y denominador.
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- Polos y‘ceros,de lazo abierto.

- Puntos de separaciodn, etc. .

Todo esto se complementa con la impresion del archivo de resulta

dos, fecha de realizacidn del L.G.R. y titulos generaTes.

OBTENCION DE LOS PUNTOS DEL L.G.R. DADO EL VALOR DE GANANCIA: Da
do el valor de ganancia, si se desea encontrar los puntos del
L.G.R. gque tienen esta ganancia, debe resolverse la ecuacidn ca

‘racteristica del sistema, esto es:

1+K—g((%—=o (3.4.1)

o 1o que es lo mismo:
D(Z) + K.N(Z) =0 (3.4.2)

Las raices de esta ecuacidn se obtienen mediante la subrutina de
evaluacion de polinomios correspondiente, que radica en el pro-

grama maestro.

SUBRUTINAS GENERALES: Como subrutinas generales de este progra-
ma se tiene la apertura del archivo de puntos del L.G.R., To cual
es Util para graficar el mismo, asi como para evaluar la ganan-
cia critica. Otra subrutina es la de pedido de respuestas en pa
- pel, en cuyo caso previamente se procede a la impresion de cabe

ceras y titulos respectivos.
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- GRAFICO DEL LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES ("@ GVAV12/LGRZGRF")
Para hacer posible la realizacion del grafico, el programa de and
1isis general carga en memoria el programa correspondiente, que
pefmite obtener dicho grafico en pantalla o en el plotter. Las es
calas para el grafico, asi como el plano de datos se generan auto
miticamente. Si la escala automdtica calculada no es satisfacto
ria, se puede alterarla cambiando el valor de Ta variable E8, sin

que afecte este cambio a los resultados.

Primeramente se enmarca el grafico y se dibuja el plano inferior
para luego graficar el plano superior. Seguidamente se ponen las

marcas "X" para polor y para ceros, a continuacion se grafi-
ca el circulo unitario, que es la zona de estabilidad de los sis
temas discretos. Dicho circulo se grafica a partir de un archivo
secuencial creado para tal efecto y que es el " GVAV1Z/CIRC" Lue
go de esto se imprime en la parte superior del grafico el titulo

y la fecha de realizacion. En la parte inferior se imprime la es

cala respectiva y el nombre del archivo correspondiente.

Finalmente, el programa averigua si desea repetir el graficoypre
gunta también si desea que quede almacenado el L.G.R.; en caso de
querer que no se guarde dicho lugar de las raices, se destruyen

los archivos correspondientes.

3.4.5. Construccion del Lugar Geométrico de las Raices. Explicacion

Para que un punto sea del L.G.R. debe cumplir con las ecuaciones de
fase y de magnitud. A partir de Ta Fig. 3.4.2. se establecen estas

condiciones con la ayuda de la Geometria Analitica. En dicha figu



ra, Zj y Pj simbolizan los ceros y polos de un sistema, en tanto

que Z; es un punto cualesquiera del plano Z.

Zl(x Yl) kImZ

—_— = -
1
oo
[
N

X-—- -

P(X3,YJ)

Fig.-3.4.2. Evaluacidon en un punto en el plano Z.

La pendiente de la recta Z;Z, es:

Yl - Y_i .
my = _YI_?_Y;_ (3.4.3)
pero:
m = tg a (3.4.4)
Yy - Yi
por tanto: a = arc tg YI_T_Y;_ (3f4'5)
Igualmente se tendra que:
Y, - Y.
B = arc tg m]- (236)
J

como:

o = Z]_ +Z_i y B= |Zl + PJ (3.4.7)

144
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entonces:
R Yo - ¥, - Y, - Yj
Z, + 1. =arc tgv—— Y Z, + P. =arctyg v/
l- 1 Xl - Xi l‘ J Xl - Xj
(3.4.8)
Por tanto, la ecuacidn de fase quedaria:
N1 Y, - Yi - D1 Y, - V.
I arc tg Y_—:_Y— L arc tg Y—_:_Xi = (Zq + 1)1800 (3.4.9)
i=1 1 i j=1 1 j
ademas: .
B g
1z + ] = S0 - X (1 - ¥ (3.4.10)
y o mr Rl = S - xR (- v (3.4.11)

Por tanto, la ecuacidn de magnitud quedaria:

N1 1 D1 1
K I ¢/{Xl - Xi)z + (Yl - Yi)z T //Qxl - Xj)z + (Yl - Y')z = 1
i=1 o= )

(3.4.12)

E1 programa de construccidn del L.G.R. verifica que se cumpla 1a
ec. (3.4.9) con un error menor a 1° y luego calcula la ganancia K
para este punto con la ec. (3.4.12). Para esto se toma en cuenta
que el nivel 4 de la matriz F indica la multiplicidad y el nivel 3
indica con un 0 si es cero y con un 1 si es polo. Por tanto se pue

de hacer: .

TP = F(4,n)-(~1)F(3°”) (3.4.13)
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ademds, si:

Tl = X1 - Xn (3.4.14)

1

T2 = Y1l - Yn - (3.4.15)

Entonces la ec. (3.4.9) puede expresarse como:

N1+D1
A2 = % T . ATN(T2/T1) (3.4.16)
n=1
donde se busca que A2 sea muy cercano a * 1805 con lo que  puede
obténerse Ta ganancia K, que a partir de Ta ec. (3.4.12) puede ex
presarse como:
N1+D1 .
K= 31 (TI"+T12)"19/? (3.4.17)
‘n=l
La blsqueda de Tos puntos del L.G.R. se realiza a partir de los pun
tos de separacion validos sobre el eje real o desde raices comple-
Jas. Los puntos del L.G.R. se encuentran buscando de 5 posibles en
abanico (a,b,c,d y e), dos a cada lado de c, que es el punto que S1
gue la trayectoria del punto inmediatamente anterior. Esto se ob

serva en la Fig. 3.4.3.

Al dngulo Al entre estos puntos es constante el momento de ejecucion
el radio E2 aumenta o disminuye dinamicamente con la tendencia del
cumplimiento de la ec. (3.4.9) para el punto mas aproximado (el va

Tor promedio de E2 es 1/140 de 1a Tongitud del eje real). E1 nime-

ro de puntos rastreados y la abertura entre ellos es suceptible de



alterarse facilmente en el programa.

Fig. 3.4.3. Evaluacion de cinco posibles puntos del L.G.R. en

Pero:

Por tanto:

o con separacion Al grados.
De la figura anterior, tenemos:

A4

i}

H

- Y4

AY =

X4

!

Y4 =

Ag + Al

X2 +aX

Y2 +AY

E2 . cos A4

E2 . sen Ad

X2 + E2 . cos A4

Y2 + E2 . sen A4

(3.

(3.

(3.

147

abanico

3.18)
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Cuando se obtiene un posible punto del L.G.R. se analiza si es 0 no
necesario alterar E2 para obtener un mejor resultado. Una vez defi
nido un punto como del L.G.R., se graba en archivo y el dngulio A4
se transforma en el nuevo‘AQ; Tos valores X4, Y4 serd@n 1o0s nuevos -
X2, Y2. Este proceso se repite Hasta rebasar los 1imites del plano

de datos, 1legar a una raiz compleja o a otro punto de separacion.

E1 ndmero de puntos por cada ramal independientemente se almacena
en el arreglo X para facilitar posteriormente la lectura y grafica

cion de Tos puntos del L.G.R.
3.5, CALCULO DE' LA GANANCIA CRITICA

Esta es una subrutina incorporada en el programa de analisis gene
ral del L.G.R. Permite obtener los valores de ganancia de los pun
tos de corte de Tos diferentes ramales con la circunferencia unita
ria. Iqualmente se entrega la diferencia en suma de argumentos de

cada punto de corte, asi como las coordenadas del mismo.

La determinacidon del punto de cruce del ramal del L.G.R. con el
circulo unitario se 1o hace de manera grafica, ya que se determinan
dos puntos del L.G.R. inmediatos, el uno interior y el otro exte-
rior al circulo unitario. Una vez determinados estos puntos se en
cuentra el puntd de corte, esto es el que tiene la ganancia criti
ca mediante una aproximacidén geométrica, que consiste en tomar el
punto medio de la recta que une estos dos puntos y se lo evalla co
mo punto de la circunferencia. Este proceso se repite hasta que

dicho punto tenga un error menor a 0,001, 1o cual es realmente des
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preciable. Esto se aprecia de mejor manera en la Fig. 3.5.1.

Los puntos interior y exterior inmediatos al circulo unitario  son
L1 y L2; a partir de estos se obtiene el punto medio y se evalla si
cumple con el error fijado para ser el punto de ganancia critica Si
el punto medio no cumple con el error prefijado, se toman como pun
tos L1 y L2 los dos puntos interior ' y exterior al circulo que es
ten mds inmediatos, repitiéndose este proceso hasta determinar el
_punto deseado.

|
lmZ L.G.R.

Circulo unitari L4(X4,Y4)

Fig. 3.5.1. Calculo del punto de ganancia critica (Escala Ampliada)

Una vez determinado el punto, se calcula la ganancia critica median
te la subrutina de evaluacidn de ganancia de un punto, que esta 1in

corporado en el programa maestro.

E1 proceso se repite para todos los ramales del L.G.R. que cruzan -
la circunferencia unitaria, sean complejos o reales. Si ninglin ra

mal cruza la circunferencia, se genera el mensaje correspondiente.
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E1 valor de ganancia critica es:
Kc = K1/K@ (3.5.1)

donde: Kl es 1a ganancia del punto

K@ es 1a ganancia estatica

Igualmente, se entrega el margen de ganancia, que se determina de la

siguiente manera: -
MG = Kc/K@ (3.5.2)

Vale anotar que estos valores se calculan para todos los puntos de
cruce del L.G.R. con Ta circunferencia unitaria, pero deberd anali
zarse cada caso para conocer exactamente cual de estos valores es

el correcto.
3.6. RESPUESTA EN EL TIEMPO Y ESTABILIDAD ABSOLUTA ("/@GVAV12/LGRZEAT")

3.6.1. Respuesta en el tiempo

E1 subprograma de respuesta del sistema en el dominio del tiempo nos

da dos opciones a escoger:

- Respuesta a funcion PASO

- Respuesta a funcidon IMPULSO

Para la obtencidn de la Fespuestq del sistema a una entrada determi
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nada, es necesario la conformacion de la funcidn de transferencia

de lazo cerrado, esto es:

peollien]

%) = F.T. lazé cerrado (3.6.1)
Una vez ingresado el valor de ganancia, el programa realiza la es
tructuracion de la funcidn de transferencia de Tazo cerrado, toman
do en consideracidon que el lazo de realimentacion negativa es uni

taria.

Si la entrada que se considera es la funcidn impulso, y puesto que
su transformadd Z es igual a su amplitud, para obtener la respues
ta del sistema se procede a realizar Ta division del numerador al

terado por Ta amplitud de la funcidn impulso para el denominador

de la F.T. de lazo cerrado.

Si por el contrario la entrada considerada es la funcidn paso, la
funcidén de transferencia de lazo cerrado del sistema se multiplica

“por la transformada Z de la funcidn paso, que es:

= [Kou(t)]= E;% (3.6.2)
donde: u(t) : funcidn paso unitaria.
K : amplitud de la funcidn paso.

Esto es, se tiene que la respuesta del sistema en el dominio  del

tiempo es:
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i

(1) = g (CUZ) KTy e GT(E) (3.6.3.)
r(t) z {-R—(T)‘ ) ‘Z { RT(Z) } (

E1 programa obtiene la respuesta en el tiempo mediante la divisidn
del polinomio numerador Cy(Z) para el denominador RT(Z), esto es,

mediante el método de expansidn en series de potencia.

Se tiene la opcidn de 1istar los resultados tanto en pantalla como
en la impresora, asi como obtener el grdfico en pantalla o en el

plotter.

3.6.2. Andlisis de estabilidad absoluta

En cuanto se refiere a este programa de andlisis de estabilidad ab
soluta, este se encarga, una vez dado el valor de ganancia respec
tivo, de conformar la ecuacion caracteristica del sistema y estu-
diar la ubicacion de las raices de la misma. Si todas ellas estan
dentro del circulo unitario, el sistema es estab1e} si existen rai
ces sobre la circunferencia unitaria e interiores a esta, el siste
ma estd en el 1imite de estabilidad y se dice que es un caso singu
lar; finalmente, si existen raices exteriores al circulo unitario,
el sistéma es inestable. Toda esta informacion nos proporciona Qi

te programa.

Este andlisis se realiza mediante el método tabular de Raible, que

se explicd en el Capitulo I.

Se tiene la opcidn de Tistar los resultados en pantalla o en impre

sora con los datos de ganancia y coeficientes de la ecuacion carac
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teristica incorporados.
3.7 RESPUESTA DE FRECUENCIA ("@ GVAV12/LGRZAFR")

Este programa permite obtener los grdficos de magnitud en decibelios
y fase como funcidn de la frecuencia W, utilizando Ta transformacidmn

- eJNT

JA (3.7.1)

donde: T es el periodo de muestreo.

Debe ingresarse previamenfe el valor de la ganancia para el que se
resuelve el programa. La informacidn que traen estos graficos es
repetitiva o periddica. La informacidn de la franja principal -
(-Ws/2, Ws/2) se repite en las franjas complementarias, que  estan
cada Ws a partir de Ws/2, esto es: (Ws/2,3 Ws/2), (3Ws/2,5 Ws/2) .
etc. Es por esto que se presenta las opciones de tener el gréafico
solo en la franja principal, entre 0 y Ta‘frecuencia de muestreo so
bre 2 (0,Ws/2), o puede ingresarse el valor de frecuencia superior

si se desea observar la periodicidad del grafico. La frecuencia ini
cial en ningin caso puede ser superior a Ws/2, cuyo valor se indica

en pantalla.

Respecto a Tas franjas principal y complementarias, en cuanto al es

pectro de frecuencia, su andlisis estd dado en el Capitulo I.

El programa entrega los valores de frecuencia en rad/seg, magnitud
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en decibelios y fase en grados, asi como los valores de ganancia y

los coeficientes de la funcidn de transferencia de lazo abierto.
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CAPITULO IV

EJEMPLOS DE UTILIZACION DEL PROGRAMA IMPLEMENTADO

Introduccidn

En el presente capitulo se desarrollan diferentes ejemplos que bus

can:

- Probar la validez de Tos programas implementados, tanto en la
construccion mjsma del Lugar de las Raices asi como en su anali
sis, en cuanto se refiere a la determinacién de la ganancia cri
tica, andlisis de estabilidad absoluta, respuesta en el dominio
del tiempo, respuesta en el dominio de Ta frecuencia como siste

ma muestreado, etc.
- Explotar al maximo las diferentes opciones del programa.

A continuacidn y como primer ejemplo se presenta un analisis com-

pleto de 1a construccidon del L.G.R. y su respectivo estudio.

EJEMPLO No. 1.

a) Dibujar el L.G.R. del sistema de control digital de un vehiculo
espacial, desarrollado analiticamente en el Capitulo II a mane
ra de complemento de las reglas que rigen la construccidn  del
Lugar de las Raices. Realizar la comparacién respectiva. Anali

zar el L.G.R. obteniendo el valor de ganancia critica, respues-
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ta en el tiempb, analisis de estabilidad, respuesta de frecuen-

cia como sistema muestreado, etc.

Determinar el valor de ganancia para que la razon de amortigua-
miento sea ? = 0.5. Determinar igualmente la frecuencia natu
ral no amortiguada si el periodo de muestreo es T = 0.1 segun-

dos.

E1 sistema de control digital es:

R.0.C.—1/dyS 1/s ¢

o p——

Fig. 4.1. Sistema de control digital de un vehiculo espacial.

La funcidon de transferencia de lazo abijerto es:

1.2 x 1077 K(Z + 1)
(Z - 1J{Z = 0.247)

G(Z) =

1

Esto para: T 0.1 seq.

K. = 3.17 x 10°
J, = 41822 Kg.m?
Kp=K

Para el ingreso de datos se tiene dos alternativas, como facto-
res o como coeficientes. ET ingreso se 1o hace como factores,

por 1o que los parametros que se toman en cuenta para el progra

ma son:
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Epsilon de trabajo =1 (bajo)
Grado del numerador =1
Grado del denominador =2
Ganancia del numerador K = 1.2 x 1077
RAICES DEL NUMERADOR (CEROS)
CERO (1) PARTE REAL = -1

PARTE IMAG. =0

RAICES DEL DENOMINADOR (POLOS).

POLO (1) PARTE REAL =1
PARTE IMAG. =0

POLO (2) PARTE REAL = 0.242
PARTE IMAG. =0

Archivo de resultados : TESISI

Una vez procesados estos datos se construye el L.G.R. respectivo -
que se indica en la Fig. 4.2. Como puede observarse, el L.G.R. cons
truido es totalmente similar al dibujado analiticamente en el capi

tulo I1I.
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b) En Ta Fig. 4.3. a mis del L.G6.R. y del circulo unitario, se tie
ne Ta curva correspondiente a una razén'de amortiguamiento -
T = 0.5. Teniendo este grafico en el p]otter, puede ingresarse
el punto-de cruce del L.G.R. y la curva de razén de amortigua-
miento constante (presionando la tecla definible 4 del ndice
de posibilidades de ané1fsis del L.G.R.) para evaluar su ganan
cia. Una vez ingresado el punto, el valor de ganancia resulta
ser 2.4155%10-° y la diferencia es suma de argumentos es 1.002
grados. Este valor de ganancia debe dividirse para K&  obte-

niéndose el valor de ganancia total de 1.65%10°.

La frecuencia W que corresponde a este valor de ganancia se de
termina a partir del angulo 6 indicado en la Fig. 4.3. que se
determina a partir de las coordenadas del punto evaluado y del

periodo de muestreo T = 0.1 seg.

Esto es:
8 = arc tg —é%«
donde: X4 = 0.527444
Y4 = 0.417234
entonces: 68 = 38 grados.
WT = 8 = 38 grados = 0.66 rad.
por tanto: = rad

seg



La frecuencia natural no amortiguada viene expresada por:

wn:

V1- ¢ z

de donde. W = 0.6 rad/seg. _ 5 ¢, rad/seg.

" /T-0.5%

Debe anotarse que tanto el valor de ganancia del punto, como sus
coordenadas son facilmente obtenidas con la ayuda del programa

implementado.

Los resultados se indican en las hojas siguientes.

159
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160



161

[ 85T g
18 8510 T
TaprIes soten ¥

¢ 1284 ars I8 U3 UQETISIL-3S 3p SOYUn

0M33d 000 00" T—

07104 00'0 v o

0710 0G0 00'T
SAUOTIRALHSQ() 0T CESIWT 89184 18284 33le,

10948Tge OZe] 3P S0OJU32 A SOT04

v O AR 00°'T
ORK= THkE THAE

! JOpBUTWOUSp (80 S83U3TITSI307)

00*T Q0'T
OX%= TRk,

{ Jopedaunu I8P S33US8TITLB07)
JOpeuITNouap 130 OpE.df

Jopedawrnl Tap opedr
T £DT32458 eI1aUsU=l

i

£-3E

(Z)HY QLMIITAY 0Z9Y7 J1 YIINIHIA4SNYHL JT NOI3SNNA

TSISEL ¢ oATUDdY S0LIMIGTT SUWILSISKkXSIITIYNM SUT 30 0I3IMLIIW0ID H9ONT
g¥ivdi00 ¥8-100-T ¢ ¥YHI3 | J0MINGQTD 3T SUYW3ILSEIS

YOIML0373 YIMITINIONI 31 avinnavsl
JYNOIIYN Y3OINJ3LIT0d ¥13Nn0sz



162

VOTOBLEBP6940 | *OYWI 3Ar3
YETOLYELLVPT O 193N A3 152 BTJERTUN ETIUSIBIUNILID
2T UOI M*Q*T] 2L 84400 8P 03UMNL T3

048D 2 Japuad 9gapn S50qusunSde ap swns el ua
2TIUBIDLTD 8T MO I8P €35 04Un4 Un anv eded ¢ YI0N

PLECLTYV6EY = OW 2TOuEUEg ap ussdey
5G40 = ON 23T3T40] erdueueq

sopeds 0G00/ZT'0 = SO3USMMELS 3p SWNS U3 2TOUBL3JLT(]

TSIGAL ¢ 0ATYOLY SDLANIETIT SVWILSTIEX*¥533I9VH SYT 30 0I3IMLI3W03D M95n7

2015€100 ¢w}%uolﬁm4n YH334 J0MLINOD T SYWILSIS
Y3THL33N3 YIMI3IINIONT JT d¥9LINdV 4
IPNOIOUYN YIINJZLIN0A ¥7113NJsHE



ESCUELA FOLITECNICA NAUIONAL
FACULTAD TE INGENIERIA ELECTRICA | ,
SISTEMAE DE CONTROL . FECHA t 07-NOU-854 121041

|58

1

LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICESKKSISTEMASE DISCRETOS Archive !0 TESISL

ANALISIS LE ESTARILIDAD ARSOLUTAy (DRITERIO DE RATERLE)

VALOR DE GANANCIA TOTAL = 2
Val DR DE GAENSNCTA DINAMICA = 10000000

COEFICIENTES DE LA ECUACTON CAaRaCTERIETICH

ANAGLTSTS DE ESTARILIDAD

EXISTEN ¢ RAICES ESTARBLER Y
2 RAICES INESTABLEE

EL SISTEMA ES INESTARLE

ANALTISIS NE ESTARILIDAD ABSOLUTA, (CRITERID DE RATEBLED

VALOR TIE GANANCIA TOTaL = 0.4

o

VALOR OE GANANCIA DINAMICA = 000000

COEFICIENTES TE LA ECUACIOM CARACTERISTICA

=K%2 =KX, =X%0
j‘OO “‘0064 0084

ANALTISIE NE ESTARILIDAN

EL SISTEMA ES ESTARLE



RESPUESTA A ENTRADA IMPULSO

C(T> Luntd.]

1

—
_
-
B

L [ G- aan e e | g— } o { t :
0.0 \-Ll/ﬁ-l-‘ 1|J L—I L TEcng
pv
+
EJE X: IDiv.= 10.0 EJE Y: {DIv.= 0.50 ARCHIVO : TESIS!
RESPUESTA A ENTRADA PASO
“4-CCTY Lunid.]
—+ —t— } - +— } } } 1 {
ele TLaeg3
EJE X« {IDiv.= 10.0 EJE Y: |Div.= 0.58 ARCHIVO : TESISI

164



165

MAGNITUD EN DECIBELTOS

T MAGN.Cdb.2

il

1
i Alrad.]
EJE X:! Div.=1.080 EJE Y:1 Di1v.=20.00 ARCHIVO : ‘TESISH
DIAGRAMA DE ANGULO
T FASELgrd.]
A
o - + } |
‘Alrad.]

-

_1_

.

EJE X:| Div.=1.00 EJE Y:1 DIv.=30.080 ARCHIVD : TESISI



166

OBSERVACIONES AL EJEMPLO 4.1.

Debe resaltarse por su importancia las féci]idades que se tienen con.
el programa para disefiar sistemas de control de segundo orden debido
a la posibilidad de graficarse sobre el L.GfR.v1as curvas de  razon
de amortiguamiento constante. Precisamente, combinando este  hecho
con la posibilidad de evaluar la ganancia de un punto ingresado por
el plotter, puede realizarse un estudio mas completo en cuanto se re
fiere a la respuesta en el dominio del tiempo de un sistema de segun
do orden.  Esto es, puede concluirse que el programa presta las faci

lidades correspondientes para realizar disefo de sistemas de control.
EJEMPLO 4.2.
a) Dado el modelo estandarizado de un sistema de control de rastreo

de antena en la Fig. 4.4., encontrar el sistema discreto equiva

lente y graficar el L.G.R. respectivo.

+oW
u_ - 1/(0-5) | 1/5 y
-1
L

Fig. 4.4. Modelo estandarizado de un control de reastreo de antena.

La funcidon de transferencia de lazo abierto es:




1
G(S)=—T6—l——
S(S + Tﬁo
La funcidn de transferencia de lazo abierto discretizada es,
(incluido el R.0.C.):
L
Z -1 G(S) Z -1 10
6(2) = 2 ] = 2 { ]
Z S z 2 1
P (S + Tﬁo
Para T = 1 segundo, se tiene:
_ Z + 0.9672
G(Z) = 0.04837 (7 - 17(Z - 0.9048)
Esto es: G(Z) = K L + 0.9672

(Z - 1)(Z - 0.9048)

E1l L.G.R. para este F.T. se tiene en el Archivo TESIS20.

A partir de este L.G.R. y mediante el empleo de los compensado-

res D,(Z) v D,(Z), graficar los nuevos Lugares de las raices:

7-0.5
0,(2) = 55 07%
D,(Z) = —rg% . O:8

[<p)
~
——~

N
~

Il

o
[\
—

~N
~

w
———~

~N
S—

Los resultados para Gi(Z) se indican en el Archivo TESIS21 en

tanto que para G,(Z) se tiene en el Archivo TESIS22.
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c) Dada la F.T. de lazo abierto G;{Z) que es el modelo discreto del
sistema de la Fig. 4.4., discretizado y compensado mediante apli

cacion de la transformada W, dibujar el L.G.R. respectivo.

7 + 0.967
(Z - 1){Z+0.5)

G5(Z) = 0.758
Los resultados de esta F.T. se indican en el Archivo TESIS23.

Para todos los casos presentar la respuesta del sistema en el do

minio del tiempo y comentar los resultados.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos.
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OBSERVACIONES EL EJEMPLO 4.2.

A partir de estos ejemplos, puede observarse la utilidad que pres
“tan Tos programas en cuanto permiten la evaluacion practica del

efecto que causa en el sistema el afadir redes de compensacion.

En estos ejemplos puede observarse que al afiadir los compensadores
Dl(Z) y Do(Z) se mejorag las caracteristicas dinamicas del sistema
Esto se comprueba al observar las respuestas en el dominio del tiem
po para cada caso; lo propio sucede con el modelo discretizado me
diante la transformacion W. Todos los gféficos de respuesta en el
tiempo estdn hechos para un mismo valor de ganancia (K = 0.05),

-se presenta inclusive las rafices respectivas en cada L.G.R. para

dicho valor de ganancia.

Puede concluirse finalmente que al afiadir Tos compensadores correc
tos, puede mejorarse las caracteristicas dinamicas del sistema co
mo es el maximo sobre impulso, razon de amortiguamiento, tiempo de
estabilizacion, etc. Esto es, el uso de compensadores ha permiti-
do variar la ubicacidon de las raices caracteristicas del sistema
dentro de la regi6n de estabilidad de los sistemas discretos (cir
culo unitario), lo cual es facilmente observable en Tos graficos -

de los Lugares de las Raices correspondientes.

Adicionalmente, debe explicarse que los valores de ganancia criti-
ca y margen de ganancia entregados por el programa para estos ejem
plos deben ser interpretados correctamente de acuerdo a Ta distri-

bucion de polos y ceros de lazo abjerto y del grafico mismo  del
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L.G.R. En los cuatro casos analizados para que el sistema sea esta
ble, el va]orvde ganancia debe estar comprendido entre cero y el mg 
nor valor de ganancia calculado. El1 valor de ganancia critica en-
tregado en_é] punto -1,0 no tien otro objetivo que el informar el
valor de ganancia en un punto de cruce del L.G.R. con la circunfe -

rencia unitaria.
EJEMPLO 4.3.

Dada 1a funcién de transferencia G,(Z) que describe un sistema de
control de temperatura en un tanque mediante mezclado, construir el

L.G.R. respectho.

(Z + 0.6065 )
72 (Z - 0.3679)

G1(Z) = 0.3935 K

Afianiendo a esta funcion de transferencia un control integral me-

diante D,(Z), expresado por:

0:(2) = 7S
Se obtijene Ta F.T. G,(Z):

(Z + 0.6065 )
Z(Z - 1)(Z - 0.3679)

G,(Z) = 0.3935 K

Si a G,(Z) se afiade una compensacién que cancela el polo Z=0.3679
y el cero Z = + 0.6065 esto es:

_ 7 - 0.3679
02(2) = 5575065
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Se obtiene la F.T. G5(Z):

0.3935 K(Z+0.6065)(7-0.3679)

G3(Z) =
7(2-1)(Z~0.3679)(Z+0.6065)
Esto es:
61(2) = K 0.3935
2(7 - 1)

Los Tugares de las raices correspondientes se indican a continua-

cion:

61(Z) .... Archivo TESIS26
G2(Z) .... Archivo TESIS24
- G3(Z) .... Archivo TESIS25 B

)
~=POLO o=CERO | Divielén = B.1 Unidadex Archivo 1 TESIS26
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OBSERVACIONES AL EJEMPLO 4.3.

Este ejemplo permité confirmar la validez de los programas implemen
tador al comprobarse que los resultados obtenidos son completamente
similares a los entregados. por los autores Franklin y David en el

Tibro DIGITAL CONTROL OF DIMAMIC SYSTEMS, Capitulo V.
EJEMPLO 4.4.

A continuacidn se entregan varios ejemplos que validan definitiva-
mente el programa implementado. Varios de ellos comprueban los re-
sultados entregados en la bibliografia consultada, en tanto que -
otros han sido elaborados para comprobar diferenfes alternativas del

programa.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

Pese al gran adelanto observado durante los Ultimos afios en el egtg
dio de los sistemas discretos de control mediante el método de va-
riables de estado, la importancia de Ta transformada Z es muy gran
de y no debe ser subestimada debido a que tiene ailin gran vigencia -
el andlisis y disefio segin la teoria de control clasico. Esta trang
formada es basica en el analisis y solucion de problemas de control
discreto y de muestreo de datos. Tal es asi que mediante ella es
posible expresar la ecuacion caracteristica de un sistema discreto
como una funcion racional, 1o cual permite a la vez utilizar el mé
todo del Lugar Geométrico de Tas Raices en el estudio de estos sis

temas.

ET programa entregado en la presente tesis para graficar y analizar
el L.G.R. de sistemas discretos en el plano Z viene a constituirse
en una herramienta muy util en aplicaciones de disefio y compensa-
cion de Tos mismos, por cuanto permite apreciar de manera objetiva
y rapida la ubicacion de las raices de la ecuacion caracteristica
del sistema respecto a la variacion de un parametro, generalmente
la ganancia de lazo abierto. Es evidente que este método es un en
foque poderoso y muy Gtil para el analisis y disefno de sistemas de
control, y continuara siendo uno de ios procedimientos mas utiliza

dos dentro del estudio de la ingenieria de control.

Los ejemplos presentados en el capitulo IV nos indican que los re
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sultados proporcionados por el programa son muy satisfactorios; adg_‘
mas, permiten comprobar plenamente la relacion directa existente en
tre la ubicacion de las raices en el plano Z y el funcionamiento del
sistema en el dominio del tiempo, especialmente con la  respuesta

transitoria. Esto es, se ha investigado el movimiento de las Rai-
ces en el plano Z a medida que varia un parametro del sistema y su

influencia en la respuesta y estabilidad de1 mismo.

Debe resaltarse el hecho de que e1 programa de respuesta del siste
ma en el dominio del tiempo a entradas paso e impulso presta una
muy significativa ayuda en cuanto permite observar su comportamien-
to dinamico. Egte subprograma, junto con el de analisis de estabi-
1idad absoluta y la subrutina de determinacion de la ganahcia criti
ca permiten conocer de manera mas profunda el comportamiento del sis

tema en cuanto se refiere a la estabilidad del mismo.

No se indican mayores comentarios respecto a los ejemplos presenta-
dos en el capitulo IV ya que estos fueron emitidos junto con cada

ejemplo desarrollado.

En cuanto al lenguaje de programacion utilizado, BASIC éxtendidq es
te presta las facilidades que el caso requiere, por cuanto permite
dar un caracter conversacional a laejecucion del érograma, de tal ma
nera que el usuario tan solo debe seguir en forma adecuada las ins-
trucciones que aparecen en pantalla para 1legar a obtener los resul

tados adecuados.

Dentro de las limitaciones del programa estan:
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- Reducida memoria del equipo, lo cual influye en la obtencidon de
graficos de mayor resolucion, como por ejemplo en la respuesta de
frecuencia como sistema discreto, puesto que no pueden dimensio -
narse adecuadamente 165 arreglos que contienen los puntos para
los graficos. En caso de seleccionar un aTto nimero de puntos pa
ra el grafico, puede aparecer en pantalla el error de Memoria Com

pleta (Memory Full).

- E1 programa sb6lo permite analizar sistemas en que el nimero de po
los no excéda a siete y también no considera validos los  puntos
que contienen mas de cuatro raices miltiples o mas de tres puntos
miitiples de separacion. Sin embargo, desde el punto de vista
practico, sistemas que contengan caracteristicas superiores a es

tas limitaciones son muy poco comunes.

Finalmente puede concluirse que el desarrollo de esta tesis ha per
mitido profundizar Tos conocimientos adquiridos en Tos cursos dicta
dos afines a este tema, asi como también ha hecho posible  conocer
de manera mas adecuada el funcionamiento del computador de Ta Facul

tad.
RECOMENDACTIONES

En base a Ta experiencia adquirida durante el desarrollo de esta

tesis, podria darse las siguientes recomendaciones:

- Implementar un programa que permita conocer la ubicacion de las

raices, esto es conocer el valor de ganancia del sistema, a par
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tir de criterios de desempefio y funcionamiento del sistema en el
dominio del tiempo y de la frecuencia, asi como imlementar rutinas
que hagan posible el calculo de compensadores discretos de acuerdo
a las necesidades de funcionamiento del sistema, todo 1o cual se-
ria de valiosa ayuda para disefio y compensacion de sistemas de con

trol.

Durante el desarrollo del programa se observé la necesidad de cons
truir diagramas de variacion de las raices de acuerdo a la varia-
cion del periodo de muestreo, 1o cual es un asunto complejo debido
a que el periodo de muestreo aparece en la funcion de transferen-

~cia discretizada elevado a diferentes exponentes y por tanto no es
posible la aplicacion de las leyes que rigen la construccion  del
L.G.R., Tas cuales son aplicables para cuando el parametro que va
ria 1o hace en una forma lineal. Seria muy interesante por tanto
implementar Tos programas adecuados para permitir la construccidn

de estos diagramas.

En fin, Ta teoria referente al estudio de sistemas discretos es tan
amplia que en verdad existen muchas cosas por hacer por 1o que no

es conveniente el citar mas recomendaciones.
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MANUAL DE USO DE LOS PROGRAMAS

1. Si el equipo se encuentra apagado, encenderlo de acuerdo a la

siguiente secuencia:

1.1. Unidad de discos superior (1 y 2)
1.2. Unidad de discos inferior ( 0 )

1.3. Computadora.

2. Si estd encendida la Tuz indicativa del reloj ("CLOCK"), debe ini
cializarse el sistema de reloj desde el teclado con la siguiente

instruccion:
CALL “SETTIM", "DD-MMM-AABHH:MM:SS™

Presione la tecla RETURN

-

Siendo: DD : dia

MMM: mes (iniciales en inglés)

AA : afio
B : espacio en blanco
HH : horas

MM : minutos

SS : segundos (opcional)

3. Coloque el disco de tesis en cualquiera de las unidades 1ibres

y carguelo con Tas instrucciones:
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3.1. CALL "UNIT"“, #
Presione la tecla RETURN
3.2. CALL "MOUNT", #, AS$

Presione la tecla RETURN

Siendo: # : nimero de la unidad donde se colocd el disco.

A$ 6 cualquier otra variable Titeral.

Si el disco fue colocado en la unidad O, no es necesarioc ejecu-

tar la ijnstruccion 3.1.

. Cargue a l1a memoria del computador el programa maestro mediante

Ta instruccion:

OLD "= GVAV12/LGRZPM"

Presione Ta tecla RETURN
. Ejecute el programa con la instruccion:

RUN
Presione la tecla RETURN

0 simplemente presione la tecla definible 1.

. Sigas las instrucciones que los programas le indican en la pan

talla.

. Si algin dato ha sido mal ingresado, en pantalla sale el error

correspondiente que le indica la accion a tomar.
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8. Cuando desee interrumpir la ejecucion de algin programa, presio
ne dos veces la tecla BREAK; para continuar asegirese que 1los

archivos estén cerrados ejecutando la instruccion.

CLOSE

Presione 1a tecla RETURN
Luego ejecute la instruccion: .

RUN nlmero de 1inea en que se interrumpi6é el programa.

Presione la tecla RETURN

9. Si en la pantalla aparece el mensaje de alistar el grafizador |,

debe proceder de la siguiente manera:

9.1. Encienda el grafizador.
9.2. Cologue papel y pluma.
9.3. Fije 1os Timites del tamafio del grafico con las teclas SET.

9.3, Presijone la tecla RETURN.

NOTA: No se debe encender ¢ apagar el grafizador cuando estanabier
to archivos, tampoco deben sacarse los discos de las unida-

des correspondientes en este caso.

MANUAL DE ERRORES

A continuacion se detallan los errores que pueden aparecer en pan

talla cuando se esténejecutando Tos programas, su causa y la accion
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Para cualquier otro mensaje de error no contemplado en el presente

listado, consulte el manual del sistema o de la unidad correspon-

diente.

ERROR 1
Causa

Accion

ERROR 2
Causa

Accidn

ARROR 3

Causa

Accion
ERROR 4A

Causa

Accion
ERROR 4B

Causa

Accion
ERROR 5

Causa

: Archivo XXX existe, se destruye (SIN O NO?(:
: E1 archivo XXX ha sido creado anteriormente.

: Responder "SI" o "NO" de acuerdo a criterio propio e im

potencia del archivo XXX.

: Erros de épsilon, no hay punto de separacidn cercano.
: Valor de épsilon introducido es inadecuado.

: Reiniciar el programa (TECLA 1) e ingresar un valor de

épsilon menor.

: No existen datos todavia, PRIMERO INGRESELOS.

: Se solicita cambiar 1imite en plano de datos sin exis-

tir datos previos.

: Correr el programa (TECLA 1).
: Archivo XXX no existe.

: Se desea cargar datos desde discos, pero el archivo XXX

no existe.

: Ingresar el nombre correcto del archivo de puntos del L
: No existe o no estd cerrado ARCHIVO de datos.

: Se trata de realizar el analisis general del L.G.R. sin

tener o sin terminar el cdlculo del mismo.

: Reiniciar el programa (TECLA 1) y verificar el trabajo.

¢ Archivo XXX no es de] L.G.R.

: Se desea cargar datos por disco, pero el archivo XXX

no es del L.G.R.

.G.R.



Accion
ERROR 6

Causa

Accién
ERROR 7A

Causa

Accion
ERROR 7B

Causa

Accion

ERROR 8A

Causa

Accion:
ERROR 8B
Causa
Accion
ERROR 8C

Causa

Accion
ERROR 8D

Causa
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: Reiniciar el programa (TECLA 1)
: No hay raices para 500 iteraciones y 5 valores.

: No convergen los valores en la subrutina del calculo

de raices.

: Ninguna.
: PRIMER coeficiente es cero * REPITA

: E1 primer coeficiente del numerador o denominador de 1a

F.T. de 1azo abijerto es cero.

: Digitar el coeficiente correctamente.
. PRIMER coeficiente es cero * REPITA

: ET primer coeficiente generado como funcion del perio-

do de muestreo es cero.

: Ingresar correctamente los datos que hacen el primer -

coeficiente.

: GANANCIA Ko = K, FUERA DE LIMITES

: Valor de ganancia estatica determinada en el programa

es negativo o mayor a 10000.

: Ninguna.

: GANANCIA Ko = K, FUERA DE LIMITES

: Valor de ganaﬁcia estatica es negativo o mayor a 10000.
¢ Ingresar el valor correcto.

: GANANCIA Ko = K, FUERA DE LIMITES

: E1 valor de ganancia estatica determinado por el progra

ma en el ingreso de coeficientes como funcion del perio

do de muestreo es negativo o mayor a 10000.

: Ninguna.
: Error en el valor de ganancia, REPITA

: E1 valor de ganancia ingresado para analisis de estabi-



Accion
ERROR 8E

Causa

Accibn
ERROR 9

Causa

Acciodn

ERROR 10
Causa
Accion
ERROR 11
Causa
Accion
ERROR 12
Causa
Accion
ERROR 13

Causa

Accidn
ERROR 14

Causa
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1idad absoluta o respuesta en el tiempo es negativo o0

igual a O.

: Ingresar el valor correcto.
: Error en el valor de ganancia, REPITA.

: E1 valor de ganancia ingresado para el analisis de fre

cuencia es negativo o igual a 0.

: Ingresar el valor correcto.
: Por el grado del XXX no hay mas conjugadas.

: Al dngresar una raiz compleja, debido al grado del XXX

(numerador o denominador) no puede generarse su conju

gada.

: Corregir el valor de la Ultima raiz o reiniciar el pro

grama.

: GRADO-NUMERADO excede a maximo de "7"

: E1 grado del numerador es negativo o mayor a 7.

: Ingresar el valor correctamente.

: GRADO-DENOMINADOR excede a maximo de "7"

: E1 grado del denominador es negativo o mayor a 7.
: Ingresar el valor correctamente.

: GRADO-NUMERADOR excede a GRADO-DENOMINADOR.

: Grado del numerador es mayor al del denominador.
¢ Ingresar los valores correctos.

: TODAS las raices se han cancelado - FIN

: Los polos y ceros se han cancelado mutuamente por Tlo

que no puede construirse el L.G.R.

: Ninguna.
: n Rafces mdltiples (no se contempla)

: En un mismo punto existen n raices que exceden al maxi



ERROR 15

Causa

Accidn

ERROR 16A :

Causa

Accidn
ERROR 16B

Causa

Accidn

ERROR 17A

Causa

Accion

ERROR 17B :

Causa

Accion

ERROR 18

Causa

Accidn
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mo de 4 previsto.

: n Ptos. de sep. miltiples.

: En un mismo punto existen n puntos de separacion  que

excede al maximo de 3 previsto.

: Ninguna.

Error en el nlmero digitado, REPITA.

: Error en el escogitamiento de respuesta a funcion paso

o impulso para grafico en 21 tiempo.

: Digitar el nidmero correcto.
: Error en el nimero digitado, REPITA.

: Error en el escogitamiento del grafico deseado en el

analisis de frecuencia.

: Digitar el nlmero éorrecto.
: E1 periodo de muestreo es < = 0, REPITA.

: En el ingreso de coeficientes como funcion del periodo

de muestreo, este es negativo o igual a cero.

¢ Ingresar el valor correcto.

E1 periodo de muestreo es < = 0, REPITA

: E1 periodo de muestreo ingresado para el analisis de

frecuencia es negativo o igual a cero.

: Ingresar el valor correcto.
: Respuesta = * equivocada.

: En el cambio de Timites del plano de datos, el eje a

cambiar ingresado es diferente a X o VY.

: Ingresar el dato correcto.
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| FRINT A5 EREBUORLAG Error en el rmuH/ mero digitacosREFTITEY
] GO TO 118306
ToLeOQ D=l
L1210 DELETE aZsal Bl,82
|
f
I
|

L1920 DM ﬁZ'N 1)

LL9E0 TF Ni1<0 THEN 1194
L1840 aE=KL

LARE0 G0 TO 11970



AFENDILICE "B" FPaG, 37

L1940 AZ=KLIXCGCO

12970 IF Hi=0 THEN 11990

11980 A3=-A3

11990 FogUe T2 OF 12020412190

12000 GO8SUB 12310

L2000 RETURN

12020 PRINT "ITJ0JAamelitud de la furncioH’/nm FASD = *;
L2000 INFUT a2

12040 Ld="Pag0"

L2050 0IM ALDL42) » BLCOL42) s B2(DLE2D

L2040 Al=C

1R070 Ad=ATKAR

LaROBR0 FOR Y=L TO NL+d

L2090 aldli=0a71)

NEXT T

yRL L YT L

GLiOl$+2y==-T (417

FOR T=2 T0O DL+

BLOLy=TClr~TCL-1)

MEXT I

Ba=R11

TleTl4 1,

RETURN

FRINT "TadAm=litus de la fumciob o IMPULSD = *3
INFLUT A2

Do IMPULED"

! ﬁ"f[PLIJ"BL{ULLJ)JP&(HJLLJ

PED AS=aRNAL

LR2AD A=
1’”’“ FOR T
el L L=l
1 I'”"Jll NE “c‘[ T
LEPaG
1R2E90

TEE00

1
v Ox D

il TD RN
[ )

ILH Rk Cal.CULD &k

FRINT *TAdIrngrese el rerid’ odo de musstrea T o= 3
INFLT A2

TF 240 THEN 132220

FRINT "I MMNuH mero de teH’ rminos =2re el GRAFICD = "3
THPUT Z2

NELETE 05

LREed DIM CEiEe?

LRI FOR I=1l TD 22 .

LRAGO CEHCL =011l /BL1)

12410 FOR Ti=14 T D

L2420 ALT LY== (0S5 IYRBL (TIL4L)+ALCTL+1)
L2430 NEXT L1

12440 NEXT I

L2450 Mi=1.,0E+100

L2as0 M2=-M1

Laaz0 FOR I=1 TO Z2

12480 Ml=Ml MIN TS5

134?0 MaR=ME Max CS(I)
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LREDO
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AFENDLCE "R" FAG,

NEXT X

REM %X GRAFICD Xkx%

GOSUR L3110

LF TE=5E1 THEN 12880 .
FRINT "IJlleses ver resultados en la rarnbtslls (81 0 NOy= “;
INFUT Fe s ‘

TF Rg=rGT" OR Re="8" THEM 125 80

GO TD 12740

GOSUE 13570

FfeiNT HT“‘"111JIHNFDQ LEL. GRAFICD IE LA RTA. A UNA ENTRADA "30%
FRINT @7TH] USING L24101C0%,A2

IM&GE /77107 "aMPLITUD DE LA FUNCION "sFaAy* = 7, FL, 20
FRINT BTE] USING 1246304

IMAGEA /7207y "YALORES EN EJE Y, 8

FRINT G173 LUSING 1245010

THAGEST : *Ual.ORES EN EJE X°

TF Mi=Il THEN 12700

FOR L=l T8O D-N1

FRINT ETH? LDSING 1272030, J2%01-1)

NEXT I

FOR IT=1 TO Z2

FRINT BTSS USING L27205C8 Ty J2K (-0 (01 -NLYRJ2

IMAGE 20T FH, 20,407, FO, 20

MEXT 1

REM ®ick SUBRUTINA FaRa Bl GRAFICO R

FRENT *TJJ0ATOS Pala GRAFICO®

FRINT *TJMs)lor maeb xime en EJE Y1I'iMZ

FROIWT T Mslar will mdmo en EHD YD " iMl

FRINT "IJldSerzraciolt’n enltre mearess ene EJE Y1 O3
INFLT RME

5

GOSUR 12830

EEOTDOLELZ2D

FRIMT "Il lieses GRAFICO em oeaesl (81 0 NOTY = "3
TH=3R '

Ta=] 30

TNPUT R4

TEF ONOT(R$=*21" OR Ré¢="Z") THEN 12930

PRINT "JALISTE la Jnjnaun[ﬂLﬁuUL rarel w defineg el CUALDRD oo J
FRINT . ' teclss HET ; rarae continusr srlashte RETURN
THEUT B

TJsl

Tayz 1 B0

FealE

Wil=l, b2k

Wl /10

WE= , M2

TF ML=0 THEN LEQ00

WRem-W3E /10

G070 LIDET

WRm=—-AaBg O, kML)

IF ARZWEY=M2/10 THEN 12030

W= ARG (M2/10)

WINDOW WO WL W2, W3

E?

A8

l_;’ iy

1
. 1t



AFENDICE *R* FAG. 39

13040 WINDOW WOrWlrW2,W3

1050 VIEWRORT S:T4-5,7,94

13060 MOVE BTSIWO,W2

13070 DRAW BTSiW1,W2

13080 DRAW BTSIWL,W3

12090 NRAW BTSIWO:W3

12100 DRAW BTSIWO,W2

13110 RETURN

12120 AXIS BTSI10%XJR2,M3+050

13130 MDVE RTS:0,W3

13140 PRINT @TS“l C(T) Cunid.l1"

12150 MOVE @TS30+0

12140 FPRINT @T“ *JHO . O™

12170 RMOVE R@TSiWL1s0

12180 FRINT @T”"JHHHHHHHTEseSJ'

13190 MOVE @TS10,0

13200 IF TOosx0 THEN 13280

13210 DRAW @TS:0:C5(1)
C1BR20 DRAW BTSIJ2:C5(1)

13230 FOR I=2 T0O 22

L3240 DRAW ETS3 (I-1)%J2,CS(I)

L2250 DRAW BTSIIkJZ,y0SCI)

L2240 NEXT I .

12270 30 TO 12320

13280 IRAW BTSITOXJIZ2:0

13290 FOR I=1 TO Z2

12200 DRAW BTS1(TO+I-1)%J2:C5¢I)

13210 DRAW BTSI(TO+IIRIZCS(I)

CLAZRO ONEXT I :

13230 HOME @TS:

L2Z40 PRINT BTS: USING 13Z501C4$

13350 IMAGE/25T, "RESFUESTA A ENTRADA *»FA

13240 MOVE RTS1W0,W2 :
CLEZ70 PRINT @TS: USING 13380110%J23M2

LUB380 IMAGE /4T»“EJE X! 1liv.= "»FD.10,20T,"EJE Y3 1Div.= “»FL0.20,5
f” TZ90 PRINT @TS! USING 13400%X%
2400 IMAGE STs*ARCHIVD : *sFA
‘ﬂ¢’410‘HUME
WL 2420 INFUT R%
L 3430 FAGE
8ﬂ344@ FRINT *IJJJlesez rerpetir el graH’/ficeo (S5I O NOTY= "%
12450 INFUT R$ : ‘
‘123440 IF R$=°"SI* OR R$="2* THEN 12B10
‘ﬁJo4/0 FRINT *IJJleses varizr lz GANANCIA (bI 0 NO?Y= *3

12430 INFUT R$ \
W13490 IF R$="NO* OR R$=*N*" THEN 10130
bgiudoo Te=2

|35 GO TO 10410 :

#mlddﬂo FRINT @TS3"JJIVALDOR DE GANMANCIA TOTAL = ',Ki
+1Lgd 0 FRINT BTS “JUQLGR LE GANHNCIA DINAMICA = *»K1/KO
aiffqo FRINT @TS SING 132550%

2R 3EE0 lMABF/éTy‘IUEFlCIENTEb DE LA ECUACION CAHADTERIQTICQ‘,/76Ty42(‘—')
\}15360 G0 TD 13790 T
'ﬁ.v"“ FRINT "L

s

v



AFENTICE "B PAG,” 40

1380 FRINT B8BTS USIMG 135903

L3WO0 IMAGE //797T: "FUNCION DE TRANSFERENCTA LAZO CERRATION » /vy 9T 37 (M=0)
A00 FRINT @78 JJIVALOR TE GANANTIA TOTAL = "»K1

HLO FRINT @TECJUALOR TE GANANCLA DINAMICA = "»RK1/K0

RED0 FRINT BTHY USTNG 124203 :

IMAGE /78Ty "COEFTCTENTES TEL NUMERATDOR® » /23T 246" ~")

IF Nl=0 THEN 134%0

FOR T=1 T0O NI

FRIMT @TES USING 1346703 ZhE S NL-T4+1

ITMAGE FA»FD:S

MEAT T

FRINT @755 =EKO

FOR LT=1 70 ML

FRINT @TE3 USING 1372036301 /K1

IMAGE 702008

MEXT T

TFonl=G THEN 1327706

FRINT @TH] USING 13740742 N1+1) /KL

THimiE 70,20

FRIMT @TS3 LUSING L3780
IMEGE /75T "COEFLICIENTES
FOR I=1 TO D1

FRIMT @TE: LSBING LX210:0° b, 2 SNV RSN
ITMAGE Fa:Fl, g

MEXT T

FRINT TS b ¥ AV

FOR T=1 TGO 01

FRINT BT USING 1EBL0ITII)

THAGE 70,208

HEXT T -

FRIMT @TE: USING 132901 T{0L+1)

IaiEeE 70,20

BT URN

x_
ol

o O
ol

Sy 2 BLNE I o N o+ -
e N Na RN aNe R a]

]

HEL TENOMINATIOR® 5 /o BTy 26 (=)

¥,
.

LTSF B4 ARS
SERLIN S

o

TR
el a



AFENDIICE "B FAG, 4l
L0540 sACk IO Rk R ook RO R LORZAF R SO ROR R HOR oK R KR RO AOK R RORSCIOICR 30K
10550
LOEHAD
LOEZO
LOBEO
10%90
LOH00 PRINT "L
L0410 FRINT USING 108201
LDAE0C THARE 297y "ANALITSELS [E FRECUENCIA® /25T, 23 (M=)
LAED FIRTINT "IJJJ.&lmP de Ganarncis (mavor g @) = "3
&EAD THFUT KL

fimalisis de Frecuernpis
Madgritud v Fase de Gz comn funcion o
Con 2™ (W)

A

e W

-'-J

14
1
L
1
A

USEG TF FKi=0 THEW 106&50
OG0 FPRINT "JE ERRORSE  Error en el valor de gshanciaeREFITAY
Q670 B0 TR LOAZ0

i

1LOHF0

=L ARG

180/

RSN STE O, 04y 5, D& 01

LOFL 0 I "TAdIngEreer el seriH/odo de muestreo T o= "5

La7a0 lNlHT N

LO7E 20 THFH 1O7EG

LO7A0 1

LO75EG o

LGTAG T
[
l

reriH odo de muestreo no euede ser s, RERFTTAT

s00OTO LGP0

RINT "AINDTAS e resruests es rerelitive rars valores "

WNT " i Trecuerncis sureriores s ls de nusstreo
gonre dos (We/235Esbo wa aue lz informseid ont
. e le Frendaz wnnn;ipal 2@ rerite en lzs "

* conrlementeria

"TAddle escels o lrmcuenuia @ LINEALS

"TUEL valor drmdcizal de Precusncisz debe®

"Tleer menar g We/d = ViRL/AE
"TMelor dmdoisl de Trecuencis =
)

L0770
LO7HO

i

~3s

“I/03 UR L1490 THEN 1082
VOTHEN L0890

RIWNT "LIFrscuencis Fimsl 3 (We/E -2l ) s (Obro ~—wdR) o= ot
TRFUT B

TF BE=1 THEN 10990

FRINT *TJVzlor de frecuencis FTimal = "3
INFLIT L2

TOTO LA

CIANRHD T

LoRaC PRINT "TJdNuH mera de suntos ezgrs el GRAFICD = "3
LOF7Q LINPLUT 22 :
LOSER0 UIr DXCZ2y, 08070
LGRS0

J
AR YA D)
L10G0

SR Twl TO 73
LLOLO DECT i+ -1 EE
LLOR0 NEXT I
LLOB0 GOSUE 13590
L1040 PRINT GTS: USING 110802 .
11050 JmﬁhL/’?CI,“ﬁHﬁLIQIL OE FREGUENGIA® 7/ 20T 20 (=)
140 '
L1

P UECZEY QL CEDS

CAO FRINT GTHS WSING L10703
Q7o anhI/’"Tv‘FHMh]HN DE TRANSFEREMOLG DE LAZO ARIERTO" /29 T»3Z7( =Y




APENDICE "R PAG,. 42

1080 FRINT @TS3 ") Gananois dinaHl mica YSRL/ZRKOF KR
LO90 FRINT @Tatd Ganancia Total PARL R

LIOC PRINT @753 USING L11101

L1410 IMAGE//Z4T: "COEFICIENTES DEL MUMERAUOR" /24726 "=")
LLR0 IF ML<=0 THEN L1120

LLE0 NELETE CO

L40 DM CodeL)

LLE0 Co= )

LLAO PRINT @GTI =Rk0 "

L1170 FPRINT @TI" 1»00"

Lo EFDOTO L4300

L1120 FOR T=1 TO N1

1“v0 FRIET BTE USTNG Liz2103® Rkt e NL-T41

ITMAGE FasFh. 8

MEXT I ‘

FRINT BTSH aRKO "

FoR T=1 T N

FRINT BTE] USING L1240300(1)

ITH@EE &0, 20:8

MEXT X

FRIWET @785 USTNG L12903 00 (NL+1)

THMEGE 40,20

FRIMT WFH3 USTHG 113104

ITHAGE 74T "COEFICTENTES DEL DEMOMINALDR® » /4T (28 T=¥ )
FOFE T=1 TD I

FREMNT @753 USTNG 113404 o % S (RS o |

THAGE Fa,Fli.8

=

FRIMT @BTH " RO

FOR T=1 70 Il

\IINf ETES USING 1139010101
L &N 3D E

I" [ ’ i)
FRINT @753 USIMG L14203CLc01+10
TridBE &0 2D
FRENT ETHT LSING 114408 : ‘
IMAGEA&X, "FREC Crad, 2% » X "HAGNITUD" 7 X "MAGM . Ldn, 1" » 10X *FASE" s / /
SET RablaMs :
(Fy L=l TD Z2
el y=0301 %2
Q=L RGO L+
1%
Q?~fJfUJ‘J)
f1d=0
FOR Ti=1 T0 N1
&1:Q1+H1$DO(I1)$DBS((N1+1~Ii)*01(l))»
Q=09 +RKIKCOCTIIYKEINCCNLH LT %01 (L)
NEXT 11
FOR Tl=1 T0 L1
AZ=Q2+CL(I1)XCOSC DL+ -T1 %01 Ty
11580 Q4=044+CLITIYHSIN((DL41-T40%01¢T))
11590 NEXT It
L1400 RE=Q3KN3+04%04
L1410 Qé=(QLERI+QEQL) /TS




:I. zul. .', \.J
12540
LR21LES

AFENDLOE "R*

QA7=(QPHAZ-QLX04) /Q5

D4=5QARCAAKALFR7%RAT)

DECL)=20KLGT ((14)

O&CTI=PLRkBEN(A7IXACE(QE/DA)

FEINT BTSH) USING 1187030310405 v 061D
ITMAGELCT o FIL, 30, 28Ty FIL AN 40T, FOL AN, HAT»FDH 210
NEXT 1

FRINT *LJIJIRETURN Fars contiruare®

IMFUT RS

FRINT "LIJJIFogibilidades:®

FrRINT " TJd &l - MAGNITUD EN HECIEBELIOS®
FRINT "I 2 - = DTAGRAMA DE aNGULD"

FRINT *T00 3 ——— FINALITZAR FROGRAMAY

FRINT YTd Beeods muH/ mera corressondients
INFLT T2

TEOTE=L OR T2=03 OR TZ=3X THEN 11800 .
FRINT "JE ERRORLAE Error en el ruH/mero digitadoyREFITAY
GO LIPS0

TF T22 THEM 11820

RETURM

"y

5T

T4=130

FRINT "L4) Deses Gral/ fico ern el FLOTTER {81 0 NOT)= "
TWELT R

EFOMOT (R 210 OR RH="5"2 THEN 11920

FAG,

FRIMNT "J GGaliste L2 unddedyCOLORUE warsel w defirnz &l cusdro®
FRINT ® corr Las teclass SET» rars canbtinuar aslzete FRETURNE

INPUT R

Ta=150

DELETE &

0 CEEE)

IF T2=2 THEW 119%0

Hiﬂ“MQBHITUﬂ EN DECTIRHELTOE"
GOOTO L2020

127 e
Ci=d

Be="DIAGRAMA DE AMGULO®
Ml=1,0E+100

ME=--pl

FOR T=4 T Z&

Ml=Ml MIN CHCI)

MP=M2 Max CHOD0D

NEXT I

Wi=02(Z2)+L2710
WO=03(1)-L2/10
WZe=1 4 202

TF M1=0 THEN 1”140
Wa=—WI/5

GO TO 12190

WZ=-aRS (L, 1kMLl)

IF ARS(W2Y=M2/5 THEN 12190

4%

e e e R s Lo N GO TP NV W ey - A ey



AFENDIITCE *B" FAG, 44

L2140 WR=-ARS (M2/3)

L2176 FPRINT "IJIRETURN sarz contimgar"

L2180 INFUT RS

L2200 PRINT "LIJJIATOS MaRA EL BRAFICOY

LR200 FRINT *TJIVslor mab’/wimo ern EJE Y *3M2
! FRINT "TJddValor mikl/ mimo en EJE Y1 *3Mi
: 20 FRINT "LldlSemarsciol’n erntre marcae EJE Y "3
j””7 INFUT M3

LE240 FRINT "IJdIValor maH/ wimo de Trecuencis! “5L2
L2286 FRINT "LJd8exzaraciob’ n entre mareas EJE X1 )

12240 INFUT 1.3
12270 GO TO 12310
LERAO WINDOW WO WL, W2, W3
12290 YIEWFORT SyT4-%5y7:94
1RI00 RETURN
L2310 PAGE
19320 GOSUR 12280
12330 MOVE QTS1W0,WE
12340 HRAL Wfb.Ml?wﬂ
LRASH0 DREW CTHIWL W3
L2360 ORAW BTHIW0 W3
12270 DRAW BTHING W2
12380 AXIE BTHILI,M3
12390 MOVE BTHiWL:0
LRAOO FRINT @THS " JHHHHHHEYE rad, 10
12410 MOVE BT5:0,WE
12420 FRINT BTSi*0  "iC4
12430 MOVE @TSI03CL) 08010
12440 DRAN GTHI0Z, 0%
1RA%0 HOME 2751
1RAA0 FRINT BTH! UBING 12470304
12470 TMABE/20XsFa -
1RA80 MOVE GTS1W0, W
12450 FRINT BTHE USING 125003INT(LE/10)
1RE00 THAGE/ST, "EJE X3l Div,s",FLL, 208
1ESL0 PRINT BTS: USTNG 125203M3

L TMALE &Tr”le VIl Diwe=t yFIL 20,8
20 FRINT @T53 USING L25401X$
1REAC THAGE é!y"(FLHLUﬂ 1y Fa
L2550 HOME
12560 INFUT R
12570 60 TO

Nee

1y

’

<

~3
e

=

%
1710



CONSTRUCCION DEI, TUGAR

AYENDICE "C" Pag.i

GEOMBTRICO DE LAS RAICES - DIAGRAMAS DE FIUJO

( 1wicTe

n Pantslla:

TECTLA 1 : Reinicioc programs
TECLA 2 : Datos como coefic.

TECLA %3 : Datos como factor.

TECLA 9 : Lista veriab.

TECLA 20: Datos desde disco

Escoja TECLA

util.

T2 = 2

Cargs del Pro-
grama:

"QGVAV12 /LGRZED!

TECILA 9

ST

?

T2 = 1

Carga del Programa

"GVAV12/1ARZVD ¢

Tiistado de variables

( FIN ‘



APERNDICE "C" Pag.?2

En Pantalla: ,
- Epsilon Rango Trabajo Tipo

1 0 & 1 bajo
2 1 a 100 ° normal
3 100 en adelan. alto

BEscoja nurero de epsilon

-

Ingreso de datns.,
En Pantalla:
Grado del numerador: N1

Grade del denominador: D1

NO 1 ST

En Pantalla: “n FPanteslla:

Entrada como NO

OFFICIZNTES

[
-

Entradsa como
TACTORES

l

—
Entrada de raices

del numersdor y

denominadox L

Fn Pantalla:
Ingrese Feriodo

de muestreo Entrasds de

coeficientes
de numerador

Entrada de y denominador
datos

)



APENDICE "C" Pag.?

Si los datos se ingresaron
como coeficientes, se detexr
minan las raices.

(3ub. 3550-Progr. Maestro)

T2 =3
Carga del programa:
"aGVAV12/T.GRZCE"

Una sola

N0
raiz ?
Clesificacidn de Po- A En Pantalla:
los v ceros (F(1,I1), Grdfico del L.G.R.
F(2,I)). Determinacidn de XK
critico.

Evaluacidén de raices
Lrepetidas v/o cance-

Y

Determinscidn del
Plano de datos

Hay raices SI

vdlidas
?

l

51 1la entrada fue como
factores, se determi -

nan los potlinomios.
(3ub. 11%80)

NO

En Pantalla: ERROR 13
TODAS las raices canceladas

! =

@y




APEWDICE "C" Pag.d

c2
c2
CcO
CH1
c3
c4

= C1003 - CO.C4’
Coef. ecuacidn d€ _—p
" Numerador d?z
"  TDenominador
«+ " derivada mumerador
« " derivada derominador
(Sub.

11640)

CAlculo de reices y
ordenamien. ptos.
(s(4,1),8(2,1))

sep.

BEvaluscidén de ptos.

L de sep. miltiples

ERROR 15:

no centem
pla —

L

ERRCR 14: mo conten

pla

Dejar vélidos los puntos

de separacidn &

da de un ndmero impzr de

polos y cexros,

la izquiex

Y

Cdlculo de asintotas
e inicio del L.G.R.

4

)



Grabacidén de datos
del L.G.R.

B4
S1

W
(@]

En Pantalla:
"Estoy grabando los

puntos del L.G.R."

B4 = 1
A0 = 180/(S(3,I)+1)
¥2 = s(1,I)

I

b

APENDICE "C'" Pag.5
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Correccidnde
epsiion de -
diastancie.

.

Escoje 5 puntos en
abanico con separa

cidn A1 grados.

&

“n Pantalla:
BRROR 2:Error en
epsilon,no hay -
pto.sep.cercano

FIN

Grabacidn

del punto
X2, Y2




| s1=1 |

= I= 1,814D1 >

ST raiz
compleja
?
NO
X2 = ®(1,1)
Y2 = F(2,I)
D

Grabar X ptos.

por curva

<

Cerrar

archivos
SP = 4

RETURN )

(&)

APENDICE "C" Pag.7



AYTERDICE "C" Pag.8

(viene de pag.1)

[ s =4

-
Determinacidn de archi-
vo de trabajo;

Bn Fantalla:

l

I

i

’ L$ .
7}
1

Unided de disco?:
Nombre de archivo?: X$
1t RL/”
Lhext |
Apertura de ar -
chivos XS y TS

] Tectura de datos

SP = 4
T2 =

S

Carga del programa de and-

lisis genexral del L.G.R.
"G VAVI2/IGRZAG"

-

En Pantalla:
Indice de posibilidades de

la segunda parte.
Escoja TECILA

)



NOQ

| NO
INO
0
o
@
NO
TZOLA 10 >>51
9
NO
NO

APERDICE "C" Pag.9

B
I

ST -

t2 cerrado ar
chivo,

n Tantalla:
RROR 4B:No e
iste o no es

Cédlculo de 1la
ganancia de un

punto, K

Cdlculo de 1la
ganancia cri-
ITica, Kc

Carga del Prog.
MG VAV 2 /TR 7R

Grii. del L.G.R.

—

Impresidn de

datos,

Cambio de 1imi-
»tes en plano de

datos del gréf. |

Resolucidn de 1la
iec.carct.paras en
contrar los ptos.

Carga del Progr.AW
"&GVAV12 /IGRZAFRY >

“erga del Progr.

1"@GVAV12 /TGRZEAT"

T2 = 1

carga del Progr.

»"@GVAV12/IGRZEAT!

EZ = 2

Ffend de estas
131 ternativas




' APRENDICT "C" Pag .10
DETERMINACION DEL VALOR DE

GANANCIA CRITICA Xc |

Se determina si L.G.R. corta circunf.uniteria

sobre eje real y se evalda ls ganmcia y la di

ferencia en suma de argumentos para el punto

de corte en caso de existir.

En caso de existir rameles del L.G.R. se deter
minen los puntos interno v externo (inmedia -

tos) 2 la circunferencia uniteria.

Y

Se determinan los puntos de corte del L.G.R.

con l2 circunferencia unitaria.
X4, Y4

Se calcula valor de ga-
nanciz para dichos ptos.
X1

y
Se evalua la diferencis

en suma de argumentos.

E3

Ganancia crit. Kc=K1/K@

Margen gananc. MG=Kc/K@

3e imprime: E3,Kc,MG
X4,Y4

(RETURR )



APENDICE "C" Pag.ii
CAMBIO DE LIMITE3 EN

EL PLANO DE DATOS

1

En Pantslla:

[:::]—_ BERROR 7: Yo existen

En Psntalla: datos todavia,PRINE
Timites anteriores RO TM5RESETLOS .

Eje real : X

Eje imag.: Y PIN

Bje 2 cambiar? : R

NO
En Pantslls
- ERROR 18:
B9 = X1-X¢ /700 Respuesta equivocada
B2 = 5.E9
Sf =

2 )

”

Lee ptos. del eje
real en X

Cdlculo y grabacidn

de puntos del L.G.R.

.
(RETURN )



ANALISIS

DE FRECUZNCIA

(_INICIO)

APENUICE "C" Pag.i2

En Pantalla:

Valor de ganancia?: X1

Periodo de muestreo?: T
Numero de puntos®: 22

Ingreso de frec. inic.
K1 = K1.K¢
P1 = 180/FI

|
L)< 11% 2

Q1
Q2
Q3
Q4

il

i

1l

]

XK1.CO(N1+1)

9
C1(D1+1)
4

|

v final
S —|

Q1
Q2
Q3
Q4

parte
perte
parte
parte

7 - oIWT

real del
imezg.del
real del
imag .del

Evaluacidn del numerador v c‘.eng1

minador con la transformecidn -

narerador
numerador
denomin.

denomin.

03(1)
04(1)
05(1)

frecuencia en rad/seg.

Determinacidn de:

: magnitud

¢ magnitud en decibelios

06(I) : fase en grados

@




Impresién de los ptos
gque se ven calculando

Fn Pantalla:
Posibilidades
1 : Magnitud en decib.
2 : Diagrama de dngulo

3 : Finalizar programa

(_RETURN )

APENDICE "C" Pag.13



ANALI3I3 DE BSTABILIDAD AB3OLUTA APENDICE "C" Pag.14
Y RTA. EN EI TIENIO '

(_INICIO )

En Pantalla:
Valor de ganancia?: X1

K1 = X1,K%
Conformacién de la ec. carac
teri{stica T = D(%) + K.N(2)

5L 2 = 1 NO
? (12=2)
Andlisis de esta | Respuesta en el tiem§61
bilidad absoluta 1

NO
b
Desarrollo del cri
Bn Pantalla: terio de Raible
Andlisis de esta-
bilidad.

Uaso

singul.. NO
?

(_RETURN )

NG

Expansion y

contraccidn del

Id . -
cixrc. unitario .
" Y

Andlisis de estabilidad }

absoluta

{4;mpresi6n de resu]tados}

RETURN



APENDICE "C" Pag .15

En Pantalla:
1 s+ Rta. a funcién PASO
2 : Rta. a funcidén IMPUILSO

Digite numero correspondiente

Ingreso de datos:
Periodo de muestreo:T

Numero de puntos : 22

| Amplitud de la func.:A2

Func. ST
NO PASO
C$ = "IMPULSOL' C$ = " PASO "
(A1 = X1.42.C0 ' A1 = K1.42.00.7 |
Bl = T B1 = T.(2-1)

L J

Generacidn de los

puntos

N

Impresién de resul
tados.

Gréficos - l

(RETURN )
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