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PROLOGDO

Este trabajo tiene como finalidad primordial, presen
tar las bases tedricas para el anélisis de Sistemas de Con-
trol continuos utilizando variables de estado, juntamente con
el desarrollo'de métodos y programas para .computador digitai

que permiten aplicarlas a sistemas practicos.

Para un adecuado analisis de Sistemas de Control en
base a su modelo en el espacio de estado, es necesario en pri
mer lugar un desarrollo de los fundamentos matemé&ticos vy los
métodos respectivos. VSin embargo, para la obtencibn de resul
tados numéricos no son suficientes los métodos analfticos, va
que con éstos sBlo es razonable, en lo gue se refiere a cdlcu
los numéricos, el estudio de sistemas simples; de ahi que en
esta tesis se implementan adem&s programas que permiten conse
guir resultados numéricos, con lo que es posible analizar sii
temas complicados gue, generalmente, son los de mayor impor-

tancia préctica.

Los métodos de variables de estado son aplicables en
varios campos cientfficos, pero aqui se hace un estudio sola

mente de su utilidad en el an&lisis de Sistemas de Control.
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El &nfasis se ha puesto en el tratamiento de sistemas linea-
les, invariantes en tiempo; sin embargo, varios aspectos se

presentan en forma m&s general, tal que se comprende también

a sistemas lineales variantes en tiempo.

En el Capfitulo-Primero se introduce en forma natural
el concepto de estado de un objeto fisiéo y la forma de anali
zar su comportamiento en el tiempo mediante su descripcidn en
el espacio de estado. Se presentan algunas ideas de sistemas
lineales orientadas al tema, procurando mantener claridad vy

brevedad en las mismas.

En el Capitulo Segundo se desarro}lan los métodos vy
se implementa una biblioteca de programas en lenguaje BASIC,
para un computador de la Casa Tektronix, modelo 4051 o uno si
milar; con el objeto de calcular la matriz T de una transfor-
macién de semejanza | ' A T que permite hallar la forma cané-
nica de Jordan J del sistema. Adem&s se obtienen resultados
esenciales para el anidlisis posterior de estabilidad, contro-

labilidad y observabilidad de sistemas.
En el Capitulo Texrcero se tratan algunos aspectos de
andlisis de Sistemas de Control, como aplicacibén de las ideas

vy programas desarrollados en los capitulos anteriores.

El Capitulo Cuarto comprende algunos ejemplos de a-
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plicacién de la biblioteca de programas, junto con las conclu

siones y recomendaciones finales.

Debo mencionar que a lo largo de toda la tesis se
presentan ejemplos, con la finalidad de dar mayor claridad vy

permitir una mejor comprensidn de los temas tratados.

Quiero expresar que una de las motivaciones que tuve
para la realizacidn de este trabajo, fue el deseo de colabo-
rar en la creacidn de una biblioteca de programas para el Area

de Sistemas de Control de la Facultad de Ingenierfa Elé&ctrica.

Deseo manifestar mi agradecimiento a guienes han he
cho posible la realizacibn de este trabajo. A la Escuela Po-
litécnica Nacional, a mis maestros; en especial a los Ingenie
ros Patricio Burbano y Efrafin Del Pino por su acertada orien-
tacidn y ayuda. También quiero expresar mi gratitud a la

Srta. Bna Viteri por su magnifica mecanograffa del manuscrito.

Crist8bal Garcia J.
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1.1 INTRODUCCION

En el mundo fisico podemos distinguir dos caracteris
ticas fundamentales: el espacio y el tiempo, donde se desarro
1llan una.infinidad de procesos. Para analizar el comporta-
miento de éstos en el tiempo, el método de variables de esta
do es muy valioso y preéenta grandes ventajas con respecto a

otros.

En general para el anflisis y diseno de los Sistemas
de Control existen tres métodos: el primero consiste en el es
tudio del denominado lugar geomé&trico de las raices de la fun
cidn dé transferencia en el plano S, basado en la transforma
da de Laplace; el segundo, fundamentado en la transformada de
Fourier, establece las té&cnicas de la respuesta de frecuencia
como son: el diagrama de Bode, el diagrama polar y el diagra-
ma de Nichols. Estos 2 primeros métodos son eminentemente
graficos y proporcionan soluciones bastante aceptables, tanto

en el anilisis como en el diseno de sistemas de control.

El tercero es un método que supera a los anteriores,
yva gue puede aplicarse a todo sistema representado por ecua-

ciones integro-diferenciales, siendo posible estudiar afn a-



quellos en los que no es posible aplicar los criterios de las
transformadas. Este es el método del espacio de estaao, el

cual presenta algunas ventajas significativas con respecto a

las dos precedentes, entre las que destacan:

1l.- Es aplicable a 'sistemas lineales tanto invariantes

como variantes en tiempo; y de alto orden.

2.- Puede ser utilizado eficientemente en los casos de
sistemas de m@iltiple entrada y mGltiple salida, como

en los de entrada y salida simple.

3.~ Debido a que trata, en general, con ecuaciones dife
renciales matriciales, es muy adecuado para progra-

marse en una computadora.

4.- Su conocimiento es b&asico para abordat.el estudio

de control 6ptimo, ya gque solamente &stas té&cnicas
en el dominio del tiempo nos permiten optimizar los sistemas.
Esto es ahora totalmente factible pues con las computadoras e
lectrdnicas, aquellas bases tedricas conocidas desde hace mu

cho tiempo, pueden ser aplicadas en gran medida.

Analicemos un poco mas en detalle los fundamentos fI
sicos de esta teoria. En primer lugar se debe distinguir per

fectamente un objeto fisico, cuyo comportamiento en el tiempo



se desea analizar, de su correspondiente objeto abstracto
constituido por un conjunto de relaciones matematicas, las
cuales describen de la manera m&s exacta posible dicho compor
tamiento. De ahi que el modelo matemdtico puede prescindir
de muchas caracteristicas del objeto fisico, que no intervie-
nen en el fenbmeno estudiado; pero, debe contener todas las

relaciones entrada-salida gque determinan, se comporte en for

ma similar a aqguel.

"El estado de un objeto fisico es cualquier propie-
dad del mismo, que relaciona la senal de entrada con la de sa
lida y tal gue, al conocer la funcién de entrada para tiempos
t > tO vy el estado para t = tO se puecde determinar complgﬁa—

mente una finica sefial de salida para t > to"

El estado de un objeto abstracto es una coleccidn de
nGmeros que junto con la entrada g(t) para todo t > t, deter
mina de manera finica la salida ;(t), vy el estado futuro para
todo t > t,. Es decir, el estado representa en un tiempo t =
tor la historia pasada gque influirid en el funcionamiento del
ébjeto abstracto, tal gque fija en forma univoca una salida
§(to) correspondiente a una entrada a(to). Dependiendo del

estado, se tendrid un determinado par entrada-salida.

Una variable de estado es una funcidn del tiempo, cu

yo valor en cualquier instante determinado es el estado del



objeto abstracto. Se la denota con el vector x(t) de dimen-

sidén n.

El espacio de estado es el conjunto de todas las va
riables de estado ;(t). Ya gue pueden haber diferentes for
mas de representar las relaciones matemdticas que definen el
objeto abstracto; por ejemplo, utilizando combinaciones 1i-
neales de las variables de estado; la descripciép por e% es

pacio de estado no es fnica.

Debe observarse que el vector de estado §(t) como
funcidén del tiempo, depende ademds, implicitamente, del tiem
po inicial t,, del estado inicial z(to) = §o vy de la senal

-> > - -+ -+
de entrada u(t); de modo gque x(t) = ¢(t; t,, xo, ulr)) es u-
na trayectoria que puede ser representada en un espacio n-di

mensional a partir de t, y con t como un paré&metro implicito.

No siempre un conjunto de relaciones matemdticas re
presentan un objeto abstracto, es decir, describen el compoxr
tamiento de un objeto fisico. Es necesario que aguellas den
siempre como solucidn una funcibén de valor real ;(t) para to
do t > t,, dada una senal real de entrada 3(t) para todo t;
Yy adémés cumplan con el principio de causalidad de la rela-

cidn entrada-salida. Tenemos en tal caso, un sistema din&mi-

co, el cual puede ser estudiado en el espacio de estado si

cumple con las siguientes condiciones:



l.- Para todo t > t, existe un inico valor real de sali

da ;(t) dado el estado §o para el tiempo ty y un va

lor real de entrada G(T) para T > tg.

+
Donde: y(t) = nit, ¢(t; to, Xo, (1)), V(L) (1-1)
2.- Una finica trayectoria E(t; tor zo, 3(1)) existe pa-

ra todo t > t, dado el estado para el tiempo ty, V¥

un valor real de salida para todo t > t,.

3.- Una flnica trayectoria empieza de cada estado, es de

cir:

>+t (1-2)

para todo t, > t,

4.- Las trayectorias cumplen la propiedad de transicién:

b(t; ty, %(tg), ult)) = $(t; t,, x(t,), ult)) (1-3)

para t5 < t; < t

donde ;(tl) = $(t1; tor g(to), W(T))

5.- Las trayectorias §(t; tg, Eor U(1)) no dependen de

las entradas ﬁ(r) para T > t.

Para aclarar los conceptos anteriores, consideremos



el circuito eléctrico de la Fig. 1.1.

2R R
AN AVA
+ +
u(t) —— %c J:c, y(t)
_ . . _
FIG. 1.1

Las ecuaciones de malla del circuito de la Fig. 1.1

son:
. 4 1 4 1. _
2Ri, + 3c E i, - 3¢ E i, = u
4 1 4 1. .
—_ -1, - — =1, = Ri, + Yy
3C p 1 3C P 2 2
- 1 _
donde p = — ; == ...dt
dt P
Ademds se tiene que:
1 1
(t) == =1
Y c P 2

De donde se obtiene la ecuacidén diferencial que des

cribe la relacidn entrada-salida de este sistema:



2
1.5 R2c2 &Y L 45 e 4y = u (1.4)
at* dt

cuya solucidn es:

. t
(t) = A Mt L p er2t g p1 ell(t—r) + P, eKZ(t_T) u(t)drt
Y
t

con
0.242
A’l = ( —3 + E ) ~ -
2 RC R C
(1.5)
1 /19 2.758
Ay, = = ( 3+ — ) T - A
2 RC 3 R C
b 2 0.265
1 - 3 -
s/ Fre xe
P, = - P,y
Finalmente, para evaluar las constantes A y B, son
necesarias dos condiciones iniciales. 2Asi, por ejemplo, si
se conocen:
y(tg) = voltaje en el capacitor de salida, en el tiempo t=tg
gz»(to) = derivada del voltaje en el capacitor de salida, en

dt



~

el tiempo t = t, (corriente multiplicada por la constante é

Se obtiene:

d —
A= —2 (O vty - X (ty)) e Mto (1.6)
A=A dt
1 dy -
B = ( 2 (k) = My (o)) e r2to (1.7)
Ao—A1 dt ,

Con lo que la solucidn completa es:

l - —
v(t) = ——  y(ty) l:)\z JMlEmto) o (e to)} .
(A2—A1) )
1 a N i
+ R 4 (to) [elz(t to) _ ekl(t tO)J 4
()\2_>\1) dt
t
. F u[\ [91 M (BT b, ekZ(t_T)J u(t)dr (1.8)
to

Se tiene entonces gue:
¢
1.- El objeto fisico es el circuito de la Fig. 1.1 for

mado por 2 resistencias y 2 capacitores.

2.- El objeto abstracto se halla resumido en la ecuacibn



diferencial (1.4), en la que las funciones u(t) vy

3.- Es claro gue y(t) (ecuacién 1.8), es real para toda

u(t) real y para t > to; asi como también se puede
demostrar que el circuito cumple con las demds caracteristi-
cas de un sistema din&mico que puede ser representado median

te variables de estado.

4.- La solucidn de la ecuacidn (1.4) representa la sali

da del sistema (ecuacidn 1.8) y estd determinada de

manera Gnica por la funcidn de entrada u(t) para T > tg; ¥
por y(to) y,Ag% (to) » gque son un conjunto de nGmeros gque pa
rametrizan los pares entrada-salida, constituyendo, por 1lo
tanto, el estado del objetc abstracto en el tiempo t = tg.
Ios valores y(to) y %% (to) , fisicamente constituyen el vol

taje y su derivada respectivamente, en el capacitor de mayor

valor; es decir, el estado del objeto fisico en el tiempo t=

tg.
5.- E1 vector de estado ;(t) estaria conformado por las
funciones y(t) y g%-, de manera que:
y (t)
x(t) = | & (1.9)
dt

pudiendo ser representado en un espacio de 2 dimensiones.



Si utilizamos, por ejemplo, un sistema de coordenadas carte-

sianas, podriamos tener y(t) en las abcisas y%%

en las orde
nadas, con t como parémetro implicito y comenzando desde

t = tgo; obteniendo asi una trayectoria.

6.- Es posible considerar el voltaje vy su derivada en
el capacitor de menor valor como variables de esta

do, sin gue ésto ‘afecte a la solucidn del objeto abstracto.

Las relaciones entre estas nuevas variables de esta

do con las anteriores al tiempo t = tg son:

3 dyl
y(tg) = — [2y1(to) + RC — (to)]
4 dt
3 2 a
A (gg) = - = [ v, (tg) + 23 (tO)]
at 4 3 RrC dt

vy el nuevo vector de estado §(t) =

De modo que la descripcidn en el espacio de estado no es fini-

ca.

7.— E1 vector de estado ;(t), depende ademés de tg, §o
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y la sefial de entrada u(t); asi en la ecuacibn (1.9)

se tiene que:

y(t) = ecuacidn (1.8)
dy . - XA e)‘lt + A,B elzt + (P + Py) u(t)
dt i

que son las variables de estado para este caso.



1.2 TLINEALIDAD E INVARIANCIA RESPECTO AL TIEMPO

Un sistema es lineal cuando cumple con las propieda
des de homogeneidad y aditividad, las cuales se resumen en el

siguiente enunciado:

: N _
Para los estados x)(tg), gz(to); y las senales de
+ -+
entrada u; (t), u2(T); el sistema tiene las coxrrespondientes
-+ -
salidas: y,(t), y2(T) para T > to. Serd lineal si para dos

nimeros reales cualesquiera o, B; para el estado i?(to) =

a §1<td) + B §2(t0) y la sefial de entrada Ya (1) = a 31(1) +
B EZ(T); responde con una senal de salida igual a ;a(r) -
a §l(r) + B §Z(T) y su estado futuro es §3<T) = q ;1(1) +
._)_
B x,(T).
El sistema descrito por la ecuacidn (1.4), es lineal,

va que cumple con las propiedades indicadas en el parrafo ante

rior; asi, de su solucidn dada por la ecuacidn (1.5) se sigue

dque:
t

yl(t) = Ale)\lt_l_ Ble)\zt+ j [ple)\-l(t_-r)_'_ p2e>\2 (t—T)]ul('[')d‘['
tO

desarrollando:



v, (£) = v (to) [)\zekl(t—to)_ \ exz(t-to)] s
A2—X
1 dy. - _
+ (to) [eM(t to)_ Mt to)} +
Aa—A1 dt
t
N j [p A (E=T), p exz(t—r)J as (1) ar
to
t
y2 (t) = Azexlt+ Bzek2t+ Jf [blekl(t )+ p eXZ(t Ti} w, (T)drt
to
desarrollando:
1
)\2“)\1
1 dy N _
N ® (o) [exz(t o) At to)J .
>\2">\1 dt

. »
+ J( [P1ekl(t_T) + Pzekz{t"T?] u, (t)drt
t

0

representan las respuestas del sistema a las sehales ul(r) y
u, (1) independientemente, y con los estados zl(to) Yy Ez(to)

respectivamente. Ahora bien, si consideramos al sistema ideal
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de tal manera que cualquier voltaje de entrada es permitido,

es posible tener tambié&n cualquier senal de salida, lo cual

posibilita qué“d y B sean arbitrarios y se tenga que: para
-+ > >

u, (1) = au, (1) + Bu,(t); con x;(ty) = ax, (ty) + Bx,(ty) 1la

salida serida de la forma:

1 - (£—
ys(t) = Vs (to) [lze“(t Eol_ j,et2(® to)] +
Ax—Xy
1 dy _ _
N ® (eg) [exut to)_ M (t to)] s
Aa—=X1 dt
t
+ Jf [%1exl(t_r) + P eXZ(t—T{lua(r)dr :
to
ahora: P
( ~
N v, (to) a y,(tg) + B vy, (ty)
xa (tO) = =
dy, dy, dy .,
(to) a (tog) + B (to)
dt at dt
Desarrollando y, (t) se obtiene:
ya(t) = o y,(t) + B y, (t)
ry3(t) a Yl(t) + B yZ(t)
demés: X, (t)= = = aX, (t) +BX, (t)
a . 3 dya dyl dy2 1 2
o + B
at J at dt J
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En cambio si tenemos, por ejemplo, un sistema en
que: y(t) = u sen y(t,) ; entonces:
y,(t) = u, sen yl(to) respuesta a una senal u, (t), con condi

cidn inicial vi (tg)

y,(t) = v, sen y, (t,) respuesta a una senal u,(t), con condi
cidén inicial y (t,)
2
Para: u,(t) = a u,(t) + B u,(t) ; con condicidn i-
nicial: y,(ty) = a y, (ty) + B y,(ty) , se tendrd la respues

ta: y,(t) = u, sen y,(ty) =
= (au, + Bu,) sen (ay,(to) + By, (to))
= ou, sen (ay, (to)-+ By, (ty)) +
+ Bu, sen (ay, (ty) + By, (ty))

# ay, (t) + By, (t)

Por lo tanto este sistema no es lineal; ya gue 1la

condicidn de linealidad sblo se cumple para y, (tg)=y,(ty) =0

Es importante observar gque en un sistema lineal se
cumple el principio de superposicidn para g(t)sio con ;(to)==0
+ + '
y para x(tg) # 0 con u(t) = 0; pero, no los dos a la vez.
Ademés; no siempre un sistema que cumple con superposicidn pa
> > -
ra u(t) # 0 con x(tg) = 0 y para x(tg) # 0 con ﬁ(t) = 0 ;

es lineal. Asi, en el circuito de la Fig. 1.1, gque, como se
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ha demostrado, es lineal; si la entrada u(t) es un voltaje
de la forma (A + B cos wt), se podria aplicar superposicién
f calcular separadamente su respuesta a la senal Ay a la se

nal B cos wt ; siendo la suma de estas dos respuestas, la res

puesta a la senal original, siempre y cuando el voltaje ini-

cial en los capacitores ‘haya sido cero.

Un sistema es invariante con respecto al tiempo cuan
do un desplazamiento del vector de entrada E(t) en el tiempo,
tal que El(t) = ﬁ(t+r), produce en la salida ;(t) un corri-
miento igual, tal que ;1(t) = §(t+r). Matem&ticamente ur sis
tema invariante en el tiempo no tiene coeficientes de los es-
tados que varien explicitamente con el tiempo.

Asi por ejemplo el sistema descrito por la ecuacidn:

2
Y + 2 ¥4 p y = c u(t) ;
dat dt

con a, b, ¢ constantes y con salida y(t), eé invariante en
el tiempo, va que si1i 1T =t + T ; donde T es un intervalo de
tiempo => dt = dt ; y la ecuacidn resultante en la variable
independiente f serd de la forma:

2 d
dY + s F 4 p y = c u(t) ;

ar ar

gue es eguivalente a la original; con u(t) = u(t + T)



yv(t) = y(t + T).

En cambio un sistema con relacidn entrada-salida de

la forma: %% + £ty =u, es variante en el tiempo, pues:

si T=t+ T
=> dt = dt

= d¥ + (Tt - T) y = u ;

cuya respuesta evidentemente, no es equivalente a la del sis-

tema original.

Muchos sistemas fisicos son lineales dentro de un de
terminado rango de variacidn de sus variables; sin embargo,
en general todo sistema es o puede llegar a ser no lineal en

alguna regidn de su funcionamiento.

Como se ha indicadec, las té&cnicas de variables de es

tado son aplicables a sistemas lineales tanto invariantes co
"mo variantes en tiempo. De ahi que pueden ser utilizadas en
el analisis de sistemas no lineales gque muy frecuentemente pue
den ser reducidos al caso lineal variante en tiempo. Esta 11
nealizacidn es factible cuando el sistema no lineal estd tra

bajando en una pequena zona alrededor de un cierto punto de

funcionamiento.
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Consideremos un sistema descrito por una ecuacidn di

ferencial no linéal de orden n ; de la forma:

n ay Ay
S“_X:ET (yp — 4+ «vee , —m— , v, t) (1.10)
at™ at ae??

si definimos las variables:

v, = V¥
a
y, = &
at
.- &ty
o geh?

entonces el sistema podria quedar definido por n ecuaciones
diferenciales no lineales de primer orden, de la siguliente ma

nerxa:

. : (1.11)

n-—a
BTl = vy,

|

g ( Yis Yor cees o Ynl u, t )
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En general podriamos tener el siguiente sistema de

n ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden:

d
gy = £, (¥,9 ¥Ypr v+« 4 ¥Ynr u, t)
dt
dy . '

2 = £, (Y1s Y20 <o+ 4 ¥ns» v, t)
de (1.12)
dyn

= £y (Yir Yor oo Ynr 4. t)
dt
Si el punto de funcionamiento corresponde a:

Yy, = b, 3 ¥, = ¢ 5 ««.. i ¥Yn = $n ;i W = 1w , con condiciones
iniciales y,(tgy) ;7 v,(tg) 7 .... i ¥yn(ty) i y las variacio-

nes alrededor de éste son pequenas tales gue las nuevas con

diciones iniciales son:

v, (to) = vy, (tg) + x, (o)

Y (ty) = v, (ty) + x, (to)
at '

dn—1
€ Z (ty) = yplto) + xp(tg)
dt

con y; = ¢, + X, ; Y, = ¢, + X, ; ... ; Yn = bpn + Xp
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u=uw+ v donde v tambi&n es pequeno, se obtiene que:

d(e, + x,) '
= fl (d)l*xll ¢2+X2I RN ¢n+xn, v + v, t)
dt ,
d(¢2 + Xz) .
= f2 (¢1+X1’ ¢2+X21 s e ey ¢n+Xn' uH-V, t)
dt
d(¢ppn + xn)
= £ (0,+xy, $,+X,, .oy OntXp, wtv, t)
dt

Este nuevo sistema puede ser expresado desarrollando
£,, £f2, ..., £, alrededoxr de ¢,, ¢,, ..+, $n, w; por medio
de una serie de Taylor, despreciando los términos de orden ma

yor o igual a dos; tal que:

d¢,  dx, _ 3f,.  of, 3F, 5F,
+ = f1(¢1l¢21--~l¢nrm;t) + X1+ X,+...+ Xn + X

d¢2 + dx — .

dt dt

ag,  ax 3 f B f 3f, of

e + —= = f:L’),((bl l¢/zr ce . rq)nrw B+ "“—n'xl"' nX2+. . .+—len+—nv

dat dt 9y, 3y, 3Yn au



af5
donde —~ es la derivada parcial de f£i (y,,Y2s-++s¥Yn-u,t)
23 9f+
respecto a ij”evaluada en el punto y4 = ¢j ;Y = estéd
) Ju
evaluada en u = W.
a5 _ ¢ .
Como = £;(9,,%9,,...,%6n,w,t) , se obtiene que la
dt

nueva ecuacién que define el sistema es:

- N . N -
(e, of, 3E, (3£,
xl s ° 0t Xl
dy; 0V, 3Yp Ju
3f, of, of, 3f,
X e e . . X,
2
_ Byl 9Y, Byn ou
da = _ + |- v (1.13)
dt . .
o f of of o f
Xn _E __E T, _n_ 151 __n_
oy, 3y, 'c)yn/J du
/ “ . A A

la misma que es lineal y, en general, variante en el tiempo.

Asi hemos conseguido linealizar el sistema para rea-
lizar su an&dlisis en la zona escogida, mediante el método del

espacio de estado.



1.3 DIAGRAMAS DE FLUJO

En esta seccidn se presentan dos formas de obtener
las ecuaciones de estado a partir de la ecuacidbdn diferencial
que define la relacibén entrada-salida de un sistema continuo,

lineal e invariante en tiempo.

El método a seguirse consiste en obtener un diagrama
de flujo del sistema en base a su ecuacidn diferencial; y de
este diagrama deducir una representacidn adecuada en el espa-
cio de estado. Debe observarse que el diagféma de flujo pue-=
de ser utilizado directamente para la simulacién del sistema

en un computador analdgico.

Para sistemas lineales invariantes en tiempo sdlamen
te son necesarios tres elementos simuladores, los cuales se

indican a continuacidn:

1.- Sumador: suma (o resta) dos o mas variables, tal co-

mo se indica en la Fig. 1.2.

2.—- Multiplicador: multiplica una variable por una cons-

tante positiva o negativa, como se in
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dica en la Fig. 1.3.

= U.l (t)—uz (t)+. ..+ui (t)+.. .—un(t)
FIG. 1.2.
%®—> y(£) = K u(t)
FIG. 1.3.
L. 3.- Integrador: realiza la integracidn en el tiempo de
una variable, considerando ademé&s una

condicidn inicial que puede o no ser explicita en el diagrama,

como se indica en la Fig. 1.4.
(to)
t

y(t) = y(ty) + J[ u(t) 4art
: t

u(t)

o]

FIG. 1.4.



De los tres simuladores, el Gnico elemento din&mico
o con memoria (cuya salida depende tanto de la entrada como
de su salida anterior) es el integrador. De ahi que la sali

da de un integrador con condicién inicial arbitraria, puede

ser considerada como una variable de estado.

Las dos formas de hallar las ecuaciones de estado

que definen un sistema, mencionadas anteriormente son:

a) Un sistema continuo, lineal, invariante en el tiem-—
po y de orden n, puede ser representado por una ecua

cibn diferencial de la forma:

n n-1
Py +a;, p vy + oo+ 0 Py + any =

= Bop'u + B, D pu + 8 u (1.14)

donde el opexador p = .
Como los aji son independientes del tiempo, se puede
escribir que:

p- (y — Bou) + pn_l(uly - Byu) + ... +p (e, ¥ - Bhoiu) +

. aa n
to Yy - Bnu = 0. Dividiendo por p Yy reordenando se tiene:



1 .
y = Bou + = (Byu - a,y) + ... +

+1 (g - a_y) (1.15)

La ecuacidn (1:15) puede ser representada por el dia

grama de flujo de la Fig. 1.5.

u(t)

y(t)

wzl_
)

FIG. 1.5.

La salida de cada uno de los integradores puede ser
considerada una variable de estado, como se ha indicado en
la Fig. 1.5, obteniéndose la siguiente representacidn en el

espacio de estado:



y = X; + Bju

il = - a,y +-%X, + B,u

: (1.16)
Xn-) = - dn—ly + %n 6n-—1u

X, = - uny + Bnu

En (1.16) si reemplazamos "y" de la primera ecuacidn
en las demé&s, se obtiene en forma matricial la siguiente eeua

cidn de estado:

- / AN - N e N\,
Xl —(11 l 0 0 Xl Bl - al BO
X, -0, 0 1 o [x2 B, — ¢, Bg
d__- — . . . . . + . u
dt .
X —aL 0 O0.... 1 xn_l Bn—l - an_l Bo
X, | =y 0 0 0 X Bn - o Bo
e -~ ~
- N
(1.17)

con la ecuacidn de salida:

(L 0 . . . . .0 0y |*2 + Bou (1.18)

(o
Il
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b) Otra forma de obtener una representacién en el espa

cio de estado es despejando "y" de la ecuacibn (114)

de modo que:

BOPn + Blpn—l + ... + By P t+ By

y = u (1.19)
n n-1 o
p + o,;p + ...+ dn—lp + o

n

la cual puede ser escrita como:

. (Bl—algb)Pn_l tooot (Bpoy-op_,Bolp + (Bn_anBO)
y = Bou + h
n n-1 + +
P o, p PP an_lp Gn

{1.20)

Factorizando el denominador se pueden tener, en gene

ral, dos casos:

a) raices (polos).no repetidos

b) raices (polos) repetidos

Como el caso b) es el mé&s general, se considerarid un
sistema en el cual el denominador de la ecuacidn (1.19) ten-
ga una raiz repetida. De ahi la generalizacidén no encierra

ninguna dificultad.

Sea entonces:
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n n-1 : - . LV, _
p + ap toooota Pt oo = (prha) (pA2) (PoAg,,) e s (PAL)
(1.21)
Reduciendo (1.20) a fracciones parciales se obtiene:
Piu Pou P3u p u 0 u
y = Bou + + + TR . B

v -
p-A1 (P=A2) (p-Az) 0 !

(1.22)

ILos residuos Pj pueden calcularse de la siguiente manera:

p. = (Bl_also)kin—l teeod (Bn*l_an—lso)xi + (Bn_dnso)
i =

v
(Ag=A1) (Ag=Xz)  (g=Ayy,) v e Og=hy ) Og=20 ) eee (=2))

(1.23)

para las raices no repetidas; y para las raices repetidas.

P, = (p-21)" £(p) K=1,2,...,v
(x-1)! @™ - =X,

donde f(p) es la fraccidn polindmica en p de (1.20).
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La ecuacidén (1.22) puederser representada por el dia
grama de flujo de la Fig. 1.6, el cual se conoce como diagra-

: ﬁa de flujo de Jordan.

Considerando la salida de cada integrador wuna varia
ble de estado, como se ha indicado en la Fig. 1.6, se obtiene

la siguiente representacibén en el espacio de estado:

X, = A; X, +u
X, = A, X2 + Xj

Xy = Ay X3 + X,

(1.25)
X, = A, X, + X
= b4 + u

v+1 A2 v+l

' . X + u

v+2 lv+z v+2 3
¥ = X + u
*n >‘n n
vy = Bou + Pyx, + Pox, + Paxy + ...+ Dv ?‘v+ pv+1 X +

+ P X + ... + P x



u(t) y(t)

v
<
+
-
+
\\_/

Xy+1

+
+
+
>
<
v
>
W
+
<
<
~
+
4

FIG. 1.6

Diagrama de flujc de Jordan con X,

como una ralz v-veces mltiple.



En forma matricial se tiene,

d e w s N -
X, A, O 0 o . 0 0 0 0 X, 1
o Tt 1
Xy 0ol x2 1 0 0 0 : 0 0 X, 0
I
| I
X4 010 A2 1 ...0 oI[o 0 X, 0
[
I
; . .
I
| |
= [ I +
X, 0 | 0 0 0 ... A, 1 |0 0 X 0
1 I
I
|
X 0 I 0 0 0 ... 0 Ao O .. 0 X o 1
—— e e -
Xon 0 0 0 0 ... 0 0 Aggst® 0 X 1o 1
X 0 0 0 0 . 0 0 0 Ay X 1
~ e ~ - N J N J
(1.26)
(%,
X2
X3
- ¢ *v
= Py Py Pa eeet PP P e P + Bou
v+l
v+2
“n | 11.27)
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lL.as ecuaciones (1.26) y (1.27) constituyen la forma
canbénica de Jordan de las ecuaciones de estado, del sistema

definido por la ecuacidn (1.14). En la matriz n X n se obser

va que:

- Los polos del sistema se hallan en la diagonal princi-

pal.

- Por cada polo v-veces mltiple, aparece un blogque de
orden v X v, denominado BLOQUE DE JORDAN, como el que
se indica encerrado en un cuadro de lineas punteadas

y que corresponde a la raiz i, de multiplicidad v.

- Un blogque de Joxrdan de orden v X v tiene (v -1 ) unos

sobre la diagonal principal.

- Todos los dem&s elementos son iguales a cero.

Ejemplo:

Se desea obtener los diagramas de flujo y las ecua-

ciones de estado correspondientes, del sistema de la Fig. 1.1.

a) La ecuacidn (1l.4) que define el sistema, puede ser es

crita en la forma (1.15), tal que:

1
= (O R G . R (1.28)
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El diagrama de flujo correspondiente se muestra en

la Fig. 1.7.

AR l vt

FIG. 1.7.

De donde las ecuaciones de estado son:

( N\ Ve 3 N - ~ / N
X, - — 1 X, 0
R C
4 - + u
dt
1 1
X, - 0 X, —_—
J 1.5 r2c? J 1.5 R2c?
N ~ J ~ N Ve
(1.29)
X1 '
v = (1 0 ) + 0 u (1.30)



b) La ecuacidn (1.4) puede ser escrita en la forma (1.19)

(1.31)

tal que: ‘
1 u
1.5 R*c? B, u
Yy = = "
p? + 3 b + 1 . p° + o,p + a,
R C 1.5 rR*C?
gque corresponde a (1.20) , ya que By = 0.
Factorizando el denominador de (1.31)
. 3 1
p°+ —p + —— = (p - A, )P - X3)
R C . 1.5 R%c?

14

R C

donde A, - (V/ggﬂ\_ 3 ) . 0.242

?

1 (\/1—_9_‘+3)~_2.758

2 RC 3 R C

>
N
Il

se obtiene:

Finalmente, separando (1.31l) en fracciones parciales

se encuentra:
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1 0.265
donde: P, = =
1.5 /2 re R C
- 3
P, = = P

El diagrama de flujo correspondiente a la ecuacidn

(L.32) se muestra en la Fig. 1.8.

u(t) + -y (t)

FIG. 1.8.
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De ahi las ecuaciones de estado correspondientes

son:
e N e N e ~N \,
X, _0.242 0 X, 1
R C
d = + u
dt
x, 0 _2.758 %, 1
R C
N - N P P N
X,
_ | 0.265 -O'_ﬂ + 0u
Y R C R C



1.4 ECUACIONES DE ESTADO Y DE SALIDA

Un sistema qonpinuo, lineal y de orden n, con m entra
das y K salidas; puede ser representado en el espacio de esta
do en forma similar a la dada por las ecuaciones (1.17)y(1.18)
o por (1.26) y (L.27), con la diferencia de gue la entrada es
ahora un vector g(t) con m componentes, y la salida'un vector

;(t) con K componentes.

Las ecuaciones de estado tienen asi, en general, la

siguiente forma:

ax (Aw))F + B
(1.32)
Cw)x + Dw )3

it
Il

donde: §(t): vector de estado; longitud n
K(t): vector de entrada; longitud m
;(t): vector de salida; longitud K
EA(t)J: matriz real de orden n X n
EB(t;]: matriz real de orden n X m

[C(t{]: matriz real de orden K X n

[ﬁ(t)]: matriz real de orden K X m
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En el caso de sistemas invariantes en tiempo, las ma

trices A, B, [ y )] son constantes.

Ejemplo:

Se tiene el sistema de control de wvelocidad de la Fi

gura 1.9 y se desea encontrar su representacidn en el espacio

de estado por las dos formas desarrolladas en la seccidén 1.3.

FIG. 1.9,
CONTROL DE VELOCIDAD

El diagrama de bloques se muestra en la Figufa l1.10.



-~
. < &8
Er(s) X 1 |~T & | —1 6(s)
~ . SLy+R, Ko TS
E_(S) w(s
e Ke . (s) s
E, (S)
(@)
Kg
FIG. 1.10.
DIAGRAMA DE BLOQUES DEL CONTROL DE VELOCIDAD
DE LA FIGURA 1.9.
Del diagrama de bloques, fdcilmente se obtiene:
E_ (s) KK K_ S
o
= T 9 (1.33)

3 2
Ex (s) La J 8" + RgJ S° + (K, K, + KK, Kg)S

gue corresponde a la ecuacidn diferencial,

La J p° eo + Ry J p? ep + (K, Re + KK, Kq)p ep = KKy Kg D ey

dividiendo por La J p obtenemos:

Ra Ky Ke + KKy Kg KKy Kg

La - La J ) La J

(1.34)



(1.

es
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a) Primera Forma.

La ecuacidn (1.34) corresponde a la ecuacidn

Ky Ko + KRp Kg

Ly J

(1.35)
KKy Ky

La J

De manera que el diagrama de flujo correspondiente

el de la Fig. 1.11.

e, (t)

FIG. 1.11.
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vy las ecuaciones de estado:

s s o AN e
R
%1 -2 1| |x, 0
La
a = + er (1.36)
dt
K, Ke + KK, Kgq KKy Kg
La J | La J
v
X
ec = (1 0 ) + [0} er (1.37)
X

Se identifican claramente las matrices de las ecua-
ciones (1.32):

Ra
La

K; Ke + KKp Kg .

La J




b) Segunda Forma (Forma de Jordan).

Despejando ey de la ecuacidn (1.34) se tiene:

B2
e = er
p” + a,p + a,

con o&,, 6,, B, , dados por (1.35). Factorizando ahora el de-
nominador y suponiendo polos diferentes se obtiene:
Bz pl pz
epn — ey = er + er
(P — M) (p = A2) P - A P - X

donde Ay_2 =
2
B2
P, =
Ay = A
B
p, = z
XZ - kl

El diagrama de flujo es el de la Figura 1.12.



ey (t)

FIG. 1.12.

y las ecuaciones de estado son:

X, A
9_ =
dt

X, 0
eo = ( pl : p2

0 X,
+
Ay X,
~N
x

er

eq (t)



donde:
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CAPITULO SEGUNDDO

TRANSFORMACION DE SEMEJANZA Y

FORMA CANONICA DE JORDAN

Valores y vectores propios de una matriz

Transformacidn de semejanza y forma

candnica de Jordan
Cdlculo de los valores propios.- Mé&todos -
Calculo de los vectores propios.- Casos

Obtencidén de la matriz transformadora "T”
v de la forma de Jordan ”J”.- Desarrollo

de los programas corxespondientes.



2.1 VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

En la teorfia de Control Moderno son muy importantes
los conceptos de valores propios y vectores propios de una

matriz cuadrada real A, nxn.

Un valor propio de una matriz A, nxn ; es uno de los
. . - >
escalares A que dan lugar a una solucidn no triwvial (x # 0)

de la ecuacibdn
- -+
Ax =2xx : (2.1)
Para cada valor propio A4, existe por lo menos una
.- el A -> -+ . -

solucidn xji de la ecuacidn Axi = AiXi ; este vector xi se de
nomina vector propio de la matriz A, nxn.

La ecuacidn (2.1) puede ser escrita como:

=

(A-x)x=0 (2.2)

de tal manera que, por la teoria de sistemas de ecuaciones si

multéneas homogéneas, se conoce que la ecuacidn (2.2) tiene

una solucidn no trivial si, y sblo si la matriz (A - A]) es



singular; é&sto se cumple siempre gue:
det (A - A) =0 (2.3)

La ecuacidn (2.3) se denomina ecuacidn caracteristi
ca de A; y el término iZguierdo de la misma, polinomio carac
teristico. L.a solucidn de la ecuacidn caracteristica nos da

los valores propios de A.

El polinomio caracteristico es de orden n, de modo
que (2.3) tendrid como solucidn n valores propios. En general,

algunos de éstos pueden ser repetidos.

Ejemplo:
-1 2
Sea la matriz A = La ecuacidn de valor pro-
pio es: 3 >
_l 2 Xl X1
= A
3 5 X, X,
que puede ser escrita como:
-1 -2 2 X,



La ecuacidn caracteristica es:

entonces, (-1 - A)(5 - X) - 6 = 0 b AZ - 4) - 11

Il
o
~

su solucidn estd dada por X, = 2 + Y15 = 5,87 ; X, = 2 - Y15=

-1.87; que son los valores propios de la matriz A.
Los vectores propios correspondientes son:

Paxa X, = 2 + Y15 :

de donde x,, = (——) x,,; . Asi el vector propio §1 es:
v1is5 - 3
+ -
Xy T |— | ¥;, ; con xX,,= escalar difexente
Y15 - 3 de cero.



Para A, = 2 — V15 :

-3 + V15 2 X1,
= 0
- 3 3 + Y15 X,,
3 x
de donde: x,, = - .z
3 + Y15
Yy 1
;2 = 3 Xy, ;j con x,, = escalar di
3 + Y15 ferente_de cero.

Como se observa-en el ejemplo anterior, los vectores
. . . . . - -
propios son de longitud arbitraria ya que si Ax = Ax , tam-
. > > - . -+
bién se cumple que fAax = afAx = aix = A(ax) ; es decir, (ax)
es tambi&n un vector propio de A, para cualguier escalar a di
ferente de cero. Es conveniente normalizar a la unidad 1la

longitud de los vectores propios.

En generxal, los valores propios de una matriz real
Anxn son complejos, al igual que las componentes de los vecto
res propios; de ahi que todo el andlisis se desarrolla en el
campo de los nGmeros complejos. As{ lo requiere la discipli-

na cientffica que aqui se trata, como es el Control Moderno.



2.2 TRANSFORMACION DE SEMEJANZA Y FORMA CANONICA DE

JORDAN .

Para ingresar en este tépico volvames a considerar
la ecuacidn general de estado (1.32) para el caso invariante

y de excitacibn nula:

- .
94X - A% (1) (2.4)

dt

Si suponemos un estado inicial, para el tiempo t=t,,

representado por ;(to) y realizamos el siguiente cambio de va

riables:

-1 >

vty = T X(t) (2.5)

donde T es una matriz compleja nxn, no singular; se consigue

que la ecuacibn original de estado se convierta en:

N
T =pATvE)

dt

W T AT T (2.6)
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Si ahora en la ecuacidn (2.6) de alguna manera se lo
gra que el producto T' AT sea una matriz diagonal, entonces

el conjunto de ecuaciones se convertiria en:

N \‘ e N
y, (t) A; 0 0 .... O y, (£)
Yz (t) 0 Az 0 e e . 0 Y (t)
d _ 02 (2.7)
It 0 0 X3 .... O :
¥p (£) 0 0 o0 | |yp ()
N re \ e L /

Dando lugar asi a la forma candnica de Jordan de la
ecuacidn de estado del sistema, gque corresponde a la dada por
(1.26) en la cual u(t) = 0 y todos los blogues de Jordan son

de orden 1.

Para cada variable de la ecuacidn (2.7) se cumple

que: ézééEL = Af yi(t) , de modo que la solucidn es yj(t) =
yi(o) elit ; pudiéndose encontrar la solucidn z(t) en forma

mucho mis fdcil a partir de la ecuacidn de transformacién
(2.5):

> -

X(t) = T;(t) con Y(o) = T~ X (o)

No siempre es posible encontrar la matriz ] que per-
-1
mita que | AT sea diagonal; sin embargo, se puede en dichos

-1
casos hallar [ tal que T AT sea "casi" diagonal ( forma de



Jordan) como se ver&d més adelante.

SEMEJANZA DE MATRICES:

Dos matrices A y B se llaman semejantes cuando exis-

te una matriz no degenerada | tal que:

B=T" AT (2.8)

-1
A la transformacién | = A] se denomina transformacién
de semejanza. También se dice que la matriz B es la transforxr

mada de A por T.

Algunas propiedades importantes de una transformacidn

de semejanza se dan a continuacién:

1l.- Dos matrices, semejantes cada una a una tercera, son

también semejantes.

2.- bPara transformar una suma de matrices por T es sufi-

ciente transformér por T cada sumando, es decir:
-1 -1 -1 —1
( ... =
THA A+ AT = TOATHT A T4+ T AT (2.9)

3.- Para transformar un producto de matrices por T es su

ficiente transformar cada factor:



-1

TOAA, - AT = T AT T AT T AT (2.10)

4.,- Para transformar una potencia de una matriz es sufi-

ciente transformar la base de la potencia, es decir:

_l_._.l Am T (T-—1 A T)m : | (2.11)

5.- El valor transformado de un polinomio en una matriz
es igual al valor del polinomio en la matriz trans-

formada, es decir:

-1 . -1 .
T +tWA T=£0 AD (2.12)
6.- Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio ca
racteristico y por lo tanto los mismos valores .éro—
pios. De ésto se deduce que las matrices semejantes tienen

trazas y determinantes iguales.

Interesa en el presente trabajo, el encontrar una ma
triz transformadora | tal que la transformada de A por | sea
una matriz diagconal o de la forma de Jordan que se indica a
continuacidn. De esta manera ser& posible convertir 1la ecua
cidn (2.4) en una del tipo de (2.6) que sea la expresidn mas

simple posible.

Es necesario aclarar gue para encontrar la solucidn
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§(t) de la ecuacidn de estado (1.32), serd mds conveniente a

plicar un método de solucidn de sistemas de ecuaciones dife-

renciales como €l de Runge—-Kutta, Adams Bashforth, etc. en un
computador digital o simular en un computador analbgico. Sin
embargo, el conocimiento de la matriz | permitir& encontrar
la matriz de transicidn de estado para sistemas de orden ele
vado y ademds serd muy Gtil para el estudio de controlabili-

dad y observabilidad de los mismos.

FORMA CANONICA DE JORDAN.

La forma de Jordan es una matriz triangular superior

que presenta la siguiente estructura general:

Lia O 0
_____ ._i.__._.__.._‘
L2y )
F————q————
' |
|
l___ |
_________ 7
g - | L, )
e e e e ey ——
1Ly o (X)) |
e Lo
, . |
T I
' !
0 | Linp (Ap)
(2.13)

En &sta, cada | ji(Xi) es una matriz triangular supe



rior denominada bloque de Joadan. Con un mismo valor Aj pue-
den estar asociados varios bloques de Jordan, pudiendo entre
ellecs diferenciarse en su dimensibn seglin cada caso particular.

La configuracidn de un blogque Lji (Ai) es la siguiente:

N
(/Ai 1 0 . 0
0 Aq 1 0
L3i(xi) =] O 0 Ai .. 0 (2.14)
0 0 0 .o A i

7

donde- 1la diagonal contiene los A{ e inmediatamente sobre ésta
y a la derecha se tienen unos. Todos los demds elementos de

la matriz de Jordan son cerocs.

A continuacién se presentan dos ejemplos de matrices

con la forma de Jordan.

Sea:
AN
ﬁl 1 :o 0 0 0
0 -1 fo 0 0 0
S ;
0 0 5 1 0 | ©
J = | |
' 0 0 : 0 5 1 :o
I |
0 0 0 0
L_______E_Lf_
0 0 0 0 o: 5
|



Esta es una matriz de la forma de Jordan, constitul

da por 3 blogues de Jordan en su diagonal, los cuales son:

1 l‘ 5 1 0
|-11(>‘1) = X 1 7 L12(>\2) = |0 5 1 H I—ZZ()\z) = [5]
0 0 5

Se observa que siempre gue aparece un cero scobre la

diagonal, aparece un limite entre 2 blogques de Jordan.

Sea,
1-51] 0 0 0 0
=1
0 11+j11 O 0 0
._._._t_ ______ _l
| |
0 0 [0 0o | 0
l —_—
0 0 0 o I 2

Esta matriz también tiene la forma de Jordan y los

blogues |.ji(Xi) son:

1l

‘ EEEES
[ . 1] ; Ly (hy) = [2}

L, = (2 -5 1] ; Liz (X))

Lis(Xs)
0 0

Segfin esto, una matriz diagonal tiene también la for



2.3 CALCULO DE LOS VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ. -

METODOS.

Una matriz cuadrada real A, nxn tiene, como se ha in
dicado previamente, n valores propios, que son las raices del
polinomio caracteristico p(A) = det (A - XI).  Adem&s como los
coeficientes de é&ste son reales, si existe un valor propio com

plejo Ai, su conjugado Ai* también seri un valor propio de A.

Existen diferentes métodos para el cdlculo de los va
lores propios. A continuacidn se presentan algunos en forma
muy resumida y general, con el objeto de dar una idea de las

ventajas y desventajas de los mismos, asi como también para a

clarar el método a utilizarse para el efecto en este trabajo.

En el cuadro 2.1 se indica el resultado de un estu
dio realizado sobre las diferentes formas de evaluar los valo
res propios de una matriz A, nxn. Estas consisten brevemente

en lo siguiente:

I.- Obtener p()) por expansidn del determinante de
(A-21) v luego calcular los ceros'{ki}iil de p(A) por medio

de alguna técnica para hallar las raices de un polinomio.



Matriz real

Anxn

® @ @ O,

Obtencion del polinondo L‘alcular vl valor pro- Catcular los coeffcien- partir de "D oblener
caracteristico p(A) pio dominante Ay (Método tes de p()) wutilizando por sucesivas transf.
p(x) = det (A— kI) de potencia). ’ el teorema de Cayley-Ha| . |de semejanza, la forma
milten. de Hessenberg.
Y
[
Calculo de los valores Obtener el resto de va| Calcular los valores
prapios como 13s rai- lores propios por el pro propios: raices de
ces de p(2) =0, ceso da contraceion, p(r) =0,
Estimar en que regidn Algoritmo
del plano S se hallan
las rajces de p(A)=0 QR

Evaluar p(a) sin nece L -
sidad de conocer sus
coeficientes.

ST plug)=0 => uf = X

CUADRO 2.1

Métodos para calcular los valores propios de

una .matriz real A, nxn

es préctica. Para evitar ésto, se puede utilizar el teorema

de Cayley-Hamilton y calcular los coeficientes de p(A) en for



ma simple y fAcil de llevar a cabo; pero, se debe tener cuida
do en su uso pues en general los coeficientes no pueden ser
calculados sin error debido al redondeo y puede aparecer el

’

problema de un p(A) mal condicionado.

IV.- METODOS QUE UTILIZAN LA TRANSFORMACION DE SEME-

JANZA.

.

{ .
a) A partir de la matriz A obtener una matriz de

Hessenberg por medio de sucesivas transformaciones de semejan
za. Estimar en qué regidn del plano complejo S se van a en-—
contrar los valores propios de A, para lo que existen teore-

mas adecuados y entonces evaluar p(o) sin necesidad de calcu-

lar sus coeficientes. Cuando p(a) = 0, entonces a es un valor

propio. -

\
b) Una vez obtenida la matriz de Hessenberg como en
a), aplicar el algoritmo~QR para encontrar los valores propios

\

de la matriz A.

c) Si la matriz A es simétrica, utilizar el método de
Householder que es m&s eficiente gue los anteriores pues es
menos sensitivo al error por redondeo al no requerir ninguna
contraccidén ni el cédlculo de los coeficientes del polinomio ca

racteristico.



TEOREMA DE CAYLEY - HAMILTON.

Sea A una matriz real arbitraria nxn con polinomio

. _.n n-1 _
caracteristico p(A) = A" + a X + ... +a_x+a, =0, en
tonces se cumple que:

n n-1 _
AW+ a,A + ...+ an_lA + anI 0 (2.15)

MATRIZ SUPERIOR DE HESSENBERG.

n

Es una matriz cuadrada {hij} =1 para la cual se

i,
cumple que hij = 0 para todo i > j+l. Asf por ejemplo una ma

triz superior de Hessenberg 5x5 tiene la siguiente forma:

"% x X X xﬂ
X X X X X
H = 0 X ¥ X X (2.16)
0 0 X X X
0 0 0 X X

diagonal

subdiagonal

aLcorITMO QR.

De todos los métodos disponibles en el presente para
el cidlculo de los valores propios, el algoritmo QR es conside

rado por los expertos como el mejor para la implementacién en



un computador digital, porque es muy estable en el sentido que
‘él error por redondeo no afecta seriamente la exactitud del
c8lculo de los valores propios. El fundamento de este algo-

ritmo es el siguiente:

Se desea transformar la matriz A, nxn en una matriz

triangular en blogues B, nxn de la forma:

N
A, AL e .
0 A, eeeee -
B = . A ' (2.17)
| o 0 ... -

donde cada Aii es una matriz cuadrada 1x1 & 2x2.

La transformacidn debe ser tal que los valores pro-
_pios de la matriz B sean los mismos de la matriz A. Al ser
asi, los valores propios de la matriz B se calculan f&cilmen-
te, pues son los valores propios de cada uno de los bloques

Aii, como se demuestra aplicando la expansidén de TLaplace al

dget (B - A[).

Para conseguir dicha transformacidn, se sigue el pro

cedimiento dado a continuacidn:



1.- Reduccidn previa de la matriz A a la forma de Hessen
berg H, por medio de sucesivas transformaciones de
semejanza. Este paso disminuye grandemente el nfimero total

de operaciones del algoritmo {R.

2.- Aplicar el algoritmo (R a la matriz H encontrada, vy
luego sucesivamente. Esto consiste en:
Para K =1, 2, 3, .....

a) Factorar Hp = Q¢ Uk

donde QK es una matriz ortogonal, y

UK es una matriz triangular superior.

Siempre es posible esta factorizacidn y existen varios métodos

para ello.

>

b) Hallar H ., = U, Q, = QI"CIHK Q, (2.18)

Se puede demostrar gque H también tendrd la for

K+1
ma de Hessenberg.

3.- Aplicar repetitivamente el algoritmo R hasta cuando
la matriz resultante sea de la forma de B. ( matriz
triangular en blogques ), y entonces calcular los valores pro

pios de B gue son los de la matriz A.



En caso de que no se consiga la convergencia del mé-

-

todo para hallar B en un nGmero de iteraciones adecuado ( pe

quefio ), se puede aplicar el denominado "coarimiento del oni-

"

gen” de tal forma gque:

Para X

I

=
-

3]
-

w
~

.

.

.

a) Factorar HK —'pKI = QK UK N
(2.19)

A
b) Formar HK+1 = UK QK + PKI

donde py, es una constante arbitraria. Para el caso en que Py
es una constante compleja, los célculos se realizan con nfime-—
ros complejos; pero, con el denominado "algoritmo QR doble™

es posible evitar dicho c&@lculo con complejos afin para P, com
plejo. Esto se realiza porque es a veces ventajoso el usar
valores complejos de P, para aumentar la velocidad de conver-

gencia.

En muchos problemas numéricos a ser resueltos con un
computador digital es conveniente "escalanr" & "normalizan"
ciertos valores, con el objeto de mantenerlos dentro de los
limites computacionales del equipo y tener mayoxr estabilidad
numérica, cuidando ldégicamente que los resultadoé no sean aL

terados o, en su defecto, se tome en cuenta para obtenerlos,

el escalamiento cuando &ste ha sido realizado.
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» - .
Por esto, es muy conveniente escalar la matriz A,nxn

previamente al procedimiento anterior seguido para calcular

sus valores propios.



I
!

2.4 CALCULO DE LOS VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ.-

CASOS.

Una vez resuelto el problema de obtenexr los valores
propios de una matriz real A,nxn, se trata a continuacién el

cllculo de los vectores propios correspondientes.

Como se indic6 en la seccibn 2.1, un vector propio
;i es aquel vector no nulo que cumple con la ecuacibn
(A - 2D Xx{ = 0., en la que Ai es un valor propio determina-

do de la matriz A.

Se pueden distinguir dos casos fundamentales en el

- c8lculo de los vectores propios:

CASO I .- Todos los valores propios de la matriz A
son distintos.
CASO II.—- Existen valores propios que son ralces mtl

tiples de la ecuacidn caracteristica.

CASO I

Cuando todos los valores propios A son de multiplici



dad algebraica igual a uno, se cumple que:

Rango (A - X;yI) =n -1 para cada A{

La dimensidn del espacio vectorial solucibn de la e-

cuacién (A - xi1) ;i = 0, es igual a la degeneracidn Qi de la

matriz (A - X;[), definida como:

Q; = n - rango (A - X;[) (2.20)
Asi, en este casoc Q3 = 1.

De esta manera, a cada valor propio Ai corresponde
2 - i . . . ..
un sdlo vector propio x; de longitud arbitraria; més exacto
serfa decir un espacio vectorial de dimensibén 1 (Aunque para

_)-
los xj no se toma en cuenta el vector nulo).

Ademés se cumple que los n vectores propios corres-
pondientes a los n valores propios distintos, son linealmente
independientes. Por considerarse este teorema de fundamental

importancia, se presenta a continuacibén su demostracibn:

Demostracibn por contradiccidn.

Sea A una matriz con valores propios distintos.

> - 4 . -+ ->
Sean x,, X,, ..., Xp los vectores propios de A, con X,, X,
- . . - -+ .
seer Xy independientes y Xepqrer=r ¥n dependientes. Entonces:



A K
;j = E :Bij Qi para j = K+1, X+2, ... , n donde no todo
i=1 '
Bij = 0.

> .
Como xj es un vector propio,

. K
ij = X5 §j = X5 E , Bij ;i para j = K+1, ..., n Yy también,
i=1

>
>
u
I

X X X
-+ - . -+ -+
- AZBini =ZB;ijl‘=ZBij AoXi
i=1 i=1 i=1
Restando estas 2 ecuaciones se obtiene:

K
0 =§ :sij (X5 = Ay) Xy

i=1

Pero los §i, i=122,..., fueron supuestos £ . 1i.
Ya que no todos los Bij son cero, algtn Ai = Aj . Esto contra
dice la hipbtesis de que A tiene valores propios distintos vy

asf todos los vectores propios de A deben ser £. i.

Para obtener la solucidn de la ecuacibn (A‘lil)§i =0
para cada XAj ;1 =1, ..., n ; existen diferentes métodos.
En este trabajo se aplicaréd el de reduccibn de Gauss-Jordan,

el mismo gue serid detallado en la seccidn 2.5.5.



Como los vectores propios son de longitud arbitraria,
ser&n normalizados a la unidad, de modo que \l§i|| = 1; donde

. N _
la norma de un vector a se define como la raiz cuadrada del

producto interno de a por si mismo, es decir:
a2l =7@a, a : (2.21)

Para esta aplicacidn, los elementos del vector a per
tenecen, en general, al cuerpo de los nfimeros complejos Yy el

. + o .
producto interno de dos vectores a y b se define como:

n .
-
G B =28 = D at b, (2.22)
i=1

+
siendo a+ el vector formado por los elementos conjugados del

+ 7
vector transpuesto de a, a’.

Si un vector se divide para su norma (real), el vec-

tor resultante tiene norma igual a 1.

Para aclarar estos conceptos se dan a continuacidn

dos ejemplos:

l.- Sean los vectores

a, + ja, b, + jb,

wy

|
oy
Il

a, + ja, - bi + jby
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-
El producto interno de g'y b, de acuerdo a la defini

b, + jb,
= [(a,-3a,) (b,+3b,) + (ag'jau,)(ba'*'jbk)]
- [(albl + a,b,) + 3 (a;b, - a,b;) +
+ (azb; + ayby,) + j (azby - anba)]
= [(a1b1+a2b2+a3b3+a“bk)+j (albz—a2b1+a3bk—ahb3)]

-
El producto interno de a por sif mismo, es:

a, + ja,

Yy
my
1]
mt
+
Y
It

(al“jaz asz—Jjay)

a, + ja,

Al

[(al“jaz)(a1+ja2) + (aa—ja4)(a3+ja4)]A

_ 2 2 2 2

La norma del vector 3, de acuerdo a, la definicién
(2.21) es:
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\
||Z [| = (g,g) = /;2 +a’+a +a
1 2 3 4
En forma similar se calcula la norma del vector g,
obteniéndose:
/ \ : ' \
g = (g,g) = /b2 + b2 + b2 + b’
1 2 3 4
. -+ >
Calculemos ahora los vectores ¢ y d como:
a, + ja,
-+ 2 a, + Jja,
c= - = -
|| & /élz +a,’+ a,’+ akz\
b, + jb,
E _ Y _ b, + jb,
-+ . 2 2 N
I| v /bl + b2 + b 2+ 2
De modo que:
- -
E | =H %H S -}
2]l e
-
Ila | =

-
b ‘ | b i

2.- Si en el ejemplo antexrior todas las partes imagina-
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4 N .
rias de las componentes de los vectores a y b son iguales a

cero (componentes reales), se tiene:
a, b,
- >
a = H b =
a, b,
entonces: N
(a,b) = ab, + a;b,
2 g 2 2
(a,a) = a,’+ a,* ; (b,b) = b,*+ b,

N
lox
Il

12 a,’+ a bl =/ b2+ b,2

si: .

- 2 * g

c = = H d:—T._

Il all 1N
entonces:
—

el =1 ; [af =1

De los 2 ejemplos anteriores, se puede generalizar
para el caso de vectores con n componentes. Asi, si g es un

vector con n componentes y se desea convertirlo en un vector
de norma unitaria, basta con dividir cada uno de sus componen

tes para su norma original.

ANORMALIZADO -
| a ||



donde:

n . . 2
r‘g H _ zgz?_ parte real N parte imagi. (2.23)
componente 1 componente 1

i=

En base al estudio anterior, en el CASO 1 siempre es
posible transformar la ﬁatriz Anxn en una matriz diagonal porx
medio de una transformacibn de semejanza T_lA T, si se escoge
la matriz T con éus vectores columna iguales a los vectores

propios de . .Asf:

T= QI,QZ, ..... :;n donde los ;i son los vectores
propios de A.
- > > - -+ - >
AT = [xl'AXZ"° ..,AXn‘ = [Xlxl,lzx?_,-.., )\n xnj
A, O . 0
0 A, 0
> > e .
= [X, X500 ¢ Xn
0 0 ... A§J

Premultiplicando ambos miembros de esta igualdad por

-— x . -
T (T es no singular pues todos los vectores propios son £.4)

se tiene:

Ay .. 0
. 0 A, «... O donde los Aj son los valores
T AT = . propios de A,
0 0 . A ’



CASO II

Cuando uno o mé&s valores propios de A,nxn tienen mul
tiplicidad algebraica mayor que 1, existen diferentes subca-
sos seglin los cuales se puede o no encontrar n vectores pro-

pios linealmente independientes.

Siempre cue sea posible hallar n vectores propios 1i
nealmente independientes, se podr& por medio de una transfor-
macién de semejanza 1 - A T , obtener una matriz diagonal. La
matriz | estari conformada por los vectores propios de f como
sus columnas; y los valores propilios correspondientes consti-
tuirdn la diagonal de la matriz transformada, halléindose cada
uno ubicado en la columna cuyo orden es igual a la del vector

o vectores propios respectivos de 7.

En camﬁio , cuando no es posible hallar n vectores
propios linealmente independientes, siempre se puede encontrar
un conjunto de n vectores £.{. formado por vectores propios y
por vectores denominados vectohres proplos generalizadod. En
estos casos, por medio de una transformacibén de semejanza , -
T-l A T, se podri obtener una matriz de la forma de Jordan
(2.13).  La matriz | estard conformada por los vectores pro-
pios y vectores propios generalizados; y la diagonal de la for
ma de Jordan contendrid los valores propios, cada uno en uﬁ nQ

mero igual a su multiplicidad y en un orden de columnas corres
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pondiente al de los vectores respectivos de T.

En general, tanto en el CASO I como en elCASO ITI,

se cumple lo siguiente:

Para cada Valor propio A3 de multiplicidad algebrai-
ca mi, el ﬁﬁmero de vectores propios linealmente independien-
tes y el ntimero de blogques de Jordan, asociados con &l, es i-
gual a la degeneracifn Qi de la matriz (A - x5 [), definida

por (2.20) como:
Qi =n - rango (A - x;1)
Yy siempre 1l £Q0f €£my

Esto es, la dimensién del espacio vectorial solucidn
de la ecuacién (A - ;) ;i = 0, es igual a la degeneracidn

Q-

Ademds existe un y sblamente un vector propio asocia

do con cada bloque de Jordan y viceversa.
Dentro del caso II se distinguen 3 subcasos:

CRSO II,.- Degeneracidn total, Q; = my

Existen mj vectores propios £.4., y mj blogques de



Jordan de orden 1xl, asociados con Aj de multiplicidad mj .

Observar que el CASO I estd dentro de ésto con mj = 1 para to
dos los valdres propios. Para hallar los mj vectores propios
se aplicari el método de reduccidn de Gauss — Jordan a la e-

cuacién (A - Xi]) ;i = 0.

CASO II, .- Degeneracidn simple, Qi = 1 # my

En este caso existe sblo un vector propio y un blo-
que de Jordan de orden mj X mj asociados con Ay de multiplici
dad my > 1. Debe calcularse, entonces, un vector propio vy

(mj -1) vectores propios generalizados, todos linealmente in

dependientes. Esto es posible mediante los dos siguientes mé
todos:
METODO 1.
a) Calcular el vector propio X, de la ecuacidn (A - kil)§i= 0
por el procedimiento de reduccibn de Gauss - Jordan.

b) Calcular los (mj —-1) vectores propios generalizados: §2,

-+ ->
X3y «++-+, Xmi mediante el siguiente procedimiento:
-
-+ -+
A - 20D x, = Xy
-+ >
(A - )\lI) Ay = X,

x4

(A = 2i]) ¥mg = ¥m,_,



METODO 2.

a) Un vector propic generalizado de rango K se define como un

vector no nulo que satisface:

-+

(A - D" % =0 y (A= DR E #o

. . - -+
Se debe encontrar el vector propio generalizado Xm de ran

go mj.

b) Hallado ;ﬁi , el resto de vectores se generan pof la regla:

*mio, = (A = A1) Emy

/
*mg_, = (A - 2D) X,
X, = (A-nD %,

- + 3 " .
El vector propio es x,; pues satisface la ecuacidn:

(A - 2D % = (A -2 D)™ %, =0 .

Para justificar estos dos métodos se presenta a con-
tinuacidn la siguiente demostracifén fundamental:
- . -+ -> -5
Si x, es un vector prépio y X,, X3, ...., X_ SOn vec
tores propios generalizados, todos asociados con el mismo va

lor propio Ay, se cumple:



1.- Todos'estos vectores son solucibn de la ecuacibn:

2.- El conjunto'{gl, %2, ey ;K} es linealmente independien
te.

DEMOSTRACION:

Las ecuaciones que definen el conjunto de vectores
son:
- -> - -+
Ax, = Aix, X, # 0 , 8 (A - D) x, =0 (1)
-+ -+ -+ -+
Ax, = Xix, + x, (A - 2D %, =%, (2)
- -+ > - -
Ax, = Ax, + %, (A - 2D x, = X, (3)

(2.24)

-+ -+ + X - +
AxK = AiXp + X | (A - xiD) X, = X,

1.- De las ecuaciones (1) y (2):
2 -
(A-mD5%, = (A-2A 1) x, =o0
Multiplicando la ecuacidn '(3) por (A - XiI)z se tiene:
3 5 2 5
(A - xI) =, =(A-x0) x, =0

En general, se puede ver que:
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-+ +

(A-2uDFPx =0 v (A-nDPE =

K~-P P
va que (A - D% = (A - 2D (A - xi]) ", se cumple:
(A - XiI)K §P = 0 para p=1,2,..., K
> >
2.- Sea a;x; + azx; + .... t ax = 0 (4)

Multiplicando esta.ecuacidn (4) por (A - AiI)K-1 se ob-
tiene:
—)—

ay (A - KiI)K-1 X, = 0

K-1 = _ _ o
va que (A - Ail) X, =%, #0 =>ag =0
Ahora, multiplicando (4) por (A - liI)K_Z se demuestra

que a _, = 0. Asi sucesivamente se muestra gue si:

K .
+ .
§ a;j xy = 0, entonces a; = 0 para i = 1,2,...,K

i=1

Es decir que el conjunto'{§i} es linealmente independien-

te.

Se debe notar que si el conjunto de ecuaciones (2.24)

lo escribimos en forma matricial se tiene:



N\

A 1 0 ... 0

L 0 A1 0

e . -+ -+ > > - g 0O X ... O

A[xl,xz,xa,...,xmi] = [xl,xz,xa,...,xmi] 1
A .

0 0 0 .o 1

0 0 0 Cog

N L

Veceton Vectones propilos BLoque de Jordan
PropLo generalazados. mg X omg

(2.25)

En el caso II,, en este trabajo se aplicard el METO-
DO 1, para obtener el vector propio y los vectores propios ge

neralizados.

CASO IIj.~- 1 <Ql < m4

En este caso el nfimero de vectores propios y de blo-
ques de Jordan, asociados con Aj; de multiplicidad my , seguiré
siendo igual a Qj. Entonces se deben calcular Q; vectores prd
pios y (m; - Q;) vectores propios generalizados. Sin embargo,
se presenta todavia una ambigUedad respecto al orden de los
blogues de Jo:dan. Para aclarar ésto, supongamos que se tie-
ne un Ay conm; =4 y Qi = 2, entonces los blogues de Jordan -

pueden tener las dos siguientes formas, pero, sdlo una de e-

llas serd la correcta.



e

A 1 AL 1 Ay 1 0
Jl = N PR & J, = |0 SR T NP [ki]
- 0 A 0 A{
0 0 A{
Ecuaciones correspondientes Ecuaciones correspondientes
> -+ -+ +
Ax, = Xix, Ax, = Aix,
-+ > -+ -+ - -+
Ax, = X%, + x, . Ax, = Xix, + x,
> . ’ -+ + -+
AX3 = Ai¥, : AX3 = A{X,; + X,
-+ -+ -+ -+ -+
Ax, = Aix, + X, ' Ax, = Aix,
R - - . - -+
vectores propios : X;, X, vectores propios : X,, X,
vectores propios vectores propios
- > > . -+ >
generalizados X, Xy generalizados T X, Xy

Para resolver este tipo de ambiguedades se puede uti
lizar un método de ensayo y error coh el propbsito de detec-
tar la forma correcta de los blogues de Jordan. '~ Sin embar-
go, éste no es muy sistem&tico para ser implementado en un com
putador. De ahi que en el presente trabajo se prefiere un pro
cedimiento gue elimina las mencionadas ambiguedades y requiere
mayores conocimientos de Algebra Lineal. Por tal razbn, antes
de indicar el mé&todo, se menciona lo esencial de su fundamento

sin presentar demostraciones:

Sea4gz)un espacio vectorial lineal de dimensidn n,
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sobre el campo de los ntmeros complejos. Entonces, si QﬁﬁZ:
é2?+éz? es una aplicacidn lineal ycggi un subespacio de iz?,

se dice que<§zz es Lnvarlante respecto a La aplicacibn cﬁf(si

->
para todo vectoxr ¥ e(521, se cumple quegﬁﬁix) eéé? .

B o
El conjunto de -vectores Xi que cumplen con la rela-
ciéngﬁéﬂgi) = A ;i , para un valor determinado A;, se define
como espacio propio de Ay y estd constituido por los vectores

propios dec}&zasociados con Ai{ en unibén con el vector cero.

El espacio propio de Xi es un subespacio y se denomi

na tambié&n E&paclo nulo de la aplicacién (oﬁzlcjfki). Se 1lo

denotara coné;%z.

ézga es un subespacio invariante respecto detﬁﬁZy tie

ne una dimensibén igual a la degeneracién de (cﬁzlcj{ki).

Sicﬂﬁ{tiene n vectores propios £..4., se dice que es
una aplicacibn simple, en cuyo caso se cumple que el espacio
vectorial £Z?es igual a la 4uma directa de los espacios nulos

asociados con los p valores propios decﬂéﬁ Es decir:

g=%@%ﬂﬂ%a@ @%p , | (2.26)

(p <n para el caso IIl)

’

CuandOQJ&Zno es simple, sus vectores propios no for-
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man una base de éz?(Casos I1, y ITI;). Sin embargo, es po$Sible
construir una base ahadiendo vectores propios generalizados.
Debido a que puede darse el caso II,, es conveniente
definir como vector nradical de altitud Ki, (6 vector propio
generalizado de rango Ki), correspondiente al valor propio XAj

degﬁf{ al ;i que cumple:
(- T ) %y = o (2.27)

Se observa que un vector propio, es un vector radi-

cal de altitud 1.

Todos Los vectores hradicales cornespondientes a dife
rentes valonrnes proplos son necesariamente Linealmente indepen

dientes, de modo que:

ga%f%e%zxz @t%xa @ ... @%PKP | (2.28)

En base a &sto, el método a desarrollarse es el si-

guiente:

1l.- Calcular la matriz (A - XiI)Ki , tal gque Ki sea el
menox entero para el que se cumpla:
Ki _
rango (A - X;I) = n-m{

Esto significa que la dimensidn del espacio nulo de (A—AiI)Ki
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sea igual a my

2.~ Calcular una base del espacio nulo de (A - AiI)Ki

3.- Hallar los vectores propios generalizados que cumplen
con: (A- DM Xxi=0 vy A-nDP T #o0 (2.29)

4.- A partir de los vectores hallados en 3.-, calcular

los demds vectores propios generalizados y vectores
propios, que corresponden a bloques de Jordan de orden Ki X Kj
Para ésto se seguir8 un proceso similar al del método 2 del

caso IIZ.

5.- Calcular los restantes veétores (en caso de existir)

de la matriz |, asociados con el valor propio Xi;lque
corresponden a bloques de Jordan de orden menor gque Kji X Ky ;
a partir de los vectores base encontrados en 2.-) que no cum-
plen con la condicién de 3.-). En cada caso debe comprobarse

que estos vectores formen con los previamente hallados (todos

asociados con ;) un conjunto £...



2.5 OBTENCION DE LA MATRIZ TRANSFORMADORA ‘T
Y DE LA FORMA DE JORDAN ”J",

DESARROLLO. DE PROGRAMAS.

2.5.1 ESTRUCTURA DE LA BIBLIOTECA DE PROGRAMAS.

El equipo de computacidn a utilizarse es el " 4051
GRAPHIC SYSTEM" de la Casa Tektronix. Una de las especifica
ciones de la unidad central de procesamiento indica que el len
guaje de programacifn con el que trabaja es el BASIC, incluyen
do, ademis de todcos los elementos standaxrd de éste: instruc-

ciones para gr&ficos y otras extensiones. Por tal razdn se em

pleard dicho lenguaje en todos los programas.

La capacidad de memoria del equipo, disponible para
el usuario, es de 30 K bytes (de 8 bits); &sta es relativamen
te pequena para el presente trabajo si se considera la necesi
dad de realizar el an&dlisis hasta de sistemas de control de &r
denes considerables, los cuales ser&n posiblemente los més
précticos. Esto obliga a tener varios programas en Jlugar de
uno sblo; ellos constituyen un todo, pero a su vez son mutua
mente excluyentes de tal manera de poder ser ejécutados por

separado y en distintos tiempos. Asi, es posible tener cada
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vez en la memoria del computador, sblo aquel programa que se

debe ejecutar en un momento determinado, manteniendo el res-
to en la unid;é-de discos; Esto disminuye la velocidad de e-
jecucién por el tiempo requerido para cargar autom&ticamente
en memoria cada programa cuando deba ser procesado, habiendo
previamente borrado el anterior; sin embargo, en general, la
magnitud del programa o programas que pueden estar a la vez
en memoria, dependeri de la capacidad del computador en cuan-
to a ella se xrefiere. (Por supuesto que_ﬁabrén l1imites que
ya no podrdn ser mejorados mediante esta optimizacibn en la u
tilizacibén de memoria y estar&n dados por la capacidad propia
del equipo).

En la Fig. 2.1-'se presenté la conformaci®én general
de la biblioteca de programas, los cuales permitir&n resolver

numéricamente los problemas planteados en las secciones ante

riores.

Es de fundamental importancia indicar que en la ver
sibn de BASIC wtilizada, no existe independencia entre las va
riables de un programa principal y de una subrutina gque podria
ser llamada por é&ste, a diferencia de lo gue ocurre por ejem
plo en FbRTRAN en el que es perfectamente aceptable usar el
mismo nombre de variable en un subprograma o en varios subpro
gramas o alin en el programa principal, aunque &stos pﬁedan té

ner un uso completamente distinto. Tampoco hay independéncia
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entre variables de diferentes programas. De tal manera que
forzosamente se debe mantener una estricta consistencia en

lés nombres de las variables a lo largo de todos los progra-

mas y subprogramas.

A continuacibn,-para cada programa se explica en for
ma concisa la funcibn que desempena y sus caracteristicas fun
damentales; se presenta una lista de los nombres de las varia
bles empleadas, indicando el éignificado de cada una y se ex
pone un diagrama de flujo gque permite un estudio completo del
funcionamiento del programa, sin caer en la minuciosidad que
en lugar de aclarar puede confundir y distraer la atencidn de
aquello que es esencial. Para mayor detalle el lector se pue

de referir al listado correspondiente del APENDICE B.

2.5.2 Programa Maestro: TESIS/CGARCIA.

Este programa dirige autom&ticamente el funcionamien
to de los demds de la biblioteca, borrando cada vez uno de la
memoria y cargando otro en su lugar, de una manera sucesiva y

en el orden determinado por la l6gica del proceso.

Su ejecucidbn consiste bisicamente en lo siguiente:

l.- Verificar si estd o no en memoria el programa regque-
rido.

2.- 5i est& en memoria, entonces que se ejecute.
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3.- Si no esti en memoria, entonces:
a) limpiar la memoria.

b) cargar el programa deseado.

c) ejecutar dicho programa.

Un indice aparecer& en pantalla cada vez que se 1lo

requiera.

Al ser ejecutado por primera vez, inicializa ciertas
variables necesarias para el funcionamiento de todos los pro

gramas.

Habr& una parte del programa maestro gque permaneceri
en memoria en el transcurso de toda la ejecucidn, de modo de
cumplir su objetivo en el momento que otro programa lo requie

ra o el usuario lo desee.

Los nombres de las variables utilizadas y las canti

dades que representan son los siguientes:

NOMBRE CANTIDAD
Uugd ....... Nimero de la unidad de discos utilizada.
01 ....... NGmero del programa que se desea ejecutar.
02 ....... Nimero del programa gue est8 en memoria.
03 ....... N{mero de opcidbn dentro del programa 01
U2 ...... Direccidn de la unidad de impresi®n.
Ul ....... Cantidad para controlar la lb6gica en el progra

ma de ingreso, verificacidn y correccibn de da

tos.



LEjecucicn SI
con RUN ?

NO Inicial{zacién
T
y ’(-)
Mostrar en la oantalla
el Tndice,
En oantalla iDesea el indice In@jce

o algin programa?.

SI

Limpiar 1a memoria y cargar
el programa deseado,

J K

Ejeciitese el programa desea
do.

FIG. 2.2

Diagrama de flujo del programa maestro: TESIS/CGARCIA.
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El diagrama de flujo para el programa se muestra en

la Fig. 2.2.

2.5.3 Programa: ESTADO/ENTRADA.

Este programa sirve para el ingreso inicial de datos

y tiene las siguientes opciones de trabajo:

1.- Ingreso de datos (valores numéricos).
2.- Lectura de datos de archivo (en disco).

3.—.Listado de datos.

4,- Correccibn.
5.- Comienzo de cilculo.
6 .- Ingreso de datos (expresiones)

Es claro que las alternativas 3, 4 y 5 no podrén ser
ejecutadas sin que previamente se haya ejecutado alguna de las

restantes.

Los datos gque son necesarios para todos los progra-
mas posterijiores corresponden a las matrices de las ecuaciones
de estado y de salida definidas en (1.32), para el caso de sis
temas invariantes en tiempo. Por &sto se solicita del usua-

rio lo siguiente:

- TIdentificacibn del problema en 1 rengldn.
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- Orden del sistema a ser analizado: N

- Nﬁmerg_ﬁe entradas del sistema (orden del vector
G(t)): M

- Nfimero de salidas del sistema (orden del vector
y(t)): K

- Elementos de las matrices A, B, ( vy D en oxden de

filas.

Una vez ingresados los datos, podr&n ser almacenados
en un determinado archivo del disco, si asi lo desea el usua
rio, de modo de hacer factible la repetici®dn del andlisis de
un mismo sistema sin necesidad de volver a ingresar sus datos.
Adem&s, con el objeto de ahorrar memoria, cada vez gque se pro
ceda a comenzar el-célculo (opcibn 5), los datos serén automé
ticamente almacenados en un archivo comfin de trabajo del dis

_co y borradas de la memoria del computador las matrices B, (

y D.

De acuerdo a lo anterior, cada vez gue se ejecute un
programa, se deber& tener en memoria sblo los datos estricta
mente necesarios para su realizacibn, leyé&ndolos de los archi

vos correspondientes.

Los nombres de las variables y las cantidades que re

presentan son los siguientes:
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NOMBRE CANTIDAD

N veee... Orden del sistema.

M eeve... NOGmero de entradas del sistema.

K coeen .. NOmero de salidas del sistema.

A L.l . Matriz de orden NX N

B e . Matriz de oxrden Nx M

C ceeen. '. Matriz de orden Kx N

D ceaee e Matriz de orden Kx M

K1 ....... NGmero de'la alternativa deseada dentro del pro
grama.

NS ....... Nombre del archivo en el que el usuario desea
almacenar los datos.

DAT ....... Nombre del archivo com@in de trabajo

TS e . Identificacibn dada por el usuario al andlisis
de cada sistema particular.

Ul ....... Cantidad para Eontrblar la lbgica eh el progra-

ma de entrada.

U2 ....... Direcci®én de la unidad de impresi®n.

En la Fig. 2.3

se tiene el diagrama de flujo del pro

grama, con lo cual se aclara afin m&s su funcionamiento.

2.5.4 Programa: ESTADO/VALORPROP.

Mediante este programa, se calculan todos los valo-
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res propios de la matriz real A, nxn; luego se los ordena de
modo que queden contiguos (como componentes de un vectorxr) va
lbres propios iguales y finalmente se chegquea si existe o no
al menos un valor propio con parte imaginaria significativa ;

si es asi, el c8lculo posterior (siguientes programas) se ha

r4 con nfimeros complejos, de lo contrario s6lo con reales.

El motivo por el cual se ubica contiguos a valores
propios iguales, se encuentra en la forma de trabajar de 1los
programas MATRIZT O MATRIZTC en lo que se refiere al cdlculo
de la multiplicidad de un valor propio, &sto quedard claro al

estudiar dichos programas.

El programa, en lo que respecta al c&lculo de los va
lores propios, es parte del software que trae el sistema. El1
método que utiliza es precisamente el IV de la seccibn 2.3,

"en el que se aplica el algoritmo QR doble.
Las limitaciones gque posee son:

- Cuando existen valores propios repetidos, Estos pue-

den aparecer algo diferentes debido a errores de re

dondeo y/o truncamiento eh su c&lculo. Esta diferencia no se
halla dentro de un rango fijo para todocs los casos, de ahi

surge la dificultad posterior en la estimacidn de cuéi debe

ser la diferencia mé&xima permitida para considerar a dos valo
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res propios iguales. En este programa, dicha diferencia se
ha fijado en lO_5 tanto para la parte real como para la imagi

naria.

- Existe en el programa la posibilidad de no poder ha

llar todos los valores propios.

Los nombres de variables utilizadas en el programa y

las cantidades que representan son los siguientes:

NOMBRE CANTIDAD
N e+eso.. NOGmero de filas (y de columnas) de la matriz A.
A «v.e... Matriz real cuyos valores propios se desean

calcular.
Eg ..., . Vector de longitud N que almacena las partes
‘ redales de los valores propios de A.
El "i“;' Vector de longitud N que almacena las partes
imaginarias de los valores propios de A.

E3 eeeses Matriz auxiliar de orden N x N
Son variables de borrador todas aguellas cuyos nom-

bres comienzan con las letras P, Q, R.

La Fig. 2.4 muestra el diagrama de flujo del progra

ma.
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1 INICTIO _::)

| Escribir A en archivo RTTT/A, del disco

- !

[ Dimensfonar nvevas variables

S

N> 1 > ¢

NO Balancear y.normalizar

A, para mayor estabili
dad numérica.

f

!

Reduccidn a la forma superior de Hessenberg,

por sucesivas transformaciones de semejanza.

Aplicar el algoritmo "Q R doble” a 1a matriz
de Hessenberg, para obtener sus valores pro-
pios, que también son los de A.

Ordenar de modo que queden contiguos valores
propios fguales.
Epsilon para comparacién: ES.

B

Hacer E1 = ¢ para los valores
propios en que:
|E1/ER| < E9

ése sumple que
|E1] > E9 para algin

S1

valor propio?

Transferir el control
a2l programa maestro
para que cargue el

Transferir el control al programa programa:

maestro para que cargue el programa: ESTADO/MATRIZTC
ESTADO/MATRIZT.
FIG. 2.4

Diagrama de flujo del programa: ESTADO/VALORPROP
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2.5.5 Programa: ESTADO / MATRIZT
Este programa calcula todos los vectores propios y,
si es necesario, vectores propios generalizados, correspondien
tes a la matriz real A, nxn de la ecuacidn de estado (1.32)

para el caso invariante -en tiempo.

Se abreviara:

vectores propios.- VP.

vectores propios generalizados.- VPG.

Como se explictd en la seccibn 2.4, con dichos vecto-
res es posible construfr la matriz | que permita que la trans
formacién de semejanza | ° A ] de lugar a una matriz diago-
nal o a una matriz de la forma canbnica de Jordan J, que se-
ran utilizadas posteriormente para obfener la "Matrniz de Tran
sicibn de Estado" del sistema y ademfs, realizar un andlisis

de Controlabilidad y Observabilidad del mismo.

El programa, comoc es evidente, requiere para su eje
cucidn, del c&lculo previo de todos los valores propios de la
matriz f; de ahi gque est8 sujeto a las limitaciones del pro-

grama ESTADO / VALORPROP, selialadas en la seccidn 2.5.4,.

La seccibn 2.4 contiene los fundamentos tedricos su



- 99 -

ficientes para comprender el procedimiento a seguirse en el
cédlculo de VP.y'VPG.

Un papel esencial dentro del programa desempena el
método de Gauss - Jordan para la solucibn de un sistema de e-
cuaciones algebraicas lineales simult&neas; el mismo que se
halla desarrollado como una subrutina. Por su importancia,

se explica su fundamento a continuacibn:

SUBRUTINA GAUSS - JORDAN

Si se tiene el siguiente sistema de N ecuaciones al-

gebraicas lineales simult&neas, con N incbgnitas:

a)1xy; + a;%x; + ... + a4, X, = b,
a,,X; t az2X, + ...+ a,, Xy = b2
. (2.30)
an,X1 + ap,x2 + ...+ a X, = by
Este puede ser escrito en forma matricial como:
" N ( N\ e N
a, a,, ceeen a p Xy b,
s, a,, e a,n X, b,
— (2.31)
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o en forma compacta.:

Alx =B (2.32)

donde: Al matriz real de orden NxN

1l

= vector inc6gnita de longitud N

o+ X4

vector independiente de longitud N.

Existe un conjunto de operaciones gue es posible rea
lizar sobre las ecuaciones del sistema (2.30), sin que se al
tere su solucidn. FEstas operaciones elementales, desde el

punto de vista matricial (ecuacibn 2.31) son las siguientes:

1.- Intercambio de dos filas.

2.- Multiplicacib6n de una fila por un escalar.
3.- Sumar o veces (a escalar) una fila a otra.
4.- Adem&s se pueden intercambiar 2 columnas, pero se de

be tomar en cuenta que entonces se deben intercambiar
también las componentes correspondientes del vector indepen-
diente (filas) . Es decir, si por ejemplo se intercambia en
la matriz de coeficientes la columna 2 con la 5, entonces, en
el vector independiente, x, viene a sexr x, y X viene a ser

Xy

La existencia o no de soluciones del sistema (2.32)

viene dada por:
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.+
I) Si rango Al # rango (Alib) =5 no existe solucibn.

] - .
1) Si rango Al = rango (Al:b) => al menos existe una solu-

cibn.

a) Si rango Al rango (Al;g) = N => la solucién es flnica

5>
para x.

rango (Al?g) <N => existe un infinito

I

b) Si rango Al

nlmero de vectores

solucidn.

El método de Gauss - Jordan transforma el sistema
(2.31) en otro equivalente, por medio de sucesivas operacio-
nes elementales. Si T9 es un vector de lgngitud N gue lleva
el orden de las componentes del vector §_segﬁn haya o no exis
tido intercambhios de columnas en el prxoceso, entonces el nue

vo sistema tiene la siguiente forma:

1) Si rango A]l # rango (Alig)

1 2 e B & T, N

r N N e

1 0 ... 0 C1I1 ..... C1N XT9(1) (fl,1 ﬁ
2 0 1 s 00 Cony e Con Xpg (2) d,

Clrr-1)11 C(I1-1)N Xp9 (11-1) _ dri1-1

Il |0 0 ... 0 ¢ I 0 Xpg(z1y ~| |91
N |o 0 ...0 o0 ' - : .

Ny 0 ......... O P \XTg(N) J \dN J



- 102

rango A] = I1 -1

y algln d4i #.0. para i > Il

=> no existe solucidn.

I1)

a) Si rango A] = rango (Alsg)

1 2 e e T1l=

v N N
1 (1 0 ..., 0] [Xqo (1)
2 o 1 ....... 0| |Xpg (2
11=8 [0 0 el 1 Xpo )

rango Al = 11 = wN

solucidn Gnica: XT9(1)

Xp9 (2)

Xro (N)

b) Si rango A] = rango (Alag).<‘N

Como en I) pero con di = 0

tiene:

para

i > I1.

En este

(2.34)

caso se



rango Al =iIl -1
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hasta N).

=> existen (N - rango A]) variables inde-

—)-
pendientes (componentes de x, desde Il

Escogiendo adecuadamente las variables independientes

(como en el siguiente cuadro 2.2) la solucidén es directa, asi:

INDEPENDIENTES

DEPENDIENTES

VARIABLES

VALOR
Xpo(r1) - -1
Xpo(r1+1) """ 0
Xpo(n)y ¢ 0
XT9(1) e C1(I1)+d1
*ro(2) Tt C2(11)+d2
Koo (T1-1) """ C(I1;1)11+d11—1

VALOR

e s e v 00

d

C +
(T1-1)N "I1-1

CUADRO




Para el caso en que el sistema (2.31) sea homogéneo,

0; &sto da lugar a que en el

1l

se tiene: b, = b2 = ... = bp

Il

sistema equivalente: 4, d, = ... =dp = 0. De modo que pa-
ra un sistema homogéneo siempre existe solucidn, pero cuando
/‘ N . ' + . - - - »

ésta es (nica, corresponde al vector x = 0 " (solucidn trivial)
v ser8 necesario que rango A] < N para que exista soluciones

diferentes de la trivial.

El procedimiento para obtener el sistema equivalente

es el siguiente:

1l.- Iniciar el proceso con I1 = 1 y el vector TS en orden
natural.
2.- Buscar en la matriz A], desde la fila Il y columna Il

el elemento de mayor valor absoluto. A este se lo

llamari elemento pivote.

3.~ Colocar el elemento pivote en la posicidn Al (z1,I1),
realizando si es necesario, intercambio de filas vy/o
columnas. En caso de intercambio de columnas, actualizar T9.
4.—- Dividir la fila Il para el elemento pivote, desde 1la

columna I1 hasta N.

5.- Introducir ceros en la columna T1 excepto en Al(I1,I1);
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para ésto, a éada £ila I (I #_Il)-ée suma el producto de la
fila Il porx ;Al(I,i1).

6;— Incrementar Il y repetir el proceso desde 2.-.

'Si el sistema no es homoge%eo, todas las operaciones
con las filas de A], deben realizarse también con las filas

—}-
del vector columna b.

El proceso se replite hasta cuando el elemento pivote
es cero, en cuyo caso va no se ejecuta desde 3.- ; o hasta

~cuando Il = N.

El intercambio de filas y/o columnas, evita que el e
lemento pivote sea cero en algfin caso, lo cual imposibilita—
ria la divisién del paso 4.- . Ademds el escoger como elemen

to pivote al de mayor valor absoluto, asegura una mayor preci

sidn en la solucidn.

Si el sistema de ecuaciones (2.32) se desea resolver

: . . > '
para diferentes valores del vector independiente b, basta con
aplicar en una misma vez el proceso (en cuanto se refiere a

. . . : -+
las operaciones elementales con.filas) a todos los vectores b.

En el sistema (2.24):A] = (A - A1 1) (caso 11,.- begg

neracién simple), para hallar cada vector propio generalizado



- 106 -

se requiere del conocimiento del vector previo, de ahi gue no
se puede aplicar lo dicho en el péarrafo anterior, gquedando 2

alternativas:

a) Para el cdlculo de cada VPG, repetir el proceso Inte-

gro de reduccidn .tanto de A] como de b.

b) Al hallar el VP. ; memorizar en orden y con los péré

1’
metros respectivos, todas las operaciones elementales
realizadas sobre las filas de A], para posteriormente aplicar

las sdlo al vector independiente de cada caso. .

Como la alternativa b) permite ahorrar tiempo de eje
cucién, sobre todo cuando A] es una matriz de orden elevado;
serd la utilizada en el programa. De ahi que la subrutina
Gauss - Jordan tiene incorporada la memo;ia de dichas opera—
cidnes elementales, la cual se utiliza cada vez que oéurre*gl

. r : - 3 . -
CASO II, ; para esto se tiene el archivo g TTT/0P del disco.

Eéta misma subrutina es utilizada en el programa
ESTADO/MATRIZT para encontrar si un conjunto de N1 vectorés
columna de léngitud N son o no linealmente ihdepeﬁdieﬁteé: En
todos los casos se tendrd N1 f N‘, de tél manera que siem-—

pre se cumple rango A] < N1 ; asi:



1l

Al

an

21

Si

Si

12

rango

rango

Al

N1

Al <m1

- 107 -

2N

aNNlJ

=> los vectores columna de A] son

2.4

=> los vectores no son £.4.

Los nombres de las variables de la subrutina Gauss -

Jordan y las cantidades que representan son los siguientes:

NOMBRE

N

N1

Al

T9

CANTIDAD

Longitud de los vectores columna (nimero de ecuacio-

nes) .

NGmero de vectores columna.

Matriz de orden N x (N + 1). Sus N1 primeras colum-

nas son consideradas en la ejecucién de esta subruti-

na.

' Vector de longitud N que contiene el orden de las com

- ‘,
ponentes de x (ec. 2.32), seglin exista o no intercam-

bio de columnas en el proceso.

Comparador por cero.

Rango de la matriz Al.

‘Diagrama de flujo: Fig. 2.5.
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) (:i I NI ; 10 4:)

=== | 1Ininializar el vector T9 en orden
natural

< 11 =1 70 K1 >

st -
11 = N1 - .
I
| . Ko
| (7 Bisqueda del elemento pivote J

S1

ABS(pivote
< ES

En caso necesario intercambiar filas
y/o columnas {actualizar T9).

J J il

0P.2 —— | Dividir fila I1 para pivote
{columnas Il hasta N1)

]

Sumar a cada fila I (I # I1) el pro-
ducto de fila Il por -AL(I, I1); desde
columna Tl hasta N1. Asf‘se pone ce-
ros en columna 11,

0P.3

l
|
|
[
l
T 0P.1 —>
|
|
|
I
I
|
[
!
l
I
[

FIG. 2.5

Diagrama de flujo de subrutina GAUSS-JORDAN
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Luego del estudio de la subrutina Gauss - Joxdan, es
factible comprender mejor el funcionamiento del programa
ESTADO/MATRIZ T, cuyo diagrama de flujo se muestra en la Fig.

2.6. En este diagrama se distinguen claramente los 3 subca-

sos del casoO II de la seccidn 2.4:

CASO II,: Degeneracidn total .- Qi = mj
CASO II,: Degeneracidn simple .- Q; = 1 # mj

CASO II,: 1 < Qi <my

Debe recordarse que el CAsO I (valores propios distin
tos) es un caso particular del CaAsO II, .

Los diagramas de flujo de cada uno de los casos ante-
riores se presentan en las Figs.:‘2.7, 2.8y 2.9 respecﬁiva—

mente.

Las variables mAs importantes, ademds de las ya indi-

cadas en la subrutina Gauss - Jordan, son las siguientes:

NOMEBRE CAN;J?IDAD
T1 Matriz de orden N x N. Sus columnas ser&dn los VP. y
VPG. de la matriz A . Corresponde a la matriz | de

la teorfa.
Ed Vector de longitud N que contiene la paffe real de

' los valores propios de la matriz A.
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NOMBRE CANTIDAD
. M1 Multiplicidad algebraica del valor propio E$(I)
I Contador que varia su valor de 1 hasta N.

En cada momento contiene la posicidn del valor propio

(dentro del veé@or E¢) cuyos VP. y VPG. asociados se

calculan.
0 Degenerécién de la matriz Al = A —‘Identidad * E¢ (I)
Q1 Degenefacién de la matriz Al, cuando el valor origi-

nal de Q tiene que ser alterado para utilizar la sub -
rutina que evalfia los vectores solucién de una ecua-

cidn algebraica hemogénea (luego de haberse aplicado

_la subrutina Gauss - Joxrdan).
CASO II,
NOMBRE ) o CANTIDAD
K9 Orden del mayor bloque de Jordan para un valor propio

mGltiple Eé (1) .

F1 Matriz de orden N x (N + 1) que almacena el valor de

X .
(Al) 2 en sus N primeras columnas.

X1 Matriz de orden N x (M1l + 1) que almacena temporalmen

te los VP. y VPG. asociados con el valor propio E¢ (I)

Vo Vector de longitud Q1 que va almacenando la pbsicién

de los VP. dentro de la matriz X1, asociados con E¢ (I),



NOMBRE

Vi

v2

M2

M3

M4

M5

M6

M7

M8

M9
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CANTIDAD

a medida qﬁe se los va hallando.

Matriz de orden N x Ql que va almacenando los vecto-
- -, -~ -)- ;
res solucidn de la ecuacidon Fl* x = 0, que son VP. ,

para cuando K9 = 2.

Vector de longitud M1 que va almacenando las posicio-—
nes gue tienen (como columnas) aquellos vectores solu
cién de F1 * x = 0, dentro de la matriz T1; que no

cumplen con (2.29) cuando K9 # 2.
Indicador de contxol.

Contador descendente del nlGmero de vectores de matriz
X1 hallados, asociados con E¢ (I); desde (M1 + 1) has-

ta 2. El valor M3 = 1 sirve para control.

Control para el m&ximo orden (Ké) de un bloque de Jor

dan.

Contador del ntmero de vectores solucidén de la 'ecua—

-t

> - .
cién F1 * x = 0, que son VP., para cuando K9 = 2.
Contador del nfimero de VP. de matriz XI1.

Contador del ntGmero de vectores soluéién de la ecua-
-.. - B + L4 ~ .

cidn Fl_* X = 0, gue no cumplen con (2.29) cuando

K9 # 2.

Indicador de control.

Indicadoxr de.controi.
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INICIO

)
[ _DIM T1(N,H), To(¥), AL(N,N+1) B
[-———e—-~<f 1=1 T0H S

| DEFINIR E9

ABS (E8(1)-ER(1+1))<ES

NO

REDEFINIR ES

Construccion de la matriz
Al = (A-ldentidad * Ca(1))

Ml = M1+l

=z

—
]

=

Subrutina GAUSS - JORDAN,
aplicada sobre A1(N, N1)

Degeneracian d
Al.- N - R

. Apsrece en panta-
SI 1la: La matriz
AL(N,N1) tiene to

s1 _ dos sus vectores-
| 0 CASO 11, columnas 2.4, =>

EB(I) no es un va

NO _ _
[ caso 11, | | caso 11, | .| Yor propio ‘de A.

STOP

LEs T1
singular?

. ¥
[En pantalla: La matriz T1 as
sinqular

Diagrama de flujo del programa: ESTADO/MATRIZT
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(:_ TH1CTO ;)

Obtencidon de los M1 vectores propios.L.i., asociados
con E@(1); de Jas coiumnas I1 hasta N de la matriz Al
transformada, dando cada vez el valor -1 a upa varia-
ble independiente y a las restantes de ellas cero.

Normalizacidn de los M1 vectores -
propios y almacenamiento en matriz
m

D

FIG. 2.7

CAsSO II, : Degeneracibn Total
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INICIO

Cilculo de) VP., asociado con E@(I), a
partir de la columna N de matriz Al trans-
formada, dando el valor -1 a la variable

independiente.

Normalizacian del YP. y almacena-
miento en matriz T1. Este vector
es X, (ecuacién 2.24).

l,_.__>_._-'—< 34 =1 T0O Ml-1 >

Realizar con las componentes de ¥J4 las
operaciones elementales hechas previamente
con las filas de la matriz Al. Utilizar

la memoria de las operaciones contenida en

el archivo @TTT/0P. del disco.
Se obtiene ;J4 transformado.

—_— e - —

Compaonente N SI

de X34 transformado
< E9

—

En pantalla:

La ecuacién para h
X asociado a E
J4+1 ne solucisn.

- — —. — — —

.
[;J4 transformado

allar el YPG y dando el valor

8(1); no tie

B =¥
STo P . l Almacenar X

Obtener el YPG. Y34+1
- {ecuacién 2.24) sumando:
[co]. N de Al transformada]

-1 a la

variable independiente.

4+1

en T1

J,

— e e  — ee— — e e — e —_

CASO 1I,: Degeneracifn Simple

FIG. 2.8
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INICIO

TR
|

Leer matriz Al de archivo ATTT/Al

1

DIM FL{N,N+1), X1{N,Mi+1), vg(Ql), YI(N,Ql),

v2(M1)

Escribir F1 en archive TTT/F1 |

Calcular F1 * Al; y almacenar-

la por filas en el archiyo

aTTT/RE
!

teer matriz F) de archivo
aTTT/RE con nombre Al.

I}

Hallar rango de F1{(N,N1) con
N1 = N. (Subrutina Gauss-dor_

dan)

Sl

!

Leer F1 de archive
aTTT/RE

I

Leer Al de archivo
aTIT/Al

K9 = K9+1

En pantalla:

El rango de F1 no debe ser
menor de (N - M1) para que
el problema tenga solucién.

(sToP |

FIG. 2.9

CASO II; : 1 < Qf
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Hallar los Ml vectores £.4,, solu-
cién de 1a ecuvacidn:

F1 X = 0 , donde

FI - (A - Identfdad * E§(1)]"

!

Hormaiizar los M1 vectores:
(X,4X,s+-21%, )3 ¥y almacenarlos en
matriz Ti (columna T+1-M1 hasta 1).

l

Inicializar:

M1 + 1
g

2
8 .
9

|

= 4
=
LI I B

Leer F1 = [A-Identidad * EQ(I)J(KB'1) de
archivo gTTT/F1l.

Calcular [A-Identidad * EB(1)J¥9~ 1)+ %
Resultado en columna (N+1) de matriz F1.

Es columna
(N+1) de F1

M5 = HS+1

es'un VP.

s p
.|Poner Xz en matriz X1,
(columns H3) Almecenarlc en
* matriz V1 (co-
lumna M5).

M7 - M741 E

" | va(M7) = 3

PIG. 2.9 (Continuacién)
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S1

Leer Al de archivo

BTTT/AL
|

Hallar y = Al * X,
Almacenarlo en matriz X1
(columna M3).

Poner columna (N+i) de
F1 en matriz X1 (colum
na M3), pues debe ser

-

ya un YP. = y.

H4=2

4

3
M3 = M3 - 1 \

!

Calcular: y = Al * ?
y almacenario en matriz X1
{columna M3).

0
| na =Mg -1 |

| j—-(—
[AAQS = M3 + ﬁ;—?

FIG. 2.9 (Continuacién)



SI

© ‘

[ o4 J4 + 1| [0a =9 |

Almacenar ;vz(a4) en
X1 (columna M3)

de matriz V1,
L.4 con los VP.

NO Almacenarla en

X1 (columna M3)

Caicular y = Al*xvz(aa
Almacenar en X1(colM3)

con las de-

mds columnas de
X1?

M6 = M6 + 1
VA(ME) = M3 + 1

©

FIG. 2.9 (Continuaci6n) |



nas de X1 hasta aquf
calculadas, L.<L.

Son las colum-

?

(M3+1 hasta M1+1)

Si

S1

Son colum-
nas de X1

(2 hasta Ml+1)
L.L01

En pantalla:

No se puede hallar to-
dos los YP. y VPG. de.
Tl asociados con el vz
lor propio E@(I}.

FIG.

2.9

En pantalla:

El n® de YP. de matriz
X1 no es fgual a la de
generacion Q1 de Al,pa

re Eg(1)
=> No se puede hallar
Ti.

'_

————————

Colocar matriz X1 (co-
lupna 2 hasta M1 + 1)
en matriz Tl (columna
1+1-M1 hasta I}, .

(Continuacidn)
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2.5.6 Programa: ESTADO/TI1AT

Este programa permite calcular, mediante la transfor-

’ B . -1 ' . . . : .
macidén de semejanza | A T, la matriz diagonal o, en general,
la forma canénica de Jordan correspondiente a la matriz f del

sistema descrito por la‘ecuacidn (1.32), para el caso inva-

riante en tiempo, De esta manera se compruebé, ademds, si la

matriz T obtenida previamente es correcta,

Para realizar la inversidn de la matriz |, se utiliza

un algoritmo cuyo fundamento es el siguiente:

Si se tiene el sistema de ecuaciones,

T X (2.35)

il
—

Il

donde: Tnxn matriz de coeficientes

Xnxn = matriz inc6gnita.

Inxn matriz identidad (términos independieﬁteS)

-

La matriz X serd la inversa de | v puede hallarse si
se logrd transformar el sistema de ecuacidnes'(2.35) por me-

dio de operaciones elementalés, en otro de la‘forma:
. Y
[ X=28 => X=B=T

Al realizar sobre | todas las operaciones elementales
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realizadas previamente con la matriz T hasta transformarla en

la matriz identidad, deberi tomarse en cuenta gue un intercam

bio de columnas en la matriz de coeficientes corresponde a un

intercambio de filas en la matriz de términos independientes.

La transformacidn de T en la matriz identidad, se rea

liza al final del programa ESTADO/MATRIZT, gquedando la memo-—

ria de las operaciones elementales en el archivo TTT/OP y en

el wvector T9.

Las principales variables utilizadas en el ﬁrograma

se dan a continuacidn y el diagrama de flujo en la Fig. 2.10.

NOMBRE

Al

N¢

CANTIDAD

Matriz nxn; que corresponde al sistema descrito por
la ecuacidn (1.32), para el caso invariante en tiem-
po.

-

Mafriz n%n, qﬁe sirve tanto para almacenar la matrié
ideﬁtidad sobre la que se realizan las operacionés e-
lementales hechas previamente con la matrig de coefi-
cientes de la ecuacidn (2.35); asf &omo también para
al final almacenar la forma de Jordan.

Variable que contiene el rfmero de operaciones élemegf

tales realizadas previamente sobre las filas de la ma

triz de coeficientes de (2.35), al ser ésta reducida
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1IN1C10

Formar la matriz iden-
tidad con nombre Al

!
-—— = < J = 1 T0 NP >

T
|
|

6o TO P1(1) OF

- 2 3

|

Intercambiar filas
indicadas par P1(2)
con P1(3) ’

Dividir fila indi-
cada por P1(2)
para P1(3)

Sumar a fila {ndicada por
P1(2) el producto de fila
indicada por P1(3) por P1(4).

Intercambiar filas de Al de acuerds
a vector T9. As{ se obtiene la ma-

triz T171.
Almacenarla en F1.

|

Calcutlar 12 forma de.Jordan:
(T171)A(T1). Almacenarla en matriz Al.

|

Calcular la matriz (Tl)'l * B para
andalisis de controlabilidad.
Almacenarla en archivo TTT/0BSCONT1.

]

Calcular la matriz C *T1 para
analisis de observabilidad.
Almacenarla en archivo TTT/0BSCONTL.

Diagrama de flujo del programa:

FIG. 2.10

ESTADO/T1AT
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NOMBRE CANTIDAD

- a la-agtriz identidad.

Pl Vector de longitud 4 que almacena en cada ejecucidn
del lazo J, los par@metros que intervienen en la co-

rrespondiente operacidén elemental sobre filas.

TS Vector de longitud n, que contiene la memoria de 1los
intercambios de columnas realizados-previaménte con
la matriz de coeficientes de (2.35) para convertirla

en la matriz identidad.

T1 Matriz nxn. que corresponde a la matriz T de la teo-

ria (matriz de VP. y VPG. de matriz A).

Fl Matriz de orden nxn para almacenar (Tl)-l.

.

2.5.7 Programas: ESTADO/MATRIZTC
. ¥ ‘
ESTADO/T1ATC

En éL.éistéma de computacidn utilizado no existe 1la
posibilidad de Qefinif Variablés complejas, de tal manéra gque
al trabajar con_cantidades de este tipo, es necesario llevar
por programa tédos loé pasés requeridos para efectuar con e-
llas, operaciones aritméticas y demés fuﬁbioneé; es decir, e-

valuacidn explicita de parte real y parte imaginaria en cada

operacidn aritmética. Por esta razdn, se han creado los pro
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~gramas ESTADO/MATRIZTC Y ESTADO/T1ATC, que son similares res
pectivdmente;i_los denominados ESTADO/MATRIZT y ESTADO/TI1AT.
ia diferencia radica en que estos (Gltimos trabajan sdlo con
nfimeros reales, mientras que los otros dos trabajan con nfime-
ros complejos. La decisidn de frabajar con los unos o con

los otros se la toma en’el programa ESTADO/VALORPROP y esti

claramente indicada en el diagrama de flujo de la Fig. 2.4.

Si bien para cualéuier andlisis podrian ser utiliza-
dos los programas gue trabajan con cantidades cbmplejas, sin
embargo, es conveniente para ahoirar mémo;ia y tiempo de eje
cucién, que aquellos casos en los que todos los valores pro-
pios de J son reales o con partes imagihariés despreciables,
utilicen programas que trabajen s6lo con reales. Por estas
razonest agqui se ha implementado diché técnica.

En los programas ESTADO/MATRIZTC Yy ESTAﬁb/T1ATC, por
lo ihdicado_ahteriormente, aparecen variables adicionales que
pérmiten la ejecucidn de las operaciones con complejos. Es im
portante recordar la absoluta consisténcia gue debe existir

entre los nombres de todas las variables.

Con el objeto de facilitar un andlisis de estos pro-
~gramas, se ha mantenido cierta regla que relaciona los nom-
bres de las variables de los programas con reales y los de

las correspondientes de los programas con complejos, la cual
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es evidente en la siguiente lista; en la que se distinguen

las variables adicionales principales:

——

PROGRAMA ESTADO/MATRIZT PROGRAMA ESTADO/MATRIZTC

NOMBRE NOMBRE

Parte real Parte imaginaria

E¢ Eo El

a1 a1l A2
T1 TL T2
F1 F1 F2
X1 - X1 X2
V1 ' val V2
V2 V3
PROGRAMA ESTADO/T1AT PROGRAMA ESTADO/T1ATC
NOMBRE NOMBRE

Parte real Parte imaginaria
Al Al A2
T1 ' T1 T2

Fl Fl F2
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CAPITULO TERCERDO

BASES PARA EL ANALISIS DE UN SISTEMA
POR MEDIO DE LA MATRIZ “T" Y DE

LA FORMA DE JORDAN "J”

Introduccidn

Ané&lisis de estabilidad absolﬁta

Formas cuadréticas y funciones matriciales
Matriz de tfansicién de estado

Controlabilidad y Observabilidad
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3.1 INTRODUCCION

Los programas digitales anteriores permiten obtener
resultados muy satisfactorios; de ahi que es posible utilizar

los para el andlisis de sistemas de complejidad apreciable.

Entre los aspectos fundamentales del anélisis de un
sistema de control se destacan: estabilidad, matriz de transi
cibn de estado, respuesta no forzada, controlabilidad, obser-

vabilidad y obtencidn de los estados y de las salidas.

En el presente trabajo se da a continuacidn una vi-
sién clara y resumida de las principales aplicaciones, gue en
los aspectos mencionados en el parrafo anterior, se da a: va

lores propios de matriz J, matriz transformadora | y forma ca

nénica de Jordan J.
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3.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD ABSOLUTA.

El desarrollo de sistemas de control, tanto en lo que
se refiere al andlisis como al disefio, comprende como una de

sus partes fundamentales el aspecto de estabilidad.

El estudio de la estabilidad de los sistemas, es por
sf solo bastante amplio, ya que trata sistemas lineales y no

lineales, variantes e invariantes en tiempo.

En este trabajo se presenta el caso de andlisis de
estabilidad de sistemas lineales invariantes, con el objeto de
demostrar claramente una de las aplicaciones de los resultados
conseguidos por medio de los programas para computador digital

del capitulo II.

Actualmente existen varios criterios que se aplican
él andlisis de estabilidad de sistemas de control; de ahi que
se tienen algunas definiciones y técnicas correspondientes a
cada uno de ellos. A continuacién se presentan varios muy im

portantes.

Para el caso de sistemas lineales invariantes en tiem

po, la descripcifn méds general en el espacio de estado esti da
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da por las ecuaciones (1.32), con A, B, C y D constantes, es
decir:
ax - +

~ = Ax(t) + Bu(t) (3.1)
dt
V(£) = CX(t) + Di(t) (3.2)

Desde ei punto de vista de contrxol cl&sico, la esta-
bilidad ae este tipo de sistemas depende Unicamente de la ubi
cacibn en el plano complejo s, de los polos de la funcibdn de
transferencia de lazo cerrado H(s) ; v(s)/u(s). Esto para el
caso de una entrada (u) y una salida (y). Cuando se tienen
sistemas de mfiltiples entradas y/o salidas, es conveniente la

notacidn matricial, apareciendo entonces el concepto de matriz

de transferencia: H(s) = ;(s)/a(s).

Si en las ecuaciones (3.1) y (3.2) tomamos la trans-

formada.de Laplace a ambos miembros de cada una de ellas, se
obtiene:
s¥(s) - x(t=o) = A¥(s) + Bi(s) (3.3)
.
y(s) = (%(s) + Du(s) (3.4)

Considerando nulas las condiciones iniciales:

x(t=0) = 0, en (3.3) se tiene
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%(s) = (s - A]'1 Ba(s)
gue reemplazando en la ecuacién (3.4) resulta:
F(s) = {C(s] - ATV B + D} T
de donde la matriz de transferencia del sistema es:

(s) .
H(s) = = C(sI - A" B+1D : (3.5)
(s)

4

el J

de orden X X m.

Un elemento Hij(s) de H(s), es la funcibn de transfe
rencia entre la j-é&sima componente del vector de entrada, ug y
la i—-ésima ccmponente del ﬁector de salida, yi; es decir:
Hij(s) = yi(s)/uj(s), cuando todas las entradas son igquales a

cero excepto uy Y todas las condiciones iniciales son nulas.

La ecuacién (3.5), al desarrollar la matriz inversa

en términos de la adjunta, puede ser escrita como:

adj(s] - A)
H(s) = C B+1D
det(s] - A)

de donde:
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C[adj(sl - A)] B+D . det(s] - A)
B det (s] - A)

(3.6)

H(s)

De esta manera, cada elemento de la matriz de trans-
ferencia H(s), es el cociente de dos polinomios en s, siendo
el numerador de grado menor o igual a n; y el denominador de

grado n.

H(s) es. pues, una matriz racional propia (el nfimero

de polos de cada elemento Hij(s) es mayor o igual que el nlme-

ro de cexos). Asi los polos aparecen en todo el sistema y son
las raices de la ecuacibn caracterfstica : det (s] - A) = 0 ;
es decir, son los valores propios de la matriz A, gque se he

llan de esta manera determinando el comportamiento en el tiem-

po de todas las salidas.

En base a lo anterior se deduce que el conocimiento
de los valores propios de la matriz A, permite averiguar direc

tamente si un sistema es o no estable, ya que &sto depende de

la ubicacidn de los mismos en el plano S, en la siguiente for.

ma:

Sean los polos del sistema : Ay = By + jwi . 1 = 1,2,..

(valores propios de A)

Entonces, el sistema es inestable
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si Bi > O para cualquier rafz simple.

6 B » 0 para cualquier ralz repetida.

El programa ESTADO/VALORPROP, descrito en la seccibn
2.5.4, permite calcular todos los valores propios de J; asi es
un instrumento poderoso para el an&lisis de estabilidad de un

sistema.

Fn Control Moderno, se tienen critexrios adicionales
para el estudio de estabilidad de sistemas descritos en el es
pacio de estado. Dos de ellos, que se refieren a estabilidad

del vector de estado Q(t), directamente pueden ser aplicados u

tilizando los valores propiocs de la matriz fA; é&stos son:

1l.- Estabilidad en el sentido de Lyapunov.

. e
El estado de equilibrio x = 0 de g%-= At) % , es es
table en el sentido de Lyapunov (abreviado: s.L.), si para to

do tp y cualquier nfimero real € > 0, existe un 6§ > 0, tan pe-
queno como gueramos, que depende de tg y €, tal que si:

Jlg(to)|| < § entonces ||§(t)|| < € para todo t > tg.

Para un sistema lineal invariante en tiempo, aquello

se cumple siempre que:

By <0 para todas las raices simples.

y Bi <0 para todas las raices repetidas.
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1o cual coincide con las condiciones de estabilidad antes indil
cadas, utilizando el criterio de Control Cl&sico. Sim embargo
estas definiciones se aplican también a sistemas variantes en

tiempo y no lineales.
2.—- Estabilidad asintética.

- -+
El estado de eguilibrio x = 0 de —= = A(t)x , es

asint6ticamente estable si:

a) Es estable en el sentido de Lyapunov.
b) Para todo tp y cualquier ;(to) suficientemente préxi-
mo a cero, Sse cumple gue:
1im || %(2) || = 0

t > o

En un sistema lineal invariante, lo anterioxr se cum-

ple siempre gque:
By <0 para todas las raices.

Otros criterios de estabilidad, para cuando la senal
de entrada z(t) no es cero, son utilizados frecuentemente. Su
planteamiento y aplicacidn requieren del conocimiento previo
de la matriz de transicién de estado del sistema; y no serén

tratados en este trabajo.
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Ejemplos:

1.- Fn la seccidn 1.3 se encontrd la forma de Jordan de
las ecuaciones de estado del sistema eléctrico de la
Fig. 1.1. Estas esté&n dadas por (1.33) y (1.34). La matriz

A es la siguiente:

e N
0.242
- 0.242 0
A =
. _2.758
RC
~ e

Esta matriz se encuentra en la forma de Jordan; pox
lo tanto sus valores propios son los elementos de la diagonal.
Estos valores son reales distintos y negativos para cualquier

RC; es decir, se cumple que: f; <0 ; i = 1,2,

El sistema es entonces:

a) Estable segfin el criterio clésico.
b) Estable en el sentido de Lyapunov

c) Estable asintdticamente.

2.— Se desea analizar la estabilidad del sistema meca&ni-
co de la Fig. 3.1, en base a su representacién en va

riables de estado.
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K

y W

x(t)

T 7 7T 77 TN T 7 T 7 7
~—— D

FIG. 3.1.

donde:
K = constante de rigidez del resorte > 0
m = masa del blogque > O
D = coeficiente de rozamiento din&mico (supuesto cons-
tante) > 0. | -
f(t) = fuerza externa.

La ecuacidn diferencial que gobilerna el movimiento

del bloque es:

md’;=f(t)—Kx—D§§
at at

Escogiendo ‘como vaxriables

to del resorte x(t) y la velocidad

de estado el desplazamien-

de la masa: éﬁ
dt

, Se tiene
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gue:
X, = X X, = X
K D 1
X, = X, X2 = ~= X%, @ X, + o u(t)
con u(t) = £(t)
Asi las ‘ecuaciones de estado en forma matricial son:
> 0 1 X1 0
g— = + u(t)
t K D 1
X2 T T m *2 m

Se debe ahora calcular los valores propios de la ma-

triz A, con:

0 1
A =
- K - D
m m
) -1
Al - A=
K D
=y A+ R
det (A] - A) = x% + Dy+Eo
m m
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2
=>)\=—D__—-t .I.)_._ -_Ii
2m 2m
Suponiendo que u(t) = 0 y que el sistema parte de
un cierto estado inicial §(to) = [Xl(to) , se distinguen 3
Xz(to)

casos en su comportamiento diné&mico:

a) Cuando (2—>2 > X
2m m
los 2 polos son reales y negativos; segfin lo cual el
sistema es estable en los 3 sentidos anotados éreviamente Yy
su vector de estado Q(t) decrecera exponencialmente y sin osci
laciones.

2
b) Cuando 0 < <B—> - :
m

2m
los 2 pcoclos son complejos conjugados con su parte real
negativa. El sistema sigue siendo estable segln los 3 crite-

- + ~ - - .
rios y su vector de estado x(t) serd oscilatorio amortiguado.

c) Cuando D = 0 (superficie ideal sin rozamiento):
los 2 polos son complejos conjugados con su parte real
igual a cero. El sistema seréa:

- estable seglin el criterio clésico.
~ estable en el sentido de Lyapunov.

- inestable asintf8ticamente.

Su vector de estado serd oscilatorio no amortiguado.
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3.3 FORMAS CUADRATICAS Y FUNCIONES MATRICIALES

3.3.1 FORMAS CUADRATICAS

Para sehalar algunas caracteristicas especiales de
las matrices hermitianas, con respecto a sus valores y vecto-
res propios; asf{ como también presentar algunos conceptos re
lacionados con ello, es necesario conocer las denominadas for

mas cuadréticas.

Una forma cuadr&tica es un polinomioc real en las
variables reales &;, &,, ...., &5 que contiene solamente tér

minos de la forma aj4 &3 &4 tal que:

n n
9;2 21 ajy &i & (3.7)
i= j=

donde aj4 es real para todo i, Jj.

Una forma cuadratica puede ser expresada como el pro
. - - -+ -+
ducto interno de un vector x por (x, denotado (x, @x), donde

Q es una matriz hermitiana nxn , es decir Q+ = (.

Ahora bien, para una matriz hermitiana [J,nxn se cum
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ple que: todos sus valores propios son reales y los vectores
propios correspondientes a valores propios distintos son or-
togonales. Un caso particular, muy importante, de matriz hexr

mitiana es el de una matriz simétrica real.

En general, aungque los valores propios no sean dis-
tintos, para una matriz hermitiana §, nxn se pueden hallar n
vectores propios ortonormales, De modo que cuando en las e-
cuaciones de estado de un sistema, la matriz A es simétrica
real, se tiene siempre gue el problema de encontrar sus n vec
tores propiocs £.4{. esté comprendido‘en el caso II1 de la sec

cibn 2.4. (Degeneracién total).

Por lo anterior, una matriz simétrica real A, siem-

pre puede ser reducida a una matriz diagonal por medic de una
. - . -1

transformacidn de semejanza | A T. »~Adem&s, como las colum

nas de | son ortonormales, se cumple que T° = TT.

Si se tiene el vector ¥ de un sistema descrito en
el espacio de estado (ec. (1.32)) y una matriz [} simétrica
real, se puede por medio de la matriz de los vectores propios

de Q, es decir T, transformar el vector X tal que: X = T;

. 0—\' -+ ->
Entonces la forma cuadr&tica L74= X X , Se expresa COmMoO:

|
It

=101y
=¥ T QT Y=

vl (3.8)
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donde | es una matriz diagonal formada por todos los valores

propios de Q.

Desarrollando (3.8) se tiene:

2
Fr=alva|® + ulval® + oon + anlygl (3.9)

donde los A son los valores propios (reales)de (J.

De la ecuacibn (3.9) se deduce gque la forma cuadrati

ca é;;; Xt Q X es positiva siempre gue todos los valores pro
> -+

pios de Q son positivos, a menos que y, y por lo tanto x, sea

el vector nulo.

Esto permite afirmar que los valores propios de una
matriz simétrica real, determinan si ésta se halla "positiva-

mente definida" & "definida no negativamente'", de acuerdo a

las siquientes definiciones:

Una matriz simétrica real (J, nxn estd "positivamen-
Ze definida" si su forma cuadritica asociada es siempre posi
-
tiva, excepto cuando x es el vector nulo. Esto se cumple cuan

do todos los valores propios de {§ son > 0.

Una matriz simetrica real {, nxn estid "defindida no
negativamente" si su forma cuadrética asociada nunca es nega-

> 0.

tiva. Esto se cumple cuando todos sus valores propios son >
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Los conceptos anteriores son muy utilizados en el di
seno de sistemas Ooptimos de control en los gue se emplea un

criterio cuadréatico.

Ejemplo:

Supongamos que.en el diseno de un sistema de control
se desea optimizar el consumo de energia; y gue en el proceso
de modelaje se réquiere.utilizar una matriz [ simétrica defi
nida no negativamente. El sistema es invariante en tiempo vy

de orden 3.

En base a un estudio de las caracteristicas deseadas
del sistema y las condiciones de optimizacidn, supongamos que

se escoge la siguiente matriz Q:

13 4 -13
Q= 4 22 -4
-13 -4 13

Utilizando el programa ESTADO/VALORPROP Se encuentra

gque los valores propios de [ son:

A, = 0.000
A, = 18.000
)\3 = 30.000

Lo cual demuestra que [ estd definida no negativamen
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R -+ -+ <>
te. BAsi, su forma cuadrética asociada xT Q x (donde x es el

vector de estado del sistema) nunca sexré& negativa.

Ademds, en el ejemplo anterior se observa que los va
lores propios de [ son reales; y si calculamos los vectores
propios asociados, utili:zando el programa ESTADO/MATRIZ T se

consigue la siguiente matriz T.

e N
-0.707 0.408 0.577
T = 0.000 -0.816 0.577
| -0.707 -0.408 -0.577 J

Puede comprobarse que estos vectores propios son or-

tonormales.

Finalmente, si mediante el programa ESTADO/T1AT, cal

culamos la forma de Joxrdan J = T—l Q T, se obtiene:
r N
0.000 0.000 0.000
J =1 0.000 18.000 0.000
L 0.000 0.000 30.000

Siendo J una matriz diagonal.
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3.3.2 FUNCIONES MATRICIALES

» ’ - - [}
Aqui interesa unicamente las funciones de matrices
cuadradas; y en particular el caso de funciones de una matriz
cuadrada real A transformada en una matriz de la forma de Jorx

dan J por medio de una transformacidn de semejanza.

Se conoce gque una funcidn f£(x), escalar y analitica
en x, se puede expresar de manera Unica como una serie conver

gente de la forma:

£(x) = ;i: fr X /K|
X=0

(3.10)
donde fy = dxf(x)/de calculada en x = 0

.Se puede definir la funcidn matricial correspondien-

te, para una matriz A, nxn , asi:

(o]

fh) = £ AT/x! (3.11)

K=0
Por ejemplo:

sen A = (sen 0) | + (cos 0) A + (-sen 0) A%/2! + (-cos O)A*/3!+

+ (sen 0) A*/4! + (cos 0) AS/5 ' + ....... =
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= A - A%/30 + AS/s = AT/ o+ LLL.

é:At = (e + ( e’ At + ( e®)A%t2/2!' + ...+ ( e ) AR /e L=

[ + At + A2t2/20 + ... + ANeF/xr + .

Cuando una matriz cuadrada real A, es transformada en

una forma de Jordan por una transformacidn de semejanza, es de

“cir: | = T—1 AT se tiene que:

oo

£(A) = z{::fx A /xy = ;zg:fx (TJ T H¥%x: =
K=

K=0

@

=ZfK TJT - TIT e T T ke =

X=0

K veces

=D g (T U T H
K=0

- T () g Juxn) T =
K=0

T£ (T (3.12)

1l

Ademés:
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£()) = ZfK J¢ skt =

X=0
© fx L11K(X1) 0 _
= H .
K=0 o - Lo (A)
£(L,, (A)) 0
0 " £ (L (M) (3.13)

De tal manera gue conociendo T vy J, para evaluar
£f(A) sélo es necesario calcular los f([ji (Xi)), donde 1los
Lji(ki) son los blogues de Joxrdan de J. Los programas ESTADO/
MATRIZT, ESTADO/T1AT, para reales; y ESTADO/MATRIZTC, ESTADO/
T1ATC, para complejos , desarrollados en la seccibn 2.5, permi
ten calcular las matrices | y J correspondientes a la matrii
A, nxn de un sistema; (en general, A, nxn puede ser una ma-
triz real cualguiera; su méximo orden estid dado por la capaci
dad de memoria del computador utilizado). Disponiendo asi de

T v J se puede calcular f(fA) por el método anterior.

Finalmente, la funcidn £(|) para un blogue | de or-

den £x2, viene dada por la siguiente expresién:



£(1) QE/AN e ((e-131)7" <51_£'1f/dx£'1
0 £(0) ((e-2)1)7" et P grant?
£(L) =
0 0 £())
/
(3.14)

En conclusidn: utilizando (3.14), (3.13) y (3.12) es

posible evaluar la funcién £(A),

Ejemplo:

Se desea calcular la funcibn (:At , donde A es la ma

triz de un sistema lineal invariante y tiene la siguiente foxr

ma:
/
0 -3 0
A= 3 0 0
0 0 -1

Entonces, de acuerdo a la ecuacidn (3.12), se cumple

aue: @M -7 @F T

1

Calculando ahora la matriz transformadora |, su in-

versa T_} y la forma de Jordan |, utilizando los programas di
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gitales respectivos, implementados previamente, se obtiene:

~0.707 ~0.707 0.000
T = |50.707 ~50.707 0.000
| 0.000 0.000 ~1.000
-0.707 ~50.707 0.000]
T = |-0.707 50.707 0.000
[ 0.000 0.000 ~1.000
/ N
§3.000 0.000 0.000
J =1 o0.000 ~$3.000 0.000
0.000 0.000 ~1.000

2Ahora se procede a encontrar eJt . SegGn las ecﬁa—

ciones (3.13) y (3.14) é&sto es:

3 N

[ 33-000¢ 0.000 0.000

et = | 0.000 g713.000¢ 0.000
0:000 0.000 e—l.OOO#J

Finalmente se obtiene la funcién matricial eAt, rea

lizando el producto de matrices indicado, es decir:
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eAt =T eJt T~' . Ppor partes serfa:
i j i3.0
~0.707 e33-000¢ ~0.707 e 33-000¢ 0.000
Tedt = [50.707 33-000t 5o 907 733-000¢ 0.000
| 0.000 ' 0.000 - g71-000t
de donde:
0.500( e:]3t+ e—]3t) _ 0.500 ( ej3t_ e"‘:]Bt) 0
J
0 0 e
Pudiendo ser escrita como:
(cos 3t ~-sen 3t 0
eAt = sen 3t cos 3t 0
0 0 et
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3.4 MATRIZ DE TRANSICION DE ESTADO

En la seccibn anterior se ha presentado un método pa
ra evaluar una funcidn de una matriz cuadrada. Esto ser& uti
lizado seguidamente para calcular la matriz de transicibn de

estado de un sistema lineal e invariante.

Considérese, en primer lugar, un sistema de orden n
descrito por la ecuacitn lineal de estado con entrada cero:
dg/dt = A(t) X . El vector %(E) es una trayectoria g(t;to,;o)
en el espacio de estado. Se define, entonces, como matriz de
transicibn del sistema a una matriz nxn, denotada por ¢(t,ty),

tal que:
> -+ -+ -+

Reemplazando (3.15) en la ecuacibn diferencial que

define el sistema, se tiene:

30 (t,to)
—— = A(t) o(t,to) | (3.16)
St

-+ > . -+
Ademas, como x(ty) = X5 , para cualquier Xy , se cum
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ple que:

& (to,to) = I (3.17)

Para el caso de un sistema continuo, lineal invarian
te, la matriz de transicidn es:

0] (tltO) = e

Alt-to) (3.18)

como se puede demostrar facilmente, utilizando su desarrollo

en serie.

Las principales propiedades de la matriz de transi-

cibn de estado, son:

1.- Transicibn: & (t,,t,) = @ (t,,t,) & (t,,ts)  (3.19)
2.- Inversidn: & (tg,t,) = & (t,,to) (3.20)
3.- Separacién: ¢ (t,,to) = 0@ (t,) e_l(to) (3.21)

t
CJ*;O [tr,[\('f)]d'r

W
.
1

Determinante: det ¢(t,,tg) = (3.22)

Segin~la ecuacibén (2.15), la matriz de transicién de
un sistema es tal que, cada ¢ij (t,ty) es la respuesta de la
variable de estado 1 debido a una condicidn inicial unitaria

en la variable de estado j cuando las condiciones iniciales
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en los restantes estados son nulas. Asf, conociendo la ma-
triz de transicibén de un sistema, se obtiene directamente 1la

respuesta no forzada del mismo.

Para evaluar la matriz de transicidén de estado de un
sistema lineal invariante, existen variocs métodos. Entre es-

tos, los mds conocidos son los siguientes:

1.~ Utilizando series:

eAt Z A £F sk (3.23)
K=0

2.- Utilizando los valores propios:

-1

eAt = Te‘lt T ' (3.24)

3.- Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton:
n-1
£ .
CA =§ Yi(e) AT (3.25)

i=0

donde los Y; (t) son calculados de:

n-—1
C‘Jt =Z Yi(t) J*
- Ti=o
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4.—- Utilizando la transformada de Laplace:

eht =& (1 - n7) (3.26)

lo cual se deduce de la ecuacidn (3.3) cuando la

. . +
excitacidn u((s). es nula.

El método que utiliza los valores y vectores propios
de la matriz A, se deduce de la ecuacién (3.12); y es muy con
veniente para sistemas de orden elevado. Seg(Gn ésto se tiene

entonces gue:

eA(t—to) =T eJ(t—to) T (3.27)
De la ecuacién (3.13):
eL;l (3,) (t=to) . A
eJ (t-to)
\ 0 eLmn(kn) (t~to) (3.28)

s

vy de la ecuacibn (3.14):
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...... (emto) ET1 B0 /gy

oM (E-to) (t-tg) eMi{t=to)

Hlemto) (emtg) 2 M (E7E0) /(5 5y

t-t
c[_ji()\i) (t-to) _

(3.29)

De esta manera, conociendo las matrices T Y J de un
sistema, es muy f&cil calcular su matriz de transicibn de es
tado que permite obtener la respuesta no forzada del mismo en

forma inmediata. v

Mas afin, para un sistema lineal invariante con entra
das no nulas [ecuaciones (3.1) vy (3.2)J, la solucidn general

es de la forma:

t
sy = Pt Ze+ S @M BE(nar (3.30)
to
t
Ty = ceP g+ f CePtD Biuar + DEe)  (3.31)
. to

Existen métodos para convertir- estas ecuaciones
((3.30) y (3.31)) en ecuaciones en diferencias que son muy

convenientes para ser implementadas en un computador digital,
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las cuales requieren del cllculo de la matriz de transicién.
Asi se dispondria de una forma de hallar los estados y sali-

das de un sistema lineal invariante.

En un computador digital, el calculo de ngt, asi co

mo de z(t) v ;(t), se haré para valores discretos del tiempo
t.
Ejemplos:
1.- Se desea calcular la respuesta no forzada del siste-

ma mecanico de la Fig. 3.1, para los valores particu
lares: K = 0.3 Kgf/cm <= 299.40 g
m = 1.8 Kg

D = 0.1 Kgffem/seg) <= 99.80 N/(m/seqg)

si se conoce que el estado inicial es:

x, (to) 0.08 m| + desplazamiento inicial del resor-
F o= _ te de su posicibébn de equilibrio.
o = =
x, (to) 0 + velocidad inicial del bloque.

A partir de las ecuaciones (3.15), (3.18) y (3.27)

se sigue gue:

Y1) = a(t,to) % = e@h(tto) 3o -
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1 -

=T el T g

Utilizando los programas digitales implementados, se

obtiene:
0.019 0.300 . -3.390 -1.065
-1
T = ;o T=
-1.000 -0.954 ' 3.552 0.068
-52.262 0.000
J =
0.000 -3.183
De modo que seg@n las ecuaciones (3.28) y (3.29), su
poniendo t, = 0, se puede ahora calcular:
e-52.262t 0:000
Jt _
e =
0.000 e~3.183t
Finalmente se calcula §(t) ; por partes seria:
0.019 e~52.262t 0.300 e—3.183t
Te‘Jt=
~1.000 e~°2-262¢ =0.954 73183t
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-0.271
-1 +
T Xo T
0.284
~0.005 e °2-282t 4 . g5 77-183t
=> X(t) =
0.271 e-52-262t _ , 5., -3.183t
2.—- Se desea calcular la matriz de transicibn de estado
eAt, de un sistema en el que:
0 1 0 0]
0 0 1 0
A =
0 0 0 1
-27 54 ~-36 10

Siguiendo el mismo proceso del ejemplo anterior, se
pasa a obtener T; T-' v J utilizando los programas digitales,

E€sto da los siguilentes resultados:

-0.035 -0.002 -0.023 -0.500
~0.105 -0.041 -0.072 -0.500
1= ~0.314 ~-0.229 ~0.257 ~0.500
-0.943 -1.000 ‘ ~-1.000 —o.soqj
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~10.919 35.770 -30.330 5.480
. -115.189 177.664 ~70.502 8.026
L= 128.859 ~214.766 ©100.225 ~14.318
- 6.750 6.750 - 2.250 0.250
g
3.000 1.000 -0.000 | 0.000
0.000 3.000 1.000 : 0.000
J = 0.000 0.000 3.000 : 0.000
0.000 0.000 . -0.000 | 1.000

La matriz J tiene 2 bloques de Jordan: uno de orden
3x3 correspondiente a un valor propio de multiplicidad 3; vy

otro de oxrden 1xl.

La matriz e‘Jt, segn (3.28) y (3.29) es la siguien-
te:
e ~N
e3.0000t £ e3.0000t ;_tz eE}.OOOOt 0
0 e3.0000t € e3.0000t 0
Jt
ot
0 0 e3.0000t 0
0 0 0 ol-0000t
~N Ve

La matriz de transicién eAt = Te‘Jt T™! se calcula
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a continuacidén:

~0.035 &’ _0.035c ”F -0.002 e3F  -0.018 £* &*F —0.002 t % ~0.023 e’F  -a.s00
-0.105 o3t  -0.105t o3f -0.041 %  —0.052 £* &% -—0.041 £ 3% —0.072 &3t —n.s00
£
Tel® =
~0.314 &% —0.314t o°F —0.229 &% —0.157 ! 3% -0.220 ¢ &F —0.257 &3F  -0.500
~0.943 o3t ~0.943t € —1.000 Y —0.471 £F &% ~1.000 t oF -1.000 &3t  -0.500
. - -
FILA 1: - -
N
3.4 oF 4 (=2.4 4 3.8t - 2.3) €3F -3.4 € + (3.4 - 5.8t + 3.8t%) &3F
t
1.1 of + {-1.1 + 2.3¢ - 1.8t%) o°F ~0.1 e¥ + (0.1 - 0.3t + 0.3t%) o3t

FILA 2:

3.4 eF + (~3.4 + 6.8t — 6.8£%) &€ -3.4 et 4 (4.4~ 9.8E 4+ 11,387 &3

1.1 o+ (1.1 + 3.3t - 5.38%) F ~0.1 &F + (0.1 - 0.3t + 0.8:) o3t
eht = '

FILA 3:

Jt t

- 3.4 e¥ 4+ (-3.4 + 6.3& - 20.3t2) e 3t

-3.4 e 4 (3.4 - 6.8t + 33.8t%) &

t t 3t

1.1 &+ (~0.1 ~ 0.8t — 15.8¢%). & —0.1 g~ + {0.1 + 0.8t + 2.3 £*) &

FILA 4:

3.4 &8 + (-3.4 - 20.3t - 60.8t%) &F —3.4 e + (3.4 + 47.3t + 101.3t?) &3E

3t

3t
e

. . N
2.1 a° + (-1.1 - 33.8t - 47.3t7) . 0.1 " + {L.1 + 6.8t + 6.8tY)
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3.5 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

Con la teoria y programas para computédor digital ex
puestos y desarrollados>ﬁasta aqui en el presente trabajo, se
dispone de material indispensable para abordar un tema tan im
portante como es el de la Controlabifidad y Observabilidad de
un sistema; aspectos éstos de grén interéé tanto tedrico como

préactico.

El control y observacidn de los estados de un sistema
requiere de un estudio amplio y profundo. Sin embargo, ya que
aqui interesa desarrollar estos aspectos como una aplicacidn
de la matriz de vectores propios y vectores propios generaliza
dos | y de la forma canénica de Jordan J, de un sistema lineal
invariante descrito por ias ecuaciones (3.1) y (3.2); se pre-

sentan a continuacidn los criterios fundamentales.

-+ . .
Un estado x, de un sistema, es controlable, si es po-
- s A + + - . -
sible hallar una funcidn de entrada u (t, Xgp), pPara cualquier
S e e e > . -+
condicidn inicial X,, tal gue transfiera a ésta hasta X, en un

tiempo finito.

El sistema .serd completamente controlable si todos

—-
los estados x1 son controlables. Se denomina controlable en
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el tiempo to todo estado cuyo control depende de tg.

Para que un sistema lineal sea controlable completa-

mente es necesario y suficiente que el estado cero pueda ser

-
transferido a cualquier estado final x,. Asi, en la ecuacibn
(3.30) si el estado cero puede ser transferido a cualquier es

> - -> :
tado x,(t,;) = x(t,) - ®(t,,to) x(to); entonces cualqguier esta

- -
do x(to) puede ser llevado a x(t,).

Ios conceptos de observabilidad son duales a los de

controlabilidad.

-5
Un estado x,; de un sistema, es observable en un tiem

' + +
po t si al conocerse la entrada u(T) y la salida y(t1) en el

1 ’

g -
tiempo to < T £t, , se determina completamente x,(t,).
—-)—
Si todos los estados x, son observables, el sistema
se denomina completamente observable. Si la observabilidad

depende de to, el estado se llama observable en tg.

Para que un sistema sea observable completamente, es

-
necesario y suficiente que el estado inicial x(tgy), cuando
- -

u(t) = 0, pueda ser observado al conocerse y(T); vya que se-

glGn la ecuacién (3.31) es posible hallar cualquier otro esta

-+ . -+ -+
do x(t) a partir de x(ty) y yv(1).

En la aplicacién de los conceptos anteriores es fun-
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damental la utilizacibn de los diagramas de flujo que repre-
sentan al sistema en cuestibn, ya que en ellos es posible i-
dentificar cada una de sus variables de estado, asi como tam

bién sus entradas y salidas-

En el diagrama 'de flujo de un sistema, si una varia
ble de estado se halla desconectada de las sehales de control
(las senales de entrada gque actfian sobre dicha variable de es
tado pasan por multiplicadores de ganancia cero), entonces es
incontrolable. En forma similar, si una variable de estado
estd& desconectada de las salidas, entonces es inobservable.
Sin embargo, hay que tener cuidado en el andlisis cuando se
trata de sistemas variantes en tiempo, ya gque pueden haberxr
sistemas incontrolables e/o inobservables gue no presentan

las desconexiones antes anotadas.

Fn los sistemas lineales invariantes (ecuaciones
(3.1) y (3.2)), la conexidn de las entradas (al menos una)
con las componentes del vector de estado, equivale a una fuer
te forma de controlabilidad completa; asi también, la co-
nexidn de todas las variables de estado con las salidas (al
menos con una salida) equivale a observabilidad completa. Si
una variable de estado estd desconectada de todas las entra-
das y de todas las salidas, entonces es incontrolable e inob-
servable. Debe ser claro que pueden haber variables controla

bles pero inobsexvables y variables incontrolables pero obser
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vables.

Es muy itil, entonces, en contfolabilidad y observabi
lidad, la representacidn de un sistema mediante un diagrama
de flujo; pero éste debe ser tal gue permita distinguir cada
variable de estado y sus relaciones estrictamente necesaxrias
con las demds variables, asi como también con las entradas y
salidas. Esto es posible a través del diagrama de g§Lujo del
sistema transformado por una transformacidn delsemejanza que
permita obtener la forma candnica de Jordan, lo cual se ha

conseguido previamente de la siguiente manera:

Volviendo a escribir las ecuaciones (3.1) y (3.2)

-5
dX _ A% (t) + Bd(t)
dt

y(t) = (x(t) + Da(t)

y aplicando la transformacidn X = Tz , donde T es la matriz
de vectores propics y vectores propios generalizados de A, se

tiene la siguiente representacidn del sistema:

92 _ 7T AT 3(e) + T B3t (3.32)
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v o= CTzt) + Du (t) (3.33)
donde:
T—l AT=J : forma canénica de Jordan.

(fll fi2 . ee £

fa foo . e fzm

T B= (3.34)

nl na2 nmJ
g ~
911 912 ... 9in
921 922 ceee 9on
CT= (3.35)
gKI gKZ gKnJ

En base a esta nueva representacibén del sistema, se
procede a desarrollar los criterios previos establecidos so-
bre controlabilidad y observabilidad, para sistemas lineales

invariantes.

CONTROLABILIDAD
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1.~ Cuando la matriz A tiene todos sus valores propios

distintos, entonces J es una matriz diagonal;

diagrama de fiujo del sistema es el de la Fig. 3.2.

(y por lo tanto cualquier x compuesto de una combinacidn

Segfin la Fig. 3.2,

neal de zetas que contenga a Z2i)

J

ne todos sus

neral y de ahi extender los resultados a todo el sistema,

1,2,...

y el

una variable Zi es incontrolable

1li-

si se cumple que: fj4§ = 0 ;

elementos iguales a cexo.

, m ; es decir si la fila i de la matriz | ' B tie

2.- Cuando la matriz A tiene valores propios repetidos;

el anélisis puede aplicarse a un: bloque de Jordan ge

ya

que &ste va a estar representado por varios bloques de Jordan.

Supongamos un bloque de Joxrdan [ ji (Xi), £x 2

Las

ecuaciones de estado de sus variables seran de la forma:

| &

2L

Ay 1 0 0
0 A 1 .. 0
0 0 A{ .. 0

... X%

ru,lW

u2

U,
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vy el diagrama de flujo correspondiente es el de la Fig. 3.3.
Segfin este diagrama, una variable de estado Zp que
pertenece al blogue de Jordan Lji (Ai), £ x £; podr& ser con

trolada en d4dcs fprmas:

a) En forma independiente.— Cuando la fila p de la sub-

matriz de T_1 B correspondiente al blogue, sea dife

rente de cero.

b) En forma ligada con otra variable de estado.- cuando

-1
la fila p de la submatriz de T B correspondiente
al bloque, es cero; en cuyo caso es todavia posible controlar

Zp a través de 2 , pudiendo esta filtima ser a la vez contro

p+1
lada en una de las. dos formas, siempre y cuando se cumplan
los requerimientos respectivos. Al estar asi Zp controlada

por los valores que tome Zpyq1 , sus valores no pueden ser va

riados independientemente de Zp+y en forma arbitraria.

Debe observarse que el contrxol de Zp es independien
te-de las demé&s variables de estado y es posible siempre y
cuando la fila £ de la submatriz de Tfl B correspondiente al
blogue sea diferente de cero; siendo &sta a su vez una condi
cidn lfimite que permitiria, suponiendo todas las dem&s (£-1)
filas iguales a cero, controlar todas las variables del blo-

gue en forma ligada.
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Z2

U3

3.2

FIG.
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FIG. 3.3



- 167 -

Las dos formas de control descritas, pueden ser apli
cadas simulténeamente sobre una misma variable 7 siempre vy

cuando se cumplan las condicicnes respectivas.

Se dispone pues de un método para analizar si cada;
variable de estado 2 de-un bloque de Jordan es o no controla
ble; y si lo es, en quéd forma. Como la matxiz J est& confor-
mada por blogues-de Jordan, el método sirve para analizar la
controlabilidad de todo el sistema. Sin embargo, para que.el
sistema sea completamente controlable es necesario que ademés
de las condiciones anteriores se cumpla que: cada valoh phro-

pLo A esté asociado 86L0 con 1 bloque de Jordan.
OBSERVABILIDAD

1.- Cuando la matriz A tiene todos sus valores propios
distintos; entonces, seglin la ecuacibn (3.33) y con
siderando gue basta que el estado EO {con g(r) = 0) sea obser

vable para que el sistema sea observable completamente, se
tiene el diagrama de flujo de la Fig. 3.4, gque muestra las re

laciones entre las salidas y las variables de estado 2.

Segln la Fig. 3.4, una variable de estado 2i, i = 1,
2, ..., n; es ilnobservable cuando la columna i de la matriz

C T tiene todos sus elementos iguales a cero.

2.- Cuando la matriz A tiene valores propios repetidos;
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s ol
D QO QG

FIG. 3.4
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entonces, en forma similar al casoc de controlabili-
dad, el andlisis puede ser hecho para un blogue de Jordan ge
neral | ji (*i), £ x £; y luego los resultados extendidos a

todo el sistema.

Sea el blogue de Jordan |41 (*i), £ x £; en el que
las ecuaciones de las salidas, en relacibn con las variables

de estado del bloque sexran de la forma:

7 N 7 e
Y, 911 12 = 91g7 Z)
Y, P 922 EEY 22
= (3.37)
Yx 9x , Ix 2 Ixp 2y
N e ~ e ~ e

el diagrama de flujo correspondiente es.el indicado en la Fig.

3.5.

De acuerco a esta Fig. 3.5, una variable de estado

Zp gue pertenece al bloque, puede ser obsexvable en 2 formas:

a) En forma independiente.- Cuando la columna p de la

submatriz de ([ T correspondiente al bloque es dife-

rente de cero.

b) En forma ligada con otra u otras variables de estado.-
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)

+4

x3)

3.5

FIG.
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Cuando la columna p de la submatriz de ( T correspon
diente al blogue es igual a cero, en cuyo caso es fac£ible ob
servar la variable de estado Z2p a través de los efectos que
produce sobre la variable de estado Zo_qi la cual a su vez
puede ser observada en una de las dos formas, si se cumplen

los requisitos indicados.

La variable Zp ser& totalmente inobservable cuando
todas las columnas: 1,2, ..., p de la submatriz de { T co-

-

rrespondiente al blogque sean cero.

Con estos criterios es posible determinar si una va
riable de estado correspondiente a un bloque de Jordan es ©
no observable. BAsf, analizando todos los blogques, se puede
deéerminar la observabilidad de todo el sistema. Sin embargo,
para que el sistema sea completamente observable es necesario

se cumpla una condicidn adicional, é&sta es que: cada valoxr

propio M se halle asociado 5620 con un blLogue de Jordan.

Como se afirma al comienzo de esta seccidn, el cono-
cer si es o no posible controlar y observar las wvariables de
estado de un sistema es muy importante tanto desde un punto

de vista tebrico como practico.

Los criterios expuestos requieren de la transforma-

cién del sistema original (ecuaciones (3.1) y (3.2)) en otro
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equivalente de la forma dada por las ecuaciones (3.32)y(3.33);
ésto es justamente lo gque en este trabajo se ha conseguido,

disponiéndose asl de todos los elementos necesarios para in-
vestigar la controlabilidad y observabilidad de un sistema 1i

neal invariante descrito en el espacio de estado.

Existen métodos directos, utilizando las matrices A,
. By (, que permiten hallar si un sistema en su conjunto es o
no controlable; asi como tambi&n si es o no observable. Sin
embargo por medio de ellos no es posible conocer dichos aspec
tos de cada variable de estado particular, lo cual es muy im

portante y si se consigue por los mé&todos anteriores.

Ejemplos:

1.- El circuito elé&ctrico de la Fig. 1.1 tiene como una

de sus formas de ‘representacidn en el espacio de es

——

tado, la forma de Jordan. Se desea conocer si el circuito es
controlable y observable, sabiendo que: R = 10 KQ
C = 10/MF

Para estos valores de Ry C se tiene en las respecti

vas ecuaciones de estado que:

-2.42 0 1

0 -27.58 1
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C=[2.65 ~2.65 ) ; D= (o]

Por medio de los programas digitales se obtiene los

siguientes resultados:

-2.42 0 -1.00
J = ;i T B = ; CT=[-2.65 2.65]
0 -27.58 —-1.00

De lo gue se concluye que:
- El1 sistema es completamente controlable, ya que las fi
las de la matriz T“l B son diferentes de cero.

- El sistema es completamente obsexvable, ya gue las co-

lumnas de la matriz (] son diferentes de cero.

2.- Para el sistema mecé&nico masa-resorte de la FPig. 3.1

se establecen los valores siguientes:

X
I

0.3 Rgf/em < => 299.40 N/m
m = 1.8 Kg

D = 0.01 Kgf/(cm/seqg) < => 9.98 N/(m/ség)

Se desea determinar si el desplazamiento del resorte

y la velocidad del blogue son o no variables que se pueden
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controlar a través de la fuerza f£(t).

Segfin las ecuaciones del sistema Yy suponiendo

como salidas las mismas variables de estado, se tiene:

_ Ve N
0 1 0 1 0
A= ; B = i C =
299.40 9.98 1
1.8 1.8 1.8 0 1
~ ~ 7

Los resultados que interesan para el anadlisis de con

trolabilidad y observabilidad son los siguientes:

-2.772 + § 12.596 0.000 + j 0.000
J = _
0.000 + j 0.000 -2.772 - j 12.596
-0.279 - j 0.061
-1
T B=
-0.279 + j 0.061
0.017 + j 0.075 "~ 0.017 -~ j 0.075
CT =
-0.997 + j 0.000 -0.997 + 5 0.000

Segin ésto, el sistema masa-resorte en cuestibn, es



- 175 -

completamente controlable y observable.

3.- E1 sistema mecé&nico de la Fig. 3.6, consiste de 2
plataformas acopladas entre sf y a un soporte fijo
en tierra, por medio de resortes y amortiguadores. Suponien-
do gue las plataformas son de masa despreciable y que los va
lores de las constantes de los resortes y coeficientes de a-

mortiguamiento son los indicados en dicha figura; se desea a-

nalizar la controlabilidad del sistema

g%

VYAV Y Y Y Y Y YA A Y Y A A

FIG. 3.6

Il

Siendo %, desplazamiento de la plataforma P .

x, = desplazamiento de la plataforma P,.

Las ecuaciones dindmicas son los siguientes:
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K, (X, = X2) + D1(x; = X,) - u =0 (3.38)

E:FPZ-nu a, =0
~K,(x, - %,) - D,(%x; — X3) + K, X, + D, X, =0 (3.39)
Sumando -las ecuaciones (3.38) y (3.39); y del resul-

tado despejando x, se obtiene:

2

Peemplazando esta ecuacidn en (3.38) y despejando kl

Se obtiene:

Asi, en forma matricial, las dos iltimas ecuaciones

son:

P UIRN

e
X -5 Ei.- Eﬁ. rx1 Dy * D2
Dl Dl DZ Dl D2
a_ — + u (3.40)
dt K 1
2
XZ 0 - — X2 _
D, J D, -
7/ AN
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. Ky K2
Si se cumple que: — = —
D, D,

ciones de estado (3.40) toman la forma:

= K ; entonces las ecua-

e e N g N
W Dy + D,
X -K 0 X, S
' D, D,
a_ = + u
dt
X, 0 -X X, =
N N / P N D2 J

Estas ecuaciones se hallan ya expresadas en la forma

de Jordan; y el diagrama de flujo respectivo es el de la Fig.

3.7. Segln éste, aparentemente tanto x, como x, son controla
bles; sin embargo, ésto no se cumple pues se tienen 2 blo-
ques de Jordan con el mismo valor propio X = -K.

FIG. 3.7
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4.1 RESULTADOS

A los largo de .esta tesis se han ido desarrollando
paulatinamente algunos ejemplos de aplicacién, en forma para
lela con el desarrcllo de los fundamentos tedricos, métodos y
programas digitales orienﬁédos al andlisis de sistemas de con

trol lineales e invariantes, en el dominio del tiempo.

Es necesario como punto de partida para la uvtiliza-
cidn de los programas que se han implementado, el disponer co
mo modelo matemi&tico del sistema, su representacibn en el es

pacio de . estado.

Los resultados gue los programas presentan, pueden
ser utilizados directamente para anflisis de: estabilidad, oh
tencidn de la matriz de transicibn de estado, respuesta no

foxzada, controlabilidad y observabilidad.

En esta seccidn se presentan algunos ejemplos que
permiten apreciar en forma global las caracteristicas de los
programas, tanto en su capacidad de trabajar con sistemas de
orden elevado, generalidad, eficiencia en precisién y tiempo

de ejecucidn; asf como también en su forma de presentacidn de
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los datos y de los resultados.

El tiempo de ejecucidn que se indica corresponde al
tiempo que transcurre desde el momento en que ya ingresados
“los datos se comanda al sistema de computacién para que eje-—
cute los c8lculos, hasta el momento en gue el mismo indica
que ha terminado el c&lculo y gue se puede proceder a solici-

tar que escriba los resultados.

EJEMPLO 1

SISTEMA DE CONTROL DE TURBINAS TIPO ELECTRO-HIDRAULICO

\

a) Descripcidn General:

Este sistema de control tiene la funcibén de mantener
la velocidad del eje de la turbina lo mds prbéxima posible a
una velocidad de referencia, frente a cambios de carga (deman
da de potencia eléctrica), respondiendo prontamente sin gran-—

des desviaciones de la frecuencia nominal o base.

Su funcionamiento es el siguiente: una senal de velo
cidad es comparada con una velocidad nominal de referencia
(que para estudios de estabilidad se considera constante). El
error resultante pasa a sumarse con una senal que proviene de
la accidn aceleromé&trica sobre el mismo y con una sefial de re

troalimentacidn dada por un amortiguador (cuya funcidn es e-
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vitar que el sistema reaccione en forma brusca y oscilatoria).
La senal resultante de posicidn sitGa la corredera de un ser
vo de distribﬁcién (comando) que actfia a su vez para posicio-
nar un servo de graﬁ potencia (servo de compuerta) el cual va
a actuar sobre los mecanismos de controcl del chorro de agua

(ya sean sexrvos de hélice, del deflector, del inyector, etc.).
La senal de salida de compuerta se induce sobre la turbina que
da como respuesta potencia o torgue gue se resta de la poten-
cia o torque de carga (demanda eléctrica); el torque neto pa
sa a ser entrada a la inexcia del eje que da como salida 1la

senal de velocidad, completando asi la retroalimentacibén del

sistema.

c) Variables y Ecuaciones de Estado:

X,.- Senal que resulta de la suma de la senal de error de ve-

locidad con la senal acelerom@trica sobre dicho error.

X,.~- Senal de posicibn del servomotor de distribucién.

X,.—- Senal de posicibébn del servo de compuerta.

X,.- Senhal de retrxoceso transitorio dado por el amortiguador.
Xs.—‘Seﬁal de potencia o torque de salida de la turbina.

¥Xg.— Senal de velocidad o frecuencia del eje de la turbina.

APe; .- Perturbacién debida a las variaciones de la demanda de
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potencia eléctrica.

Las ecuaciones de estado son las siguientes:

n R
Xy -1 0 0 0 I S N -1 %, = +—23
T,. m, 2w, T, My, 27,1y
Y U S 0 o || | -2
R, Ty Ty R, Ty R, T,
x, 0 1 0 0 0 0 x, 0
d—— = ’ ) + [APE‘-l
dat . .
x, 0 , 0 - R+ 0 ] X, 0
3
5
xg 0 -2 2 0 - = 0 | |x, 0
Ty ’ Ty ( )
xq 0 0 0 0 £ o | |x. -1
\ 2H 2H
~ ~ L 7/ N\ L

y considerando como salidas ; las variables de estado, las e-

cuaciones de salida son:
v o= % + [o][APelj - (4.2)

Los parfmetros del sistema presentes en estas ecua-
ciones, pueden ser divididos en 2 tipos:

1 1
1.- pParémetros primarios: R,, R,, x,

2.- Parametros secundarios: T,, R,, T, Tunr Hpr Ty

Los valores nominales précticos de los Parametros se

cundarios son los siguientes:



T = 1.28 ; Hy, = 4 ; r, = 0.03

d) Analisis:

Se consideran 2 casos, seglin los valores de los para

metros primarios:

r
CASO I: Parametros Optimos
R, = 0.3
1
° Ry =6
( rq=038
\
los resultados son los siguientes: (Ver pags. 185 a
189) .
Segtin estos resultados se concluye que:
~ El sistema de control es absolutamente estable, pues
todos sus polos tienen parte real negativa.
De los 6 polos, dos son reales y los restantes comple-
jos. Los polos reales dan lugar a té&rminos, en la respuesta

no forzada, que se atenfian muy rapidamente; de ahi que el sis
tema podria ser aproximado a uno de cuarto orden. Los 4 po-

los complejos aparecen en pares conjugados y dan lugar a tér
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minos oscilatorios decrecientes.

La mayor constante de tiempo estd dada por el valor ab
soluto del inverso de la menor parte real de los polos y es
igual a = 5.13 seg.; y corresponde al término cuya frecuencia
de oscilacibn es w; = 0;38 rad/seg.; mientras que el otro tér
mino oscilatorio tfene una constante de tiempo de 2 1.85 segq.

v una frecuencia w, = 0.16 rad/seg.

- La matriz de transicién de estado eAt es facil de cal

cular pues se dispone de T, T—l v J.

- En este caso la funcidén de excitacién APe, no es una
variable de control, sino mé&s bien una perturbacifén da

da por la demanda de potencia eléctrica; de ahi que la matriz
T—l B sirve aguil para determinar si las variaciones de APe,
influyen o no sobre todas las variables de estado transforma
das z. Como todas las filas de T_1 B son diferentes de cero,

. . . . . - -+
entonces dicha influencia directa existe; y como x = Tz, tam

bién todas las x dependen de APe,.
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CASO I1II: Parametros exrrdneos

R, =-4
1
Ry = 6
1
r, = 0.4

Los resultados 'son los siguientes: (Ver p&gs. 191 a

195).
Segln estos resultados se concluye que:

- El sistema ha dejado de ser estable pues un par de po-
los complejos conjugados con partes reales positivas,
dan lugar a un té&rmino oscilatorioc creciente, en la respuesta

no forzada del sistema.

- Se puede calcular faclilmente la matriz de transicidn

v

del sistema.

- Las variables de estado naturalmente siguen siendo a-

fectadas directamente por la senal APe, .

NOTA: Un anélisis detallado de este sistema de control se ha

lla en la referencia bibliogrédfica 8.
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EJEMPLO 2

SISTEMA TEORICO ESPECIAL

a) Ecuaciones de Estado y de Salida:

e ~ \
%, (¢ 2 2 o) [x,] [1 07
a X, -1 o -1 -1 X, 0 1 u,
= . (4.3)
e P -1 0 1 1] |x, 11 |y,
X, L 1 2 1 3) Xu/ 1 —%/
- xl
. Xz vy
+
v = [yl] = [1 11 1] + [o oj (4.4)
X3 u,
fu

b) Ané&lisis:

Los resultados se presentan en las piginas 197 y 198,
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4.2 CONCLUSIONES

En base a la teorfa expuesta, asi como tambi&n a los
programas para computador desarrollados, junto con los ejem-

plos de aplicacién, se concluye lo siguiente:

1.- Los fundamentos tebricos de este trabajo est&n clara
y ordenadamente presentados, de modo gque permita al
lector tener acceso a los mismos con facilidad. La compren-
sidn de varios aspectos regquiere de un buen conocimiento de
Matemiticas, especialmente de Algebra Lineal; sin embargo, no
se ha seguido una exposicidn matemdtica rigurosa, en el senti
do de presentar definiciones, teoremas, demostraciones, etc.,
sino que se ha procurado mantener un equilibrio entre agquella
y las aplicaciones, lo cual es importante, dadas las caracte-
risticas de esta tesis, sin que en ningfin momento se pierda

exactitud, generalidad y claridad.

2.- Lo anterior ha permitido desarrollar métodos para el
analisis de sistemas:de control lineales e invarian-

tes, en el dominio del tiempo, tales que pueden aplicarse a
sistemas generales, sin resfricciones en la configuracién de

las ecuaciones de estado.
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3.— Se han tratado los procedimientos para hallar 1los
valores propios de la matriz fA, los vectores propios
y vectores propios generalizados de A, la forma candnica de

Jordan J. Todo é&sto permite el anélisis antes mencionado.

4.- Los programas péra computador digital han sido imple
mentados siguiendo los mé&todos previamente desarrolla

dos, de modo gue son generales.

5.~ Los resultados que dan los programas son muy satis-

factorios, ya gue en general se consiéue una preci-

sibn bastante aceptable para toda aplicacibn pré&ctica. Sin
embargo, es posible que los algoritmos no converjan o den re-

sultados con precisiébn deficiente en casos muy especiales vy
raros, quedando dicha posibilidad como consecuencia de la ab
soluta generalidad de los mismos. En los programas se han co
locado los controles necesarios para detectar falta de conver
gencia en los procesos o imprecisibn excesiva, de modo que el
usuario reciba la informacidn necesaria también en dichos ca

50S.

6.—- Los resultados obtenidos se aplican fundamentalmente

a andlisis de estabilidad, obtencibn de la matriz de
transicibn de estado, respuesta no forzada, an8lisis de con-

trolabilidad y observabilidad. Sin embargo, queda abierta la

posibilidad a otras aplicaciones.
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7.- Los programas pueden utilizarse para anédlisis de sis
temas lineales e invariantes en general, no necesa-

riamente de control.

8.- Los sistemas analizados pueden ser multivariables.
La limitacién en el orden de los mismes estar& dada
por la capacidad de memoria del equipo de computacifén. Los mé

todos trabajan eficientemente hasta con sistemas de orden ele

vado.

9.~ Los métodos y programas desarrollados son importan-
tes para abordar el ané&lisis y diseno de sistemas &p

timos de control.

10.- La aplicacidn de técnicas digitales es de gran versa
tilidad, precisién y alcance para el anélisis y dise
no de sistemas, incluso muy complejos; dependiendo, claro es

t&, de la capacidad del equipé de computacién.

11.- Queda estructurada una biblioteca de programas; la
cual se espera sea utilizada en futuros trabajos de
proyectos y tesis, como ya lo estd siendo al momento de escri

bi¥ este capitulo (Ver nota de la pagina 190). .
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4.3 RECOMENDACIONES

1.~ Se sugiere continuar el trabajo de andlisis y di
seno de sistemas de control en el espacio de es

tado en aspectos tales como:

- Matriz de transicibn de estado y sus aplicaciocones.
- Controlabilidad y observabilidad. Aplicaciones.

- Obtencidn de los estados y de las salidas de un siste

ma.

-~ Disenfio de sistemas por realimentacién de las varia-

bles de estado.

- IMndlisis y disefio de sistemas dptimos de control.

Algunocs de estos aspectos han sido ya tratados en es-
te trabajo, pero muy brevemente debido a que su profundizacidn
sale del alcance de esta tesis. Se ha sentado las bases sufi

cientes para el estudio adecuado de los temas sehalados.

2.—- Continuar la estructuracién de una biblioteca de
programas para el an&lisis y diserioc de sistemas

de control.
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APENDICE A
MODO DE USO DE LOS PROGRAMAS

Prenda el computador.
Cologue el disco en una de las unidades.

Inicialice el sistema de reloj del computador desde

el teclado, mediante la instrumentacidn:

CALL"SETTIM","DD-MMM~AA }4 HH:MM:SS"
y luego aplaste tecla RETURN,
donde: DD : dfa

MMM : mes (iniciales en Inglés)

AR : ano
¥ : espacio en blanco
HH. : hora
MM : minutos
© 788 : segundos (opcional)

Monte el disco en el sistema mediante la instruccibn:

CALL"MOUNT", N2 , X$
nGmero de la unidad en la que se ha co-
locado el disco.

luego aplaste tecla RETURN.

Cargue a la memoria del computador el programa maes-—
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tro; utilice la instruccibn:

OLD " g TESIS / CGARCIA™"

y aplaste tecla RETURN.

6.— Corra el programa con la instruccibn:

RUN

y aplaste tecla RETURN.

7.- Continfie adelante siguiendo las instrucciones que
le da el computador a través de la pantalla. Como se
aprecia en los pasos anteriores, cada vez que se deba dar un
comando o ingresar un dato al computador, éstos deben ser te-

cleados y enseguida se debe aplastar la tecla RETURN.

8.- S8i en algin momento durante la ejecucidn desea inte-
rrumpirla, basta con aplastar dos veces la tecla

BREAK.

9.- Una vez que se ha cargado el programa maestro a la
memoria del computador, y luego de que se ha termina
do uné ejecucibn cqmpleta o se ha interrumpido la misma, pue
de iniciarse una nueva ejecucidbn aplastando la tecla defini-

ble 1.
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il

G OO U D W

=
o

-
*J

INI I S S
HOMNO DT

J
"3

I3
b

N
b

-3
&

26

28
29
30
48
49
30
S1
60
61
62
63
10
13
16
17
i8
19
20
21

e
22

30
31
32
33
34

35

36

37

38

-39

40
41

42

AFENDICE "R' —— FAG., 1

REM ANALISIS DE SISTEMAS IE CONTROL EN EL DOMINIO DEL TIEMFO

REM FARA SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN TIEMFO. . N
Uuo=-1 ) I
GO TO 100 ,
REM CRISTOEBAL R. GARCIA JARRIN —— ESCUELA FOLITECNICA NACIONAL
REM TESIS LE GRALO JULIO DE 1981
01=1
03=1

GO TGO 1000

01=2

03=1

GO TO 1000

01=3

.03=1

GO TO 1000 -

01=4

03=1 N

GO TO 1000

01=9.

03=1

GO TO 1000

01=6

O3=1

GO TO 1000

IF 02«1 THEN 51 .

03=2 - . Y
GO TO 1000

ENIN

IF 02=11 THEN 62

ENII

FAGE ! - -
GO TO 1000 '

0 REM FROGRAMA: TESIS/CGARCIA

0 REM
0 IF UO<>—-1 THEN 310

0 REM DEFINICION DIIE LA UNIDAL IE DISCO

0 PRINT "LUNIDADI' DONLE ESTA EL DISCO: *5

O INFUT UO

0 IF U0=0 OR U0=1 THEN 220

0O GO TO 180

0. CALL *“UNIT*®,UO ' S

O REM XXKHXXKXEX LINEA 300 —— INICIALIZACION XRKEXIKEKEEKX
O REM )

0 REM INDICE : : _
0 FRINT *LANALISIS DE SISTEMAS IE CONTROL LINEALES E INVARIANTES,*

0 FRINT *J . EN EL DI'OMINIO DEL TIEMFO"

0 FRINT *JJJJTECLA 1 —— INDICE DE FROGRAMAS®

0 FRINT-*JTECLA 2 —— INGRESO, VERIFICACION, CORRECCION » ALMACENA';

0 -FRINT *MIENTO LDE LATOS*

0 FRINT * Y COMIENZO LIE CALCULO® : : .l
0 B0 TO-4460 . "
0'FRINT *JTECLA 3 —— CALCULO LE LA MATRIZ TRANSFORMALORA **T*";*

O FRINT *".J . Y ORTENCION DE LA FORMA CANONICA LE JORIAN "J"'
0 FRINT *JTECLA 4 —— MATRIZ DE TRANSICION DIIE ESTALO®* .



tq

"
"

430
440
450
460
470
800
810
820
830
840
850
860
870
880
890
900
910
920
930
940
1000
1010
1020
1030
1040

AFENDICE "kE" —— FAG., 2

FRINT "JTECLA S —— ESTALOS Y SALIDAS DEL SISTEMA®

FRINT "JdTECLA &6 —— GRAFICOS®

FRINT "JTECLA 7 —— CONTROLARILIDADI Y OESERVARILIDALD"

FRINT *“Jdd4Jd ESCOJA TECLA GGG*

ENLI

REM XXkXkkXk¥x%X LINEA 800 —— SELECCION IE FROGRAMAS XX¥XXIKKKEX
FAGE

OATA *RESTANO/ENTRALA®, *RESTALIO/VALORFROF* s *CESTALIO/TRANSICION"
[ATA "GESTALNO/ESTASALIDA®, *@ESTAIO/GRAF " *GESTANO/ORSERVACON*
DATA *BESTANO/HMATRIZT®s *@ESTALNO/T1AT"

DATA "BESTALO/MATRIZTC®,*@ESTALO/T1ATC®

DATA *GESTALO/SALIDA®

RESTORE 820

FOR J=1 TO 01

READl X$

NEXT J

IELETE 1001,30000

J=HMEMORY ,

AFFENI X$351000

GO TO 1000 ‘ /

'3

REMEXEXROICKKRXKKYX LINEA 1000 —— CARGA DE FROGRAMA SELECCIONALIOXXXXX

Ui=1
02=0

IF 01<»02 THEN B0OO
ENII



R

L g

f3

4§

1000
1010-
1020
1030
1040
1050
1060
’1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1140
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
12460
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
13460
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520

1530

AFENDICE *R* —— FAG, 3

REM FROGRAMA! ESTALIO/ENTRAIA

02=1
IF O

1<>02 THEN 800

GO _TO 03 OF 104051580

»

‘REM INGRESO IE LAS MATRICES DIE LAS ECUACIONES IIE ESTAO Y LE SALIDA
REM INCLUSO FARA SISTEMAS DLE MULTIFLES ENTRAAS Y SALIIAS, A
REM LDEFINICION IE VARIARLES!: .

REM A= MATRIZ DNEL SISTEMA (ESTAIOS) —— ORIDEN NXN

REM B= MATRIZ DEL SISTEMA (ESTALIOS) —— QORIEN NXM

REM C= MATRIZ DEL SISTEMA (SALIDIA) —— ORIEN KX%N

REM L= MATRIZ IIEL SISTEMA.(SALIIA) —— ORIEN KX¥M

IELETE Y$ ’

I'IM Y$(100)

Ne=" *

REM .

Y$='INGRESOs VERIFICACION, CORRECCION LE I'ATOS®

Y$=Y$2*® Y COMIENZO DE CALCULO®
FAGE

FRINT USING "3X,FA":Y$% ' .
FRINT "JJ44J 1 —— INGRESO IIE COEFICIENTES ":

FRINT *(VALORES NUMERICOS)®

FRINT "J 2 —— LECTURA DE DATOS LE ARCHIVO®
FPRINT *J 3 —— LISTADIO"

FRINT *J 4 —— CORRECCION®

FRINT *d 5 —— COMIENZO DE CALCULO"

FRINT *J 6 —— INGRESO DE COEFICIENTES ';
FRINT *"(EXFRESIONES)"

FRINT *JdJJd CLASE LESEALA: GG'j
INFUT K1 _

GO TO K1 OF 1310,2350,2540,300053560,1310

GO TO 1270

FRINT "LNOMERE [EL FRORLEMAS: "

INFUT T$

IF LEN(T$)>*1 THEN 1350

T$="

FRINT *JINGRESE LAS SIGUIENTES CARACTERISTICAS DEL SISTEMA!
FRINT *JORDEN N= *3

INFUT N

FRINT °"JNUMERO DIIE ENTRAI'AS M= "3
INFUT M .

FRINT *JNUMERO DE SALIIDIAS K= *3
INFUT K.

REM
REM

IF K
REM
A=0
E=0
C=0
=0

2

INGRESO IIE AsEsCyLl EN ESTE ORIENs .Y FOR FILAS
DELETE AsRyCH It ’
ODIM AC(NYN)YsBU(NsM)SCC(KyN)yII(Ky M)

<>6 THEN 17190

XX INGRESO IIE COEFICIENTES (EXFRESIONES)

FRINT *LMATRICES Ay By Cy I ESTAN CON VALOR CERO™
FRINT *JFROGRAME LLAS EXFRESIONES CORRESFONDIIENTES A LOS DIFERENTES®

)



1540
1550

1360

1570
1580
1390
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
14680
1690
1700
1710

1720

1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
1930

. 19240

1950
1940
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070

e
S

AFENIICE "E* —— FAG. 4

FRINT *JELEMENTOS DE DICHAS MATRICES A FARTIR DE LA LINEA 2000 *j

-FRINT "HASTA LINEA 3000°

FRINT *JLUEGO AFLASTE TECLA 12 FARA CONTINUAR EJECUCIONGG®
ENI

REM *%¥¥ CONTINUACION LE EJECUCION

U2=51

FRINT "JALISTE EL IMFRESOR (RETURN.FARA CONTINUAR)®
INFUT X$

cALL 'TIME®,Z$

FRINT @U2! USING 1640:T$,Z$

IMAGE F/FABSTFA ,

FRINT @U2:'JELEMENTOS DE MATRICES Ay E; C» Iid°

SAVE @U2:2000,3000

GO TO 2000

REM %X EXFRESIONES DE LAS MATRICES Ay Ky Cy I

REM %X FIN DIE INGRESO (EXFRESIONES)

GO TO 2120

RESTORE 1740

FOR L=1 TO 4

REALl A% - i
LATA "A"y*R"y*"C*y*"L*" ) , ‘3‘4
FRI *LINGRESE LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ **';A%i°"* $FOR FILAS"

GO TO L OF 1770,18605s1950,2040
FOR I=1 TO N

FRINT *JFILA:Y "53Is"GG"

FOR J=1 TO N

FRINT *JAC"sTs®s*5d5%)= ">
INFUT A(IsJ)

NEXT J

NEXT I

FRINT

GO 70 2110

FOR I=1 TO N

FRINT *JFILA: "3I5*'GG"

FOR J=1 TO M :
FRINT *JER(*5I3"y*3Jdi")= "3
INFUT B(I,J) ’
NEXT J :
NEXT I

FRINT

GO TO 2110

FOR I=1 T0O K

FRINT “JdFILAY *5I3°*GG*"

FOR d=1 TO N ' g1
FRINT "JC(*3Is"y "s5Jdr®)= "5 < i 3
INFUT C(I»J) )

NEXT J

NEXT I

FRINT

GO TO 2110

FOR I=1 TO K

FRINT *"JFILA: *53I;"GG"

FOR J=1 TO M

FRINT *dDC*53I5°,"3Ja)= "3
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2080 INFUT I(I,J)
2090 NEXT J i
2100 NEXT I ‘ Y
2110 NEXT L :

2120 U1=2

2130 Y$="DATOS ESTAN INGRESALOS®

2140 FRINT °"GGGJJJ FIN DE DATOS"

2150 REM X¥¥k¥kxkx¥x SURRUTINA FARA ARCHIVO LE DATOS XXKXKXKKKXKK

2160 FRINT *JJJDESEA ALMACENAR LOS DATOS EN UN ARCHIVO? (SI O NO)! *
2170 INFUT D%

2180 IF D0$<»'SI" THEN 1170 :

2190 FRINT *JINGRESE NOMERE LEL ARCHIVO: *;

2200 INFUT N$

2210 CALL *FILE*',U0,N$,X$

2220 IF X$="' THEN 2280.

2230 FRINT *JYA EXISTE DICHO ARCHIVO. DESEA DESTRUIRLO? (SI O NO): °
2240 INFUT D% :

2250 IF [$="SI' THEN 2270

22460 GO TO 2190

2270 KILL N$

© 2280 CREATE N$3200,0

2290 OFEN N$31s"F*sX$

2300 WRITE #1!NsMsKs;AsEsCyI,TS

2310 CLOSE 1

2320 Y$="DATOS ESTAN LISTOS (ALMACENADOS EN ARCH.! ®&N$

2330 Y$=Y$R')" . . e
2340 GO TO 1170 iy
2350 REM X¥kk¥kk¥k¥x LECTURA L[E DATOS DE ARCHIVO X¥K¥RAKEKE

2360 FRINT *JJNOMERE LEL ARCHIVO QUE DESEA LEER! *;

2370 INFUT N$ : ,

2380 CALL *FILE®,UOsN$,X$

2390 IF X$='' THEN 2490

2400 OFEN N$31,"R",X$

2410 READ #1:N,»HsK

2420 DELETE AsE:C,D

2430 DIM ACNs N2 BCNs M) s CCKyN) » INCK s M)

2440 REALD #11AsE,CrIyT$

2450 CLOSE 1

2460 U1=2

2470 Y$="DATOS ESTAN LEIDNOS LE ARCHIVO: *&N$

2480 GO TO 1170 : ,

2490 FRINT *JNO. EXISTE DICHC ARCHIVO®

2500 FRINT 'JUESEA LEER OTRO ARCHIVO? (SI O NO)Y: *;

2510 INFUT I'$ :

2520 IF D$=*SI* THEN 2340

2530 GO TO 1180 |

2540 REM *¥kkk¥kik¥x LISTADO DE DATOS KKKKKKKKKK

2550 U2=32

2540 IF U1=2 THEN 2610

2570 FAGE : ‘ L
2580 FRI 'JJXKDERE FRIMERO INGRESAR LOS DATOS O LEERLOS DE UN ARCHIVOX* g
2590 PRINT *J° .

2400 GO TO 1180

2610 REM

-

-



2620
2630
2640
2650
2660
2670
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2860
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2940
2970
2980
2990
3000
3010
" 3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150

AFENDICE "R* —— FAG. 6

GOSUR 2650
GO TO 2920

REM X¥XKXXKXKX SURRUTINA FARA IMFRIMIR DATOS X¥KOKKXKKKXK

FRINT @U2: USING *F/FA/":T$ '

FRINT RU2:"MATRIZ *'A"*: °

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N ‘ . ,

FRINT GU2:"J AC 5Ty 5di™)= "5AC(I,J) 0
NEXT J : iy
NEXT I

FRINT @GUR2:"JIMATRIZ **R**; *

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO M

FRINT @U2:*J R(*5I5"y"5d5")= "FR(Is0)

NEXT J

NEXT I ,

FRINT @U2:*"JJMATRIZ *"*C*": *

FOR I=1 TO K

FOR J=1 TO N ,

FRINT @U2:*J CC"3TI3*»"3d5")= "iC(IsJ)

NEXT J

NEXT I

FRINT @U2:"JJIMATRIZ **ni*": *

FOR I=1 TO K -

FOR J=1 TO M

FRINT @U2:"Jd . DC 315"y "5Jdi")= *"50(IsJ)

NEXT J ,

NEXT I

RETURN

REM XXX¥XXkXKXX LISTALO EN FPAFEL XXKKEXKKEX

FRINT *GGGJJJJOESEA IMFRESION EN FAFEL? (SI 0O NOY: *;

INFUT DIi$ ‘ . ™
IF LN$<>*SI" THEN 2990 e
FRINT *JALISTE EL IMFRESOR (RETURN FARA CONTINUAR)®

INFUT D%

uz2=5

GOSUR 2650

GO TO 2160

REM XXXXXKXKXX FROGRAMA FARA CORREGIR DATOS XEEXKKKKKX

IF ‘Ul=2 THEN 3030

GO TO 2570 o

FRINT "L . 1 —— .CORRECCION [E NOMERE DE FROELEMA®
Ng=®

FRINT * . 2 —— CORRECCION DE ELEMENTOS LE MATRICES®
FRINT * 3 —— FIN DE CORRECCIONES®

FRINT *J CLASE DIESEADA: *;

INFUT J1

G0 TO J1 OF 3110,3220,3510

G0 TO 3070 _

FRINT *JNOMERE ACTUAL ES:!. *

FRINT T$ v

FRINT *JINGRESE NOMERE CORRECTO:"

INFUT T$ - : |

IF Te<>"" THEN‘3170

Ry



Yk

'R\

9

X

3160
3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3260
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3330

3340

3350
3340
3370
3380
3390
3400
2410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3520
3530
3540

3550

3560
3570

3580

-35%20
* 3600

3610
3620
3630
3540
3650
3660
3670

AFENLICE "R* —— FAG. 7

Tg=" *
FRINT *JNOMERE ESTA CORREGIDO.

PRINT *JDESEA CORREGIR ELEMENTOS DE MATRICES? (ST 0 NO): °
INFUT Xs

IF X$='SI' THEN 322

GO TO 3510
FRINT °"JJMATRIZ Y ELEMENTO A CORREGIR. (FIN FARA TERMINAR)

INFUT X$

IF X$="* THEN 3220

IF X$="FIN® THEN 3510
N$=SEG(X$r1s1)

I=VAL(X%)

J=FOS(X$s "> "»1)
X$=SEG(X$srJ+1sLEN(X$)-D)

J=VAL (X$)
K$="
IF Ds<>"A" THEN 3370

FRINT *K*sE$7A(IsJd)

FRINT *JINGRESE VALOR CORRECTO LE A("3Is*y"sJds™)= "3
INFUT ACIsJ) ‘

GO TO 3220

IF L$<>"RB" THEN 3420 -

FRINT *K"iE$57RB(IsJ)

FRINT *"JINGRESE VALOR CORRECTO LE RB("3Is"s"3Jd5*)= "3
INFUT E(IsJ) ‘

GO TO 3220

IF D$<>"C* THEN 3460

FRINT "K"3RB$:;C(IsJ)

FRINT °*JINGRESE VALOR CORRECTO DE C(*35I5","3Ji™)= *";
INFUT C(IyJ) o o v 220

IF L$<>"0" THEN 3220

FRINT "K*sEB$s0C(IyJ)

FRINT *JINGRESE VALOR CORRECTO OE OC"3Is*y*3Jdr")= "3
INFUT I¢(IyJ) '

GO TO 3220

X$=CHR(13)

Y$=Y$FEX$ . \
Yé=Y$g" .
Y¢=Y$&"IATOS HAN SINO MOLIFICAIOS®
GO TO 2160

REM %%¥% COMIENZO LE CALCULQO XXX
CALL *TIME"s»I$%

IF U1=2 THEN 3600

GO TO 2570

Ul=1

OFEN "CTTT/LAT®"31y " F"y X%

WRITE #F1I!NsyMsKyAYyEBsCryII» TS

IDELETE EsC,It

CLOSE 1

01=2

03=1

GO TO 800
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19

1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140

1150,

1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
~1430
1440
1450
1460

1470

1480
1490
1300
1510
1320
1530

AFENOICE "R®* —— FAG. 8

REM FROGRAMA:? ESTALO/VALORFROF
02=2 '

IF 01<>02 THEN, 800

GO TO 03 0OF 1040

REM

GOSUE 1080

REM .

GO TO 800 l

REM *¥k*¥¥% COMIENZO DE CALCULO DE VALORES FROFIOS ¥¥X*x¥

OFEN *@TTT/A"i1y*F*,X$

WRITE #1:A

CLOSE 1

REM )

REM  XXKEKERKIKKXKSCALE A BEFORE FINDING EIGENVALUESXKXK¥KKKN KK
DELETE EOsE1,E3,F )

DIM EOCN)SEL(N) sEI(NsN)»F(Ns3)»Q$(1)

IF N1 THEN 1260

DIM E2(151)5Q(1,5)

EOC1)=A(1,1) _

E1(¢1)=0 ' 1)
E2¢1,1)=1 : . L
E3(1,1)=0 .

F(1,1)=2

F1=1

GO TO 1880 .
REM ¥¥XKKKKKKKK '
GOSUE 1300

GO TO 1880

REM  XXKEKKKK KRR ROK KKK K IORK K E KKK KKK HOK KKK KKK KKK KKK KK O KK K ok KKK

REM  XXkKXkKkXkk SCALE A XEXXKRKKKK

FOR F1=1 TO N :

FOR F2=1 TO N

EZC(F1,F2)=A(F1sF2)

NEXT F2

F(FP1,2)=1

NEXT F1

Q1=0.75

Q2=1,33

F3=0

F4=0

FOR F1=1 TO N

Q7=0

Q8=0

FOR F2=1 TO N _ j i
IF F1=F2 THEN 1470 Co- E iy
Q7=Q7+ABS(A(F2,F1)) '

Q8=R8+ARS(A(F1,F2))

NEXT F2

IF Q7%Q8=0 THEN 1520

Q3=Q7/Q8

IF Q3<Q1 THEN 1540

IF QR3»Q2 THEN 1540

Fa=F4+1

GO TO 1610



¢

1540
1550
1560
~1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
-18690
1870
1880
1890
1200
i910

172
Ao=ITN

174

I
-’ {

e |
L
f.

)

O
194D
19723
1280
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070

i
(.
'

AFENIIICE *"EB" —— FAG, 9

QRY=SQR(Q3)
FOR F2=1 TO N .
IF F1=F2, THEN 1590 - Y
ACF1,F2)=A(F1,F2)%XQ9 -

A(F2yF1)=A(F2,F1)/Q9

NEXT F2
F(FPL,2)=F(F1,2)%Q9
NEXT F1
F3=F3+1
IF P3>30 THEN 1790

IF F4%N THEN 1390
Q4=0

FOR F1=1 TO N

FOR F2=1 TO N

Q3=A(F1,F2)

Q4=Q4+Q3%Q3

NEXT F2

NEXT F1

Q4=SQR (Q4)

FOR Fl1=1 TO N

FOR F2=1 TO N :

ACFLsF2)=ACF1,F2)/Q4

NEXT F2

NEXT F1

RETURN

FOR F1=1 TO N ’
F(F1y2)=1 | Iy
FOR F2=1 TO N

A(F1,F2)=EZ(F1,F2)

NEXT F2

NEXT F1

Q4a=1

RETURN

REM  $XkXkk¥%k ENI OF SCALING XXkkk¥kkkxxk ,

REM  REXEKREXRRKKKKRK FIND EIGENVALUES ¥ERKKRKKIREKRKIRNAK

EB8=48 . : .

Q6=1/2"E8 : , :

REM  ®XXKXKk¥k%% FIND EIGENVALUES ¥¥KKKkkks

IF N«2 THEN 2500 ‘ -

IF N>2 THEN 1960

FC1y3)=A(2,1)

G0 TO 2500

FS=N-2

FoR F3=1 TO FS

FA=F341

Qi1=0

FOR F1=F4 TO N

E3(F1,F3)=ACF1sF3)

Q1=Q1+AESC(A(F1sF3))

NEXT F1 | - -
IF Q1L<*AES(A(F4,F3)) THEN 2050 ' ¢
F(F3s3)=A(F4,F3) : ' G
EZ(F4,F3)=0

GO TO 2450



4]\9

2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140

2150

2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240

Mo

A_L..JO‘

2260
2270
22890
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2320
2330
23540

2550

2360
2570
2580
2590
2600
2610

REM  XXEKEEKXEKKKKXK
QR3=0

FOR F1=F4 TO N
Q2=A(F1,P3)/Q1 _..
ACF1,F3)=Q2
Q3I=R3+Q2%Q2

NEXT F1

Q2=SQR(Q3)

IF A(F4,F3)+0 THEN 2180

R2=-Q2 :

Q3=RZ-Q2*%A(F4,F3)

A(F4,F3)=A(F4,F3)-Q2

F(F3,3)=Q02%Q1

E3(F4,F3)=EZ(F4sF3)—F(F3,3)

R7=Q1*SQAR(Q3)
FOR F1=F4 TO N

E3I(F1yF3)=E3(F1sF3)/Q7
F(F1y3)=A(F1,F3)/Q3

NEXT F1 -
FOR F2=F4 TO N~
Q2=0 .

FOR F1=F4 TO N

QA2=Q2+A(F1,F3)%XA(F1yF2)

NEXT F1 '

FOR F1=F4 TO N
A(F1yF2)=A(F1,F2)-F(F1,3)%Q2
NEXT F1

NEXT F2

FOR F2=1 TO N

QR2=0

FOR F1=F4 TO N

Q2=Q2+A(F2sF1)XA(F1sF3)

NEXT F1

FOR F1=F4 TO N
ACF2,F1)=A(F2,F1)—F(F1,3)%Q2
NEXT F1 -

NEXT F2 ,

NEXT F3

FOR F3=1 TO F5S-

ACF3+1,F3)=F(F3y3) -

NEXT FP3 _
FIN-1,3)=A(NsN—1)
Q5=0

FOR F3=1 TO N
F(F3y1)=0 I :
IF F3=N THEN 2550
QS=QR5+F(F3,3)"2
FOR F1=F3 TO N
E3(F3,F1)=A(F3,F1)
Q5=Q5+A(F3,F1)"2
NEXT F1

NEXT F3 . ..
QA5=R6XSAR (RS)

REM *X¥xX QR ITERATION

XE KKK

AFENLICE

il
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~
S~

X

2620
2630
2640
2650
2660
2670
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830

2840

2850
2860
2870
2880
28%0
2900
2910
2920
29230
2940
2950
2960
2970
2980

2990
. 3000.

3010
3020
3030
3040

3050
3060-
.3070

3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140

3150

AFENLICE

R2=A(NsN—-1)
IF N<=2 THEN 2680

“IF A(NsN)<>0 THEN 2680

IF .A(N=-1sN)=>0 THEN 2680
IF A(N=1,N—-1)<>0 THEN 2680
GO TO 2690

R2=0

5=

F8=0

F6=10%N

FOR F1l=1 TO N-—-1

FOR F3=1 TO N

IF A(F1,F3)<>0 THEN 2830
NEXT F3

NEXT F1

FOR F1=1 TO N

F(F1,1)=1

EO(Fi)Y=A(F1,F1)

E1(F1)=0

NEXT F1

GO TO 3950

F3=F5-1

F7=F3

F1=F3

IF F3<0 THEN 2820

IF F3=0 THEN 3660

IF AES(A(FS:;F3))<=Q5 THEN 3440
IF F5=2 THEN 3720

Fi=F1-1

IF AES(A(F3,F1))<=Q5 THEN 2940
F3=F1 °

IF F3>1 THEN 2900

IF F3=F7 THEN 3720
Q1=A(FSsFS)+A(FP7sF7)+R2

IBI

- F.AGQ

Qz2 A(Fq;Fq)*A(F7yF7) A(Fq:F?)*A(F?:Fq)+O.25*R2*R2

A(F342,FP3)=0

Q7= A(FE;F3)*(A(P3;F3)—Gl)+A(F3:F3+1)*A(F3+1:F3)+Q”

Q8=A(F3+1,F3)X(A(F3,F3)+A(F3+1,F3+1)-Q1)
R1=ARS(R7)+ARS (QR8)

IF R1<>0 THEN 3040 .
R2=A(F5,F5-1)

GO TO 2940
Q9=A(F3+2,F3+1) XA (F3+1+F3)
R2=0

Fe=F8+1

FOR F1=F3 TO F7

FO=F1-1

R4=F1+1

RS=F1+42

IF F1=F3 THEN 3170
Q7=A(F1,FO0)

Q8=A(R4,FO0)

Q9=0

"IF RS>F5 THEN 3170

11
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3700
3710
3720
3730
3740
3750
3760
3770
3780
3720
3800
3810
3820
3830
3840
3850
3860
3870
3880
3820
3200
3910
3920
3930
3240
37250
3260
3970

3980

3990
4000
4010
4020
4030
4040
4050
4060
4070
4080
4090

4100
.4110

4120
4130
4140
4150
4160
4170
4180
4190
4200

4210

422

4230

AFENDICE *R* —— FAG., 13

FS=
GO TO 2830
R1=0.,5%(A(F3,F3)+A(FS,F5))
Q1=0.5X(A(F5,FS)—A(F3,F3))
Q1=Q1X%Q1+A(F3,FS)XA(FS,F3)
F(FP3,1)=1
F(FS,1)=1
IF Q1<0 THEN 3840
R3=SQR(Q1)
EO(F3)=R1-R3
EO(FS)=R1+R3
E1(F3)=0
E1(F5)=0
GO TO 3890
R3=5QR(-Q1)
EO(F3)=R1
E1(F3)=R3
EO(FS)=R1
E1(FS)=—R3
REM FRINT F3, EO(F3)XQ4, E1(F3)%Q4 FRINTS EIGENVALUES
REM ' FRINT FS, EO(FS)%Q4r E1(FS5)%XQ4 AS FOUNI
S=p5-2
GO TO 2830
REM
REM  ¥¥KKKKXKEEKX END OF EIGENVALUE XKXKERKARKKKKAK
EO=EOXQ4 :
E1=E1%Q4
REM  $¥%KKKKKKKKKK OUTFUT EIGENVALUES XXRXKKKKKKKKKK
FOR F1=1 TO N
IF F(F1,1)<>0 THEN 4020
FRINT @U2:"NO SE FUEDE ENCONTRAR VALOR FROFIO NO. ";iF1;°*GGGGG*
ENII ' | :
NEXT F1 :
REM ORDENACION DE LOS VALORES FROFIOS, DE MODO QUE QUEDEN
REM CONTIGUOS VALORES FROFIOS IGUALES
E9=1.0E- .
J=0
J=J+1
FOR Ji1=J+1 TO N
IF ARS(EO0(J)—-EO(J1))HE9® OR ARS(E1(J)—E1(J1))>E9 THEN 4170

.T8=E0(J+1)

EO(J+1)=EO0(J1)

EO(J1)=T8

T8=E1(J+1)

E1(J+1)=E1(J1)

E1(J1)=T8

J=Jd+1

NEXT J1

IF J<N-1 THEN 4070

REM CHEQUED FARA VER SI EXISTE ALGUN UALOR FROFIO CON SU FARTE 'y

REM IMAGINARIA DIFERENTE DE CERO.(EFSILON FARA COHFARACIONES: E9) .,

E9=1,0E—4 “
\

FOR J=1 TO N o

IF EO(J)=0 THEN 4260 : - . —



_-lar

U

i

4240

250
4240
4270
4280
4290
4300
4310
4320
4330
4340
4350
4360
4370

AFENIIICE. "R* —

IF ARS(E1(J)/EO(J)I>E? THEN 4260

E1(J)=0
NEXT J

J=0

J=J+1

IF AKS(E1())>E9 THEN 4320

IF J<N THEN 4280

GO TO 4350

REM CALCULO EN EL CAMFO IE LOS NUMEROS COMFLEJOS
01=9

GO TO 4370 .

REM CALCULO SOLO CON ELEMENTOS REALES

01=7

RETURN

FAG.

14

¥y
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Al

1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490

1500

1510
1320

1530 -

REM T1

REM FROGRAMAIESTALO/MATRIZT

AFENDICE

-— FAG. 15

REM *%%x SUE. SIGUIENTE CALCULA TOIOS LOS VF Y VUFG Y LOS ALMACENA

02=7

IF D1+«>02 THEN 800
REM

REM

REM EN MATRIZ T1
GOSUE 1440

REM *¥% MATRIZ T1 ESTA LISTA.

OFEN "@TTT/T 56y F"1X$
WRITE #6:T1
CLOSE 6

REM X%xXx ALMACENAR MATRIZ T1 EN NOMERRE Al

ALMACENARLA EN CTTT/T

A FIN I'E FOLER

REM EFECTUAR REDUCCIOCN IIE GAUSS—JORIAN FARA INVERSA

LELETE Al,A2
OIM AL1(NsN)

A1=T1

GOSUE 1890

REM %X EN ARCH. @GTTT/OF QUELAN LAS NO OFERACIONES LE FILAS
REM EN VECTOR T9 QUEI'A EL ORDEN TIE COLUMNAS

CLOSE :

IF R=N THEN 1240

FRINT "JMATRIZ T1 NO TIENE TOL

STOF.
01=8
GO TO 800.

REM %%¥ VALORES FROFIOS SON REALES XXX

REM CALCULO DE LOS VECTORES FROFIOS Y,
REM DE VECTORES FROFIOS GENERALIZAIIOS ( VF,

REM LEFINICION DE VARTIAELES!:

EN CASO NECESARIOD,
Y VFG.

REM : _
REM EO = N-VECTOR QUE CONTIENE LOS VALORES FROFIOS DE *A*
REM Al = MATRIZ NX(N+1) FARA ALMACENAR

REM MATRICES (A-ILAMRIAY Y (A—ILAMELDAIX).,
MULTIFLICIDAD ALGEERRAICA DEL I-ESIMO VALOR FROFIO DE
MATRIZ NXN DE. TRANSFORMACION.— SUS COLUMNAS SERAN -
REM , - LOS VUF. Y UFG. LE *A° '

REM M1

I

(TEMFORALMENTE) LAS

CON X=N—-VECTOR

REM T9 = N-VECTOR (TEMFORAL) FARA ALMACENAR EL ORIDEN
REM LE LAS COMFPONENTES DOE UN VF. 0 IIE UN VFG.
REM R = RANGO DE "A1° . ' .

REM Q = DEGENERACICN IE. *Al°* ( Q=N-R ) -

REM T8 = VARIAERLE (TEMFORAL)

REM

REM

LELETE T93;T1,T2,A1,A2,Q —
DIM TE(NsN) y TOCN) s AL (N N+1)
OFEN "BTTT/A*35y"U"sX$
OFEN "@TTT/A1%i1,°U* X3
OFEN *@TTT/0F*32,*U" s X$
M1=1 :

FOR I=1.TO N

IF I=N THEN 15%0

REM OBTENCION I'E LA MULTIFLICIDALDN INEL I-ESIMO VALOR FROFIO

E®?=1.0E-5"

IAS 5US COL. L.I, (ES SINGULAR)GGGG®

) DE LA MATRIZ

IAI

A



14

f

1540
1595

1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
14680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870

1880

1890
19200
1910
1920
1930
1940
1950
1260
1970
1980
1920
2000
2010
2020
2030

2040 .

2050
2060
2070

AFENDIICE *"ER°® P FAG.

IF ARS(EO(I)—EO(I+1))><E? THEN 1560

GO TO 1590
M1=M1+1

GO TO 6430

REM CONSTRUCCION DE LA MATRIZ "A1"=(A-IXEOQ(I))
E®=1,0E-5

ALl=0"

CALL "REWINI"®,

READ #5:A

FOR J=1 TO N

ACJryJ)=ACIy J)—EQOC(CTI) .

NEXT J

FOR J=1 TO N

FOR J1=1 TO N

AL(JyJ1Y=ACJrJ1)

NEXT J1

NEXT J

CALL "REWINDI®,S

READ #5:A

CALL "REWINIt*s1

WRITE #1:A1 .

GOSUER 1890 }

IF R=N THEN 1780

GO TO 2810

FRINT *LA MATRIZ ""Al1*"{(COL.1 HASTA "sNii3") TIENE"

FRINT "TODOS SUS VECTORES COLUMNA LINEALMENTE INDEFENDIENTES®

STOF
REM SUERUTINA FARA HALLAR EL RANGO IIE *Al1* Y LA MATRIZ

REM TRANSFORMAD'Ay UTILIZANDO EL METODO IIE GAUSS—JORIIAN FARA

16

lAll

REM LA SOLUCION IIE UN SISTEMA DE N ECUACIDNES ALGERRAICAS

REM LINEALES SIHULTANEAS
REM

REM LAS OFERACIONES ELEMENTALES EN LAS FILAS DIE Al, SE ALMACENAN

REM EN EL ARCHIVO @TTT/OF
REM NO ES EL NUMERO TIE OFERACIONES

c4=t.~. ___ B e o
N1=N '
IF 04=0 THEN 1960

NO=0

CALL *REWINLD®,
WRITE #2!NO

'REM INICIALIZACION LE T9 Y METODO DE GAUSS— JORDAN

FOR I1=1 TO N
T9(I1)=11

NEXT T1- .
FOR I1=1 TO N1

IF I1=N1 THEN 2700
I2=1I1

J2=11

REM HALLAR EL I1-ESIMO ELEMENTO FIVOTE (ESTARA EN FDSICIDN (I2,J42))

T8=ARS(A1(I1,I1))
FOR.I3=I1 TO N
FOR J3=I1 TO N1
IF T8=rAES(A1(I3,J3)) THEN 2110



2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
222

2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2340
2370
2380

2390

2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470

2480

2490
2500
2510
252

2530
23540
2550
2560
2570
2580
2590
2600
2610

AFENDINICE *E* —— FAG. 17

I12=13
J2=J3 | )
T8=AKS (A1 (13, J3)) : . : :
NEXT J3 '

NEXT I3

IF T8<E? THEN 2740
IF I1=I2 THEN 2270 _
REM INTERCAMERIO DE LA FILA I1 CON LA FILA IZ2

REM

REM XXX OFERACION NO., 1 —— INTERCAMEIO DE FILA I1 CON FILA IZ2
IF 04=0 THEN 2220

NO=NO+1

WRITE #2311,11,1I2,50

REM

FOR J=I1 TO N1
T8=A1L(I1yJ)
A1CI1,J)=R1(I2yJ)
AL(I2,J)=T8

NEXT J

IF I1=J2 THEN 23920
REM INTERCAMEIO LE LA COLUMNA I1 CON LA COLUMNA J2-
FOR J=1 TO N
T8=A1(J»I1)
ALC(JsTI1)=A1CdyJ2)
Al(J,J2)=T8

NEXT J . .
REM OERTENCION DEL NUEV0O ORIEN DE LAS COMFONENTES TEL VF, £‘
T8=T9(I1)

TP(I1)=T2(I2)

TP (J2)=T8

REM NIVISION IE LA FILA I1 FOR ELL ELEMENTO FIVOTE (COL. I1 TO N1)
T8=A1(I1,I1) '
REM ’ . T

REM OFERACION NO. 2 —- DIVISION DE FILA I1 FARA T8

IF 04=0 THEN 2460

NO=NO+1 -

WRITE #2:2,I11,T8,0 >
REM

FOR J=I1 TO N1
AL(I1,J)=A1(I1,0)/T8

NEXT J o i

REM INTRODUCCION DIE CEROS EN COLUMNA Il, EXCEFTO EN AL1(¢(I1sI1)

FOR K2=1 TO N f

IF K2=I1 THEN 2650

T8=—-A1(K2,I1)

REM :

REM OFERACION NO. 3 —— SUMAR A FILA K2 EL FRODUCTO LE FILA Il

REM FOR T8 :

IF 04=0 THEN 2600 . :

NO=NO+1 . ) S
WRITE #2:3,K2,I11,78 ) . . -
REM . oo )
FOR J=I1 TO N1

AL (K2, )=A1(K2, D+T8¥A1(I1, )



Y R
X

2620
2630
2640

T 24650

2660
2670
24680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2860
2870
2880

‘2890

2900
2210
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2920
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150

AFENIOICE *R* —— FAG. 18

IF ARS(AL(K2,J))>EQ THEN 2640

AL (K2,J)=0 '

NEXT J .

NEXT K2

NEXT I1

REM

R=N1 _

GO TO 2750 , .
IF AERS(AL1(N1sN1))<E9 THEN 2740 )
GO TO 2390 :

REM ESTE ES UN FASO NECESARIO FARA QUE EL FRORLEMA TENGA SOLUCION
REM CUANDO LA SUBRUTINA NO ES FARA VER SI UN CONJ. LDE VECT. ES L.I,
R=I1-1

IF 04=0 THEN 2780

CALL *REWINLD®*,2

WRITE #2:NO I ——
RETURN<~———" B

REM OETENCION DE LA DEGENERACION (Q) LE At

REM

Q=N-F

IF Q=M1 THEN 5540

IF Q=1 THEN 58%0

REM CASO EN QUE 1+4@+Ml

REM SE DERE CALCULAR (Q) VECTORES FROFIOS Y

REM (M1-Q) VECTORES FROFIOS GENERALIZALGS

REM VARIAELES!

REM K9= ORLIEN DEL MAYOR ELOQUE DE JORIAN FARA VALOR FROF. LAMEDACI)
REM Fi= MATRIZ QUE ALMACENA EL VALOR DIE: (A-IXLAMEDACI)) ~ K9

REM Xi= MATRIZ QUE ALMACENA TEMFORALMENTE LOS VUF. Y UFG.

REM FARA VALOR FROFIO LAMRIACI)
Q1=Q : .
CaLL "REWINII®",1 . ) ¢

READ #1:1A1

DELETE F1,F2syX1sX2,V0,V1,VU2,V3

ODIM FL(NsN+1)y X1(Ns>MI+1)5,VO(R1Y»VLI(N,QL) ,V2(HM1) ]
REM ASIGNAR A MATRIZ F1, EL YALOR IIE MATRIZ Al (COL. 1 HASTA N+1)
Fl1=A1

OFEN "CTTT/F1"33,"U"»X$

OFEN "GTTT/RE"®" 34y "U",yX$ X - )

REM ESCRITURA LIET (A- I*LAHBDA(I)) ~ (K9-1) EN ARCH. CTTT/F1
CALL "REWINLI®,3 :

WRITE #3:F1

REM MATRIZ F1=(A-— I*LAHBDA(I)) K?.5E FONE EN ARCH.ETTT/RE FOR FILAS .
CALL *"REWINID",4 .

FOR J=1 TO N

FOR Ji=1 TO N

T8=0

FOR J2=1 TO N .

T8=T8+F1(J» J“)*Al(JQle)

NEXT J2

WRITE #4:T8

NEXT J1

WRITE #4:0



o e}

3160
3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3260
3270
3280

- 3290

3300
3310
3320
3330
3340
3350
3360
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3520
3530
3540
3330
3560
3570
3580
3590
3600
3610
3620
3630
2640

3650

3660
3670
34680
3620

AFENDIICE *EB* —— FAG. 19

NEXT J

REM CALCULDO DIEL RANGO DE F1 (LEER F1 DIE ARCH.@TTT/RE,CON NOMERE A1)

CALL °*REWINID",4

READ #4:A1

04=0

GOSUE 1900

IF R=N-M1 THEN 3380

IF Rx>N-M1 THEN 3280

FRINT "EL RANGO LE LA MATRIZ F1=(A—-IXLAMEDA(I))"K9 NO DEERE"*

FRINT *SER MENOR DE (N-M1) FARA QUE EL FROELEMA TENGA SOLUCION®

STOF

REM LECTURA LE MATRIZ F1 LE ARCH. GTTT/RE, CON NOMERE F1

CALL "REWINL"s4 ’

READ #4:F1 ;

REM LECTURA DE MATRIZ Al=(A—-IXLAMRDACI)) o

CALL *REWINII®»1

READ #1:A1

Ke=K9+1

GO TO 3030

REM CALCULO DOE (M1) VECTORES L.I. SOLUCION DE (F1)%X=0., LONDE

REM F1=(A-IXLAMRDACI))"K?. NORMALIZACION Y '

REM ALMACENAMIENTO EN MATRIZ T1 (COL.(I+1-M1) HASTA (I))

Q=M1 ‘

GOSUE 5590

REM OETENCION L[E L0OS (M1-Q1) UﬂG.y A FARTIR DE COL. DE MATRIZ T1

REM SI (A-IXLAMEIA(I))"(K9-1)¥(COL, LE T1)<»0, ENTONCES

REM (COL.DE T1) FUELDE SER UPG.}CDRRESP. A UN RLORUE L[E JORDAN K9%K9

M3=M1+1 - , | '

REM M5 CONTARA LOS VECTORES DE MATRIZ T1 QUE SON VF,

REM Mé CONTARA LOS VUF, LE MATRIZ X1

MS=0 |

M&6=0 ,

REM M7 CUENTA LOS VECTORES DE Ti1 FARA LOS QUE: A1"(K9-1)=0 CON Ko>2

REM M8 ES UN INDICALOR |

M7=0

HB=0 . - |

CALL "REWINI!®»3 f
|
|
|
|

REAL #31F1

J=1 '

M2=0

T8=T+J-M1

FOR J1=1 TO N

REM COLUMNA (N+1) DE F1 GUARDA
F1(J1sN+1)=0 -

FOR J2=1 TO N
F1(J1sN+1)=F1(J1yN+1)+F1(J1,I2)KT1(J2,T8)
NEXT J2 . |

IF ARS(F1(J1sN+1))<E9 THEN 3660
M2=1 .

GO TO 3470

F1.(J1sN+1)=0 ‘

NEXT J1 ' _ ) .
REM M2<>0 ENTONCES (COL. IE T1) ES UFG. CORRESFP., A UN ELOQUE K9XK%
IF M2=0 THEN 3720 ' . . ' -

¢ (A-IXLAMBIACI) ) T(RK?-1)X(COL.LE T1)




3700
3710
3720
3730
3740
3750
3760
3770
"3780
3790
3800
3810
3820
3830
3840
3850
3860
3870
3880
3890
3200
3210
3920
3930
3940
3950
3960
3270
3980
3990
4000
4010
4020
4030
4040
4050
4060
4070
4080
4090
4100
4110
4120
4130
4140
4150
41460
4170
4180
4190
4200

4210

4220
4230

.60 TO 4200

AFENDICE *E* —— FAG. 20
GO TO 3840 1
REM SI K9=2 ENTONCES (COL. LE T1) ES VF.
IF K9=2 THEN 3770 ;
M7=H7+1 |
V2({H7)=T8 '
GO TO 4350 |
REM SE ALMACENA EL VF. EN MATRIZ V1 (COL. M5)
MS=MS5+1
FOR Ji=1 TO N
V1(J1,M5)=T1(J1,T8) |
NEXT J1 ) !
GO TO 4350 |
REM M3 CUENTA LOS VECT. LE MATRIZ T1 HALLALOS: LDESDE (HM1+41) HASTA 2
REM H3 2 ENTONCES SOLO SE DERE CALCULAR 1 UF, ALICIONAL (NO 1 VUFG.)
IF M3=2 THEN 4350
REM SE ALHACENA EL VFG. EN MATRgz X1 (COL. M3)
FOR Ji=1 TO N
X1(J1,H3)=T1(J1,T8)

NEXT J1 |
M3=H3-1 g by
IF K9=2 THEN 3930- | A
GO TO 3980 |

REM SI K9=2 ENTONCES (A-— I*LAMBDA(I)) (K9-1)%VFG. DERE SER YA UN UF,
FOR Ji=1 TO N

X1(J1syM3)=F1(J1sN+1)
NEXT J1

GO TO 4070 |
REM CALCULDO VECTOR (A-I¥LAMEDA(TI))%VUFG. SE ALMACENA EN MATRIZ X1
CALL "REWIND®,1
REALl #1:!A1

FOR Ji=1 TO N
X1¢J1,M3)=0

FOR J2=1 TO N
X1(J1yM3)=X1 (I, MII+AL(J1, J2)XTL(I2,T8)
NEXT J2
NEXT J1
REM M4 CONTROLA EL MAXIMO ORDEN‘DE UN ELOQUE D[E JORDAN (—h?)
Ma=

REM CHEQUED [E SI COL. M3 DE MATRIZ X1 ES UF. O VFG.

M3=M3~1

M2=0

FOR Ji=1 TO N
X1(J1,M2)=0

FOR J2=1 TO N . Ji

X1(J1,MZ)=X1(J1yM3)+AL(J15 J2) X1 (J2, H3+1) ‘ T
NEXT J2 _

IF AES(X1(J1s,M3))<E9 THEN 4190
M2=1

1
1
i

X1¢(J1,M3)=0 . : 1
NEXT J1

‘REM M2=0 ENTQNCES ES VF. ( IE LO CONTRARIO ES UFG.)

IF M2=0 THEN 4320
REM M3=1 ENTONCES YA NO SE FUEDE CALCULAR DTRO UECTOR ADICIONAL

\
o

|



i

4

4240
4250
4260
4270
4280
4290
4300
4310
4320
4330
4340
4350
4360
4370
4380
4390
4400
4410
4420
4430
4440
4450
4460
4470
4480
4490
4500
4510
4520
4530
4540
455

4560
4570
4580
4590
4600
4610
4620
4630
4640
4650
4660
4670
44680
4690
4700
4710
4720
4730
4740
4750
4760
4770

AFENDICE *E* —— FAG. 21

IF M3=1 THEN 4290
M4=M4+1 b
IF M4<=K9 THEN 4090 ' .
REM EL MAYOR ELOQUE DE JORIDAN |SOLO FUEDE SER IE ORDEN K9 FOR K9 |
Ha=M4—1

H3=M3+M4

HMP=0

GO TO 4350

Mo=1

Mé=M&+1

VO (M&)=M3+1

IF M8=0 THEN 4280
IF M9=1 THEN 5190
GO TO 4440

IF M3=1 THEN 5320
REM CHEQUEAR SI SE HA COMFLETALO LA RUSQUEDA IE ELOQUES K9%K9
IF J=M1 THEN 4430
J=J+1 _ o
GO TO 3550 . ’
J4=0

H8=1

IF M7=0 THEN 4880
Ja=J4+1

IF J4xM7 THEN 4870
T8=VU2(J4)

IF M3=2 THEN 4510 - .
GO TO 38640 iy
FOR Ji=1 TO N
X1(J1,yM3)=T1(J1,T8)
NEXT Ji

M3=M3-1

CALL "REWIND®»s1 | -
REALD #1:A1

M2=0

FOR Ji=1 TO N

X1(J1,M3)=0

FOR J2=1 TO N X
X1(J1,M3)=X1(J1yM3I+AL (11, J2)%X1(J2,M3+1)
NEXT J2 _ i :

IF ARS(X1(J1yHM3))I<E? THEN-44640
M2=1 : .
GO TO 4670
X1(J1yM2)=0

NEXT J1

IF M2=0 THEN 4720
H3=M3+1

GO TO 4460

REM HALLAR EL RANGO IIE X1 (COL. M3+1 HASTA M1+1).
FOR J1=1 TO M1-M3+1-

|
i
(
|
|
{
|

FOR J2=1 TO N _ | . 3
AL (J2yJ1)=X1(J2,M34+J1) ‘ : ¢
NEXT J2 Co :

NEXT J1

04=0




[ oy

4780
4790
4800
4810
4820
4830
4840
4850
4860
4870
4880
4890
4200
4910
4920
4930
4940
4950
4960
4970
4980
4920
3000
5010
5020
5030
5040
5050
5060
5070
3080
50920
5100
5110
5120
3130
3140
150
3160

5170,

5180
51920
5200
5210
9220
5230
5240
8250
9260
3270
3280
3290
5300
35310

)
N

AFENDIIICE *E" —— FAG,

N1=M1-M3+1
GOSUER 1910

IF M2=5 THEN 5210

IF M2=10 THEN 5350

IF R=N1 THEN 4840

GO TO 4690

Mo=M6+1 ? )

VO (M6)=M3+1 f Lo
GO TO 5320 | | "
J4=0 ; ‘
IF M5=0 THEN S280

Ja=J4+1

REM CHEQUEO LE SI COL. J4 DE MATRIZ V1 ES L.I, CON LOS

REM VECTORES IE MATRIZ X1 HALLAIOS FREVIAMENTE

REM :

REM FORMAR MATRIZ A1(COL. J4 LE| V1; Y COL, M3+1 HASTA M1+1 LE X1)

FOR J2=1 TO N , i

AL(J2,1)=V1(J2,yJ4) 1

NEXT J2

FOR J2=2 TO M1+2-M3 ;

T8=M3+J2-1

FOR J1=1 TO N
AL(J1sJ2)=X1(J1,T8)
NEXT Ji

NEXT J2

04=0

Ni=M1-M3+2 ;
REM HALLAR RANGO LE MATRIZ Al (COL. 1 HASTA M1+42-M3)
GOSUE 1910 %

IF R=N1 THEN 5100
GO TO 5170

REM COL. J4 IE MATRIZ V1 ES L. Il CON DEMAS VECT. LE MATRIZ X1 Wt
FOR J2=1 TO N | i4)
X1¢J2,M3)=V1(J2,J4) |

NEXT J2

Mé=Mé+1

VO (M6 ) =M3

M3=M3~1

IF M3=1 THEN S320
IF J4=M5 THEN 5280
GO TO 4890 -

M2=

GO TO 4720

M2=0

IF R=N1 THEN 5250
M3=M3+M4 j
GO TO 4460

IF M3=1 THEN 5320
GO TO 4450 ,
REM SE HA RUSCALQ .LOS VF. Y UFG. Y .NO SE LOGRA FORMAR LA MATRIZ Tl
FRINT *JNO SE FUEDE ENCONTRAR TOLOS L0OS VF. Y VUFG.-"

FRINT *CORRESFONDIENTES AL VALOR FROFIO LAMEDAC®FIi®)= "5E0CI)
STOF . [

REM EL NO. LE VUF., IE MATRIZ X1 DERE SER IGUAL A LA LEGENERACION Q1

\
|
|
‘

|
|
|

« f VYo



g

W

5320
3330
5340
5350
5360
5370
5380
5390
5400
5410
5420
$430
5440
3450
5460
470
3480
5490
93500
$59510
5520
5530
5540

555

5560
5570
35580
5590
54600
5610
3620
5630

5640

5650
5660
5670
5680
54690
5700
5710
5720
3730

5740

5750
5760
5770
5780
5790
5800
5810
5820
o830

- 5840

58350

AFENIIICE *'B*® —— PAG. 23

IF MB8=1 THEN 5380

M2=10

GO TO 4720

M2=0 "

IF "R=N1 THEN 5380

GO TO 5280

IF Mé6=Q1 THEN 5450

FRINT *JERROR! EL NO. DE VF. DE MATRIZ X1 DERE"

FRINT * SER IGUAL A LA DEGENERACION Q1°
FRINT * [E MATRIZ Al, FARA VALOR FROF, LAMEDAC";I;")="3iEO0CI)
STOF ‘

REM COLOCAR MATRIZ X1 (COL. 2 HASTA (M1+1))

REM EN MATRIZ T1 (COL. (I+1-M1) HASTA I )

T8=I-M1 L e
FOR J=1 TO N ’ | :
FOR Ji=1 TO M1 | q’
T1(J,T8+J1)=X1(JsJ1+1)

NEXT Ji

NEXT J

DELETE F1,F2yX1,X2,V0,V15V2,V3

GO TO 6420

REM CASO EN QUE Q=M1 ******x*****x**x****x*********x***x**x**

GOSUE 5590

GO TO 6420

REM SUERUTINA FARA CALCULO IE LOS Q@ VECTORES FROFIOS NORMALIZALQS
REM LINEALMENTE INDEFENDIENTES,! ASOCIALIGS CON EL I-ESINMO

REM VALOR FROFIO LE *A"; Y ALMACENAMIENTO EN *T1°®

FOR J=1 TO Q@

Ug=I+J-M1 oo
T8=I1+J-1 ;
FOR Ji=1 TO I1-1
T1¢(T9¢(J1),U8)=A1(J1,T8) !
NEXT J1 !
FOR Ji=I1 TO N '
IF J1=T8 THEN 5690
T1(T9(J1),U8B)=0

GO TO 5700 -

T1(T9(J1),UB)=-1

NEXT J1 : 1

GOSUER 5740 SR ‘

GO TO S$830 ’

REM SURRUTINA FARA LA NORMALIZACIDN DE UN VUF. O VFG.
T8=0

FOR Ji1=1 TO N ‘

T8=T8+T1(J1,U8) 2 - o
NEXT J1 A ' |
T8=SQR(T8) ' |
FOR J1=1 TO N |
T1(J1,U8)=T1(J1,U8)/T8
NEXT J1 1
RETURN .

NEXT J R ' "
RETURN ' |
KEM CAS0 EN QUE Q=1+3M1 ,

yu

9



5860
5870
5880
35890
5900
3910
5920
3930
3240
39250
3960
5970
5980
5990
6000
6010
46020
6030
46040
6050
46060

6070

6080
6090
6100
6110
6120
6130
6140
6150
46160
6170
6180
6190
%200
%210
220
jé’ 230
6240
jgzso

Y6260
&6270

936280

H4290

N
\f 6310
46320

©.6300

-+ 6330
F 5340

v MR TR AT L2,

4 6350

6360
46370
6380
6390

yn

AFENLDIICE *E" —— FAG., 24

REM SE DERE CALCULAR 1 VF. Y (M1-1) VFG.
REM

REM CALCULO DEL VECTOR FROFIO

GOSUR 5590

FOR J4=1 TO M1-1

REM ORTENCION DE COL. (N+1) ©DIE MATRIZ Al (TERM. INDEF.)
REM A FARTIR DIE COL. (I+J4-M1) DE MATRIZ T1

T8=I+J4-M1

FOR Ji=1 TO N
AL(J1sN+1)=T1(J1,T8)

NEXT J1.
REM %¥¥x CALCULO DIIE COL. (N+1) DE MATRIZ Al MODIFICALA
REM FOR NO OFERAC.ELEMT. FREVIAS LE FILAS DE Al
REM (COL. 1 HASTA N)» ALMACENADAS EN ARCH. @TTT/OF
REM | ,

CALL *REWIND®",2 |
REALl #2iNO |
| |

LELETE F1
IIM F1(4) .

FOR J1=1 TO NO | L
REALD #2:F1 | "
GO TO F1(1) OF 6090:6140,56180 |

REM %¥¥ OF. 1 —— INTERCAMEIAR FILAS INDICALAS FOR F1(2) CON F1(3)

T8=A1(F1(2) yN+1) !
AL(FL1(2) s N+1)=A1(F1(3) s N+1) i
AL(FLI(3)yN+1)=T8 ‘

60 TO 6230 [ :
REM *X¥ OF. 2 —- DIVIDIR FILA INDICADA FOR F1(2) FARA F1(3)
AL(F1(2) s N+1)=A1CF1(2) s N+1) /F1(3)

GO TO 6230 | ~

REM %¥X OF. 3 —— SUMAR A FILA INDICADA FOR F1(2) EL FRODUCTO

REM . DE FILA INDICADA FOR F1(3) FOR F1(4)
T8=A1(F1(2)sN+1) ‘
T8=T8+A1(F1(3)sN+1)%F1(4)
IF ARS(T8)>E9 THEN 6220
T8=0 ,
AL(F1¢(2)sN+1)=T8 i
NEXT J1 N
LELETE F1 . i
J1=I1 =
T8=I+J4-H1+1 |
IF ARS(A1(J1sN+1))<E9 THEN 6320%
FRINT "LA ECUACION FARA HALLAR EL VFG.';T8;" DE T1 *
FRINT °*CORRESFONLIENTE AL UALORiPRDPIO LAMEDAC 515" )" A
FRINT * NO ‘TIENE SOLUCION.®* | Iy
STOF | :
IF Ji=N THEN 6370

\

Ji=J1+1
GO TO 6270 : :
REM CALCULO TEL J4—ESIMO VFG. ASOCIALO CON LAMEDA(I)
REM A FARTIR 'DE LA SUMA DIE COLUMNAS DE *A1°

FOR J1=1 TO 'I1-1 !
TL(T9(J1)»T8I=A1(J15 T1)+A1(J1s T1+1)

NEXT J1 _
o : !



et

6400
6410
6420
6430
46440

TI(T?(I1),T8B)=—1
NEXT J4

M1=1

NEXT I

RETURN

AFENDIICE

IBI

-
rX



AFENDRICE *R* — FAG. 24

1000 REM FROGRAMA! ESTADO/MATRIZTC
1010 02=9
1020 IF 01<»02 THEN 800
1030 REM .
1040 REHN
1050 GOSUE 1210
1060 OFEN "@TTT/T*56s"F*sX$
1070 WRITE #6:iT1,T2 .
1080 CLOSE 6 "
1090 DELETE Al,A2
1100 DIM AL(NsN)yAR(NsN)
1110 A1=T1
1120 A2=T2
1130 GOSUE 1570
1140 CLOSE
1150 IF R=N THEN 1180
1160 FRI *MATRIZ (T1+JT2) NO TIENE TOD'AS SUS COL. L.I. (ES SINGULAR)GGG®
1170 STOF
1180 01=10
1190 GO TO 800
1200 REM ¥¥% SIGUE CALCULO DE UF Y VFG
1210 DELETE T9:T1,T2,A1:,A2,Q
1220 DIM TO(N) s TICNsN) s T2(NsN) rAL(NsN+1) y AR (NS N+1)
1230 OFEN *@TTT/A"iS, U’ sXs$
1240 OFEN *@TTT/A1*51,°U"sX$
1250 OFEN *@TTT/0F";2,"U"sX$
1260 M1=1
1270 FOR I=1 TO N
1280 IF I=N THEN-1340
1290 E9=1.0E-10
1300 IF ABS(EO(I)-EO(I+1))<ES THEN 1320
1310 GO TO 1360 : : o
1320 IF ABRS(E1(I)—E1(I+1))<E9 THEN 1340
1330 GO TO 1360 i
1340 M1=Mi+1
1350 GO TO 5990
1360 E9=1.,0E-10
1370 A1=0
1380 A2=0 :
1390 CALL *REWIND®,S:
1400 READ #5:A
1410 FOR J=1 TO N
1420 FOR J1=1 TO N
1430 AL(JJ1)=ACTs J1)
1440 NEXT J1 -
1450. A1(JyJ)=A(JsJ)—EO(I)
1460 AR(JyJ)=—EL(I)
1470 NEXT J ,
1480 CALL. *REWIND®,1
1490 WRITE #1:A1,A2
1500 BOSUE 1570 |
1510 IF R=N THEN 1530
520 GO TO 2440 . :
1530 FRINT *MATRIZ A - LAMDAXI TIENE TODOS SUS VECTORES COLUMNA®

nl
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1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
18%0
1900
1210
1220
1930
1240
1250
1260
19270
1980
19290
2000
2010

2020

2030
2040
2050

L2060

2070

AFENDIICE *R* —— FAG. 27

FRINT *LINEALMENTE INDEFENDIENTES®
STOF

REM %¥% COMIENZO LE SUE. GAUSS—JORIAN
04=1

N1=N

IF 04=0 THEN 1630

NO=0

CALL *REWIND®,2

WRITE #2:NO

FOR I1=1 TO N

T9(I1)=11

NEXT I1

FOR I1=1 TO Ni

IF I1=Ni THEN 2370

I2=11

J2=I1
T8=SAR(AL(I1,I1)"2+AZ(I1,I1)"2)
FOR I3=I1 TO N

FOR J3=I1 TO N1

IF T8=»SQR(A1(I3yJ3)"2+A2(I3,J3)"2) THEN 1770
I12=13

J2=J3
TB=SQR(A1 (I3, J3)"2+A2(I3,J3)"2)
NEXT J3

NEXT I3

IF TB<E9 THEN 2390

IF I1i=I2 THEN 1920

IF 04=0 THEN 1840

NO=NO+1

WRITE #2 1,T1,125070

FOR J=I1 TO N1

T8=A1(I1,J)

AL(I1, D=A1CI2, D)

AL(I2, )=T8

T8=A2(I1,J) ,
AR(I1,J)=A2(I2, )

ARCIZy =TS8

NEXT J

IF I1=J2 THEN 2050

FOR J=1 TO N

T8=A1(JsI1)

AL, I1)=A1(J>J2)

AL(J,J2)=T8

T8=A2(JyI1)

AR(JryI1)=AR( ]y J2)

A2(J,J2)=T8

NEXT J

T8=T9(I1)

TO(I1Y=T9(J2)

TP (J2)=T8

REM %¥%x MULTIFLICACION DE FILA I1 FOR 1/FIVOTE
UB=A1(I1,I1)"2+A2(I1,I1)"2 '
T8=A1(I1,I1)/U8
UB=—A2(I1,I1) /U8
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2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210

")")")O

2230
2240

2250

2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530

540

| ==l g
Qdd

2560
2570
2580
2590

2600

2610
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IF 04=0 THEN 2110
NO=NO+1

WRITE #2:2,I1,T8,U8,0

FOR J=I1 TO N1

UP=A1(I1,J)¥T8-A2(TI1,J)%U8

AR(I1,)=A1(I1, )KUB+A2(I1yJ) KT8

AL(I1,J)=U9

NEXT J

FOR K2=1 TO N

IF K2=I1 THEN 2330

T8=—A1(K2,I1)

UB=—A2(K2,11)

IF 04=0 THEN 2230

NO=NO+1

WRITE #2!3,K2,I11,T8,U8

FOR J=I1 TO N1

U7=TB%A1(I1sJ)~USXAR(I1,J)

U9=TB¥A2(I1yJ)+UBKAL(I1sJ)

AL (K2y J)=A1(K2,J)+U7 :

A2 (K2y J)=A2(K2, ) +U9S . N
IF AES(AL(K2,J))>E9 THEN 2300 . "
AL (K2,4)=0

IF AES(A2(K2,J))>E9 THEN 2320

A2 (K2, J)=0

NEXT J

NEXT K2 .

NEXT I1

R=N1

GO TO 2400

IF SQR(AL(N1,NL)"24+A2 (N1, N1 "2)<EP THEN 2390

GO TO 2050 ‘
R=T1-1

IF 04=0 THEN 2430

CALL "REWINL',2

WRITE #2INO

RETURN

Q=N-FR

IF @=M1 THEN 5090

IF Q=1 THEN 5410

REM X¥X CASO EN QUE 1+4Q<M1

Q1=Q

K9=2

CALL *REWIND®,1

REAL #1:A1,A2 Iy
LDELETE F1sF2yX1,X2,V0,V1,V2,U3 | ,
[IH Fl(NyN+1)yF”(N;N+1):Xl(N,H1+1),X“(NyH1+1)yUl(N;Ql):U”(N;GI) §
ODIM VO(RL) VU3 (H1)

Fi=a1

F2=A2

OFEN *@TTT/F1"i3,"U" X%

OFEN *@TTT/RE®;4,"U*sX$

OFEN *@TTT/IM*3i7s"U"sX$

CALL "REWIND',3

WRITE #3:F1,F2



2620
2630
2640
2650
2660
2670
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
27350
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2860
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140

3150
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CALL °*REWINID®,A4
CALL °"REWIND®»,7 ’ (4

FOR J=1 TO N Y
FOR Ji=1 TO N

T8=0

ug=0

FOR J2=1 TO N

T8=TB+F1(JryJ2I)XAT (U2, J1)-F2(J» J2IXAR2(I2y» 1)
UB=UB+F1(JyJ2)XA2(J2y JID+F2(JyJ2)XAL (J2yJ1)
NEXT J2

WRITE #4:78

WRITE #7:U8

NEXT J1

WRITE #4:0

WRITE #7110

NEXT J

CalLL *"REWINI®»,4

REALl #4:A1

CALL °"REWIND®,7

READ #7:A2

04=0

GOSUE 1380

IF R=N-M1 THEN 2970

IF RX>N-M1 THEN 2890

FRINT ‘RANGO DE MATRIZ F14+4F2=(A-IXLAMERIA(I))"K? (COL.1 HASTA N)°*

FRINT *NO [ERE SER MENOR DE (N-M1) FARA SOLUCION IEL FROELEMA® '
STOF ‘ 4d
CALL *REWINID®»4

READ #4:F1

CALL "REWIND®»7

READ #7:F2 :

CALL "REWIND®"»1 . :

READ #1:Al1,A2 -
K?=K9+1 : :

.60 TO 2600

Q=M1 _
GOSUER-» 5110

M3=M1+1

M5=0

M6=0

M7=0

MB8=0

CALL "REWIND®",3

REAL #3:iF1,F2

J=1 .

M2=0.

T8=I+J-M1

FOR Ji=1 TO N

FI(J1sN+1)=0 _
F2(J1sN+1)=0 o . , : Y
FQF\' J2=1 TO N, &k
U9=F1(J1,J2)%T1(J2sTBY-F2(J1,J2)XT2(J2,T8) : : :
U7=F1(J1,J2)XT2(J2,T8I+F2(J1yJ20%T1(J2,T8)

F1(J1sN+1)=F1(J1sN+1)+U?



ARV

*

3140
3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3240
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3330
3340
3350
33460
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3440
2470
3480
3490
3500
3510
3520
3530
3540
3550
3560
3570
2580
3590
3400
3610
34620
3630
3640
3650
3460
3470
3680
3490
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F2(J1sN+1)=F2(J1,N+1)+U7
NEXT J2

IF SQR(F1(J1sN+1)"24F2(J1,N+1)"2)<E9 THEN 3210
M2=1

GO TO 3230 -

F1(J1sN+1)=0
F2(J1,N+1)=0 _

NEXT J1 . )
IF M2=0 THEN 3240 i
GO TO 3360

IF K9=2 THEN 3300

M7=M7+1

U3 (H7)=T8

GO TO 3910

MS=M5+1

FOR Ji=1 TO N

V1idJ1yM3)=T1(J1,T8)

V2(J1,M5)=T2(J1,T8)
NEXT J1

GO TO 39210

IF M2=2 THEN 3210

FOR J1=1 TO N -
X1(J1sM3)=T1(J1,T8)

X2(J1sM3)=T2(J1,T8) '
NEXT J1

M3=M3-1 )

IF K9=2 THEN 3440

GO TO 3490

FOR J1=1 TO N
X1(J1sHM3)=F1(J1sN+1)

X2(J1sH3)=F2(J1sN+1) :

NEXT J1 | X
GO TO 3620

CALL *REWIND®,1 81
READ #131A1,A2

FOR Ji=1 TO N

X1(J1sH3)=0 )

X2(J1,H3)=0

FOR J2=1 TO N

U9=A1(J1,J2)XT1(J2,T8)~AR(J1, J2)XT2(J2,T8)

U7=A1(J1,J2)XT2(J2, TBI+AZ(J1,J2)%XT1(J2,T8)

X1(J1yH3)=X1(J1,H3)+U9

X2(J1yH3)=X2(J1,H3)+U7

NEXT J2

NEXT J1 o

REM M4 CONTROLA EL MAXIMO ORDEN DE UN EOLQUE DE JORDAN (=K9)

M4=2

M3=M3-1

M2=0

FOR J1=1 TO N

X1(J1,M3)=0

X2(J1,M3)=0

FOR J2=1 TO N .

U9=A1(J1yJ2) kX1 (JZ: H3+1)-A2(J1 5 J2) kX2 (2, H3+1)



yl

3700

3710
3720
3730
3740
3730
3760
3770
3780
3790
3800
3810
3820
3830
3840
3850
3860
3870
3880
3890
3900
3910
3920
39230
3940
3950
3960

3970.

3980
39290
4000
4010
4020
4030
4040
4050
40350
4070
4080

4090

4100
4110
4120
4130
4140
4150
4160
4170
© 4180
4190
4200
4210
4220
4230
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U7=A1(J1»J2)¥X2(J2, M3+1)+A2(J1 5 J2) ¥X1 (J2Z5 M3+1)
X1(J1,H3)=X1(J1yH3)+U9

X2(J1,M3)=X2(J1,H3)+U7

NEXT J2 |

IF SQR(X1(J1,M3)"24+X2(J1,M3)"2)<E9 THEN 3770

M2=1

GO To 3790

X1(¢J1,M3)=0

X2(J1,H3)=0

NEXT J1

IF M2=0 THEN 3880

IF M3=1 THEN 3850

MA=H4+1

IF M4<=K9 THEN 3870 y
MA=M4-1 A N
M3=M3+H4

M9=0

GO TO 3910

MP=1

Mé=M&+1

VO (Hé) =M3+1

IF M8=0 THEN 3940

IF M9=1 THEN 4770

GO TO 4010

IF M3=1 THEN 4880

IF J=M1 THEN 3980 . :
J=J+1

GO TO 3070

J4=0

MB=1

IF M7=0 THEN 4490

Ja=J4+1

IF J4>M7 THEN 4480

T8=V3(J4)

IF M3=2 THEN 4060

GO TO 3370 |

FOR J1=1 TO N

X1(¢J1,M3)=T1(J1,T8) N
X2(J1sH3)=T2(J1,T8) ‘ 3
NEXT J1 e

M3=M3~1

€ALL *REWIND®,1

READl #11A1,A2

M2=0

FOR J1=1 TO N

X1(J1sM3)=0

X2(J1sM3)=0

‘FOR J2=1 TO N

U9=A1(J1yJ2)%XX1(J2yM3+1)—-A2(J1L, JRIXX2(J2,yHM3+1)
U7=R1(J1,d2)%XX2(J2yM3+1)+A2(J1y d2) kX1 (25 HM3+1)

X1 (JLyM3)=X1(J1,MH3)+U2?

X2(J1,M3)=X2(J1,yHM3>+U7

NEXT J2 . ‘
IF SQR(X1(J1,M3)"2+X2(J1sM3)"2)<E9 THEN 4260



4

4240
4230
4260
4270
4280

4290

4300
4310
4320
4330
4340
4350
4360
4370
4380
4390
4400
4410
4420
4430
4440
4430

. 4460

4470
4480
4490
4500
4510

520
4330
4540
4550
4560
4570
4580
4590
44600

. 4610

4620

- 4630

4640
4650
4660
4670

4680

4690
4700
4710
4720
4730
4740
4750
4760

4770

AFENDIICE

M2=1
GO TO 4280
X1¢J1,H3)r=0 .
X2(J1,H3)=0

NEXT J1

IF M2=0 THEN 4320
M3=HM3+1

GO TO 4010

FOR Ji=1 TO M1-M3+1
FOR J2=1 TO N

AL (J2,J1)=X1(J2,HM3+J1)
A2(J2, J1)=X2(J2,M3+J1)
NEXT J2

NEXT J1

04=0

N1=M1-M3+1

GOSUER 1590

IF M2=5 THEN 4790
IF M2=10 THEN 4910
IF R=N1 THEN 4450
GO TO 4300

Mé=Mé&+1

VO (M&)=M3+1

GO TO 4880

Ja=0

IF MS5=0 THEN 4850
Ja=14+1

FOR J2=1 TO N
AL(J2,1)=V1(Jd2,J4)
A2(J2,1)=V2(J2,J4)
NEXT J2

FOR J2=2 TO M1+42-M3
T8=M3+J2-1

FOR J1=1 TO N
A1(J1,J2)=X1(J1,T8)
A2(J1,J2)=X2(J1,T8)
NEXT J1

NEXT J2

04=0

N1=M1-M3+2

GOSUE 1590

IF R=N1 THEN 4470
GO TO 4750

FOR J2=1 TO N
X1(J2,M3)=V1(J25J4)
X2(J2,H3)=VU2(J2, J4)
NEXT J2

Mé=M&+1

VO (M&)=M3

M3=M3-1

IF M3=1 THEN 4880
IF J4=M5 THEN 4850
GO TO 4500

M2=5

"E*' —— FAG.
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L

14

4780
4790
4800
4810
4820
4830

4840

4850
4860
4870
4880
4890
4900
4210
4920
4930
4940
4950
4960
4970
4980
4990
3000
5010
3020
5030
5040
5050
3060
3070
5080
35090
5100
3110
5120
35130
5140
3150
9160
3170
35180
3190
3200
5210
5220
3230
5240
5250
5260
5270
9280
5290
3300
5310
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GO TO 4320
HM2=0 ' o
IF R=N1 THEN 4830 !
M3=M3+MH4 .

GO TO 4010

IF M3=1 THEN 4880

GO TO 4010

FRINT °JNO SE FUELNE ENCONTRAR TOLOS LOS VF. Y VUFG.*

FRINT *CORRESF. AL VALOR FROFIO LAMEDAC® ;I ")= *FEOCI)i* ";E1(I)
STOF :

IF M8=1 THEN 4940

M2=10

GO TO 4320

M2=0 .

IF R=N1 THEN 4940

GO TO 4850

IF Mé6=Q1 THEN 4990 A

FRINT °*JERROR: EL NO. LDE VF. IE MATRIZ X1+4X2 LIERE"

FRINT * " SER IGUAL A LA DEGENERACION Q1 *"5Q1

FRINT * DE MATRIZ Als FARA VALOR FROF ("3I5")="3EO0(I)
STOF : .

T8=I-M1

FOR J=1 TO N
FOR J1=1 TO M1

T1CJy T8+J1)=X1(Jy J1+1)
T2(Js TB+J1)=X2(Jy J141) .
NEXT J1 .
NEXT J

IELETE F1,F2,X1,X2,V0,01,V2,U3

50 TO 5980

REM ¥XX CASO EN QUE Q=M1 ,

GOSUR 5110 . .
GO TO 5980

FOR J=1 TO Q

UB=T+J-M1

T8=I1+J-1

FOR Ji=1 TO I1-1

T1(T9(J1),UB)=ALCJ1,T8)

T2(T9(J1) ,UBY=A2(J1,T8)

NEXT J1 L

FOR J1=I1 TO. N

IF J1=T8 THEN 5230

T1(T9(J1),U8)=0

T2(T9(J1) ,UB) =0

G0 TO 5250

T1(T9(J1),UB)=—1

T2(T9(J1),UB)=0

NEXT J1

GOSUR 5280

60 TO 5280 : .
T8=0 . . ' .
FOR Ji=1 TO N. .. ' 2
T8=TB+T1(J1,UB) "2+T2(J1,U8) "2
NEXT J1 . ,

"PRINT 'NO TIENE. SOLUCION"
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!

3860
5870
5880
5890
5900
39210
3920
5930
5940
5930
5960
5970
3980
359290
6000

AFENDIIICE

STOFP

IF Ji=N THEN &910

Ji=J1+1 -
GG 70 5820 .

REM *%% CALCULO LE J4-ESIMO VFG
FOR Ji=1 T0O I1-1
TI(TP(J1)»TBY=A1(J1,I1)+A1(JL1,T1+1)
T22Q(TPC(J1) »TB8I=A2(J1,I1)+A2(J1»T141)
NEXT J1

T1(T?2(I1),T8)=-1

T2(T9(I1)sT8)=0

NEXT J4

Mi=1

NEXT I

RETURN

.Bl
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if

.

!

1000
1010
1020
1030
1040
10350
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1120
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310

1320

1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400

1410

1420
1430

1440

1450
1460
1470

1480,

1490
1500
1510°
1520

1530
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REM FROGRAMA! ESTALO/T1AT
02=8
IF 01<>02 THEN 800
REM
REM
REM %¥¥% ESTRUCTURACION DE MATRIZ I EN NOMERE Al
E?=1.0E-10
Al=0
FOR J=1 "TO0 N
AL (JyJdd=1
NEXT J

REM %% LEER OFERACIONES ELEMENTALES IE ARCH @TTT/OF
OFEN "@TTT/0F"51y"R"sX$%

READ #1I1NO

LELETE F1sF1

ODIH F1<¢4),F1(NsN)

FOR J=1 TO NO

REALI #1:iF1

GO TO F1(1) OF 1190,1260,1310

REM X%¥ OF. 1 —— INTERCAMEIAR FILAS INDICAI'AS FOR F1(2) CON F1(3) 3,
FOR Ji1=1 TO N . A bq

T8=R1(F1(2)y»J1)

AL(F1(2),yJ1)=AT(F1(3)yJ1)

ALI(F1(3)yJ1)=T8

NEXT J1

GO TO 1360

REM %%% OF., 2 —— DOIVIDIR FILA INDICADA FOR F1(2) FARA F1(3)~
FOR Jl1=1 TO N

ALC(F1(2),J1)=A1(F1(2),yJ1)/F1(3)

NEXT J1

GO TO 1360 .

REM Xx%% OF, 3 —— SUMAR A FILA INDICADA FOR F1(2) EL FRODUCTO
REM IE FILA INIICALA FOR F1(3) FOR F1(4)

FOR J1=1 TO N ,
AL (P1(2),J1)=A1(F1(2),yJ1)+A1(F1(3)yJ1)XF1(4)

NEXT J1

NEXT J -

REM k%% INTERCAHBIAR FILAS IE MATRIZ Al, DE ACUERLIO A
REM VECTOR T2 Y ALMACENARLAS EN MATRIZ F1

FOR J=1 TO N

FOR Il1=1 TO N

F1(T9(J)sI1)=A1C¢J,I1)

NEXT I1°

NEXT J

LELETE F1

REM %%%X INVERSA LIE T1i SE ENCUENTRA EN NOMERE F1
CLOSE 1

OFEN *@TTT/T"31y"U"yX$%$

REM *¥¥X LECTURA LE MATRIZ A DIE ARCHIVO @TTT/A
CFEN "@TTT/A'i2,"U"yX$

CALL *REWIND®,2

REAIl $2:4
REM %% MULTIFLICACION I'E T-INVERSA (F1) FOR A

REM - FRODUCTO SE ALMACENA EN ARCH. E@TTT/T A CONTINUACION LE



1540
1550
1560
1570
1580
1590
14600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880

1890

1900

1910

1920
1930
1940

1950
1940
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070
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REM MATRIZ ORIGINAL T
FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N

T5=0 ’

FOR K2=1 TO N
TS=TS+F1(IsK2)KA(K2s )

NEXT K2

WRITE #1:75

NEXT J

NEXT I

REM XxXx LECTURA DE MATRIZ ORIGINAL T Y DE FROIUCTO DE
REM INVERSA IIE T FOR A

CALL "REWINID®,1

REALI #1:!1T1iyA

REM %%%X FORMA CANONICA IE JORIDAN SE ALMACENARA EN MATRIZ Al
Al=0

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N

FOR K2=1 T0 N

Al(I sy )=A1CIy D +ACIYyR2)XTI1(K2,J)

NEXT K2

IF ABS(A1(I»J))*E? THEN 1770

A1(IyJ)=0

NEXT J

NEXT I

CLOSE

OFEN "@TTT/LAT®31y "R" X%

REALD #1INsM»K

IELETE AsEsC

OIM A(NYN) s B(NsMI)»C (K N)

REALD #11AsEsC

CLOSE 1

REM%X% CALCULO DNE LA MATRIZ ( T INVERSA X E ) 3
REM¥%X FARA ANALISIS IIE CONTROLARILIIAL
OFEN "@TTT/0OBSCONT1"71s"F"sX$

FOR I=1 TO N .
FOR J=1 TO M y
TS=0

FOR R2=1 TO N

TE=TS+F1(IyK2)XB(K2yJ)

NEXT K2

WRITE #1:T5

NEXT J

NEXT I

REMYXX CALCULO I'E LA MATRIZ (C X T ) 3
REMX¥X .FARA ANALISIS I'E ORSERVARILIDAIN

FOR I=1 T0 K

FOR J=1 TO N

TS=0

FOR K2=1 TO N

TS=TS+C(IyK2IXKTL(K2sJ)

NEXT K2

WRITE #1:TS
NEXT J

2\
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4

2080
20920
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
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NEXT I
CLOSE
REM ¥X%X F1 ES LA MATRIZ INVERSA DE T (T1) Y QUEDA SOLO EN MEMORIA

CALL *“TIME®s»J$
I$=REF(""y1,13)

Ke=1¢%

I$=REF (""" +3+3)

RK$=REF(""s1,3) §
Je=REFP(*"»1,13) N
L$=Js$ v

J$=REF("* 53y 3)

L$=REF(""y1,32)
L1=60X(VAL(J$)I-VAL(I$))+VAL(LS$)-VAL(KS)

REM XXX A CONTINUACION SE CARGA FROGRAMA DIIE ESCRITURA
01=11

03=1

GO TO 800

Ik
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1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170

- 1180

1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520

1530
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REM FROGRAHA: ESTALO/T1ATC
02=10
IF 01<>02 THEN 800
REN -
REM _
REM %%% ESTRUCTURACION L[E MATRIZ I EN NOMERE Al + JA2
E9=1,0E-10
A1=0
A2=0
FOR J=1 TO N
Al (dy =1
NEXT J
REM %¥¥ LEER OFERACIONES ELEMENTALES LE ARCH @TTT/OF

OFEN *@TTT/0F*i1s"R"'yX$

READ #1!NO

LELETE F1sF1,F2

OIM F1(5)sF1(NsN)sF2(NsN)

FOR J=1 TO NO

REALI #1:F1

GO TO F1(1) OF 1200,1300,1370

REM %%% OF. 1 —— INTERCAMEBIAR FILAS INIDICAIAS FOR F1(2) CON F1(3)

FOR J1=1 TO N

T8=A1(F1(2),J1)

AL(F1(2)yJ1)=A1(F1(3)>»J1)

A1 (F1(3),J1)=T8

T8=A2(F1(2)yJ1>

AZ(F1(2)yJ1)=A2(F1(3)yJ1)

AZ(F1(3),J1)=T8

NEXT J1

GO TO 1450

REM %% OF, 2 —~ MULTIFL. FILA INIOICADA FOR F1(2) FOR F1(3)+JF1(4)
FOR Ji=1 TO N

UB=A1(F1(2)yJ1I)XFI(3)-A2(F1(2)y J1IXF1(4)

A2C(F1(2) s J1D)=A1(F1(2) s JIDXF1(4)+A2(F1(2) 5 J1)XF1(3)
Al(F1(2),J1)=U8

NEXT J1 :
GO TO 1450 y

REM *¥X¥ OF, 3 —— SUMAR A FILA INDICADA .FOR F1(2) EL FROIUCTO 5
REM DE FILA INDICADA FOR F1(3) FOR F1(4)+J%F1(5) )
FOR Ji1=1 TO N .
T8=A1(F1(3) sy J1)%XF1(4)—~A2(F1(3)»J1)XF1(5)
UB=A1(F1(3) sy J1DXF1(5)+AR(F1(3) s J1)XF1(4)
AL(F1(2)yJ1)=A1(F1(2),J1)+T8

A2 (F1(2)yJ1)=A2(F1(2),J1)+U8

NEXT J1

NEXT J \

REM %X%% INTERCAMEKIAR FILAS IE MATRICES A1 Y A2 » DIE ACUERLIO A

REM VECTOR T? Y ALMACENARLAS EN MATRIZ F1 Y. F2 RESFECTIVAMENTE

FOR J=1 TO N
FOR I1=1 TO N
F1(T?2(J)syT1)=A1(JdsI1)

F2AT2C(I) »yI1)=A2(JsTI1)

NEXT I1
NEXT J
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13540
1350
1560
1570
1580
1590
14600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680

. 1690
. 1700

1710
1720
1730
1740
1730
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1200
1910
1920
1930
19240
1950
1960
1970
1980
1990

2000

2010
2020
2030
2040
20590

- 2060

2070

AFENDICE "K' —— FAG., A0

LELETE F1

REM %%¥ INVERSA DE T14JT2 SE ENCUENTRA EN NOMERES F1 + JF2

CLOSE 1 - -

OFEN "@TTT/T"i1s°U"sX$

REM %X% LECTURA DE MATRIZ A LIE ARCHIVO @TTT/A

OFEN "@TTT/A"i2sy"U" 1 X$

CALL *REWIND"s2

REAL #2!

REM %¥% MULTIFLICACION DE T—-INVERSA (F1+JF2) FOR MATRIZ A (REAL)
REM FARTE REAL IIEL FROIIUCTO SE ALMACENA EN @TTT/RE

REM FARTE IMAGINARIA DEL FRODUCTO SE ALMACENA EN GTTT/IM
OFEN "@TTT/RE"$i3,"F* X%

OFEN "@TTT/IM"i4s"F",X$

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO N

TS=0

T8=0

FOR K2=1 TO N

TS=TS+F1(I,K2)XA(K2yJ) .
T8=T8+F2(IyK2)XA(K2sJ) R
NEXT K2 : : : 0
WRITE #3:TS -

WRITE #4:T8

NEXT J

NEXT I

REM %¥% LECTURA DE MATRIZ ORIGINAL T1 + JT2 (@TTT/T)

REM Y MATRIZ ((T144T2)"—1)%A (ARCHIVOS @TTT/RE Y @TTT/IM)
CALL *REWIND®,1

READ #1:!T1,yT2

CALL "REWIND®*,3

REAL #3:A1

CALL °*REWINID®,4

READ #4:A2

REM X¥%X FORMA CANONICA IE JORIIAN SE ALMACENARA EN MATRICES Al14JA2
CALL °*REWIND®,3

CALL "REWINL® 4 :

FOR I=1 TO N J

FOR J=1 TO N

T8=0

UB8=0

FOR K2=1 TO N _ .

T8=T8+A1 (I sK2)KT1(K2sJ)—AR(IsK2IXT2(K25J)

UB=UB+A1 (I,K2)XT2(K2, N+A2(IK2)%T1(K2, 1)

NEXT K2 . b
IF ARS(TB)>E® THEN 2000 S . g
T8=0

IF ARS(U8)>E9 THEN 2020

us=0

WRITE #3:7T8

WRITE #4:U8

NEXT J

NEXT I

CALL °*REWIND®,3

CALL "REWIND®s4



2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240

2230

2260
2270
2280

' 2290

2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2430
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2340
2550
2560
2370
2580
2590
2600

2610

AFENIICE *EB* —-— PAG. 41

REALI #3:1A1

REALl #41A2 fe-
CLOSE _ 0l
REM (F1 + JF2) ES LA MATRIZ INVERSA DE T (T1 +JT2) Y QUEDA

REM S0OLO EN MEMORIA.

OFEN "CGTTT/DAT"31y"R"» X% : ‘
REALl #1INsM»K .

DELETE AsER,C

OIM A(NsN)yB(NsyM) yC(KsN)

READ #1:1A E,C

CLOSE 1

REM%xX CALCULO DE LA MATRIZ ( T INVERSA X K )

REM%% FARA ANALISIS IE CONTROLARILILDIAL

OFEN "CTTT/ORSCONT1"3ly"F*sX$

OFEN "CTTT/OBSCONT2"72s'F":X$

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO M

TS5=0

T8=0

FOR K2=1 TO N

TS=TSH+FL(IsK2)XRB(K2yJ) B

TB=TB+F2(I yK2)XEB(K2y J) -

NEXT K2

WRITE #1:TS

WRITE #2:!78

NEXT J . "
NEXT I : Ja
REM%x%¥ CALCULO DE LA MATRIZ (C x T ) »

REMXX FARA ANALISIS LE OBSERVARILILAD

FOR I=1 T0 K

FOR J=1 TO N

TS5=0

T8=0

FOR K2=1 TO N

TI=TSHC(IsKQIXKTI(K2y )

T8=TB8+C(IyKZ2IXT2¢(RK2sJ)

NEXT K2

WRITE #1:T9

WRITE #2178

NEXT J

NEXT I

CLOSE

CALL *"TIME"y»J$

I$=REF(""s1s13)

Ke=1%

I$=REF(""»3,3)

K$=REF(""y1,3)

J$=REF(*"»1,13)

L$=J% .

J$=REF(**y3,3) _ o o
L$=REF(""5y1,3) c+
Ll= 60*(UAL(J$)_UAL(I$))+UQL(L$)—UAL(R$) ¥
REM A CONTINUACION SE CARGA FROGRAMA LE ESCRITURA

01=11 . .



Vi

2620 03=2
2430 GO TO 800

AFENDICE
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Ly

T4q

AR
hll

LYy

1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1230
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440

1450
1460

1470

. 1480

1420
1300
1510
1520

1530
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REM FROGRAMA! ESTADO/SALILA
02=11 ‘

IF 01<>02 THEN 800 - ‘
REM ESCRITURA DE DATOS Y RESULTALOS

CLOSE

OFEN *@TYTT/DAT"31,"R",X$

READ! #1:NsMsK

HELETE A

OIM A(NsN)

READ! #1:A

CALL 'TIME",Z$

U2=32

FRINT *IMFRESION DE DATOS Y RESULTALOSJ®

FRINT *JEN CASO IE TERMINACION [E EJECUCION DERINO A FORMATOS®
FRINT *JNO CORRECTOS (FIELDI OVERFLOW), O EN GENERAL FARA REFETIR®
FRINT *JIMFRESIONs AFLASTE TECLA 15GG*

FRINT *JJIMFRESION EN FAFEL? (SI O NO): BG";

INFUT X$

IF NOT(X$="SI' OR X$=°*S5") THEN 1220

U2=51

FRINT *JALISTE EL IMFRESOR (RETURN FARA CONTINUAR)GGG®
INFUT X$

FRINT @U2: USING 1230:7Z%

IMAGE F/*ESCUELA FOLITECNICA NACIONAL'SST,FA

R7=15

FRINT @U2: USING 12401

IMAGE /*ANALISIS I'E SISTEMAS IIE CONTROL EN EL ESFACIO LE ESTALO®
IF N$=" * THEN 1340

FRINT @U2! USING 1290:T$

IMAGE /FA

FRINT @GU2: USING 1310:N$%

IMAGE /"IIATOS ESTAN ALMACENALDIOS EN ARCHIVQD: "FA/72("=*)
R7=R7+2

GO TO 1340

FRINT @U2: USING 1350!T

IMAGE /FA/72("—") '

FRINT @U2: USING 1370:

IMAGE /'1) CARACTERISTICAS IIEL SISTEMA:"

FRINT @U2: USING "/3X"*ORDEN! N = °**FIL*:

FRINT QU2: USING */3X**NO. IIE ENTRALNAS: M = **FL"iM
FRINT @U2: USING */3X**NO. DIE SALIDAS! K = "*FI*:K

R8=1 ' .

REM R7 —— CONTADOR DE RENGLONES IMFRESOS

REM R8 —— CONTALIOR DE FAGINAS IMFRESAS

A$="MATRIZ A"

T7=1

I1=N

J1=N

GOSUE 2810

A$="MATRIZ E°*

I1=N

Ji=HM

IELETE A

OIM ACIlsJ1)
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1540 READ #1:A
1550 GOSUR 2810
LVE 1560 A$="MATRIZ C*
fyg 1570 I1=K
v 1580 J1=N
1590 DELETE A
14600 DIM A(I1sJ1)
1610 REALD #1:4
1620 GOSUE 2810
1630 A$="MATRIZ D"
1640 I1=K
1650 J1=H
1660 DELETE A
1670 DIM A(I1,J1)
1680 READ #1:!A
14690 GOSUER 2810
1700 CLOSE 1
1710 REM *%x% COMIENZO DE ESCRITURA L[E RESULTADOS
1720 IF 63-R7=:5+N THEN 1740
1730 GOSUE 3170
. 1740 FRINT *JJFORMATO FARA UALORES FROFIOS (EJ. 30L.6ID: GG';
~ 1750 INFUT F$
1760 IF 03=1 THEN 17%90
1770 X$=F$&*»3X,"
~ 1780 F$=xX$8&F¢
1790 FRINT @U2: USING 1800 )
,yy 1800 IMAGE /'2) FOLOS LEL SISTEMA (VALORES FROFIOS [E MATRIZ A):®
(¥1 1810 R7=R7+2
71820 Fe='4l,2X"&F$
1830 IF 03=1 THEN 1870
1840 FRINT @GU2:! USING 1850: .
1850 IMAGE/4X"NQO."4X'FARTE REAL  PARTE IMAG.*
18460 GO TO 18%0
1870 FRINT @U2: USING 1880:
1880 IMAGE /4X'NO."&X*VALOR"/
1890 IF 03=1 THEN 1940
1900 FOR I=1 TO N .
1910 FRINT @UR2! USING F$:IsEO0CI)sEL1(I)
1920 NEXT I ‘
1920 GO TO 1970
1940 FOR I=1 TO N , .
1950 FRINT @UZ: USING F$:!I,EO0(I)
: 1940 NEXT I
= 1970 R7= R7+J+N
1980 FRINT @U2! USING 1990:
| 1990 IMAGE /* 3) HATRIZ TRANSFORMADORA T: ,
= 2000 X$='(COLUMNAS IE T SON VECTORES FROFIOS, Y*"
2010 FRINT @U2: USING 2020iX$
2020 IMAGE 3ZXFA/3X'VECT. FROFIOS GENERALIZAHOS IE MATRIZ A)*
2030 R7=R7+4
110 2040 A$="MATRIZ T°*
: 2050 T7=2
20460 I1=N
2070 J1=N
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2620

2630

2640
2630
2660
2670
2680
24690
2700

2710

2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820

. 2830

2840
28350
2860
2870
2880
2890
2900
2210
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3040
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
2150
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READ #21X1

READ #1!A

CLOSE «~

FRINT GU2! USING-2660:

IMAGE/*7) MATRIZ ¢ C X T ) *

FRINT RU2! USING 2680

IMAGE 3X"(FARA AMALISIS LIE OEBSERVAERILIDAL DEL SISTEMA) "
R7=R7+3 -

AS="MATRIZ ¢ C X T >*

GOSUE 03 QF 2B810,y3230

FRINT @GU2: USING 2730:L1 .

IMAGE //73X*TIEMFO LE EJECUCION = ",FID," SEGUNLDOS®
FRINT "JLOESEA REFETIR LA IMFRESION? (SI O NO):!G*;s
INFUT X% .

IF NOT(X$="8" OR X$="SI") THEN 2790

FAGE

GO TO 1000

FRINT "JFIN DHE IMFRESION GGGG*"”

END ' .

REM %%% SUK, DE ESCRITURA I'E MATRICES REALES

FRINT *JFORMATO FARA! *5A$;* (EJ., SOJ/2ID: GG*;
INFUT F$ ~
F$=F$&*3X»S"

IF T7=2 THEN 2930

IF R7%61 THEN 2880

GOSUE 3170 .
X$="/IX,FA/3XG (1 r="2)"
CH=STR(LEN(A$)) o
X$=REF(C$,FOS(X$s*5*y1)s1)

FRINT GU2: USING X$:A%

R7=R7+3 :
TE=INT(J1/4)

IF T8%4=J1 THEN 2960

T8=T8+1

T8=T8+2

FOR I=1 TO Ii

IF 63—-R7=xT8 THEN 3000>

GOSUE 3170

IF J1<5 THEN 3030 , _

FRINT @U2: USING "/3X**FILA **FLI**:***:I
R7=R7+2 : -

FRINT @U2: USING */3X;5*%

R7=R7+1

FOR J=1 TO J1i .

FRINT GU2: USING F$:a(IsJd).

IF J=J1 THEN 3120 .

IF INT(J/4)%4—J<>0 THEN 3140

FRINT QU2: USING "/3XS":

R7=R7+1 ' :

GO TO 3140

FRINT QU2

R7=R7+1

NEXT J

NEXT I



J‘?&b'

/I h'

3160
3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3230
3260
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3330
3340
3350
3360
3370
3380
3320
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3320
3530
3540
35350

3560

3570
3380

3590

3400
3610
3620
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RETURN

REM SUE. CAMERIO DIE FAG.

IF U2=32 THEN 3220 T

R8=R8+1

FRINT QGU2?! USING "F/3S5T""FAG. ""FL':!R8

R7=2

RETURN :

REM *%% SUE, DIIE ESCRITURA DE MATRICES COMFLEJAS

FRINT "JFORMATO FARA: *3A%$y " (EJ, SD.200)0 GG"»
INFUT F$

X$=F$&"y1X,"

F$=X$&F$

Fe="""("","2F%

Fe=F$&*y )"

F$=F$8'!3X15'

IF T7=2 THEN 33%0

IF R7<61 THEN 3340

GOSUR 3170
X$="/3XsFA/SXKG( =)
C$=STR(LEN(A$))
X$=REF(C$,»FOS(X$r"5"s1),1)

FRINT GU2: USING X$:!A$%

R7=R7+3

TR=INT(J1/4)

IF TB8%4=J1 THEN 3420

T8=T8+1 .
T8=T8+2

FOR I=1 TO I1

IF 63-R7=»T8 THEN 34640

GOSUE 3170

IF J1<5 THEN 3490

FRINT GU2: USING */3X**FILA **FO**:***:I
R7=R7+2

FRINT BU2: USING */3XsS":

R7=R7+1

FOR J=1 TO J1

FRINT @UZ: USING F$:A(I» 1)y X1(I5J) -

IF J=J1 THEN 3580
IF INT(J/4)%4—-J<=0 THEN 3600

FPRINT QU2 USING *"/3X5*":

R7=R7+1
GO TO 3600
FRINT GU23
R7=R7+1
NEXT J
NEXT I
RETURN
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