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P R O L O G O

Este trabajo tiene como finalidad primordial, presera

tar las bases teóricas para el análisis de Sistemas de Con-

trol continuos 'utilizando variables de estado, juntamente con

el desarrollo de métodos y programas para /computador digital

que permiten aplicarlas a sistemas prácticos.

Para un adecuado análisis de Sistemas de Control en

base a su modelo en el espacio de estado, es necesario en pri^

mer lugar un desarrollo de los fundamentos matemáticos y los

métodos respectivos. Sin embargo, para la obtención de resul

tados numéricos no son suficientes los métodos analíticos, ya

que con éstos sólo es razonable, en lo que se refiere a cálcu

los numéricos, el estudio de sistemas simples; de ahí que en

esta tesis se implementan además programas que permiten conse

guir resultados numéricos, con lo que es posible analizar sis

temas complicados que, generalmente, son los de mayor impor-

tancia práctica.

Los métodos de variables de estado son aplicables en

varios campos científicos, pero aquí se hace un estudio sola

mente de su utilidad en el análisis de Sistemas de Control.
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El énfasis se ha puesto en el tratamiento de sistemas linea-

les, invariantes en tiempo; sin embargo, varios aspectos se

presentan en forma más general, tal que se comprende también

a sistemas lineales variantes en tiempo.

En el Capítulo -Primero se introduce en forma natural

el concepto de estado de un objeto físico y la forma de anali_

zar su comportamiento en el tiempo mediante su descripción en

el espacio de estado. Se presentan algunas ideas de sistemas

lineales orientadas al tema, procurando mantener claridad y

brevedad en las mismas.

En el Capitulo Segundo se desarrollan los métodos y

se implementa una biblioteca de programas en lenguaje BASIC,

para un computador de la Casa Tektronix, modelo 4051 o uno si

milar; con el objeto de calcular la matriz J de una transfor-

mación de semejanza J l /\e permite hallar la forma canó-

nica de Jordán J del sistema. Además se obtienen resultados

esenciales para el análisis posterior de estabilidad, contro-

labilidad y observabilidad de sistemas.

En el Capítulo Tercero se tratan algunos aspectos de

análisis de Sistemas de Control, como aplicación de las ideas

y programas desarrollados en los capítulos anteriores.

El Capítulo Cuarto comprende algunos ejemplos de a-
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plicación de la biblioteca de programas, junto con las conclu

siones y recomendaciones finales.

Debo mencionar que a lo largo de toda la tesis se

presentan ejemplos, con la finalidad de dar mayor claridad y

permitir una mejor comprensión de los temas tratados.

Quiero expresar que una de las motivaciones que tuve

para la realización de este trabajo, fue el deseo de colabo-

rar en la creación de una biblioteca de programas para el Área
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1.1 INTRODUCCIÓN

En el mundo físico podemos distinguir dos caracteris_

ticas fundamentales: el espacio y el tiempo, donde se desarrp_

lian una infinidad de procesos. Para analizar el comporta-

miento de éstos en el tiempo, el método de variables de esta_

do es muy valioso y presenta grandes ventajas con respecto a

otros.

En general para el análisis y diseño de los Sistemas

de Control existen tres métodos: el primero consiste en el es

tudio del denominado lugar geométrico de las raices de la fun_

ción de transferencia en el plano S, basado en la transforma^

da de Laplace; el segundo, fundamentado en la transformada de

Fourier, establece las técnicas de la respuesta de frecuencia

como son: el diagrama de Bode, el diagrama polar y el diagra-

ma de Nichols. Estos 2 primeros métodos son eminentemente

gráficos y proporcionan soluciones bastante aceptables, tanto

en el análisis como en el diseño de sistemas de control.

El tercero es un método que supera a los anteriores,

ya que puede aplicarse a todo sistema representado por ecua-

ciones íntegro-diferenciales, siendo posible estudiar aún a-



quellos en los que no es posible aplicar los criterios de las

transformadas. Este es el método del espacio de estado, el

cual presenta algunas ventajas significativas con respecto a

las dos precedentes, entre las que destacan:

1.- Es aplicable a "sistemas lineales tanto invariantes

como variantes en tiempo; y de alto orden.

2.- Puede ser utilizado eficientemente en los casos de

sistemas de múltiple entrada y múltiple salida, como

en los de entrada y salida simple.

3.- Debido a que trata, en general, con ecuaciones dife_

renciales matriciales, es muy adecuado para progra-

marse en una computadora.

4.- Su conocimiento es básico para abordar el estudio

de control óptimo, ya que solamente éstas técnicas

en el dominio del tiempo nos permiten optimizar los sistemas.

Esto es ahora totalmente factible pues con las computadoras e_

lectrónicas, aquellas bases teóricas conocidas desde hace mu.

cho tiempo, pueden ser aplicadas en gran medida.

Analicemos un poco más en detalle los fundamentos fl_

sicos de esta teoría. En primer lugar se debe distinguir per_

fectamente un objeto físico, cuyo comportamiento en el tiempo
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se desea analizar, de su correspondiente objeto abstracto

constituido por un conjunto de relaciones matemáticas, las

cuales describen de la manera más exacta posible dicho compor

tamiento. De ahí que el modelo matemático puede prescindir

de muchas características del objeto físico, que no intervie-

nen en el fenómeno estudiado; pero, debe contener todas las

relaciones entrada-salida que determinan, se comporte en for

ma similar a aquel.

"El estado de un objeto físico es cualquier propie-

dad del mismo, que relaciona la señal de entrada con la de sa

lida y tal que, al conocer la función de entrada para tiempos

t > t y el estado para t = t se puede determinar completa-
—~ U U

mente una única señal de salida para t >_ t0"

El estado de un objeto abstracto es una colección de

números que junto con la entrada u(t) para todo t >_ to deter

mina de manera única la salida y(t)r y el estado futuro para

todo t >_ to. Es decir, el estado representa en un tiempo t =

t0, la historia pasada que influirá en el funcionamiento del

objeto abstracto, tal que fija en forma unívoca una salida

y(t0) correspondiente a una entrada u(to). Dependiendo del

estado, se tendrá un determinado par entrada-salida.

Una variable de estado es una función del tiempo, cu

yo valor en cualquier instante determinado es el estado del



objeto abstracto. Se la denota con el vector x(t) de dimen-

sión n.

El espacio de estado es el conjunto de todas las va

riables de estado x(t). Ya que pueden haber diferentes for_

mas de representar las relaciones matemáticas que definen el

objeto abstracto; por ejemplo, utilizando combinaciones li-

neales de las variables de estado; la descripción por e& es

pació de estado no es única.

Debe observarse que el vector de estado x(t) como

función del tiempo, depende además, implícitamente, del tiem

po inicial to, del estado inicial x(to) = x0 y de la señal

de entrada u(t); de modo que x(t) = <f)(t; to,-xo, U(T)) es u-

na trayectoria que puede ser representada en un espacio n-di

mensional a partir de to y con t como un parámetro implícito.

No siempre un conjunto de relaciones matemáticas re_

presentan un objeto abstracto, es decir, describen el compor_

tamiento de un objeto físico. Es necesario que aquellas den

siempre como solución una función de valor real y(t) para to

do t ̂  to, dada una señal real de entrada u(t) para todo t;

y además cumplan con el principio de causalidad de la rela-

ción entrada-salida. Tenemos en tal caso, un sistema dinámi-

co, el cual puede ser estudiado en el espacio de estado si

cumple con las siguientes condiciones:
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1.- Para todo t > t0 existe un único valor real de sali_

da y(t) dado el estado XQ para el tiempo t0 y un va_

lor real de entrada U(T) para T >_ to.

Donde: y(t) = n(t, <í>(t; to , XQ , U(T)), u(t)) (1-1)

-* -> -*-
2.- Una única trayectoria <j>(t; tQ, x0, U(T)) existe pa-

ra todo t > t0 dado el estado para el tiempo to y

un valor real de salida para todo t >_ tQ,

3.- Una única trayectoria empieza de cada estado, es de_

cir:

lim-$(t; t^ x ( t i ) , U ( T ) ) = x

d-2)

para todo t: _>_ t0

4.- Las trayectorias cumplen la propiedad de transición

<fT( t ; t0, x ( t 0 ) , U ( T ) ) = ?(t; t 1 A x f t j , U ( T ) ) (1-3)

para t0 < tx < t

-J-donde x(t1) = ^(tj? t0/ x(to), u(r))

5.- Las trayectorias cf)(t; to, x0, U(T)) no dependen de

las entradas U(T) para T > t.

Para aclarar los conceptos anteriores, consideremos



el circuito eléctrico de la Fig. 1.1.

2R

+
u ( t )

R
AA

y( t )

son:

FIG. 1.1

Las ecuaciones de malla del circuito de la Fig. 1.1

«„.
2R1-.

4 1 .
— — — 1-
3C p

1 .
^—- —
3C p

= U

4 1 . 4 1 . _ . _,_-— — i, - — — i, = Ri, + y
3C p x 3C p 2 2

donde p = ; — = . . . dt
dt p J

Además se tiene que:

y

De donde se obtiene la ecuación diferencial que des

cribe la relación entrada-salida de este sistema:
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1.5 R2CZ :=-£- + 4.5RC^-+y = u
dt2 dt

(1.4)

cuya solución es:

t

y(t) = A Xit B X2t
Pi e

Xi(t-T)
'2 e

X2(t-T)
U ( T ) dT

con

1

2 R C
-3 +

2 R C
3 + —

3

0.242

R C

2.751

R C

(1.5)

p =
0.265

3 / — R C R C

P2 = - Pl

Finalmente, para evaluar las constantes A y B, son

necesarias dos condiciones iniciales. Así., por ejemplo, si

se conocen:

Y (to) = voltaje en el capacitor de salida, en el tiempo t=t0

—¿L (t0) = derivada del voltaje en el capacitor de salida, en
dt



el tiempo t = t0 (corriente multiplicada por la constante —)

Se obtiene:

A - X(X2 y(t0) - — (t0)) e l °
dt

(1.6)

B =
dy

( — (t0)
dt

y t0(t0)) e"X2t° (1.7)

Con lo que la solución completa es

y(t) = _l_y(to) A2 e*i<t-to) _ Xl e^(t-to)

+
1 dy

-XX) dt
•̂  (to) é̂ -to) -

t

t

u(T)dr (1.8)

Se tiene entonces que:

r

1.- El objeto físico es el circuito de la Fig. 1". 1 for

ruado por 2 resistencias y 2 capacitores.

2.- El objeto abstracto se halla resumido en la ecuación



diferencial (1.4), en la que las funciones u(t) y

y(t) representan todos los pares entrada-salida del sistema.

3.- Es claro que y(t) (ecuación 1.8), es real para toda

u(t) real y para t > t0; así como también se puede

demostrar que el circuito cumple con las demás característi-

cas de un sistema dinámico que puede ser representado mediar^

te variables de estado.

4.- La solución de la ecuación (1.4) representa la ^

da del sistema (ecuación 1.8) y está determinada de

manera única por la función de entrada U(T) para T > to; y

por y(to) y, —̂ - (to) /• que son un conjunto de números que pa
dt ~
dv_
dt

rametrizan los pares entrada-salida, constituyendo, por lo

tanto, el estado del objeto abstracto en el tiempo t = to-

Los valores y(to) y -~ (to) f físicamente constituyen el vol
dt —

taje y su derivada respectivamente, en el capacitor de mayor

valor; es decir, el estado del objeto físico en el tiempo t=

to-

5.- El vector de estado x(t) estará conformado por las

funciones y (t) y —^- , de manera que:
dt

x(t) =

y(t)

dt
(1.9)

pudiendo ser representado en ion espacio de 2 dimensiones.
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Si utilizamos, por ejemplo, un sistema de. coordenadas carte-

sianas, podríamos tener y(t) en las abcisas y—^ en las orde
dt —

nadas, con t como parámetro implícito y comenzando desde

t = to; obteniendo así. una trayectoria.

6.- Es posible considerar el voltaje y su derivada en

el capacitor de menor valor como variables de esta

do, sin que ésto'afecte a la solución del objeto abstracto.

Las relaciones entre estas nuevas variables de esta

do con las anteriores al tiempo t = to son:

y(t¿) = - 2y (t0) + RC (t0)
4 L dt -

dt 4 13 RC
Y

dt

y el nuevo vector de estado x (t) =

Í (t)

dt

De modo que la descripción en el espacio de estado no es úni-

ca.

-*- -y
7.- El vector de estado x(t)/ depende además de to, XQ
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y la señal de entrada U(T); así en la ecuación (1.9)

se tiene que:

y(t) = ecuación (1.8)

= XlA e l + X2B e + (Px + P2) u(t)
dt

que son las variables de estado para este caso,
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1.2 LINEALIDAD E INVARIANCIA RESPECTO AL TIEMPO

Un sistema es lineal cuando cumple con las propieda

des de homogeneidad y aditividad, las cuales se resumen en el

siguiente enunciado:

Para los estados xi(t0), x2(t0); y las señales de

entrada ui(T), u2(T); el sistema tiene las correspondientes

salidas: yl (t) , ya (T) para T >_ to - Será lineal si para dos

números reales cualesquiera ct> 3; para el estado xa (t0) =

a x: (t0-) + 3 x2 (t0) y la señal de entrada ua (T) = ct ui (T) +

-r _ -4-
3 u2(T); responde con una señal de salida igual a y3 (T) -

CL y-L (T) + 3 Y2 (T) y su estado futuro es x3 (T) = a xx (T) +

3 x2 (T).

El sistema descrito por la ecuación (1.4), es lineal,

ya que cumple con las propiedades indicadas en el párrafo ante

rior; así, de su solución dada por la ecuación (1.5) se sigue

que:

'r r _ , ^_.,x,/ i \• A i u , ._ A 2 ~ C , I n A i l T - L J . """' **" "~y i T ~ i ^ A f ^ - r - K í ^ - l - i K I Í^ -I-l\L.j ¿î  T jDlfci J I X

tn

desarrollando:
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(t) = Yi(t0)

X2-Xi dt

UI(T)

i , \« ^-lt, _
y2(t) = A2e + B

pieX1(t-T)+
u2(T)dr

desarrollando:

(t) = (t0)
(t-t0) . X2(t-t0)-A i e

(t0)
X2-Xi dt

X2(t-tn) ^Xi(t»tn)

t

f u2(T)dT

representan las respuestas del sistema a las señales ux (T) y

u2 (T) independientemente, y con los estados xa (to) y x2 (to)

respectivamente. Ahora bien, si consideramos al sistema ideal
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de tal manera que cualquier voltaje de entrada es permitido,

es posible tener también cualquier señal de salida, lo cual

p'osibilita que a y 3 sean arbitrarios y se tenga que: para

u3(T) = auj(T) + 3u2(T); con x3(t0) = axj(t0) + 3x2(t0) la

salida será de la forma:

Y3(t) =
X2-Xi

y3 (t3 v "-o

X2-Xi dt

U 3 (T) dT

ahora:

-J-
x 3 ( t 0 ) =

•s,

y s ( t 0 )
¿y 3
dt

=

^

a Y i (

———
dt

dy2
(t0) + e — (t0)

dt

Desarrollando y3 (t) se obtiene:

y3 (t) = a yx(t) + 3 y2

además: x3(t)=

dt

a y1(t) + 3 y2(t)

a +
dt dt

-+•
= ax.
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En cambio si tenemos, por ejemplo, un sistema en

que: y(t) = u sen y(to) ; entonces:

y (t) = ul sen yl (t ) respuesta a una señal u: (t) , con condi^

cion inicial yj(tQ)

y2 (t) = u2 sen y2 (to) respuesta a una señal u2 (t) , con condi_

cion inicial y (t )

Para: u3 (t) = a ul (t) + 3 u2(t) ; con condición i-

nicial: y3(t0) = a y1(to) + 3 y2 (t0) , se tendrá la respues_

ta: y3 (t) = u3 sen ya (tQ) =

= (CLUÍ + 3u2) sen (ayx (t0) + 3y2 (to) )

= aiij sen (cty1 (t0)- + Py2(t0)) +

+ 3u2 sen (ay (to) + 3y2(t0))

T¿ ay1 (t) + 3y2 (t)

Por lo tanto este sistema no es lineal; ya que la

condición de linealidad sólo se cumple para yl (t0)=y2 (to) = O

Es importante observar que en un sistema lineal se

cumple el principio de superposición para u(t) 7^0 con x(to) = 0

y para x(to) ̂  O con u(t) = 0; pero, no los dos a la vez.

Además; no siempre un sistema que cumple con superposición pa
->- -í- -i- -í-

ra u(t) 7̂  O con x(to) = O y para x(to) ̂  O con u(t) = O ;

es lineal. Así, en el circuito de la Fig. 1.1, que, como se
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ha demostrado, es lineal; si la entrada u(t) es un voltaje

de la forma (A + B eos wt), se podría aplicar superposición

y calcular separadamente su respuesta a la señal A y a la se

nal B eos tüt ; siendo la suma de estas dos respuestas, la res_

puesta a la señal original, siempre y cuando el voltaje ini-

cial en los capacitores -haya sido cero.

Un sistema es invariante con respecto al tiempo cuan_

do un desplazamiento del vector de entrada u(t) en el tiempo,

tal que Uj (t) = u(t+r), produce en la salida y(t) un corri-

miento igual, tal que y: (t) = ytt+r). Matemáticamente u» sis_

tema invariante en el tiempo no tiene coeficientes de los es-

tados que varíen explícitamente con el tiempo.

Asi por ejemplo el sistema descrito por la ecuación:

-£ + a - + b y = c u(t) ;
dt dt

con a, b, c constantes y con salida y(t), es invariante en

el tiempo, ya que si T = t + T ; donde T es un intervalo de

tiempo => dr = dt ; y la ecuación resultante en la variable

independiente T será de la forma:

d2y ¿Y , , . .—i. + a + b y = c u ( T ) ;
dr dr

que es equivalente a la original; con U(T) = u (t + T)
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y (T) = y(t + T) .

En cambio un sistema con relación entrada-salida de

dy
la forma: - r - + t y = u / es variante en el tiempo, pues:

SÍ T = t ' + T

=> dr = dt

= > -=-2. + (T - T) y = u ;

cuya respuesta evidentemente, no es equivalente a la del sis-

tema original.

Muchos sistemas físicos son lineales dentro de un de

terminado rango de variación de sus variables; sin embargo,

en general todo sistema es o puede llegar a ser no lineal en

alguna región de su funcionamiento.

Como se ha indicado, las técnicas de variables de es

tado son aplicables a sistemas lineales tanto invariantes co

mo variantes en tiempo. De ahí que pueden ser utilizadas en

el análisis de sistemas no lineales que muy frecuentemente pue

den ser reducidos al caso lineal variante en tiempo. Esta l_i

nealización es factible cuando el sistema no lineal está tra_

bajando en una pequeña zona alrededor de un cierto punto de

funcionamiento.
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Consideremos un sistema descrito por una ecuación

ferencial no lineal de orden n ; de la forma:

dy d y
= g (y, — , ---- , - , u, t) (i.io)

dtn dt dt

si definimos las variables

Yi = Y

y = *L

dt

,n- iá y
—n-i

dtn

entonces el sistema podría quedar definido por n ecuaciones

diferenciales no lineales de primer orden, de la siguiente ma

ñera:

dt

dy2
- y3

dt

(1.11)

_ y

dt

dt

n

( yi, YZ, / yn, u, t )
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En general podríamos tener el siguiente sistema de

n ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden:

- - = fi (Y!/ Y2/ ---- / Yn' u
dt

dy2
- = f2 (Yi, Yz, ..... ' , Yn> u>

1.12)

dt
= fn (ylf y2, ---- , yn/ u, t)

Si el punto de funcionamiento corresponde a:

Y! = $ i r Yz = ^2 ' •••• ; Yn ~ ín ' u = w r c^n condiciones

iniciales yl (to) ; y2 (t0) ; .... ; yn(to) ; y las variacio-

nes alrededor de éste son pequeñas tales que las nuevas con

diciones iniciales son:

Y! (t0) = Ya (t0) + Xj (t0)

^ (t0) = Y2(t0) + X2(t0)
dt

d v / / /
•*• i 4- _ 1 — -\r I -f~ ,, I -4- "V i -f* „ Iv'-O' j:n ^ o' -̂ n ^ o/

dt

con Y! = <f>! + xx ; y2 = n
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u = ü) + v donde v también es pequeño, se obtiene que1

dt
= fl ((^tXi , 4>2+x2 , - - . . , 'Í'n+Xn/ u + v, t)

dt
= f 2 ( ( f r j + X j , < f ) 2 + X 2 , . . . . , C¡)n+Xn, ÜJ+V, t)

d ( c f > n + xn)
= fn ( ( f r i + X j , <|)2+x2f , <J>n+xri/ w+v, t)

dt

Este nuevo sistema puede ser expresado desarrollando

f l f f 2 r . . . , fn alrededor de <j> l , 4>2 , . . . , cf>n , w; por medio

de una serie de Taylor, despreciando los términos de orden ma

yor o igual a dos; tal que:

d^ dx. , 3fi. 3fj. 3f x 9f:
- - + - = fi(<í>,<!>2f---/(}>'ü j' t) + - x+" - x + . . .+ - x + - v
dt dt 8Yl 9y2 9yn n 3u

dt dt

d(ín dxn , A A j. 9 fn 9 f n 8 f
— + —- = fnC*i.*2/--.r*n^,t) + —2-X.+ -Ac +...+_
dt dt 3 3 n
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donde es la derivada parcial de f¿ ( y i f y z , . . r y n , u , t )

3 8 f ±
respecto a yj , evaluada en el punto yj = 4>-j ; y , está

Su

evaluada en u = tu.

Como
dt

, se obtiene que la

nueva ecuación que define el sistema es:

d

dt

x.

x.

x.n
3fn

x \f

3f.

-n

v

la misma que es lineal y, en general, variante en el tiempo

Asi hemos conseguido linealizar el sistema para rea-

lizar su análisis en la zona escogida, mediante el método del

espacio de estado.
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1.3 DIAGRAMAS DE FLUJO

En esta sección se presentan dos formas de obtener

las ecuaciones de estado a partir de la ecuación diferencial

que define la relación entrada-salida de un sistema continuo,

lineal e invariante en tiempo.

El método a seguirse consiste en obtener un diagrama

de flujo del sistema en base a su ecuación diferencial; y de

este diagrama deducir una representación adecuada en el espa-

cio de estado. Debe observarse que el diagrama de flujo pue--

de ser utilizado directamente para la simulación del sistema

en un computador analógico.

Para sistemas lineales invariantes en tiempo sólamen_

te son necesarios tres elementos simuladores, los cuales se

indican a continuación:

1.- Sumador: suma (o resta) dos o más variables, tal co-

mo se indica en la Fig. 1.2.

2.- Multiplicador: multiplica una variable por una cons-

tante positiva o negativa, como se in
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dica en la Fig. 1.3.

ui(t)

y(t) = UJ (t)-uz(t)+ -un(t)

FIG. 1.2.

U(t)
K y(t) = K u(t)

FIG. 1.3.

<. 3.- Integrador: realiza la integración en el tiempo de

una variable, considerando además una

condición inicial que puede o no ser explícita en el diagrama,

como se indica en la Fig. 1.4.

y(t0)

u(t)
= y(t0) + U(T) dr

FIG. 1.4.
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De los tres simuladores, el único elemento dinámico

o con memoria (cuya salida depende tanto de la entrada como

de su salida anterior) es el integrador. De ahí que la sali

da de un integrador con condición inicial arbitraria, puede

ser considerada como una variable de estado.

Las dos formas de hallar las ecuaciones de estado

que definen un sistema, mencionadas anteriormente son:

a) Un sistema continuo, lineal, invariante en el tiem-

po y de orden n, puede ser representado por una ecua

ción diferencial de la forma:

pny + di pn y + ...+ an_x py + aR

= f30pnu + P! Pn 'u + ... + 3n_, pu + 6 u (1.14)

donde el operador p =
dt

Como los a i son independientes del tiempo, se puede

escribir que:

pn (y - eou) + pn

+any - 3Ru = 0. Dividiendo por p y reordenando se tiene:



- 25 -

Y =

1_
r
P

-
P

(1.15)

La ecuación (1.15) puede ser representada por el dia_

grama de flujo de la Fig. 1.5.

u(t)

Y(t)

FIG. 1.5.

La salida de cada uno de los integradores puede ser

considerada una variable de estado, como se ha indicado en

la Fig. 1.5, obteniéndose la siguiente representación en el

espacio de estado:

OOÍ941
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xn

(1.16)

i = - a y + x + $ un-i n-i-1 n 11-1

En (1.16) si reemplazamos "y" de la primera ecuación

en las demás, se obtiene en forma matricial la siguiente eeua

ción de estado:

V X"

d
dt

*i i
xz

•
•

x

X n -

-04 1 0 0

-az 0 1 . . . . 0

-a 0 0 - > . . 1n-i

-a 0 0 0n
s*

^
^
•
•

xn-i

X
n

k -^

3i - «i 30

32 - ct2 30

3 - a 3on-i n-i u

Sn - an Po
k ^

U

(1.17)

con la ecuación de salida:

y - (1 O O 0)

X-

X.
+ (1-18)

X

n-i
n
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b) Otra forma de obtener una representación en el espa

ció de estado es despej ando "y" de la ecuación (JL14)

de modo que:

y = - U (1.19)

n-i , .,a, p + . . . + a . p + o.
l^ n-i^ n

la cual puede ser escrita como:

Y = 30u + u
n n-i

U.20)

Factorizando el denominador se pueden tener, en gene

ral, dos casos:

a) raices (polos), no repetidos

b) raices (polos) repetidos

Como el caso b) es el más general, se considerará un

sistema en el cual el denominador de la ecuación (1.19) ten-

ga una raiz repetida. De ahi la generalización no encierra

ninguna dificultad.

Sea entonces:



n . n-i
= (p-Xi) (p-X2)

v

(1.21)

Reduciendo (1.20) a fracciones parciales se obtiene:

P2u '
y = + - +

p-Xi (p-X2) p-X2 p-X

Pnu

p-x
(1.22)

n

Los residuos Pj_ pueden calcularse de la siguiente manera:

n-i
P . =

v(x±-x2) (x±-xv+2) . . . (x±-xn)

(1.23)

para las raíces no repetidas; y para las raíces repetidas.

P. =i
c-D!

d , , , v _ . .
(p-Xi) f (p)

K-
K = 1,2,...fv

J-AI

(1.24)

donde f(p) es la fracción polinómica en p de (1.20).
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La ecuación (1.22) puede ser representada por el dia

grama de flujo de la Fig. 1.6, el cual se conoce como diagra-

ma de flujo de Jordán.

Considerando la salida de cada integrador una varia_

ble de estado, como se h-a indicado en la Fig. 1.6, se obtiene

la siguiente representación en el espacio de estado:

u

X2 = X2 x2 + X;

X 3 — A. y X o ~t~ X ¡¡

(1.25)

x = X 0 x + xv 2 v

x , = X2 x , + u
v+i ¿ v+i

x , = X , x , + u
V+2 V+2 V+2

x = X x + un n n

y = gnu + P .x , + P2x2 + P 3 x 3 + . . . + P r XTT + P , i xJ! f O 1 1 ^ -^ 3 3 v v v ,̂ 1

+ P , X , + . . . + P Xv+2 v+2 n n .
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u í t ) y(t)

FIG. 1.6

Diagrama de flujo de Jordán con X2

como una raíz v-veces múltiple.
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En forma matricial se tiene,

d
dt

S V

X2

Xs

V

xv+1

xv+a

Xn

=

S N

X X 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

1 "1
0 1 X 2 1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 01 • 1
0 1 0 X 2 l " . . . 0 0 ' 0 . . . 01 1. \:i • i
o j o o o . . . x2 i i o . . . o

i 11 1
0 ' 0 0 0 . . . 0 X 2 | 0 . . . 0

0 0 0 0 . . . 0 0 X _ . _ . . . 0
V+2

0 0 0 0 . . . 0 0 0 • • • Xn

x,

x,

X 3

X
V

xv+i

V+2

Xn
^ j-*

-

f^ \.
1

0

0

0

1

1

1

u

(1.26)

y = (-PI P2 P3 .. P P ̂  P _,
V V+1 V+ 2 pn>

X-

X-

X

x
V+l

V+2

n U.27)
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Las ecuaciones (1.26) y (1.27) constituyen la forma

canónica de Jordán de las ecuaciones de estado, del sistema

definido por la ecuación (1.14). En la matriz n x n se obser_

va que:

- Los polos del sistema se hallan en la diagonal princi-

pal .

- Por cada polo v-veces múltiple, aparece un bloque de

orden v x v, denominado BLOQUE DE JORDÁN, como el que

se indica encerrado en un cuadro de lineas punteadas

y que corresponde a la raíz A2 ¿e multiplicidad v.

- Un bloque de Jordán de orden v x v tiene (v -1 ) unos

sobre la diagonal principal.

- Todos los demás elementos son iguales a cero.

Ejemplo:

Se desea obtener los diagramas de flujo y las ecua-

ciones de estado correspondientes, del sistema de la Fig. 1.1.

a) La ecuación (1.4) que define el sistema, puede ser es

crita en la forma (1.15), tal que:

1 , 3 1 1 1
y = - (- — y) + C u y ) (1.28)

p RC p2 1.5 R2C2 1.5 R2C2
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El diagrama de flujo'correspondiente se muestra en

la Fig. 1.7.

u(t)

FIG. 1.7.

De donde las ecuaciones de estado son

d_

dt

1

_ _
2

=

•3 ±

R C

1 o
1.5 R2C2

1

-,

2

+

nu

1
1.5 R2C2

x x v

y = ( i o ) + O u

u

(1.29)

(1.30)
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b) La ecuación (1.4) puede ser escrita en la forma (1.19)

tal que:

u
1.5 u

Y =
p + c^p + a.

(1.31)

R C 1.5 R¿C'

que corresponde a (1.20) , ya que 3o

Factorizando el denominador de (1.31) se obtiene

R C 1.5 RZC'
= ( P " Xj ) ( P - X2)

donde — 3
2 R C x v 3

0.242

R C

(/— + 3
2 R C V 3

2.75!

R C

Finalmente, separando (1.31) en fracciones parciales

se encuentra:

y = +
P2 u

p - \ P - X.



- 35 -

donde: P¿ =

1.5 l / . R c

0.265

R C

El diagrama de flujo correspondiente a la ecuación

(1.32) se muestra en la Fig. 1.8.

u(t) y(t)

FIG. 1.
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De ahí las ecuaciones de estado correspondientes

son:

d

dt

xi

x

__

0.242 Q

R C

-

2.758
U - -

R C

xi

x2

+

1

1

U

y =
0.265
R C

0.265

R C

x.

x.

+ O u
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1.4 ECUACIONES DE ESTADO Y DE SALIDA

Un sistema continuo,- lineal y de orden n, con m entra

das y K salidas; puede ser representado en el espacio de esta

do en forma similar a la dada por las ecuaciones (1.17)y (1.18)

o por (1.26) y (1.27), con la diferencia de que la entrada es
->-

ahora un vector u(t) con m componentes, y la salida un vector

y(t) con K componentes.

Las ecuaciones de estado tienen asi, en general, la

siguiente forma:

dt
' (1.32)

y - (C(t)Jx + (J)(t))u

donde: x(t): vector de estado; longitud n

u(t): vector de entrada; longitud m

y(t): vector de salida; longitud K

matriz real de orden n x n

ÍB (t)J : matriz real de orden n x m

rQ(t)J: matriz real de orden K * n

[D ("t)J : matriz real de orden K x m



En el caso de sistemas invariantes en tiempo, las ma_

trices A, Br C Y D son constantes.

Ejemplo:

Se tiene el sistema de control de velocidad de la Fi_

gura 1.9 y se desea encontrar su representación en el espacio

de estado por las dos formas desarrolladas en la sección 1.3.

FIG. 1.9.

CONTROL DE VELOCIDAD

El diagrama de bloques se muestra en la Figura 1.10
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Er(S)

Ee(S)

s
1

La + R

K .

a

^~

*«>-

ü) (£

K,p

3 )

&
^ .=y

.q

1
JLS2

^

6(S)

FIG. 1.10.

DIAGRAMA DE BLOQUES DEL CONTROL DE VELOCIDAD
DE LA FIGURA 1.9.

Del diagrama de bloques, fácilmente se obtiene

Kg S

Er(s) La J S3 + RaJ S2' + (K_ K. -I- KKm K ) S
fc-

(1.33;

que corresponde a la ecuación diferencial,

La J P e0 + Ra J p e0 + (KT Ke + KKT Kg)p eo = KKT Kg p er

dividiendo por La J p obtenemos:

;o r — ^ co
La J

eo =
J

(1.34)
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a) Primera Forma.

La ecuación (1.34) corresponde a la ecuación

(1.14), con:

a, =

T e ~̂ ~ T
cu =

J

De manera que el diagrama de flujo correspondiente

es el de la Fig. 1.11.

FIG. 1.11.
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y las ecuaciones de estado

d_

dt

R_

La
X

La J

er (1.36)

e0 = ( 1 O )

x.

+ O e (1.37)

Se identifican claramente las matrices de las ecua-

ciones (1.32):

A =

La

La J

/ \

B =

. La J
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C = D = O

b) Segunda Forma (Forma de Jordán).

Despejando eo de la ecuación (1.34) se tiene:

e,-, —

con alf ct2 , 32 / dados por (1.35). Factorizando ahora el de-

nominador y suponiendo polos diferentes se obtiene:

-(p - Xi) (p - X2)
er = er 4-

Pz

p - X:
er

donde X L_ 2 =
- a.l ± y ax2 - 4 ct:

El diagrama de flujo es el de la Figura 1.12.
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e0(t)

FIG. 1.12.

y las ecuaciones de estado son:

d

dt

x.i

x2

=
' \ o N

0 \

/ N.

1

x2

+

/ V

1

1

X,

+ O e
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A -

B =

C =

D =



C A P I T U L O S E G U N D O

TRANSFORMACIÓN DE SEMEJANZA Y

FORMA CANÓNICA DE JORDÁN

2.1 Valores y vectores propios de una matriz

2.2 Transformación de semejanza y forma

canónica de Jordán

2.3 Cálculo de los valores propios.- Métodos*

2.4 Cálculo de los vectores propios.- Casos

2.5 Obtención de la matriz transformadora "f"

y de la forma de Jordán "J".- Desarrollo

de los programas correspondientes.
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2.1 VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

En la teoría de Control Moderno son muy importantes

los conceptos de valores propios y vectores propios de una

matriz cuadrada real /\ n*n.

Un valor propio de una matriz A/ nxn ; es uno de los

escalares X que dan lugar a una solución no trivial (x ̂  0)

de la ecuación

A x = X x (2.1)

Para cada valor propio X¿, existe por lo menos una

- , - • " * " -- n""*" ~*" " -*"solución x¿ de la ecuación /\xi = Xixi ; este vector x¿ se de

nomina vector propio de la matriz /\ nxn.

La ecuación (2.1) puede ser escrita como:

( A ~ X¡ ) x = O (2.2)

de tal manera que, por la teoría de sistemas de ecuaciones si

multaneas homogéneas, se conoce que la ecuación (2.2) tiene

una solución no trivial si, y sólo si la matriz (/\ X¡) es
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singular; ésto se cumple siempre que

det (A - XI) = O (2.3)

La ecuación (2.3) se denomina ecuación característi_

ca de A? Y el término izquierdo de la misma, polinomio carac_

teristico. La solución de la ecuación característica nos da

los valores propios de A-

El polinomio característico es de orden n, de modo

que (2.3) tendrá como solución n valores propios. En general,

algunos de éstos pueden ser repetidos.

Ejemplo:

Sea la matriz /\

pió es:

-1 2

3 5

La ecuación de valor pro-

-1 2

3 5

xi

x2

xi

\

que puede ser escrita como:

-1 - X

5 - X

X

= O



- 47 -

La ecuación característica es:

det
-1 - X

5 - X

= O

entonces, (-1 - X) (5 - X) - 6 = O 6 X - 4X - 11 = O ;

su solución está dada por Xx = 2 + 1̂5 ~ 5.87 ; X2 = 2 -

-1.87; que son los valores propios de la matriz /\

y

Los vectores propios correspondientes son:

Para = 2 +

-3 -

3 -

xi i

"2 1

= O

Se tiene 2 ecuaciones simultáneas homogéneas

;-3 - 15

3 Xj l + (3

+ 2 x21 = O

x2 x = O

de donde
1 5 - 3

-) x l x . Así el vector propio xx es

x.

1

3

1 5 - 3

con Xj_ x = escalar diferente

de cero.



Para X9 = 2 - '15
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-3 + '15

"• 3 3 + '15

X

X

1 2

2 2

= O

de donde: x 22

3 x

3 +

1 2

Y

3 + '15

x12 ; con x12 — escalar

ferente de cero.

Como se observa"en el ejemplo anterior, los vectores

propios son de longitud arbitraria ya que si Ax — -̂x r tam-

-- * •*" A~^ "*" "^v / ~*~\n se cumple que /\ctx = aftx = aXx = X (ax) ; es decir, (ax)

es también un vector propio de /\ para cualquier escalar a di^

ferente de cero. Es conveniente normalizar a la unidad la

longitud de los vectores propios.

En general, los valores propios de una matriz real

/\nxn son complejos, al igual que las componentes de los vecto

res propios; de ahí que todo el análisis se desarrolla en el

campo de los números complejos. Así lo requiere la discipli-

na científica que aquí se trata, como es el Control Moderno.
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2.2 TRANSFORMACIÓN DE SEMEJANZA Y FORMA CANÓNICA DE

JORDÁN.

Para ingresar en este tópico volvamos a considerar

la ecuación general de estado (1.32) para el caso invariante

y de excitación nula:

dt

Si suponemos un estado inicial, para el tiempo t=to^

representado por x(t0) y realizamos el siguiente cambio de va_

riables:

y(t) = T l x(t) (2.5)

donde I es una matriz compleja nxn, no singular; se consigue

que la ecuación original de estado se convierta en:

T
dt

^= T"1 A T y(t) (2.6)
dt
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Si ahora en la ecuación (2.6) de alguna manera se lp_

gra que el producto T" AT sea una matriz diagonal, entonces

el conjunto de ecuaciones se convertiría en:

d

dt

Í Y r í t )

y 2 ( t )

-

Yn '<t>

X x 0 0 0

0 X 2 0 *. . . . 0

0 0 X 3 0

0 0 0 Xn

y, (t)

y (t)
2.

•

[ y n < t >

(2.7)

Dando lugar asi a la forma canónica de Jordán de la

ecuación de estado del sistema, que corresponde a la dada por

(1.26) en la cual u(t) = 0 y todos los bloques de Jordán son

de orden 1.

Para cada variable de la ecuación (2.7) se cumple

que: —̂ -i = ^± yj_(t) r de modo que la solución es y± (t) =
dt

y. (o) e^it ; pudiéndose encontrar la solución x(t) en forma

mucho más fácil a partir de la ecuación de transformación

(2.5):

x(t) = Ty(t) con

No siempre es posible encontrar la matriz J- que per-

mita que T AT sea diagonal; sin embargo, se puede en dichos

casos hallar J tal que T AT sea "casi" diagonal ( forma de
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Jordán) como se verá más adelante.

SEMEJANZA DE MATRICES:

Dos matrices A Y B se llaman semejantes cuando exis-

te una matriz no degenerada J ta-l "5ue:

B = T"1 .A T (2.8)

A la transformación J AT se denomina transformación

de semejanza. También se dice que la matriz B es la transfor_

mada de A por T-

Algunas propiedades importantes de una transformación

de semejanza se dan a continuación:

1.- Dos matrices, semejantes cada una a una tercera, son

también semejantes.

2.- Para transformar una suma de matrices por T es sufi-

ciente transformar por Tcada sumando, es decir:

rX+A^+.-.+AJT = r1AJ+T~1A2T+...+T~1AKT ( 2 . 9 )

3.- Para transformar un producto de matrices por T es su

ficiente transformar cada factor:
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= r1Aj-r1Aj-----r1AKT

4.- Para transformar, una potencia de una matriz es sufi

ciente transformar la base de la potencia, es decir

r1 Am T cr1 A T)

5.- El valor transformado de un polinomio en una matriz

es igual al valor del polinomio en la matriz trans-

formada, es decir :

(A) T = f cr1 A i)

6.- Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio ca_

racterístico y por lo tanto los mismos valores .pro-

pios . De ésto se deduce que las matrices seme j antes tienen

trazas y determinantes iguales.

Interesa en el presente trabajo, el encontrar una ma

triz transformadora "f tal que la transformada de /\r T sea

una matriz diagonal o de la forma de Jordán que se indica a

continuación. De esta manera será posible convertir la ecua_

ción (2.4) en una del tipo de (2.6) que sea la expresión mas

simple posible.

Es necesario aclarar que para encontrar la solución
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x(t) de la ecuación de estado (1.32), será más conveniente a

plicar un método de solución de sistemas de ecuaciones dife-

renciales como él de Runge-Kutta, Adams Bashforth, etc. en un

computador digital o simular en un computador analógico. Sin

embargo, el conocimiento de la matriz "[" permitirá encontrar

la matriz de transición de estado para sistemas de orden ele

vado y además será muy útil para el estudio de controlabili-

dad y observabilidad de los mismos.

FORMA CANÓNICA DE JORDÁN.

La forma de Jordán es una matriz triangular superior

que presenta la siguiente estructura general:

1
| L.2 1i

1

1 _ .

(2.13)

En ésta, cada una matriz triangular supe_
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rior denominada bloque, de. Jordán. Con un mismo valor \± pue-

den estar asociados varios bloques de Jordán, pudiendo entre

ellos diferenciarse en su dimensión según cada caso particular,

La configuración de un bloque [_ j i (Ai) es la. siguiente:

Ai 1

0 \

0 0

0 0

0 . . .

1 . . .

AÍ . . .

0 . . .

0

0

0

Al

(2.14)

donde- la diagonal contiene los \± e inmediatamente sobre ésta

y a la derecha se tienen unos. Todos los demás elementos de

la matriz de Jordán son ceros.

A continuación se presentan dos ejemplos de matrices

con la forma de Jordán.

Sea:

J =

-1'

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

' 01

! o
1 51
! °
1 0

0

0

0

1

5

0

0

0

0

0

1

5

0

1
1
1
1
1

!
1
1

0

0

0

0

0

5
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Esta es una matriz de la forma de Jordán, constitu_í

da por 3 bloques de Jordán en su diagonal , los cuales son :

X

-1

0
^

X s

1

-1

; L i z ( x 2 ) =
-̂

5

0

0

1

5

0

\

1

5

' Lí 2

Se observa que siempre que aparece un cero sobre la

diagonal, aparece un limite entre 2 bloques de Jordán.

Sea,

J =

i-ji
— ,

0

0

0

0
\ o

T 1
1 1+jl |

_L i_

0 1
1

0 1
-L

0

0

0

0

0
— .

0

0

0
11 1
1

0 1
__ , . J_

0 1I

0

0

0

0

2
/

Esta matriz también tiene la forma de Jordán y los

bloques Lji (Xi) son :

= [l - j L l 2 Í X 2 ) = 1 + j 1

O 1

O O
= [ 2 J

Según esto, una matriz diagonal tiene también la for
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2.3 CALCULO DE LOS VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ.-

MÉTODOS.

Una matriz cuadrada real A/ nxn tiene, como se ha in_

dicado previamente, n valores propios, que son las raices del

polinomio característico p(X) = det (A - M)- Además como los

coeficientes de éste son reales, si existe un valor propio com

piejo Xi, su conjugado \± también será un valor propio de A-

Existen diferentes métodos para el cálculo de los va_

lores propios. A continuación se presentan algunos en forma

muy resumida y general, con el objeto de dar una idea de las

ventajas y desventajas de los mismos, asi como también para a_

clarar el método a utilizarse para el efecto en este trabajo.

En el cuadro 2.1 se indica el resultado de un estu

dio realizado sobre las diferentes formas de evaluar los valo

res propios de una matriz Af nxn. Estas consisten brevemente

en lo siguiente:

I.- Obtener p(X) por expansión del determinante de

(A"̂ I) Y luego .calcular los ceros'ÍX¿}._ de p(X) por medio

de alguna técnica para hallar las raices de un polinomio.



Matr iz real

Anxn

0

(Mención iltíl polinomio

característico pU)

P(\) = det (A- *I)

.'alculor til Valor pro-

pio dominante A i (Método
de potencia).

Calculo de los valores
propios como las raí-

ffl5 (10 p(>) " fl,

Obtener el resto de va
lores propios por el pro

coso tjo contrncclón.

Calcular los couriclun
tes de p (A } utilizando
el teorema de Cayley-Ha

milton.

lu "A"partir du "A" ubLuiiur

por sucesivas transf.
de semejanza, la forma

de Hessenberg.

Calcular los valores
propios: raíces de

R ( A ) = Q.

Estimar en que región

del plano S se hallan

las raíces de p(A) c O

Algoritmo

QR

Evaluar p(a) sin nece^

sidad de conocer sus

coeficientes.

Si p(«í) -0 -> ni • AÍ

CUADRO 2.1

Métodos para calcular los valores propios de

una-matriz real /\ nxn

es práctica. Para evitar ésto, se puede utilizar el teorema

de Cayley-Hamilton y calcular los coeficientes de p(X) en for
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ma simple y fácil de llevar a cabo; pero, se debe tener cuida_

do en su uso pues en general los coeficientes no pueden ser

calculados sin error debido al redondeo y puede aparecer el

problema de un p(\ mal condicionado.

IV.- MÉTODOS QUE UTILIZAN.LA TRANSFORMACIÓN DE SEME-

JANZA.

(
a) A partir de la matriz /\r una matriz de

Hessenberg por medio de sucesivas transformaciones de semejan_

za. Kstimar en qué región del plano complejo S se van a en-

contrar los valores propios de /\ para lo que existen teore-

mas adecuados y entonces evaluar p(a) sin necesidad de calcu-

lar sus coeficientes. Cuando p(a) = O, entonces a es un valor

propio. - . ;

b) Una vez obtenida la matriz de Hessenberg como en

a), aplicar el algoritmo- QR para encontrar los,valores propios
\e la matriz /\

c) Si la matriz A es simétrica, utilizar el método de

Householder que es más eficiente que los anteriores pues es

menos sensitivo al error por redondeo al no 'requerir ninguna

contracción ni el cálculo de los coeficientes del polinomio ca

racterlstico.
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TEOREMA DE CAYLEY - HAMILTON

Sea /\ matriz real arbitraria nxn con polinomio

característico p(X) = X + al\ ... +

tonces se cumple que:

an = , en

= o (2.15)

MATRIZ SUPERIOR DE HESSENBERG.

Es una matriz cuadrada ^h-r-if. . para la cual se
L ijjx,3=i

cumple que hij = O para todo i > j+1. Así por ejemplo una ma_

triz superior de Hessenberg 5x5 tiene la siguiente forma:

H =

X

X

0

0

0

X

X

X

0

0

X

X

X

X

0

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

(2.16)

diagonal

subdiagonal

ALGORITMO

De todos los métodos disponibles en el presente para

el cálculo de los valores propios, el algoritmo QR es conside

rado por los expertos como el mejor para la implementación en
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un computador digital, porque es muy estable en el sentido que

el error por redondeo no afecta seriamente la exactitud del

cálculo de los valores propios. El fundamento de este algo-

ritmo es el siguiente:

Se desea transformar la matriz /\ nxn en una matriz

triangular en bloques Br nxn ¿e 1a forma:

B =

A i i

O

1 2

2 2

im

2Itl

A

(2.17)

donde cada /\ii es una matriz cuadrada 1x1 6 2x2.

La transformación debe ser tal que los valores pro-

pios de la matriz B sean los mismos de la matriz /\ Al ser

así, los valores propios de la matriz B se calculan fácilmen-

te, pues son los valores propios de cada uno de los bloques

AÜ/ como se demuestra aplicando la expansión de Laplace al

det (B - XI).

Para conseguir dicha transformación, se sigue el pro

cedimiento dado a continuación r
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1.- Reducción previa de la matriz /\ la forma de Hessen_

berg H, por medio de sucesivas transformaciones de

semejanza. Este paso disminuye grandemente el número total

de operaciones del algoritmo QR.

2.- Aplicar el algoritmo QR a la matriz H encontrada, y

luego sucesivamente. Esto consiste en:

Para K = 1, 2, 3,

a) Factorar HK = QK UK

donde Q es una matriz ortogonal, y
K,

U_ es una matriz triangular superior.

Siempre es posible esta factorización y existen varios métodos

para ello.

b) Hallar HK+1 = UK QK = ̂ \R (2.18)

Se puede demostrar que \\,. también tendrá la for
K+ \

ma de Hessenberg.

3.- Aplicar repetitivamente el algoritmo QR hasta cuando

la matriz resultante sea de la forma de B- ( matriz

triangular en bloques ) , y entonces calcular los valores pro_

píos de B C3ue son los de la matriz /\
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En caso de que no se consiga la convergencia del mé-

todo para hallar B en un número de iteraciones adecuado ( pe

queño ) , se puede aplicar el denominado " dosisi¿.m¿e.nto de,t OSL¿~

g&n" de tal forma que:

Para K = 1, 2, 3, ....

a) Factorar H - p^I = Q_ IL
Jx Jx Jx Jx v

(2.19)

b) Formar RK+1 = UK QK + PRI

donde p_ es una constante arbitraria. Para el caso en que p

es una constante compleja, los cálculos se realizan con núme-

ros complejos; pero, con el denominado " &£gosi¿£mo QR

es posible evitar dicho cálculo con complejos aún para p com
K. -~

piejo. Esto se realiza porque es a veces ventajoso el usar

valores complejos de p para aumentar la velocidad de conver-

gencia.

En muchos problemas numéricos a ser resueltos con un

computador digital es conveniente "e4ca£aA." 6 "ttO/t,mo-£¿zaV

ciertos valores, con el objeto de mantenerlos dentro de los

límites computacionales del equipo y tener mayor estabilidad

numérica, cuidando lógicamente que los resultados no sean al

terados o, en su defecto, se tome en cuenta para obtenerlos,

el escalamiento cuando éste ha sido realizado.
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Por esto, es muy conveniente escalar la matriz f\nxn

previamente al procedimiento anterior seguido para calcular

sus valores propios.
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2.4 CALCULO DE LOS VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ. -

CASOS.

Una vez resuelto el problema de obtener los valores

propios de una matriz real /\,nxn, se trata a continuación el

cálculo de los vectores propios correspondientes.

Como se indicó en la sección 2.1f un vector propio

X-L es aquel vector no nulo que cumple con la ecuación

(A ~ ^il) xi = O •/ en ^-a Que î es un valor propio determina-

do de la matriz /\

Se pueden distinguir dos casos fundamentales en el

cálculo de los vectores propios:

CASO i . - Todos los valores propios de la matriz /\n distintos.

CASO ii.'- Existen valores propios que son raíces múl_

tiples de la ecuación característica.

CASO

Cuando todos los valores propios X son de multiplici
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dad algebraica igual a uno, se cumple que:

Rango ( A ~ X i I ) = n - l para cada- \±

La dimensión del espacio vectorial solución de la e-

cuación (A - î I) xi ~ O- es igual a la degeneración Q¿ de la

matriz (A - X¿I)r definida como:

Q± = n - rango (A - X±I) (2.20)

Así, en este caso Q¿ = 1.

De esta manera, a cada valor propio X. corresponde

un sólo vector propio x¿ de longitud arbitraria; más exacto

sería decir un espacio vectorial de dimensión 1 (Aunque para

los x¿ no se toma en cuenta el vector nulo).

Además se cumple que los n vectores propios corres-

pondientes a los n valores propios distintos, son linealmente

independientes. Por considerarse este teorema de fundamental

importancia, se presenta a continuación su demostración:

Demostración por contradicción.

Sea A una matriz con valores propios distintos.
- > - - * - -+- _ > . _ > -

Sean x: , x2 , . . . , xn los vectores propios de /\ con xx, x2,

...r x independientes y x ,..., xn dependientes. Entonces:



K

x.¡ = 2- / 8i xi para j " = K+1 , K+2, ... , n donde no todo
3

3ij = 0.

-*•Como X.: es un vector propxo,

K

AX_¡ = X-j x-j = X-j 2. f 8ij x¿ para j = K+1 , . .., n y también,
3 1=1

K K K

- = A
J

Restando estas 2 ecuaciones se obtiene

K

O = Z_, PÍ- CX - X±) xj

Pero los x¿, i = 1,2,...,K fueron supuestos £ . i .

Ya que no todos los 3¿ j son cero , algún X . - X j . Esto contra_

dice la hipótesis de que A tiene valores propios distintos y

así. todos los vectores propios de A deben ser L. i.

Para obtener la solución de la ecuación (A~^±I)xi —®

para cada X¿ . i = 1 , . . . , n ; existen diferentes métodos.

En este trabajo se aplicará el de reducción de Gauss- Jordán ,

el mismo que será detallado en la sección 2.5.5.
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Como los vectores propios son de longitud arbitraria,

serán normalizados a la unidad, de modo que |J x¿ || =1; donde

la norma de un vector a se define como la raíz cuadrada del

producto interno de a por si mismo, es decir:

S i l =/(a, I) (2.21)

Para esta aplicación, los elementos del vector a peí:

tenecen, en general, al cuerpo de los números complejos y el

-*- -¥•
producto interno de dos vectores a y b se define como:

(a, £) = af b = , b,- (2.22)
1=1

siendo a el vector formado por los elementos conjugados del

vector transpuesto de a, a .

Si un vector se divide para BU norma (real), el vec-

tor resultante tiene norma igual a 1.

Para aclarar estos conceptos se dan a continuación

dos ejemplos:

1.- Sean los vectores . -

; b =
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-í-
El producto interno de a y b, de acuerdo a la defini_

ción (2.22) , es.:

-r ~̂ "+
(a,b) = a b = (a.l- Da2 a3- 3.

j + jb.

jb,

(a3-jalf ) (b3+jbtf

(a3b3 3

!b2 - a2b1)

- a4b3)J

= f(a1b1+a2b2+a3b3+atfb4) +j (a1b2-a2b1

El producto interno de a por sí mismo, es

(a,a) = "1"a"" a = (a1-ja2 a3-ja4)

ja

ja,

(aL+ja2j

a 2 + a +

(a3+ja4)

La norma del vector a, de acuerdo a, la definición

(2.21) es:
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,-r -,' 2a,a = /az + a + a + a
l 2 3 i

En forma similar se calcula la norma del vector b,

obteniéndose:

->•
(b,b)

, 2 • ,2 ,2 .2
b + b + b + b

1 2 3 4

"*- -*•
Calculemos ahora los vectores c y d como

ja

c =
/a

d =

b, + jb.

b. + jb,

De modo que:

d

-i-

b
= 1

b

2.- Si en el ejemplo anterior todas las partes imagina-
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-4- ->•
rias de las componentes de los vectores a y b son iguales a

cero (componentes reales), se tiene:

entonces:
(a,b) = ! + a3b

(a,a) =

/TT*

b =

(b,£)

-*-
c = d =

entonces:

= i

De los 2 ejemplos anteriores, se puede generalizar

para el caso de vectores con n componentes. Asi, si a es un

vector con n componentes y se desea convertirlo en un vector

de norma unitaria, basta con dividir cada uno de sus componen

tes para su norma original.

NORMALIZADO
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donde:

n

1=1

parte real

componente il

.'parte imagi.

componente i
(2.23)

En base al estudio anterior, en el CASO i siempre es

posible transformar la matriz Anxn en una matriz diagonal por

medio de una transformación de semejanza J /\, si se escoge

la matriz J con sus vectores columna iguales a los vectores

propios de /\ .Asi:

T =

AT =

t 2 r

A~*~ ñ~*" ̂
1 ,Ax2-, . . . ,AxnJ =

donde los x¿ son los vectores

propios de /\

n

0

0

0 ...

A 2 . • •

0 ...

0

0

xn

Premultiplicando ambos miembros de esta igualdad por

— i
T (T es no singular pues todos los vectores propios son £.¿

se tiene:

donde los \± son los valores

propios de /\
1

T A T =

AI
0

0

0

X 2 ....

0

0

0

xn
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CASO II

Cuando uno o más valores propios de A,nxn tienen muí

tiplicidad algebraica mayor que 1, existen diferentes subca-

sos según los cuales se puede o no encontrar n vectores pro-

pios linealmente independientes.

Siempre.que sea posible hallar n vectores propios lî

nealmente independientes, se podrá por medio de una transfor-

mación de semejanza T A T , obtener una matriz diagonal. La

matriz T estará conformada por los vectores propios de A como

sus columnas; y los valores propios correspondientes consti-

tuirán la diagonal de la matriz transformada, hallándose cada

uno ubicado en la columna cuyo orden es igual a la del vector

o vectores propios respectivos de J.

En cambio , cuando no es posible hallar n vectores

propios linealmente independientes, siempre se puede encontrar

un conjunto de n vectores £.r¿. formado por vectores propios y

por vectores denominados ve,o£o/í.e¿ p/t.opxlo¿ QQ-YULtioJL¿zado¿ „ En

estos casos, por medio de una transformación de semejanza , -

T A T, se podrá obtener una matriz de la forma de Jordán

(2.13). La matriz J estará conformada por los vectores pro-

pios y vectores propios generalizados; y la diagonal de la for

ma de Jordán contendrá los valores propios, cada uno en un nú

mero igual a su multiplicidad y en un orden de columnas corres
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pendiente al de los vectores respectivos de f.

En general, tanto en el CASO i como en elCASO II,

se cumple lo siguiente:

Para cada valor propio AÍ de multiplicidad algebrai-

ca m¿, el número de vectores propios linealmente independien-

tes y el número de bloques de Jordán, asociados con él, es i-

gual a la degeneración Qi de la matriz (/\ X.¡_ I), definida

por (2.20) como:

Q± = n - rango (A - X±I)

y siempre 1 ̂  Q± < m^

Esto es, la dimensión del espacio vectorial solución

de la ecuación (/\ X¿I) x¿ = O, es igual a la degeneración

Qi-

Además existe un y solamente un vector propio asocia

do con cada bloque de Jordán y viceversa.

Dentro del CASO II se distinguen 3 subcasos:

CASO IIj.- Degeneración total, Q¿ - m¿

Existen m¿ vectores propios £.¿.f y m± bloques de
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Jordán de orden 1x1, asociados con X¿ de multiplicidad m¿ .

Observar que el CASO I está dentro de ésto con m¿ = 1 para to_

dos los valeres propios.- Para hallar los m¿ vectores propios

se aplicará el método de reducción de Gauss - Jordán a la e-

cuación (A - X±I) x¿ = 0.

CASO II2.- Degeneración simple, Qi = 1 j¿ m¿

En este caso existe sólo un vector propio y un blo-

que de Jordán de orden m¿ * m± asociados con X¿ de multiplici_

dad m¿ > 1. Debe calcularse, entonces, un vector propio y

(m¿ -1) vectores propios generalizados , todos linealmente in_

dependientes. Esto es posible mediante los dos siguientes mé_

todos:

MÉTODO 1 .

a) Calcular el vector propio Xj de la ecuación (/\ X¿I)x1= O

por el procedimiento de reducción de Gauss - Jordán.

b) Calcular los (m¿ -1) vectores propios generalizados: x2,
-*- ->-
x3 , , xm.¡_ mediante el siguiente procedimiento:

(A - *il)

(A - XI) x3 = x

(A - *i
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MÉTODO 2.

a) Un vector propio generalizado de rango K se define como un

vector no nulo que satisface:

(A - XÍ!)K x = O y (A - Xil)1""1 x i- O
*" -̂ -

Se debe encontrar el vector propio generalizado xm. de rar^

-
b) Hallado xm. , el resto de vectores se generan por la regla:m

. = (A - ^-r I ) xm •i- 1 vn i1 y mi

i_2 = (A - x±l) xmi_i

A = (A

El vector propio es x; pues satisface la ecuación:

(A - Xil) ̂  = (A - x±l)mi £m, = o .

Para justificar estos dos métodos se presenta a con-

tinuación la siguiente demostración fundamental:

~ - ->- . , . - » - - * • -4-Si xx es un vector prépio y x2, x3, ...., x son vec
K. ~̂

tores propios generalizados, todos asociados con el mismo va

lor propio A-¿, se cumple:



1.- Todos estos vectores son solución de la ecuación:

(A - Xil)í..x± = o.

2.- El conjunto {xx, x2/ ...., x } es linealmente independien
K —~

te.

DEMOSTRACIÓN:

Las ecuaciones que definen el conjunto de vectores

son:

(A - ! = O (1)

x

(A -

(A -

= XX (2)

(3)

(2.24)

-*• •+-

1.- De las ecuaciones (1) y (2):

K K-l

(A - Xi = (A - x±i) xx = o

2.
Multiplicando la ecuación -(3) por (A - Xil) se tiene:

(A - Xil) x3 = (A - Xi = o

En general, se puede ver que:
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(A - >.np v = n v (A - x-np~1 v = i^M *±LJ p ^ "̂ Aii^ xp xi

ya que (A - X±I)K = (A " *±I) "" (A - XÍ!)P, se cumple

(A ~ X-L!) x = O para p = 1,2,..., K

2.- Sea a^j + a2x2 + .... + a x = O (4)

Multiplicando esta.ecuación (4) por (A - X¿I) ~ se ob-

tiene:

aK (A - XilT"1 x = O
JS. Jv

ya que (A - Xil)*"1 XR = xx ¿ O => aK = O

Ahora, multiplicando (4) por (A~ Xil) se demuestra

que a =0. Asi sucesivamente se muestra que si:
JS- I

a¿ x.j_ = O, entonces a¿ = O para i = 1,2,...,K .

Es decir que el conjunto {x¿} es linealmente independien-

te .

Se debe notar que si el conjunto de ecuaciones (2.24)

lo escribimos en forma matricial se tiene:
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'X2.'X3/'

Xi
0

0

0

0

1

Xi

0

0

0

0 ...

1 ...

Xi ...

0 ...

0 ...

0

0

0

1

Xi

B£oqu.e. cíe
" e

(2.25)

En el CASO U2, en este trabajo se aplicará el MÉTO-

DO 1 , para obtener el vector propio y los vectores propios ge_

neralizados.

CASO ii3.- 1 < Q± < mi

En este caso el numero de vectores propios y de blo-

ques de Jordán, asociados con X¿ de multiplicidad m^, seguirá

siendo igual a Q-¡_. Entonces se deben calcular Q¿ vectores pro"

pios y (ia¿ - Q¿) vectores propios generalizados. Sin embargo,

se presenta todavía una ambigüedad respecto al orden de los

bloques de Jordán. Para aclarar ésto, supongamos que se tie-

ne un X¿ con m¿ = 4 y Q¿ = 2 f entonces los bloques de Jordán

pueden tener las dos siguientes formas, pero, solo una de e-

llas será la correcta.



- 81 -

x± i

0 Xt
j__ Ü2 *

r- \i 1

0 X ± _
6 Ji =

^ S - ^

Xi 1 0

0 X¿ 1

0 0 X±

Ecuaciones correspondientes Ecuaciones correspondientes

A*i =
->• -*•

-+•
X

-í-
vectores propios : xx, x;

vectores propios

generalizados : x2 , x,

Ax2 =

X

= Xn

vectores propios : x.

vectores propios

generalizados
X2 ' X 3

Para resolver este tipo de ambigüedades se puede uti

lizar un método de ensayo y error con el propósito de detec-

tar la forma correcta de los bloques de Jordán. Sin embar-

go, éste no es muy sistemático para ser implementado en un com

putador. De ahí que en el presente trabajo se prefiere un pro_

cedimiento que elimina las mencionadas ambigüedades y requiere

mayores conocimientos de Algebra Lineal. Por tal raz6n, antes

de indicar el método, se menciona lo esencial de su fundamento

sin presentar demostraciones:

un espacio vectorial lineal de dimensión n,
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sobre el campo de los números complejos . Entonces , si

<y q? n - .* , • n <p K - *<3u +•<=£_/ es una aplicación lineal y <3U \n subespacio de

se dice que o£>i es ¿nv asurante. A.e-ópe-e.¿0 a La. &pLL aaa¿<5 'n. *J£¿> si

para todo vector 5t 6 ot>i, se cumple que?L^/(x) e o£/i .

El conjunto de -vectores x. que cumplen con la rela-

)̂ = X¿ x¿ , para un valor determinado X¿ r se define

como espacio propio de X¿ y está constituido por los vectores

propios de t^^ asociados con X¿ en unión con el vector cero.

El espacio propio de Xj_ es un subespacio y se denomi_

na también E-ópaexlo YinLo de la aplicación (t̂ íí- tjf X¿) . Se lo

denotará

/i es un subespacio invariante respecto de *§, y tie_

ne una dimensión igual a la degeneración de {^J^- tJ X¿) .

Si {os tiene n vectores propios £.¿. 9 se dice que es

una a.p-Ltaaaxl<5tt ¿¿mp¿e., en cuyo caso se cumple que el espacio

vectorial ¿t/ es igual a la ¿ama (¿¿̂ ea-ta de los espacios nulos

asociados con los p valores propios de<íJ3£. Es decir:

(2.26)

(p < n para el caso II 1 )

¿JQt-Cuando ¿Qt-no es simple , sus vectores propios no f or-
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man una base de ¿f/ (Casos II2 y II 3) . Sin embargo, es posible

construir una base añadiendo vectores propios generalizados.

Debido a que puede darse el caso II 3 , es conveniente

definir como vec-ío^ tiCidLdaJL de. oJLt¿£u.d K¿, (ó vector propio

generalizado de rango K¿.) , correspondiente al valor propio X¿

, al x¿ que cumple:

= O (2.27)

Se observa que un vector propio, es un vector radi-

cal de altitud 1 .

TodoA Lo¿> vecíoAe^ JicLd¿c.a,&&-& dOJLSie,¿oyid'¿<in£e.¿ a.

voJLotitLA psiop¿o¿ &OYI n e c. e¿

, de modo que:

(2.28)

En base a esto, el método a desarrollarse es el si-

guiente :

1.- Calcular la matriz (/\ XÍ!)KÍ , tal que Kj_ sea el

menor entero para el que se cumpla:

/A -v T \!rango (f\ X¿1; -*- = n-m¿

Esto significa que la dimensión del espacio nulo de (A-X-íI)Ki



sea igual a

2.~ Calcular una base del espacio nulo de (A - ^il)

3.- Hallar los vectores propios generalizados que cumplen

con: (A - X±I)Ki x± = O y (A - X̂ )*̂ 1 í± f O (2.29)

4.- A partir de los vectores hallados en 3.-, calcular

los demás vectores propios generalizados y vectores

propios, que corresponden a bloques de Jordán de orden K¿ x K¿

Para esto se seguirá un proceso similar al del método 2 del

caso II2-

5.- Calcular los restantes vectores (en caso de existir)

de la matriz "[", asociados con el valor propio X¿ , que

corresponden a bloques de Jordán de orden menor que K¿ x K¿ ;

a partir de los vectores base encontrados en 2.-) que no cum-

plen con la condición de 3.-). En cada caso debe comprobarse

que estos vectores formen con los previamente hallados (todos

asociados con X¿) un conjunto L*<L~



2.5 OBTENCIÓN DE LA MATRIZ TRANSFORMADORA "J"

Y DE LA FORMA DE JORDÁN "J".

DESARROLLO. DE PROGRAMAS.

2.5.1 ESTRUCTURA DE LA BIBLIOTECA DE PROGRAMAS.

El equipo de computación a utilizarse es el "4051

GRAPtfIC SVSTEM" de la Casa Tektronix. Una de las especifica^

ciones de la unidad central de procesamiento indica que el len_

guaje de programación con el que trabaja es el BASIC, incluyen

do, además de todos los elementos standard de éste, instruc-

ciones para gráficos y otras extensiones. Por tal razón se em

pleará dicho lenguaje en todos los programas.

La capacidad de memoria del equipo, disponible para

el usuario, es de 30 K bytes (de 8 bits); ésta es relativamen

te pequeña para el presente trabajo si se considera la necesi

dad de realizar el análisis hasta de sistemas de control de Ór

denes considerables, los cuales serán posiblemente los más

prácticos. Esto obliga a tener varios programas en lugar de

uno sólo; ellos constituyen un todo, pero a su vez son mutua

mente excluyentes de tal manera de poder ser ejecutados por

separado y en distintos tiempos. Asi, es posible tener cada
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vez en la memoria del computador, sólo aquel programa que se

debe ejecutar en un momento determinador manteniendo el res-

to en la unidad de discos. Esto disminuye la velocidad de e-

jecución por el tiempo requerido para cargar automáticamente

en memoria cada programa cuando deba ser procesado, habiendo

previamente borrado el anterior; sin embargo, en general, la

magnitud del programa o programas que pueden estar a la vez

en memoria, dependerá de la capacidad del computador en cuan-

to a ella se refiere. (Por supuesto que habrán limites que

ya no podrán ser mejorados mediante esta optiruización en la u

tilización de memoria y estarán dados por la capacidad propia

del equipo).

En la Fig. 2.1 se presenta la conformación general

de la biblioteca de programas, los cuales permitirán resolver

numéricamente los problemas planteados en las secciones ante

riores.

Es de fundamental importancia indicar que en la ver

sión de BASIC utilizada, no existe independencia entre las va

riables de un programa principal y de una subrutina que podría

ser llamada por éste, a diferencia de lo que ocurre por ejem

pío en FORTRAN en el que es perfectamente aceptable usar el

mismo nombre de variable en un subprograma o en varios subpro

gramas o aún en el programa principal, aunque éstos puedan te

ner un uso completamente distinto. Tampoco hay independencia
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entre variables de diferentes programas. De tal manera que

forzosamente se debe mantener una estricta consistencia en

los nombres de las variables a lo largo de todos los progra-

mas y subprogramas.

A continuación,-para cada programa se explica en for_

ma concisa la función que desempeña y sus características fun_

damentales; se presenta una lista de los nombres de las vari^

bles empleadas, indicando el significado de cada una y se ex^

pone un diagrama de flujo que permite un estudio completo del

funcionamiento del programa, sin caer en la minuciosidad que

en lugar de aclarar puede confundir y distraer la atención de

aquello que es esencial. Para mayor detalle el lector se pue_

de referir al listado correspondiente del APÉNDICE B.

2.5.2 Programa Maestro: TESIS/CGARCIA.

Este programa dirige automáticamente el funcionamien

to de los demás de la biblioteca, borrando cada vez uno de la

memoria y cargando otro en su lugar, de una manera sucesiva y

en el orden determinado por la lógica del proceso.

Su ejecución consiste básicamente en lo siguiente:

1.- Verificar si está o no en memoria el programa reque-

rido.

2.- Si está en'memoria, entonces que se ejecute.



3.- Si no está en memoria, entonces:

a) limpiar la memoria.

b) cargar el programa deseado.

c) ejecutar dicho programa.

Un índice aparecerá en pantalla cada vez que se lo

requiera.

Al ser ejecutado por primera vez, inicializa ciertas

variables necesarias para el funcionamiento de todos los pro

gramas.

Habrá una parte del programa maestro que permanecerá

en memoria en el transcurso de toda la ejecución, de modo de

cumplir su objetivo en el momento que otro programa lo requie

ra o el usuario lo desee.

Los nombres de las variables utilizadas y las canti

dades que representan son los siguientes:

NOMBRE CANTIDAD

UjZf Número de la unidad de discos utilizada.

01 Número del programa que se desea ejecutar.

02 Número del programa que está en memoria.

03 Número de opción dentro del programa 01

U2 Dirección de la unidad de impresión.

Ul Cantidad para controlar la lógica en el progra_

ma de ingreso, verificación y corrección de da

tos.
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si

Mostrar en la oantalla
el índice,

En oantalla ¿Desea el índice

o algún programa?.

Limpiar la memoria y cargar
el programa deseado.

LL
Ejecútese el programa desea
do.

Inlclalización

índice

SI

FIG. 2.2

Diagrama de flujo del programa maestro: TE.SIS/CGARCIA.
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El diagrama de flujo para el programa se muestra en

la Fig. 2.2.

2.5.3 Programa: ESTADO/ENTRADA.

Este programa sirve para el ingreso inicial de datos

y tiene las siguientes opciones de trabajo:

1.- Ingreso de datos (valores numéricos).

2.- Lectura de datos de archivo (en disco).

3.- Listado de datos.

4.- Corrección.

5.- Comienzo de cálculo.

6.- Ingreso de datos (expresiones)

Es claro que las alternativas 3, 4 y 5 no podrán ser

ejecutadas sin que previamente se haya ejecutado alguna de las

restantes.

Los datos que son necesarios para todos los progra-

mas posteriores corresponden a las matrices de las ecuaciones

de estado y de salida definidas en (1.32), para el caso de sis

temas invariantes en tiempo. Por ásto se solicita del usua-

rio lo siguiente:

- Identificación del problema en 1 renglón.
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Orden del sistema a ser analizado: N

- Número de entradas del sistema (orden del vector

u(t) ) : M

Número de salidas del sistema (orden del vector

y(t)) : K

Elementos de las" matrices /\ B r C Y D en orden de

filas.

Una vez ingresados los datos, podrán ser almacenados

en un determinado archivo del disco, si asi lo desea el usuéi

rio, de modo de hacer factible la repetición del análisis de

un mismo sistema sin necesidad de volver a ingresar sus datos,

Además, con el objeto de ahorrar memoria, cada vez que se pro_

ceda a comenzar el cálculo (opción 5}, los datos serán autonté

ticamente almacenados en un archivo común de trabajo del dis

co y borradas de la memoria del computador las matrices Bf C

y D.

De acuerdo a lo a'nterior, cada vez que se ejecute un

programa, se deberá tener en memoria sólo los datos estricta

mente necesarios para su realización, leyéndolos de los archi

vos correspondientes.

Los nombres de las variables y las cantidades que re

presentan son los siguientes:
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NOMBRE CANTIDAD

-N ""Orden del sistema.

M Número de entradas del sistema.

K Número de salidas del sistema.

A Matriz de orden Nx N

B Matriz de orden N x M

C Matriz de orden K x N

D Matriz de orden K x M

Kl Número de la alternativa deseada dentro del prc_

grama.

N$ Nombre del archivo en el que el usuario desea

almacenar los datos.

DAT .'. Nombre del archivo común de trabajo

T$ Identificación dada por el usuario al análisis

de cada sistema particular.

Ul Cantidad para controlar la lógica en el progra-

ma de entrada.

U2 Dirección de la unidad de impresión.

En la Fig. 2.3 se tiene el diagrama de flujo del pro

grama, con lo cual se aclara aún más su funcionamiento.

2.5.4 Programa: ESTADO/VALORPROP.

Mediante este programa, se calculan todos los valo-
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res propios de la matriz real /\ nxn; luego se los ordena de

modo que queden contiguos (como componentes de un vector) va

lores propios iguales y finalmente se chequea si existe o no

al menos un valor propio con parte imaginaria significativa ;

si es asi, el cálculo posterior (siguientes programas) se ha_

rá con números complejos-, de lo contrario sólo con reales.

El motivo por el cual se ubica contiguos a valores

propios iguales, se encuentra en la forma de trabajar de los

programas MATRIZT o MATRIZTC en lo que se refiere al cálculo

de la multiplicidad de un valor propio, ésto quedará claro al

estudiar dichos programas.

El programa, en lo que respecta al cálculo de los va

lores propios, es parte del software que trae el sistema. El

método que utiliza es precisamente el IV de la sección 2.3,

en el que se aplica el algoritmo Q R doble.

Las limitaciones que posee son:

Cuando existen valores propios repetidos, éstos pue-

den aparecer algo diferentes debido a errores de re

dondeo y/o truncamiento eh su cálculo. Esta diferencia no se

halla dentro de un rango fijo para todos los casos, de ahi

surge la dificultad posterior en la estimación de cuál debe

ser la diferencia máxima permitida para considerar a dos valo
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res propios iguales. En este programa, dicha diferencia se

ha fijado en 10 tanto para la parte real como para la imag_i

naria.

- Existe en el programa la posibilidad de no poder ha_

llar todos los valores propios.

Los nombres de variables utilizadas en el programa y

las cantidades que representan son los siguientes:

NOMBRE CANTIDAD

N Número de filas (y de columnas) de la matriz A.

A Matriz real cuyos valores propios se desean

calcular.

EJ2T Vector de longitud N que almacena las partes

r-eáles de los valores propios de A.

El ....'.. Vector de longitud N que almacena las partes

imaginarias de los valores propios de A.

E3 Matriz auxiliar de orden N x N

Son variables de borrador todas agüellas cuyos nom-

bres comienzan con las letras P, Q, R.

La Fig. 2.4 muestra el diagrama de flujo del progra

ma.
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I N I C I O

Ii
E s c r j b l r A en a r c h i v o f lTTT/A . dsl d i t c o

¡ O i m e n s i o n a r^n u e va s v a r i a b l e s
i

B a l a n c e a r y . n o r m a l i z a r

A , para mayor es táb i l !

dad numér ica .

Reducc ión a la forma super io r de Hessenbe rg ,

por s u c e s i v a s t rans formac iones de s e m e j a n z a .

A p l i c a r el a lgo r i tmo "Q R dob le " a la matr iz

de H e s s e n b e r g , pa ra obtener sus va lo res pro-

p ios , que también son los de A.

Ordena r de modo que queden con t iguos val ores

p rop ios i g u a l e s .

Eps11on para c o m p a r a c i ó n : E 9 .

Hacer El - 0 para los va lo res
prop ios en que:

1E1/E0 I ¿ E9

¿ Se sumple que

|E l j > E9 para algún

va lor proplo?

J, NO

SI

T rans fe r i r el contro l al p rograma

maes t ro para que cargue el p rog rama :

ESTADO/MATRIZ!.

Transfer i r el control

al p rograma maest ro

para que cargue el

p r o g r a m a :

E S T A D O / M A T R I Z T C

FIG. 2 . 4

Diagrama de flujo del programa: E-STñDO/VALORPROP



2.5.5 Programa: ESTADO / MATRIZT

Este programa calcula todos los vectores propios y,

si es necesario, vectores propios generalizados, correspondien_

tes a la matriz real /\ n*n de la ecuación de estado (1.32)

para el caso invariante -en tiempo.

Se abreviará:

vectores propios.- VP.

vectores propios generalizados.- VPG.

Como se explicó en la sección 2.4, con dichos vecto-

res es posible construir la matriz J que permita que la trans_

formación de semejanza J /\ de lugar a una matriz diago-

nal o a una matriz de la forma canónica de Jordán J, que se-

rán utilizadas -posteriormente para obtener la "MaíAx-z de TÍLO.YL_

-¿¿cxltfn cíe. E¿£a.do" del sistema y además, realizar un análisis

de Controlabilidad y Observabilidad del mismo.

El programa, como es evidente, requiere para su eje

cución, del cálculo previo de todos los valores propios de la

matriz /\ de ahí que está sujeto a las limitaciones del pro-

grama ESTADO / VALORPROP, señaladas en la sección 2.5.4.

La sección 2.4 contiene los fundamentos teóricos su
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ficientes para comprender el procedimiento a seguirse en el

cálculo de VP. y VPG.

Un papel esencial dentro del programa desempeña el

método de Gauss - Jordán para la solución de un sistema de e-

cuaciones algebraicas lineales simultáneas; el mismo que se

halla desarrollado como una subrutina. Por su importancia,

se explica su fundamento a continuación:

SUBRUTINA GAUSS - JORDÁN

Si se tiene el siguiente sistema de N ecuaciones al-

gebraicas lineales simultáneas , con N incógnitas :

a12x2

a22x2

ln

(2.30)

ann xn = bn

Este puede ser escrito en forma matricial como:

ai 1 ai 2 ain

a 2 i a 22 . • . . « a? n

an i ^2 ^n xn

=

b2

(2.31)
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o en forma compacta:

Alx = b (2.32)

donde: Al = matriz real de orden NxN

x = vector incógnita de longirud N

b = vector independiente de longitud N.

Existe un conjunto de operaciones que es posible rea

lizar sobre las ecuaciones del sistema (2.30), sin que se al_

tere su solución. Estas operaciones elementales, desde el

punto de vista matricial (ecuación 2.31) son las siguientes:

1.- Intercambio de dos filas.

2.- Multiplicación de una fila por un escalar.

3.- Sumar a veces (a escalar) una fila a otra.

4.- Además se pueden intercambiar 2 columnas, pero se de

be tomar en cuenta que entonces se deben intercambiar

también las componentes correspondientes del vector indepen-

diente (filas) . Es decir, si por ejemplo se intercambia en

la matriz de' coeficientes la columna 2 con la 5, entonces, en

el vector independiente, x2 viene a ser xs y xs viene a ser

x2.

La existencia o no de soluciones del sistema (2.32)

viene dada por:
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i) Si rango Al ̂

II) Si rango Al = rango

ción.

=> no existe solución.

=> al menos existe una solu-

a) Si rango /\J_ = rango (Al'b) = N => la solución es única
-í-

para x.

b) Si rango Al - rango (Al¡b) <N => existe un infinito

número de vectores

solución.

El método de Gauss - Jordán transforma el sistema

(2.31) en otro equivalente, por medio de sucesivas operacio-

nes elementales. Si T9 es un vector de longitud N que lleva

el orden de las componentes del vector x .según haya o no exis

tido intercambios de columnas en el proceso, entonces el nue

vo sistema tiene la siguiente forma:

I) Si rango Al ̂  rango

1 2 II

1 O ... O C.

II

N

0 0
111

i
'211

N

'1N

:2N

O ... O

. o

T9 ( 1 )

T9 (2)

T9 (11-1 )

T 9 (11 ) ~

"T9 (N)

V

(2.33)
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rango Al -

y algún di 5¿_.0.. para i > II

=> no existe solución

II)

a) Si rango Al = rango

1 2 I1=N

1 O

O 1

I1=N O O 1 X

XT9 (1 )

XT9 (2)
(2.34)

rango Al = II = N

solución única:
AT9 (1)

XT9 (2)

XT9(N)

b) Si rango Al = rango ( A l ' b ) - < N

Como en I) pero con di = O para i >_ II. En este caso se

tiene:



rango Al ~
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>. existen (N - rango /\J_) variables inde-

pendientes (componentes de x, desde II

hasta N) .

Escogiendo adecuadamente las variables independientes

(como en el siguiente cuadro 2.2) la solución es directa, así

VARIABLES VALOR VALOR

INDEPENDÍENTES<

DEPENDIENTES <

XT9 (11 )

XT9 (11 + 1 ) * " " *

XT9 (N) • • • - •

í
s

XT9(1)

XT9 (2)

XT9 (11 -1 ) " " " "

-1

0

0

C1(I1)+dl

C2(n)+da

(11-1 ) 11 11 -1

. . .

, . .

...

0

0

-1

-. '."."

«SV*!

. ' C2N+d2

CCH-1)N+dI1-1

CUADRO 2.'2
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Para el caso en que el sistema (2.31) sea homogéneo,

se tiene: b1 = b2 = ... = bn = 0; ésto da lugar a que en el

sistema equivalente: d1 = d2 = ... = dn = 0. De modo que pa-

ra un sistema homoge'neo siempre existe solución, pero cuando

ésta es única, corresponde al vector x = O ("solución trivial)

y será necesario que rango Al < N para que exista soluciones

diferentes de la trivial.

El procedimiento para obtener el sistema equivalente

es el siguiente:

1.- Iniciar el proceso con U = 1 y el vector T9 en orden

natural.

2.- Buscar en la matriz Alr desde la fila II y columna II

el elemento de mayor valor absoluto. A este se lo

llamará elemento pivote.

3.- Colocar el elemento pivote en la posición A1(I1/11)'

realizando si es necesario, intercambio de filas y/o
~f

columnas. En caso de intercambio de columnas, actualizar T9.

4.- Dividir la fila II para el elemento pivote, desde la

columna II hasta N.

5.- Introducir ceros en la columna II excepto en Aid"1 'I"1)
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para e'sto, a cada fila I (I ̂  II) se suma el producto de la

fila II por -Al (I,U) -

6.- Incrementar II y repetir el proceso desde 2.-.

r
Si el sistema no es homogéneo, todas las operaciones

con las filas de Al* deben realizarse también con las filas

del vector columna b.

El proceso se repite hasta cuando el elemento pivote

es cero, en cuyo caso ya no se ejecuta desde 3.- ; o hasta

cuando II = N.

El intercambio de filas y/o columnas, evita que el e_

lemento pivote sea cero • en algún caso., lo cual imposibilita-

ría la división del paso 4.- . Además el escoger como elemen_

to pivote al de mayor valor absoluto, asegura una mayor preci^

sión en la solución..

Si el sistema de ecuaciones (2.32) se desea resolver

para diferentes valores del vector independiente b, basta con

aplicar en una misma vez el proceso (en cuanto se refiere a
-fr-

ías operaciones elementales con.filas) a todos los vectores b.

En el sistema (2.24): Al = (A - î 1) (CASO ii2.- Dege_

neración simple), para hallar cada vector propio generalizado
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se requiere del conocimiento del vector previo, de ahí que no

se puede aplicar lo dicho en el párrafo anterior, quedando 2

alternativas:

a) Para el cálculo de cada VPG, repetir el proceso ínte-

gro de reducción .tanto de /\}_ como de b.

b) Al hallar el VP. xlf memorizar en orden y con los pará_

metros respectivos, todas las operaciones elementales

realizadas sobre las filas 'de /\ * para posteriormente aplicar_

las solo al vector independiente de cada caso.

Como la alternativa b) permite ahorrar tiempo de eje_

cución, sobre todo cuando /\]_ es una matriz de orden elevado;

será la utilizada eri el programa. De ahí. que la subrutina

Gauss - Jordán tiene incorporada la memoria de dichas opera-

ciones elementales, la cual se. utiliza cada vez que ocurre-el

CASO na ; para esto se tiene el archivo 3 TTT/OP del disco.

Esta misma subrutina es utilizada en el programa

ESTADO/MATRIZT para encontrar si un conjunto de NI vectores

columna de longitud N son o no linealmente independientes. En

todos los casos se tendrá NI j< N , de tal manera que siem-

pre se cumple rango /\]_ < NI ; así:



Al =
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1NN1

Si rango Al = NI => los vectores columna de /\J_ son

£.¿.

Si rango Al < NI => los vectores no son £.¿.

Los nombres de las variables de la subrutina Gauss -

Jordán y las cantidades que representan son los siguientes:

NOMBRE CANTIDAD

N Longitud de los vectores columna (número de ecuacio-

nes) .

NI Número de vectores columna.

Al Matriz de orden N x (N + 1) . Sus NI primeras colum-

nas son consideradas en la ejecución de esta subruti-

na .

T9 Vector de longitud N que contiene el orden de las com

ponentes de x (ec. 2.32), según exista o no intercam-

bio de columnas en el proceso.

E9 Comparador por cero.

R Rango de la matriz Al.

Diagrama de flujo: Fig. 2.5.



- 108 -

In1 nial Izar el vector T9 en orden
natural

II - 1 TO NI

Búsqueda del el emento pivote

A B S ( p 1 v o t e
< E9

En c a s o necesa r i o i ntercamblar f i l as
y /o columnas ( a c t u a l i z a r T 9 ) .

Dividir f i la II para p i v o t e

{co lumnas 11 hasta NI)

Sumar a cada f i la I (I f- II) el pro-
ducto de f i la II por -A1( I , II); d e s d e
columna-Il hasta Ni. A s T ' s e pone ce-
ros en co lumna II.

FIG. 2.5

Diagrama de flujo de subrutina GAUSS-JORDÁN
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Luego del estudio de la subrutina Gauss - Jordán, es

factible comprender mejor el funcionamiento del programa

ESTADO/MATRIZ T, cuyo diagrama de flujo se muestra en la Fig.

2.6. En este diagrama se distinguen claramente los 3 subca-

sos del CASO II de la sección 2.4:

CASO ii : Degeneración total . - Q¿ = mi

CASO II 2': Degeneración simple . - Q^ = 1

CASO II 3 : 1 < QÍ < mi

Debe recordarse que el CASO I (valores propios distin

tos) es un caso particular del CASO Iij .

Los diagramas de flujo de cada uno de los casos ante-

riores se presentan en las Figs . : 2.7, 2.8 y 2.9 respectiva-

mente.

Las variables más importantes, además de las ya indi-

cadas en la subrutina Gauss - Jordán, son las siguientes:

NOMBRE CANTIDAD

TI Matriz de orden N x N. Sus columnas serán los VP . y

VPG. de la matriz A . Corresponde a la matriz J de

la teoría.

E<£ Vector de longitud N que contiene la parte real de

los valores propios de la matriz A.
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NOMBRE CANTIDAD

. MI Multiplicidad algebraica del valor propio E4>(l)

I Contador que var£.a su valor de 1 hasta N.

En cada momento contiene la posición del valor propio

(dentro del vector E(f>) cuyos VP. y VPG. asociados se

calculan.

Q Degeneración de la matriz Al = A - Identidad * Ecf>(i)

Ql Degeneración de la matriz Al, cuando el valor origi-

nal de Q tiene que ser alterado para utilizar la sub_

rutina que evalúa los vectores solución de una ecua-

ción algebraica hemogénea (luego de haberse aplicado

_la subrutina Gauss - Jordán).

CASO IIa '

NOMBRE CANTIDAD

K9 Orden del mayor bloque de Jordán para un valor propio

múltiple E<f> (i) .

Fl

XI

Matriz de orden N x (N •+ 1) que almacena el valor de

K9
(Al) en sus N primeras columnas.

Matriz de orden N x (MI + 1) que almacena temporalmen

te los VP. y VPG. asociados con el valor propio E<|> (i)

V(j) Vector de longitud Ql que va almacenando la posición

de 'los VP. dentro de 'la matriz XI, asociados con E<j>(i)3
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NOMBRE CANTIDAD

a medida gue se los va hallando.

VI Matriz de orden N x Ql que va almacenando los vecto-

- ^ •*•res solución de la ecuación Fl* x = O, que son VP. ,

para cuando K9 = 2.

V2 Vector de longitud MI que va almacenando las posicio-

nes que tienen (como columnas) aquellos vectores solu_

ción de Fl * x = O, dentro de la matriz TI; que no

cumplen con (2.29) cuando K9 ̂  2.

M2 Indicador de control.

M3 Contador descendente del número de vectores de matriz

XI hallados, asociados con E<j> (I) ; desde (MI + 1) has-

ta 2. El valor M3 = 1 sirve para control.

M4 Control para el máximo orden (K9) de un bloque de Jor_

dan.

M5 Contador del número de vectores solución de la ecua-
->- • ""' .

cion Fl * x = O, que son VP.f para cuando K9 = 2.

M6 Contador del número de VP. de matriz XI.

M7 Contador del número de vectores solución de la ecua-
^ -fr-

eí ion Fl * x = O, que no cumplen con (2.29) cuando

K9 =¿ 2.

M8 Indicador de control.

M9 Indicador de control.



- 112 •-

C I N I C I O

L_ _
D I H T U H . H K T 9 f N K A I ( N . H - H )

I - 1 TO H

C o n s t r u c c i ó n d e l a m a t r i z
A l - ( A - I d o n U d a d ' C 0 ( l ) )

Subrutlna GAUSS - JORDÁN,

aplicada sobre A1(N, NI)

SI

SI

C A S O

AH°
SIxC\O

II2 CASO II,

Jj J_

'

CASL

>

U,

1

I

MI

Aparece en panta-

l l a : La matriz

Al(N.Nl) tiene to_

dos sus vectores -

columnas L.L. •>

E0(I) no es un va_

1 or propio 'de A .

I.
[ S T O P

pinTalUí "La m a t r i z T I es
s j n g u l a r

FIG. 2.6

Diagrama de flujo del programa: ESTADO/MATRIZT
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I N I C I O

Obtención de los MI vectores propios.L,i., asociados
con E0(0; de las columnas II hasta H de la matriz Al

transformada, dando cada vez el valor -1 a una varia-

ble independiente y a las restantes de ellas cero.

Normalización de los MI vectores -

propios y almacenamiento en matriz

TI

FIN

FIG. 2.7

CASO II l : Degeneración Total



- 114 -

(^INICIO J

Cálculo del VP., asociado con E(J(I). a

partir de 1a columna N de matriz Al trans-
formada, dando el valor -1 a la v a r i a b l e
Independí ente.

Normalización del VP. y almacena-

m1 ento
es x i

e_n matriz TI. Este vector
(ecuación 2.24) .

\4
1 TO Ml-1

Realizar con las componentes de "xj¿ las

operadones elementales hechas previ amenté

con las filas de la matriz Al. Utilizar

la memoria de las operaciones contenida en

el archivo (am/OP. del disco.

Se obtiene X , transformado.

SI

NO

En pantal1 a :

Ĵ a ecuación para h a l l a r el VPG
* asociado a E(3 (I) ; no t1_§_

n e s o 1 u c j ó_n.

I

O b t e n e r e l V P G .
( e c u a c i ó n 2 . 2 4 ) s u m a n d o :
[col. N de Al t r a n s f o r m a d a " ]

•f

[x"j4 transformadoj
y dando el valor -1 a 1 a
variable Independiente.

T O P ")

FIG. 2.8

CASO II2: Degeneración Simple
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f INICIO *\r matriz Al de a r c h i v o 3TTT/A1

DIH X1(N,M1 + 1).
VZ(M1)

, V1ÍN.Q1),

E s c r i b i r Fl en a r c h i v o 6JTTT/F1

C a l c u l a r Fl * Al; y a l m a c e n a r -
l a po r f i l a s en el a r c h i v o
STTT/RE

Leer Fl de archivo
3TTT/RE

Leer Al de archi vo
STTT/A1

K9

Leer matr iz Fl de archivo
3TTT/RE con n o m b r e A l .

H a l l a r r a n g o d e F 1 ( N , N 1 ) c o n
N i = N . ( S u b r u t i n a G a u s s - ü o r _

d a n )

SI

En pantal1 a :

El rango de Fl no debe ser

menor de (N - MI) para que

el problema tenga solución.

i S T O P

FIG. 2.9

CASO II. QÍ
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G>

Hallar los MI vec tores t.¿,, so lu -

ción de 1 a ecuac ión :

Fl üc - O , donde

Fl - [A - Ident idad * EpíDj*9

Normal izar los MI v e c t o r e s :

(x\. - . ,XM, ); y a l m a c e n a r l o s en

mat r iz TI ( co l umna I+1-M1 h a s t a I ) .

In1cial1 zar :

M3 - M I + 1
M5 - <f>
M6 • 0
M7 - 0
M8 - 0

I
Leer Fl - (A-Ident1dad * E0 ( I ) ) Í K 9 ~ 1 J de

arch ivo aTTT/Fl.

1
C a l c u l a r (A- ldent idad * E0( I j)^9"1 J * x"a .

Resu l tado en columna (N+l) de matr iz Fl.

Poner Xj en matriz XI ,

(columna M3) .

M3 • M3-1

es un VP.
Alma c t n a r l o en

matrl z VI ( co-
lumna M5J .

H7 - H7+1 |

I
V 2 ( H 7 )

FIG. 2 .9 (Continuación)
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S!

NO

Leer Al de archivo
QTTT/A1

H a l l a r y - Al. * x,
Almacenarlo en matriz XI
(columna M3).

i_JI

M3 - M3 - 1

Cal cular: y - Al * y
y almacenarlo en matriz XI
( c o l u m n a M 3 ) .

P o n e r c o l u m n a ( N t l ) d e
Fl e n m a t r i z X I ( c o l u m
na M 3 ) , p u e s d e b e ser
ya un YP. - y .

FIG. 2.9 ' (Continuación)
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Almacenar xv2(j en
XI (columna M3)

H3 = H3 ~ 1 [

C a l c u l a r y - Al*x y 2 {Jj]

A l m a c e n a r e n X l ( c o l H 3 )

H6 - M6 + 1

V0(M6) - M3 + 1

NO Almacenarla en

XI (columna M3)

H6 •= H6 + 1

V!3{M6) - M3

M3 - H3 - 1

FIG". 2 . 9 (Continuación)
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(M3+1 hasta (¡11+1)

Son las colum
ñas de XI hasta aquí
calculadas, L.L. ?

Son colum-
nas de XI
(2 hasta Ml+1)

. 7

En pantal1 a:

No se p u e d e h a l l a r to-

dos los VP. y VPG. d e -

TI asociados con el v

1or propio E0(I).

S T O P |

En pantal1 a :

El hs de VP. de matriz
XI no es I g u a l a 1 a de_

g e n e r a c i ó n Ql de Al ,pa_
ra E0(I)
»> No se puede hallar

TI.

S T O P

C o l o c a r mat r iz XI ( co -

lUívna 2 hasta MI + 1}

en matr iz TI (co lumna

I+1-H1 hasta I). .

FIG. 2 .9 (Continuación)
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2.5.6 Programa: ESTADO/TIAT

Este programa permite calcular, mediante la transfor-

mación de semejanza ~|~ A T' 1a matriz diagonal o, en general,

la forma canónica de Jordán correspondiente a la matriz /\l

sistema descrito por la'ecuación (1.32), para el caso inva-

riante en tiempo. De esta manera se comprueba, además, si la

matriz T obtenida previamente es correcta,

Para realizar la inversión de la matriz T, se utiliza

un algoritmo cuyo fundamento "es el siguiente:

Si se tiene el sistema de ecuaciones,

T X = I . -(2.;35)

donde: Tnxn = matriz de coeficientes

Xnxn = matriz incógnita,

Inxn - matriz identidad (términos independientes)

La matriz X será la inversa de T y'puede hallarse si

se logra transformar el sistema de ecuaciones (2.35) por me-

dio de operaciones elementales, en otro de la forma:

r x'= B => x = B = r1

Al realizar sobre "I todas las operaciones elementales
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realizadas previamente con la matriz "[" hasta transformarla en

la matriz identidad, deberá tomarse en cuenta que un intercam

bio de columnas en la matriz de coeficientes corresponde a un

intercambio de filas en la matriz de términos independientes.

La transformación de J en la matriz identidad, se rea_

liza al final del programa ESTADO/MATRIZT, quedando la memo-

ria de las operaciones elementales en el archivo TTT/OP y en

el vector T9.

Las principales variables utilizadas en el p'rograma

se dan a continuación y el diagrama de flujo en la Fig. 2.10.

NOMBRE CANTIDAD

A Matriz nxn; que corresponde al sistema descrito por

la ecuación (1.32), para el caso invariante en tiem-

po.

Al Matriz nxn, que sirve tanto para almacenar la matriz

identidad sobre la que se realizan las operaciones e-

lementales hechas previamente con la matriz de coefi-

cientes de la ecuación (2.35); asi como también para

al final almacenar la forma de Jordán.

N<f> Variable que contiene el número de operaciones elemen_

tales realizadas previamente sobre las filas de la ma_

triz de coeficientes de (2.35), al ser ésta reducida
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( i n i c i o J

r

J
Formar la

tldad con

matriz Iden-
nombre Al

1
0 « 1 TO N0

4
iLee r Pl ]

GO TO P l ( l ) OF

2 3

Intercambiar f 1 Vas

Indicadas por Pl(2)

con Pl(3)

D1v1d1p flU indi-

cada por Pl(2)

para Pl(3)

Sumar a f i l a I n d i c a d a por
P1(Z) el producto de fila
Indicada por Pl(3) por Pl(4)

Intercambiar filas de Ai de acuerdu
a vector T9. AsT se obtiene la ma-
triz TI"1.
Almacenarla en Fl.

Calcular la forma de Oordan:

(Tl~l)A(Tl). A l m a c e n a r l a en matriz Al,

Calcular la matriz (TI) * B para

a n á l i s i s de controlabilidad.

Almacenarla en archivo aTTT/OBSCONTl.

paraCalcular la matriz C *T1
análisis de observabllldad.
Almacenarla en archivo aTTT/OBSCONTl.

I
CZZD

FIG. 2.10

Diagrama de flujo del programa: ESTADO/TIAT
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NOMBRE ' CANTIDAD

a la matriz identidad.

Pl Vector de longitud 4 que almacena en cada ejecución

del lazo J, los parámetros que intervienen en la co-

rrespondiente operación elemental sobre filas.

T9 Vector de longitud n, que contiene la memoria de los

intercambios de columnas realizados previamente con

la matriz de coeficientes de (2.35) para convertirla

-en la matriz identidad.

TI Matriz nxn, que corresponde a la matriz "f áe ̂ a teo-

ría (matriz de VP. y VPG. de matriz A).

i
Fl Matriz de orden nxn para almacenar (TI)

2.5.7 Programas: ESTADO/MATRIZTC
Y

ESTADO/T1ATC

En el sistema de computación utilizado no existe la

posibilidad de definir variables complejas, de tal manera que

al trabajar con cantidades de este tipo, es necesario llevar

por programa todos los pasos requeridos para efectuar con e-

llas, operaciones aritméticas y demás funciones; es decir, e-

valuación explícita de parte real y parte imaginaria en cada

operación aritmética. Por esta razón, se han creado los pro
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gramas ESTADO/MATRIZTC y ESTADO/TIATCr que son similares res_

pectivamente a los denominados ESTADO/MATRIZT y ESTADO/TIAT.

La diferencia radica en que estos últimos trabajan solo con

números reales, mientras que los otros dos trabajan con núme-

ros complejos. La decisión de trabajar con los unos o con

los otros se la toma en"el programa ESTADO/VALORPROP y está

claramente indicada en el diagrama de flujo de la Fig. 2.4.

Si bien para cualquier análisis podrían ser utiliza-

dos los programas que trabajan con cantidades complejas, sin

embargo, es conveniente para ahorrar memoria y tiempo de eje_

cución, que aquellos casos en los que todos los valores pro~

píos de /\n reales o con partes imaginarias despreciables,

utilicen programas que trabajen solo con reales. Por estas

razones, aquí se ha implementado dicha técnica."

En los programas ESTADO/MATRIZTC y ESTADO/TIATC, por

lo indicado anteriormente, aparecen variables adicionales que

permiten la ejecución de las operaciones con complejos. Es im

portante recordar la absoluta consistencia que debe existir

entre los nombres de todas las variables.

Con el objeto de facilitar un análisis de estos pro-

gramas, se ha mantenido cierta regla que relaciona los nom-

bres de las variables de los programas con reales y los de

las correspondientes de los programas con complejos, la cual
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es evidente en la siguiente lista? en la gue se distinguen

las variables adicionales principales:

PROGRAMA ESTADO/MATRIZT

NOMBRE

Al

TI

Fl

XI

VI

V2

PROGRAMA ESTADO/MATRIZTC

NOMBRE

Parte real Parte imaginaria

E<p

Al

TI

Fl

XI

VI

V3

El

A2

T2

F2

X2

V2

PROGRAMA ESTADO/T1AT

NOMBRE

Al

TI

Fl

PROGRAMA ESTADO/T1ATC

NOMBRE

Parte real Parte imaginaria

Al

TI

Fl

A2

T2

F2



C A'P I T U L O T E R C E R O

BASES PARA EL ANÁLISIS DE UN SISTEMA

POR MEDIO DE LA MATRIZ "T" Y DE
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3.1 INTRODUCCIÓN

Los programas digitales anteriores permiten obtener

resultados muy satisfactorios; de ahí. que es posible utilizar^

los para el análisis de sistemas de complejidad apreciable.

Entre los aspectos fundamentales del análisis de un

sistema de control se destacan: estabilidad, matriz de transi_

ción de estado, respuesta no forzada, controlabilidad, obser-

vabilidad y obtención de los estados y de las salidas.

En el presente trabajo se da a continuación una vi-

sión clara y resumida de las principales aplicaciones, que en

los aspectos mencionados en el párrafo anterior, se da a: va

lores propios de matriz /\ matriz transformadora "f y forma ca

nónica de Jordán J.
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3.2 ANÁLISIS DE ESTABILIDAD ABSOLUTA.

El desarrollo de sistemas de control, tanto en lo que

se refiere al análisis como al diseño, comprende como una de

sus partes fundamentales el aspecto de estabilidad.

El estudio de la estabilidad de los sistemas, es por

sí solo bastante amplio, ya que trata sistemas lineales y no

lineales, variantes e invariantes en tiempo.

En este trabajo se presenta el caso de análisis de

estabilidad de sistemas lineales invariantes, con el objeto de

demostrar claramente una de las aplicaciones de los resultados

conseguidos por medio de los programas para computador digital

del capítulo II.

Actualmente existen varios criterios que se aplican

al análisis de estabilidad de sistemas de control; de ahí que

se tienen algunas definiciones y técnicas correspondientes a

cada uno de ellos. A continuación se presentan varios muy im

portantes.

Para el caso de sistemas lineales invariantes en tiem

po, la descripción más general en el espacio de estado está da
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da por las ecuaciones (1.32), con /\ B/ C Y D constantes, es

decir:

= Ax(t) + Bu(t) (3.1)
dt

y(t) = O(t) + Du(t) (3.2)

Desde el punto de vista de control clásico, la esta-

bilidad de este tipo de sistemas depende únicamente de la ubi_

cación en el plano complejo s, de los polos de la función de

transferencia de lazo cerrado H(s) = y(s)/u(s). Esto para el

caso de una entrada (u) y una salida (y). Cuando se tienen

sistemas de múltiples entradas y/o salidas, es conveniente la

notación matricial, apareciendo entonces el concepro de matriz

de transferencia: H(s) = y(s)/u(s).

Si en las ecuaciones (3.1) y (3.2) tomamos la trans-

formada..de Laplace a ambos miembros de cada una de ellas, se

obtiene:

Sx(s) - x(t=o) = AX(S) + BU(S) (3.3)

y(s) = Cx(s) + DU(S) (3.4)

Considerando nulas las condiciones iniciales:

x(t=0) = O, en (3.3) se tiene
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x ( s ) = (si - B U ( S ;

que reemplazando en la ecuación (3.4) resulta:

(s) = (c(sl - A] ' B + D}U(S)

de donde la matriz de transferencia del sistema es

y(s)
H(s) = -—= C[sl - A]"1 B + D (3.5)

u(s)

de orden K x rn.

Un elemento H-^-J (s") áe H(S)/ es 1a- función de transfe_

rehcia entre la j-esima componente del vector de entrada, uj y

la i-ésima componente del vector de salida, y¿; es decir:

HÍJ (s; = yi(s)/uj (s) , cuando todas las entradas son iguales a

cero excepto u.; y todas las condiciones iniciales son nulas.

La ecuación (3.5), al desarrollar la matriz inversa

en términos de la adjunta, puede ser escrita como:

H(s) = C
a d j C s J - A)

det(sl - A)
B + D

de donde:
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H(s) =
C [ a d j ( s l - A) l B + D • det(s[ - A)

det (si - A)
( 3 . 6 )

De esta manera, cada elemento de la matriz de trans-

ferencia H(s)f es el cociente de dos polinomios en s, siendo

el numerador de grado menor o igual a n; Y el denominador de

grado n .

H (s) es. pues, una matriz racional propia (el número

de polos de cada elemento Hij(s) es mayor o igual que el núme-

ro de ceros) . Así los polos aparecen en todo el sistema y son

las raíces de la ecuación característica : det (si - A) ~ O >

es decir, son los valores propios de la matriz f\, que se he_

lian de esta manera determinando el comportamiento en el tiem-

po de todas las salidas.

En base a lo anterior se deduce que el conocimiento

de los valores propios de la matriz A/- permite averiguar direc

tamente si un sistema es o no estable, ya que ésto depende de

la ubicación de los mismos en el plano S, en la siguiente for

ma:

Sean los polos del sistema

(valores propios de A)

4- i . i = l,2,..,n

Entonces, el sistema es inestable
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si 3i > O para cualquier raíz simple.

6 3¿ > O para cualquier raíz repetida.

El programa ESTADO/VALORPROP, descrito en la sección

2.5.4, permite calcular todos los valores propios de /\ asi es

un instrumento poderoso p'ara el análisis de estabilidad de un

sistema.

En Control Moderno, se tienen criterios adicionales

para el estudio de estabilidad de sistemas descritos en el e_s_

pació de estado. Dos de ellos, que se refieren a estabilidad

del vector de estado x(t), directamente pueden ser aplicados u_

tilizando los valores propios de la matriz A>" estos son:

1.- Estabilidad en el sentido de Lyapunov.

El estado de equilibrio x = O de -rr- = A(t) x , es es

table en el sentido de Lyapunov (abreviado: s.L.) , si para to

do t0 y cualquier número real e > O , existe un 6 > O, tan pe-

queño como queramos, que depende de to y e, tal que si:

H -*" i - 1 1 -í- i .
x(t0) II < 6 entonces || x(t) || < e para todo t > to.

Para un sistema lineal invariante en tiempo, aquello

se cumple siempre que:

3'i < O para todas las raíces simples.

y 3i < O para todas las raíces repetidas.
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lo cual coincide con las condiciones de estabilidad antes ind_i

cadas, utilizando -el criterio de Control Clásico. Sim embargo

estas definiciones se aplican también a sistemas variantes en

tiempo y no lineales.

2.- Estabilidad asintótica.

El estado de equilibrio x = O de — = /\{t)x , es
dt

asintóticamente estable si:

a) Es estable en el sentido de Lyapunov.

b) Para todo to y cualquier x(to) suficientemente próxi-

mo a cero, se cumple que:

lím U x(t) || = O

T~ —>- CO

En un sistema lineal invariante, lo anterior se cum-

ple siempre que:

. 3í < O para todas las raices.

Otros criterios de estabilidad, para cuando la señal

de entrada u(t) no es cero, son utilizados frecuentemente. Su

planteamiento y aplicación requieren del conocimiento previo

de la matriz de transición de estado del sistema; y no serán

tratados en este trabajo.
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Ejemplos:

1.- En la sección 1.3 se encontró la forma de Jordán de

las ecuaciones de estado del sistema eléctrico de la

Fig. 1.1. Estas están dadas por (1.33) y (1.34). La matriz

/\s la siguiente:

A -

0.242
RC

2.751
RC

Esta matriz se encuentra en la forma de Jordán; por

lo tanto sus valores propios son los elementos de la diagonal,

Estos valores son reales distintos y negativos para cualquier

RC; es decir, se cumple que: 3-f < O i = 1,2.

El sistema es entonces:

a) Estable según el criterio clásico,

b) Estable en el sentido de Lyapunov

c) Estable asintóticamente.

2.- Se desea analizar la estabilidad del sistema mecáni-

co de la Fig. 3.1, en base a su representación en va

riables de estado.
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1

.

K
A A A
v v m

^ x ( t )

-, -F f

D

FIG. 3.1.

donde:

K = constante de rigidez del resorte > O

m = masa del bloque > O

D = coeficiente de rozamiento dinámico (supuesto cons-

tante) >> Q .

f(t) = fuerza externa.

La ecuación diferencial que gobierna el movimiento

del bloque es:

d x - ,, , T^ ^ dxm = f (t) - K x - D —
dt dt

Escogiendo como variables de estado el desplazamien-

to del resorte x(t) y la velocidad de la masa: — , se tiene
dt
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que

x2 = x

= x2 X2 = — x,• m ]

D
m su(t>

con u(t)* = f (t)

Asi las'ecuaciones de estado en forma matricial son

d
dt

xi

x2

0 1

K D
m rn

X l

x2

0

1
m

u(t)

Se debe ahora calcular los valores propios de la ma-

triz A/ con:

A =
K
m

D
m

- A =
K
m

- 1

X + -m

det (XI - A) = X2 + - X + £ = O
m m
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2m V 2m m

Suponiendo que u(t) = O y que el sistema parte de

un cierto estado inicial x(to
i(t0)

z (t0
casos en su comportamiento dinámico:

, se distinguen 3

/ D \. K

a) Cuando -—| > — :

^ 2m I m

los 2 polos son reales y negativos; según lo cual el

sistema es estable en los 3 sentidos anotados previamente y

su vector de estado x(t) decrecerá exponencialmente y sin osci_

laciones.

/n \. -rr

b) Cuando O < —\ — :
\2rny m

los 2 polos son complejos conjugados con su parte real

negativa. El sistema sigue siendo estable según los 3 crite-

rios y su vector de estado x(t) será oscilatorio amortiguado.

c) Cuando D = O (superficie ideal sin rozamiento):

los 2 polos son complejos conjugados con su parte real

igual a cero. El sistema será:

- estable según el criterio clásico,

estable en el sentido de Lyapunov.

inestable asintóticaiuente.

Su vector de estado será oscilatorio no amortiguado.
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3.3 FORMAS CUADRÁTICAS Y FUNCIONES MATRICIALES

3.3.1 FORMAS CUADRÁTICAS

Para señalar algunas características especiales de

las matrices hermitianas;, con respecto a sus valores y vecto-

res propios; asi como también presentar algunos conceptos re_

lacionados con ello, es necesario conocer las denominadas for_

mas cuadráticas.

Una forma cuadrática es un polinomio real en las

variables reales 5i / £2 r - - - - , ?n Q*116 contiene solamente tér

minos de la forma a¿j 5i £j tal que:

n n

&= XI ZZ «i- 5± Cj (3.7)
1=1 j=l

donde a^-j es real para todo i, j.

Una forma cuadrática puede ser expresada como el pro

ducto interno de un vector x por Qx, denotado (x, Qx), donde

Q es una matriz hermitiana nxn , es decir Q = Q.

Ahora bien, para una matriz hermitiana Q,nxn se cum
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pie que : todos sus valores propios son reales y los vectores

propios correspondientes a valores propios distintos son or-

togonales . Un caso particular., muy importante, de matriz her_

mitiana es el de una matriz simétrica real.

En general, aunque los valores propios no sean dis-

tintos, para una matriz hermitiana Q, nxn se pueden hallar n

vectores propios ortonormales . De modo que cuando en las e-

cuaciones de estado de un sistema, la matriz /\s simétrica

real, se tiene siempre que el problema de encontrar sus n vec

tores propios £.xl. está comprendido en el CASO II de la sec
1

ción 2.4. (Degeneración total).

Por lo anterior, una matriz simétrica real /\ siem-

pre puede ser reducida a una matriz diagonal por medio de una

transformación de semejanza J A T- Además, como las colum

ñas de J son ortonormales, se cumple que T ~ T -

Si se tiene el vector x de un sistema descrito en

el espacio de estado (ec. (1.32)) y una matriz Q simétrica

real, se puede por medio de la matriz de los vectores propios

de Q, es decir ~[, transformar el vector x tal que: x = Jy

Entonces la forma cuadrática ô  = x Qx , se expresa como:

(TT ^T T? n T •*•¿5*"= y T Q T y =
+T T- 1 n T •* -= y T Q T y =
•*T i -*•= y J Y (3.8)
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donde J es una matriz diagonal formada por todos los valores

propios de Q.

Desarrollando (3.8) se tiene:

= Xjy, 2 + X2 yz 2 +. ... + Xn yn * (3.9)

donde los Xj_ son los valores propios (reales) de Q.

De la ecuación (3.9) se deduce que la forma cuadráti^
/^"^

ca e^= x Q x es positiva siempre que todos los valores prp_

pios de Q son positivos r a menos que y, y por lo tanto x, sea

el vector nulo.

Esto permite afirmar que los valores propios de una

matriz simétrica real , determinan si ésta se halla "positiva-

mente definida" 6 "definida no negativamente", de acuerdo a

las siguientes definiciones:

Una matriz simétrica real Q, nxn está "

¿e d&ú¿n¿da." si su forma cuadrática asociada es siempre pos i

tiva, excepto cuando x es el vector nulo. Esto se cumple cuan

do todos los valores propios de Q son > O .

Una matriz simétrica real Q, nxn está "d&fcn^da no

n si su forma cuadrática asociada nunca es nega-

tiva. Esto se cumple cuando todos sus valores propios son £, O .
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Los conceptos anteriores son muy utilizados en el dî

seño de sistemas óptimos de control en los que se emplea un

criterio cuadrático.

Ejemplo:

Supongamos que en el diseño de un sistema de control

se desea optimizar el consumo de energía; y que en el proceso

de modelaje se requiere utilizar una matriz Q simétrica defi_

nida no negativamente. El sistema es invariante en tiempo y

de orden 3.

En base a un estudio de las características deseadas

del sistema y las condiciones de optimización, supongamos que

se escoge la siguiente matriz Q:

Q =

13 4

4 22

-13 -4

-13

-4

13

Utilizando el programa ESTADO/VALORPROP se encuentra

que los valores propios de Q son:

'Xl = '0.000

X2 = 18.000

X3 = 30.000

Lo cual demuestra que Q está definida no negativamen
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~*"T r» ""*" ~*~te. Así, su forma cuadrática asociada x Q x (donde x es el

vector de estado del sistema) nunca será negativa.

Además, en el ejemplo anterior se observa que los va_

lores propios de Q son reales; y si calculamos los vectores

propios asociados, utilizando el programa ESTADO/MATRIZ T se

consigue la siguiente matriz J.

T =

-0.

0.

-0.

707

000

707

0.

-0.

-0.

408

816

408

0

0

-0

.Sil

.577

.577

Puede comprobarse que estos vectores propios son or-

tonormales.

Finalmente, si mediante el programa ESTADO/TIAT, cal

-1
culamos la forma de Jordán J = J Q J, se obtiene

J =
0.

0.

0.

000

000

000

0

18

0

.000

.000

.000

0.

0.

30.

000

000

000

Siendo J una matriz diagonal.
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3.3.2 FUNCIONES MATRICIALES

Aquí interesa únicamente las funciones de matrices

cuadradas; y en particular el caso de funciones de una matriz

cuadrada real A transformada en una matriz de la forma de Jor_

dan J por medio de una transformación de semejanza.

Se conoce que una función f(x), escalar y analítica

en x, se puede expresar de manera única como una serie conver_

gente de la forma:

K=0

(3.10)
IC TC

donde fK = d f(x)/dx calculada en x = O

.Se puede definir la función matricial correspondien-

te , para una matriz AJ- nxn / así:

f(A) =2l^ fKAKA! (3.11)

Por ejemplo:

sen A = (sen 0) \ (eos 0) A + (-sen 0) AV2 ' + (-eos

+ (sen 0) A 4 /4! + (eos 0) f\/5 I 4- =
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= A - A3/3! + A5/5: - A7/?: +

= C e°)At

= I + At + A2t2/2: + + AK. K +

Cuando una matriz cuadrada real f\, es transformada en

una forma de Jordán por una transformación de semejanza, es de_

cir: J = T A T se tiene que:

f(A) =
K=0

(T J

K=0
(i j rl--i J r1

\

K veces

T J

K

T ( 2_, f* J AO T
K=0

_ 1
(3.12;

Además:
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f(J) = K J /K'

K!
K=0

1Lii

3.13

De tal manera que conociendo T Y J/ para evaluar

f(/\ sólo es necesario calcular los f(|_ji (^i))/ donde los

L-ji (̂ i) son l°s bloques de Jordán de J. Los programas ESTADO/

MATRIZT, ESTADO/T1AT, para reales; y ESTADO/MATRIZTC, ESTADO/

T1ATC, para complejos , desarrollados en la sección 2.5, permi

ten calcular las matrices T Y J correspondientes a la matriz

/\ nxn de un sistema; (en general, A/ nxn puede ser una ma-

triz real cualquiera; su máximo orden está dado por la capaci

dad de memoria del computador utilizado). Disponiendo asi de

J y J se puede calcular f(A) Por el método anterior.

Finalmente, la función f(L) para un bloque [_ de or-

den £x£, viene dada por la siguiente expresión:
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f(L) -

f(X) df/dX

f(X)

f (X)

(3.14)

En conclusión: utilizando (3.14), (3.13) y (3.12) es

posible evaluar la función f(A).

Ej emplo:

Se desea calcular la función C , donde A es 1a mJL

triz de un sistema lineal invariante y tiene la siguiente for

ma:

A =

-3

O O

O -1

Entonces, de acuerdo a la ecuación (3.12), se cumple

que: eAt = T ejt r1

Calculando ahora la matriz transformadora J, su in-
_— i

versa J . y la forma de Jordán J, utilizando los programas di
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gitales respectivos, implementados previamente, se obtiene

T =

-0.707

jO.707

0.000

-0.707

-JO.707

0.000

0.000

0.000

-1.000

T"

-0.707

-0.707

0.000

-jO.707

jO.707

0.000

0.000

0.000

-1.000

J =

J3.000

0.000

0.000

0.000

-J3.000

0.000

0.000

0.000

-1.000

Ahora se procede a encontrar

ciones (3.13) y (3.14) ésto es:

. Según las ecua-

Jt _
J J . <J U U L,
e

0.000

O J O O Ov

0

e

0

.000

-j3.000t

. 000

0.000

0.000

-l.OOOt
e

Finalmente se obtiene la función matricial

lizando el producto de matrices indicado, es decir:

rea
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J * . Por partes sería:

Te*

-0.707

J O . 7 0 7

0 . 0 0 0

-0.707

-j3.000t

0.000 - e

0.000

0.000

-l.OOOt

de donde:

.At _

0.500( ej3t+

0 . 5 0 0 > j3t- -J3t>
( e - e j 0.500 e^3t) O

-t

Pudiendo ser escrita como

eos 3t

sen 3t

0

-sen

eos

0

3t

3t

0

0

-t
e
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3.4 MATRIZ DE TRANSICIÓN DE ESTADO

En la sección anterior se ha presentado un método pa_

ra evaluar una función de una matriz cuadrada. Esto será uti_

lizado seguidamente para calcular la matriz de transición de

estado de un sistema lineal e invariante.

Considérese, en primer lugar, un sistema de orden n

descrito por la ecuación lineal de estado con entrada cero:
L \_ ,y —$~ _i_

dx/dt = Aft) x - El vector x(t) es una trayectoria <J>(t;to,x0)

en el espacio de estado. Se define, entonces, como matriz de

transición del sistema a una matriz nxn, denotada por $(t,t0),

tal que:

x(t) = <j)(t; t0, xc) = $(t, tc) x0 (3.15)

Reemplazando (3.15) en la ecuación diferencial que

define el sistema, se tiene:

3 $ ft.to)
— = A(t) $(t,tc) . (3.16)

3 t

—r —t- y

Además, como x(to) = xo , para cualquier xo , se cum
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pie que:

*• (t0,t0) = I (3-17)

Para el caso de un sistema continuo, lineal invarian

te, la matriz de transición es:

$ (t,t0) = eA(t-to) (3.18)

»
como se puede demostrar fácilmente, utilizando su desarrollo

en serie.

Las principales propiedades de la matriz de transi-

ción de estado, son:

1.- Transición: $ (t^rt. ) = * (t2/ti) $ (t: ,t0) (3.19)

2.- Inversión: $(t0,t1)=$ (tlft0) (3.20)

3.- Separación: $> (t^to) = 0 (t:) e"1 (to) (3.21)

tL

4.- Determinante: det $(tlfto) = *•" ° (3.22)

Según-la ecuación (3.15), la matriz de transición de

un sistema es tal que, cada $¿j (t,t0) es la respuesta de la

variable de estado i debido a una condición inicial unitaria

en la variable de estado j cuando las condiciones iniciales
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en los restantes estados son nulas. Asi, conociendo la ma-

triz de transición de un sistema, se obtiene directamente la

respuesta no forzada del mismo.

Para evaluar la matriz de transición de estado de un

sistema lineal invariante, existen varios métodos. Entre es-

tos, los más conocidos son los siguientes:

1.- Utilizando series:

A t A: ( 3 . 2 3 )
K=0

2.- Utilizando los valores propios:

= TeJ t r 1 0 .24 ;

3.- Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton:

n-1

CAt =/ , Y i < t ) A1 ( 3 . 2 5 )
i = 0

donde los Y¿(t) son calculados de:

n-1

i = 0
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4.- Utilizando la transformada de Laplace:

,At _ -1
(si - A)"1} (3.26!

lo cual se deduce de la ecuación (3.3) cuando la

excitación u(s). es nula.

El método que utiliza los valores y vectores propios

de la matriz AÍ- se deduce de la ecuación (3.12); y es muy con

veniente para sistemas de orden elevado. Según ésto se tiene

entonces que:

A(t-t0) = JCt-to) (3.27)

De la ecuación (3.13)

eLM Ui) (t-t0)

(t-t (3.28)

y de la ecuación (3.14):
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ít-toí

(t-to,

De esta manera, conociendo las matrices T y J de un

.sistema, es muy fácil calcular su matriz de transición de es_

tado que permite obtener la respuesta no forzada del mismo en

forma inmediata, . - v

Más aún, para un sistema lineal invariante con entra_

das no nulas [ecuaciones (3.1) y (3.2)1, la solución general

es de la forma:

t
:3.3o;

t
CeA(t-r: 3.3D

t

Existen métodos para convertir- estas ecuaciones :

((3.30) y (3.31)) en ecuaciones en diferencias que son muy

convenientes para ser iraplementadas en un computador digital,
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las cuales requieren del cálculo de la matriz de transición.

Así se dispondría de una forma de hallar los estados y sali-

das de un sistema lineal invariante.

En un computador digital, el cálculo de £" , así co_

mo de x(t) y y(t), se hará para valores discretos del tiempo

t.

Ejemplos:

1.- Se desea calcular la respuesta no forzada del siste-

ma mecánico de la Fig. 3.1, para los valores particu

lares: K = 0.3 Kgf/cm <= 299.40 -m

m = 1.8 Kg

D = 0.1 Kgf/cm/seg) 99.80 N/(m/seg)

si se conoce que el estado inicial es:

x-l ( t0)

x2 ( t0)
=

0. 08 m

0

desplazamiento inicial del resor-
te de su posición de equilibrio.

velocidad inicial del bloque.

A partir de las ecuaciones (3.15) , (3.18) y (3.27)

se sigue que:

x(t) = $>
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j(t~to)

Utilizando los programas digitales implementados, se

obtiene:

T =

0.019 0.300

-1.000 -0.954

X-3.390 -1.065

3.552 0.068

J =

-52.262 0.000

0.000 -3.183

De modo que según las ecuaciones (3.28) y (3.29), su

poniendo t0 = O, se puede ahora calcular:

e-52.262t

0.000

0.000

-3.183t

Finalmente se calcula x(t) ; por partes seria:

Tejt =
0.019 e

-1,000 e

-52.262t

-52.262t

0.300 e-3.183t

\4 e
-3.183t
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=> x ( t ) =

-0 .005

0.271

-3.183t

- 0.271

2.- Se desea calcular la matriz de transición de estado

At
£n , de un sistema en el que:

A =

0

0

0

-27

1

0

0

54

0

1

0

-36

0

0

1

10

Siguiendo el mismo proceso del ejemplo anterior, se

pasa a obrener J^ "] y J utilizando los programas digitales,

ésto da los siguientes resultados:

T ~

-0

-0

-0

-0

.035

.105

.314

.943

-0.

-0.

-0.

— 1

002

041

229

000

-0.

-0.

-0.

-1.

023

072

257

000

-0

-0

-0

-0

.500

.500

.500

.500
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T
-1

J =

-10.919

-115.189

128.859

- 6 .750

/
3 . 0 0 0

0 . 0 0 0

0 . 0 0 0

0 . 0 0 0
X

35 .770

177.664

-214.766

6 . 7 5 0

1.000 ' - 0 . 000

3 .000 1.000

0 . 0 0 0 3 . 0 0 0

0 . 0 0 0 . - 0 .000

-30.330 5 . 4 8 0

-70 .502 8 . 0 2 6

100.225 -14.318

- 2 . 2 5 0 0 . 2 5 0

\ 0 . 0 0 0

11
1 0 . 0 0 0
11
1 0 . 0 0 0
1

! 1 .000
! /

La matriz J tiene 2 bloques de Jordán: uno de orden

3x3 correspondiente a un valor propio de multiplicidad 3; y

otro de orden 1x1.

te

La matriz j , según (3.28) y (3.29) es la siguien-

;Jt _

3.0000t , 3.0000t 1 . 2 3.0000t
t e — t e O

3.0000 t ^ 3 .0000 t
i t e O

> 3 . 0 0 0 0 t

1 . O O O O t

La matriz de transición " = TC T"1 se calcula
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Jt

-0.035

-0.105

-0.314

-0.943 -0.943t

3t-0 .035C e -0.002 e3t -0.018 t3 e -0.002 t e -0.023 eJC -0.500 e3t 3t

-O.lOSt c -0.041 G

-0.314t e -0.229

3fc

3t

-0.052

-0.157

-1.000 e -0.471

e3t -0.041 t e3t -0.072 e3t

e3t -1.000 t e'*1 -1-000 e3t

-0.500 e

-0.500 e

-0.500 e

FILA 1:

3.4 ^ +. (-2.4 + 3.8t - 2 .3) e3t

1.1 efc + t-1.1 + 2.3t - 1.8t2) e3t

FILA 2;

3.4 efc + (-3.4 + 6.8t - 6 .St z ) e3t

1.1 efc + (-1.1 + 3.3t - S . 3 t a ) e3t

FILA 3:

3.4 efc + ( -3 .4 + 6.8t - 20 .3 t 2 ) D3t

i , 3t
1.1 e + (-0.1 - 0 .8 t - 1 5 . 8 t ) - e

FXLA 4:

3.4 et + (-3.4 - 20.3t - 60 .8 t Z )

1.1 e*1 + (-1-1 - 3 3 . 8 t - 4 7 . 3 t Z )

e3t

3t

-3.4 efc + (3 .4 - 5.8t + 3.8t2) e3t

-0.1 e + (0.1 -,0.3t + 0.3t }

-3 .4 efc + ( 4 . 4 - 9 . 8 t + 11.3ta) e3t

-0.1 e11 + (0 .1 - 0.3t + 0 .8 t 2 } e3t

-3.4 efc + (3.4 - 6.8t + 33.8t3) e3t

-0.1 e*1 + ¡0.1 + 0.8t + 2.3 t1) e3t

-3.4 e + ( 3 . 4 + 4 7 . 3 t + 101.3tz) e3t

-0.1 ec + (1.1 + 6 .9 t 3t
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3.5 CONTROLAS ILIDAD Y OBSERVABILIDAD

Con la teoría y programas para computador digital ex

puestos y desarrollados hasta aquí en el presente trabajo, se

dispone de material indispensable para abordar un tema tan im

portante como es el de la ContSLOJLabÁ,-JL¿dcLd y Ob¿ eAv ab ÁJL^dad de

un sistema; aspectos éstos de gran interés tanto teórico como

práctico .

El control y observación de los estados de un sistema

r.eguiere de un estudio amplio y profundo. Sin embargo, ya que

aquí interesa desarrollar estos aspectos como una aplicación

de la matriz de vectores propios y vectores propios generaliza^

dos T y ¿e la forma canónica de Jordán J, de un sistema lineal

invariante descrito por las ecuaciones (3.1) y (3.2); se pre-

sentan a continuación los criterios fundamentales.

Un estado xx de un sistema, es controlable, si es po-

,- -*• -*•sible hallar una función de entrada u (t, xo), para cualquier

^ ~*~ ->•condición inicial xo , tal que transfiera a ésta hasta x: en un

tiempo finito.

El sistema .será c.onipl.&£cime,nt£ contsLo£cib£e,' si todos

los estados x son controlables. Se denomina controlable en
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el tiempo to todo estado cuyo control depende de tQ.

Para que un sistema lineal sea controlable completa-

mente es necesario y suficiente que el estado cero pueda ser

transferido a cualquier estado final x:. Así, en la ecuación

(3.30) si el estado cero puede ser transferido a cualquier es_

tado x (tx) = x(tx) - $(ti,t0) x(t0) ; entonces cualquier esta_

do x(t0) puede ser llevado a x(tx).

Los conceptos de observabilidad son duales a los de

controlabilidad.

Un estado xl de un sistema, es observable en un tiem
-+- ->-

po t , si al conocerse la entrada U(T) y la salida y ( T) en el

tiempo to < T .< t x r se determina completamente x1(t1).

Si todos los estados xa son observables, el sistema

se denomina c.omp£e.£a.me.nte. ob-ó e,Avab¿e. Si la observabilidad

depende de to, el estado se llama ob.¿ eA.vab¿£ en t0.

Para que un sistema sea observable completamente, es

necesario y suficiente que el estado inicial x(t0), cuando
-j- ->-
U(T) = O, pueda ser observado al conocerse y(f); ya que se-

gún la ecuación (3.31) es posible hallar cualquier otro esta

do x(t) a partir de x(t0) y y(r).

En la aplicación de los conceptos anteriores es fun-



- 160 -

damental la utilización de los diagramas de flujo que repre-

sentan al sistema en cuestión, ya que en ellos es posible i-

dentificar cada una de sus variables de estado, así. como tam

bien sus entradas y salidas.

En el diagrama -de flujo de un sistema, si una varia

ble de estado se halla desconectada de las señales de control

(las señales de entrada que actúan sobre dicha variable de es

tado pasan por multiplicadores de ganancia cero), entonces es

incontrolable. En forma similar, si una variable de estado

está desconectada de las salidas, entonces es inobservable.

Sin embargo, hay que tener cuidado en el análisis cuando se

trata de sistemas variantes en tiempo, ya que pueden haber

sistemas incontrolables e/o inobservadles que -no presentan

las desconexiones antes anotadas.

En los sistemas lineales invariantes (ecuaciones

(3.1) y (3.2)), la conexión de las entradas (al menos una)

con las componentes del vector de estado, equivale a una fuer

te forma de controlabilidad completa; así. también, la co-

nexión de todas las variables de estado con las salidas (al

menos con una salida) equivale a observabilidad completa. Si

una variable de estado está desconectada de todas las entra-

das y de todas las salidas, entonces es incontrolable e inob-

servable. Debe ser claro que pueden haber variables controla

bles pero inobservables y variables incontrolables pero obser
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vables.

Es muy útil, entonces, en controlabilidad y observaba^

lidad, la representación de un sistema mediante un diagrama

de flujo; pero éste debe ser tal que permita distinguir cada

variable de estado y sus relaciones estrictamente necesarias

con las demás variables, así como también con las entradas y

salidas. Esto es posible a través del d^Lag^Ldma cíe. ^-¿LLJO d<¿L

Á¿A£e,ma ¿JL&YIA {¡osimcido por una transformación de semejanza que

permita obtener la forma canónica de Jordán, lo cual se ha

conseguido previamente de la siguiente manera:

Volviendo a escribir las ecuaciones (3.1) y (3.2)

= Ax(t)
dt

y(t) = Cx(t)

-4- -i-->
y aplicando la transformación x = |z , donde J es la matriz

de vectores propios y vectores propios generalizados de /\ se

tiene la siguiente representación del sistema:

- = T ' A T z(t) + T B u(t> (3.32)
dt



- 162 -

y = C T z(t) + Du(t) (3.33)

donde:

— i
T A T ~ J : forma canónica de Jordán

--ir1 B =
2 2

fnl fT

im

>m

nm

'3 34
L —' • —^ ̂  ,

C T =

'in

'Kn

(3.35)

En base a esta nueva representación del sistema, se

procede a desarrollar los criterios previos establecidos so-

bre controlabilidad y observabilidad, para sistemas lineales

invariantes.

CONTROLABILIDAD



- 163 -

1.- Cuando la matriz /\e todos sus valores propios

distintos, entonces J es una matriz diagonal; y el

diagrama de flujo del sistema es el de la Fig. 3.2.

Según la Fig. 3.2, una variable Zi es incontrolable

(y por lo tanto cualquier x compuesto de una combinación li-

neal de zetas que contenga a Zi) si se cumple que: f¿j = O ;

j = 1,2,..., m ; . es decir si la fila i de la matriz J B

ne todos sus elementos iguales a cero.

2.- Cuando la matriz /\e valores propios repetidos;

el análisis puede aplicarse a un/ bloque de Jordán ge_

neral y de ahí extender los resultados a todo el sistema, ya

que éste va a estar representado por varios bloques de Jordán,

Supongamos un bloque de Jordán [_ j i (A±) , L x L . Las

ecuaciones de estado de sus variables serán de la forma:

a
dt

z
i

Z2

Z
3

*JL

=

AÍ 1 0 0

0 A-L 1 0

0 0 AÍ . . . . 0

0 0 0 .... A¿

*1

z2

2 3

L

+

f 1 1 f l 2 ' ' - f im

f 2 1 f 2 2 - • - ¿2m

3 1 3 2 • • * qm

f f 2 ... f

Ul

U2

U 3

um

(3.36)
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y el diagrama de flujo correspondiente es el de la Fig. 3.3.

Según este diagrama, una variable de estado Zp que

pertenece al bloque de Jordán [_ji (Xi) / -£ x ¿; podrá ser con_

trolada en dos formas:

a) En forma independiente.- Cuando la fila p de la sub-

matriz de T B correspondiente al bloque, sea dife_

rente de cero.

b) En forma ligada con "otra variable de estado.- cuando

la fila p de la submatriz de T B correspondiente

al bloque, es cero; en cuyo caso es todavía posible controlar

Zp a través de Z , pudiendo esta última ser a la vez contro_

lada en una de las. dos formas, siempre y cuando se cumplan

los requerimientos respectivos. Al estar asi Zp controlada

por los valores que tome Zp+-j , sus valores no pueden ser va

riados independientemente de Zp+1 en forma arbitraria.

Debe observarse que el control de Z¿ es independien

te de las demás variables de estado y es posible siempre y

cuando la fila L de la submatriz de J"1 B correspondiente al

bloque sea diferente de cero; siendo ésta a su vez una condi

ción límite que permitiría, suponiendo todas las demás (£-1)

filas iguales a cero, controlar todas las variables del blo-

que en forma ligada.
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o

FIG. 3.2
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Las dos formas de control descritas, pueden ser apli_

cadas simultáneamente sobre una misma variable Z siempre y

cuando se cumplan las condiciones respectivas.

Se dispone pues de un método para analizar si cada;

variable de estado Z de -un bloque de Jordán es o no controla_

ble; y si lo es, en qué forma. Como la matriz J está confor-

mada por bloques•de Jordán, el método sirve para analizar la

controlabilidad de todo el sistema. Sin embargo, para que.el

sistema sea completamente controlable es necesario que además

de las condiciones anteriores se cumpla que: dada. ua£oA. pA.o~

pLo \i <L¿>£& cu o exlado 4 6'Lo con 7 6 ¿oque, cíe. Josid&n.

OBSERVABILIDAD

1.- Cuando la matriz /\e todos sus valores propios

distintos; entonces, según la ecuación (3.33) y con
->- _*.

siderando que basta que el estado Zo (con U(T) = 0) sea obser

vable para que el sistema sea observable completamente, se

tiene el diagrama de flujo de la Fig. 3.4, que muestra las re

laciones entre las salidas y las variables de estado Z".

Según la Fig. 3.4, una variable de estado Z±, i = 1,

2, ..., n; es inobservable cuando la columna i de la matriz

C T tiene todos sus elementos iguales a cero.

2.- Cuando la matriz A tiene valores propios repetidos;



- 168 -

FIG. 3.4
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entonces, en forma similar al caso de controlabili-

dad , el análisis puede ser hecho para un bloque de Jordán ge_

neral Lji (̂ i) , L x £; y luego los resultados extendidos a

todo el sistema.

Sea el bloque de Jordán Lji (̂ i) t £ x •£/" en el

las ecuaciones de las salidas, en relación con las variables

de estado del bloque serán de la forma:

(3.37)

/ X

el diagrama de flujo correspondiente es .el indicado en la Fig.

3.5.

De acuerdo a esta Fig. 3.5, una variable de estado

Sp que pertenece al bloque, puede ser observable en 2 formas:

a) En forma independiente.- Cuando la columna p de la

submatriz de Q J correspondiente al bloque es dife-

rente de cero.

b) En forma ligada con otra u otras variables de estado.-
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~-o\, 3.5
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Cuando la columna p de la submatriz de £ J correspon

diente al bloque es igual a cero, en cuyo caso es factible ob_

s'ervar la variable de estado Zp a través de los efectos que

produce sobre la variable de estado Zn ; la cual a su vez
f — '

puede ser observada en una de las dos f onnas , si se cumplen

los requisitos indicados.

La variable Zp será totalmente inobservable cuando

todas las columnas: 1,2, ..., p de la submatriz de C T co~

rrespondiente al bloque sean cero.

Con estos criterios es posible determinar si una va_

riable de estado correspondiente a un bloque de Jordán es b

no observable. Así, analizando todos los bloques, se puede

determinar la observabilidad de todo el sistema. Sin embargo,

para que el sistema sea completamente observable es necesario

se cumpla una condición adicional, ésta es que: dada,

î ¿e, hoJLL<L cu o c^Lado ¿> 6 Lo con tin btoqa.0. de.

Como se afirma al 'comienzo de esta sección, el cono-

cer si es o no posible controlar y observar las variables de

estado de un sistema es muy importante tanto desde un punto

de vista teórico como práctico.

Los criterios expuestos requieren de la transforma-

ción del sistema original (ecuaciones (3.1) y (3.2)) en otro
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equivalente de la forma dada por las ecuaciones (3 . 32) y (3 . 33 ) ;

ésto es justamente lo que en este trabajo se ha conseguido,

disponiéndose así de todos los elementos necesarios para in-

vestigar la controlabilidad y observabilidad de un sistema li

neal invariante descrito en el espacio de estado.

Existen métodos directos, utilizando las matrices /\

B Y C' "3ue permiten hallar si un sistema en su conjunto es o

no controlable; asi como también si es o no observable. Sin

embargo por medio de ellos no es posible conocer dichos aspee

tos de cada variable de estado particular , lo cual es muy im

portante y s£ se consigue por los métodos anteriores.

Ejemplos:

1.- El circuito eléctrico de la Fig. 1.1 tiene como una

de sus formas de "'representación en el espacio de es

tado , la forma de Jordán. Se desea conocer si el circuito es

controlable y observable, sabiendo que: R = 10 KQ

C =

Para estos valores de R y C se tiene en las respecti

vas ecuaciones de estado que:

A =
-2.42

B =
1

-27.58
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c-O65 -2.65 = O)

Por medio de los programas digitales se obtiene los

siguientes resultados:

J ~~

-2 .42

0

0

-27.58

; r ' B -
-1.00

-1.00

T = -2.65 2.65

De lo que se concluye que:

- El sistema es completamente controlable, ya que las f

las de la matriz J B son diferentes de cero.

- El sistema es completamente observable,- ya que las co

lumnas de la matriz C son diferentes de cero.

2.- Para el sistema mecánico masa-resorte de la Pig. 3.1

se establecen los valores siguientes:

K = 0.3 Kgf/cm < => 299.40 N/m

m = 1.8 Kg

D = 0.01 Kgf/(cm/seg) < => 9.98 N/(m/seg)

Se desea determinar si el desplazamiento del resorte

y la velocidad del bloque son o no variables que se pueden
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controlar a través de la fuerza f(t).

Según las ecuaciones del sistema y suponiendo

como salidas las mismas variables de estado, se tiene:

A =

0 1

2 9 9 . 4 0 - 9 . 9 8
1-8 1-8

; B =

0

i
1.8

; C =

1 0

0 1

Los resultados que interesan para el análisis de con_

trolabilidad y observabilidad son los siguientes:

J ~

-2.772 + j 12.596

0.000 + j 0.000

0.000 + j 0.000

-2.772 - j 12.596

r1 B <=
-0.279 - j 0.061

-0.279 + j 0.061

CT =

0.017 + j 0.075 0.017 - j 0.075

-0.997 + j 0.000 -0.997 + j 0.000

Según esto, el sistema masa-resorte en cuestión, es
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completamente controlable y observable

3.- El sistema mecánico de la Fig. 3.6, consiste de 2

plataformas acopladas entre sí y a un soporte fijo

en tierra, por medio de resortes y amortiguadores. Suponien-

do que las plataformas son de masa despreciable y que los va_

lores de las constantes de los resortes y coeficientes de a-

mortiguamiento son los indicados en dicha figura; se desea a-

nalizar la controlabilidad del sistema

x.

x

u

D

Pl

FIG. 3.6

Siendo x = desplazamiento de la plataforma PX.

x2 = desplazamiento de la plataforma P2.

Las ecuaciones dinámicas son los siguientes
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Fp = mi ai = O

K^X! - xa) + DI(XI - x2) - u = O (3.3!

Fp = m2 a2 = O

~K1(x1 - x2) - D X Í X J - x2) + K2 xz + D2 x2 =-0 (3.39;

Sumando -las ecuaciones (3.38) y (3.39); y del resul-

tado despejando x2 se obtiene:

x = - — x2 + — u
D2 Ü2-

Reemplazando esta ecuación en (3.38) y despejando

se obtiene:

íii,+ (
D,

D
- ) x, + (

DI D2
) u

Asi, en forma matricial, las dos últimas ecuaciones

son :

d

dt

"2

N )

r *! K I K^
Di D x D2

K
0 - Z

/ \
/D1 + D2X

D I D2

1

D2

u (3.40)
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K i K£
Si se cumple que: —• = — = K ; entonces las ecua-

Dj D2
cienes de estado (3.40) toman la forma:

dt

x

x.

-

X 2

+

Di + D2

Dl D2

1

Ü9

u

Estas ecuaciones se hallan ya expresadas en la forma

de Jordán; y el diagrama de flujo respectivo es el de la Fig.

3.7. Según éste, aparentemente tanto xx como x2 son controla

bles; sin embargo, ésto no se cumple pues se tienen 2 blo-

ques de Jordán con el mismo valor propio X = -K.

u

FIG. 3.7
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4.1 RESULTADOS

A los largo de .esta tesis se han ido desarrollando

paulatinamente algunos ejemplos de aplicación, en forma para_

lela con el desarrollo de los fundamentos teóricos, métodos y

programas digitales orientados al análisis de sistemas de con

trol lineales e invariantes, en el dominio del tiempo.

Es necesario como punto de partida para la utiliza-

ción de los programas que se han implementado, el disponer co_

mo modelo matemático del sistema,' su representación en el ê _

pació de.estado.

Los resultados que los programas presentan, pueden

ser utilizados directamente para análisis de: estabilidad, oh

tención de la matriz de transición de estado, respuesta no

forzada, controlabilidad y observabilidad.

En esta sección se presentan algunos ejemplos que

permiten apreciar en forma global las características de los

programas, tanto en su capacidad de trabajar con sistemas de

orden elevado, generalidad, eficiencia en precisión y "tiempo

de ejecución; así como también en su forma de presentación de
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los datos y de los resultados.

El tiempo de ejecución que se indica corresponde al

tiempo que transcurre desde el momento en que ya ingresados

los datos se comanda al sistema de computación para que eje-

cute los cálculos, hasta el momento en que el mismo indica

que ha terminado el cálculo y que se puede proceder a solici-

tar que escriba los resultados.

EJEMPLO 1

SISTEMA DE CONTROL DE TURBINAS TIPO ELECTRO-HIDRÁULICO

\) Descripción General:

Este sistema de control tiene la función de mantener

la velocidad del eje de la turbina lo más próxima posible a

una velocidad de referencia, frente a cambios de carga (deman

da de potencia eléctrica), respondiendo prontamente sin gran-

des desviaciones de la frecuencia nominal o base.

Su funcionamiento es el siguiente: una señal de velo

cidad es comparada con una velocidad nominal de referencia

(que para estudios de estabilidad se considera constante). El

error resultante pasa a sumarse con una señal que proviene de

la acción acelerométrica sobre el mismo y con una señal de re

troalimentación dada por un amortiguador (cuya función es e-
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vitar que el sistema reaccione en forma brusca y oscilatoria).

La señal resultante de posición sitúa la corredera de un ser

vo de distribución (comando) que actúa a su vez para posicio-

nar un servo de gran potencia (servo de compuerta) el cual va

a actuar sobre los mecanismos de control del chorro de agua

(ya sean servos de hélice, del deflector, del inyector, etc.).

La señal de salida de compuerta se induce sobre la turbina que

da como respuesta potencia o torque que se resta de la poten-

cia o torque de carga (demanda eléctrica); el torque neto pa

sa a ser entrada a la inercia del eje que da como salida la

señal de velocidad, completando asi la retroalimentación del

sistema.

/ c) Variables y Ecuaciones de Estado:

X1.- Señal que resulta de la suma de la señal de error de ve-

locidad con la señal acelerométrica sobre dicho error.

X2.- Señal de posición del servomotor de distribución.

X3.- Señal de posición del servo de compuerta.

X^.- Señal de retroceso transitorio dado por el amortiguador.

Xs.- Señal de potencia o torque de salida de la'turbina.

X6.- Señal de velocidad o frecuencia del eje de la turbina.

.- Perturbación debida a las variaciones de la demanda de
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potencia eléctrica.

Las ecuaciones de estado son las siguieni.es

d__
dt

xi

XJ

*,

x,

*s

x.
\• 1 , o o o

R rp T R T
| -^V V 1 V

0 1 0 0 0 0

0 r¿ 0 -i- 0 0R;

7 T
0 -2 '-̂ — 0 - -^— 0

TWL - ' THL

0 0 0 0 -̂ - 0 1

x,

»,
x

xí

x,

xt

, +

1 Ri

2Hjj i "L

r,

R, Tv

0

0

0

2HL

(4-1)

y considerando como salidas y las variables de estado, las e-

cuaciones de salida son:

Y = Ix + (o (4.2)

Los parámetros del sistema presentes en estas ecua-

ciones, pueden ser divididos en 2 tipos:

i i
1.- Parámetros primarios: R3, R3, r4

2.- Parámetros secundarios: T, , R, . T,T/ T ,. , HT , rL
1 l ' V TfJ^j L 4

Los valores nominales prácticos de los parámetros

cundarios son los siguientes:
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= 0.9 ; R1 = 0.2 ; T = 0.04

0?WL = 1.28 ; HL = 4 ; r, = 0.03

d) Análisis:

Se consideran 2 casos, según los valores de los para

metros primarios:

r
CASO i: Parámetros óptimos

X

R3 = 0.3

R3 = 6

i
r4 = 0.38

C
\s resultados son los siguientes: (Ver págs. 185 a

189).

Según estos resultados se concluye que:

- El sistema de control es absolutamente estable, pues

todos sus polos tienen parte real negativa.

De los 6 polos, dos son reales y los restantes comple-

jos. Los polos reales dan lugar a términos, en la respuesta

no forzada, que se atenúan muy rá*pidamente; de ahí que el sis

tema podría ser aproximado a uno de'cuarto orden. Los 4 po-

los complejos aparecen en pares conjugados y dan lugar a tér
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minos oscilatorios decrecientes.

La mayor constante de tiempo está dada por el valor ab

soluto del inverso de la menor parte real de los polos y es

igual a - 5.13 seg.; y corresponde al término cuya frecuencia

de oscilación es co l = O ."38 rad/seg.; mientras que el otro tér_

mino oscilatorio tiene una constante de tiempo de ~ 1.95 seg.

y una frecuencia 'to2 = 0.16 rad/seg.

- La matriz de transición de estado £^ es fácil de cal

— i
cular pues se dispone de "f, T y J,

- En este caso la función de excitación APe: no es una

variable de control, sino más bien una perturbación da

da por la demanda de potencia eléctrica; de ahí que la matriz

1 B sirve aquí para determinar si las variaciones de APer

influyen o no sobre todas las variables de estado transforma

das z. Como todas las filas de J B son diferentes de cero,

entonces dicha influencia directa existe; y como x - Tz, tam

bien todas las x dependen de
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- 190

CASO II: Parámetros erróneos

R3 =-4

R3 = 6

= 0.4

Los resultados "son los siguientes: (Ver págs. 191 a

195) .

Según estos resultados se concluye que:

- El sistema ha dejado de ser estable pues un par de po-

los complejos conjugados con partes reales positivas,

dan lugar a un término oscilatorio creciente, en la respuesta

no forzada del sistema.

- Se puede calcular fácilmente la matriz de transición

del sistema.

- Las variables de estado naturalmente siguen siendo a-

fectadas directamente por la señal APe1 .

NOTA: Un análisis detallado de este sistema de control se ha

lia en la referencia bibliográfica 8.
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EJEMPLO 2

SISTEMA TEÓRICO ESPECIAL

a) Ecuaciones de Estado y de Salida:

d

dt

4 2 2 0

-1 0 -1 -1

- 1 0 1 1

1 2 1 3

xl
x2

*3

x

1 0

0 1

1 1

1 -1

s \l

u
(4.3)

y = y = l 1 1 i + o o (4.4)

b) Análisis:

Los resultados se presentan en las páginas 197 y 19!
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4.2 CONCLUSIONES

En base a la teoría expuesta, asi como también a los

programas para computador desarrollados, junto con los ejem-

plos de aplicación, se concluye lo siguiente:

1.- Los fundamentos teóricos de este trabajo están clara

y ordenadamente presentados, de modo que permita al

lector tener acceso a los mismos con facilidad. La compren-

sión de varios aspectos requiere de un buen conocimiento de

Matemáticas, especialmente de'Algebra Lineal; sin embargo, no

se ha seguido una exposición matemática rigurosa, en el sentiL

do de presentar definiciones, teoremas, demostraciones, etc.,

sino que se ha procurado mantener un equilibrio entre aquella

y las aplicaciones, lo cual es importante, dadas las caracte-

rísticas de esta tesis, sin que en ningún momento se pierda

exactitud, generalidad y claridad.

2.- Lo anterior ha permitido desarrollar métodos para el

análisis de sistemas'de control lineales e invarian-

tes , en el dominio del tiempo, tales que pueden aplicarse a

sistemas generales, sin restricciones en la configuración de

las ecuaciones de estado.
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3.- Se han tratado los procedimientos para hallar los

valores propios de la matriz /\ los vectores propios

y vectores propios generalizados de /\ la forma canónica de

Jordán J. Todo esto permite el análisis antes mencionado,

4.- Los programas para computador digital han sido imple_

mentados siguiendo los métodos previamente desarrolla_

dos, de modo que son generales.

5.- Los resultados que dan los programas son muy satis-

factorios, ya que en general se consigue una preci-

sión bastante aceptable para toda aplicación práctica. Sin

embargo, es posible que los algoritmos no converjan o den re-

sultados con precisión deficiente en casos muy especiales y

raros, quedando dicha posibilidad como consecuencia de la ab

soluta generalidad de los mismos. En los programas se han co

locado los controles necesarios para detectar falta de conver

gencia en los procesos o imprecisión excesiva, de modo que el

usuario reciba la información necesaria también en dichos ca

sos .

6.- Los resultados obtenidos se aplican fundamentalmente

a análisis de estabilidad, obtención de la matriz de

transición de estado, respuesta no forzada, análisis de con-

trolabilidad y observabilidad. Sin embargo, queda abierta la

posibilidad a otras aplicaciones.
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7.- Los programas pueden utilizarse para análisis de sis_

temas lineales e invariantes en general, no necesa-

riamente de control.

8.- Los sistemas analizados pueden ser multivariables.

La limitación en el orden .de los mismos estará dada

por la capacidad de memoria del equipo de computación. Los mé_

todos trabajan eficientemente hasta con sistemas de orden ele_

vado.

9.- Los métodos y programas desarrollados son importan-

tes para abordar el análisis y diseño de sistemas 6p_

timos de control.

10.- La aplicación de técnicas digitales es de gran versa_

tilidad, precisión y alcance para el análisis y dise

ño de sistemas, incluso muy complejos; dependiendo, claro es

tá, de la capacidad del equipo de computación»

11.- Queda estructurada una biblioteca de programas; la

cual se espera sea utilizada en futuros trabajos de

proyectos y tesis, como ya lo está siendo al momento de escri_

bir este capitulo (Ver nota de la página 190).
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4.3 RECOMENDACIONES

1.- Se sugiere continuar el trabajo de análisis y d_i

seño de sistemas de control en el espacio de es_

tado en aspectos tales como:

Matriz de transición de estado y sus aplicaciones.

Controlabilidad y observabilidad. Aplicaciones.

Obtención de los estados y de las salidas de un siste_

ma.

Diseño de sistemas por realimentación de las varia-

bles de estado.

Análisis y diseño de sistemas óptimos de control.

Algunos de estos aspectos han sido ya tratados en es-

te trabajo, pero muy brevemente debido a que su profundización

sale del alcance de esta tesis. Se ha sentado las bases sufi

cientes para el estudio adecuado de los temas señalados.

2.- Continuar la estructuración de una biblioteca de

programas para el análisis y diseño de sistemas

de control.
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MODO DE USO DE LOS PROGRAMAS
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APÉNDICE A

MODO DE USO DE LOS PROGRAMAS

1.- Prenda el computador.

2.- Coloque el disco en una de las unidades.

3.- Inicialice el sistema de reloj del computador desde

el teclado, mediante la instrumentación:

CALL"SETTIM" , "DD-MMM-AA J¿ HH:MM:SS"

y luego aplaste tecla RETIIRN,

donde: DD : día

MMM : mes (iniciales en Inglés)

AA : año

# : espacio en blanco

HH : hora

MM : minutos

:"~"SS : segundos (opcional)

4.- Monte el disco en el sistema mediante la instrucción

CALL"MOUNT", N-2- , X$
- t
número de la unidad en la que se ha co-

locado el disco,

luego aplaste tecla RETUEN.

5.- Cargue a la memoria del computador el programa maes-
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tro; utilice la instrucción:

«•

OLD " 9 TESIS / CGARCIA""

y aplaste tecla RETURN.

6.- Corra el programa con la instrucción:

RUN

y aplaste tecla RETURN.

7.- Continúe adelante siguiendo las instrucciones que

le da el computador a través de la pantalla. Como se

aprecia en los pasos anteriores, cada vez que se deba dar un

comando o ingresar un dato al computador, éstos deben ser te-

cleados y enseguida se debe aplastar la tecla RETURN.

8.- Si en algún momento durante la ejecución desea inte-

rrumpirla, basta con aplastar dos veces la tecla

BREAK.

9.- Una vez que se ha cargado el programa maestro a la

memoria del computador, y luego de que se ha termina

do una ejecución completa o se ha interrumpido la misma, pue

de iniciarse una nueva ejecución aplastando la tecla defini-

ble 1.



A P É N D I C E B

LISTADO DE LOS PROGRAMAS
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1 REM ANÁLISIS DE SISTEMAS DE CONTROL EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
2 REM PARA SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN TIEMPO. M,,
3 U0=-l <yqi
4 GO T0.100
5 REM CRISTÓBAL R* GARCÍA JARRIN — ESCUELA POLITÉCNICA NACIONAL
6 REM TESIS DE GRADO JULIO DE 1981
8 01 = 1
9 03=1

;t M 10 GO TO 1000
; i 12 01=2

1 13 03=1
14 GO TO 1000
16 01=3
17.03=1
18 GO TO 1000 -
20 01=4
•21 03=1
22 GO TO 1000
24 01=5.
25 03=1
26"GO TO 1000
28 01=6
29 03=1
30 GO TO 1000
48 IF 02O1 THEN 51 . •
49 03=2 - . .) f
50 GO TO 1000
51 END
60 IF 02=11 THEN 62
61 END
02 PAGE
63 GO TO 1000

i j* 100 REM P R O G R A M A : TESIS/CGARCIA
fi/íf) 150 REM

160 IF UOO-1 THEN 310
170 REM DEFINICIÓN DE LA UNIDAD DE DISCO
180 PRINT -LUNIDAD DONDE ESTA EL DISCO: 'í
190 INPUT UO
200 IF 'U0=0 OR U0 = l THEN 220
210 GO TO 180

. 220 CALL "UNIT", UO
300 REM ########## LINEA 300 — INICIALIZACION
310 REM

. 320 REM ÍNDICE
330 PRINT -LANALISIS DE SISTEMAS DE CONTROL LINEALES E INVARIANTES,'
•340 PRINT 'J . E N EL DOMINIO DEL TIEMPO"
350 PRINT 'JJJJTECLA 1 — ÍNDICE DE PROGRAMAS"
360 PRINT-"JTECLA 2 — INGRESO, VERIFICACIÓN, CORRECCIÓN , ALMACENA'
•370 -PRINT 'MIENTO DE DATOS'
380 PRINT " Y COMIENZO DE CALCULO'
390 GO TO-460
400 PRINT 'JTECLA 3 — CALCULO DE LA MATRIZ TRANSFORMADORA • "• T" ' ; '
410 PRINT -J - Y OBTENCIÓN DE LA FORMA CANÓNICA BE JORDÁN ''
420 PRINT "JTECLA 4 — MATRIZ DE TRANSICIÓN DE ESTADO'

\ \ - s - . . -
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430 PRINT 'JTECLA 5 — ESTADOS Y SALIDAS DEL SISTEMA'
440 PRINT -JTECLA 6 — GRÁFICOS"
450 PRINT 'JTECLA 7 — CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD"
460 PRINT 'JJJJ ESCOJA TECLA GGG'
470 END "
800 REM ********** LINEA 800 — SELECCIÓN DE PROGRAMAS **********
810 PAGE
820 DATA 'GESTADO/ENTRADA1 > 'GESTADO/UALORPROP' , " (¿ESTADO/TRANSICIÓN' >
830 DATA -GESTADO/ESTASALIDA','@ESTADO/GRAF'j 'GESTADO/OBSERVACON' V
840 DATA 'gESTADO/MATRIZT'>"GESTADO/TIAT'
~850 DATA "GESTADO/MATRIZTC",'eESTADO/TlATC'
860 DATA 'GESTADO/SALIDA'
870 RESTORE 820
880 FOR J=l TO 01
890 READ X$
900 NEXT J
910 DELETE 1001,30000
920 J^MEMORY
930 APPEND X$?1000
940 GO TO 1000
1000 REM************** LINEA 1000 — CARGA DE PROGRAMA SELECCIONADO*****
1010 Ul=l
1020 02=0
1030 IF 01O02 THEN 800
1040 END
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1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
'1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
;L510
1520
1530

REM PROGRAMA: ESTADO/ENTRADA
02=1
IE 01O02 THEN 800
GO TO 03 OE 1040rl580
REM INGRESO DE LAS MATRICES DE LAS ECUACIONES DE ESTADO Y DE SALIDA

INCLUSO PARA SISTEMAS DE MÚLTIPLES ENTRADAS Y SALIDAS.
DEFINICIÓN DE VARIABLES!
A= MATRIZ DEL SISTEMA (ESTADOS) — ORDEN N*N

DEL SISTEMA (ESTADOS) — ORDEN N*M
DEL SISTEMA (SALIDA) — ORDEN K*N
DEL SISTEMA.(SALIDA) — ORDEN K*M

REM
REM
REM
REM
REM
REM

B=
r-\=

DELETE

MATRIZ
MATRIZ
MATRIZ
Y$

niM Y*(100)
N£=' '
REM
Y$='INGRESO, VERIFICACIÓN, CORRECCIÓN
.Y$=Y$S1 Y COMIENZO DE CALCULO1

PAGE
USING 'SX^FA-tY*
'JJJJ
'(VALORES NUMÉRICOS)

PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
PRINT
INPUT
GO TO
GO TO
PRINT
INPUT

DE DATOS 1

1 — INGRESO DE COEFICIENTES

V.-4 ;
¿V

DE DATOS DE ARCHIVO•J 2 — LECTURA
BJ 3 — LISTAHO1
•J 4 — CORRECCIÓN1

•J 5 — COMIENZO DE CALCULO1

•J 6 — INGRESO DE COEFICIENTES
' (EXPRESIONES)'
•JJJJ
Kl
Kl OF 1310,2350,2540,3000?35ÓO,1310
1270
•LNOMBRE DEL PROBLEMA;J"
T$

CLASE DESEADA: GG!

IF LEN(T$)>1 THEN 1350

"JINGRESE
• JORDEN
N
•JNUMERO
M .
•JNUMERO
K.

LAS
N= '

DE

DE

ENTRADAS

SALIDAS K—

PRINT
PRINT
INPUT
PRINT
INPUT
PRINT
INPUT
REM
REM INGRESO DE
DELETE A,B,C,D
DIM ACNrN),B(N,M),C<K>N)>IKK»M>
IF K1O6 THEN 1710
REM *** INGRESO DE COEFICIENTES

SIGUIENTES CARACTERÍSTICAS DEL SISTEMA;

• V V -

H'

EN ESTE ORDEN? .Y POR FILAS

(EXPRESIONES)

C=0
H=0
PRINT 'LMATRICES*
PRINT 'JPROGRAME

A, BJ Cr D ESTÁN CON VALOR CERO'
LAS EXPRESIONES CORRESPONDIENTES A LOS DIFERENTES'
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1540
1550
-1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
.1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070

PRINT
-PRINT
PRINT
END
REM ***
U2=51
PRINT
INPUT
CALL
PRINT
IMAGE
PRINT
SAVE

JELEMENTOS DE DICHAS MATRICES A PARTIR DE LA LINEA 2000
HASTA LINEA 3000'
JLUEGO APLASTE TECLA 12 P^RA CONTINUAR EJECUCIQNGG'

CONTINUACIÓN DE EJECUCIÓN

-JALISTE
X$

EL IMPRESOR (RETURN.PARA CONTINUAR)

USING
P/FA85TFA
(?U2Í ' JELEMENTOS

£02:2000*3000
DE MATRICES A > B¡ C, D J

LAS MATRICES A
(EXPRESIONES)

B
GO TO 2000
REM *** EXPRESIONES DE
REM *** FIN DE INGRESO
GO TO 2120
RESTORE 1740
FOR L=l TO 4
READ A$
DATA " A 1 , " B " , - C ' , - D 1

PRI -LINGRESE LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ
GO TO L OF 1770,1860>1950r2040
FOR 1=1 TO N
PRINT • JFILA: • ?i;-GG-
FOR J=l TO N
PRINT 'JA("?IÍ'f 'íJí')= ' f
INPUT A(IfJ)
NEXT J
NEXT I
PRINT
GO TO 2110
FOR 1=1 TO N
PRINT -JFILA: - Í I Í - G G -
FOR J-l TO M •
PRINT 'JB( 'r Ií ' i •?Jí ')= "í
INPUT B(IrJ)
NEXT J
NEXT I
PRINT
GO TO 2110
FOR 1=1 TO K
PRINT •JFILA: •;ií-GG'
FOR J=l TO N
PRINT • j c < " í i í • » • ? j í • > = •;
INPUT CCI^J)
NEXT J
NEXT I
PRINT
GO TO 2110
FOR 1=1 TO K
PRINT • JFILA: - Í I Í - G G - , ...
FOR J=l TO M .
PRINT ' JD( ' ílí ' , ' í Jí." )= " ?

D

ÍV

¿POR FILAS
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2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2200
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2300
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2540
2550
2500
•2570
2580
2590
2600
2610

INPUT IKIf J>
NEXT J
NEXT I
NEXT L
Ul=2
Y$='BATOS ESTÁN
PRINT 'GGGJJJ
REM **#*##*### SUBRUTINA

INGRESADOS'
F

PARA
I N DE
ARCHIVO

D
DE

A T O
DATOS

S"

PRINT
INPUT
IF D$
PRINT
INPUT
CALL '

ALMACENAR LOS DATOS EN UN ARCHIVO? (SI O NO)

DESEA DESTRUIRLO? (SI O NO)

•JJJDESEA
D$
:>'SI' THEN 1170
•JINGRES.E NOMBRE DEL ARCHIVO
N$
FILE * j UO jN$ r X$

IF X$='' THEN 2280.
PRINT 'JYA EXISTE DICHO ARCHIVO.
INPUT D$
IF D$='SI' THEN 2270
GO TO 2190
KILL N$
CRÉATE N$?200,0
OPEN N$?l?-F'?X$
WRITE *i:NyMfKrA?BrC?DrT$
CLOSE 1
Y$='DATOS ESTÁN LISTOS (ALMACENADOS EN ARCH,

GO TO 1170
REM ********** LECTURA DE DATOS DE ARCHIVO
PRINT -JJNOMBRE DEL ARCHIVO QUE DESEA LEER: "í
INPUT N$
CALL "FILE1?UO>N$yX$
IF X$='' THEN 2490
OPEN N$?l>'R-rX$
READ *I:N»MTK
DELETE A,B?C>D
DIM A(NíN).*B(NfM)íC(KfN)fB(K»M) •
READ *1:AíB?CfD?T$
CLOSE 1
Ul=2
Y$=:BATOS ESTÁN LEÍDOS DE ARCHIVO: -SN$
GO TO 1-170
PRINT 'JNO. EXISTE DICHO ARCHIVO"
PRINT -JDESEA LEER OTRO ARCHIVO? (SI O NO): •?
INPUT D$
IF B*=BSI" THEN 2360
GO TO 1180
REM ********** LISTADO DE DATOS **********
U2=32 '
IF Ul=2 THEN 2610
PAGE
PRI "JJ**DEBE PRIMERO INGRESAR LOS DATOS O LEERLOS DE UN ARCHIVO**
PRINT -J-
GO TO 1180 . '
REM
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2620
2630
2040
2650
2660
2070
2680
2090

. 2700
27ÍO
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
28ÍO
2820
28"30
2840
2850
2860
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150

GOSUB 2650
GO TO 2920

'¥• •?• *T> T* 'f- 'T- 'T* 't* W'f- SUBRUTINA
FRINT (?U2:
PRÍNT (?U2;
FOR 1=1 TO
FOR J=l TO
PRINT (?U2:
NEXT J
NEXT I
PRINT 0U2Í
FOR 1=1 TO
FOR J=l TO

USING
MATRIZ
N
N
J

P/FA/
''A1'

PARA
T$

IMPRIMIR HATOS

AC = •; A (i T j)

B

c ( " ; i ; J r m ) = c c i j j

JJMATRIZ
N
M
j B (•; i; • j'; j; •)

NEXT J
NEXT I
PRINT Í?U2Í
FOR 1=1 TO
FOR J=l TO
PRINT 0U2;'
NEXT J
NEXT I
PRINT @U2í'
FOR 1=1 TO
FOR J=l TO
PRINT (?U2: '
NEXT J
NEXT I
RETURN
REM ********** LISTADO EN PAPEL **********
PRINT 'GGGJJJJDESEA IMPRESIÓN EN PAPEL? (SI

D$
:>'SI" THEN 2990
•JALISTE EL IMPRESOR (RETURN PARA CONTINUAR)

'JJMATRIZ
K
N
J

'JJMATRIZ
K '
M

1 J

i

D ( • í i ? J i • ) = n c i ̂ j )

O NO)
INPUT
IF D$<
PRINT
INPUT

GOSUB 2650
GO TO 2160
REM ********** PROGRAMA PARA CORREGIR DATOS
IF '111=2 THEN 3030
GO TO-2570
FRINT -L 1 — .CORRECCIÓN DE NOMBRE DE PROBLEMA'

PRINT
PRINT
PRINT
INPUT
GO TO
GO TO
PRINT
PRINT
PRINT
INPUT

' J
Jl
Jl OF
3070
"JNOMBRE
T$
•JINGRESE
T$

2 — CORRECCIÓN DE ELEMENTOS DE MATRICES1
3 — FIN DE CORRECCIONES1

CLASE DESEADA: •;

3110.3220,3510

ACTUAL ES;

NOMBRE CORRECTO

IF T$<> THEN 3170
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3160
3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3260
3270
3280
3290
3300
33 l"(í
3320
3330
3340
3350
3360
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3520
3530
3540
3550
3560 .
3570
'3580
-3590
3600
3610
3620
3630
3640
3650
3660
3670

PRINT -JNOMBRE ESTA CORREGIDO.'
PRINT -JUESEA CORREGIR ELEMENTOS DE M.ATRICES? (SI O NO): '?
INPUT X$
IF "XÜ^'SI1 THEN 3220
GO TO 3510
PRINT 'JJMATRIZ Y ELEMENTO A CORREGIR. (FIN PARA TERMINAR);
INPUT X$
IF X$=-' THEN 3220
IF X$='FIN' THEN 3510

J=PQS(X$, •,•?!)
X*=SEG(X$j J+líLEN(X*)-J)
J=VAL<X$>
B$="
IF JlíO'A" THEN 3370
PRINT -te- ;B*?ACI* j>

' JINGRESE VALOR
A(IjJ)
3220
>'B' THEN 3420

PRINT
INPUT
GO TO
IF B$
PRINT
PRINT

CORRECTO DE A ( ? J í "• ) =

3460

•JINGRESE
INPUT B(IrJ)
GO TO 3220
IF D$O'CJ THEN
PRINT "K"?B$ÍC(I»J)
PRINT 'JINGRESE VALOR
INPUT Ctlf
IF DSO-ri1 THEN 3220
PRINT -K'?B$?D(I,J)
PRINT -JINGRESE VALOR
INPUT BCI.J)
GO TO 3220
X$=CHR(13)

VALOR CORRECTO HE B ( ' ? I í J í ' ) =

CORRECTO DE C <

CORRECTO DE D ( ' ? I ?

J í " > =

J í " ) =

HAN SIDO MODIFICADOS"
GO TO 2160
REM #** COMIENZO BE CALCULO #*#
CALL 'TIME-,I*
IF Ul=2 THEN 3600
GO TO 2570
Ul = l
OPEN 'GTTT/nAT'ílj'F'fX*
WRITE *i;N,MTKyA 7B ?CyDíT$
BELETE BfCfD
CLOSE 1
01 = 2
03=1
GO TO 800

D V í
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:LOOO REM PROGRAMA: ESTADO/VALORPROP
1010 02=2
1020 IF 01O02 THENv800
1030 GO TO 03 OF 1040
1040 REM
1050 GOSUB 1080
1060 REM
1070 GO TO 800 '
1080 REM ****** COMIENZO DE CALCULO DE VALORES PROPIOS *****
1090 OPEN '@TTT/A"';i,-F" ,x$
1100 WRITE *I:A
1110 CLOSE 1
1120 REM
1130 REM *************SCALE A BEFORE FINDING ÉIGENVALUES***********
1140 DELETE EO>El>E3fP
1150 IHM EOCN)>E1(N),E3CN,N)fP(Nr3),Q$(1)
1160 IF N>1 THEN 1260
1-170 DIM E2<1*1)>Q(1»5>
1180 EO(1)=A(1>1>
1190 El(1)=0
1200 E2<1*1)=1
1210 E3(l7Í)=0
1220 F<1>1)=2
1230 Fl = l -
1240 GO TO 1880
1250 REM **********
1260 GOSUB 1300
1270 GO TO 1880
1280 REM ******************************************************aíí
1290 REM ********* SCALE A **********
1300 FOR Pl = l TO N
1310 FOR P2=l TO N
1320 E3(Pl,P2)=A(PlrP2)
1330 NEXT P2
1340 P(P1»2)=1
1350 NEXT Pl
1360 01=0,75
1370 02=1,33
1380 P3=0
1390 P4=0 ' , •
1400 FOR Pl=l TO N '
1410 Q7=0
1420 Q8=0

-1430 FOR P2 = l TO N
1440 IF P1=P2 THEN 1470 " ' -
1450 Q7=Q7+ABS(A(P2fPD)
1460 Q8=Q8+ABS<A(PlrP2))
1470. NEXT P2
1480 IF Q7*Q8=0 THEN 1520 . .
1490 Q3=Q7/Q8
1500 IF Q3<Q1 THEN 1540
1510 IF Q3>Q2 THEN 1540 . ...-
1520 P4=P4+1 . '
1530 GO TO 1610
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1540
1550
1560

• 1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
i 930
I? 40
iVaO
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070

N
N

N
N

FOR P2=l TO N
IF P1=P2VTHEN 1590 -
A<Pl>P2>=A(PlFP2)*a9
A(P2fPl)=A(P2jPl)/Q9
NEXT P2
P<Fl,2>=P(Plf 2)*G9
NEXT Pl
P3=P3+1
IF P3>30 THEN 1790
IF P4<N THEN 1390
04=0
FOR Pl = l TO
FOR P2=l TO
G3=A(P1>P2>
R4=Q4+Q3*Q3
NEXT P2
NEXT Pl
Q4=SQRCQ4)
FOR Pl = l TO
FOR P2=l TO
A(P1»F2)=A<P1>P2)/Q4
NEXT P2
NEXT Pl
RETURN
FOR Pl=l TO N
P(P1>2>=1
FOR P2=i TO N
A<F1>P2)=E3(P1»F2) " '
NEXT P2
NEXT Pl
04 = 1
RETURN
REM ********* ENB OF SCALING ***********
REM ***************** FIND EIGENMALUES *******************
E8=48
QÓ=1/2"E8
REM ********* FIND EIGENVALUES *********
IF N<2 THEN 2500
IF N>2 THEN 1960 ' . '
P(lí3)=A(2rl)

GO TO 2500
P5=N-2 !
FGR P3=l TO P5

¿61

Qi = 0
FOR P1=P4 TO N
E3CP1 ,P3)=A(P1 jP3)
Q1=Q1+ABS<A(P1>F30 )
NEXT Pl
IF Ql<>ABS(A(P4rP3) )
P(P3f3)=A<P4»P3) • .-
E3(P4*P3)=0
GO TO 2450

THEN 2090
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2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140

' 2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210

2230
2240
2250-
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2540
2550
2560
2570
2580
2590
2600
2610

180

3 )

K h. n

FOR P1 = P4 TO N
Q2=A<PlfP3)/Ql ....
A<P1>P3)=Q2
Q3=Q3+Q2*Q2
NEXT Pl
Q2=SQR(Q3)
IF A(P4rP3)<0 THEN
Q2=-Q2
Q3=Q3-Q2*A<P4>P3)
A ( P4 , P3 ) =A ( P4 f P3 ) -Q2
F(P3,3)=Q2*Q1
E3 ( P4 , P3 ) =E3 ( P4 , P3 ) -P ( P3
Q7=Q1#SQR(Q3)
FOR P1=P4 TO N
E3 ( P 1 , P3 ) =E3 ( Pl , P3 ) /Q7
P(P1,3)=A(P1,P3)/Q3
NEXT Pl •
FOR P2=P4 TO N '

FOR P1=P4 TO N
Q2=Q2 + A ( Pl 7 P3 ) *A < Pl 7 P2 )
NEXT Pl
FOR P1=P4 TO N
A ( Pl r P2 ) =A < Pl , P2 ) -P C Pl 7 3 ) #Q2
NEXT Pl
NEXT P2
FOR P2=l TO N ' -
Q2-0
FOR P1=P4 TO N
Q2=Q2+A ( P2 , P 1 )
NEXT Pl
FOR P1=P4 TO -N
A ( P2 j Pl) =A ( P2 f
NEXT Pl
NEXT P2
NEXT P3
FOR P3=l TO P5

i \ P 1 , P3 )

Pl ) -P ( Pl , 3 ) #Q2

NEXT P3

FOR F'3=l TO N
P(P3fl)=0 ' •
IF P3=N .THEN 2550
Q5-Q5+P(P3r3)"2
FOR P1=P3 TO N
E3<P3rFl>=A(P3>Fl)

NEXT Pl
NEXT P3 . ...-
Q5=Q6*SQR(Q5)
REM ***:*:* QR ITERATION
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I U

2020
2030
2640
2650
2060
2070
2680
2090
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
.2840
2850
2800
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
.2990
3000.
3010
3020
3030
3040
.3050
3060-
.3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
'3150

R2=A<NfN-l)
IF N<=2 THEN

""IF A<N?N)<>0
IF .A<N-IÍN)<;

2680
THEN 2680
O THEN 2680

IF
GO

A(N-lrN
TO 2690

DOO THEN 2680

P5=N
P8=0
F6=10*N
FOR Pl=l TO N-l
FOR P3=l TO N
IF A(P1,F3)<>0 THEN 2830
NEXT P3
NEXT Pl
FOR Pl = l- TO N
FCPlf1>=1
EO(P1)=Á<P1jPl)
E1(P1)=0
NEXT Pl
GO TO 3950
P3=P5-1
P7=P3
P1=F3
IF P3<0 THEN

P3=0 THEN
ABS(A(P5fP3))<=Q5 THEN 3660
P5=2 THEN 3720

I \F

IF
IF

2820
3660

IF ABS(A(F3>P1))<=Q5 THEN 2940
P3=P1
IF P3>1 THEN 2900
IF P3=P7 THEN 3720
Q1 = A(P5 fP5)+A(P7 fP7)+R2
Q2=A(P5fP5)#A(P7íP7)-A<F5fP7)*A(P7*P5)+0*25#R2*R2

Q7=A(P3,P3)#(A(P3,P3)-Ql)+A(P3,P3+1)^A(P3+1,P3)+Q2
Q8=A(P3+l7P3)*(A(P3íP3)+A<P3+líP3+l)-Ql)
R1=ABS(Q7)+ABS(Q8) .
IF R1OO THEN 3040 -
R2=A(P5fP5- l ) " . -
GO TO 2940 :
Q9=A ( P3+2 f P3 + 1 ) *A < P3+1 , P3 ) j

P8=P8+i í
FOR P1=P3 TO P7
PO=P1-1
R4=P1+1
R5=Pl+2
IF P1=P3 THEN 3170
Q7=A(P1 Í PO)
Q8«A(R4,PO)
09=0
IF R5>P5 THEN 3170
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Mil

'í

3700
3710
3720
3730
3740
3750
3760
3770
3780
3790
3800
3810
3820
3830
3840
3850
3860
3870
3880
3890
3900
3910
3920
3930
3940
3950
3960
3970
-3980
3990
4000
4010
4020
4030
4040
4050
4060
4070
4080
4090
4100 .
.4110
4120
4130
4140
4150
4160
4170
4180
4190
4200

. 4210
4220
4230

P5=P.3
GO TO 2830
Rl = 0 * 5* ( A ( P3 F P3 ) -f A ( P5 i P5 ) )
G1=0*5*<A<P5,P5)-A<P3>P3> )
Q1 = Q1#Q1-Í-A(P3,F5)*A<P5>P3)

3il)=l
5,1)=1
QKO THEN 3840
SQR(Q1>
P3)=R1-R3
P5)=R1+R3
F3)=0
P5)=0
TO 3890
SQR<-Q1)
P3)=R1
P3)=R3
P5)=R1
P5)=-R3

PRINT P3> EO(P3)*Q47 E1ÍP3)#Q4
PRINT P5f EO(P5)*Q4» EKP5)*G4

r>cr _ or ^j — Z
TO 2830

i*

P(P
P(F
IF
R3=
EO<
EO(
E1C
Ei(
GO
R3=
EO(
El (
EO(
É1(
REM
REM
Ftcr. —
^ —

GO
REM
REM

PRINTS EIGENVALUES
AS FOUND

########### END OF EIGENMALUE

OUTPUT EIGENVALUES

THEN 4020
SE PUEDE ENCONTRAR VALOR PROPIO NO. "ÍPlí'GGGGG1

VALORES
PROPIOS

PROPIOS*
IGUALES

DE MODO QUE QUEDEN

OR ABS ( El ( J ) -El ( Jl) ) >E9 THEN 4170

REM
FOR Pl=l TO N
IF PCPl íDOO
PRINT eU2I-NO
END
NEXT Pl
REM ORDENACIÓN DE LOS
REM CONTIGUOS VALORES
E9=l*OE-5
J=0
J=J+1
FOR J1=J+1 TO N
IF ABS(EO( J)-EO( Jl) »E9
T8=EO(J-K1) ' . -
EO(J+1)=EO(J1)
EO(J1)=T8
T8=E1(J+1)
El( J+1)=E1( Jl)
El( J1.)=J8
J=J+1-
NEXT' Ji
IF J<N-1 THEN 4070
REM CHEQUEO PARA VER SI EXISTE ALGÚN VALOR PROPIO CON SU PARTE
REM IMAGINARIA DIFERENTE DE CERO» (EPSILON PARA COMPARACIONES I E9 )
E9=l»OE-4 .
FOR J=l TO N • ' :

IF EO(J)=0 THEN 4260
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4240 IF ABS(E1(J)/EO(J))>E9 THEN 4200
4250 E1(J)=0
4260 NEXT J
4270 J=0
4280 J=j+l
4290 IF ABS(E1(J))>E9 THEN 4320
4300 IF J<N THEN 4280
4310 GO TO 4350
4320 REM CALCULO EN EL CAMPO HE LOS NÚMEROS COMPLEJOS
4330 01=9
4340 GO TO 4370
4350 REM CALCULO SOLO CON ELEMENTOS REALES
4300 01=7
4370 RETURN

su
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1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1200
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350.
1300
1370
1380
1390
14.00
1410
1420
1430
1440
1450
1400
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530

TODOS LOS VP Y VPG Y LOS ALMACENA

ALMACENARLA EN STTT/T

REM PROGRAMA:ESTADO/MATRIZT
02=7
IF 01O02 THEN 800
REM
REM
REM *** SUB, SIGUIENTE CALCULA
REM EN MATRIZ TI
GOSUB 1440
REM ***' MATRIZ TI ESTA LISTA,
OPEN ' 0TTT/T ' i 6 , - F ' , X$
WRITE *Ó:TI
CLOSE 6
REM #** ALMACENAR MATRIZ TI EN
REM EFECTUAR REDUCCIÓN DE GAUSS-JORDAN PARA
DELETE A1»A2
DIM Al(NfN)
A1=T1
GOSUB' 1890
REM *** EN ARCH, 't?TTT/OP QUEDAN LAS NO OPERACIONES
REM EN.VECTOR T9 QUEDA EL ORDEN HE

NOMBRE Air A FIN DE PODER
INMERSA \

«P-

DE FILAS
COLUMNAS

CLOSE
IF R=N THEN 1240
PRINT -JMATRIZ TI
STOP.
01=8
GO TO 800.
REM *** VALORES PROPIOS SON
REM CALCULO DE LOS VECTORES
REM

NO TIENE TODAS SUS COL» L . I . (ES SINGULAR)GGGG"

REALES ***#
PROPIOS YT EN CASO NECESARIO

DE VECTORES PROPIOS GENERALIZADOS
REM DEFINICIÓN DE VARIABLES:
REM

( VP, Y VPG» ) DE LA MATRIZ A

EO
Al

MI
TI

N-VECTOR QUE CONTIENE LOS VALORES PROPIOS' DE "A'
MATRIZ N*(N+1) PARA ALMACENAR (TEMPORALMENTE) LAS
MATRICES (A-ILAMBDA) Y (A-ILAMBDA¡X)r CON X=N~VECTQR
MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA DEL I-ESIMO VALOR PROPIO DE 'A1
MATRIZ N*N DE- TRANSFORMACIO.N * - SUS COLUMNAS SÉPAN-
LOS VP, Y VPG* DE 'A'
N-VECTOR (TEMPORAL) PARA ALMACENAR EL ORDEN
DE LAS COMPONENTES DE UN VP» O DE UN VPG,

R = RANGO DE 'Al' .
Q = DEGENERACIÓN DE- 'Al1 ( Q^N-Fí ) •

VARIABLE (TEMPORAL)

REM
REM
REM
REM
'REM
REM ,
REM T9
REM '
REM
REM
REM T8 =
REM
REM
DELETE T9j;Tl»T2r Al? A2yQ —
DIM Tl-(NiÑ) rT9(N)>AKN7N + l
OPEN ' @TTT/A ' ? 5 > •• U " * X*
OPEN -eTTT/Al'í1,"U",X*
OPEN 'STTt/OP' í 2 r 'U"» X*
Ml = l
FOR 1 = 1 .TO N
IF" I = N THEN 1590
REM OBTENCIÓN DE LA
E9=1.0E-5 •

i i

MULTIPLICIDAD DEL I-ESIMO -VALOR PROPIO
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1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1020
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1900
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040.
2050
2060
2070

IF ABS(EO(I)-EO(I+1) XE9 THEN 1560
GO TO 1590
M1=M1+,1
GO TO 6430
REH CONSTRUCCIÓN DE LA MATRIZ
E9=1.0E~5 '
A1 = Q '
CALL
REAB
FOR
A( Jr J)=A(Jr J)~EO(I)
NEXT J
FOR J=l TO N
FOR Jl = l TO N

Al " = ( A~I*EO(I ) >

'RENIÑO"
+5.IA

TO N
(Jr J)

J=l

NEXT
NEXT
CALL
REAB
CALL
WRITE
GOSUB
IF
GO

J1)=A( J
Jl
J
'RENIÑO
*5:A
"REWINO
*1ÍA1
1890

R=N THEN
TO 2810

Jl)

1780

PRINT 'LA MATRIZ "A1"ÍCOL*1 HASTA 'ÍN1Í"> TIENE1
PRINT 'TODOS SUS VECTORES COLUMNA LINEALMENTE INDEPENDIENTES1
STOP " ' "
REM SUBRUTINA PARA HALLAR EL RANGO BE "Al" Y LA MATRIZ "Al"

TRANSFORMADA, UTILIZANDO EL MÉTODO BE GAUSS-JORBAN PARA
LA SOLUCIÓN BE UN SISTEMA BE N ECUACIONES ALGEBRAICAS
LINEALES SIMULTANEAS

REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM

LAS OPERACIONES ELEMENTALES EN LAS FILAS DE Al?
EN EL ARCHIVO 6TTT/OF1
NO ES EL NUMERO DE OPERACIONES

SE ALMACENAN

N1=N
IF 04=0 THEN 1960
N0=0
CALL "RENIÑO" r2
WRITE *2ÍNO • '
REM "iNICIALIZACION DE T9 Y MÉTODO DE GAUSS-JORDAN
FOR 11=1 TO N

TO NI
THEN 2700

NEXT 1-1 -
FOR 11=1
IF I1=N1
12 = 11
J2=I1
REM HALLAR EL Il-ESIMO
T8=ABS(Al(Ilf ID )
F.OR... 13=11 TO N '
FOR J3=I1' TO NI
IF T8=>ABS(A1(I3> J3) ) THEN

ELEMENTO PIVOTE (ESTARA EN POSICIÓN

110

J2)
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MI

'írf

2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2200
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2540
2550
2560
25.70
2580
2590
2600
2610

12=13
J2 = J3
T8=ABS(AKI3f J3) )
NEXT J3
NEXT 13
IF TB<E9 THEN 2740
IF 11=12 THEN 2270
REM INTERCAMBIO DE LA FILA II CON LA FILA 12
REM
REM *** OPERACIÓN NO, 1 — INTERCAMBIO DE FILA II CON FILA 12
IF 04=0 THEN 2220
NO=NO+1
WRITE *2:i*Il»I2,0
REM
FOR J=I1 TO NI
T8=Al(IlfJ)
AKIlr J)=Al(I2f J)
Al(12* J)=T8
NEXT J
IF I1=J2 THEN 2390
REM INTERCAMBIO DE LA COLUMNA II CON LA COLUMNA J2
FOR J=l TO N
TB=A1(J*I1)
A1(J*I1)=A1(J,J2)
A1(J,J2)=T8
NEXT J
REM OBTENCIÓN DEL NUEVO ORDEN DE LAS COMPONENTES BEL VP.
T8=T9<I1)
T9(I1)=T9(J2) ' '
T9(J2)=T8
REM DIVISIÓN DE LA FILA II POR EL ELEMENTO PIVOTE (COL* II TO NI)

REM '
REM OPERACIÓN NO. 2 — DIVISIÓN DE FILA II PARA T8
IF 04=0 THEN 2460
NO=NO+1 '
i r r ~ É - T T r ~ J U ' - * t * " ) T - i * T " n / " \. H F ^ I - ^ í r l l j l o j O

REM
FOR J=I1 TO NI
AKIlf J)=Al( I l rJ) /T8 ' . '
NEXT J • .
REM.INTRODUCCIÓN DE CEROS EN COLUMNA II* EXCEPTO EN AKIlfll)
FOR K2=l TO N !
IF K2=I1 THEN 2650
T8=-A1(K2»I1) . ' ' . •
REM
REM OPERACIÓN NO* 3 — SUMAR A FILA K2 EL PROHUCTO DE FILA II
REM POR T8
IF 04=0 THEN 2600
NO=NO+1
WRITE *2:3?K2fIljTB
R E M . . . . . * '
FOR J=I1 TO NI.
Al(K2f J)=AKK2f J)+T8#AKI1» J)

M
4 i
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2620
2630
2640
2650
2660
2670
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2860
2870
2880
•2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150

IF ABS(A1(K2, J»>E9 THEN 2640
Al(K2rJ)=0
NEXT J
NEXT K2
NEXT II
REM
R-N1
GO TO 2750
IF ABSCAlíNl^Nl)XE9 THEN 2740
GO TO 2390
REM ESTE, ES UN PASO NECESARIO PARA QUE EL PROBLEMA
REM CUA'NDO LA SUBRUTINA NO ES PARA VER SI UN CONJ,

IF 04=0 THEN 2780
CALL "REWIND"f2
WRITE *2ÍNO _ . .._
RETURN-<—— " ~~~
REM OBTENCIÓN DE LA DEGENERACIÓN <Q) BE 'Al1

REM

TENGA SOLUCIÓN
BE VECTt ES L.I

IF Q=M1 THEN 5540
IF 0=1 THEN 5890
REM CASO EN QUE 1<Q<M1

SE BEBE CALCULAR (Q) VECTORES PROPIOS Y
(Ml-Q) VECTORES PROPIOS GENERALIZADOS
VARIABLES:
K9= ORBEN BEL MAYOR BLOQUE BE JORDÁN PARA VALOR PROP
Fl= MATRIZ QUE ALMACENA EL VALOR DEt <A-I*LAMBDA(I>)

ALMACENA TEMPORALMENTE LOS VP* Y VPG,
PROPIO LAMBBA(I)

REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
Q1=Q
K9 = 2
CALL
REAB

Xl = MATRIZ QUE
PARA VALOR

LAMBDA(I)
% K9

•REWIND
*I:AI

DELETE FlrF2rXl,X2>VO,Vl
BIM FKNí N+l) rXl(N,Ml-fl)
REM ASIGNAR A MATRIZ Fl ,
F1=A1

VO(Ql),Vl(NrQl)tV2CM1)
EL VALOR DE MATRIZ Al (COL 1 HASTA N-fl)

OPEN ' 2TTT/F1 ' ? 3 T
OPEN -eTTT/RE" Í4r
REM ESCRITURA DE:
CALL ' REWINB ' ,3
WRITE +3IF1
REM MATRIZ F1=(A
CALL -REWINB1 .4
FOR J=l TO N
FOR Jl=l TO N

U ' r X$
U' 5 X* .' - '
< A.-I*LAMBDA ( I ) ) (K9-1) EN ARCH, PTTT/F1

-I*LAMBBAXI))"K9.SE PONE EN ARCH.GTTT/RE POR FILAS

FOR J2=l TO
T8=T8+F1( J?

NEXT J2
WRITE +4IT8
NEXT Jl
WRITE *4:0

N
Jl)
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3100

3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3260
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3330
3340
3350
3360
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3520
3530
3540
3550
3560
3570
3580
3590
3600
3610
3620
3630
3640
3650
3660
3670
3680
3690

NEXT J
REM CALCULO BEL RANGO DE Fl (LEER Fl DE ARCH.0TTT/RE,CON NOMBRE Al)
CALL 'REWIND'r4
REÁÜ *4ÍAl
04=0
GOSUB 1900
IF R=N~M1 THEN 3330
IF R>N-M1 THEN 3280
PRINT 'EL RANGO DE LA MATRIZ Fl=(A-I*LAMBDA(I))~K9 NO DEBE1

PRINT "SER MENOR BE (N-M1) PARA QUE EL PROBLEMA TENGA SOLUCIÓN'
STOP
REM LECTURA DE MATRIZ Fl HE ARCH. gTTT/RE, CON NOMBRE Fl
CALL 'REWIND"f4
REAB'*4ÍF1 j
REM LECTURA DE MATRIZ Al=(A-I*LAMBDA(I)) ¿
CALL ' REWIND'i 1
READ +1ÍA1
K9=K9+1
GO TO 3030
REM CALCULO DE (MI) VECTORES L«I* SOLUCIÓN HE (F1)*X=0, DONDE
REM F1=(A-I*LAMBDA(I)>~K9* NORMALIZACIÓN Y
REM ALMACENAMIENTO EN MATRIZ TI (COL.(I+1-M1) HASTA (I))
Q=M1

REM OBTENCIÓN DE LOS (M1-Q1) ^
REM SI (A-IKLAMBDA(I))"<K9-1)*(
REM (COL.DE TI) PUEDE SER VPG»

G * f A PARTIR DE COL. BE MATRIZ TI
COL» DE Tl)OOr ENTONCES
CORRESP* A UN BLOQUE DE JORDÁN K9*K9

REM M5 CONTARA LOS VECTORES DE MATRIZ TI QUE SON VP*
REM M6 CONTARA LOS VP. DE MATRIZ XI

M6=0
REM M7 CUENTA LOS VECTORES DE T¡1 PARA LOS QUE: A1"(K9-1 >=0 CON K9>2
REM MB ES UN INDICADOR
M7=Ó
M8=0
CALL 'REWIND'fS
READ +3ÍF1

T8=I+J-M1
FOR Jl=l TO N
REM COLUMNA <N+1) DE Fl GUARDA
F1( J1 J N+1)=0
FOR J2=l TO N' |
Fl( JlíN+Í)=FK Jlf N + D+FK Jl» J2)!#T1 ( J2»T8)
NEXT J2
IF ABSÍFKJljN+1) XE9 THEN 3660
M2=l
GO TO 3670
Fl.C J1VN+1)=0
NEXT Jl

(A-I*LAMBDA(I))~(K9-1)*(COL,DE TI)

REM M2OQ ENTONCES (COL* DE TI)
IF M2=0 THEN 3720 . '

ES UPS* CORRESP» A UN BLOQUE K9*K9
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3700 GO TO 3840 1
3710 REM SI K9=2 ENTONCES (COL. DE TJl) ES VP.
3720 IF K9=2 THEN 3770 !

3730 M7=M7+1 !
3740 V2(M7)=T8 \0 GO TO 4350 ¡

3760 REM SE ALMACENA EL VP . EN MATRIZ VI (COL, M5)
3770 M5=M5+1
•3780 FOR Jl=l TO N
3790 Vl(J1,M5)=T1<J1>T8)
3800 NEXT Jl !
3810 GO TO 4350 ¡
3820 REM M3 CUENTA LOS VECT. DE MATR¡IZ TI HALLADOS: DESDE (Ml + 1) HASTA 2
3830 REM M3=2 ENTONCES SOLO SE DEBE CALCULAR 1 VP* ADICIONAL (NO 1 VPG.)
3840 IF M3=2 THEN 4350 . j
3850 REM SE ALMACENA EL" VPG, EN MATRfTZ XI (COL. M3)
3860 FOR Jl=l TO N i
3870 Xl(JlrM3)=Tl(JÍ,T8) ¡
3880 NEXT Jl " j
3890 M3=M3-1 i
3900 IF K9=2 THEN 3930- ' ¿
3910 GO TO 3980 i
3920 REM SI K9=2 ENTONCES (A-I#LAMBDfc(I))"(K9-1)*VPG, DEBE SER YA UN VP .
3930 FOR Jl=l TO N |
3940 Xl(Jl»M3)=Fl(JljN+l) ¡
3950 NEXT Jl i
3960 GO TO 4070
3970 REM CALCULO VECTOR (A-I*LAMBDA(I))*VPG. SE ALMACENA EN MATRIZ XI
3980 CAL'L '• REW.IND" » 1
3990 READ *1!A1
4000 FOR Jl=l TO N
4010 XlCJlfM3)=0
4020 FOR J2-1 TO N
4030 XI(JlFM3)=Xl<JljM3)+AKJl,J2)*TÍ(J2rT8)
4040 NEXT J2
4050 NEXT Jl
4060 REM,M4 CONTROLA EL MÁXIMO ORDEN DÉ UN BLOQUE DE JORDÁN (=K9)
4070 M4=2 !

4080 REM CHEQUEO HE SI COL. M3 DE MATRIZ XI ES VP, O VPG.
4090 M3=M3-1
.4100 M2=0
4110 FOR Jl=l TO N
4120 Xl(JlyM3)=0
4130 .FOR J2=l TO N
4140 XI ( JlíM3)=Xl(JlFM3)+AK Jl, J2)*:XÍ (J2?M3-fl)
4150 NEXT J2'
4160 IF" ABS(Xl(JliM3)XÉ9 THEN 4190
4170 M2=l
4180 .GO TO 4200 ;
4190 Xl(JlrM3)=0 . I
.4200 NEXT Jl
4210.'REM M2=0 ENTONCES ES VP. ( DE LO CONTRARIO ES VPG.)
4220 IF M2=0 THEN 4320 i - •
4230 REM M3=l ENTONCES YA NO SE PUEDE CALCULAR OTRO VECTOR ADICIONAL
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-4240 IF M3=l THEN 4290
4250 M4=M4+1

IF M4OK9 THEN 40904260
4270
4280
4290
4300
4310
4320
4330
4340
4350
4360
4370
4380
4390
4400
4410
4420
4430
4440
4450
4460
4470
4480
4490
4500
4510
4520
4530
4540
4550
4560
4570
4580
4590
4600
4610
4620
4630
4640
4650
4660
4670
4680
4690
4700
4710
4720
4730
4740
4750
4760
4770

SOLO PUEDE SER HE ORBEN K9 POR K9REM EL MAYOR BLOQUE BE JORDÁN
M4=M4~1
M3=M3+M4
M9=0
GO TO 4350

M6=M6+1
VO(MÓ)=M3+1
IF M8=0 THEN 4380
IF M9=l THEN 5190
GO TO 4460
IF M3=l THEN 5320
REM CHEQUEAR SI SE HA COMPLETADO LA BUSQUEBA BE BLOQUES K9#K9
IF J=M1 THEN 4430
J=J + 1
GO TO 3550
J4=0
M8=l
IF M7=0 THEN 4880
J4-J4+1
IF J4>M7 THEN 4870
T8-Y2<J4>
IF M3=2 THEN 4510
GO TO 3860
FOR Jl=l TO N

NEXT Jl
M3=M3-1
CALL •REWIND1 ?1
REAB *1¡A1

N

•i í.

FOR Jl=l TO
Xl<J1*M3)=0
FOR J2=l TO N
XI ( JlíM3)=Xl( JlyM3)+AK Jl:
NEXT J2
IF ABS(X1(J1,M3)XE9 THEN

GO TO 4670

NEXT Jl -
IF M2=^0 THEN 4720
M3=M3+1
GO TO 4460
REM HALLAR EL RANGO BE XI (COL*
FOR Jl = l TO M1-M3 + 1 '
FOR J2=l TO N
Al ( J2 7 Jl) =X1 ( J2 , M34-J1) .
NEXT J2 • '•"
NEXT Jl
04 = 0

J2)*X1< J2.M3+1)

4660

M3+1 HASTA Ml+1)
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4780
4790
4800
4810
4820
4830
4840
4850
4860
4870
4880
4890
4900
4910
4920
4930
4940
4950
4960
4970
4980
4990
5000
5010
5020
5030
5040
5050
5060
5070
5080
5090
5100
5110
5120
5130
5140
5150
5160
5170.
5180
5190
5200
5210
5220
5230
5240
5250
5260
5270
5280
5290
5300
5310

N1=M1-M3+1
GOSUB 1910
IF M2=5 THEN 5210
IF .M2=10 THEN 5350
IF R=N1 THEN 4840
GO TO 4690

VO(M6)=M3-H
GO TO 5320
J4=0 j
IF M5-0 THEN 5280 . ¡
J4=J4+1 i
REM CHEQUEO DE SI COL* JA DE MATRIZ VI ES L.I, CON LOS
REM VECTORES DE MATRIZ XI HALLADOS PREVIAMENTE
REM
REM FORMAR MATRIZ Al (COL* J4 DE Vlí Y COL. M3+1 HASTA Ml+1 DE XI)
FOR J2=l TO N . i
Al(J2Jl)=Vl(J2r J4) !
NEXT J2 \R J2=2 TO M1+2-M3 i

T8=M3+J2-1 . !
FOR Jl = l TO N ¡
Al( Jlf J2)=X1( JlfTB) !
NEXT Jl !
NEXT J2.
04 = 0
Nl=Ml-M3+2 i
REM HALLAR RANGO DE MATRIZ Al (fcOL* 1 HASTA M1+2-M3)
GOSUB 1910 !
IF R=N1 THEN 5100
GO TO 5170 I
REM COL* J4 DE MATRIZ VI ES L*IÍ CON DEMÁS VECT . DE MATRIZ XI
FOR J2=l TO N ;
X1(J2,M3)=V1(J2> J4)
NEXT J2
MÓ=MÓ+.l
VO(MÓ)=M3
M3=M3-1
-IF M3 = l THEN 5320
IF J4=M5 THEN 5280
GO TO 4890 '

GO TO 4720
M2=0
IF R=N1 THEN 5250

GO TO 4460
IF M3=l THEN 5320
GO TO 4400
REM SE HA BUSCADO -LOS VP. Y VPG. Y .NO SE LOGRA FORMAR LA MATRIZ TI
PRINT -JNO SE PUEDE ENCONTRAR TODOS LOS VP« Y VPG*-
PRINT 'CORRESPONDIENTES AL VALOR PROPIO LAMBDA C ' ? I í ' ) = • í EO ( I )
STOP • ¡ '
REM EL NO, DE VP, DE MATRIZ XI DEBE SER IGUAL A LA DEGENERACIÓN CU
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5320
5330

IF M8=l THEN 5380

GO TO 4720
5350
5360
5370
5380
5390
5400
5410
5420
5430
5440
5450
5460
5470
5480
5490

DOJ.U
5520

5550
5560
5570
5580
5590
5600
5610
5620
5630
5640
5650
5660
5670
5680
5690
5700
5710
5720
5730
5740
5750
5760
5770
5780
5790
5800
5810
5820
5830
5840
5850

5380

5450
: EL NO* DE
SER IGUAL
DE MATRIZ

VP, DE¡ MATRIZ XI DEBE'
A LA DEGENERACIÓN Ql•
Al? PARA VALOR PROP, LAMBDA(

IF R=N1 THEN
GO TO 5280
IF M6=Q1 THEN
PRINT ' JERROR
PRINT '
PRINT '
STOP . !

REM COLOCAR MATRIZ XI (COL* 2 HASTA (Ml + D)
REM EN MATRIZ TI (COL. (I-fl-Ml)' HASTA I )
T8=I-M1 i '
FOR J=l TO N ' ;
FOR Jl=l TO MI ;
TICJfT8+Jl>=Xl(JfJl+1)
NEXT Jl
NEXT J í
DELETE FlfF2jXlfX2»VO»
GO TO 6420
REM CASO EN QUE Q=M1
GOSUB 5590 i
GO TO 6420 ;
REM SUBRUTINA PARA CALCULO DE LOS Q VECTORES

) = 'íEO(I )

VI > V2 , V3

REM LINEALMENTE INDEPENDIENTEST ASOCIADOS
PROPIOS NORMALIZADOS

CON
EN

EL
TI

I-ESIMO
REM VALOR PROPIO DE 'A'í Y ALMACENAMIENTO
FOR J=l TO Q
U8=I+J-M1 • '
T8=I1+J-1
FOR Jl=l TO I1-1
T1(T9(J1)>U8)=A1(J1,T8)
NEXT Jl
FOR J1=I1 TO N
IF J1=T8 THEN 5690
T1(T9(Jl)>U3)=0 '
GO TO 5700
TKT9ÍJ1) f U8)=-l
NEXT Jl
GOSUB 5740
GO TO 5830
REM SUBRUTINA PARA" LA NORMALIZACIÓN DE UN VP, O VPG«
T8=0
FOR Jl=l TO N
T8=T8+T1(JlrU8)"2 • -
NEXT Jl . ' "
T8=SQR(T8)
FOR Jl=l TO N
TIC Jlf U8)=T1( Jl.íU8)/T8
NEXT Jl
RETURN
NEXT J . ...-
RETURN
REM CASO EN QUE Q=1OM1
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5800
5870
5880
5890
5900
5910
5920
5930
59-40
5950
5960
5970
5980
5990
6000
6010
0020
6030
0040
0050
0060
0070
0080
0090
6100
0110
^120
0130

#6240

,1*6270
r|6280
.$6290
.̂6300
'K6310

36340
Sil; 6350

ÍÍ'~ 6360
f|- 6370
¿ 6380
4 6390

REM SE DEBE CALCULAR 1 VP* Y (Ml-1) VPG.
REM ;

REM CALCULO DEL VECTOR PROPIO

(N-f-1) DE MATRIZ Al (TERM.
(I+J4-M1) DE MATRIZ TI

INDEP.)

DE COL» (Kí+1)
OPERAC.ELEMT,

DE MATRIZ Al MODIFICADA
PR E V I A S

HASTA N)f ALMACENADAS
DE
EN

FILAS
ARCH.

DE Al
0TTT/OP

FOR J4 = l TO Ml-1
REM OBTENCIÓN DE COL
REM A PARTIR DE COL»
T8=I+J4-M1
FOR Jl=l TO N
Al( Jl JN+1)=T1(J1 ,T8)
NEXT Jl.
REM *** CALCULO
REM POR NO
REM (COL. 1
REM
CALL 'REUIND' »2
READ *2: NO
DELETE Pl
DIM PK4)
FOR Jl=l TO NO
READ *2tPl
GO TO Pl(l) OF 6090? 6140,0180 j
REM *#* OP. 1 — INTERCAMBIAR FILAS INDICADAS POR PK2) CON P1C3)
T8=A1(P1(2) jN+1) i
AKPK2) jN + l)=Al CPK3)
AKPK3)
GO TO 6230
REM #*# OP* 2 — DIVIDIR FILA INDICADA
AKPK2) ,N+1)=A1CP1(2) .N+D/PK3)
GO TO 6230
REM ##* OP* 3 — SUMAR A FILA INDICADA
REM . DE FILA INDICADA POR
T8=A1(P1(2) ,N+1)
T8=T8+A 1 < Pl ( 3 ) , N-f 1 ) *P 1 < 4 )
IF ABS(T8)>E9 TREN 6220
T8=0
A'1(P1(2) i N+1)=T8
NEXT Jl
DELETE Pl

í-f

•Í4'

POR P1C2) PARA PK3)

POR PK2) EL PRODUCTO
P1C3) POR Pl(4)

T8=I+J4-M1+1
IF ABS(AKJ1»N+1»<E9 THEN 6320
PRINT
PRINT
PRINT
STOP
IF J1

LA ECUACIÓN PARA HALLAR EL VPG
•CORRESPONDIENTE AL
1 NO TIENE SOLUCIÓN

¡N THEN 6370

VALOR PROPIO
ÍT8Í" DE
LAMBDAC'i

TI
i;

J1=J1+1
GO TO 6270
REM CALCULO DEL J4-ESIMO VFG* ASOCIADO
REM A PARTIR :HE LA SUMA DE COLUMNAS DE
FOR Jl = l TO -11-1 ¡
TKT9C Jl) » T 8 ) = A 1 C Jl» II ) -f Al ( Jl»Ilj+1)
NEXT Jl ' i

CON
'Al

LAMBDACI)
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v * Y:
' A

0400 TI(T9CI1)yT8)
0410 NEXT J4
6420 Ml = i
0430 NEXT I
6440 RETURN
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1000
1010
1020
"1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450.
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530

1210
'0TTT/T1

REM PROGRAMA;
02=9
IF 01O.02 THEN
REM
REM
GOSUB
OPEN
URITE *6ÍT1j
GLOSE 6
DELETE A1.A2
DIM AKNrN) ,
A1=T1
A2-T2
GOSUB 1570
CLOSE '
IF R=N THEN
PRI 'MATRIZ
STOP
01 = 10
GO TO 800
REM ### SIGUE

ESTAÍJO/MATRIZTC

800

Í6* "F"

1180
(T1+JT2) NO TIENE TODAS SUS COL* L.I* (ES SINGULAR)GGG

CALCULO DE UP Y VPG
CÉLETE T9fTl7T2jAljA2»G
DIM T9(N) rTKN^N) ?T2(NíN
OPEN '0TTT/A' ?5> 'U' , X$
OPEN -eTTT/Al ' ?lr "U" y X$
OPEN 'eTTT/OP' 52» 'U' 7 X$
Ml = l
FOR 1=1 TO N
IF I=N THEN- 1360
E9=l »OE-10
IF ABS(EOd)-EOd-M) )<E5¡
GO TO 1360
IF ABS<EKI)-E1(
GO TO 1360

?Al(N,N-fl>

THEN 1320

THEN 1340

GO TO '5990
E9=1»OE-10
Al=0
A2 = 0
CALL 'REWINn'fS-
READ +5ÍA "
FOR' J=l" TO N
FOR Jl=l TO N
Al< Jr J1)=A< J» Jl)
NEXT Jl ' • - •
Al ( J, J)=A< JT J)-EO(Í )
A2(JrJ)=-EKI)
NEXT J
CALL. -REUIND' , 1
URITE *1ÍA1,A2
GOSUB 1570
IF R=N THEN 1530
GO TO 2440 ' .
PRINT 'MATRIZ A - LAMDA*! TIENE TODOS SUS LECTORES COLUMNA
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1540 PRINT 'LINEALMENTE INDEPENDIENTES"
1550 STOP

REh *** COMIENZO DE SUB. GAUSS-JORDAN1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1'960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
.2060
2070

N1 = N
IF 04=0 THEN 1630
N0=0
CALL 'REWIND' ,2
URITE *2:NO
FOR 11=1 TO N
T9<I1)=I1
NEXT II
FOR 11=1 TO NI
IF I1=N1 THEN 2370
12=11
J2=I1

THEN 1770

J3)~2)

FOR 13=11 TO N
FOR J3=I1 TO NI
IF T8=>SQR(AKI3r J3)~2-fA2(I3r
12=13
J2=J3
T 8 = S G R ( A l ( I 3 r J 3 ) ~ 2 + A 2 ( I 3 7
NEXT J3
NEXT 13
IF T8<E9 THEN 2390
IF 11=12 THEN 1920
IF 04=0 THEN 1840
NO=NO+1
W R I T E * 2 : i * I l r I 2 r O , 0
FOR J=I1 TO NI
T8=AKI1>J)
AKIlr J)=A1(I2? J)
AKI2>J)=T8
T 8 = A 2 ( I 1 J J )
A2(I l f J^=A2( I2 fJ )
A2(I2fJ)=T8
NEXT J
IF I1=J2 THEN
FOR J=l TO N
T8=A1(J»I1)
A1(JÍI1)=A1( J
Al(JyJ2)=T8
T8=A2(JrIl)
A2 ( J,I1)=A2< J, J2)
A2(J?J2)=T8
NEXT J
T8=T9(I1)
T9(I1)=T9(J2)
T9(J2)=T8
REM *** MULTIPLICACIÓN DE FILA II POR I/PIVOTE
U 8 = : A l ( I l 7 l l ) " 2 + A 2 ( I l r I l ) " 2
T8 = Al(IÍf ID/US
U8=-A2(IlyIl)/US

050

J2)
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2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
2520
2530
2540
2550
2560
2570
2580
2590
,2600
2610

IF 04=0 THEN 2110
NO-NO+1
WRITE *2í2rIlrT8,U8>0
FOR J=I1 TO NI
U9=A1(I1> J)#TB-A2(I1> J)*U8
A2(Il7 J)=AKIlr J)*U8+A2<IlF J)*T8
A1(I1> J)=U9
NEXT J
FOR K2=l TO N
IF K2=I1 THEN 2330
T8=-A1(K2> 11)
U8=-A2(K2>I1)
IF 04=0 THEN 2230
NO=NO+1
WRITE *2:3*K2>IlfT8flJ8
FOR J=I1 TO NI
U7 = T8*AKIlr J)-U8#A2(I1, J)
U9=T8*A2(I1 , J)-HJ8#A1(I1, J)
Al(K2>J)=AKK2j J)+U7
A2 ( K2 > J ) =A2 ( K2 > J ) +U9
IF ABS(AKK2i J) )>E9 THEN 2300
Al(K2r J)=0
IF ABS(A2(K2> J) )>E9 THEN 2320
A2(K2r J)=0
NEXT J
NEXT K2
NEXT 11
R=N1
GO TO 2400
IF SGR(Al(Nl»Nl)'t2+A2<Nlf N1)^2XE9
GO TO 2050
R=I1-1
IF 04=0 THEN 2430
CALL •REWIND'r2
WRITE *2INO
RETURN -
G = N-R
IF Q=M1 THEN 5090
IF Q=l THEN 5410
REM *** CASO EN QUE KCKM1
Q1=Q
K9=2
CAL'L ' REWIND' ?1
READ *líAlrA2
DELETE Fl y F2 * XI r X2 f VO r V1 1 Y2r U3
DIM FlCNíN+1) rF2(NTN+l) jXl (NyMl+1)
DIM UO(Ql) ?U3(M1 )
F1 = A1
F2=A2
OPEN ' 0TTT/F1 ' ? 3 , " U ' , X$
OPEN "0TTT/RE' Í4 , 'U" , X* •
OPEN -eTTT/IM- ?7r 'U' rX$
CALL ' REWIND' ,3
WRITE *3:F1*F2

THEN 2390

X2 ( N , Hl-fl ) / VI ( N r 01 ) , V2 ( N , QÍ )
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2620
2630
2640
2050
2660
2070
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2860
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960 .
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3000
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150

CALL 'REWIND1 *A
CALL 'RENIÑO1 >7
F'OR J = l TO N
FOR Jl = l TO N •

FOR J2=l TO N
T8=T8+F1< Jr J2)*Ai< J2 , JD-F2C J

U •
Ai i

J2)#A2(J2> Jl )
U8=U8+FKJFJ2)*A2<J2*J1)+F2CJ*J2)*Al(J2jJl)
NEXT J2
WRITE *4IT8
WRITE *7tU8
NEXT Jl
WRITE *4:0
URITE +7ÍO
NEXT J
CALL 'REWIND',4
READ *4ÍA1
CALL íREWIND1,7
READ +7IA2
04=0
GOSUB 1580
IF R-N-M1 THEN
IF R>N-M1 THEN
PRINT 'RANGO DE MATRIZ F1 +JF2=(A-I#LAMBDA(I))"K9
PRINT 'NO DEBE SER MENOR DE (N-M1) PARA SOLUCIÓN
STOP
CALL ;REWIND1r4
READ *4ÍF1 -
CALL 'REWIND"y7
READ *7ÍF2
CALL 'REWIND'rl -
READ *1ÍA1*A2
K9=K9-t-l
GO TO 2600
Q=M1

5110

2970
2890

(CQL.l HASTA
DEL PROBLEMA M

CALL "REWIND'?3
READ *3:FlrF2
J=l " • " "

T8=I+J-M1
FOR Jl=l TO N
Fl<JlrN+l)=0
F2(JlfN+l)=0
FOR J2=l TO N.
U9=Fl(JliJ2)*T1(J2*T8>-F2<Jl»J2)#T2<J2*T8)
U7=Fl(J lFJ2)*T2(J2»T8)+F2(J1»J2)*T1<J2»T8)
Fl(Jl»N-»-l)=Fl< Jlf N+D+U9
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3160
3170
3180
3190
3200
3210
3220
3230
3240
3250
3200
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3330
3340
3350
3360
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440
3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3520
3530
3540
3550
3560
3570
3580
3590
3600
3610
3620
3630
3640
3650
3660
3670
3680
3690

F2<JlrN-fl)=F2(Jl,N-fl)+U7
NEXT J2
IF SQR<F1< JlfN-fl)"2+F2< Jl *
M2=l
GO ~TO 3230
F1C JlrN-fD^O •
F2( J1,N+1>=0
NEXT Jl
IF M2=0 THEN 3260
GO TO 3360
IF K9=2 THEN 3300
M7=M7+1

GO TO 3910
M5=M5+1
FOR Jl=l TO N
VKJlfM5)=Tl(Jl,T8)
V2CJ1»M5)=T2(Jl,T8)
NEXT Jl
GO TO 3910
IF M3=2 THEN 3910
FOR Jl=l TO N
XKJlf M3)=T1< J1»T8)
X2(J1?M3)-T2(J1ÍT8)
NEXT Jl
M3=M3-1
IF K9=2 THEN 3440
GO TO 3490
FOR Jl=l TO N
Xl(JljM3)=FKJlíN+l)
X2(JlfM3)=F2<JlfN+l)
NEXT Jl
GO TO 3620
CALL 'REWIND'íl
READ *1¡A1?A2
FOR Jl=l TO N
XI(JlrM3)=0
X2(JlrM3)=0
FOR J2=l TO N
U9=Al(JlTJ2)*Tl(J2íT8)-A2(Jlf
U7=A1(J1 j- J2)*T2(J2?T8)+A2(J1? J2)*T1
X1(J1»M3)=X1(JlfM3)+U9
X2(J1?M3)-X2(J1,M3)+U7
NEXT J2
NEXT Jl
REM M4 CONTROLA EL MÁXIMO ORDEN
M4=2
M3=M3~1
M2=0
FOR -Jl=l. TO N

) ~2 X<E9 THEN 3210

DE UN BOLQUE HE JORDÁN (=K9)

FOR J2=l TO
U9==A1( Jl? J2

N
J2rM3-f-l)-A2C Jl
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3700
3710
3720
3730
3740
3750
3760
3770
3780
3790
3800
3810
3820
3830
3840
3850
3860
3870
3880
3890
3900
3910
39.20
3930
3940
3950
3960
3970
3980
3990
4000
4010
4020
4030
4040
4050
40¿0
4070
4080
4090
4100
4110
4120
4130
4140
4150
4160
4170
4180
4190
4200
4210
4220
4230

J2)*X2< Jl F J2)#X1(
XI ( Jl7M3)=XKJlyM3
X2 ( Jl ? M3 ) =X2 ( J 1 7 M3 ) +U7
NEXT J2
I.F SQR(X1<J1>M3)~2+X2<J1*M3)~2><E9 THEN 3770
M2=l
GO TO 3790
XI < J1,M3)=0
X2(JlrM3)=0
NEXT Jl
IF M2=0 THEN 3880
IF M3=l THEN 3850

IF M4OK9 THEN 3870
M4=M4-1
M3=M3+M4
M9=0
GO TO 391Q

JF
IF
GO
IF
IF

3940
4770

4880
3980

M8=0 THEN
M9=l THEN
TO 4010
M3=i THEN
J=M1 THEN

J=J+1
.GO TO 3070
J4=0
M8=l
IF M7=0 THEN 4490
J4=J4+1
IF J4>M7 THEN 4480
T8=V3CJ4)
IF M3=2 THEN 4060
GO TO 3370
FOR Jl=l TO N
Xl(JlíM3)=Tl(Jlf T8)
X2(Jl7M3)=T2(Jl?T8)
NEXT Jl .

CALL
READ

FOR Jl=l TO N
XKJlf M3)=0

FOR J2=l TO N
U9=Al(Jl7 J2)#X1<J2» M3-fl)-A2( Jl, J2)#X2< J2?M3+1)
U7=A1( Jl* J2)#X2< J2*M3-fl ) +A2 C Jl, J2) #X1 < J2-* M3+1)
•XI ( Jl ,.M3)=X1 CJlrM3) +U9

NEXT J2

IF SQRCXICJlfM3)~2+X2(JljM3)~2)<E9 THEN 4260



n
H

4240
4250
4260
4270
4280
4290
4300
4310
4320
4330
4340
4350
4360
4370
4380
4390
4400
4410
4420
4430
4440
4450
4460
4470
4480
4490
4500
4510
4520
4530
4540
4550
4560
4570
4580
4590
4600
4610
4620
4630
4640
4650
4660
4670
4680
4690
4700
4710
4720
4730
4740
4750
4760
•4770
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GO TO 4280
XKJliM3)=Q
X2< Jl >M3>=0
NEXT Jl
IF M2=0 THEN 4320

GO TO 4010
FOR Jl=l TO M1-M3+1
FOR J2=l TO N
Al< J2, J1)=X1CJ2,M3+J1)
A2 < J2 t Jl ) =X2 ( J2 j M3+ Jl )
NEXT J2
NEXT Jl
04 = 0
N1=M1~M3+1
GOSUB 1590
IF M2=5 THEN 4790
IF M2=10 THEN 4910
IF R=N1 THEN 4450
GO TO 4300

GO TO 4880

IF M5=0 THEN 4850

J4)
J4)

FOR J2=l TO N

A2( J2?1)=U2(
NEXT J2
FOR J2=2 TO M1+2-M3
T8=M3+J2-1
FOR Jl=l TO N
AKJlf J2)=XKJlfT8)
A2( Jl, J2)=X2(Jl7T8)
NEXT Jl
NEXT J2
04=0
Nl=Ml-M3+2
GOSUB 1590
IF R=N1 THEN 4670
GO TO 4750
FOR J2=l TO N
X1C J2rh3)=VK J2? J4)
X2(J2?M3)=M2(J2f J4)
NEXT J2

v o -

M3=M3-1
IF M3=l THEN 4880
IF J4=M5 THEN 4850
GO' TO 4500
M2=5
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4780
4790
4800
4810
4820
4830
4840
4850
4860
4870
4880
4890
4900
4910
4920
4930
4940
4950
4960
4970
4980
4990
5000
5010
5020
5030
5040
5050
5060
5070
5080
5090
5100
5110
5120
5130
5140
5150
5160
5170
5180
5190
5200
52ÍO
5220
5230
240
5
5260
5270
5280
5290
5300
5310

GO TO 4320
M2=0
IF R-N1 THEN 4830
M3=M3+M4
GO'TO 4010
IF h3=l THEN 4880
,GO TO 4010
'PRINT -JNO SE PUEDE ENCONTRAR TODOS LOS yp,
PRINT -CORRESP. AL VALOR PROPIO LAMBDA<'?I?
STOP
IF M8=l THEN 4940

'(•

Y yPG,'
)= 'ÍEO(I)?' ' rEKI)

GO TO 4320

IF R=N1 THEN
GO TO 4850
IF M6=Q1 THEN
PRINT -JERROR
PRINT '
PRINT '

4940

4990
EL NO. DE
SER IGUAL
DE MATRIZ

STOP
T8=I-Mi
FOR J=l TO N
FOR Jl=l TO MI
Tl<JrT8+Jl>=Xl<J7Jl+1)
T2(JrT8+Jl)=X2(JyJl-fl)
NEXT Jl
NEXT J
DELETE Flj F2yXI? X2y VÓy Oí»
GO TO 5980
REM *** CASO EN QUE Q=M1
GOSUB 5110
GO TO 5980
FOR J=l TO Q
U8=I+J-M1
T8=I1+J-1
FOR Jl=l TO 11-1
TKT9(Jl)fU8)=AlCJlíT8) .
T2CT9CJ1)jU8)=A2<JlfTS)
NEXT Jl .' . . '
FOR J1=I1 TO N .

yP* DE MATRIZ X1+JX2 DEBE"
A LA DEGENERACIÓN Ql 'ÍQ1
Al, PARA VALOR PROP <•?Ií')='5EO(I)

íí

IF THEN Í30
TKT9CJ1) 7U8)=0
T2CT9(J1)ÍU8)=0
GO TO 5250
TKT9CJ1) íU8)=-l
T2(T9(J1)?U8)=0
NEXT Jl
GOSUB 5280
GO TO 80

FOR Jl = l TO N -
T8=T8+TKJlf US.)1

NEXT Jl

Hf"

¡9'

5850 PRINT 'NO TIENE. SOLUCIÓN

ti i i
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5860 STOP
5870 IF J1=N THEN 5910
5880 J1=J1+1
5890 GO TO 5820
15900 REM **# CALCULO DE J4-ESIMQ VPG

; 5910 EOR Jl=l TO 11-1
5920 T1CT9CJl) rT8)=A1<Jly II)+A1(Jlj 11 + 1)
5930 T2(T9CJ1)yT8)=A2(Jl,II)+A2(Jlrll+l)
5940 NEXT Jl
5950 T K T 9 C I 1 ) rT8)=-l
5960 T 2 C T 9 C I 1 ) * T 8 ) = 0
5970 NEXT J4
5980 Ml=i
5990 NEXT I
6000 RETURN

n
¿n
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1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320"
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
.1480.
1490
1500
1510-
1520
1530

GO TO Pl(l)
REM '*#* OP.
FOR Jl=l TO
T8=A1(P1<2) ;

1190,1260,1310
— INTERCAMBIAR FILAS INDICADAS POR PK2) CON P1C

R E M P R O G R A M A : ESTADO/TIAT
02=8
IF 01O02 THEN 800
REM
REM
REM *## ESTRUCTURACIÓN DE MATRIZ I EN NOMBRE Al
E9=1.0E-10

FOR J=l TO N
AKJ» J)=l
NEXT J
REM #*# LEER OPERACIONES ELEMENTALES DE ARCH GTTT/OP
OPEN ' (3TTT/OP ' 5 1 r ' R " » X$
READ *i:NO
DELETE P1>F1
DIM P1C4)rFl(NfN) '
FOR J=l TO NO
READ +1IP1

OF
1 -
N
Jl) , '

Al(P1C2)fJ1)=A1(P1<3)fJl)
AKPK3) 7 J1)=T8
NEXT Jl
GO TO 1360
REM *** OP, 2 — DIVIDIR FILA INDICADA POR P1C2) PARA Pl<3)~
FOR Jl=l TO N
AKPK2) f J1)=A1(P1(2) , JD/P1C3)
NEXT Jl
GO TO 1360
REM #** OP* 3 — SUMAR A FILA INDICADA POR PK2-) EL PRODUCTO
REM DE FILA INDICADA POR P1C3) POR P1C4)
FOR Jl=l TO N
AKPK2) í J1)=AKP1(2)»J1)+A1(P1(3) , J1)*P1(4)
NEXT Jl
NEXT J -
REM *** INTERCAMBIAR FILAS DE MATRIZ Al, DE ACUERDO A
REM VECTOR T9 Y ALMACENARLAS EN MATRIZ Fl
FOR J=l TO N
FOR 11=1 TO N • . -
Fl(T9(J)»Il)=AKJf II)
NEXT II
NEXT J
DELETE Pl - '
REM **# INVERSA
CLOSE 1
OPEN .'STTT/T"?1
REM **# LECTURA
OPEN JieTTT/A"?2i
CALL -REWIND-,2 " '
READ *2IA
REM '#** MULTIPLICACIÓN DE T-INVERSA (Fl) POR A
REM PRODUCTO SE ALMACENA EN ARCH, STTT/T A CONTINUACIÓN DE

DE TI SE ENCUENTRA EN NOMBRE Fl

' U
DE
'U

MATRIZ A DE ARCHIVO @TTT/A
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1540
1550
1560
1570
1580
1590
1ÓÓO
1610
1620
1630

1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890-
1900
1910
1920
•1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050 .
2060
2070

MATRIZ
TO N
TO N

ORIGINAL TREM
FOR 1=1
FOR J=l
T5=0
FOR K2=l TO N
T5=T5+Fl(I*K2)*A(K2íJ)
NEXT K2
WRITE +1JT5
NEXT J
NEXT I
REM *** LECTURA
REM INMERSA
CALL 'REWIND',1
READ *1¡TI»A •
REM *** FORMA CANÓNICA DE JORDÁN SE ALMACENARA EN MATRIZ Al
Al=0
FOR 1=1
FOR J=l
FOR K2=l

DE
DE

MATRIZ ORIGINAL
T POR Á

T Y DE PRODUCTO DE

THEN 1770

MATRIZ ( T INVERSA * B
DE CONTROLABILIDAD

TO N
TO N
TO N

A1(I»J)=A1<I* J>+A(I*K2>*Tl<K2f J)
NEXT K2
IF ABSCAKIf J) )>E9
AKI» J)=0
NEXT J
NEXT I
CLOSE
OPEN ' ETTT/DAT • í 1 f ' R " > X*
READ *i:NjMrK
DELETE A>B,C
DIM A<NfN);B(N»M) fC(K*N)
READ *i;A7B?C
CLOSE 1
REM** CALCULO DE LA
REM** PARA ANÁLISIS
OPEN '0TTT/OBSCONT1
FOR 1=1 TO N
FOR J=l TO M
T5=0
FOR K2=l TO N
T5=T5+F1 ( I j K2 ) *B ( K2
NEXT K2
WRITE *i:T5
NEXT J
NEXT I
REM** CALCULO DE LA
REM** .PARA ANÁLISIS
FOR 1=1 TO K
FOR J=l TO N
T5=0
FOR K2=l TO N
T5=T5+C(l5K2)*Tl(K2f J)
NEXT K2
WRITE +1ÍT5
NEXT J

J )

MATRIZ ( C * T )
DE OBSERUABILIDAD

M



2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
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NEXT I
CLOSE
REM #** Fl ES LA- MATRIZ INVERSA DE T (TI) Y QUEDA SOLO EN MEMORIA
CALL 'TIME'.JÍ
I$=REP(''.1.13)

I$=REP<
K$~REP<
J$=REP(

.3..3)

.1.3)

.1.13) flá-
J$=REP(''.3.3)
L$=REP(''.1.3)
L1=ÓO*(VAL(J$)~VAL(I$) )-í-VAL(L$)-VAL<K$>
REM *** A CONTINUACIÓN SE CARGA'PROGRAMA
01 = 11
03 = 1
GO TO 800

DE ESCRITURA

¿ A i
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1000
1010
1020
1030

1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
116.0
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
Í440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510

REM PROGRAMA; ESTADO/TIATC
02=10
IF 01O02 THEN 800
REM ' -
REM
REM *#* ESTRUCTURACIÓN DE MATRIZ
E9=1*OE-10
Al = 0

FOR J=l TO N
AKJfJ)=l
NEXT J
REM **# LEER OPERACIONES
OPEN ' 0TTT/ÓP"í1f'R' 7 X*
READ *I:NO
DELETE PliFl7F2
DIM Pl(5) jFKNf N)fF2(N?N)
FOR J=l TO NO
READ +1ÍP1

OF 1200,1300?1370
1 — INTERCAMBIAR
N

I EN NOMBRE Al + JA2

ELEMENTALES DE ARCH STTT/OP

>. v

GO TO P-l(l)
REM *#* OP*
FOR Jl=l TO
T8=A1(P1(2)iJl)
AKPK2) j J1)=A1CP1(3> > Jl>
A1CPK3), J1)=I8
T8=A2<P1(2)'5 Jl)
A2CPK2) , J1)=A2(P1(3) r Jl)
A2CP1C3),J1)=T8
NEXT Jl
GO TO 1450
REM *** OP, 2 — MULTIPL*
FOR Jl=l TO N
U8=AKP1(2) »J1)#P1(3)-A2<P1(2) y J1)*P1(4)
A2CPK2)rJ1)=A1(P1(2)fJ1)*P1(4)+A2(P1(2)
AKPK2) f J1)=U8
'NEXT Jl
GO TO 1450
REM #** OP, 3
REM
FOR Jl=l TO N
T8=A1(P1(3) j. J1)*P1(4)-A2(P1(3)
U8=A1 ( Pl< 3 ) , Jl ) *P1 < 5 ) +A2 < Pl ( 3 )
A1CP1C2), Jl)=AKPl(2)f JD+T8
A2CP1C2) r J1)=A2(P1(2) y JD+U8
NEXT Jl
NEXT J
REM *** INTERCAMBIAR FILAS DE MATRICES Al Y
REM UECTOR T9 Y ALMACENARLAS EN MATRIZ
FOR J=l TO N
FOR 11=1 TO N
FKT9C J) »I1)=A1 ( Jrll)
F2(T9( J) f I1)=A2( Jfll) - .-
NEXT'II
NEXT J

FILAS INDICADAS POR PK2) CON Pl(3)

— SUMAR A
DE FILA

FILA INDICADA POR PK2) POR Pl (3)-f JP1 (4 )

J1)*P1(3)

FILA INDICADA .POR Pl(2) EL PRODUCTO
INDICADA POR Pl<3) POR' Pl ( 4 )+ J*P1 ( 5)

J1)*P1(5.)
J1)*P1<4)

A2
Fl

, DE ACUERDO A
Y. F2 RESPECTIVAMENTE
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1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680

. 1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1'890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070

DELETE Pl
REM #** INVERSA
GLOSE 1
OPEN '0TTT/T' ?1
REM *** LECTURA
OPEN -eTTT/A' ~,2
CALL ' REWIND' f 2

DE T1+JT2 SE ENCUENTRA EN NOMBRES Fl -f JF2

DE
'U

MATRIZ
,X$

A DE ARCHIVO 2TTT/A

REM *#*
REM
REM PARTE
OPEN '0TTT/RE
OPEN '6TTT/IM
FOR 1=1 TO N
FOR J=l TO N
T5=0
T8=0
FOR K2=l TO N

MULTIPLICACIÓN DE T-INVERSA (F1+JF2) POR MATRIZ A (REAL)
PARTE REAL DEL PRODUCTO SE ALMACENA EN STTT/RE

IMAGINARIA DEL PRODUCTO SE ALMACENA EN GTTT/IM
Í3? "F" r X$
Í4? BF" *X$

TI + JT2 (QTTT/T)
(ARCHIVOS 6TTT/RE Y @TTT/IM)

I,K2)*A<K2rJ)
3+F2(IyK2)*A(K27J)

NEXT K2
WRITE *3>*T5
WRITE *4¡T8
NEXT J
NEXT I
REM #*# LECTURA DE MATRIZ ORIGINAL
REM Y MATRIZ «T1+JT2)~-l)#A
CALL 'REWIND'»!
READ *i:Tl*T2
CALL
READ
CALL
READ *4IA2
REM **# FORMA CANÓNICA DE JORDÁN SE ALMACENARA EN MATRICES A1+JA2
CALL 'REWIND',3
CALL 'REWIND'54
FOR 1 = 1 TO N .,
FOR J=l TO N
T8=0

ce-

' REWIND' , 3
+3ÍA1
'REWIND"»4

POR K2=l TO N
T8=T8+A1 ( I ? K2 ) *T1 C K2
U8=U8+A 1 ( I y K2 ) ̂T2 ( K2
NEXT K2
IF ABS(T8)>E9 THEN 2000
T8=0
IF ABS<U8»E9 THEN 2020
U8-0
URITE *3:T8
UR-ITE *4ÍU8
NEXT J
NEXT I
CALL ' REWIND "i3
CALL -REWIND- f 4

J ) -A2 ( I ,
J ) +A2 ( I ,

K2 ) *T2 ( K2, J )
K2 ) ( K2 t J )

sí-
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2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140
2150
2160
2170
2180
2190
2200
2210
2220
2230
2240
2250
2260
2270
2280
2290
2300
2310
2320
2330
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420
2430
2440
2450
2460
2470
2480
2490
2500
2510
'2520
2530
2540
2550
2560
2570
2580
2590
2600
2610

READ *3¡A1
READ *4ÍA2
CLOSE
REM (Fl -f JF2) ES LA
REíi SOLO EN MEMORIA»
OPEN -eTTT/DAT1í1, 'R
READ *i:NrM,K
DELETE AíBjC
DIM A(N ? N)rBCNfM),CC
READ *i;AyB?C
CLOSE 1

CALCULO DE LA
PARA ANÁLISIS

OPEN ' (¿TTT/OBSCGNT1 ' í 1
OPEN ' (¿TTT/OBSCONT2 ' ? 2
FOR 1=1 TO N
FOR J=l TO M
T5=0
T8=0
FOR .K2=l TO N
T5=T5+F1CIT K2)*B(K2 T J)
T8=T8+F2(I,K2)*B(K2,J)
NEXT K2
URITE *1:T5
WRITE *2ÍT8
NEXT J
NEXT I
REM** CALCULO DE LA
REM** PARA ANÁLISIS
FOR 1=1 TO K
FOR J=l TO N
T5=0

FOR K2=l TO N
T5=T5-f C < 17 K2 ) *T1 < K2 , J )
T8=T8-f C (I f K2 ) *T2 <• K2 f J )
NEXT K2
WRITE *i;T5
WRITE +2ÍT8
NEXT J
NEXT I
CLOSE
CALL 'TIME'jJ$
I$=REP("'f1,13)

MATRIZ INVERSA DE T (TI +JT2) Y QUEDA

MATRIZ ( T INVERSA * B
DE CONTROLABILIDAD
ílf"F" ?X*

MATRIZ ( C * T )
DE OBSERVABILIDAD

I*=REP(
K$=REP(
J$=REP< 13)

J*=REP( " j3f3)
L$=REP(''T1,3)
L1=ÓO*(VAL( J*)-
REM A CONTINUACIÓN
01 = 11

SE CARGA PROGRAMA DE ESCRITURA
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2620 03=2
2630 GO TO 800

-. > ̂  s
."RS

M V-
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1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1200
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1300
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510
1520
1530

ESTADO/SALIDA

Y RESULTADOS

REM PROGRAMA
02 = 11
IF 01O02 THEN 8OO
REM ESCRITURA DE DATOS
CLOSE
OPEN -eTTT/r iAT* í Ir ' R ' , X$
READ t l I N y M r K
DELETE A
DIM A(NrN)
READ *I:A
CALL 'TIME',Z*
U2=32
PRINT 'IMPRESIÓN DE DATOS Y RESULTADOSJ'
PRINT 'JEN CASO DE TERMINACIÓN DE EJECUCIÓN DEBIDO A FORMATOS"
PRINT -JNO CORRECTOS (FIELD OVERFLOU), O EN GENERAL PARA REPETIR"
PRINT "JIMPRESIQN» APLASTE TECLA 15GG'
PRINT "JJIMPRESION EN PAPEL? (SI O NO): GG'Í
INPUT X$
IF NOT(X$='SI' OR X$='S") THEN 1220

PRINT
INPUT
PRINT
IMAGE
R7=15
PRINT
IMAGE

•JALISTE EL IMPRESOR (RETURN PARA CONTINUAR)GGG"
X$
(?U2I USING
P/'ESCUELA

1230ÍZ$
POLITÉCNICA

@U2: USING
/'ANÁLISIS

1260 t
DE SISTEMAS

NACIONAL'55T?FA

DE CONTROL EN EL ESPACIO DE ESTADO
IF N$=' ' THEN 1340
PRINT @U2; USING 1290¡T$
IMAGE /FA
PRINT (?U2: USING 1310:N$
IMAGE / 'DATOS ESTÁN ALMACENADOS
R7=R7+2

GO TO 1360
Í?U2: USING 1350:T$
/FA/72(•- ' )
eu2; USING 1370:
/•i)

EN ARCHIVOÍ -FA/72C-')

PRINT
IMAGE
PRINT
IMAGE
PRINT
PRINT
PRINT
R8=l
REM
REM

CARACTERÍSTICAS DEL SISTEMA
USING
USING
USING

•/3X"
•/3X'
•/3X"

ORDEN I
NO* DE
NO* DE

N = ''FB1
ENTRADAS;
SALIDAS:

:N
M =

K = '
1'FD'íM
FD ' : K

R7 — CONTADOR' DE RENGLONES IMPRESOS
R8 — CONTADOR DE PAGINAS IMPRESAS

A$="MATRIZ
T7=l

A

J1=N
GOSUB 2810
A$="MATRIZ B'
I1=N
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¡ i i

1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
1630
1640
1650
1660
1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810
1820
1830
1840
1850
1860
1870
1880
1890
1900
1910
1920
1930
1940
1950
1960
1970
1980
1990
2000
2010
2020
2030
2040
2050
2060
2070

READ *I:A
GOSUB 2810

C'

J1=N
DELETE A
DIM A.(I1>J1)
READ *1ÍA
GOSUB 2810
A$-'MATRIZ D1

I1=K
J1 = M
DELETE A
DIM A C I l y J l )
READ *i:A
GOSUB 2810
GLOSE 1
REM *** COMIENZO DE ESCRITURA DE RESULTADOS
IF Ó3~R7=>5+N THEN 1740
GOSUB 3170
PRINT 'JJFQRMATO PARA VALORES PROPIOS ( E'J . 3D
INPUT F*
IF 03=1 THEN 1790

ÓD)¡ GG1

PRINT @U2:
IMAGE /-2)
R7=R7+2

USING
POLOS

1800:
DEL SISTEMA (VALORES PROPIOS DE MATRIZ A)

PARTE IMAG.

IF 03=1 THEN 1870
PRINT (?U2: USING 1850t
IMAGE/4X-NCKMX'PARTE REAL
GO TO 1890
PRINT eU2í USING 1880:
IMAGE /4X'NO, "¿X'VALORV
IF 03=1 THEN 1940
FOR 1=1 TO N
pRINT @U2: USING F$;i?EO(i;

N
USING

PRINT Í?U2: USING 19901 ' •
IMAGE /'3) MATRIZ TRANSFORMADORA T;'
X'$=" (COLUMNAS DE T SON VECTORES PROPIOS, Y'
PRINT @U2I USING 2020íX$
IMAGE 3XFA/3X1VECT, PROPIOS GENERALIZADOS DE MATRIZ A)
R7=R7+4

T7=2 - •-•'
I1=N
J1=N

o TO 1970
FOR 1=1 TO
PRINT £?U2:
NEXT I
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2620
2630
2040
2050
2660
2670
2680
2690
2700
2710
2720
2730
2740
2750
2760
2770
2780
2790
2800
2810
2820

, 2830
2840
2850
2860
2870
2880
2890
2900
2910
2920
2930
2940
2950
2960
2970
2980
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
3090
3100
3110
3120
3130
3140
3150

READ *2IXI
READ *ltA
GLOSE «•
PRINT @U2: USING -2660;
IMÁGE/V) MATRIZ < C # T ). : '
PRINT @U2J USING 26801
IMAGE 3X"(PARA ANÁLISIS DE OBSERVABILIDAD DEL SISTEMA)
R7=R7+3
A$='MATRIZ ( C * T ) •
GOSUB 03 OF 281073230

@U2: USING 2730ÍL1 .
//SX'TIEMPO DE EJECUCIÓN = "jFDf1 SEGUNDOS1
•JDESEA REPETIR LA IMPRESIÓN? (SI O NQKG'Í
X$
<X$='SU OR X*='SI-)

PRINT
IMAGE
PRINT
INPUT
IF
PAGE
GO TO 1000
PRINT "JFIN
END
REM ##* SUB» DE
PRINT "JFORMATO
INPUT F$

THEN 2790

DE IMPRESIÓN

ESCRITURA DE
PARA: • ;A$Í•

MATRICES
(EJ* 5D*':

REALES
ÍD) : GG

IF T7-2 THEN
IF R7<61 THEN
GOSUB 3170
X$= ' /3X f FA/3X í (
C*=STR< LENCA*) )
X* = REP ( C$
PRINT @U2

930
2880

USING :A$

IF
= INT(Jl/4)

J1 THEN 2960

FOR 1=1 TO II
IF Ó3-R7=>T8 THEN
GOSUB 3170
IF JK5 THEN 3030
PRINT @U2t USING

3000^

/3X'"FILA '"FD

PRINT @U2¡ USING "/3X,S':
R7=R7+1
FOR J=l TO Jl
PRINT (¿U2Í USING F*:A<IiJ).
IF J=J1 THEN 3120
IF INT(J/4)*4-J<>0 THEN 3140
PRINT @U2: USING '/3XS"r
R7=R7+1
GO TO 3140
PRINT £U2:
R7=R7fl ' ••*•
NEXT J
NEXT I ' .

1 II
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3160 RETURN
3170 REM SUB* CAMBIO BE PAG*
3180 IF U2=32 THEN 3220
3190 R8=R8+1
3200 PRINT GU2Í USING 'P/55T1'PAG.
3210 R7=2
3220 RETURN
3230 REM *** SUB, DE ESCRITURA DE
3240 PRINT ' JFORMATO PARA: "-ÍA*?"
3250 INPUT F$
3260 X$=F$£'rlXi'
3270 F$=X*fcF$
3280 F$=" "•(">• SF$
3290 F$=F$&'r • " ) • " •
3300 F$=F$£'i3XyS'
3310 IF T7=2 THEN 3390
3320 -IF R7<61 THEN 3340
3330 GOSUB 3170
3340 X$='/3X>FA/3X?<••='•)•
3350 C$=STR(LEN(A$))
3360 X$=REP<C$íFOS(X$>'5',1),1)
3370 PRINT £U2t USING X$tA$
3380 R7=R7+3
3390 T8=INT<Jl/4)
3400 IF T8^4=J1 THEN 3420
3410 T8=T8+1 "
3420 T8=T8+2
3430 FOR 1=1 TO II
3440 IF Ó3-R7=>T8 THEN 3460
3450 GOSUB 3170
3460 IF JK5 THEN 3490
3470 P.RINT (?U2I USING '/3X""FILA ' ' FD' '
3480 R7=R7-f2
3490 PRINT (?U2: USING -/3X»S':
3500 R7=R7+1
3510 FOR J=l TO Jl
3520 PRINT @U2: USING F$:A(I,J),XI(I,J)
3530 IF J=J1 THEN 3580
3540 IF INT(J/4)#4-J<>0 THEN 3600
3550 'PRINT Í?U2: USING '/3XS1;
3560!R7=R7+1
3570 GO TO 3600
3580 PRINT GU2:
3590 R7=R7+1
3600 NEXT J
3610 NEXT I
362p RETURN

FD':R8

MATRICES COMPLEJAS
<EJ« 5D*2D)I GG 1 í
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