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C A P I T U L O I

TOTRODUCCION

Todo proceso de análisis en Ingeniería, presupone la existen-

cia de un modelo matemático que represente adecuadamente y dentro de

la precisión deseada, las características relevantes de . un sistema

real.

El problema de la asignación del modelo conveniente al siste-

ma real, es otra rama de Ingeniería que ha cobrado inpulso en los úl-

timos tiempos con el aparecimiento de sistemas industriales de gran

complejidad, interés en los sistemas biológicos, etc.

Guando los sistemas son simples, este problema se reduce a la

determinación de un conjunto de parámetros por medio de una serie de

medidas de laboratorio; pero cuando los sistemas son complejos, la ex

perimentación en laboratorio involucra costo o riesgos en la mayoría

de los casos, por lo que es deseable poder determinar el modelo de

los sistemas con base en los registros normales de entrada y salida,

cuando éstos se encuentran en condiciones normales de operación.

Esto lleva a un conjunto de métodos globalísticos de determi-
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nación de modelos. Se pueden considerar globalís.ticos, ya que de es-

tos registros de entrada y salida se obtienen todos los parámetros que

definen al modelo sin que sea necesario realizar un conjunto de medi-

das para la determinación de uno solo de ellos.

Este trabajo está orientado a este tipo de métodos; no obstan

te, siendo el campo excesivamente amplio y complejo, y pretendiendo -

ser un aporte inicial, se circunscribirá a la descripción, análisis y

utilización de las técnicas más comunmente usadas, y que las hemos

llamado convencionales.

1.1. IDEKTIFIGACION

El problema de identificación de sistemas puede ser conside-

rado como un problema dual del de control. No se puede controlar un

sistema sin identificarlo previamente, o durante el propio proceso de

control. Citemos como ejemplo el proceso de aprender a manejar un ca

rro. Más formalmente, y con base en lo expuesto de manera inicial,se

puede definir a la identificación de sistemas como la determinación,

en base a registros de entradas y salidas de un sistema, de un modelo

dentro de una clase pre-especificada al cual el sistema real bajo es-

tudio puede considerarse equivalente.

Hay que aclarar que cuando se identifica, se hacen aproximacio

nes; por ejemplo, debido a la precisión de los aparatos, etc. En con

secuencia la identificación es inexacta. Más aún, el comportamiento
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del mundo físico tiende a adoptar, según las circunstancias una am-

plia gama de situaciones, mientras que las clases de modelos de que

se dispone, son limitados; asi por ejemplo, la forma del modelo po-

dría ser:

- Ecuaciones diferenciales

- Ecuaciones de diferencias

- Respuesta a impulso

- Función de transferencia

En el contexto de este trabajo, consideraremos solamente las

dos últimas.

Por otro lado, la formulación del problema no es totalmente -

precisa (ej . : por la presencia de perturbaciones) por lo que muchas -

veces se deben usar métodos estadísticos.

1.2. TÉCNICAS DE IDENTIFICACIÓN

Existen muchos criterios según los cuales se pueden clasificar

estas técnicas. En esta tesis las clasificaremos según la experimen-

tación realizada, en:

- Técnicas en el dominio del tiempo

- Técnicas en el dominio de la frecuencia

Las técnicas que se abordarán en el dominio del tiempo . (en nú



mero de tres), son tema del capitulo II; dos deterministicas y una

probabilistica.

Las técnicas deterministicas a abordarse son:

1.» Utilizando gráficos de respuesta normalizada a una función pa.

so.

2.- Por determinación de las constantes de tiempo.

Estos dos métodos ilustran cómo se procede a identificar para

un sistema (eventualmente no lineal o lineal y de orden mayor que dos

pero que posea polos dominantes), su modelo aproximado de 2- orden.

Con fines de probar la bondad del primer método, hemos simula_

do en computador analógico dos ejemplos de sistemas lineales: uno de

2- orden y otro de 3- orden con polos dominantes. Para el segundo me.

todo, se ha utilizado un horno eléctrico de modelo desconocido, por

lo que primero se justifica analiticamente y en forma general, que un

modelo razonable es uno de segundo orden.

El método probabilistico es el que utiliza secuencias bina-

rias seudo-aleatorias, y sirve para un modelo de cualquier orden. De.

bido a dificultades de orden experimental, el procedimiento que se si_

gue en este trabajo, es el' de simular en computador digital un siste-

ma, simular la secuencia de entrada y obtener la salida, para con es-

tas dos secuencias obtener' la curva de la respuesta impulso.
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El capitulo tres trata sobre las técnicas de identificación -

en el dominio de la frecuencia, de las que se describen dos:

1. - Usando diagramas de Bode

2.- Usando ruido blanco.

Se han hecho además dos ejemplos de identificación con ampli-

ficadores, para justificar la utilización del primer método.

El capitulo cuarto de esta tesis, presenta las conclusiones a

las que finalmente se han llegado.
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C A P I T U L O I _!

TÉCNICAS USUALES DE IDENTIFICACIÓN EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

2.1. INTRODUCCIÓN

Según lo indicado anteriormente, las técnicas a tratarse en

el presente capitulo son tres:

- Usando gráficas normalizadas' a una función paso

- Por determinación de las constantes de tiempo

- Utilizando secuencias binarias pseudo-aleatorias por métodos

de correlación,

Las dos primeras técnicas se sirven de una señal paso de en-

trada y del registro de la respuesta a esta señal para la determina-

ción de la función de transferencia.

Es conveniente recordar que si se tuviera como señal de entra

da una función impulso unitaria 5(t)-, la salida sería directamente su

respuesta h(t) , cuya transformada es la función de transferencia H(s) .

Las razones' para no utilizar una función "impulso de entrada.



- 7 -

son obvias, pues enfrenta dificultades para ser generada, ya que debe

ser una señal de anplitud infinita, de duración cero y con integral fi

nita (e igual a 1). Además, suponiendo que pudiera ser generada, su

gran anplitud podría llevar a un sistema bajo prueba a un ccrnportamien

to fuertemente no lineal (por ejemplo saturación).

Por eso es preferible utilizar una función paso de entrada,

bastante simple de ser generada (despreciando tiempos de subida en mu

chos sistemas reales). Además la relación entre la respuesta a la

función paso (c(t)) y la respuesta a la función impulso es bastante -

simple, pues h(t) es simplemente la derivada de c(t), según se prueba

en la teoría de sistemas lineales.

Una tercera razón para el uso de la función' paso, es que mu-

chos sistemas la utilizan como señal normal de entrada; por ejemplo,

cuando se conecta un horno eléctrico podría suponerse que se ha apli-

cado una función paso de potencia.

Por el contrario, también ocurre en la identificación de sis-

temas de Ingeniería, que el proceso sea muy grande o peligroso para

ser excitado con señales deterministicas que casi siempre son de gran

amplitud; pero, estos mismos sistemas pueden aceptar, sin perjudicar

su comportamiento normal, la presencia de pequeñas perturbaciones ar-

tificiales por algún tiempo. Este problema es enfocado con el ter-

cer método.



2.2. IDENTIFICACIÓN USANDO GRÁFICOS NORKALIZADOS DE LA RESPUESTA Á

UNA FUNCIÓN PASO.

Como se indicó en el capitulo I, cualquier sistema que posea

dos polos dominantes puede ser aproximado a un sistema de 2- orden.

En la fig. (2.2.1.) se tendriá el sistema de control equiva-

lente de lazo cerrado de 2- orden de donde obtenemos c(t).

Res) C(M

Fig. 2.2.1.

Por otro lado, y en general, la función de transferencia de -

un sistema de 2- orden con ganancia d.c. unitaria, está dada por:

T(s) =
s2 + 2 go + un

donde: tu es la frecuencia natural del sisteman

£ es la relación de amortiguación

(2.2.1.)

Se tiene por tanto la respuesta:
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c(s) =
s(s2 4- 2 §u + 0) 2)11 n

donde la entrada es la función paso R(s) = 1/s

(2.2.2)

' La respuesta c(t) a una función paso está dada en la tabla de

transformadas de Laplace, donde la transformada inversa a c(s) es

c(t) = 1 - 1 -E üi t
a n Sen(iü gt + 0)n . (2.2.3)

donde: 3 = /I - K¿ y - tg

Se observa que la respuesta depende solamente de 5 y co . A e_s_

ta misma respuesta se la acostumbra presentar en forma de gráficos nor_

malizados y para diferentes valores, como muestra la fig. (2.2.2).

Fig. (2.2.2)
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Asociando la respuesta obtenida en el sistema real a una de es

tas curvas, se puede determinar un valor de £ y w , Con lo que quedan •
rá totalmente definida la función del sistema.

También podemos observar directamente de la respuesta en esta,

do estable del sistema real si la ganancia d.c. es diferente de 1. De

esta manera la función de transferencia que se determina es de la for_

ma:

(tí 2

T(s) = K • • (2.2.4)

Guando para el sistema real el tiempo al que ocurre el primer

pico es muy pequeño, esto puede dar lugar a la determinación de w con

errores considerables; en este caso, es preferible usar el tiempo de

establecimiento.

Por otro lado, de la figura (2.2.2) podemos observar para sis

temas sobre amortiguados, que el tiempo pico no está definido, en cu-

yo caso también hay que usar el tiempo de establecimiento.

Por esta razón se cree conveniente definir las siguientes re-

laciones adicionales:

S.P. - (Mpt - 1) x 100 7D (2.2.5)

Que es el sobrenivel porcentual, y mide la semejanza con que
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la respuesta real iguala a la entrada escalón y donde Mpt es el valor

pico de la respuesta en función del tiempo.

El tiempo de establecimiento Ts, se define como el tiempo ne-

cesario para que el sistema se estabilice dentro de un cierto porcen-

taje 6 (Fig. 2.2.3) de la amplitud de entrada, formando una banda + 6.

En sistemas de 2- orden con constante de amortiguación, co t,

la respuesta se mantiene dentro del 2 % después de 4 veces la constan

te de tiempo T. Esto lo podemos demostrar a continuación.

De acuerdo a la Ec. (2.2.3), tenemos que para cumplir con la

condición anterior, esta ecuación se transformaria en:

-£ u t
- e n sen (to Bt + 0) < 1 - 0.02 (2.2.6)

Cuando el sistema se estabiliza

co (3t + 0 = 90C
n

Por tanto: e n < 0.02 (2.2.7)

5 V:e ' > 50

De donde: £ u t > ln 50 = 3.91• n"

Despejando t, y "redondeando" el término decimal, tenemos que
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ts > —~r~ = 4 T (2.2.8)
. cont

si
1donde: T =

ü)

Que es lo que se quería demostrar.

Podencos obtener además Mpt y Tp en función de T, que son valo

res por medio de los cuales obtendremos £ y n

Derivando la Ec. (2.2.3) tenemos la respuesta a inpulso, que

estaría dada por la siguiente ecuación:

o> - ? u t
c'(t)=—^ e n- sen w 3,t (2.2.9)

Cuando c1 (t) =0, tendremos el valor máximo de donde obtenchre

mos Tp. Por tanto:

w St = ir

Tp = —!̂ - = • (2.2.10)
r Ü) 8 Ü) n p2—n n 7' - • r

La respuesta pico será

Mtp - 1 + e 5Tr/ " (2.2.11)

La fig. (2.2.3)' nos muestra gráficamente,' lo que hemos expre-
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sado en el desarrollo teórico último.

Fig. (2,2.3)

Podemos decir que el desarrollo de este método es en verdad -

híbrido, ya que por medio del desarrollo en el dominio del tiempo, se

obtiene la función del sistema en el dominio de la frecuencia T(s).

En resumen, el método de identificación de un sistema, cuando

se conoce que puede aproximarse con un nüdelo de 2° orden y se dan las

curvas de la fig. (2.2.2) sería:

a) Aplicar una función paso

b) Grafizar la respuesta

c) Asociar la respuesta con 'una de las curvas con lo que se

obtiene £, w y K y en consecuencia la función de transfe_

rencia del sistema.



2.2.1. Ejemplos de Aplicación

Se probará este método con dos ejemplos. Para probar que el

método es válido, partiremos de funciones de transferencia conocidas.

Por otro lado, indicaremos que de esta forma hemos podido utilizar la

gran versatilidad que permite un computador analógico para la experi-

mentación .

EJEMPLO 1. Utilizaremos el siguiente circuito para obtener su función

de transferencia, y luego comprobarla por medio del compu

tador analógico.

R ví<

v(t)

Fig. (2.2.4) Circuito que representa un sistema de 2~ orden

Tenemos los siguientes valores:

R « 4 fi

L = 0.1 mH

G = 1 pF

La entrada en función de la salida está dada por:
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r(t) (2.2.12)

como r(t) « i2 (R+ jwL) (2.2.13)

entonces i(t) = (jo))2LC + jwEC + 1 Í2(t) (2.2.14)

Si hacemos que r(t) = i(t) y C(t) = ia(t) y dividimos arribos

miembros de la Ec. (2.2.13) por LC, entonces quedaria

T p r(t) = C(t) + - - (t) + - - (2.2.15)

cuya función de transferencia es:

0 ' L * ' LC

Reemplazando los valores de R, L, G en la Ec. (2.2.14), obten

dríamos.

r(t) = C(t) + G(t) +- — (2.2.17)
ICf 10 0.1 x 10" 3 0.1 x 10"

de donde

C(t) + 4 x 104 C(t) + 101 ° C(t) = 101 ° r(t) (2.2.18)

Que sería la ecuación para iniplernentar en el computador analó

gico. En este caso, por .resultar los coeficientes muy altos, es ne-
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cesarlo hacer un escalamiento en tiempo, cuyo proceso es el siguiente:

naciendo t = n T ; n = constante

Se tiene que C(t) = C(nT) = y (T) (2.2.19)

además dt ~ —— dt

Por lo tanto C(t) = ̂ ic) . '-g- = -±- y (T)

C(t) = -4— y (T) ' (2.2.20)

Entonces la Ec. (2.2.18) se transforma en:

y(t) + 4xl04 ny(t) + 10'10 n2 y (t) - 10 10n2 g(t) (2.2.21)

Si escogemos el valor del factor de escala como n = 10 5, la

Ec. anterior daria como resultado:

y(t) + 0.4y(t) +y (t) - g(t) (2.2.22)

La función de transferencia, seria entonces:

_y_(s! = i '(2.2.23)
0.4s + 1

Despejando y (t) de la'Ecuación (2.2.22)
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y(t) = g(t) - o.4y(t) - y(t) (2.2.24)

Que es la ecuación apta para inplernentar en el computador ana

lógico, cuyo diagrama de bloques se representa en la fig. (2.2.5). La

parte superior de la línea punteada representa al circuito de barrido

con entrada escalón unitaria g(t) . V representa el canal vertical y

H el horizontal.

Eig. (2.2.5) Diagrama de bloques de la Ec. (2.2,24)

El gráfico obtenido se representa en la fig. (2.2.6), que es

.exactamente la respuesta de un sistema de 2- orden a una entrada, esca

Ion.

La escala utilizada es:

Vertical: 0.25 V/cm.

Horizontal: 2.5 V/cm.

Como la entrada utilizada para la rampa es escalón unitaria
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(1 V), para la escala horizontal cada voltio representará 1 segundo,

como se deduce del siguiente gráficor

v

Transformando de voltios a segundos, resulta:

2.5 V/on x 1 Sy& .. = 2.5 seg/on.

Asociando la respuesta obtenida en la fig. (2.2.6) a una de

las curvas, obtenemos los siguientes datos:

Sobreimpulso: t̂ = 1.526

De la Ec. (2.2.11): Mpt - 1 + e = 1.526

Despejando
-?:>/

- 0.526

=.1.9

1.9 ='0.642
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aitr - (0.642)¿ (1 -r)

,?2 (TÍ2 + 0.6422) = 0.6422

De donde: £2 = 0.04014

y e, = 0.20035 _

Para el valor de w , necesitamos Tp que tomando del gráfico re_

sulta

Tp = 129 cm x 2,5 seg/ori = 3.22 seg.

De la Ec. 2.2.11):

Reemplazando los valores de Tp y £:

0) -— £ ^ : -0.996 rad
n 3.22 /I - "0. 04015" seg'

Obtenidos los valores de w y 5 reemplazamos en la Ec. (2.2.1)

donde:

u(s) - -V '
S2

y y (s) = 0.99

~&^ ' s2 + 0.399 s + 0.99

Si comparamos esta ecuación con la Ec. (2.2.23) vemos que la

diferencia es mínima, es'.decir la función de transferencia es similar,

con lo cual queda identificado el'sistema.
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Ejemplo 2

Para este ejemplo nos irrpondremos un sistema de tercer orden

el cual lo aproximaremos a uno de segundo, para luego simular en com-

putador analógico, y obtener de esta manera la respuesta del sistema

a una función paso.

La función del sistema es':

G(s) - (2.2.25)
s(s + l)(s + 3) .

Para este sistema nos imponemos además un valor £ = 0.2, para

encontrar el valor de k y las características del sistema. El desa-

rrollo lo haremos por el método del lugar de las raices.

El gráfico del lugar de las raices que lo obtenemos del siste

ma dado, nos presenta la fig. (2.2.7), y comenzaremos encontrando los

cortes con el eje imaginario.

Para esto tenemos la condición de que:

ÍG(s) + ll = O s = jtü .. (2.2.26)
L *í

•Por tanto: s 3 + 4s2 + 3s + k = O s = jai (2,2.27)

reemplazando tenemos:'



^
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-jtü3 - 4u2 + 3jw + k = Q (2.2.28)

Igualando la parte imaginaria a cero, obtenemos oí, y de la

misma forma con la parte real obtendremos k máximo:

- jw3 + 3jü) = O

de donde: oj2 =3

y ü) = + 1.732

Obtenemos kmáx. :

kmáx = 4ío2

kmáx = 12

Ahora el corte con el eje real (a0)) lo encontramos por medio

de la siguiente condición

'X'- .. (2.2.29)
^ero - a0 ~ zi

donde: Pi son los polos de G(s) y zi los ceros.

En este caso como no tenemos ceros, la ecuación anterior que-

darla:

E • - = O ' (2.2.30)
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Remplazando tenemos:

•*-

(a0+ I)(a0+ 3) + a0(a0+ 3) + a0(a0+ 1) = O

4a0 + 3 4- cr02 + 3a0 + a 0 2 + a0 = 0

3a02 + 8a0 + 3 = O

a0 + 1 = O - (2.2.32)

de donde: CTO = '- 0.45 (2.2.33)

Con los valores de + ui y a0 , tenemos el gráfico del lugar de

las raices del sistema.

Con el valor de £ , encontramos el ángulo 8 de la recta que

cortará en la curva, con lo cual obtendremos PI y Pe, como se indica

en la fig. (2.2.7).

Cos'1 0.2 - 9

de donde 6 =78.46

Por tanto obtenemos:
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Pi = - 0.25 + 1.19 j (2.2.34)

P2 = -0.25 - 1.19 j (2.2.35)

El valor de k en PX ó P2 l lo obtenemos aplicando la condición

de inódulo:

|G(s) s = = 1

Por tanto:

(-0.25 + 1.19j)(-0.25 + 1.19:) + 1)(-0.25 + 1.19J + 3)
, -i

(2.2.36)

Despej ando tenemos:

k = (-1.6 + 0.595J) (-2.75 + 1.19J)

k = 3.692 - 3.54j

k = 5.115 (2.2.37)

Conocidos los valores de k, Pj y P2) podemos .determinar la ter_

cera raiz (P3). Como lo que se trata es de eliminar esta raíz, la con-

dición para que esto suceda es que su parte real sea mayor por lo me-

0019^7
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nos cinco veces a la parte real de las otras raices, en módulo.

La parte real de P3 viene a ser el valor del tercer polo de la

función G(s) ; o sea Re(P3) = 3. Esto se puede comprobar fácilmente ha

ciendo:

Tfs) = ̂ l = ..... k ' " - ' - , ' ^ V , k V ' s / " v (2.2.38)
T S

de "donde;
s3 4- 4s2 ;+ 3s -f k
(s -0(3 - P 2 )

(2.2.39)
^ '

De lo anterior tenemos que:'

|Re(P3) = 3 > > 0.46|

Por lo tanto, la tercera raíz podemos eliminar, obteniendo aho

ra un sistema de 2£ orden, Asi:

(2.2.40)
) (s -

T(s) " TS + 0.25 - l.Í9j)(s _ 0.25 -f- 1.19J)

T(s) -
s2 + 0.55 + r.4786

(2.2.41)

Esta es la nueva función del' sistema. Si comparamos esta ecua

ción con la Ec. (2.2.4), vemos .que to 2 está multiplicada por .una cons-

tante k1, que es la ganancia del sistema en estado estable. Como;



k = £x)2k' = 5.115

y .w2 = 1.4786

Entonces: k' =3.46 (2.2.42)

Para uso del conputador analógico, seguiremos el proceso del

ejemplo 1. De la ec. (2.2.41) obtenemos:

c(t) + 0.5 c(t) + 1.4786 c(t) = 5.115 r(t) (2.2.43)

de donde: c(t) = 5.115 r(t) - 0.5 c(t) - 1.4786 c(t) (2.2.44)

El diagrama de bloques para irnpleinentar en el computador ana-

lógico de esta ecuación lo tenemos en la fig. (2,2.8).

Fig. (2.2.8) Diagrama de simulación de la Ec. (2.2.44)

De la fig. (2.2.9), obtenida a partir de este diagrama de si-

mulación, tenemos las siguientes' relaciones:
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' V S U SIX —' - -J—I—' 1 I,—] o /O O / ITN

T7" 3.46 -1'478 (2.2.45)
!R- *£

Del valor de k1 obtenemos el sobreimpulso que es:

Mpt(k') = 2.25 (2.2.46)

El sobreimpulso del sistema se lo obtiene dividiendo el valor

de la Ec. (2.2.46), para el factor de ganancia obtenida en la Ec. (2.

2.45).

*-

Entonces:

-= 1.523 (2.2.47)

Siguiendo el desarrollo del ejemplo 1, obtenemos £.

Como: l̂ jt = 1 + e = 1.523

de donde: ?= 0.202

Para el valor dew , obtenemos primero el valor de Tp de la

fig. (2.2.9). Como la función escalón vale 5.115 V, entonces la reía,

ción que tenemos es la siguiente:

Por tanto:
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w = ^ ' ' —— = 1.2574(—)
n 2.55 see./ 1-0.04 seg

Al reemplazar los valores de w , ?y k1 en la Ec. (2.2.4) ob

tenemos la función del sistema que es:

T(s) = 3.46 x '" ' '1:58
s2 + 0.508 s.+ 1.58

T(s) -• - - - • (2.2.48)
s2 + 0.5 s + 1.58

Comparando esta ecuación con la Ec. (2.2.41), vemos que el e-

rror es míninxD, por tanto el método es válido para estos sistemas.
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2.3. POR DETERMINACIÓN DE LAS CONSTANTES DE TIEMPO

Para demostrar este método aplicable a ciertos sistemas con un

modelo aproximado de 2£ orden, utilizaremos un sistema para control de

temperatura, probándose primero que es un sistema del orden deseado,

para pasar luego a explicar el método. El sistema a utilizarse es un

horno industrial.

2.3.1. Justificación 'de un modelo 'de 2° 'orden para 'un 'horno 'iridus-

trial.

Se comenzará describiendo en primer lugar un servomecanismo hi-

dráulico, representado en la fig. (2.3.1). En esta figura tenemos el

varillaje de balancín que conecta la posición de entrada r, la posi-

ción de válvula e y la posición de pistón c. Además, se muestra la

-posición de centros del balanción, cuando el servomotor está en su po_

sición de referencia y las variaciones de r, e ye, cuando e = O, la

válvula está en su posición balanceada y no hay flujo hacia el pistón

ni desde él.

El funcionamiento puede ser visualizado del siguiente modo:

Cuando varia r respecto a la posición de referencia, el balancín piyo

ta primero alrededor de c. A causa del correspondiente movimiento de

e, la válvula deja pasar fluido al cilindro, de modo que el pistón se

desplaza en el sentido conveniente para anular el error e.
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Para funcionamiento estacionario (e = 0), valdría la siguien-

te relación entre la entrada r y la salida e:

c — b
(2.3.1)

Fig. (2.3.1). Servomotor hidráulico.

En la fig. (2.3.2), el balancín es un dispositivo sumador. El

valor de e es una.función de las variables independientes r y c. Es

decir:

e = f(r.c) (2.3.2)

Fig. (2.3.2). Varillaj e de balancín.
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De acuerdo a la expresión general para obtener una aproxima-

ción lineal de una función alineal, que está dada por:

c = airi + a2r2 -f . . . 4- a r (2.3.3)
1 ¿ n n \

A A 9°donde: a = -~n 3r

podríamos obtener una evaluación de e, donde:

El valor de 3e/8r obtenemos encontrando la relación que exis_

te entre la variación de e cuando varia r, permaneciendo fijos los de.

más parámetros (en este caso c). De la fig. (2.3.2) tenemos que:

Ar
b a - f - b

de donde

41-"' Al (2.3.6)

De modo similar cuando r es f ij o, se tiene que:

'Se a
8c a 4- b

El signo menos aparece porque e disminuye cuando c aumenta.

Estos resultados aplicados a la Ec. (2.3.4) darían:
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e = b
a.-f b r - a

a + b (2.3.7)

Si hacemos' a = b, entonces:

e = r - c (2.3.8)

que representado en diagramas de bloque seria:

r tn- V*
i

1
2

%

Fig. (2.3.3) . Diagrama de bloque de balancín

COMBINACIÓN VALVULA-PISTON

En los sistemas de control, en general, se procura introducir

integradores con el fin de reconocer errores' que muchas veces pueden

ser imperceptibles. Para este desarrollo utilizaremos un iñtegrador

mecánico del tipo llamado de bolillas y disco, como se muestra en la

fig. (2.3.4). - ' v¡fe

j¿_rr

Fig. (2.3.4). Iñtegrador de bolillas y disco.
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En esta figura, la entrada 6 produce una rotación diferencial

d6, y un movimiento lineal M0 que transmite por medio de las boli-

llas al eje de radio R y posición angular <j>.

La ecuación diferencial del dispositivo es:

= ¿de (2.3.9)

de donde: <f> = -—- [ Ude. (2.3,10)

Si £ varia en proporción al error (& = ̂  e) y el eje de en

trada está impulsado con velocidad constante ¿o - d0/dt, de donde áQ^

, entonces' se tiene que la Ec. (2.3.10) se transforma en

.e wdt = - - e d.t (2.3.11)

La fig. (2.3.5) representa una combinación hidráulica válvula

-pistón, que constituye también un dispositivo integrador, donde r re

presenta la posición de la válvula y c la del pistón. Las presiones

que actúan sobre la válvula son equilibradas, de modo que se requiere

de poca fuerza para moverla.

Si la caida de presión en la válvula es constante, entonces -

el caudal de fluido que llega al cilindro es proporcional aZ área del

orificio formado por la válvula, la que a su vez1 es' proporcional al

desplazamiento de la válvula. Luego:
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q = k] r (2.3,12)

donde q es el caudal que llega al cilindro, que a su vez es i

gual a la velocidad lineal del pistón p.c, multiplicada por el área A,

de éste i

q = A: p , c (2.3.13)

Igualando las ecuaciones anteriores, y despejando c, se tiene:

c = rAi p
(2.3.14)

Que es la expresión que relaciona la entrada y la salida de la

combinación válvula-pistón.

DRENAJE

PRESIÓN

DRENAJE

CARGA

PISTÓN '

Tr

Fig. (2.3.5) Combinación válvula-pistón

Reemplazando e por r en la Ec. (2.3.14), tenemos la Ecuación:

n ^z

Al

(2.3.15)

cuyo diagrama de bloques es el siguiente:'
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Fig. (2.3.6) Diagrama de 'bloques del conjunto válvula-pistón

Combinando los diagramas de las Figs. (2.3.3) y (2.3.6), obte

nemos el diagrama de bloques completo del servomotor, como lo muestra

lafig. (2.3.7).

Fig. (2.3.7) Diagrama de bloques del servomotor.

donde:'

De este gráfico, obtenemos la relación final entre r y c, de

/ \ i
(r -c) - = c

(IH-^p)

luego: ' r = c(l + TI p)

= r

(2.3.16)

A A '2 A 1donde: TI ~ —^ •

Para el' control .de temperatura, utilizaremos un sistema repre
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sentado en la fig.- (2.3.8) que es'un homo industrial, del cual obten

dremos su función de transferencia.

En esta figura, To es la temperatura de salida de un recinto;

Tin es la temperatura deseada. Cuando el índice selector de tempera-

tura está fijo en una posición determinada Tin y la tanperatura -del

horno To baja, el fuelle se contrae. Luego, al disminuir To disminu-

ye también la longitud del' fuelle, con lo que aumenta a su vez r. Al

aumentar r, el pistón se desplaza en sentido conveniente para hacer -

pasar más calor al horno. Con esto, la temperatura ¡.To tiende a vol-

ver a su valor original.

Tin
I

1T
^ J T

sube

baja

Fig. (2.3.8) Sistema de control de temperatura.

El funcionamiento .del' sistema para obtener' el' diagrama de blo-
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ques, se desarrolla en la vecindad de cualquier tenperatura Ti; y se

obtiene partiendo de la entrada hacia la salida. Podemos obtener por

lo tanto las siguientes relaciones :

La variación de z depende solo de Tin (variación respecto a

la posición de referencia Tin — Ti) -.

z = F (Tin)

asi
3 7

(2.3.17)

donde-. k2 - ~^ — y tin = Tin - Tio im

tin Es la variación de la tenperatura deseada.

Además , la relación entre, la longitud del fuelle y To es

to = k3 to (2.3.18)

donde & = L - Li es la variación de longitud del fuelle, siendo Li

la longitud a la temperatura de referencia,

to = To - Ti, variación de la tenperatura del horno.
JVT

ks = jr?ñ— , Es la variación de la longitud del fuelle por unidad de ya

riación de la tenperatura del horno

.De la fig. (2.3.8), se puede concluir que & - z - r,. de don-

de r - z - A (2.3,19)
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El diagrama de bloques de las Ees. (2.3.17) y (2.3.18) viene

a ser el diagrama del comparador de este control de . temperatura que

se muestra en la fig. (2.3.8̂ ).

tin r

to
Fig. (2.3.8). Diagrama de bloques del comparador.

Ahora tenemos que Qin es el flujo de calor hacia el horno, y

es función de la posición del pistón c, es decir Qin = F(c), por tan-

to:

3Qin
q. =
^

c = ij c
H

(2.3.20)

j jabnde
o C

El calor total acumulado está dado por:

• (q. - q ) dt = ks wtoJ win ^Ox ü
(2.3.21)

donde: ks es el calor especifico medio de la sustancia contenida en

el horno

oí es el peso total, y

to = To - Ti es el cambio de temperatura correspondiente.

q. - q es' el flujo neto de calor hacia el horno.
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Qo. es el flujo del calor perdido, y es función de la diferen

cia de temperatura To - Ta

Qo = F (To - Ta) (2.3.22)

Podemos expresar por tanto

SQo

donde

(To - Ta)

r = 8QQ'
Cg 3(to - Ta)

Ta es la temperatura ambiente.

„ -f-a^ = Ir í'f-n - -f-â iL-cL̂ Í i\  ̂L.U L-C*-/ (2.3.23)

De las Ees. (2.3.21) y (2.3.23), obtenemos:

to =
q. .- .kcto .+ k6ta .în b . b

ks tu p
(2.3.24)

En la fig. (2.3.9); se muestra el diagrama de bloques de las

Ees. (2.3.20) y (2.3.24).

Fig. (2.3.9). Diagrama de bloques para la fuente de calor y

horno.
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Acoplando los diagramas especificados, obteneros el diagrama

completo del sistema de control de temperatura, que se representa en

la fig. (2.3.10). El diagrama lo obtenemos en función.de s.

Fig. (2.3.10) Diagrama completo del sistema de control de

temperatura.

Por medio de un reordenamiento de la fig. (2.3.10), aplicando

algebra de los diagramas de bloques, se puede llegar a la representa-

ción general de un sistema de control como indica la fig. (2.3.11).El

reordenamiento no afecta en ningún caso la relación final entre los e_

lementos de entrada y salida.

r

Fig. (2.3.11) Representación general de un sistema.de control.
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Aplicando la relación de lazo cerrado, para eliminar los la-

zos de realimentación secundaria de la fig. (2.3.10), se obtendrian -

las siguientes expresiones para d (s) y G2(s)

. . ki /2 .
(s) =

I + ki /2 Ai s 1 + 2 Ai

Por tanto

Gi (s) - - (2.3.25)
1 H- TJ s

. . . .1/ks .tos . ..... l/k6 . . .
Además 62(3) =

1 4- k6/k5 ws 1 + ks

c2
y G2(s) - - (2.3.26) fu

1 + T2 S

donde TI = — r-

-6

cu
c2 =* 1/ke

Ti y T2 son las constantes de tiempo deseadas.

Para el presente trabajo, vamos a considerar que el sistema es

ideal, y no tiene control de temperatura. La fig. (2.3.12), represen

ta este sistema en el' cual se ha recurrido al álgebra de diagramas de

bloques para eliminar los lazos de realimentación secundarios, presen-

tes en la fig. (2.3.10).
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, i ' " '0.2 -, , tX -,log k2 + log T-nĉ r = log k2 - —— log e

. . . . f\ r-y • • ,-

Por tanto: log -. Ar.j,- = log e
J_. UJ¿-D T2

"!/• ' ' -(—ir

En general: log -^-— = • log e (2.3.43)

Donde k es el valor escogido para el tiempo tx.

Reemplazando valores:

• 166 ,
' lo e0.19

T2 = 99.96 seg.

El valor escogido para r2 era 100, por tanto el error que apa.

rece en el resultado puede deberse a las aproximaciones hechas en las

tahlas (2.1) y (2.2).

d) Encontremos los valores para k: y TI

De la ecuación. -(2.3.37) , tenemos que:

k2 e 2 - (1 - c(t))=kie-i (2.3.44)

-t"/
La tabla (2.3)' nos da los resultados para kx e l . .De la ta

bla (2.2) y (2.3) obtenemos la diferencia de la Ec. (2.3.44). Como

los valores obtenidos son muy .pequeños, hacernos solamente el' desarro-
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lio -matemático, ya que el .desarrollo gráfico se lo .verá más claramen-

te en el ejemplo práctico.

t k:

O 0.526

5 0.01935

10 0.007118 Tabla (2.3)

Similarmente al desarrollo anterior , encontramos la ecuación

de la recta. Por ejemplo tomando valores para t'= O y tx = 10.

De la ec. (2.3.43)

0.007118 •"te -
log e

do

•̂ s 0.0526 T2

Como ki = 0.0526, entonces la Ec. anterior quedaría despejan-

10 ,
Tl " - log 0.1353 log e

T! = 5 seg.

Vemos entonces que TI coincide con el valor que habiamos esco

gido.

El sistema quedarla identificado reemplazando los valores en-

contrados anteriormente en' la Ec. (2.3.37). Por 'tanto:
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c(t) = 1 + 0.0526. e~:t/5 - 1.Q526 ê 7"-95 (°C) (2.3.45)

2.3.3. Ejenplo de 'identificación dé 'un horno 'con '-modelo 'desconocido.

Dadas las dificultades para conseguir un horno industrial de

las caracteristicas estudiadas, hemos escogido para este ejenplo un

horno disponible en la facultad de Ingeniería Química, con las siguien

tes propiedades; potencia aproximada de 600 ÍD y temperatura 'teórica

de 900°C.

La medición del horno dio la siguiente tabla de valores para

c(t), en los tienpos indicados. ./..El¡gráfico se lo representa en la

fig. (2.3.15).

t(mioautos) c(t) (°C) 900 - c(t) (°C)

0

5

13

20

30

53

80

100

140

170

240

0

300

500

600

700

800

860

870

878

883

890

900

600

400

300

200

100

40

30
22

17

10

Tabla (2.3)
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R(s) C(s)

Fig. (2.3.12) Diagrama de bloques de un sistema con constan-

tes' de tiempo.

La función de transferencia del sistema estarla dada por la si-

guiente ecuación:

TYcA = {.SJ = r fc\ r'ôiw TD/^S ^ v¿s;. ^2ls;

• C,
X

(STl + 1)(ST2

donde k = Q . C

Obtenemos C(s):

(2.3.27) /,

(ST

Para entrada escalón, tenemos que R(s) = 1/s

Por tanto: C(s) =
"k-- •' '
)(ST2

(2.3.28) /?

(2.3.29)
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Que es la ecuación por .medio de la cual identificaremos un sis_

tema, por el método de constantes' de tiempo.

Transformando la Ec. (2.3.29) a una forma adecuada, quedaría:

C(s) = - — - : — • (2.3.30)
s(s + 1/-OÍS + 1/T2)

Aplicando la expansión de fracciones parciales a esta última

ecuación para encontrar la respuesta en función del tiempo, tendremos

el siguiente desarrollo:

A - • • - D - p
A + - ° . (2.3.31)

s(s-KL/Ti ) (arl-l/T2) ' S-KL/TI s-KL/T2

donde
lim . . I/TI T2

A = _ n • = (2.3.32) /ó

lim . I/TI T 2 • •
(2.3.33), , -

1/T' s (s + 1/T2)

lim ..... 1/T¡T2

C = ** -1/T ~ - — (2.3.34)
^ i/T2 Q (s + l/Tl )

Por tanto: A = 1

T2 (2.3.35)
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Reemplazando los valores de A, B y C en la Ec. (2.3.31), ten-

dremos:

- ' ' . (2.3.36)

Que en función del' tiempo será:

c(t) = 1+ —~ . e - - _ — - e - (2.3.37)
i. 2 "~ Lj.

En general entonces, la respuesta para un horno podría repre-

sentarse de la siguiente manera:

-t/n ~t/t2
c'(t) -A-f-1% e - k2 e (2.3.38)

2.3.2. Descripción del proceso dé 'Identificación ,

Vamos a ilustrar el proceso partiendo del modelo obtenido en

el numeral anterior, y asumiendo valores para los diferentes . paráme-

tros con la finalidad de obtener una explicación más clara.

a) Curva de c(t) . - Si damos valores para TI y T2 y obtenemos va_

lores para la Ec. (2.3.37) (tabla 2.1), ten-

dremos como resultado la curva de c(t), re-

presentada en la fig. (2.3.13).

Si T! - 5 y T2'= 100

Entonces: ki '-= 0.0526 ; k2 = 1.0526
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Los valores para c(t) .serian los siguientes;

-t/T • --t/T
t (seg) kje * k2e 2 c(t) (°C)

0

5

10

30

50

60

70

80

100

140

180

200

280

0.0526 • 1.0526

0.0193 - 1.00126

0.007 1.0421

0.0013 0.779

0.000002 0.6384

0.58

0.523

0.473

0.387

0.26

0.174

0.142

0.064

0

0.018

0.054

0.22

0.36

0.42

0.477

0.527

0.613

0.74

0.826

0.857

0.936

Tabla (2.1).

b) Si a los valores de c(t) de la tabla anterior, restamos de 1,

obtendríamos la curva de diferencia 1 - c(t), que al represen

tarle en'papel semilogarítmico, nos da como resultado dos rectas, como

lo indica la fig. (2.3.14).

En la tabla (2.2) .tenemos los valores de 1 - c(t).
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rr~- VT
! l Í Í ¡ 1

TTFHv-; - -.r

-t-- • -;---r~rt-

;Fig; ; (2;.3.l4); ; ;Gurvas; correspondientes; a; las
:tablas:-(2;.l); y ;(2:2) :
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De la Ec. (2.3.37)

- -t/T2

c(t) - 1 « kje - k2e • (2.3.39)

t (seg) 1 - c(t) (°C)

0

5

10

30

50

60

70

80

100

140

180

200

280

1

0.982

0.946

0.78

0.64 '

0.58

0.523

0.473

0.387-

0.26

0.174

0.143

0.064 Tabla (2.2)

c) Encontramos k2 y T2

~t/T2
Para valores grandes de t, el término que predomina es k2e

entonces, la recta que corresponde a éste término, al cruzar por t = O

nos dará el valor de k2. A partir de la Ecuación de esta recta, obte-

nemos T2 •
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Como se puede observar en la fig. (2.3.14), obtenemos una so-

-t/Tla recta que pertenece al téririino k2e 2, ya que el término corres-

-t/Tpondiente a e 2 llega muy rápido a cero, como se puede ver en la -

tabla 2.1.

Entonces: k9 = 1.052

La recta la podemos representar como:

y = k2e t/T2 (2.3.40)

¿ny=tak2--^— • . (2.3.41)

Como la escala se da en logaritmo en' base 10, la ecuación an-

terior se transformaria de la siguiente manera:

y = = k2(10log e)"t/T2 =

log y = log k2 - - - log e- (2.3.42)

Si escogemos para'y'valores de k2 en t = O, y 0.2 para un tiem

po tx, entonces de la fig. (2.3.14):

tx = 166 seg.

Por tanto la Ec. (2.3.42) la podemos escribir como:
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De la fig. (2.3.15) podemos ver que el' valor .de A es aproxima

dañante 900° C.

Luego encontramos los valores de 900 - c(t) dados en la tabla

anterior cuyo gráfico se representa en la fig. (2.3.16), que trazada

en papel semilogaritmico nos da aproximadamente dos rectas.

Para tiempos grandes, tenemos la recta del término k2e 2'

Por tanto, de acuerdo a la fig. (2.3.16) obtenemos directamente kz.

k2 = 86 ' (2.3.46)

De la ec. (2.3.42):

log y2 = log k2 - —— log e

Si escogemos un valor de referencia k = 10, entonces tx = 225

(min). Portante, de la Ec. (2.3.43):

i^ 10 _ tx ,_ _

225
de donde: T2 = - log Q.1163" log-e

T2 = 104.56 (min) (2.3.47)

Entonces:
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y2 = oo e •t/104.56 (2.3,48)

La tabla (2.4) nos da los valores de y2 para los diferentes

tiempos.,; De la Ec. (2.3.44):

y2 - (900 - c(t)) = (2.3.49)

Los valores de esta ecuación, los tenemos también en la tabla

(2.4) que representados en la fig. (2.3.16) nos dan la otra recta co-

rrespondiente a éste término.

t

0

5

13

20

30

53

80

y2 = 86 e'^^'30

86

81.98

75.94

71.03

64.55

51.8

40

Ti -*e- TI y

- 814 794

- 518 ..02 518.02

- 324.06 324.06

- 228.97 228,97

- 135.45 135.45

- 46.7 46.7

0 0

Tabla (2.4)

Como se puede observar, el'valor de ya -es siempre negativo,

por lo que por razones" de cálculo .tomamos el valor absoluto.

El'valor de ki '-tomamos directamente de la tabla, ya .que para
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^
• proximado -dé; sfeffiíridp: :o
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t = O teneros que yi '= ki •.

Por tanto: = 814 (2.3.50)

Escogernos para un valor de tx = 53 ; k = 46.7, de la tabla (2.

4). Be la Ec. '(2.82)

log k ' tx log e

Reemplazando valores:

53

46.7
. log e

TI = 18.54 (minutos) (2.3.51)

Reemplazando los valores obtenidos en la Ec. (2.3.37):

c(t) = 900 - 814 e ~t/104'56 (°G) (2.3.52)

Con lo cual queda identificado el sistema.
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2.4. IDENTIFICACIÓN USANDO SECUENCIAS BINARIAS PSEUDO-ALEATORIAS

POR MÉTODOS DE CORRELACIÓN.

2.4.1. Introducción

El uso de señales pseudo-aleatorias se basa particularmente -

en secuencias binarias pseudo-aleatorias, que como excitación elimina

las dificultades que se presentan en los métodos más convencionales

(es decir: respuesta de frecuencia, respuesta escalón, etc.), que pue.

den ser por ejemplo la aplicación en sistemas en funcionamientot la

obtención de una evaluación confiable en un tiempo de experimentación

razonable, etc.

Esta técnica ti,ene~dos ventajas principales sobre estos meto- •

dos. Primero, el experimento se lo puede realizar mientras el siste-

ma funciona normalmente. Esto se explica ya que la energía de excita

ción del ruido es esparcida en un amplio rango de frecuencia con una

intensidad resultante de ruido bajo que no afectará la operación nor-

mal de la instalación y sus controles. En segundo lugar, las medidas

son inmunes a los efectos extraños de ruido no deseado; es decir, no

se toma en cuenta si este se origina internamente o externamente.

En este desarrollo presentaremos las bases teóricas del -método

de correlación usando secuencias binarias de longitud máxima (s.b.l.m),

como señal de excitación, para luego obtener por medio de este método,

la función de transferencia del' horno eléctrico que nos sirvió como e
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j emplo de aplicación en' la.sección anterior.

El método se extiende a sistemas de entrada múltiple utilizan

do s.b.l.m. modificadas como excitación, para obtener la forma reque

rida de la correlación cruzada entre canales. En este desarrollo ha-

remos el estudio solamente para sistemas simples, es decir, de una en

trada y una salida.

El método de señal aleatoria prueba que para evaluar la diná-

mica del sistema, se requiere que una señal aleatoria x(t) de alguna

fuente de ruido, sea aplicada como excitación a la entrada del sis-

tema a investigarse para obtener la correlación cruzada entre esta en

trada y la señal de salida resultante y(t) . El resultado es una cur-

va amplitud-tiempo, la cual es proporcional a la respuesta impulso del

sistema.

Para un sistema lineal invariante en el tiempo y en reposo a

t = O, la relación de entrada salida está dada por la integral de con
»

volución:

,03

y(t) = h(s) x(t - s) ds (2.4.1)
JQ

Una relación similar existe entre las funciones de correlación.

= h(s) f . (T - s) ds (2.4.2)
'o ^
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donde: x(t) es la señal de entrada

y(t) es la señal de salida correspondiente

h(t) es la respuesta impulso del sistema

íj) (T) es la función de correlación cruzada entre x(t) y y(t)
xy

para un retardo T

y ¿ (T) es la función de autocorrelación de x(t) para un retarxx

do T

Usualmente se limita la amplitud de x(t) , según ya se ha expli-

cado ̂  por razones de seguridad de la planta, como también para prese:r

var la linealidad asumida.

La Ec. (2.4.2) puede simplificarse mucho si la función de au-

tocorrelación de x(t) se aproxima a una función delta, que es:

i / \ f / S /O / 1 \> (T) ̂ k 6 (T) - (z.4.3)

Entonces la Ec. (2.4.2) se transforma en:

j, (T) - kh (T) (2.4.4)

por lo que la función impulso se puede obtener directamente de

la medida de la función de correlación cruzada, teniendo a la entrada

ruido aleatorio con espectro densidad de potencia constante e igual a

2-íí k.

En la fig.(2.4.1), tenernos la forrna.de la.secuencia binaria -
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pseudo-aleatoria (s.b.p.a).

*x(t)

Süt *" t

Fig. (2.4.1) Forma de onda de la secuencia binaria pseudo-a-

leatoria.

Definiremos secuencia binaria de longitud máxima, como las se,

cuencias binarias (x = 0,1) que satisfacen a una ecuación de diferen-

cias,. lineal, del .tipo:

rD X1 IX « O (2.4.5)

cfue tienen un máximo número de intervalos en su periodo. Este
,mmáximo número es N = 2 - 1.

•jnD _A retardo de m periodos fundamentales

© = suma de módulo 2

0 © 0 = 0 1 © O = 1

O © 1 = 1 1 © 1 = O

Ejemplo:
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(D © D)x = O, Vx

2.4.2. Procedimiento experimental

Sin pérdida de generalidad, la amplitud de la s.b.l.tn. , se la

hace -f a ó ~ a, cuya función de autocorrelación se presenta en la fig.

(2.4.2).

(T)

-At At

-a2/N

Fig. (2.4.2) Función de autocorrelación de una s.b.l.m.

La función de autocorrelación puede por tanto ser tomada como

un impulso de área (N + 1) a At/N con un desplazamiento d.c. de -a2/N,

tal que pueda expresarse en la forma:

Kxx(T) = (N + ̂  a"At ó (T) ~ a2]/N •

Que reemplazando en la Ec. (2.4.2) quedaria:

NAt

(2.4.6)

At h h(s) ds

Donde el segundo .término del lado derecho' es' constante y peque
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ño para valores grandes' de N. .De esta ecuación se puede ver nuevamen

te que la función de co:

a la respuesta inpulso.

te que la función de correlación cruzada es' directamente proporcional

La función de correlación cruzada está definida por:

T

[ x(t) y (t + T) dt (2.4.8)
¿T

Tlim. . .-,

Sin embargo, puesto que la s.b.l.m. es periódica con periodo

T, esta ecuación puede ser expresada en la forma:

T

* XV(T) = ~T~ í x(t) ^(t + T) dt (2'4'9)
y -'o

o3 por sinple cambio de variable en la forma:

T

<{> (T) = -~ [ x(t » T) y (t) dt
*y L J

(2.4.10)

De estas dos formas j la última es prácticamente la más reali

zable, ya que (-T) representa un retardo en el tiempo, y (-fr) repre-

senta por otro lado un adelanto o un retroceso de tiempo. La Ec. (2.

4.10) parece a primera vista ser la mejor representación.

Esta ecuación por consiguiente indica 'el acceso requerido de

la evaluación del sistema y se muestra para cualquier valor particuv

lar de T en la fig. (2.4.3). Ssto lleva a un método que podría lla-

marse como 'acceso serie'/ en el" cual el experimento, es realizado con
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varios valores de retardo T.

Un punto de importancia que surge aqui es que básicamente se a

sume que la s.b.l.m. se asemeja al ruido blanco, y es válido cuando se

considera que una longitud de secuencia o periodo con por lo menos una

longitud completa ha ocurrido antes. En otras palabras, una secuencia

que empieza en un valor de tiempo cero, no tiene como impulso útil la

función de autocorrelación hasta que empieza a repetirse por si misma.

Esto lleva a la necesidad práctica que por lo menos una longitud de s_e

cuencia, algunas veces llamada secuencia de establecimiento, debe ser

introducida al sistema antes' de que el experimento comience.

s.b.l.m. x(t) SISTEMA
h(t)

rxy

Fig. (2.4.3) Acceso serie de Identificación de Sistemas.

Puesto que este experimento podria llevar a problemas por exc_e

so de tiempo, se requieren un mínimo número de series experimentales.

Esto puede ser logrado teniendo un número de accesos paralelos, cada u

no similar al que se ilustró en la fig. (2.4.3)', .pero correspondiente

a un valor diferente de retardo T. Esta via de acceso puede de esta -

manera ser llamada via de 'acceso paralela1, que permita un gran número

de puntos sobre la curva de respuesta impulso, y donde consecúentemen
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te se requiere de una .secuencia de establecimiento. Esta via de acce_

so se ilustra en la fig. (2.4.4).

s.b.l.m. x(t)

kh(Tj)

(T )
n

Fig. (2.4.4) Acceso paralelo de Identificación de sistemas.

Como puede verse en esta figura, se necesitan tantos retardos

de tiempo, multiplicadores e integradores, como número de puntos en la
-«

curva de respuesta impulso. A simple vista esto parece una severa li

mitación, pero una ventaja del" uso de s.b.l.m. en este aspecto es su

propiedad de desplazamiento y suma. Esto significa que al tomar, la

suma de módulo dos de dos versiones separadamente retardadas de la se_

cuencia, se puede obtener una versión retardada adicional de la secuen

cia original.

La multiplicación es otra operación que está .muy simplificada

en la fig. (2.4.4), por el'uso de s.b.l.m. Puesto que hay solo 2 es-

tados posibles', la multiplicación reduce a una compuerta simple, por

lo cual la salida del sistema o su negativo se selecciona de acuerdo
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al estado de la secuencia, como se había indicado anteriormente (0,1).

2.4.3. ' Función 'dé 'correlación 'cruzada

Puesto que en' el presente desarrollo no tomaremos en cuenta la

presencia de errores que puedan aparecer cuando se-excita el sistema -

con s.b.l.m. .cuando éste está en" funcionamiento; ya que el proceso se

lo realizará solamente en el computador digital, independientemente -

del experimento, la función de correlación cruzada será únicamente la

que obtuvimos en la Ec. (2.4.7). Por lo tanto:

d> (T) = h(s)d) (t-s)ds =
yxyx ' J N /rxx^ '

Puesto que la técnica descrita se considera también como una

de las respuestas de frecuencia de identificación de un sistema deseo

nocido, también se unirán desafortunadamente en' el resultado final las

componentes de frecuencia de cualquier ruido que están contenidas en

el ancho de banda del sistema, y para computar no existe teoría que

permita reparar la señal del ruido.

De la ecuación anterior obtenemos h(-r)

T

h(t) = N

At
h(s) ds (2.4.11)

Puesto que h(t) es una función limitada:
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h(s) ds = A, una constante finita (2.4.12)

s

tal que:
rT

d *- I l\l-4- I I A T- O^-

(2.4.13).

2.4.4. Ganancia de estado estable del sistema

Como hablamos definido en la Ec. (2.4.12), el término A puede

evaluarse considerando el' caso donde T - (N - 1) At. Puesto que h(t)

es cero en este valor de t, la Ec. (2.4.12) puede evaluarse de la si-

guiente manera:

O = - ̂— í é [(N-l) At] + -|Í A i (2.4. 14)
a2(m-l) At { ̂  w J

de donde:

A= _ ̂_ f(N_i) At (2.4.15)

Este valor de A, corresponde a la ganancia del sistema en es-

tado estable.

2.4.5. Filtrado e integración

Los filtros pasa-bajos pueden ser aplicados a las señales ana

logas o pueden colocarse alternativamente. El filtrado puede, reali-

zarse integrando la señal entre instantes de maestreo .
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En este caso, la función de correlación, cruzada seria:

ÍT
(T) = x(t) y (t - T) dt (2.4.16)

-1 s

N-l
y(t + T) dt (2.4.17)

lo cual involucra el uso de un integrador repetitivo en la señal de

salida y(t) .

Esta técnica puede ser considerada también como un medio para

•mejorar la exactitud del cálculo 'de <j> (T) . Si la Ec. (2.4.16) escri

bimos en forma digital, se convierte en:

N-l
' (2'4-18)r o + k)

. El programa para el cálculo de esta función la tenemos en el

anexo, por medio de la cual obtenemos también la función impulso del

sistema.

Reemplazando los valores de § (kAt) y la ganancia A en laxy

Ec. (2.4.11), nos da como resultado la función impulso que es:

h(kAt) - • • • • • • • ¿ ( k A t ) - <fc [(N-l)At (2.4.19)
• aa(Nfl) At L *y *y J

donde k es cualquier entero en' el' rango 1 < k < (N-2) .

Los gráficos de cjj(kAt)' y b(kAt) a partir de los 'datos del pro_



- 71 -

grama, nos darán una idea más concreta del presente desarrollo.

.•

Para el uso de esta técnica de correlación cruzada, se elegi-

rán los siguientes parámetros de la señal de entrada:

La amplitud + a. Es necesario mantenerla pequeña por razones

de disturbio en la operación normal de la planta y preservar

la linealidad del modelo asumido.

El intervalo básico At. Será suficientemente pequeño para dar

una buena resolución en' la. evaluación de la función iinpulso.

El periodo de repetición de la señal NAt. Para permitir ..una

determinación rápida de cualquier' cambio en las caracteristi-

cas dinámicas del sistema, éste será solamente un poco más lar.

. . go que el tiempo de establecimiento del sistema.

2.4.6. '. Aplicación de'esta técnica a'un'sistema'real

Tomamos como sistema para este ejemplo,, el horno eléctrico es_

tudiado en el numeral (2.3).

De la ecuación de c(t), obtenemos la función de transferencia

del horno. Teníamos que:'

-t/Tj • -t/T2
c(t) = 900 - 814 e - 86 e (°C)

luego:



- 72

donde: TJ = 18.54

T 2 = 104.56

Haciendo los cálculos respectivos, tenemos que:

C(s) _ 0:464 4- 44.7355
TÍ̂ T (s + 0.054)(s + 0.0095)

Para implementar esta ecuación en el computador digital, es.

necesario discretizar c(t), para lo cual nos valdremos del proceso por

medio de variables de estado.

Haremos los siguientes cambios de variables:

r(t) = y(t)

c(t) = y(t)

donde: y(t) es la señal de entrada actual

y(t) es la salida del sistema.

Las variables de estado estarán referidas por x(t) .

La ec.(2.4.21) reemplazando las nuevas variables, quedaría de

la siguiente forma:

Y(s) ̂  • 0.464'+ 44.7355 ' (2

DC:S) s2+ 0.0635 s + 0.00051
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De acuerdo a la teoría de variables de estado, y(s) puede ex-

presarse como:

Y(s) =44.73 s -X l(s) + 0.464 X l(s) (2.4.23)

donde: Xl(s) = - - (2.4.24)
s2 + 0.0635 s + 0.00051

y SXl(s) = X2(s) (2.4.25)

la representación de variables de estado, tiene la siguiente forma:

X (k + 1)T = AD X(kT) + BD U(kT) (2.4.26)

AT
donde: AD « e (2.4.26.a)

y la ecuación de salida es:

Y(kT) = C X(kT) (2,4.27)

A es la matriz esencial del sistema

B_ es matriz de acoplamiento

G_ Matriz de acoplamiento, acoplando las variables de estado

a la salida.

AD Matriz discreta
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BD Matriz discreta

La discretización se hace por medio de un programa que se in-

cluye en el Anexo. Para esto es necesario conocer las matrices A, I

y _C ? las cuales las obtenemos por el siguiente proceso:

Reemplazando la Ec. (2,4.25) en la Ec. (2.4.23) tenemos que:

Y(s) - 0.464 XL(s) + 44.73 X2(s) (2.4.28)

La transformada inversa de esta ecuación es:

y(t) = 0.464 ̂  (t) + 44.73 X2 (t) (2.4.29)

Por la teoria de discretización obtenemos:

Y(kT) = 0.464 % (kT) 4- 44.73 X2 (kT) (2.4,30)

La Ec. (2.4.29), podemos expresarla de la siguiente manera:

Y(kT) = 0.464 • - 44.73 X(kT)

donde: CD = 0.464 44.73 (2.4.31)

y X(kT) =
(kT)

(kT)
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Cons ecuent anente:

' Y (k-fl)T = CD • X (kfl)T

Calcularnos ahora la ecuación de Estado X (k-fl)T . Para es-

to tomemos como referencia la Ec. (2.4.24).

XL(s) = - U(s)

s2 + 0.0635 s + 0.00051

Esta ecuación puede escribirse como:

s2 XL(s) + 0.0635 s XI(s) + 0.00051 Xl(s) = U(s) (2.4.32)

realizando las siguientes sustituciones y transformadas respectivas;

s XL(t) - Xl(t) - X2(t)

s2Xl(t) = s ¿L(t) = X2(t) (2.4.33)

Por tanto la Ec. (2.4.32) puede quedar de la siguiente manera:

K2(t) + 0.0635 X2(t) + 0.00051XL(t) = y (t) (2.4.34)

luego: X2(t) - -0.0005. XL(t) - 0.0635 X2(t) + y (t)

Podemos obtener las siguientes ecuaciones de estado.
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XL(t) = X2(t)

X2(t) = -0.00051X1 (t) - 0.0635 X2(t) + y (t)

Que pueden expresarse en forma matricial como:

X(t) =

donde:

x(t) =

O 1

-CL00051 -0.0635

Xi(t)

X2(t)

X(t) +

X(t) =
X2(t)

y

O 1

0.00051 -0.0635

O

1

(2.4.35)

Con estos valores de A, B_3 y CD, obtenemos las matrices AD,

BD ; y por tanto la salida discreta de Y(t) . El programa para este

desarrollo se incluye con el programa general.

Para el caso especifico del computador, y como habíamos visto

anteriormente, teníamos la siguiente definición:

X (X + 1) T = AD X (kT) + BD U (kT)

donde: AD = eAt

t
BD = T é̂  B da
~ Jo
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Por definición:

Ate - = I + At +

y donde t es el mismo intervalo At que habíamos definido en la genera

ción de nuestra secuencia pseudo-aleatoria.

Datos Experimentales

De los valores obtenidos en el computador para la función de

correlación- cruzada, trazamos la curva que se muestra en la fig. (2.4.

5) . Como era de esperar, esta curva es proporcional a la curva de

respuesta a la función impulso como se demuestra a seguir:

Para tener un punto de comparación, trazamos primero la curva

de la función de respuesta impulso a partir de la Ec. (2.4.36), cuyos

datos se presentan en la tabla (2.5).

Derivando la respuesta del horno con respecto al tiempo, tene_

mos la siguiente ecuación que representa la respuesta a función impul

so.

•n +- +- i S*-\f" -t/Tl ,Por tanto: c (t) = • e ' í 4-

Reemplazando los valores de TI y T2:

c'(t) = 43.9 e-t/18-54 +Q.82 e-t/1M"56 (2.4.36)
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Los valores para los diferentes tiempos, serán los siguientes:

t (min) c'(t) - h(t) (°C)

O 44.72

10 26.34

20 15.6

30 9.32

40 5.6

50 3.47

60 2.1

Tabla (2.5)

La fig. (2.4.6), nos muestra la curva de respuesta impulso pa

ra estos valores.

Ahora, reemplazando los valores de la función de correlación-

cruzada obtenidos en el programa y todos los demás valores en la Ec.

(2.4.19), trazamos la curva de h(t), a partir de los datos que se pre_

sentan en la tabla (2.6) . Debemos señalar que del periodo At N esco-

gido para el desarrollo del programa, lo que realmente se utiliza es

la cuarta parte; por lo tanto, los resultados de la función de corre-

lación cruzada deben multiplicarse'por cuatro, o en su defecto, los

resultados de la función impulso. La Ec. (2.4.19), la tendríamos de

la siguiente manera:
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h(kAt) = ' 4 ' N '

a2 (N + 1) At
<f> (kAt) - <¡> Í(N - 1) Atl:xyx y rxv L 7 J (2.4.37)

Los valores utilizados en el programa son los siguientes:

N = 33

a = 0.1

At « 3

Í(N - 1) Atl = - 0.463141
i j

Este valor de <j) f" (N - 1) At] lo tomamos de los resultados
IKIy L J

del programa.

Por tanto, la tabla de valores es la siguiente:

h(t)

0

9

18

27

36

45

54

63

42

26.7

17.1

11

7.18

4.67

3

1.9

Tabla (2.6)



Como podemos observar en la fig. (2.4.6), la diferencia entre

la curva, si podriamos decir exacta, tomada de la fórmula, y la curva

obtenida de la función de correlación-cruzada por medio del programa,

es una diferencia mínima; esto puede deberse'a que las constantes de

tianpo del sistema son bastante grandes y hemos tenido que hacer a-

proximaciones para valores muy pequeños, como puede verse en los cál-

culos para obtener A, B_ y C_-

De todas formas el resultado podemos decir que es correcto.
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RESULTADOS DEL PROGRAMA DIGITAL PARA OBTENER LA

FUNCIÓN DE CORRELACIÓN-CRUZADA
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^ A P i: T U L O I _! _I

3. TÉCNICAS USUALES EN EL DOMINIO DE IA ERECUENCIA

3.1. UTILIZANDO DIAGRAMAS DE BODE

Dado que la teoria en este campo es bastante conocida, se es-

cribirán solamente los resultados, . haciendo notar las siguientes pro-

piedades básicas de los diagramas de Bode:

Los productos en la expresión de la función de transferencia

T(JÜJ), al trabajar con logaritmos, pasan a ser sumas.

La forma de los diagramas de Bode permiten, para la "mayoría

de los sistemas de mando, representar aproximadamente la gráfi

ca de la función por medio de sus asíntotas.

En las expresiones de Amplitud y fase de una función de trans

ferencia T(jw), pueden encontrarse cuatro factores diferentes por me-

dio de los cuales se puede identificar plenamente un sistema, al com-

pararlos con las caracteristicas que proporciona dicbo sistema. Es-

tos factores son:

- Ganancia constante k



+ -Q

- Polos o ceros en el origen (jw) (n = 1, 2, 3 ..... )

er ¿1
l- Polos o ceros en el eje real (de 1 — orden) (1 -f jto)

olos o ceros conjug

(1 + (2 S/o)) ju + (j

- Polos o ceros conjugados complejos (de 2 — orden) :

n

La ventaja del gráfico logarítmico es evidente, 'puesto que ca-

da uno de estos tipos de factores puede considerarse como una curva -

independiente, que luego se suma o resta convenientemente para obte-

ner la amplitud y fase de T(JÜJ) .

Para identificar un sistema, utilizaremos solamente los gráfi

eos de amplitud, ya que este nos proporciona los datos suficientes pa_

ra nuestro objetivo.

Estudiaremos los diagramas de cada uno de los cuatro factores

mencionados anteriormente.

a).- Término constante k

Su gráfica es una recta representada en la Fig. (3.1.1)

Su amplitud está dada por:

Kd,, = 20 log! O|K| = constante (3.1.1)

Arg(K) = 0° ó 180 grados (3.1.2)
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20 log |k|

Fig. (3.1.1) Diagrama de Amplitud de la constante k.

b).- Polos o ceros en el origen '(jop

Para la amplitud:

20 log [ (»±nj = + 20 n log u (3.1.3)

Esta ecuación representa una recta cuya pendiente es:

d 20 log f(jqQ:

d log u
« + 20 n d^/déc. (3.1.4)

Por tanto la pendiente de estas rectas es de + 20 n dn/década,

y pasan por O cL a w = 1.

Para la fase:

Arg (jo))±n = + n x 90C (3.1,5)



La fig. (3.1.2) muestra la curva de Amplitud del término (jo))'

para varios valores de n.

40

Fig. (3.1.2) Curva de Amplitud para (joi):

c) .- Polos o ceros en el eje real (1 + j

Considerando primero el factor del cero:

(3.1.6)

Amplitud: 20 log T(ju) = 20 log /I + w T

= 10 log (1 + (3.1.7)

En general, enpleando una aproximación asintótica para dibujar

la curva de la ganancia se tiene que, para WT « 1 es 20 log 1 = O oV,

y para o/T » 1 es + 20 log wT, que representa una recta con + '20



La intersección de las asíntotas se obtiene cuando:

20 loe 1 = O = 20 log u T• to c

de donde: uv "c T

(3.1.8)

(3.1.9)

denominada frecuencia de corte del sistema.

Para el polo, el desarrollo es similar, con la diferencia de

que las Ees. (3.1.7) y (3.1.8) llevan signo negativo. La fig, (3.1.3)

nos muestra la curva de amplitud de arribos casos.

10

-10

!V2 ¡o"

Fig. (3.1.3) Diagrama de Bode para (1 4- jw)"

d).- Polos o ceros de segundó orden

T(j(ú) = 1 + (2 5 Aon) jai + (jü)/con)2 "3 (3.1.10)
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Normalizando el factor cuadrático para un par de polos conju-

gados complejos, se puede escribir como:

1 + 2 j£y- y2 (3.1.11)

donde: y =

Anplitud: 20 log |T(jü)) = -10 log ((1 - y2)2 + 4 ?V) (3.1.12)

Cuando y < < 1

20 log |T(jíü) * - 10 log 1 = O dg (3.1.13)

Cuando y > > 1

20 log |T(jw)| - - 10 log y4

Entonces: 20 log |T(jw) * - 40 log y d̂  ' (3.1; 14)

La última ecuación representa una recta con una pendiente de

-40 cL/década en coordenadas semilogaritmicas.

La intersección de las asíntotas se halla igualando.

- 40 log y = O

donde:
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Ü)
; como P =1

por tanto:

tú = tu

Que es la frecuencia de corte para un sistema de segundo or

den.

La Fig. (3.1.4) nos da la curva de Amplitud para un sistema

de este tipo, con cuyas características podemos encontrar la función

de transferencia.

Fig. (3.1.4) Diagrama de Amplitud para un par de polos con-

jugados.
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3.1.1. Ejemplos de Aplicación

Ejemplo 1. Respuesta de frecuencia de un Anplificador Operacional.

El método de respuesta 'de frecuencia para identificar un sis-

tema, aplicamos a un Anplificador Operacional de caracteristicas nor-

males, tomado del Computador Analógico. La tabla (3.1) nos presenta

los datos medidos.

Para la medición se tomó un valor de e. = 3 V pico.in *

f (Hz) (V) e /e.o in 20 log e /e.
to o m

5
10
100
1000
1200
1600
2040
2950
3700
4200
5100
6100
7400
10900
17500
21000
29500
50900
80000
140000

3
3
3
2.95
2.9
2.8
2.7
2.5
2.3
2.2
2.0
1.8
1.6
1.2
0.789
0.64
0.45
0.24
0.1766
0.1

1
1
1
0.983
0.966
0.933
0.9
0.833
0.766
0.733
0.666
0.6
0.533
0.4
0.263
0.2137
0.15
0.08
0.0588
0.0333

O
O
O

- 0.1439
- 0.3
- 0.6
- 0.915
- 1.587
- 2.3
- 2.69
- 3.53
- 4.437
- 5.4
- 7.96
-11.6
-13.4
-16.42
-21.93
-24.6
-29.55

Tabla (3.1)
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Los datos obtenidos grafizamos en papel semilogarltmico, fi¿

(3.1.5). Al observar las caracteristicas de esta curva encontramos

los siguientes datos:

f _ = 4.850 Hz.corte

Pendiente = -20 d^/década para f > >fc

Estos datos corresponden a una función tipo cero, cuya función

de transferencia está dada por:

T(s) =
S T

donde: T = — 2irfc c

T 2-rr x 4850 Hz (seg)

• T = 3.28 x 10 5 (seg)

Por tanto: T(s) = • (3.1.15)
3.28 x 10 5s + 1

Encontrada la función de transferencia, el sistema correspon-

diente a un amplificador operacional queda identificado por medio del

método de respuesta de frecuencia.

Ejemplo 2. Respuesta de frecuencia de un sistema real.
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Para este ejemplo hemos escogido un amplificador marca FISHER

de 30 w de salida por canal, utilizando el 60 % de la salida. Las di-

ficultades encontradas para realizar esta medición, no permitieron ob

tener resultados demasiado satisfactorios.

La curva de respuesta la hemos obtenido de la potencia en dR,

puesto que ésta es proporcional a la salida del sistema. Además, la

salida fue conectada a una carga de 8 ü, corno indica la fig. (3.1.6).

v(t) SISTEMA REAL

Fig. (3.1.6) Diagrama para respuesta de frecuencia de un sis
V

tema real.

Como la salida la obtenemos directamente en cL, no es necesa-

rio hacer ningún tipo de cálculos. De los datos obtenidos en la ta-

bla (3.2), grafizamos en papel semilogaritmico la respuesta del siste_

ma, representado en la fig. (3.1.7).

f (Hz) P

100

200

350

600

10 3

2 x 103

39.8

39.81

37.5

37.4

37.8

38.6



- 96 -

f (Hz) P

4 x 103

8 x 103

10 4

1.4 x 104

2.3 x 104

2.66 x 1011

3 x 104

3.47 x 104

3.72 x 104

4.58 x 104

5.3 x 104

6.01 x 104

6.9 x 104

8 x 104

9.8 x 104

1.2 x 105

1.29 x 105

1.36 x 10S

1.52 x 105

2 x 10S

3 x 105

5 x 105

8 x 105

106

39.2

39.7

39.2

38

36

35

33

31

30

27

25

20

16

12

9.7
6

3

. 0

-5

-6.5

-7.5

-8.8

-11

-12

Tabla (3.2)

En la Fig. (3.1.7), la curva, que va hasta 1.65 x 105Hz, la he

mos aproximado a un sistema de 2- orden, para de esta manera asociar-

la a la fig. (3.1.4), que pertenece a un polo de segundo orden, de
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donde podemos obtener los siguientes datos:

= 0.5

La frecuencia de resonancia obtenida en el laboratorio, fue a_

proximadamente de 1.5 kHz.

Por tanto:

ü)n = 27T fh

« 2ir x 1.5 x 103 Hz.

= 9.42 x 103

Además la curva a partir de 1.65 x 105 Hz, podemos considerar

le como un cero con pendiente de + 30 d^/déc, que sumada a la pendien

te de -40 dn/déc. del polo aproximado de segundo orden, nos da como

resultado la pendiente de -10 d^/déc. , como indica la fig. (3.1.7) .

Este cero seria de la siguiente forma:

(s + 1.65 x 105)3/2

Por otro lado, el factor de ganancia del sistema seria:

20 log k = 38
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e
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de donde k = 80

La función del sistema, reemplazando los valores anteriores,

seria:

T(s) - 7098.4 x (s +'1.65 x'105)'/2 (3.1.16)
(s2 + 9.42 s + 88.73)

3.2. UTILIZANDO RUIDO BLANCO

Dada una función positiva S(üj) o equivalentemente una función

definida positiva <(>(T), podemos encontrar un proceso aleatorio x(t) -

teniendo S(w) como su espectro de potencia o CJ>(T) como su autocorrela

ción.

Determinamos un sistema cuya función de transferencia es:

H(jw) = / S(u) e w (3.2.1)

donde 8(tú) es un ángulo arbitrario. Suponemos ahora que podemos encon

trar un proceso x(t) con espectro constante.

S (w) = 1xx /

y

que, se podría representar gráficamente por la fig. (3.2.1)
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(T)
x ' Sxx(cu)

Fig. (3.2.1) Autocorrelación y espectro de potencia del ruido

blanco.

Con x(t) como entrada, el espectro de salida está dado por:

Sy(ü3) = SU) |H(jtü) 2 -
XX

(3.2.2)

El proceso x(t) se lo llama Ruido Blanco, "un ejenplo es el

ruido térmico que lo estudiaremos nías detenidamente en este capitulo.

En general, se puede decir que el ruido blanco es ideal, y por

lo tanto inexistente en la realidad. Pero en la realidad también cual

quier sistema real viene a ser una especie de filtro pasa-bajos, pudi-

endo asumirse que para estos sistemas, ruido blanco seria aquel tipo

con espectro densidad de potencia constante sobre la banda de trabajo

del sistema.

Gráficamente se puede analizar de la siguente -manera:
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Sxx(to)

SISTEMA

Sy(ü»

Fig. (3.2.2) Ruido blanco como señal de entrada de un sis-

tema.

donde S (to) es el espectro del ruido blanco de entrada, y Sy(w) elxx

espectro del ruido coloreado a la salida del sistema.

Para el presente desarrollo, comenzaremos definiendo lo

que es la función de autocorrelación y espectro densidad de potencia

del ruido blanco. Tomaremos como referencia el ruido térmico en

conductores, que como se había indicado, es una forma de ruido blan

co ("*) , y se puede aplicar en sistemas físicamente realizables.

La fig. (3.2.3) representa ruido térmico en conductores

un proceso aleatorio.

como

Lathi, C.P. Signáis5 Systems and comunications

New York, Wiley, 1965.
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XT> = I
J-co -L

- 103

X, X2Px,x2(x1 ,x2) dxjdx, (3.2.5)
co J — co

donde la amplitud en t representa X: y en t 4- T representa X2, luego:

,-CO rCO

^(T) = Xj x2 PXiCn) Ex2(X2 Xl = jq) dx, dx2 (3.2.6)
•* —oo J —co

X[ y X2 son variables aleatorias que pueden tomar valores x: y x2

A partir de este desarrollo la función de autocorrelación es-

tá dada por:

*(̂r) « e~aT X2 + (eaT - 1) X (3.2.7)

donde X es el valor medio o valor esperado de x , que se define como:

X - í x f(x) dx (3.2.8)

y X2 es el valor medio del cuadrado del proceso, y se define cp_

mo:

X2 = [ x2 Px (x) dx . (3.2.9)
J -oo

Para el ruido blanco, se tiene que su valor medio es cero por

tratarse de un proceso ergódico que tiene su media en el tiempo igual

a cero.

Por tanto, la función de autocorrelación del ruido .térmico s_e

ría:
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(T) = X2 e~aT ; T > O (3.2,10)
XX

De aquí se deduce que la auto correlación es una función conti

nua de T

* (T) = X2 e~a' T
yxx J

Por definición, el espectro de potencia es la transformada de

Fourier de la función de autocorrelación del proceso;

SXX(CD) « F <j> (T)
' XX

por tanto:

Sxx(w) = • 2 a X& (3.2.11)
CÍ24- W2

Para el ruido térmico en un resistor X2 está dado por:

X2 = a kTG (3.2.12)

donde: k es la constante de Boltzman

T temperatura ambiente en °K

G es la conductancia del resistor

a es el promedio de n- de colisiones por segundo de un elec-

trón con la estructura de celosia ( = 1014)

En general para una señal x(t)

rxx(T) - kTG a e a L (3.2.13)
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c... , v 2 k T G c ¿ 2 _ 2 k T G / Q oSxx(w) = • - = - (3. 2.
a2 + w2 - ,ax 2

Una de las caracteristicas importantes, es que el espectro de

potencia del ruido térmico es prácticamente constante hasta 101 2 Hz.

Es decir, abarca prácticamente todo el rango de frecuencia en las que

trabajan los equipos.

Reemplazando w - 101 3 • • en la Ec. (3.2.14) se obtiene:^ seg v J

Sxx(tt) = 2 k T G (3.2.15)

Por ejemplo, si se tiene el siguiente circuito pasivo lineal,

donde Zab = Rab + j Xab es una inpedancia no ruidosa en serie con una

fuente de voltaje de ruido y densidad de potencia Sv(w), entonces:

Sv(td) = 2 k T Rab (w) (3.2.16)

En general Rab(w), parte real de Zab(w), es función de la fr_e

cuencia; por eso, el espectro de potencia de la fuente de ruido es -

también función de la frecuencia.
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3.2.1. Obtención de H(jio)

Si aplicamos a un sistema una señal de ruido blanco r(t), a su

salida obtendremos una señal c(t).

Las señales rT(t) y ĉ (t) valen cero fuera del intervalo t

< T/2, como indica la figura (3.2.4).

r(t)

c(t)
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3.2.1. Obtención de H(JÜJ)

Si aplicamos a un sistema una señal de ruido blanco r(t), a su

salida obtendremos una señal c(t).

Las señales rT(t) y ĉ t) valen cero fuera del intervalo

< T/2, como indica la figura (3.2.4).

A r(t)

c(t)

T/2 T/2

Fig. (3.2.4) Señal de entrada a un sistema.

t

Aplicando rT(t) a la entrada, que equivale a aplicar la señal

r(t) solo en el intervalo t < T/2. En general, la respuesta no se-

rá (̂(t), sino que se extenderá más allá de t = T/2. Sin embargo, pues

to que r(t) = O para t > T/2, la respuesta en t > T/2, de un siste-

ma estable debe disminuir en el tiempo. Cuando T tiende a °o ; su a-

portación es insignificante; desde el punto de vista de una señal de

duración infinita.

Por tanto: lim rT(t)

T -*

lim
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Por definición, el espectro de c(t) es;

Se (tu) =
lim

JL_
T

lim

= |H(íú)
lim n

2 -1-
T R+ (w)

luego:

Sc(w) = |H(íú) 2 Sr(üi)

(3.2.17)

(3.2.18)

Ademas el valor medio cuadrático de una señal, está dado por;

c2(t) = |H(u) 2 Sc(ü>) (3.2.19)

que es por definición la potencia de c(t)

En forma general, podemos expresar que la función de transfe-

rencia de un sistema con ruido blanco (o térmico) como señal de entra

da, está dada por la relación de los espectros de potencia de entrada

y salida.

_ So(o))
" (3.2.20)

Como se conoce el espectro del ruido blanco, se obtiene el es_

pectro a la salida del sistema y por tanto la función de transferen-

cia con lo cual el sistema queda identificado.
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En forma más directa, podemos obtener H(w) a partir de la de-

finición de función de correlación cruzada.

r
I» (T) = h (T) . * (T - s) ds

J J -00

= h(-r) - ̂(T) (3.2.21)

Tomando la transformada de Fourier de ambos lados, tenemos:

Sxy(tü) = H(w) Sxx(w)

donde H(to) es la función de transferencia de un sistema con función im

pulso h(t) óptima. Por tanto:

(3-2-22)

Como su equivalente en el tiempo ya se determinó en el numeral

(2.4), no profundizaremos en este método. Además , como ya se estable

ció, debemos esperar que estas técnicas sean completadas en posterio-

res trabajos de tesis.



- 109 -

C A P I T U L O I V

CONCLUSIONES

Los métodos que hemos utilizado para el desarrollo del presen

te trabajo, son métodos generalmente conocidos, en especial los que u

tilizan gráficos normalizados de la respuesta a una función paso y di.

agramas de Bode. Sin embargo, por su importancia y validez en la i-

dentificación de sistemas, nos ha sido dificil prescindir de ellos.

Analizaremos a continuación cada uno de los métodos descritos

en el desarrollo de la Tesis, y que los habiamos dividido en dos gru-

pos: técnicas usuales de identificación en el' dominio del tiempo y

técnicas en el dominio de la frecuencia.

En el dominio del tiempo tenemos los siguientes:

a) Usando gráficos normalizados a una función paso.

Ya en su respectivo estudio habiamos indicado que cualquier mo

délo, en general de sistemas complejos reales, puede ser aproximado a

un modelo de segundo orden, para de esta manera poder asociar su res-
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puesta con los gráficos existentes.

La señal paso, es una señal fácil de generar y de muy amplio

servicio a nivel de laboratorio. Los sistemas que hemos utilizado pa.

ra este tipo de identificación cuyas funciones son conocidas y aproxi

madas a un modelo de segundo orden, nos han brindado una idea concre-

ta de la utilización de éste método. En el primer ejemplo, la res-

puesta del sistema a una función paso unitaria representada en la fig.

(2.2.6), nos da los datos suficientemente precisos del modelo que ha-

biamos escogido. En esta figura, el error un poco mayor al 2 % espe-

cificado cuando el sistema se estabiliza, puede deberse a errores de

inserción al realizar la práctica, dado que el computador analógico -

en el que se hicieron las mediciones, no es suficientemente confiable.

Puede notarse además en este gráfico que el sistema es bastante esta-

ble y ha sido suficiente la utilización del tiempo pico para obtener

los demás parámetros del sistema.

Para el segundo ejemplo, fue necesario recurrir al método del

lugar de las raices para eliminar el tercer polo y aproximar el siste

ma a un modelo de segundo orden. La fig. (2.2.9) nos presenta la res_

puesta de este sistema, donde podemos apreciar que los datos que ha-

biamos encontrado en el desarrollo teórico, coinciden con los de esta

figura. De esta manera, y al igual que el caso anterior, ha sido su-

ficiente obtener la medida del tiempo pico para encontrar los demás -

parámetros y de esta manera la función del sistema.
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b) Por determinación de las constantes de tiempo

Para este caso, habíamos escogido un horno de características

eléctricas disponible en la Facultad de Ingeniería Química, por resul

tar muy difícil conseguir un horno industrial con las características

presentadas en el desarrollo teórico . Cabe señalar que este desarro-

llo lo incluimos para demostrar que el sistema es del tipo deseado ,pa.

ra pasar luego a obtener las constantes de tiempo, y por tanto la res

puesta del sistema; con lo cual hemos demostrado analíticamente y en

forma general, que un modelo razonable es uno de segundo orden.

A pesar de los errores que se cometen debido a la resolución

de los instrumentos al formar la lectura de datos, en especial cuando

la temperatura del horno comienza a estabilizarse en tiempos bastante

grandes, el resultado satisface plenamente las condiciones por las

que nos habíamos guiado. Además, esto lo- comprobamos al obtener re-

sultados similares aplicando secuencias binarias pseudo-aleatorias cp_

ico señal señal de excitación a este mismo sistema.

c) Utilizando secuencias binarias pseudo-aleatorias

Quizás esta es una de las técnicas más importantes y la que

mejor se proyecta para trabajos posteriores. Esta técnica permite la

estimación de la dinámica de sistemas bajo condiciones normales de o-

peración, lo cual no ha sido posible realizar en el presente trabajo,

ya que para esto es necesario acoplar la señal de excitación produci-
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podria usarse para computar en forma continua las caracteristicas de

la s.b.l.m. de modo que la eficiencia máxima en la identificación se-

ria mejorada en todo momento. La s.b.l.m. parece estar idealmente a-

daptada a esta necesidad, como todas sus propiedades son determinadas

relativamente por pocos parámetros básicos.

En el dominio de la frecuencia tenemos:

a) Utilizando Diagramas de Bode.

Como habíamos indicado, dado el conocimiento teórico que se

tiene de este tema, hemos utilizado solamente los resultados de los

diagramas de Amplitud que nos son suficientes para identificar cual-

quier sistema.

El primer ejemplo para obtener la respuesta de frecuencia, es

de un amplificador operacional que relativamente es muy simple, pero

que nos da una idea suficiente de la bondad y la facilidad con que

se puede utilizar este método. Esto lo comprobamos además en el se-

gundo ejemplo que es un sistema real más complejo, y dadas las carac-

teristicas de la curva obtenida fig. (3.2.2), ha sido necesario aproxi

mar a un modelo de segundo orden.

Las ventajas de este método son evidentes como ya lo habiamos

mencionado en su respectivo estudio.
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sea una base lo suficientemente clara, para posteriores trabajos en

este campo.
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A N E X O

MANUAL DE UTILIZACIÓN DEL PROGRAMA ADJUNTO.

LISTADO DEL PROGRAMA QUE GENERA LA FUNCIÓN DE

CORRELACIÓN-CRUZADA.



40, 44, 48, 56, 73, 84.

La tercera parte del programa obtiene la función de correla-

ción cruzada asignadas con los números 91 a 100 en el listado.

Los datos que deben ingresar al programa deben seguir el si-

guiente orden:

Primera tarjeta de datos

Se hacen leer los valores del periodo de la secuencia P, At y

la amplitud de la secuencia (DELT y AMP respectivamente) . Estos valo

res entran con formato F.

Segunda tarjeta de datos

Valores por filas de la Matriz A. Estos datos se introducen

con formato I. si el elemento a. .es entero; caso contrario si son
i,J

reales, se utilizará formato E. Estos datos van separados por comas

y se pueden continuar en otra tarjeta en caso de que la primera tarje_

ta se llene.

Tercera tarjeta de datos

Valores por filas de la Matriz B. Estos datos deben introdu-

cirse en igual forma que los de la matriz A.



Cuarta tarjeta dé datos

En esta tarjeta se leen los datos de T, T25 N9 y TI.

T. - Corresponde al tiempo en que se evalúa la matriz AD, y debe -

ser igual al valor de At. Debe ser introducida con formato E.

T2.- Es el tiempo en que se evalúa la integral para el cálculo de

la Matriz BD. Tiene formato E y va a continuación de T sepa-

rado con coma.

N9.- Es el número de trapecios necesarios para el cálculo de la in

tegral previa al cálculo de la Matriz BD y va con formato I,

separada con coma del anterior.

TI.- Corresponde al tiempo en que se evalúa la integral al límite

inferior. Este dato dado la teoría de discretización siempre

es cero (0), y va con formato F.

Quinta tarjeta de datos

Valores por filas de la Matriz C9 = CD. Se introducen en for

ma similar a los datos de la Matriz A.

Sexta tarjeta de datos



Valores por filas de la Matriz D = DD necesarios para el cál-

culo del vector de salida. Dada las condiciones de la teoria este da

to por lo general es cero.

Séptima tarjeta de'datos

Valor de Epsilon (E 5) necesario para pasar el cálculo de la

serie. Este dato deberá introducirse con formato E.



SJOB
CSQPT1UNS T=200,P-25
CIOPTIUNS

PARA ENCONTRAR LA fUNCIUN i£ CJRRELACION CRUZADA

C TESIS Uc GRADO DE GUILLERMO M A R T Í N E Z VIVANCÜ.

c ---- P R O G R A M A DE CONTROL
c ---- L A S M A T K I C h S EN LA DATA ENTRAN POR FILAS
C ---- P A R A FüKMA GENERAL SE C A M B I A R A T A R J E T A S DE DATOS
/- _ :_ __ ____ : ________________ _ _ _ _______________ __ , __ , ____

1 U l M h N S I U N T I E M Í 200 ) .R ( 2J01 . Y C Í 2 Ü D )
2 J I M E N a I O N A ( 2 . 2 ) . U í 2. 1 > . T O T Í 2 , 1 ) . C 1 í 2 . 1 t . TA I í 2 . 2 ) .X í 2 , I 1 ,U¡ 1 , 1 )
3 D l M E N i > ION C 9 Í 1 . 2 ) , D ( 1 , 1 ) . X K 2 . 1 Í . X 2 Í 2 . M . X 3 ( H , 1 I , Y 1 Í 1 . 1 » . Y 2 ( 1 . 1 >
4 O l H E N S I u N Y ( l , l ) , T A T ( 2 , 2 ) . C 2 C 2 , 2 )
3 I N T E Ü - R FAC
6 D A T A X /u . , ú ./
7 H E A D . P . D E L T . A H P
8 ND=P/DEL T4-0.5
9 1X2=99

1 O
11
12
13
1*
15
16
17
18
19
20
21
22
23

8
3

S

6
C
c
c
c
c
c
C " '
c
c
c
c
c
c
c
c
c
f-

c
c
c

DO3J = 1 .NO
T I EMÚ t = DELT*(J-l í
1X1 = 1F IX (TIEH( Jí J
I X 1 = I X 2
CALL RANDU; 1X1 » 1X2, Y 3 >
1 F Í Y 3 . G E . O . S I GOT08
R( J )=-AMP
GOT03
Rí J Í=AMP
CONTINUÉ
PH INT5
F O R M A T Í ' 1*. 20X, 'T IEMPO* . 30 X , ' AMPLITUD ' í
P R 1 N T D , ( T I E M ( J Í , R ( J ) , J = 1 ,ND)
FORMAT (2 IX .F7.2.30X. F5. 1 í
PROGRAMA PARADISCRE.T IZAR UNA FUNCIÓN CONTINUA
S í GN1FÍ C AOÜ

¿L
EL
EL
EL
EL
EL
EL
¿L
EL
cL
EL
EL
tL
EL
EL
¿L
EL

GRAOJ
GRADO
GRADO
GKADO
GRADO
GRADO
GRADO
GRADÜ
GRADÜ
GRADO
GRADO
GRADÜ
GRADO
GRAúü
GRADO
GRADÜ
GRADO

D£
DE
DE
DE
DE
DE
DE
DE
DE
DE
DE
DE
DE
D£
DE
DE
DE

DE

LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA
LA

LAS VARIABLES

MATRI
MATR I
MATR I
MATRI
M A T R l
MATRI

Z
Z
Z
Z
Z
Z

MATRIZ
MATH IZ
MATR IZ
MATRI
MATRI
MATRI
MATRI
M A T R I
MATR I
MATRI
MATRI

Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z

A ES í NI .NI )
B ES I NI ,N2)
X ES (NI .N3I
U ES (NH,N3>
C^ ES í N4.N1 )
D ES IN4.N2)
TAI ES t NI ,N1 í
TAT ES ( NI ,N1 )
TOT ES ; NI , N2)
C2 ES í NI .NI 1
Cl ES ( NI ,N2í
XI ES ( NI ,N3
X2 ES í NI .N3
X3 ES (N1.N3
Yl ES ÍN4.N3
Y2 ES ÍN4.N3
Y . ES ÍN4 ,N3 1

2* Uí 1 . lí =i
25 Nl=2
26 N2=l
27 N3=l
28 N4=l

C ---- ¿SCR1BIR TÍTULOS
29 «RITEÍ3. 100 J
30 100 FORMAf í 1 Hl , 24X . 'ESCUELA POLITÉCNICA NAC I DN AL ' . / . 25X , • FACULT AO DE I

I M G E N I ^ H I A ELÉCTRICA» ./ .25X , 'ESPECI AL IZACIQN E L E C T R Ó N I C A ' , / »
31 *R I T t t J, 105)
32 IOS FORMAT (///. 25X , -ECUACIÓN DE fcSTAOO ' . // . 25X . ' NOT^C I ON GENERAL .....

1.. DX. = A*XÍT)4-B*U(T)'.//,2SX.'DONOE :',//. 33 X , »DX = D£R I V ADA DEL
2VECTU^Í ÜE ESTADO* ,// .3JX .' A Y B = MATRICES INVARIANTES EN EL TIEMP
3U» .y/ . JJX, ' XCT) = VECTOR DE ES T ADO » . / / , 33 X . ' R ( T ) = VECTOR DE ENTRA
4O A ' . / 1

33 *RirE(3,10ó)
34 106 F JRMAT C / // . 25X, 'EN SISTEMAS DISCRETOS LAS ECUACIONES DE ESTADO SON

1 • . //.¿5X, 'NOTACIÓN GENERAL-... X( ( ÑU ) T) = AD*X(NT)+BD*R(NT)',//,4
2t>X . ' Y( NT > = CD*X(NT) +-OD*R(NT) • ,/ /, 2SX. 'DONDE : ' .// ,33X, 'X( (N+-1 »T)
3= VECrjvl DE ESTADO AL INTERVALO ( M *- 1 I DE T ' , // . 33X , ' AD = MATRIZ FI
4' . //.JJX . ' tíD = INTEGRAL DE LA KATríIZ F I *B EN LOS INTERVALOS 0,T',/
5/.33X. 'R(NT) - VECTOR DE CNTHADA',//,33X.'Y(NTI= VECTOR SALIDA DE
6b I STEMA' .// ,33X, ' CD Y DO = MATRICES CUYOS VALORES SON LOS ' .s / * 33X *
S'LOS MISMOS QUE PARA EL SISTEMA CONTINUO',/)

35 R E A D . ( ( A ( l . J ) . J = l . N l ) . I - l , N l J
36 «R 1TE( J, 25 1 )



37 251 F U R M A T Í / / / 3 4 X . • M A T R IZ D£ ESTADO A ' I
36 WhUTEí 3. 2b2) ( ( A Í I . J J . J = 1 , N 1 ) . I = 1 . N 1 )
39 252 F O R M A ! ( 2 Í / / 3 7 X , 2 C F 9 . 5 . 3 X ) ) )
40 READ.t Í u £ I . J ) » J-i ,N2 ) .1 = 1 . NI )
41 *R I füí 3, 2D* )
42 254 F O R M A T ( / / / J 4 X . ' M A T R I Z DE INCIDENCIA 8 ' )
43 * rfK I rt-í 3. 2bb ) ( ( 6 í I , J ) , J= 1 , N2 ) . 1 =. I . N 1 ) ' '
44 255 F O R K A T t 2 Í / / 3 4 X . F 5 . 2 ) J
45 MRITfc í J, 7(JO )
46 700 F U R M A Í Í / / / 3 4 X . ' V E C T O R D£ ESTADO X ' l
47 *ti ITEí J, 7ü 1 ) < (X( I ,J ) ,J=1,N3) .1=1,N1J
48 701 H U R M A F t ¿ Í / / 3 4 X . F 5 . 2 ) J
49 READ.F .r 2.N9,TI
50 K E A D . l £ C 9 ; i . J > . J = l , N l ) , I = l , N 4 )
51 K £ A D . Í Í D ( l . J I . J = l . N 2 | , I = l . N 4 )
52 READ.Er,

C SE LLAMA A LA M A T R I Z AD EVALUADA AL VALOR DE" T
53 CALL CAL. (NI .Eb.A.T.TAI)
54 Wrí ITEt 3, 250 i
55 256 FORMAT Í///J4X . 'MATRIZ- AO ' )
56 w« 1TEÍ3. 257 J í ( TA1 £ I .Jí .J=l .N1} .I = 1 ,N1 )
57 257 FORMAf í2 Í / / 34X ,2 ÍF9 .4 ,SX) ) )

C ¿E LLAMA A LA M A T R I Z AD EVALUADA AL VALOR DE TI
53 CALL CAL ( N I . E 5 . A , T I . T A T i

LA INTEGRAL P A R A EL CALCULO DE LA M A T R I Z BD ES REALIZADO POR EL
McTQDJ UE LOS TRAPECIOS

59 CALL MULT ( NI ,NI .TAT.NI .N2.Ei.Ni , N2. TOTJ
c bE REALIZA EL CALCULO OH LA MATRIZ BD
C SE REALIZA EL CALCULO DE LA INTEGRAL POR EL MÉTODO DE LOS TRAPECIOS

60 H9=T2/N9
c _ N9 CORRESPONDE AL NUMERO DE TRAPECIOS

61 M9=N9-1
62 OU 50 J3=2,M9
63 T J = ; JJ-i .0 í *H9
64 CALL CAL ÍN1.E5.A.T3.C2)
65 CALL MULT (NI,N1,C2.NI.N2.B.NI,N2,Cl)
66 D050 J*= 1.N1
67 D050 Jb=l.N2
68 50 TOT(J*.J5J=TOT(J4.J5í*2.*C1(J4,J5)
69 CALL CAL í N 1 . ES . A .'T2 , TA T i
70 CALL MJLT tN1 ,N1.TAT,NI ,N2.B.N 1 .N2 . Cí)
71 üüSl Jb= l.Nl
72 DJ51J7=1 ,N2
73 51 T ü T t J D , j 7 J = í H9/2. í * í T O T í J6.J7)+C11J6,J7I)
74 W H I T h i J , 2 5 8 )
75 258 F O R M A f ( ^ / / 3 4 X . ' M A T R I Z B D • )
76 WrtirEU,259J ( (TOT( I , J) . J=l ,N3Í . 1 = 1 ,N1 í
77 259 F O R M A T £ 2 ( / / 3 4 X . F 9 . 4 Í )
78 *K ITEÍ 3, 260 )
79 2 6 0 F ü f í M A r í / / / / 3 6 X . ' N 1 . 1 8 X , ' Y Í N - H t T ' / X I
80 Dü80K=s X . 200
81 CALL HULTÍNI.NI .TA I ,N1 ,N3.X,N1 .N3 . X I »
82 CALL MULTÍNI .N2 .TOT.N2 ,N3 .U ,N1 .N3 ,X2)
83 00 31 Kl8=1.NI
84 DÜ 81 Kl9=1tN3
85 81 Xí K18. Kl 9)=X1 í K18 .K19)i-X2; Klfl ,K19)
86 CALL MULT(N4 ,N1 .C9 .N1 ,N3 .X .N4 ,N3 .YO<KM
87 80 Wrt !Tt£( 3, 262IK-1 , Y O ( K ]
88 262 FURMAT t J 4 X , 14 , 15X,F12.5Í
89 W R I TEC J. 11 1 )
90 111 FÜRMATÍ• 1' ,46X. »FUNC ION DE CORRELACION-CRUZAOA' / / / I
91 ND=ND/2
92 DÜ 10 1K9=1,NO
93 SUM=0.
94 DU101=1 , NO
95 10 ÍUM = S U M + - R ( 1 I * Y O Í I + K 9 )
96 FI l=SUM/ND
97 101 * r f I T E Í J . 1 1 2 J F Z Í
98 112 F U R M A f £ b 6 X . £ 1 4 . 7 )
99 STOP

100 aND

101 SUBRQUTiNE CAL íN1 ,ES.A .T .SUM)
102 1NTEGEH FAC
103 ülNENSION A í 2 » 2 ) . S U M C 2 . 2 t , C ( 2 . 2 í . A 1 1 2 . 2 I

C ¿£ GENERA LA MATRIZ IDENTIDAD PARA CUANDO T = 0.
1 0 4 O J 5 I 2 = 1 . N 1
105 ' DO 5 I 3=1 ,N1
106 I F ( I 2 . E Ü . 1 3 I G O T O 12
107 SUMÍ 12 . I3J=0
108 1.0 TO 5
109 12 SUMÍ 12.I3J = I .



110 5 CONTINUÉ
C bE RtALIZA EL CALCULO DE A*T PRtlVIO AL CALCULO DE LA M A T R I Z AD

I 1 1 ND1 = 1
112 Oü 3 JA= 1 »N1
113 DÜ 3 JE£= 1.N1
114 3 A 1 (JA. JE | = A (JA .JE) *T
113 GOTO '¿4
1 16 25 NO8=ND1- 1
117 DO 13 14=1,ND8
118 1F( 14 .UT .1) G O T O 14
119 CALL HULT (NI.NI»A.N1,N1.A.NI,N1,C)
120 G O T O l o
121 14 CALL MULTÍN1,N1.C.Nl,NI.A,NI,N1,C>
122 13 CONTINUÉ

c bg LLAMA A LA SUBRUTINA FACT PARA EL CALCULO DEL FACTORIAL
123 CALL FACT (ND1.FAC)
124 NO=0
125 DO 15 1 7=1 .NI
126 DO 15 18= 1.N1
127 Altr7,ia)=C<I7,I8)*(T**NDl )/(FLOAT(FAC I 1
1 28 1F( AH 17 .la) .LE.E5) GOT017
129 GOTOlb
130 17 NO=NO+1
131 15 CONTINUÉ
132 IFÍNO.EQ.Nl*NlÍGOTQ18 -
133 24 DO 4 15= 1,NI
134 DO 4 í 0=1.NI
135 4 SUM(lb»16J=SUM(I5»I6i+Al(I5.I6>
136 NOl=NDH-l
137 1FÍND1 .GT, 10) GOTO 7
133 ' GOTO 25
139 7 WR ITE( 3.8) ,
140 8 FORMAT(/ / •HAN HABIDO 10 ITERACIONES1)
141 STOP
142 18 RETUR.SJ
143 ENO

144 SU8ROUTINE MULTÍNEl.NE2.E.NFI.NF2.F.NG1. NG2.GI
c SU8RUTINA PARA MULTIPLICACIÓN DE DOS MATRICES
C E = MATR IZ 1
c p - MATR IZ 2
C G - MATR 1Z PRODUCTO DE LAS MATRICES E Y F
C NEl = NUMERO DE FILAS DE LA MATRIZ E
C NE2 = NUMERO DE COLUMNAS D£ LA M A T R I Z E
c Nfri - NUMLRO -DE FILAS DE LA M A T R I Z F
C NF2 = NUMERO DE CULUMNAS DE LA MATRIZ F
C NGl = NUMERO DE FILAS DE LA MATRIZ G
C NG2 = NUMbRO DE COLUMNAS DE LA M A T R I Z G

145 DIMENSIÓN GtNE1.NF2),E(NE1.NE2).FíNF1,NF2)
146 NGl=Ntil
147 NG2=NF2
148 DO 11 JP=l.NEl
149 DO 11 JU=1»NF2
150 ' 11 G£JP.JO)=0. . . . . . . . . . -

15t DO 16 1=1.NEl
152 00 16 J=1,NF2
153 DO 16 K=1.NE2
154- 16 Gí I . JJ=G í I , J) 4-í Eí í .K) *F ( K , J) )
155 RETURN
156 END

15T SUBROUT1NE FACT Í N . F A C )
C SUBRUTINA P A R A CALCULAR EL F A C T O R I A L DE UN NUMERO
c N - NUMERO QUE SE DESEA EL F A C T O R I A L
C ._ FACT = FACTORIAL DEL NUMERO N " -

153 INTEGíiR F A C ^ . . - . - .
159 FAC=l
160 00 9 K=l .N
161 9 FAC=FAC*K
162 HETURN
163 tHND

164 SUBROUTINE 5AS ( N N í . N N 2 . A B . A C . A D |
c suBRuriNA PARA SUMAR DOS MATRICES DEL MISMO ORDEN
C N N t - NUMERO DE FILAS
C N.N2 = NUMLRO DE COLUMNAS

C AC = MATRIZ 2
c AD = MATRIZ RESULTADO DE LA SUMA DE LAS MATRICES A8 Y AC

165 01MEN¿ION AB(NN1,NN2».AC(NNI.NN2},AD(NN1,NN2)
166 DO 59<1=1.NN1
167 DO 59 K2=i.NN2

169 59 A O (K l , K¿ J = AB( Kl . K 2 J * -ACÍK l , K2Í
169 RcTURN
170 ¿ N O

(J v SENTRY
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