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Este trabajo consiste en un estudio teórico-experi-

mental de algunas propiedades fundamentales de la teoría

de la Healimentación "basada en las obras, que por su con-

tenido han llegado a ser clásicas en el ambiente de la C

Ciencia Eléctrica y,cuya bibliografía se expresa al final.

He creído conveniente dividir el trabajo en dos par-

tes: la Parte I es un estudio exclusivamente teórico en la

cual he tratado de explicar los conceptos físicos con cier

ta rigurosidad matemática; la Parte II es un estudio teóri

co-experimental de la respue.sta de un sistema eléctrico.

SI numeral 1 de la Parte I es un estudio ligero ao-

bre las- redes activas en general, puesto que además de los .

conceptos básicos que se desarrollan para redes pasivas y

activas se mueatran las diferencias entre estos dos tipos

de redes, se indican algunas definiciones que resultan muy

útiles para el desarrollo de la teoría lineal de la Reali-

mentación tales como la impedancia de punto motriz y la im

pedancia de transferencia en función de un elemento cual<iu.ie

ra de la red.

El estudio general de las redes se lo puede hacer

sólo para mallas y de los resultados que se obtengan se pue

de deducir los resultados que se obtendrían si utilizamos

nudos puesto que los dos conceptos son cerrelativos, bajo
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este punto, da vista he 'desarrollado únicamente la teoría a

"base de mallas.

En el numeral 2 se tiene la teoría fundamental de

la¿Realiment ación desarrollada para cualquier sistema físi-

co lineal que se considere. Las ecuaciones que se desarro -

lian son las más generales pero si empine, he tratado de indi-

car la deMda interpretación física de las cantidades que
'»

forman estas ecuaciones para lo cual resulta muy útil los

diagramas de flujo, del sistema. También se estudia las eeua

clones fundamentales (como la diferencia de retorno por ejem

pío) a partir de los determinantes generales que caracteri-

zan a la red eléctrica.

El numeral 3 está dedicado al estudio de. algunos e

f_"ectos de la realimentación tales como: disminución de la

sensibilidad de los elementos de un sistema; disminución de

la no-linealidad de' los elementos, disminución de ruidor con

algunoa ejemplos ilustrados de la manera en que estas propi^e

dades importantes s~e apliquen al diaeño de sistemas simples.

He creído muy interesante hacer un estudio de la sensitivi-

dad para redes eléctricas a "base de sus determinantes gene-

rales.

El numeral 4 corresponde a un estudio de los crite

rios de la estabilidad de un sistema lineal realimentado. Se

indican la-mayoría de los criterios que se utilizan, dando ma

yor énfasis a los más comunes especialmente al método del lu
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gar de las raíces.

Un capítulo muy importante en la Realimentación

es el estudio de la respuesta transitoria del sistema así

como la respuesta en estado estáfele con excitación sinusoi.

dal al cual se dedica la parte II.

El numeral 1 es un estudio teórico de la red eléc

trica que se usa para la experimentación, se obtiene la res

puesta del sistema en lazo abierto tanto calculada como ex-

perimental, comparando los dos resultados,, he tratado de ex

plicar a que se deben los pequeños errores que puedan exis-

tir. Se da gran énfasis al estudio de la respuesta del sis-

tema en lazo cerrado, primero,, por el método del lugar de

las raíces (estado transitorio) y que, segundo, por el meto

do del anáfisis, de frecuencia (estado estable para una exc:L

tación sinusoidal). La .comprobación experimental del estado

transitorio se ha hecho a base de fotos de la respuest a del

sistema mientras que de la frecuaicia a base de medición di

recta. :

El numeral 2 se dedica al estudio de las distintas

respuestas .que presenta el sistema para distintas condicio,

nes de una red compensadora en serie, y el numeral 3 corres

ponde a la compensación paralelo.

En todos lob numerales he intentado poner conclu-

siones sobre los métodos que; he utilizado para el análisis

de las distintas respuestas.
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El propósito de este trabajo £a sido el demostrar

claramente, que los resultados que se o"bti sien por considera

ciones puramente teóricas son. comprobados en el laboratorio

con toda la exactitud que pueden permitir los elementos usa

dos. Los errores que pueden existir, mas bien se deben a con

sideraciones físicas que no toma en cuenta la teoría puesto

que, en realidad no son de importancia par a su desarrollo.
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1.- ECUACIONES DE CIRCUITOS ACEITADOS

1-1. INTRODUCCIÓN

Cuando se analiza una red es necesario establecer

si lata contiene fuentes de energía, o si tanto los volta-

jes como las corrientes de la red modifican a otras fuentes

de energía. En caso de que existan dichas fuentes entonces

es posible obtener de la red mayor energía que la puesta por

las fuentes propias de excitación e inclusive en ausencia de

ellas» En este caao la red se denomina; circuito activo.

La energía adicional que se obtiene de un circui-

to activo proviene de otras fuentes que no son de excita -

ción (generadora de señales) sino, por lo general, fuentes

de polarización de algunos elementos tales como: "baterías

de placa de tutos» o de colector de transistores las que no

se consideran de excitación. Podemos decir que si una red

contiene tubos o transistores es activa.

1-2. ECUACIONES A BASE DE MALLAS

Antes de entrar a las ecuaciones generales, anali

zaremos primero un circuito activo constituido por un tran-

sistor (fig l-2,la) cuyo circuito equivalente se indica en

la fig 1-2,11). El condensador C es un cortocircuito para la

frecuencia considerada, RI representa la resistencia en pa

ralelo formada por Ra, R"b, y Rs.
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4E

f/l l-

Aplicando el teorema de Iheyenin a las fuentes de

corriente con sus resistencias asociadas tenemos el circuito

de la fig l-2,lc eh donde: e- = i B ; r-i =

, \
" T>̂ -n

*, rb ± ̂  v¿

«b r<?

X

F/o /-̂

Xas cantidades desconocidas son las corrientes ii e

io <iue podemos calcularlas resolviendo el sistema que por sim

pie inspección podemos escribir:
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(E1 + rb + re + Bg) ̂  ;̂ (r

- (re + Ej.) il -F (re

el cual lo escribimos en la forma:

(1-2.1)

- (r

e + R5) i1 - (re

-r) i. + (r
= el

E,)' = O
(1-2.2)

-e ' **"]5 *m' -*£ • v*e

de donde fácilmente se puede encontrar las corrientes i-, ei9
J- C. i

Con este sencillo ejemplo se muestra que el méto-

do de solución de una red activa es igual al de una red pa-

siva.

El sistema 1-21 podemos expresarle en forma de u-

na matriz:

el

; r12 = - (r

r21 r22

en donde: r-j_^ = R-^ + :

r<>T ~ ** v^*^ "** *v:r /¿JL e j

Se ve claramente q.ue

triz es simétrica; pero si el sistema 1-5^2 se reduce a una

matriz, evidentemente la nueva matriz no.es simétrica o sea

*"i2 £ r 'Zl> eata propiedad es muy importante en las redes

activas.

Corando se tiene un circuito general, entnces se de-

be establecer un número de caminos cerrados tales que las co

rrientes circulantes sean independientes y en número necesa-

rio para establecer todas las corrientes en todas las ramas.
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Se sate por la teoría de las redes pasivas que si

"b es el número total de ramas de una red, n-t el número t o -

tal de nudos, entonces el niimero de caminos cerrados inde -

pendientes es:

J£ m b - nt + 1 ( 1-2.3)

Una vez elegidos los Y, caminos o mallas indepen-

dientes se tiene que le red puede expresarse en la forma:

. l -

en donde: E,

j » ¿ rg/ , rfó ^ +,.+ rjg

(1-2.4)

,, , ¿ , .*•, E£ son las fuentes de excitación de

cada malla; r// I| , r^ I2 ? •••» ĉ̂ g Ig> son las fuentes

de voltaje controladas por las corrientes de malla Ij , I¿ »

. .., I¿ ; Zf/ , Z?2,..., Zgg son las impedancias totales de

cada malla; Z ¡t , Z \ ».. Z ?/ > Z 2 3 > » * » > son las impedancias

comunes a las mallas, 1-2., 1-3, ••• 1-2-1, 2-3,*- • ; respec -

tivamente.

Si el establecimiento de las ecuaciones de equili-

brio en las mallas lia sido elegido de la misma estructura de

la red (caminos cerrados) que para el establecimiento de las

variables corrientes independientes (árbol con sus enlaces,
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det erminand o los caminos cerrados), como casi siempre es el

caso, entonces la matriz de impedancias es simétrica y se

cumple que:

z/£ =s. 2 2J 9 Z 43 =t Z3¡ ...

y por lo .tanto representan las impedancias :comunes de las

mallas 1-2 ; 1-3- . . como ya hemos dicho»

Si en el sistema 1-2» 4- se pasan los miembros de la

derecha que contienen las corrientes, a la izquierda enton-

ces nos queda en la forma:

2}, 1, f Z',¿ *z + .•*• t Z',J Ig = B¿

2f2/ ¿í- + 2W xí + "• + z^e J^ = E¿
! (1-2.5)

en el cual: Z*̂ - = 2,/ - r/y ; zy^ - 2̂  - r/? ; etc; evi-

dentemente para este caso, ya no existirá simetría en la ma

tria de impedancias; Z1, o sea;

ZV j4 Z'2/ ; Z'y3 ^ z-3V

Si denominamos A el determinante de la matriz Zf,

entonces se encuentra fácilmente que la corriente en la ma-

lla i ea:

I¿ =̂ £¿ 'jSt.+ ̂ ti' JZ2 + ... +AI¿ E¿ (1-2.6)
X" A • A

Puesto q.ue Afcl = T^ representa una admitancia, entonces :
A •
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I, = Y(, E, + Y,?E? + ... + Y/f Ef

T — Y "R 4- V T? 4. 4. V T?

(1-2,7)
»

T A — V Tí1 _i_ V« T? _L _i_ ir TU
-LO — ipj J!i y -T XOo -Cl- "T * . • T Jülrt Jin

En la admitancia IV , si j=k representa la admi -

tancia (o su inverso la impedancia) de punto motriz; si

representa la admitancia de transferencia, así tenemos que

Y = _ =

/; A £,

•v _J_ _ .

(1-2.8)

/A

Las impedancias de ptmto motriz y las de transfe-

rencia, serán, simplemente las inversas de las admitancias.

Es conveniente llamar Z a la impedancia de punto motriz y Zr

a la impedancia de transferencia (espedificando lógicamente

la malla o los caminos cerrados).

1-3. VALORES DE Z Y DE Zfp EU EOTCIOEES DE TJK SOLO ELEMEOTO

Supongamos que un elemento "bilateral ZQ sea cons-

tituyente solo de la malla j pero que no forme parte de las

otras; queremos investigar la variación de Z y de Z^con re¿

pecto a ZQ»

La impedancia ZQ forma parte del elemento Z^ en

el determinante A, el cual puede desarrollarse tomando los

cofactores de la fila j (o columnaj) y en general tendremos



A = Zd| AJ, + Zj7 A j 2 + ... + ZJ4 A3j + ... (1-3.1)

en donde Z. • tiene la forma general:
d J

Zj j = Z0+ Zjj

por lo que:

A = (Zjj A| +...+ Z j j Ajj +...) + Zo-^Jj

Al término encerrado en el paréntesis podems considerarlo c£

mo el determinante A cuando Z0 = O y lo .denotamos por A°, en

tonces:

A = AO+ ZoAjj . (1-3.2)

Similarmente tenemos para el c ©factor A,( :

AH = A^ + ZoA,^ (1-3.3)

Con lo anterior, la impedancia de punto motriz de la malla 1

es:

,.,... _*-._£!?•!$«• (1-5.4)
" A» Al+i^jj

Similarmente, la impedancia de transferencia es:

12

Si Zo es un elemento unilateral, por lotánto forma parte,

tanto de la malla 3 como de la le, entonces fácilmente se

ve que: '

A° + ?°A^ (1-3,7)



1-4. EGUACIOUES A BASE DE TODOS

Otra manera de resolver el circuito general es :

considerando como incógnitas a las tensiones de cada nudo,

con lo que se necesita n » n̂  '-> 1 ecuaciones» siendo n̂  el

número de nudos de la red. De esta manera la red se ecpresa

en la forma:

21 i ZZ 2 " ? * ¿A 71 ~ -h. &¿t I • * * &.¿K

C1-4.D

en donde: I/ , Iz,..., 1̂  son las fuentes de excitación de

corriente en,cada nudo; g// E, , g^E^, . ..jĝ En son las fuen
i • •

tes de corriente controladas por voltaje que actúan en cada

nudo; E/»..* E^ es la tensión en cada nudo con referencia a

la tensión del nudo-"base; Y// , T?2 ,. •. TT,̂  son las admitancias

totales que concurren a cada nudo; Y,2 f Y/3 ,... Y2/ , TÍ3 »...

son las admitancias totales entre los nudos 1-2; 1-5; ......

2-1, 2-3,... siendo estas negativas.

Xa resolución de este sistema es exactamente igual

que para el caso de las mallas, intercambiando E por I, Z por

Y y las conclusiones a las que llegan serán parecidas (duales)

por lo tanto, todo lo que se diga para mallas también, se di-

rá para nudos, lógicamente con una distinta interpretación

física.



2.- sumáramos DE LA TEQUIA LBÍEAL DE LA REALIMEFDAOIOIÍ

2.-1 a) ECUACIÓN lUmAMENQÍAL DE LA

Supongamos que existe una función E, que es fun-

ción de otras variables-X.,, Xp» ••• > X , tal que:

E — u ("v "v "v i
— JC. \.-"-~| > -o-o > • * • 9 -"-vi '

y q.ue por lo menos una de las X sea función de 1, entonces

decimos que existe realimentación alrededor de E puesto que

E alimenta información hacia sus valores independientes X*

Consideremos un circuito formado por un elemento

activo como por ejemplo un triodo ideal. A la entrada de e_s

te circuito aplicamos un voltaje de valor EÍ y a la salida

medimos E0> para mayor generalidad llamaremos Xj_ a la en -

trada y X0 a la salida de cualquier sistema.

Un modelo del triodo constituye una fuente de ten-

sión. (/AEC) controlada por la tensión grilla-cátodo (EC).A la

fuente controlada vamos a llamarle por la letra Xs ( = /UEc) y

a la variable controladora con Xc(" EC) *
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Puesto que solo nos vamos a interesar de sistemas

lineales, podemos aplicar el teorema de la superposición pa

ra calcular los valores de X0 y Xc sumando los efectos sepa

rados de las fuentes X¿ y X .

*o = Eo = toixi + "toŝ s = -toî i + tos E0]M 2-1*1)

en donde definimos: toi como la transmisión desde la entra-

da Xi hasta la salida X0 cuando J.± ~ 1 y X8 = 0; tos es la

transmisión desde la fuente Xs hasta la salida X0 cuando Xi

= O y 3-s = 1.

Xc = tcsXs = -i- tcs (2-1.2)

siendo: tci la transmisión desde la entrada Xi hasta

cuando Xi = 1 7 Xs = 0; tes 1a transmisión desde la fuente

X3 hasta Xc cuando X¿ = O y Xs = 1.

Las transmisiones tj_3 así definidas pueden repre-

sentar la transformada de Laplace de la salida X0,(o de Xc)

cuando la entrada X¿ (o la fuente X¿) es una función impul-

so unitaria*

De la ecuación (2-1.2) tenemos que :
_

1-

Si llamamos k = U. y eliminamos ü¡c entre (2-1.5) y

(2-1.1) tenemos que: .

X0 = t oí H i - + toA 3c —=—r-r = ̂ i CtQ^ +, ,_ : ;
. _L""^tu,->q. . OS

'de donde, la función de transferencia (i) es:

- (2-1.4)
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que es. la ecuación fundamental de la teoría de la realimen-

tación Y de la cual se derivan todas las propiedades de la

teoría lineal de la realimentación.

2-1 b) DIA&RÁMA lUStDAMENTAL DE LA REALIMEOTACIÓN

iodos los procesos anteáores para la derivación

de la ecuación (2-1.4) pueden ser visualizados por medio de

los esquemas conocidos con el nom"bre de diagramas de flujo.

Si denotamos con Xi, Xc» XsV Xo puntos que repre-

senten la entrada,, variable controladora, variable controla

da y salida respectivamente entonces podemos ver que reía -

ción existe entre estas por medio.de .las transmisiones.

En efecto t0j_ es la transmisión desde Xj_ hasta X0

cuando Xi = 1 y Xs = O, entonces dibujamos tina linea que u-

na directamente los puntos Xi con X0 en la dirección indica

da, similarmente para los otros puntos como se indica en la

figura 2-1*1.
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Erx la figura 2-1.1 observamos que los puntos Xc y

Xgestán unidos por dos lineas k y tca. En realidad'k no se

define como una "transmisión" pero; es importante colocarle

en él diagrama puesto que es el elemento que relaciona a las

. variables controlada y controladora por medio de:

Xg(s) = k(s)Xc(s) (2-1.5)

Se ve claramente.en el diagrama de flujo que la

realimentación .se pone de manifiesto por la transmisión tcs;

s i tC8 = O n o h a y r'ealiment ación. - ' • - . - • ..,

Si el circuito a analizarse contiene más de una

fuente controlada, entonces se puede elegir como la variable

Xa a cualquiera de ellas. Evidentemente -los valores de las

"transmisiones" para una Xgescogida serán, en general, dis-

tintas que para otra fuente controlada escogida, por lo tan-

to, para poder calcular la función transferencia I en un cir

cuito con varias fuentes controladas es necesario especifi-

car alrededor de que fuente se va a obtener las transmisio-

nes . . •

Un caso extremo corresponde a escoger una fuente Xa

alrededor de la cual la .realimentación sea cero.

Así, si tenemos una caja con varis pares de termi-

nales, nos es imposible calcular su realimentación solo por

medidas exteriores» es necesario que de antemano tengamos el

elemento alrededor del cual establezcamos las propiedades de

la realimentación del sistema. .
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2-2, EQUIVALENCIA .DE OT ELEMEMÍO DE DOS TERMINALES CON HITA

CUENTE CONTROLADA

Como veremos posteriormente, es conveniente repre

sentar un elemento de dos terminales, como una impedancia,

por medio de fuentes controladas»

Sea Z una impedancia pasiva por la cual circula u

na corriente I provocando una caída de tensión E, queremos

representar a Z por medio de una fuente controlada, enton-

ces decimos que Xg = ZI es la fuente de tensión controlada

por la corriente I = XPj y que nos da el mismo efecto que Z.

CL
tj

H-
+

Similarmente podemos representar a Z por medio de una fuen-

te de corriente Xs= E/Z controlada por voltaje E - Xc •

Gomo un ejemplo de aplicación de la equivalencia

de una impedancia con fuentes controladas vamos a resolver

un circuito seguidor catódico reemplazando H]_ con una fuen

te de corriente controlada por voltaje \=* %/RI = íi&l?

X = Inj X = E-L ; k = G-Q^, Las transmisiones ttJ0j_y tci las

calculamos a partir del circuito 2-2.2 a (Xs ** O , Xj_ = 1) .
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Puesto c[ue el circuito de reja esta abierto

(fig 2-2.2.a) previene de la aplicación de cualquier exci-

tación a la reja, resultando:

tci ~ 1 5 toi = O

De la figura 2-2.2."b (Xi = O ; Xs = 1) calculamos tes y tos

— ti f T? — "R T ̂  — f "R -4- "R
•̂  IA-v •"• O "~ ^~ X / *"* v •"•''? * •**•;

fJLR2 - R4

oa

rp)

[r +(1

y el valor de la función de transferencia es:

GQX! xtos / G--Í tos
I = O +
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2-3.a) DIEEKEÍTOIÁ DE ' SED OREO

Habíamos derivado la ecuación de lafunción de

transferencia T como:

= toi
lr+ +
"oî oa

1- kt (2-1.4)
es

junto con su diagrama de flujo (fig 2-1.1). Es importante

conocer el efecto que tiene k(s) sot>re la función de trans

ferencia T(s) , inmediatamente vemos que su efecto está dado

por la cantidad 1 -,ktcs*

La interpretación física de 1 - ktca es muy im-

portante, y se puede ver fácilmente si ae-at>re el lazo ce -

rrado de la fig 2-1.1 en cualquier ptóte, por ejemplo en A

A*

Si en la figufa""2-3".T hacemos Xj_= O e "inyectamos

en el punto A1 un impulso unitario de señal, entonces en el

punto J.Q la señal será K.l=k y en el punto A será ktC8^ En

otras palabras; la señal que retorna desde el punto A1 has-



V

ta A cuando en 1' se inyecta un impulso unitario es kt,,,, y
C S * '

la diferencia entre la señal inyectada y la señal de retor-

no es precisamente 1 - ktcs. Esta cantidad ge denomina: di-

ferencia de retorno para el element-o k cuyo símbolo es IPjj-r

3?k(s) = 1 -, ktcs (2-3.1)

A la cantidad - ktcs la denominamos: transmisión

de lazo o ganancia de lazo cuyo símbolo es L̂ :

Lk(s) - - ktcs (2-5.2)

El efecto de k sobre I está dado por ífc, en otras

palabras ljc.es la tínica cantidad que nos permite estudiar

loa cambios que ocurren en T por medio de k, y es muy im-

portante que las transmisiones t0i, tos, tcj_, tC3 son ind¿

pendientes del valor k, puesto que siuuna o más transmisio

nes dependen de k entonces T será función de k no solo por

medio de Ê  sino por medio de las transmisiones mismas y el

significado de diferencia de retorno dado a l » ktGs se per

deria tanto como el significado de ganancia de lazo dado a

- ktcs, aunque, en realidad, analíticamente todos los pa -

sos necesarios para obtener T sean correctos en cualquier

caso. .

Ul único ligamen que debe existir entre la varia

ble controlada y la variable controladora es el valor k(s)

y este valor no debe aparecer en ninguna transmisión t-y,

entonces podemos decir-que efectivamente l-ktC3 es la ¿ifeQ

rencia de retorno l y - k t S es la ganancia de lazo Lfc.
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El problema que se nos presenta es la . elección

que debemos hacer de k para que todas las transmisiones

sean independientes de k* Hemos visto que esto puede ha-

cerse para un elemento de dos terminales, impedancia, por

medio de su fuente controlada equivalente asociada. Tam-

bién podemos hacer para una fuente controlada como las

que aparecen en los modelos de tubos o transistores.

Pero no podemos elegir una k un parámetro que en

tra en el circuito más cíe una vez como ocurre por ejemplo

en los circuitos acoplados magnéticamente en donde M =

k0>/ljili2' 'Si hacemos K = kc entonces las transmisiones t

serán dependientes d'e k puesto que tanto la tensión en LQ_

como en L£ dependen de M o sea dependen de la misma K .c

Iodo lo anterior se expresa en el siguiente te_o

rema:

IEOBEMA: La función de transferencia T. de un sistema lineal

de dos pares de terminales puede ser escrita en laforma:

. u" 1 - kfc
es

tal que todas las t^j sean independientes de k(s) coh la con

dición de que k puede ser representada como una fuente con^

trolada Xs = kXc y con la condición de que k aparezca solo

en Xs y en ninguna otra parte*

A este teorema se le conoce con el nombre de "Te^o

rema Bilinear" dado por H. Bode.
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2-3."b) DI1EEBFOIA DE ESTORBO PARA EEDES BIT (JSEBEÁIi

En la expresión lv = 1 - kt llamamos al valor
A. OS

k, transmisión directa y a t transmisión inversa. Vamos
O o

a estudiar el significado que tiene 1 para una red activa

(con realimentación) en general.

Sea [A] la matriz que está determinada por una

red activa, y cuyo determinante es A. Consideremos que un

elemento activoccomo un tubo se encuentre formando parte

tanto de la malla j y k o sea; el circuito de grilla for

ma parte de la malla 3 y el de placa de la malla k; tam'biep.

podemos considerar en lugar de mallas, pares de nudos y nom

brarlos en idéntica forma. __

lia interpretación física para la transmisión de

lazo en el gráfico 2-3-2 es .que si ae a"bre el circuito en

tre los puntos P-, y Pp y se inyecta en Pp un voltaje uni-

tario, en P-, recibiremos kt volts puesto que en la pía-
-L • CS

ca del tu"bo tendremos k = U.l volts y tc ü será la ten -



sión de retorno.

A la fuente controlada j^fc podemos reemplazarla

por JA.Z i. puesto que e = 2 i. en donde 112! se define coe» u 6 J i g —
como la impedancia de transferencias o impedancia mutua en

tre las mallas 3 7 k. Es importante notar que en este caso

la impedancia es unilateral.

Consideremos que sobré la malla k actúa solo la

fuente 112 ij , por lo tanto tenemos que:r & j

(2-3-3)

pasando el miembro de la derecna.a la izq_uierda tenemos:

= O (2-3.4)

en donde la impedancia de transferencia total es 2, .-

Puesto que estamos tomando como variable conta?£

1 ador a a la corriente i^, la transmisión directa k será:

k = N 2 = 2+ y la podemos denominar trasimpedancia; la
/ o ü

^ transmisión inversa t se puede evaluar haciendo la fuen

te X =1-12- 1 (con X^ = 0), o también cortoc ir cuitando la
'^? S I . ••>-

impedancia UZ y colocando en serie una fuente de voltaje

unitaria; con esto la corriente i, será :
j

i « _i^ (-1) = t (2-3-5)
3 Ao cs

siendo A° el determinante A cuando 2^. = O

La diferencia de retorno es por consiguiente:

-, i-, k n f o TT c. \ = 1 — 3rt = 1 + 2o. -. ^¿-O.D;
k CS AO
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Tero por la ecuación 1-3.2 tenemos que;

(2-3.7)

Si en lugar de considerar ecuaciones de malla hu -

"bi eramos tomado ecuaciones de nudo, el resultado al que lle-

gamos es el mismo, lógicamente con la consideración de qiue

A es el determinante de admitancias.

En forma general podemos expresar el siguiente te£

rema:

TEOREMA: la diferencia de retorno E alrededor de un elemen-

to Z. (o Yj_)^es igual al determinante total del circuito di
t u • —

vidido para el determinante *£ue resulta cuando se hace dicho

elemento igual a cero.

Si en lugar de hacer Z. =0, (o Y- = 0) consideramos

2 . = m o sea que no oortocircuitamos totalmente a la iiapedan
"u

cia 2 y dejamos alguna -ganancia dentro del circuito (caso
6

práctico), entonces la 'diferencia de retorno se .tomará alre-

dedor del elemento le = Zt - m, quedando.:

Am

Am
- m A^ A° + ztAVj __A^ (2-3.8)

en donde Am es el determinante A cuando Ẑ  = m.

Guando m = O estamos en elcaso anterior, por lo



tanto (2-3.8) expresa el -teorema en forma general, más aún

podemos expresar a F como sigue:

TEOREMA: La diferencia de retorno para un nivel m cualquie

ra es igual a la diferencia de retorno cuando W tiene su

valor normal y con referencia a W = O (nivel cero), dividi

do para la diferencia de retorno cuando W = m y con nivel

m = 0.

2-3. c) DIFERENCIA DE RETORNO PARA ELEMENTOS BILATERjffiES

Si en lugar de considerar la realiment ación aire

dedor de un elemento unilateral, consideramos un elemento

"bilateral, por lo tanto, la impedancia Z. o la admitancia

Y es parte de Z-j-j o de YJJ respectivamente, entonces la

diferencia de retorno será:

. B » 1 + 2, A3j (2-3-10)
T A°

Evidentemente A0/A^ . es la impedancia de punto motriz de la
^3

malla 3 : . • •

E. A°

A . .
(2-3.11)

por lo tanto si E., es un generador en la malla 3, la impe-
J

dancia presentada a los terminales del generador es A°/A.j j
cuando Z. = 0. La transmisión de lazo L = Z^A^/A0 es la

relación entre la impedancia Z± y la impedancia presentada
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al elemento Ẑ  por el resto del circuito.

Si consideramos a Ẑ  como la impedancia interna

del generador y ZR la impedancia exterior, entonces en au-

sencia de Ẑ . (Z_L - 0) la corriente que circula para E. = 1
j

e& 1/Z , pero si-se liace intervenir a Z, y se eleva la ten
E. v "—

sión en jg. tal que la corriente sea 1/Z-p, entonces la caí-

da de tensión en Ẑ  es - Ẑ ./ZR que se puede considerar co-

mo la tensión que Ẑ  devuelve al generador. Por lo tan$o la

diferencia de retorno representa el voltaje neto aprovecha-

ble por el circuito de salida.

Z-4.a) DIFERENCIA DE EETORJJO MJLA

La ecuación fundamental de la realimentación po-

demos excribiría. como sigue:
kt ,t= toi
1- ktes 1 - ktes

= toi . 1 _<» C2-4.1)

Vamos a dar una interpretación física al valor Q,

Para esto abrimos el diagrama de flujo de la fig 2-1.1 en

los puntos A y A1 e introducimos en el punto A! un impulso

unitario, la diferencia de .retorno es Fv = 1 - kt siem-
. . &. L>a

pre que £• = 0. En la fórmula 2-4-1 observamos que Q es la

diferencia entre la señal inyectada en A1 y la cantidad
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Xf=- ~~

LoL

F/g 2-4,4

Si en la figura 2-4.1 tratamos de ver a Q como

la diferencia entre las señales de A y de A* de"beiaos in-

certar en la entrada una señal adicional X- = - kt /t .i os' oí

de tal manera que en A tengamos justamente ktrc, -kt t ./
3 n Q r*~i'\Jíj L<-L.

t . . Bajo .estas condiciones tenemos en la salida:

._ + -v _ _ _ 4- . ktos ,

. °oi
- (2-4.2)

por lo que Q representa la diferencia de retorno para la

condición especial en que la salida es nula, razón por la

cual se lo denomina diferencia de retorno nula y se lo ex

presa en la forma:

Q = 1 - kt (nula) = ̂ (nula) (2-4.3)

de donde la función de transferencia es:

T(s) = t *fc (niaa) (2-4.4)
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2-4.13) DIFERENCIA DE RETORNO FCJLA PARA REDES

Vamos a estudiar, en forma general, el significa

do de las transmisiones que definen la ecuación fundamen-

tal de la realimentación.

En una red activa liemos diclio q_ue k representa

la trasimpedancia o la trasadmitancia para mallas o nudos

respectivamente, entonces es conveniente llamar a k un va-

lor W Q[ue nos represente ya sea una impedancia o admitan -

cia. De esta manera, la ecuación de la diferencia de retor

no servirá tanto para ecuaciones a "base de mallas o a "base

de nudos, puesto que en todo caso, esta ecuación tendrá la

misma forma. En este punto es conveniente llamar a W tras-

inmitancia.

Si la función de transferencia T nos representa

una ganancia y si WTJ es la impedancia o admitancia de sa-

lida que se encuentra en la malla m o nudo m y la función

de excitación de entrada la suponemos en la malla a o en

él nudo a respectivamente, entonces si W^ es la impedancia

de salida tenemos c[ue:

O? = -i-= -̂  m (2-4-5)

y si W-o es la admitancia de salida entonces:

•A- ,̂  .̂
(2-4.6)

A la A

en donde vemos q,ue la función I tiene la misma forma para

(2-4.5) y (2-4.6) lógicamente con la debida interpretación
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<1 e WR y los determinantes*

Hemos supuesto que W forma parte tanto de la ma-

lla k como de la j si es impedancia, y de los nudos k y 3

si es admitancia, entonces podemos descomponer a los deter

minantes de las ecuaciones (2-4-5) y (2-4.6) por medio de

(1-3.2) y nos da:

Aam W « A°am+ WAamkj (2-4.7)
A° -h WAk-¡

Si hacemos - F = k = O entonces de la ecuación

(2-.1.4) y (2-4-7) nos da:

To = t0i = -A°g ' ¥R (2-4.8)

Además sabemos que t_0 = AV_,/A° y k = -W
CS ÍLJ

Puesto que debemos calcular t . y t 0 debemos transformar
L. -L OB

la ecuación (2-4*7) en. la siguiente forma:

am + WAanikj _ A^am+ WAamkj- - — -
WA

°

En determinantes se, cumple la identidad

-AAat>ca = Aa

por lo cual tenemos que:

y la ecuación (2-4-9) queda en la forma: ,<: ; • . :

r; 001547
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T- F "J/\

y
F A° n

A°

Le esta expresión comparándola con la ecuación fundamen-

tal de la realimentación.

• t,
= üoi"' "

n - ktcs P . toi

tenmos q.ue:

A° -A°. A° A°

k = - W (2-4- 12)

Si consideramos la función de salida una tensión,

entonces, ya sea por simple inspección o utilizando las

transmisiones tenemos (equación 2-1.1)

= imWR . - _ Ea + - Ele (2-4-13)

siendo E la tensión :de entrada en la malla a, Ê  la ten-a ' . , "
sión controlada en la malla k, se utilizan los determinan-

tes con W = O puesto que W solo puede intervenir en la ten

eión EQ.
EL

Al excitar en la malla 3 con una tensión unita-

ria entonces E = - W.l = - W y si a la'entrada excitamos
a
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con:

- o
a - - ~ -- = °am (2-4.14)

•**

entoncea la tensión de salida será:

= A°**w* WA*y .- _ w = 0 (2_4>15)

con. lo que ê demuestra q.ue el término en paréntesis de la

ecuación (2-4-11) constituye la diferencia de retorno nula:

(2_4.16)
2-5 rsnrARiAncn DEL UTUHERADOR DE LA DIFERENCIA DE RETORNO

PARA TODA REFERENCIA

Hemos dicho que las transmisiones de un sistema

con realimentación serán, en general, distintas para cada

referencia escogida como una fuente controlada. Sin embar-

go, para cada rederencia'tomada, existe un factor que es c£

mun, este factor resulta ser el numerador de la diferencia

de retorno PVn- « 1 - k.t e(k.), donde t 'a(k.) es la trans-
•Ü.J J ^o J *-• H J

misión t a para la referencia k.. Lo anterior establecemoses j
concretamente en i_ teorema siguiente:

TEOREMA: Para cualquier transmisión t (k.) ¿¿ O, el numera-

dor de ,

será el mismo sin importar el k^ escogido como referencia.
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Para la demostración de este teorema considera-

mos el gráfico 2-5-1 de donde se trata de evaluar t pa-
os

ra la referencia i^» o sea para XQl = ̂ r̂ cl" Podemos aP1!

car la ecuación fundamental de la realimentación conside-

rando como fuente controlada a X 2 a sali<ia de""

> con esto y"be ser X -, y la entrada la fuente X -, =

poniendo las transmisiones con los subíndices t . . pa-
ClSj

ra indicar la transmisión desde la fuente T * hasta X . ,

tenemos por la definición de las transmisiones correspon

dientes:

Xc

A? O

L —
(2-5.1)

Añora si evaluamos trtcs para la ref erencia .k9 ,es ¿-

similarmente utilizamos el método anterior pero siendo Xsl=

X̂ -, la fuente controlada, XQ2 * k2Xc2 la e]at:rada 7 XC2 la

salida y tenemos

/ = -j-
/ -

(2-5.2)
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Las diferencias de retorno son por definición :

(2-5.3)

de. donde: , •

o +

R _

y se ve que Î  y l̂  tienen el mismo numerador, por lo que:

0- (2-5.6)

a " / ~ k

Si se tiene que (t =

si

entonces evidentemente el numerador de ü1-,-, será distinto del

numerador de F- P*31" esta razón es importante decir que to-

das las transmisiones t . . deben ser distintas de 0.o j s i

Si un sistema se conoce EV1 para referencia kn
JCJ- X ,

entonces se puede caiLaular Ŝ g para referencia k« puesto q.ue

ya se sabe ûe sus numeradores son iguales y además que 3Vp=

1 - kpt con la condición de que t sea independiente de kp»

Para el caso de una red en general hemos deduci-

do que:

- A = A(W1?W2) (2-5.7)
AQ A(0 ,W2)

en donde se pone claramente de manifiesto cuando se hace W-^-
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simil ármente para el elemento W2 •'

A A(¥I WP)
— (2-5.7)

En las q.ue los numeradores son iguales. lambién vemos q.ue:

0) Á(W1,0) A(0,0) (gwl)w2=0

A(0,F2) 1(0,0). A(0,¥2)

(2-5.8)
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3.- PROPIEDADES DE LA EEJLDIME5ÍAOIOJT

La razón fundamental para llegar al teorema bili-

near de la realimentación quedó aclarada cuando estudiamos

la influencia que tiene el elemento fe .sobre la función de

transferencia !£.

El parámetro de k puede ser una resistencia, in -

ductancia, un factor de amplificación de un tubo, o "bien pu_e

de ser una función de transferencia de expresión complicada

para sistemas grandes; la única condición que se ex-e-ige es

que todas las transmisiones necesarias para calcular 1 deben

ser independientes de k, solo es posible encontrar la reía -

ción X = kX entre lâ ; variable controlada y la controla-s c

dora. .

Tamos a obtener relaciones útiles como aplicacio -

nes del teorema Bilinear.

3-1.a) SENSITIVIDAD DE PARÁMETROS GUANDO tQÍ = O

Supongamos que en un sistema se tiene un elemento

de propiedades físicas adecuadas para ser usadas Pero este _e

lemento está sujeto a una variación de sus características

físicas ya sea por la influencia de su medio ambiente como

la temperatura, humedad, presión, etc, o ya sea por la vejez

del mismo o por tolerancias de manufactura.

Si es que se exige que a pesar de las variaciones

que pueda sufrir el elemento considerado, alguna propiedad o
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propiedades se mantengan constantes se' emplea la realimen-

tación alrededor de dicho elemento.

Cuantitativamente se dice que un elemento es más

sensible que otro cuando mayores sean las variaciones que

sufra el elemento para similares condiciones ambientales y

de edad*

Por medio de la realimentación se consigue disml

nuir la sensitividad del elemento. Generalmente los elemen

tos más sensitivos son los activos, por ejemplo: tubos,

transistores, conversores de energía, generadores, motores.

Sea k el elemento sensible en consideración, en-

tonces podemos asociar a k con una fuente controlada tal

que X =kX. . Además queremos que una función de transierens .c

cia I se mantenga lo más constante posible, entonces apli-

camos realimentación alrededor de k y .la función de trans

ferencia será:

1 - \± + "oiW (1 - ktcS)

Fos interesa el valor £ = íü(k) o sea la influen-

cia de las variaciones de k so"bre 0) y tal qne las variaci^o

nes de 31 sean lo más pequeras, posibles.

Para esto definimos la sensitividad de 2? hacia k

Ŝ  ) de la manera siguiente:

-r 5T/T

de aq.uí se observa q.̂ e Ŝ  es el cambio relativo de T con
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regpecto al cambio relativo de k para incrementos infinite

simales. Porla definición de 3)' (3) j considerando que t .#

"toemos:

T

rk C3-lí2)
" - t i

entonces para q.ue S-̂  sea pequeño, p^l de"be ser grande o

sea I¿ - ~ Irfc a de"be ser grande.es

Si, en lugar de tener incremeî bos infinitesimales

se tienen cambios considerables, entonces procedemos de la

siguiente manera: sea !_ y k_ los valores iniciales del sis
»-> . O S • ~m

tema q.ue sufren una variación £! y Ak, entonces:

Tf = T 0 + A T ; k = kQ + ^k (3-1.3)

definimos la sensitividad por la expresión:

^ A k/kf

en donde se toma en cuenta los valores finales T y

-L- ST
-r - °*' . (3-1.5)
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siempre que O '#toí<< o?. Otra forma útil es expresar I /O?
o i «

i _ / _ - ;
T-f fef l-

To

Tf . í 4U . .
(5-1.5)

Otra manera de definir la sensitividad para variaciones gran

des es:

en donde se toma en cueds.á los valores iniciales (T y k.,, oon

lo que finalmente se llega a:

Nosotros utilizaremos la definición dada anteriormente, o

sea con los valores finales T^ y k̂ . ,

EJEMPLOS
'

Supongamos q,ue la resistencia de carga de un sis-

tema puede tener cualquier valor entre 100 -O. -^R-^^ 100000 ^_

Si con un voltaje de entrada E- = 1,0 voltios.se desa tener

a la salida una tensión de 100 voltios con una variación má

xima permisible del ± 1JÉ. Se tiene además una resistencia

constante en el circuito de salida de ft = '10000 -CU
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Para la solución de este problema vamos a aplicar

realimentación alrededor del elemento k junto con un ampli-

ficador de ganancia A tal como se indica en la figura i 3̂ 1.1.

Usté amplificador-proporciona la amplificación muy alta neĉ e

saria para bajar la sensitividad del elemento.

Si no se tiene realimentación vemos claramente que

debido a la gran variación de la resistencia R-r, el voltaje

de salida es muy.inestable*

£,-<>-
C/v;

¿ £»' A k,
í

((00'

El elemento alrededor del cual se tiene realimen-

tación es:

Además tenemos:
= 101 - 99 = 2

101 101

100A , A
^T —^ - - - - — „_^__^ Sí -_^« m

0 100 +: 10000 10100 -101

10A

100000 A -
100000-1-10000

A k =. *> -

1000A

11
10A

, 11

A

101

10QOA

11 x 101

kf 11 x 101 ' 10A

100

101

Debemos calcular A y j3 , para esto tenemos que:
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101 1 - ̂A/101

; 101 = 50,5

Si (3 A es negativo entonces': 1+ -~- > 50,

La función de transferencia para K-r = 100 SL es:

o = 99 r=
(A/101).1.1 _ A/101

B± 1 1 - -A-/3 1 +\A(3[/101
1011 . l '

500000 •=*> = 5000/500000 =- 1/100.
101 .

que son los valores de A y de $ mínimos necesarios.

En este problema no Jiemos tomado en cuenta la in-̂

. fluencia de la frecuencia sobre el elemento, exactamente la

frecuencia debe ser cero. •

Vámosla, considerar un 'ejemplo en.' el que la fre -

cuencia se toma en, cuenta.

Supongamos que un elemento k de un sistema tiene

f la forma: k(s) = a/(bs+c) en donde s es la frecuencia com-

pleja. Deseamos mantener la función de transferencia T en

un rango de variación máximo del - 5$ para un rango de fre

cuencias O a 4 rad/seg y con variaciones de a/o = m entre

1 y 4;_ de b/c = n entre 0,4 y 2. Además T a la frecuencia O

rad/see nos debe dar 2(0) =1. Se desprecia tQÍ.

5k • ' Gomo en el ejemplo .anterior debemos aplicar rea-

limentación alrededor de k para disminuir su sensitividad.
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Hemos visto que:

-f.

el problema es encontrar alguna LQ tal gue la función T

ae mantenga dentro de los límites especificados a pesar

de las variaciones de (k /kp).

Es importante grafizar en. el plano complejo el

significado de 3! /Ê  . para lo cual suponemos una curva

" -^o^8) = " ̂0(3W) en.la fig- '3-*1.2, ÍTecesitamos el va -

lor kA ,k - en este mismo gráfico, para lo cual debemos eno/ i " ' —
de la expresión: , .

k(s) »• ^— = • a/c m

bs '-*- c b s + 1 . ns + 1
. c

Arbitrariamente escogemos para k el valor:k = l/(2s+l),

entonces kf es: k^ = 4/(0,4s + 1 ) , de donde:

k 1 + 0,4s 1 -f j O , 4 U J

4 + J8 ü)

Una expresión de tipo anterior fácilmente se d_e

muestra t̂ ue el lugar .geométrico en el plano complejo es un

círculo. Sn general la expresión:

c + jdLo

es un círculo en el plano pomplejo con centro: y = 0;
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Por lo tanto el círculo
1 / 1 . 0 , 0,4tro; y = 0; X = - ( ¿ + ^-^V =0,15 y radio R =
2 N 4 8 ¡ . . 2 1 4 8

- 0,10.

En la figura 3-1 « 2 sea P el punto de la curva

- Ii (3^ ) para 6u == LJn ' y U el punto de k /k„ para Lü—UL

entonces se ve que: OP = - IIQ( D ^ O ) J : 03f- = (k^/k^) W =tü Q

puesto que estos son fasores podemos decir que;

PQ + OEÍ =

PO + OHE « Bff = L n (3W ) +
o o

de donde tenemos q.ue:

AJ£d
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+ PM

s = D£0r

Podríamos seguir construyendo distintos gráficos

para k0/kf tomando algunos valores de )cf , especialmente

los extremos y construir una curva L (5tO) que nos de los

límites de variación de T(s).

Un método alternativo es el de estudiar las varia

ciones de k /k~ para distintos valores de m y n.

El interior del rectángulo de la fig 3-1.3 repre-

senta la variación total que toman los parámetros m y n en

nuestro problema
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En lugar de mantener fijo a kf y dibujar k /k-

como función de la frecuencia vamos a considerar variación

nes de k~, o sea de sus parámetros m y n para una frecuen-

cia fija. El campo de variación será el interior del rec-

tángulo ABOD de la fig 3-1.3, escogemos la frecuencia tó—

4 rad/seg y tenemos:

kQ 1 1 + ng 1 + ¡j4n
- - = - = -- = — - — = X +
k 1 + 2 s m in(l +f

esta expresión representan lineas rectas de ecuaciones:

8 8m . 32n + 1

En la figura 3-1.4 se tienen las rectas corres-

pondientes a los valores extremos de m y n y los puntos

AlBiCiDi corresponden a los puntos ABG35 de la figura 3-1*3

en otras palabras el rectángulo AEOD se na traducido en el

cuadrilátero A]_B1G1D1 y cualquier punto interno a ÁBCD se

rá también interno a 1-̂ 0-̂  y viceversa.

Para los vértices -ABCD los valores q[ue deben te-

ner el radio y el centro de cada circunferencia al variar

la frecuencia son:

m n centro Eadio Circunferencia

1 0,4 0,6 0,4 Sx

4 0,4 0,15 0,1 S2

1 2 1 O S3 •

4 2 0,25 O
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Oon los datos hasta aquí obtenidos podemoa esco-

ger la función Ik (Jtt)). ParaíO= O de~be ser O? = 1, o sea

que I / T£ == 0, 95/1 1 05 = 0,9> entonces si L es una semi -

circunferencia tal como se indica en la fig 3-1.5 y tal

que para Cu = O se tenga el punto P, entonces:

- 0-9 = = 6.5
1M ¥0

ÍU= o

Se escoge el punto ÍT-ér-^0,25 Presto q.ue este co-

rresponde a ¿O = O en el círculo más pequeño (caso extre-

mo) .

Con 1*0 = 6,5 tenemos ̂ oAf = 0,9 pero si hacemos

EO - 8 entonces aseguramos alia más el mínimo de variación

de O?, en efecto O? Vi. = 8y2^ = 0,92.

E =

semicírculo de la figura 3-1-5 con un radio

4- parece cumplir con el .requisito de - LQ(D^ )* "Vamos
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a encontrar la ecuación de este semicírculo con la condi-

ción de que en el punto x = - 4 ; y = 4 tengamos U) = 4

rad/seg. La ecuación: :

' i x a +
(30))=—

c + j ü J d

es general, de.- donde debemos .calcular las constantes a,t>,

c,d, para un radio R = 4 y centro y = O ; x: = - 4; fácil-

mente se obtiene que:

- 4 = i ( ¿ + ¿ V ; ' 4 = ^ i * - ¿ \ v c d ' , 2 1 d c i

resolviendo se tienen "b/d = O ; a/c = - 8, por lo que:

a l 1
- L ( J O I O = — - = - = - — - -r • - = x + 3

c + W | + 3 W | - 1 + 3 6 0 |

para 60 = 4 es x = - 4; 7 = 4 entonces resolviendo se tiene

d = - 1 y la ganancia de laao L0 c[ueda:
a~ T2

.
¿ + 3 to ¿_ 1 + s/4
8 32

T0 J 42+ 5,25^ 5,81 •_ '
Para £0 = 4 rad/seg tenemos: — - / • „ ===^- = 0 ,9 i

íDf / 4 + 52 6

de donde la elección para el semicírculo LQ es correcta*

131 sistema completo con realimentación se indica

en la.fig 3-1.6 de donde;
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2s s/4
8(2»
1 + s/4

-V3

Suponiendo gae T^ = 1 a la frecuencia CU = O entonces;

s. = O

A(0}k0(0).l.l

f\5 1

- ¿(0)
8

=4> A(0) = 9 x 0,95 = 8

8,55
= 0,955

Si se conoce 31 para <¿J> o se puede calcular A y

de aquí & .

Es de notar que para frecuencias U)> 4- rad/seg,

en genera, ya no se cumple las condiciones del problema

puesto que todos los cálculos anteriores están hechos 5us

tamente a "base del rango de O a 4 rad/seg.

5-1. "b) SKTSITITIDAD PARA EBDES EF G-ENEEAD

Definimos la sensitividad de .1 hacia k como:

rtÍD £̂nf S'OJ/ÍD

Si consideramos a k = W como la trasinmitancia
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entre las variables (mallas Q nudos) fc'y j, entonces la fun

ción de transferencia es (ecuación 2-4.?)

-am amk.1 ff (2-4.7)
B.

de donde ¥.„ es la "inmitancia de salida*1 perteneciente a la

variable m y el subíndice a indica que la fuente de excita

ción se encuentra en. la variable a (malla o nudo)

La sensitividad será; por la definición:

Aamkj - (AQam+- - Mí£

Aamk.¡ - A°amAká) (3-1.7)

°amU

Por la identidad en determinantes:

A°Aamkd = AVAk3 - AaDAkm . ' ¿3-1-8)

la sensitividad gueda:

. . . w (3-1.9)

Si en lugar de tener a ̂  como un elemento unila-

teral lo consideramos bilateral, entonces W será componen-

te de W - - (pero no de W-̂ ^ como para el caso unilateral), ;c
3 3 ^w

por lo tanto;

a "A^3AJa - : W (3-1.10)

Si consideramos el caso particular en el que



am
entonces A°m = O puesto que W

E
sitividad será de la ecuación (3-1.7):

WA°J

-45-

0, la sen

' (3-1.11)
)

puede constituir otra manera de llegar a la diferen

cia de retorno puesto que de antemano ya conocíamos que SÍ=

siempre que t . = 0.
-tx Oí

Consideremos como ejemplo, el circuito de la figu

ra 3-1*7 en donde el elemento ¥ es la admitancia Y. La dî

ferencia de retorno será:

"̂  ' ; + Y.

A

- Y

- Y Y2 + Y

0 Y2 + 0

+ Y (Y1 4- Y2)

Tamos a encontrar la sensitividad a partir de la.

transferencia desde 1 hasta 2:

Y
0} =

A T2 -

m y £Qi /
Sv = — ~" —
x T dY T

YY2(YX 4. Y2) - Y)

Y2)]-



-46-
Y-.Y,

+ TO)

1

1

Este resultado podíamos expresarlo directamente puesto que

TO = O (para Y - 0)

5-2. a) SENSITIVIDAD GUAMO t ± ¿O

.En los casos anteriores hemos considerado cero O

muy pequeña la transmisión t . , si es que esta no puede des*

preciarse, entonces el análisis cambia un poco, en efecto,

la sensibilidad será:

J-T,-r.T'f

'-f '

- feo tf[ ( I - Ifl^teí) (í

4- •

"leí COA -

o* --LU- -

1

1 + I
( 1 -

o

( ¿\)

(-3-2.1)

forma: J--Tox _

El resultado anterior podemos.expresarlo en la
A('t-"fcoi)/(2-toi) AT/T^ 7̂  1

C3-2.2)
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Las relaciones que a continuación se derivan aon

muy útiles:

_
kf ~ kf (l-k0t08)

LQ (3-2.3)

Tf - t0j - ! = AI = 1 + LQ ̂  1 - Vhf

- k0/kf ) (3-2.5)

L0

Con la igualdad 3-2.5 podemos trabajar de una ma

ñera exactamente igual a la del ejemplo de la sección 3-1

(fig 3-1-2) con la diferencia de que hoy se considera

(ü?0 - tQJL) / (!Df -tQÍ) en lugar de So/Tf .

Para encontrar gráficamente -̂p/T utilizamos 3-2.

5 7 representamos en los gráficos 3-2. la), 3-2. l"b) y 3-2. le

el numerador como el denominador de (3-2.5). En la figura

3-2. la se tienen la representación geométrica de. k

1 - ko/kf ,
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Con esta interpretación geométrica se puede en-

contrar una curva LQ tal que cumpla con los valores extre-

mos T£ y TQ en un rango de frecuencias dado.
" .

3-2. b ) SENSITIVIDAD PARA t- ± ?¿- O EH KEDES ACTIVAS

Siguiendo el procedimiento de las ecuaciones de

redes vamos a demostrar que la sensitividad de T - t . con
.01

respecto a k = W es iba inversa de la diferencia de retorno

3?, en efecto:

A" + WAk;j A° A

- W A A

A°A

(3-2,9)

La sensitividad es, por definición:

T - t ..01

- oj_ A° + WA

(3-2.10)

A°(T -toi) (A° + WAfc) A

3-5. SISTEMAS -aoisr VAEIÁS ENTRADAS

Un amplificador ya sea a tubos o transistores siem

pre está sujeto a variaciones de su señal externa debido a
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rui'.das interno-s de sus componentes .y es necesario que la sa-

lida sea lo más independiente posible de estas perturbaciones.

Vamos a ver una manera en que se puede controlar

la tensión de salida del amplificador. Sea E la tensión de

salida, B¿ la tensión señal de entrada al amplificador,, por

generalidad supongamos que E!,, en la señal de entrada que al

pasar por la transmisión -^i^-p — ^ :rlos " ̂  ^a saü(ia -^ De-

seada, (ver gig 5-3-1)

o

",

r

A A:

E

F/y 3-

Sea E • 'la-tensión perturbadora incontrolada que aee-

túa en el punto R inaccesible del sistema (dentro de un tubo

por ejemplo), además consideramos a las transmisiones A., y

Ap fajas, pero la transmisión A-, A« - jp es variable de-

pendiente de A, , ' por lo tanto la señal en el punto R depen

derá de A - , en otras palabras f> tiene un solo grado de li- .

bertad que lo podríamos usar para determinar la transferen-

UJ? adecuada.

La transferencia de la señal perturbadora a l a sa-

lida es E_/E_ - - Á^ y es independi site de p, por lo tan

cia total E / E. -

VBr
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to para controlar el sistema disponemos de un grado de li

"bertad (A1), podemos también tomar otro criterio; en lu -

gar de escoger una EO/EÍ adecuada consideramos la denomi-

nada proporción de señal a ruido.

= P
A1A2

controlada por medio de A-,, pero de esta manera ya no po-

demos escoger la transferencia total adecuada, por lo tan

to en un sistema de lazo abierto nos es muy difícil con -

trolar la salida.

Si usamos realimentación en una forma adecuada,

podemos controlar simultanea e independiente a la razón

señal ruido y a la transferencia.

Puesto .que E. es independíante de En no podemos
_L \J

usarlo como punto de realimentación, entonces nos queda

la posibilidad de unir la salida E , por medio de una red

adecuada (-{% ), con E1 . ; aunque en realidad podemos to-

mar en lugar de E1^ un punto interior de A^ pero en to-

do caso se podría llegar a un circuito equivalente cuya

entrada sea ETn~ (Jex fig 3-3*2) .

3-3,2,
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En el diagrama 3-3.2 :el punto E '^ está influencia

do por las .transmisiones AI y ft , por lo tanto el sistema

ha .adquirido dos grados de-libertad que son suficientes pa

ra nuestro propósito.

Se deduce del diagrama que t . = 0; t . = A-, ;
U -i. O J- J_

to-s = " P ' "^os = 1 ; k = VS = A* de

(3-3.1)
E± , 1 + ft A - 1 .+ L

Puesto q.̂ e B1^ = - ft EQ para "E± = O ; E = AgB^ -f

JUH, entonces:

(3-3.2)

Por lo tanto L se puede usar para obtener un valor satis-

factor i o de T y A-, para un valor adecuado de 3!.
- " • . . - ' .

En el punto R la señal proveniente de E!j_ es:

R ^.-AgE1^.-* -^A2E0 =- pA2A5Er/(l + L) (3-3-3)

siempre que 3&. = O, observamos q.ue este valor es contrario

al de S en el punto R, por lo tanto se reduce el ruido, en

lo único que debemos, .asegurarnos, es que A2 sea capaz de con

ducir estas señales y qué. su respuesta sea lineal para todo

el rango de señales supuesto,
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Si en lugar de considerar una sola'fuente de

ruido E a lo largo del trayecto desde E', hasta E con
A i o —

sideramos dos o más fuentes de ruido el problema se com

plica pueato que con dos variables independientes de que

disponemos debemos controlar tres o más cantidades, como

solución se recurriría al uso de o.tra rama de realimenta

ción con lo que se aumenta'en uno el mímero de grados de

libertad disponibles. . . " " . - . ' ,

Hay que tomar en cuenta q.ue si una señal extra

ña está presente en Ê  esta no puede atenuarse como la a

señal Br por lo que sería.necesario introducir un filtro

entre E. y E1. el cual puede formar parte de A-,.

3-4- SENSITIVIDAD DED SISTEMA REALIMEETTADO DEBIDO A RUI-

DO O YARIAOIOKES DE LOS PARÁMETROS EN LA RED REALI-

MENTADORA

En la sección 3-3 consideramos que se produ -

cían señales de perturbación'en el elemento k y vimos que

con una red re alimentad ora estas señales se atenúan con-

siderablemente; vamos a suponer que la. fuente de ruidos

actúa sobre el lazo de realimentación.

En realidad, para eleminar los efectos pertur-

badores, se utlizan redes \¿ de alta calidad que se con

sideran de una variación muy pequeña de sus característrl

cas, pero .puede suceder que el sistema sea electroinecáni^

co como un servomecanismo de posición, por ejempl:b, cuya
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salida constituye el ángulo de ,giro del motor y la entrada

una señal de tensión. .

En este servomecanismo se puede utilizar la red

realimentadora para controlar la posición del eje y eviden

temente esta red debe tener un elemento transductor de una

función mecánica (giro del eje del motor) a una función e-

léctrica (voltaje), entonces .tendremos siempre señales per

turbadoras que pueden originarse por ejemplo debido a los

engranajes del s.istema. .

En la figura. 3-4.1 se tiene una. fuente de ruidos

E actuando en la red $ . En cada nudo también se indica en

tre paréntesis si la función considerada es mecánica (M) o

eléctrica (E).

x¿- i X Ai B/ r ----- -

-c
•lo 3-41

O i

Ji.

R

la función de transferencia señal- rudio se cal

cula de la manera ; siguiente:

= E+l.X



ho = ÍD_r —
R ! 1 + L
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(3-4.1)

Si 1 entonces: X,
- 1 (3-4.2)

lo cual respresenta un problema puesto que la señal per-

turbadora no es atenuada, entonces necesitamos utilizar

algtín procedimiento para que dicha señal disminuya; una

manera de conseguirlo es utilizar el sistema de la figu-

ra 3-4.2 en donde se emplea la transmisión M (mecánica);

entonces la transmisión señal; ruido es:

MX0)-

Xr Xd

R
= 'P i =

: - R

f
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Si hacemos M j jj ' de tal manera que M(V' =. & entonces:

- ' (3-4.4)

con lo que la transmisión de ruido se ha reducido M Teces

.con relación al sistema de la fig (3-4.1)

Se puede: utilizar otro procedimiento para dismi-

nuir OU y consiste en introducir a la salida un valor a-

propiado desde la fuente de ruidos tal como se indica en

la figura 3-4 • 3

í Xi (E; ,—--, x¿ i
M ° * e

\—
\ '

U

.„ )
1

1 1 •
^

— ̂ - < V "? "

•Q

• R

?/<? 3-43 ' '*
0 J

En este caso la transferencia de ruido es:

QR * A1B1X

E) + QR = -

o = = Q = Q
1 + L

(3-4.5)

Si hacemos Q = 1 entonces

nO _
-

_ -\
~* -1-

1 + L
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y puesto que <JLJ »1 la transmisión TE se reduce consi-

derablemente,

El problema radicaría en la manera de como se

debe ejecutar la unión, por medio de Q, entre R y X •

Consideremos que ft en la figura 3-4.1 es va -

ria"ble en sus características, entonces la sensitividad

del sistema es: .

T ̂  dl/OT _ (¿ d l.A1,B1.l

^ d|3/(* 0) d(* 1 + (3A-LB* (1 -f

" L

1 - í - A 1 + L

i * &
Puesto q.ue \L| ̂ i> 1, entonces: $ $¿? - 1 (3-4.8)

lo que nos dice c[ue las variaciones del elemento de reali.

mentación hay que tomarlas muy en cuenta por lo que se des

be conseguir que ñ . sea de las me jores características p_o

sibles* . . ... - , .

. Las fuentes de ruido y las variaciones paramé-

tricas en. las redes de realimentación constituyen un fac-

tor limitante en el diseño de sistemas re alimentados.

3-5. EISCOÍO DE LA EEAL1MBNTAOIG5T SOBRE LA ÜTO-LIlffiALrDAD

Hasta esta parte hemos considerado que todos los

elementos de un sistema con re alimentación sean lineales.

Supongamos que se tiene el sistema de la figura 3-4.1,

calculamos la transferencia total;
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T =

1 +

si hacemos (%AnB,
-J~ J- (3-5.1)

con lo aue la transmisión depende-solo de la red .'(i sin;

importar ojie AI o BI sean lineales o no, si AI y BI son

noOlineales pero (3 es lineal entonces I será lineal, de

esta manera la realimentación se.puede usar para

el efecto de no linealidad-de los elementos.

C(m relación a 1 no esSupongamos que \i

despreciable y si en el elemento k existe una parte q.ue

claramente no es lineal, este sistema se encuentra repre

sentado en la fig 3-5.1 en donde en el nudo y se tiene la

función y = jr(ac) ijue se halla .representada en la figura

3-5.2.

j£ ;xi V

e-^^^l r,-a-v
>

/o
8

¿L

\

0

|̂ ; |Ny

/^y^¡
{''''''i

/ s\

^ A
Á —IZ$4s&:F89jOl/JZl3if-/5'/¿ ?C Qt
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Yamos a ver la influencia que tiene el introdu-

cir la red í̂  , para este vemos del gráfico 3-5.1:

. ' (3-5-2)

; y = IT(x). (3-5-3)

4*- La manera de encontrar la y resultante es por me

dio de una construcción gráfica, por ejemplo para &-. = 2 ;

G-p = 1 ; ft = 1, entonces 3-5*3 queda: .

X - 2S¿- 2y ; y « ff(x) (3-5-4).

por facilidad construimos la función:

&« y + 1 3E ; y =-.2T(x)
2

* -x-
Si nacemos x = 1T (y) siendo N la función inversa de y:

«=.y +-|ir* (y) (3-5.5)

con la cual para cada valor de y se puede encontrar 2 =

&(y) y cuya inversa resulta ser y = y (e) q.ue se halla

dibujada en la fig 3-5*2.

Se observa claramente en la fig 3-5-2 que las

>•$. curvas y = $T(x) e y = y(e) tienen una forma parecida, la

única diferencia es que la curva g = y(e) es másnalarga-

da" que IT(x).

El efecto de la realimentación ha sido el de

tratar de "linearizar" a la curva y = F(x), a pesar de

que &-, - 2 es todavía peq.uefío, si tomáramos Ĝ  = 4 la
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curva y = y(e) sería más. lineal.

. En el intervalo comprendido entre x = 7 y x = 13

!T(x) tiene el valor 4, perorara -y(e) = 4 el intervalo es
' - -

entre x - 10,5 y x - 7,5> por lo que el intervalo de y(e)

se ha reducido a. la mitad del correspondiente a ¥(x) para

•un valor l(x) = y(x) = 4. Si en lugar de tener G-, = 2 se

considera (rn = 4 el intervalo se reduciría a 1/4- ,

Para una x > 16 ÍT(x) es constante ( 3íT(x) = 10 )«

lo mismo sucede, para y(e), en este caso la realimentaeion

ya no tiene efecto por lo tanto se debe tener un interva-

lo en donde se pueda utilizar la realimentación, puesto

que al hacerse ÍT(x) = 10 para '£ >16 significa fisicamente

que el elemento K está saturado.

MEDIDA DE LA LiraJAEIZAOIOK

Hasta aquí hemos supuesto que los elementos son

independientes de la frecuencia entonces la relación en-

tre la salida y la entrada de"be ser una constante, o sea

/QJ = m o sea dxo/de = m» esto sugiere que para sistemas

independientes de la frecuencia, una medida de la lineari-

zación sería (m - mQ)/m donde mQ es un valor apropiado de

m. De la fig 3-5*1 se ve que:

dxo dxp dx

de dx de
• '

pero puesto ̂ ue: x =
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se tiene:

^ ̂j, 3̂ _

(3-5-6)

(3-5.7)
de 1 + G a H » ( x ) . 1 + LJT'Cx)

de dx de dx i + LÍT'Cx) 1 + I]Srf(x)

(3-5.8)

Por la definición de medida .de linearizao.ión tenemoa:

m •

m - - 0

esto nos indica g.ue la no-linealidad del sistema se ha

reducido por el factor 1 + LH¿ q.ue representa, de nue-

vo, una diferencia de retorno.

Por lo tanto, ya sea la sensitividad de los ele

mentos, como la no-linealidad de los mismos es reducido

por la diferencia de retorno cuando se aplica realimen

tación.

3-6. RAZOKES PARA LA UTILIZACIÓN DE LA

En los párrafos anteriores liemos, visto algunos

efectos que tiene la realimentación so"bre un sistema.

Todo sistema está expuesto a una variación

de sus parámetros, esta variación es muy poco conocida, va

le decir ignoramos en cierta forma, las variaciones de los
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elementos de un sistema. Supongáis que se conoce exacta -
* . . •

mente los cambios que ocurren en un elemento,, por ejemplo

£• la variación de la resistencia con la temperatura, enton-

ces si el efecto de esta resistencia no de"be variar debe-

&" mos colocar otra resistencia de características exactamen

te opuestas para q.ue se compensen las variaciones, esto

presupone el conocimiento ca"bal del elemento.

En realidad, es muy difícil establecer las varia

ciones del sistema de"bido a los cambios de sus parámetros

Y esta es una razón fundamental para el uso de la reali -

mentación para lo cual solo se necesita conocer el rango

de variación de estos parámetros.

Lo q[ue se acaba de discutir corresponde a la in-

fluencia interna so"bre el sistema (debido a sus elementos),

pero como sabemos todo componente también está sujeto a &e

nales de ruido, vale decir a fuentes externas las cuales

^ . se deben,al medio ambiente que rodea al sistema, por ejem-

plo el zumbido producido por la red de 60 c'8 en los ampli

* ~ ficadores de audio.

SÉ se conoce exactamente las señales.de ruido ex

ternas (llamamos externas puesto que pueden ser representa

das por una fuente) entonces podríamos neutralizar su efe£

to por medio de otra fuente exactamente igual y que actúe

en sentido inverso, lo cual es muy difícil nacerlo puesto
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gue ignoramos la naturaleza exacta de las fuentes de ruido,

y entonces la única solución es el empleo de la realimenta

ción.

La nO-linealidad de los parámetros puede ser su-

perada por medio de elementos cuya no-l±aealidad sea tal

que tengamos como resultado una respuesta lineal siempre y

cuando se conozca exactamente la naturaleza no-lineal del

elemento, pero como no la conocemos entonces se emplea de

nuevo la realimentación.

también se usa la realimentación para cambiar el

nivel de impedancia de salida del sistema y proporcionar u

na "buena regulación, esto es, si la carga fluctúa se de"be

mantener constante o el voltaje o la corriente. De nuevo

usamos realimentación puesto que desconocemos las varia -

cienes de la carga.

En resumen podemos decir:

(1) Se usa realimentación para compensar las varia

ciones desconocidas del sistema.

(2) Se usa,realimentación para compensar las varia

ciones del medio ambiente desconocido al sistema.

(3) Se usa realimentación para aprovechar el cam -

Mo en las características estáticas y dinámicas de. un e-

lemento cuando s,e aplica realimentación q.üe cuando actúa

solo.

El punto (3) todavía no lo hemos discutido.
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Supongamos que se tiene un sistema inestable, es

to es que posee por lo menos un polo en la parte derecha

del plano complejo en donde se representa la función de

transferencia. Queremos eliminar su inestabilidad.

En la fig 3-6.1 la trans-

o x, A

3-éJ
-B

ferencia es:

o

1 + IB 1 + L

en donde la diferencia de

retorno 1 = 1 + L tiene

por lo menos un cero en la

parte derecha del plano

complejo. Si estos ceros son conocidos entonces se puede na

cer que la función A tenga ceros tal que se cancele con los

de 1? dando así una función de transferencia, estable y el

sistema quedaría .como -se indica en la fig 3-6.2 en donde (Ĵ

contiene los ceros que cancela a los de 3?. La fuente D es

la productora de ruidos que siempre es inherente a todo sis

tema»

Aun a pesar de el valor que tenga G--̂  no se puede

eliminar la inestabilidad debido a la fuente D entonces de-

beríamos programar la en -

trada Zj_ para que su efec-

to se cancele con el dé la

fuente D, esto presupone

el conocimiento completo

¡s
* . Xi r . v

.[V3,:

G/ 6"̂

-B
É,2

1 ' \U
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de las señales-ruido, más aún, los ceros de Gk y 1? son va-

riables debido a los .cambios paramétricos de los elementos

y no pueden cancelarse, nuevamente se tendrá que utilizar

realimentación para eliminar la inestabilidad.

Hasta aquí nemos visto que la realimentación es

inevitable en sistema donde se sabe muy poco de sus varia-

ciones paramétricas y de su medio ambiente, en realidad

no solo se aplica en este sentido sino también cuando se

trate de elementos de variación conocida como puede ser en

el caso de una red pasiva en donde se desee cambiar el ni-

vel de impedancia en la salida.
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4.- ORITSEIOS DE ESTABILIDAD

4-1. ANÁLISIS CLASICO V

SI problema de. la, estabilidad es de importancia

fundamental en loa sistemas realimentados, vamos a consi-

derar en esta sección los criterios que se utilizan para

determinar si un sistema es estable o no* Luego desarro -

liaremos algunaa ideas para que el sistema, en caso de que

esté inestable se lo pueda ixacer estable.

Un sistema es inestable si al aplicar a su entra

da una función excitación finita la respuesta tiende a in-

finito a medida que aumenta el tiempo*

Hemos visto que la función de transferencia de

un sistema, es en general:

I — *°- = t + ']rtcitoa' (4-1.1)

en donde todas las transmisiones t. . son funciones de la
j

frecuencia compleja 0. Tamos a considerar el cago de que

todas las transmisiones t. . tienen sus raices en la parte
-j- j

izquierda del plano complejo.

La ecuación (4-1.1) se puede expresar en la for-

ma:

Xo
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de donde;

— TA m ' m-1 . * \ \)

en la cual el miembro de la derecha es.la función de entra

da del sistema y por lo tanto representa el estado estable

(o estacionario) del sistema, o sea que, corresponde a la

forma de la función de respuesta cuando ha transcurrido un

tiempo grande tal que todo estado transitorio se haya eli-

minado (con la condición de que el sistema total sea esta-

ble). El miembro de la izquierda de la ecuación 4-1-3 co -

rresponde al estado transitorio del sistema, por lo tanto,

para analizar la estabilidad solo nos interesa este miem-

bro:'

f ~Q <-«"^^ i "O í-»"̂ """"̂  i i^ "D a t "O i "V i a i __ C\i S "T* f*i S i * * * ~*~ 4-̂  n *~* ** «*•* / "• v " / "̂  *•*

(4-1.4)

si las raices complejas de la ecuación 4-1-4 son sn ̂

a ^ 4 ... 4 s entonces, la respuesta transitoria es:
n-1 ̂  ^ o

SQt

(4-1-5)
xo(t) = Kne + Kn-le + ••* + Koe

siendo KL, ̂ n«i, •*»ÍK0 constantes.

De esta ecuación observamos que si una o más rax

ees tienen au parte real positiva, entonces x (t) crecerá
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sin límite a medida que aumenta el tiempo y el sistema se-

rá inestable. De aguí deducimos que la condición necesaria

y suficiente para que un sistema lineal sea estable es que
. • ^

la parte real de toda raíz de la ecuación característica

(4-1.4.) debe ser negativa. Si una raiz permanece en el eje

imaginario del plano complejo el sistema es oscilatorio y

por definición, lo consideramos inestable, excepción liecha

cuando la raiz se encuentre en el origen del plano.

Si las raíces de la ecuación (4-1-4) no son to -

das desiguales entonces encontraremos una ecuación del tipo

de la (4-1-5) pero uno o más de sus términos aparecerán muí

tiplicados por t, de todas maneras, las conclusiones a las

que se llegan serán las mismas. Hay quehacer notar el caso

por ejemplo de q.ue s-, = Sp = ja, el sistema no es os:cilaí?o

rio sino más bien claramente inestable.

4-2. CRITERIO HE ROÜÍEH - HURWIT2

Del párrafo anterior se deduce fácilmente que el

factor que determina la estabilidad del sistema es el den£

minador de la ecuación 4-1.1? o sea si logramos obtener

sus raices, el problema está resuelto. Pero sucede que si

el sistema es de un orden mayor que 2 o 3, entonces ya no

es fácil encontrar las raíces de la ecuación (4-1-4), por

lo tanto se debe recurrir a métodos más sencillos que el

anterior. La ecuación característica del sistema es:

Bsri + Be*-1 ... '+ B s 1 + B = O (4-1.5)



Si (4-1.5) nos representa un sistema estable, la

primera condición que debe satisfacer es que todos sus coe

¿^ ficientes B sean del mismo signo, esto se debe a q.ue las.

raices de (4-1*5) son del tipo:

(s + a) á (s + a)2 + b2 (4-1-6)
.-

en donde a > 0. Si se cumple c[ue todas las raices son ne-

gativas, entonces la multiplicación de todos los términos

(4 - 1.6) para obtener (4-1-5) no puede darnos un término

•negativo como coeficiente B.

Podemos también deducir que si en la ecuación

(4-1*5) falt,a algún término B -, quiere decir que existe
- ' - J

una raiz positiva (a<0). .

.En .resumen diremos q.ue una condición necesaria

pero no suficiente para que -(4—1.5) tenga raíces no-posi-

tivas es que tocLos los coeficientes B tengan el mismo sig

no y además debe.ser completa. .

Para encontrar la condición suficiente q.ue (4-

1.5) debe cumplir, procedemos de la siguiente forma, pri-
Sj»

' mero ordenamos los coeficientes B en la fonma

B3, . B

B4 B

° °
(4-1.6)
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en donde;

"R "R "R "R 13 "O "D "O

O - 2 3 " 14 J n _ 2 5 " "Vs ;
°3_ =5 ^ _ . _^_ ....

B2 B2

C1B4 - B2B5 ^ _ C^Bg - B205 _
Oo = * 4 ~ '

Oí

C2°3 " cl°4
TI =.> J-'<z —

C2 02

(4-1.7)

Esta forma de proceder terminará cuando encon -

tramos un término cero.

Para satisfacer la condición de estabilidad, t_o

dos los términos de la primera columna de (4-1*6) de"ben

ser del mismo signo.

. .Si: existe un término de - signo contrario al de los

otros términos, entonces nos indica que el sistema es ines-

table, y el número de raices positivas que tiene el sistema

será igual al niímero de cambios de signo que presenten los

términos de la primera columna.

Si un término cualquiera de la primera columna rj|

sulta cero, entonces se lo reemplaza por un £ > O y se pro

aede en idéntica forma.

Este método esmucno más simple que el anterior p

puesto que no requiere el conocimiento de las raices de la

ecuación, sirve para un oHeq.ueo rápido de la estabilidad del

sistema.
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4-3- a) CRITERIO DE FrQUIST

Con loa métodos anteriores lo único que se pue-

de determinar es ai el sistema es o no estáfele, pero no

nos indica nada sobre lo que uno de"be hacer para volver

estáfele a un sistema inestafele.

En este respecto, el criterio de ¥yquist es una

herramienta muy oítil, puesto que nos indica de una manera

general como modificar (aumentar, una red de compensación)

para gue la respuesta tenga determinadas características.

Una derivación riguroza del criterio de JÜTyguist

se puede hacerla a partir del cálculo de Residuos en va-

riafele c omple ja.

Suponiendo conocido los fundamentos del cálculo

de los Residuos, podemos considerar que existe una fun -

ción compleja f(s), j tal que:

f(s) = f(s)

Siendo | f ( s ) ( la magnitud y ang f ( s ) el ángulo de f ( s ) .

Tamos a tomar el logaritmo de 4-3 •! y ofetener su deriva-

da con respecto a s .

(ang f (s) ) (4_3.2)

ds da

Supongamos ahora un contorno cerrado en el pía

no a, entonces la integral cerrada de (4-3.2) será:

ds =
ds

ds +' 3 ~ (ang f(s))ds
ds . . J f(s)

(4-3-3)
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Puesto que en el plano s principiamos y 'terminas-,

mos en el mismo punto, .entonces la integral cerrada de la

derivada del logaritmo de la magnitud de f(s) será cero,

quedándonos únicamente la integral cerrada de la derivada

del ángulo de f(s), o sea:

f(s) = o) r \ ds (4-3.4)
J ¿s . • '• J f(s)

en donde Ang f(s) es el ángulo de f(a) resultante de la

integración cerrada* .

Por el teorema de los Residuos de Cauchy, el miem

"bro de la derecha de la expresión (4-3.4) representa:

ds = 27ÍJ V" (r, + r« + ...) (4-3-5)
J f(s)

en donde r-,» r2j •- - ? son los residuos de f'(s)/f(s) en

el contorno cerrado.

Tamos a considerar, .como caso general <iue f(s)

es de la forma:

f(s) - (s - sQ)n g(s) 5 (4-3.5

entonces: fr(s) = n(0 - 3^"^ g(s) + (s - s0)n g'(s)
(4-3.6)

,
f(s) s - sQ g(s) C4-3-7)

en donde n es un residuo de f I(s)/f(s).

Si n>0, vemos en 4-3.5 que f(s) tiene por lo menos un ce

ro de orden n, esto nos da, según 4-3-7 un residuo de va



-73-

lor n. Similarmente si n< O, en 4-3*5 vemos que f(s) tie-

ne un pelo de orden n, pero que segiín 4-3-7 nos represen-

ta un residuo de valor -n. De esto se deduce que si Z es

el numero de ceros y P el número de palos de f(s) en un

contorno cerrado determinado, entonces de la expresión

(4-3.4) y (4-3-5) se deduce que:

Ang f(s). = 2TT(Z - P) (4-3-8)

Dn resumen diremos que si f = f(s) y si en el

plano s se toma una trayectoria cerrada en un sentido da-

do tal q[ue encierre Z ceros y P polos de f(s), el corres-

pondiente contorno cerrado del plano f encerrará el origen

Z - P veces, en el mismo sentido.

Tamos aplicar el concepto anterior a los siste-

mas realimentados* .

Hemos visto que la función de transferencia vie-

ne dada por la expresión general 4-1*1, en la cual supone-

mos que todas las transmisiones t--(s) son estables, o sea
. Ij

que tienen sus puntos críticos, (polos o ceros) en la parte

izquierda del plano complejo. En estas condiciones, el sij3

tema en lazo abierto debe ser estable. Pero el sistema en

lazo cerrado puede convertirse en inestable dependiendo de

la posición de los ceros de la función característica 1 -

kt « 1 + L. .es - .
Para deteisminar si 1 + L (s) tiene ceros en la

parte derecha del plano complejo tomamos una trayectoria
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semicircular en el plano s con un radio B. dirigida sólo en

la parte derecha del plano complejo, y aumentamos R ten -

diendo a infinito. El correspondiente diagrama de la fun -

cidn 1 + L(s) encerrará al origen 2 - ? veces en el mismo

sentido en que se recorrió el contorno en el plano s. Pues

to que L(s) es una función estable, sus polos estarán en

la parte izquierda del plano complejo, entonces no existen

polos, de 1 + L(s) en el lado derecho del plano, de este ma

ñera el número de veces que la función 1 + L(s) encierra el

origen será igual al número de ceros de 1 + L(s) en el pla-

no derecho, esto es equivalente a decir que el número de ees

ros que tiene la función 1 + L(s) en la parte derecha del

plano es igual al número de veces que la función•£( j6ü) en-

cierra al punto -.1 + jO en la misma dirección que se reco-

rrió .el contorno Acerrado del plano' s.

Si es que el eje imagi-

nario contiene algunos

polos de las transmisio

nes entonces se los d_e

be evitar por medio de

semicírculos de radio

muy pegueño.

L
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-4-3-b) MARGENES DE ESTABILIDAD

Si e£ lugar de L(a) no encierra al punto

- 1 + JO, el sistema es estable (2 = 0), pero esto, aun-

que matemáticamente es correcto, no nos puede decir que

ai por cualq_uier causa el sistema puede volverse inesta-

ble, entonces es necesario establecer los denominados

márgenes de ganancia y de fase.

Supongamos q[ue aumenta la

ganancia del sistema, esto

significa aue el punto A

se acerca al punto O y el

sistema a e loaos menos esta

"ble cada vez, si A está muy

pr óxi'mo a O, mat emat ic amen-

te el sistema es estable,

pero tendrá una salida muy

grander por lo tafite se de-

fine como margen ganancia

a la ganancia aue se debe

aumentar al sistema para

que se vuelva inestable

(A = 0) y se expresa en decibeles; o sea según la fig.

4—3.2 tenemos: '. •

Margen de ganancia = 20 Ig10
1 (4-3.9)
OA
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Similarmente se define margen de fase como el

ángulo que se debe, aumentar cuando L(j¿0) =1 para que--1

el sistema se vuelva inestable, o sea según 4-3.2

.-*= 180° + O (4-3.10)

Para diseño se utiliza normalmente un valor de

margen de ganancia de 12 dVy de margen de fase de 60°.

4-3.c) DIAGRAMAS' BIT EL PLATO COMPLEJO Pilla. OT SISTEMA EEA-

Consideremos el caso en q_ue se aplica a un sis

tema de control una onda sinusoidal, entonces, una vez

que cese el estado transitorio, todas las variables del

sistema adquirirán la misma frecuencia que la entrada pe-

ro con un def as amiento. . . - - ' • / :

En el sistema de la figura, (4-3.3) es un con-

trol automático elemental en donde la salida es compara-

da directamente.*con la entrada, •

F/g 4-3,3
Las ecuaciones que determinan el comportamiento del sist^e

ma son:

e3B (4-3.11);
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(4-3.12)
En la ecuación 4-3*12 cada componente representa

un fasor, por lo tanto es una resta fasorial*

La función de transferencia es:

i + <K3ú>)

en donde M es la magnitud de la función de transferencia y

(X es el defasamiento entre la salida con relación a la

entrada, medido en el sentido directo.

Otra relación muy importante es la dada por:

, 1

E(jíü) 1 +
(4-3.14)

en donde E(j(i>) es el error que alimenta a la transmisión di,

recta. Cada una de las ecuaciones nombradas tienen una in -

terpretación muy sencilla en el plano complejo (f'ig 4-3. 4).



-78-

De la figura anterior y de las ecuaciones vemos geométri-

camente que:

AB

H(Jto)
(4-3.16)

4-3. d) DESARROLLO DEL LWAR GEOMÉTRICO DE LAS CONSTANTES

De la figura 4-3.4 y de la ecuación 4-3.15 se

observa que para cada punto A del plano complejo existe

una magnitud M y un ángulo (X asociados* Vamos a buscar

estos valores de M y Oí a través de todo el plano. De la

ecuación 4-3* 13 > se ve que:

En general:

o sea que:

que resolviendo tenemos que;" 2

(4-3.18)

- 2C T jy•

(i 4- "5C^ 4- "ÍV~ JL. J T^ J j

==

. ¿ , v¿

,(1 + a0 + y

1 -
r2-

1 - M'
(4-3.19)

que nos representa una familia de circunferencias de cen

tro en x « M2/(l - M2), y « O, y de radio >!
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Simllarmente para el ángulo ¿X , tenemos:

. x + H-f ly

- - ' y . . , - ' y
<X=tg* - - tg*

X 1 4- X

y v
™ T .

de donde; P = tgü( =

1 + z x2-t-x+y2 (4-3.21)
x(l + z) - '

Desarrollando (4-3-21) se encuentra que:

(x + i )2 4- (y - -i sj = i P t 1 (4-3.22)
2 2P ; 4 P

que nos representa una .familia de circunferencias con cen-

tro en x = - V2; y = V£ P) y radio (.V̂ í P %1
L p^ J

De esta manera, dada una M y una P (o sea (X. ) se

puede encontrar a que punto del plano complejo corresponde.

Si se tiene el gfafico de G-(J(A;), superimpuesto al plano com

piejo en donde se hallen dibujados los lugares geométricos

de M y (X , se puede leer directamente cual es la magnitud

y el ángulo de fase, para cada frecuencia del sistema en la

zo cerrado, con esto se puede determinar el valor máximo de

M_ T la frecuencia ¿0̂  a la que ocurre, (resonancia). En
]D P

la parte II del presente trabajo se encontrarán ejemplos

prácticos de este caso.
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4-4. CRITERIO TE ESTABILIDAD POR MEDIO DEL &RA1ICO POLAR

BTVERQO .

El gráfico polar (diagrama de Fyquist) de &(jw

junto con su respuesta en lazo cerrado se vuelve complica

do para sistemas un poco grandes, puesto que. la construc-

ción del lugar de M y 0( es,tedioso. Se na desarrollado un

método que es más sencillo que el anterior y que puede in

dicarnos más claramente las características salientes de

un central automático.



Consideremos el sistema de la fig 4-4.1, en donde,

cu*;)

4-4-/T~'

la función de transferencia es:

(4-4.1)

la inversa es simplemente:.

(4-4.2)
0(3(0) a(jto)

en la cual una función, de la transmisión directa y la trans_

misión inversa aparecen como términos separados, y se pue-.

de determinar el efecto separado de cada transmisión so"bre

la relación E/O.

Puesto que l/§(36ü) es conocida, se puede encon -

trar la función H(jw) para los regiuerimeñt-os de estabilidad

y exactitud requeridos.

Para conocer la estabilidad del sistema, elegi-

mos en el plano s una trayectoria cerrada tal como la in-

dicada en la fig 4-3.1 y dibujamos la función E/O. Si en

la ecuación 4-4.2 denominamos G-z y £ el número de ceros y

polos de G(DW), 'Hz, Hp el noímero de ceros y polos de . H( 3 W) ,



-82-

y Z el niímero de ceros ;d.e 1 + <*( jftOE(3u>), entonces si ir

es el noímero de veces que el diagrama E/C encierra al o-

rigen girando en'sentido directo se tiene:

F " az + Hp " Z (4-4.3)

esto se puede ver fácilmente pueato que los polos de E/C

constituyen los ceros de G-(jCo) y los polos de ECjw), y

los ceros de E/C son los ceros de 1 + Gr( jw)E(3U). En es-

te caso los ceros 2 'se restan por elegir la trayectoria

en el plano E/C inversa a la del plano s. Para que el

sistema sea estable Z déte ser igual a cero.

Si en la expresión (4-4-2) H(jlO) hacemos unita

ria entonces: .

M

que es más sencilla que la expresión (4-3-13) en dqnde M

y tienen las mismas definiciones dadas anteriormente*
. -, . V
Si laacemos — - = x + óy, entonces el lugar

¿e _±_ resulta ser una familia de circunferencias con
M •

centro en - 1 + JO y radio 1/M, y el ángulo - 0(, serán

simplemente lineas rectas que parten del punto -1 + JO.

Si es que el sistema no es de realimentacián

unitaria, entonces 'se dibujan, separadamente las curvas

de -i- y H(j¿ü) y se suman f asorialmente para cada ¿O y

se tiene así E/O. Los círculos 1/M serán en este caso
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concéntricos al origen en lugar de ser a - 1 + jo, similar

mente el lugar de - 0( será una familia de lineas rectas que

parten del origen. ;

4-5- DIAGRAMA DÉ BODE . :

"Para aplicar el criterio de-ÍTyquist liemos visto

que es necesario tener el gráfico polar de la función L(3fcu):

-kt (DW)> pero esto puede hacerse de una manera muc3ao más

fácil, si es que en lugar de un solo gráfico tenemos dos,

uno que nos de la magnitud de L(j(o) expresada en decibeles

contra log úu , y el otro que nos de Ang L(3¿¿) contra Iĝ j ,

que son los diagramas de Bode.
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La función L(s) puede expresarse en la forma:

de donde se ve fácilmente g.ue

2°lS10

r~*
Ang L(jU)) = ang k +} are tg —

Z_. 2.
- ) aro tg

Cu

(4-5.2)

De lo anterior deducimos que los diagramas de Bo-

de son representaciones más convenientes del diagrama de

Hyquist, y por lo tanto estará sujeto a las mismas condi-

ciones, esto es, LíiJ'í*') de"be ser estable y de"be tender a ce

ro cuando ü)' 'tiende a infinito.

Consideremos el término (s + 2̂ ), entonces Ẑ

puede ser real puro o complejo, supongámoslo real. Si

z? la magnitud de este término es 20 • lg(¿ + 2±)

^*&

F/go
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o £

pero si (jü X>2i entonces. la magnitud es: 20 lg(uj2 + Z?)̂ &,

20 IgWque es una linea recta de pendiente 20 d"b por dé-

cada. De esta manera se tienen la proximación asintónica a

la curva de magnitud. Para que el gráfico sea más exacto,

se puede calcular en algunos puntos convenientes el error

que se comete. Así por ejemplo para 6U = Zj- se tiene: 20 Ig

2(O) + Z) = 20 lg>£S = 3aJ¿H~20 lg/2~ = 20 Ig Z± 4- 3, sien

do el error de 3 db, esto quiere decir que para ÍO = 2 . la

curva pasa 3 db más arri"ba de lo dibujado por las asínto-

tas. Este es el error máximo que se puede cometer en. la a-̂

proximación asintótica.

Si. en lugar de tomar un cero de L(s), considera-

moa un polo de L(s) tal como (s + p. ) , las conclusiones a
j

las que se llegan serán parecidas a la anterior, con la di

ferencia que la pendiente de la asíntota de altas frecuen-

cias será negativa.

Es muy importante notar que para los puntos ¿O =

2.; o W = p.. se tiene un cambio brusco de dirección de las
-*• u

asíntotas, razón por la cual se denominan frecuencias de

quiebre. Las pendientes de las aproximaciones asintóticas

solo pueden ser múltiplos de 20 db -por década, (por ejemplo

+ 20, + 4-0, + 60, + ... db por década)
O, — — — —

Para dibujar el diagrama de fase similarmente po-

demos aproximarle por medio de rectas. Para ¿o muy próximo

a cero se tiene tg"1 5 — ¿0° y para^muy grande tg" — #90'
î Zi
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Similarmente podemos hacer correcciones para al

gunos valorea, adecuados de frecuencia, . pero la aproxima-

ción en linea recta es muy "buena, especialmente para fre-

cuencias medias alrededor de tu = Zj_.

Hasta añora hemos dicho que tanto Z, como p. soni -^3

reales, pero consideremos el caso en el que se tiene el fac
r) f*\

tor: l/(s -*• 2fWJ s + wn ) el cual evidentemente tiene dosj n

raxces complejas conjugadas. -Si la frecuencia ̂  es muy p̂ e

quena la magnitud será aproximadamente - 20 lg^n 7 que

nos representa un valor constante. Si ¿O es grande, la mag

2
nitud será - 20 Ig o) 9 que-es una linea inclinada de -40

d"b por década de pendiente, las dos aproximaciones asintó-

ticas se encuentran en ̂  = ̂(fig 4—5.3).

4-5)3
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Para frecuencias cercanas a íü , la aproxima -

ción asintótica resulta muy deficiente, especialmente si f.

es pequeño. Se han eleborado gráficos de corrección para

cada valor de f y de esta manera ne puede encontrar cur-

vas exactas. Así por ejemplo para ^ /M = 0.8 y f = 0.2

la corrección' que se debe liacer es de: 6.3db.

Para la fase similarmente se tienen curvas ela-

boradas para cada valor de f .

En la parte II se encuentran ejemplos prácticos

del uso de estos diagramas.

4-6. LA 2ÍABLA DE UIOHOLS

Resulta lítil el gráfico de M y <X en función de

la amplitud en decibeles contra el ángulo de fase.

Consideremos la función de transferencia directa:

(4-6.1)

en donde ̂  es el margen de fase. De esta manera la función

de transferencia del sistema unitario realimentado es:

E(jto)

E(3fo> 1 ^ i - - - + 3
'

de donde la magnitud y ángulo de fase son:

(4-6.5)
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sn Tf

Q( = are tg —— ~ (4-6.4)

Estas ecuaciones representan elipses y parábo -

las en el plano de ganancia de fase y margen de fase.Este

gráfico se le conoce con el nombre de (Cabla de JTichols en

honor a su inventor. £n ei gráfico anterior se puede super

imponer la magnitud y el ángulo de margen de fase de la

función en lazo abierto, de donde se determina los valo -

res de magnitud y margen de fase para el sistema en laao

cerrado.

4-7. EL MÉTODO DEL LUGAR DE LAS RAICES

En los métodos anteriores solo se utiligó la

frecuencia real, o sea s = 3 ío > pero hoy Vafflos a esta-

blecer un método más general, en donde la frecuencia s

es compleja.

La ecuación característica que determina la es-

tabilidad del sistema es: 1.- kt = O, entonces vamos

a considerar las posiciones que ocupan las raices de esta

ecuación para cada valor característico de la ganazicia k

del sistema. Conocidas las raíces se puede determinar fá-

cilmente el comportamiento del sistema, su grado de esta-

bilidad etc. •

Se han desarrollado una serie de teoremas muy

simples para la construcción del lugar de las raices cuan

do k varía "- <Z) a + &> . Por definición tenemos que:
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°a ' ' <*(s)

y puesto que n(s) y d(s) puede descomponerse en una serie

de productos, entonces la ecuación característica será:

TTr
;cs(s) = 1 + kB(s) = 1 + k ts * zl? ' = o

(4-7*2)

en donde se trata de averiguar como varían las raices de

(.4-7.2) cuando k varía de - co a + co *

Los teoremas que a continuación se nombran sir-

ven para Ô .k <c GO pero pueden extenderse para el caso

de k negativo.

TEOREMA 1* El número de raíces de 1 + kB(s) = O para un d¿

terminado valor de k es igual al mayor grado entre n(a) y

En efecto, el grado de la ecuación O = d(s) +

kn(s) será igual al. exponente mayor entre d(s) y n(0) y eei

te a su vez determina el niímero de raíces de la ecuación.

(TEOREMA 2. El lugar de las raices son curvas continuas. E-

videntemente, para un .pequeño incremento de k se tiene una

variación pequeña del lugar de las raices, de donde se de-

duce tam"bién que las tangentes a la curva serán continuas

en cada punto, excepción necna en los puntos en donde k = O

Bf(s) = O, B(s) = co , esto se ve fácilmente diferenciando

la ecuación (4-7»2) ,

- 1 = kB(s)
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O = kB'(s) H- B(s)
ds dk kB'(s)

TEOREMA 3* SI lugar de las raíces principia en los polos y

termina en los ceros de B(s).

Esto se ve fácilmente de la ecuación d(s) + kn(s)
' -

= 0. Cuando k = O las raices son dadas por d(s); pero la mis

ma expresión si k ̂  Co se puede escribir en la forma
i i-
— d(s) + n(s) = O, si k — =>.co entonces — -̂ 0 quedan
k k
do únicamente n(s) como las raices dé la ecuación.

TEOREMA 4. Si B(s) tiene. p polos y Z ceros, entonces B(s)

tiene p - a = e ceros en el infinito siempre que p > z;

o tiene a - p = e polos en el infinito siempre que z ̂  p.

En efecto si por lo menos eziate un polo más que un cero,

cuando s -> co la función tiende a cero, o sea s-^OD es

un cero de la función.

El número de ceros es igual al niimero de polos

incluyendo los del iníinito.
- " . ' - , '

TEOEEMA, 5- Tamos a establecer la pendiente del lugar de •

las raices cuando k-^CO. Supongamos que p->a o sea,

p - z =5 e, la ecuación característica es:
2 z-1 ,s -f n̂  s + • • *

0 = 1 + kB(e) « 1 + k - — : - i-̂ - — - (4-7.4)
«z+e jS

dividiendo n(s) para dJGs) se tiene:
d - n-
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En la ecuación (4-7-5) vamos a establecer algu-

mas aproximaciones cuando, s^oo. .Supongamos una primera a

proximación a -(4-7.5 como:
• . - . '

O = 1 + k -|- (4-7.6)
s

entonces para k >0 se tiene:

S-^CD =̂  se->- k ̂  e/s -̂ r (2r + 1)77(4-7-7)

en donde ,s es el ángulo de la frecuencia s. Si k < o,

entonces se tiene: .

e[,s — ̂> 2r][ (4-7-8)

Un el límite, el ángulo de s será:

k>0

(4-7-9)

e • ' •

en donde r=0.1,2,....,e-l.

Las ecuaciones (4-7-9) representan las direccio

.̂ - • nes de las asíntotas al infinito.
Ty •

TEOEEMA 6. Las asíntotas al infinito se encuentran en el
> ' " - . - .
$ centroide de B(s).

I»a primera aproximación de la ecuación (4-7-5)

nos dio el ángulo de las asíntotas al infinito. Yamos a

determinar una mejor aproximación, o sea tomamos otro tér

mino de la (4-7*5) esto es:

O =

(4-7-10)
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En esta ecuación d-L representa la suma de los

valores de los polos de B(s) y n-¡_ representa la suma de

los valores de los ceros de B(s).

Si llamamos E = d-̂  - n̂  , entonces la ecuación (4-7.10)

puede expresarse en la--forma: -

O « se+1 > k(s - E) . . . (4-7-11).

Supongamos un, valor s, = a q.ue satisface (4-7.

11) y que tiene un ángulo ® (fig 4-7.1), entonces se ti_e

ne:

(e + 1) 9 = /- -k + /srt -
-̂—— L Q.

E

e

k>0 4-1)6 = (2r + 1)7] SQ - E (4-7-12)

s - E es un vector tal como el indicado por BA en la

fig 4^-7-1, con un ángulo 0' - Q 4-¿, luego de 4-7*12 se

deduce que:
1)7? _S_

e
(4-7.13)
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de esta expresión observamos que si &% ° la asíntota de

pendiente (2r + 1) T^/e *: ©_ no pasa por el origen.
ir

Supongamos que sea P el punto de cruce de la
' .

asíntota con el eje real, entonces aplicando la ley de los

senos de trigonometría se tiene en la fig 4-7.1 que:
. . .. . .

sné sn(18Q.l O1)
E "QÁ

sn© sn^/e

OA :

de donde: sen o sn(180 .- 8.) _ sn &/e
E " ~

.
E . OP snQ

ir

como el punto s es muy lejano 0 f se aproxima a Q ,

sné c^S 5 sx¿ &/e tó Ve, de donde:

(4.7.14)
- . , . - ; B-V; • O P ,e . • . , - , • e

Puesto que E = d-, - n-, , el cruce de la asíntota con el e-

j e real será: ;

d-, - n-, T"polos de B$s) - ¿Aceros de B(s)
-p — •*- i — j. _ :——-—' - ' '. ' '
-C "p™ " . . • - - • . ' •

e ŷ To polos de B(s) -T*ITo ceros de B(s)

(4-7*15)

Al punto P se lo llama el centroide de B(s) puesto

que la expresión (4-7-15) en' muy análoga al centro de masas

se usa en mecánica. . .
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TEOHEM 7. Partes del eje real" aue forman el lugar de las

raices.

De la ecuación característica 1 + kB(s) = O

se tiene:

B(s) = |- ~¿_ (4-7,16)
Je

k > O =5> /B(a) = (2r + 1)77 (4-7-17)

k < O

de donde r

2r 77

e.- 1

(4-7-18)

1, 2, 5* •*•

Consideremos el caso de .dos polos o :ceros de B(s)

complejas conjugadas, si s es un punto del eje real, sus

ángulos ae cancelarán mutuamente y estas raxces.no contri-

buirán en riada al ángulo de B(s), (fig 4-7-2). < .

k>0

Pero si tomamos un polo o un cero real, entonces

un punto a* del eje real pertenecerá al lugar de las raí -."
ees si es que está localizado a la izquierda de un número
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impar de puntos singulares (polos 7 ceros) siempre aue

k > 0. Esto se delbe a que el ángulo de B(s) debe darnos

180° o - 180°.

Si k<0, entonces se cumplirá lo contrario o

sea; un punto del eje real será lugar de las raices siem

pre que esté localizado a la izquierda dé un número par

de singularidade s.

TEOREMA 8. Ángulo en el que el lugar geométrico sale de

los polos y termina en los ceros. Consideremos la distri

"bución de polos y" ceros en la fig 4-7-3, queremos encon

trar con que ángulo sale el lugar de las raíces del polo a.

Sea x un punto muy cercano al polo j que es un punto del lu

gar, entonces si k>0 de"be cumplir con la condición dada;:

en la ecuación 4-7*17* o sea que:

+
e, 6, +9_ -< = 180° (4-7.19)
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Si x se aproxima al polo A, entonces los ángu -

los 01S " 2 * 3 * 1̂' se aProximarán a los ángulos que

forman las rectas que unen los polos y ceros de B(s) con

el polo A. considerado, de donde', se puede calcular 9 . Si-&.
k <T O entonces- la suma de ángulos debe ser 0° y se proce-

de en idéntica forma.

Si el punto A es un polo múltiple de orden m,

entonces se tendrá que;

mfi = D° + (2r -t 1)TT (4-7.20)•"•
siendo D° el ángulo neto en A debido a los otros polos y

ceros de B(s). Puesto que el polo A es de orden m en -

tonces debe existir m lugares q.ue salen de A con ángu-

los dados por:

0 ^-£1+. 2r + ITJ.
x m m

La diferencia de ángulo entre do'S lugares suce-

sivos es: ,

9 - 9 '«
x-, Xo m m . m m -/ m

(4-7-21)

Si queremos calcular <Y , se procederá en idén-jt.

tica forma.

TEOREMA 9. Puntos de cruce del lugar de las raices.

Es muy importante encontrar los puntos de cruce

del lugar de las raices con el eje real. Consideremos el

sistema cuyos polos y ceros se encuentran dibujados en la

fig 4-7-4-.
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Por el teorema 7 observamos que el eje real es

a

o.

también parte del lugar de las raíces para:

* a $s¿f O .

- 0?<s ̂  + b

y puesto que cuando k aumenta se o"bserva que dos raices

tienden a un mismo punto, del cual deben salir nacía va-

lores imaginarios1; este punto es por ejemplo el marcado con

-c. Vamos a calcular el punto -c. Supongamos un punto TL

muy cercano al -c supuesto y q.ue sea del lugar de las raí

ees, entonces debe cumplirse que:

+€> +Q = 180°

Si £ es la distancia entre

mente que:

€ . £

y -c se tiene aproximada -

= o
"b - a. -

de donde, eliminado f y conocidos a y "b se puede calcular 0¿

Si el sistema es más complicado, entonces se re-

currirá a una solución de la ecuación anterior por medio
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de pruebas de ralores de 0( .

Existe otro método que es muy ventajoso para

sistemas un poco más complicados. Supongamos q.ue la fun-
- . • "

ción 1 + kB(s) = O tiene la forma: 1 4- kB(s) = (s - s ) 2.

•H(s) = O en donde se tiene en s = srt una doble raíz*>¿. o
Derivando esta ecuación con respecto a s se tie

ne:

KEfta) = 2(s - sQ)H(s) + (s - s Q ) 2 H' (s )

en donde k es una constante. Para s = s^ se tiene: Bf(s )~o o
=5 O» o sea que para encontrar los puntos dobles se debe

igualar la primera derivada de B(s) a cero. Similarmente

un punto triple se encontrará con la condición Btl(s)=0

y así seguido.

Aliora bien, por lo general B'(s) = O tiene una

expresión muy complicada para poder encontrar sus raices,

entonces se recurre a un procedimiento gráfico, para lo

cual se dibuna la función B(s) contra s siendo s = Cr
V̂"

un número real. Por ejemplo consideremos el sistema del

tipo:

s(s + b) (s -fr c) (s + d) (s+ e )

,cuya posición dé" polos.- -y ceros y un gráfico explicativo de

B(o~) se halla dibujado en la fig 4-7.5- Por el teorema 7

se tiene el lugar de las raices en el eje real como el di-

bujado, y se ve fácilmente que entre -e^s^-d y -c ^ s^
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-"b eziste un punto doble. Un el gráfico de B(ĉ ) va. o- los

puntos en los que Bf(cr).= O son s -^, s g» 7 s - y estos

serían los puntos dobles "buscados. Pero s p no P^-ede per-

tenecer al lugar de las raíces, quedando únicamente los

puntos sxl y Sx3_"_ .

En el mismo gráfico B(CT} vs cr~se puede estable

cer para cada B(cO un valor -,1/k puesto que B(s)=-l/k,

tal como el indicado en.la figura, de esta manera se pue-
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de calcular k para cada B(s) del gráfico.

Este procedimiento requiere solo el cálculo de

^ unos pocos puntos B(<r), establecer una curva más o menos

exacta en las regiones en donde sa sabe que existen puntos

^ dobles y encontrar B'(ÍT) = o por medio de la pendiente ho-

rizontal a la curva B(cr).

TEOREMA 10. Los puntos de cruce del 'lugar de las raices

con el eje imaginario se puede encontrar por medio del cri

terio de Routla* Supongamos que se tiene el sistema:

O « s + as + bs + k

en donde k es la ganancia del sistema, entonces, por el

criterio de Routli se tiene:

1 b

a . k
2
s

s ab-k

O vas k

para que el lugar de las raices, cruce el eje imaginario,

se tiene:
ab - k = O

o sea reemplazando en la.ecuación original:
*z o 9 9 P

O = s^ + as + bs + ab = s(s + b) + a(,s + b) = (s + b)(s +a)

de la oual;

3 = ± 3 /"*> 5 s = -a

q̂ ue son las tres raíces de la ecuación para k = ab. El cruce

con el eje imaginario es
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Si el sistema es más complicado se de"be probar

algunos valores so"bre el eje imaginario y ver si se cum-

ple con la condición de la. suma de ángulos que de"be dar

180°.

TEOREMA 11. Cálculo de k para cualquier punto del lugar.

de las raices.

De la ecuación 1 + KB(s) = O se tiene q.ue para

un punto s :

1 d(s)J s - sok =
- k

o seaí
P2

4- z-

(n(s)j s = s0

» •
(4-7-22)

3_ 4- Z,
•11

lo cual es la relación entre las longitudes desde los po-

los de B(s) .hasta el punto SQ y de los ceros de B(s) has-

ta BO.

ÍDEORSMá, 12. Suma y productos de las raices del lugar de

las raices. La ecuación característica podemos expresar-

la en -la forma:

0 = 1 + kB(s) = 1 + k

- •
s - 4 - n s ~ + . . . 4- n

SP 4- «i-^S^" 4- * . . + d

si e = p - z >/ 2 se tiene que:

O = sp 4- dn s5'1 + ____ + (a + kn) (4-7-23)

sieiido d-, la suma de los polos de B(s) el cual es indepen-

diente de k, el término dz 4- knz es el producto de las

sí 8(6) -f/erje "JKÍÍ pío w ^ ori^o Q-rikfflQte ¿¿p=0 y * ^rWu¿^) píe
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raíces es proporcional a le. 81 n = O (cero en el origen)

entonces el producto de las raices es d , independiente de

l'EOREMA. 13- Desplazamiento del origen del lugar de las

raíces. Supongamos que se conoce el lugar de las raíces
' " ' . . . .

para O^k^k , o sea que. .para k = k las raices de 1 +

kB(s) = O son $ Sol, So2, ... , sonV , queremos con estos

datos completar la curva para valores k < k < £ D •

Sea k! = k - k , entonces si k varía desde k
• . ° o

hasta 00 j k1 variará desde O a 00 , por lo tanto, encon-

trar las raices de 1 + kB(s) = O en donde k Q ^ k < c o es

ec[uivalente a encontrar las raíces de 1 + krB*(s) = O ,

donde 0 ^ k ' < ¿ D . siendo B*(s) una nueva función de s, y
- i ' •

si se conoce los polos y ceros de B*(s) se puede trazar

el lugar de las raíces de la' manera ya conocida.

' Tamos a ver cuales son los polos y ceros de la

• nueva B*(s), para esto consideramos las raíces de;

0 = 1 4- KB(s) = 1 -f k n(8) (4-7-24)
d(s)

la cual se puede expresar en la forma:

O = d(s) + fca(s) = [a(s) + k0n(síl + (k - k0)n(s) =

= d*(s) + k'n(s) = O (4-7.25)

\e donde, por definición:

O = i + k' -SLfii- *'l + k'B*(s) (4-7.26)
d*(e)
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.De esta expresión observamos que los polos de

B*(s) son los ceros de d*(s) que a su .vez son las raíces

de 1 + kB(s) * O para k = 3c , o sea aquellas raices co

nocidas sol, sQ2 V.., son de 0 = kQB(s) pasan a

ser los polos de B*(s). Similarmente de 4-7*24 se o"bserva

que los ceros de B*(s) son los ceros de n(s). Con esto se

tiene completa información de la posición de los polos y

ceros de B*(s), faltaría ver si es que d* tiene algún coje

ficiente constante. De 4-7-23 se tiene:

d*(s) = d(s) + k0n(s) = zTTCs + Pj) (4-7-27)

en donde el orden de d*(s) es el mayor orden entre d y n.

Si s->#, entonces pueden suceder tres casos;

B(s) B(s)

Si B(s) entonces:

H

d(s) d(s)
(s -i-
d(s)

J 4-7* 28)

en donde d(s) es de mayor orden que n(s), por lo que:

lim d*s (4-7.29)

1̂ &$ ¿(s) son. iguales,

(4-7.30)

d(a)

Si B(s) —*> 1, el orden de n(s)

por lo que:

1™ d(s) = X + k° !

Si B(s)-̂ <X> , el orden de d(s-) es menor que n(s) y:

lim lim
n'(e)

•(*, (4-7.31)
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Se puede también retrazoy el lugar de las raíces

usando la expresión 1 - knB*(s) = O en donde k! = k - k =
-L S

-k1<0. Si k = kQ se tiene ̂  == O y las raices serán los

polos de B*(s), pero si k̂  = k , las raices están locali-

zadas en los polos de B(s) puesto que k = O, Este proce-

so es eKactamente contrario al anterior.

Como primera: aplicación de este teorema, consi-

deremos, que en un punto A se tienen m lugares de raices

que se cruzan ±ig C4~7.6), .queremos sa"ber que orientación

tiene cada rama con relación a

las otras* Puesto que A es un

punto del lugar de las rala es

entonces por el teorema 13 lo

podemos considerar como el po-

lo de una nueva función B*(s).

Siendo A un polo de B*(s) en-

F/° 4-7/É» tonces podemos aplicar el 'teo-
a

i.
J

o

rema 8 para calcular el ángulo de las ramas salientes con

la expresión.
JV»

m
(2r + 1)JT .j

m

(4-7-32)

Para las ramas entrantes al punto A podemos decir

que se hallan defasadas 180°, entonces al ángulo de entra-

da será:
; r = 1, 2,

De donde t .
-A-

m

= 7T/m.

m (4-7-33)
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*•»'

1.- ESTUDIO TEORICO-EXPERIMENTAL DE OT SISTEMA EET LAZO ABIER

TO Y EF LAZO CERRADO

1.1. ESTUDIO DE OT SISTEMA DE TRES POLOS

Para la parte experimental, he utilizado como ele-

mentos fundamentales a los amplificadores operacionales exî

tentes en el Laboratorio. Cuatro de estos amplificadores

son de marca HEATHKIT Model EUW-19 y el quinto pertenece al

sistema; SERYO SYSTEM ES130.

Para que las propiedades de la realimentación, tal

como su tendencia a la inestabilidad, sean puestas de mani-

fiesto con bastante claridad he preferido armar un sistema

de tres polos de ganancia variable que de posición de polos

constante. Pero debido a la escaces de amplificadores opera'

cionales me he. visto en- la necesidad dé utilizar redes esp^

ciales para formar este sistema de tres polos, por esta ra-

zón con un amplificador Jie conseguido una función de dos p£

los y con el siguiente tina función de un polo.

Consideremos un amplificador con la siguiente con-

figuración:

ffi
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Tamos a calcular la función de transferencia, o sea

el valor EO(S) / Ej_(s), para lo cual, y por facilidad proce

demos de la siguiente manera:

Por el teorema de Inevenin, la tensión Ir/Cs) que a-

parece entre el punto a y tierra cuando abrimos las resisten

cias R2 y Rj (íig 1-1.2) &>'•

f
o—sAAA-

i-te

(1-1-1)

80,
s02 1

y la impedancia vista desde el punto a es:

Zin(s) =
1 *! (1-1.2)

-f 1 +

Consideramos â e el amplificador en lazo abierto,

tiene una gaancia muy grande y tal que el punto £± sea una

tierra virtual, además'que la corriente â e fluya al inte-

rior del amplificador sea despreciable comparand-Qla con ̂

entonces, con estas condiciones;



J. 1/sG1

Por otra parte, la corriente ip vale;

^ E2(s) - EO(S) - EO(S) (i-.+ SR^-L)
E.,

y la corriente total i es:

I2(s) = - jB0(s) SO-L - E0(s)

1 + 3(0 + 0 , E ) t \
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(1-1.3)

(1-1.4)

(1-1.5)

La tensión S2 se Pue^-e calcular (fig 1-1.4) con las ecuaci£

nes (1-1.1), (1-1-2) y (1-1.5):

r^^ - Ei(s) L %» E 2 ' ( s ) - Zi
1 -f 1 + s

"X'

K,
EQ(s) = -

o-,( R +

(1-1.6)

1 .+ sE102) J 1+SR102

, .
B±(B) =
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( 1
(1-1.7)

es la función de transferencia de dos polos*

Si se elágen los parámetros del circuito con los

valores: .

_J3L^ = R^ = R, = 1 Megaonmio

0-t = 0,47 microfaradios

02 = 0,70 microfaradios

La función de transferencia será:

-•1 -3,03

Ei(s) 0,33 s^ + l,41s -t- 1 (s + 0,9) (s -f 3,36)

(1-1.8)

Si se utiliza la sencilla red de la fig (1-1.5), se tiene

un polo adicional: .
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función de transferencia es:

RR/ SCU

4-
1

L4 (1-1.9i

C.,(s +

Si escobemos: 0̂  = 0,47 Uí1 y R^ = 1001-S1, entonces:

0.47(s 1 (1-1.10)

en donde la ganancia del sistema se puede variar en un. ran

go muy amplio con la resistencia R .
4

Al conectar en serie las redes de las figuras 1-1.1 y

1-1.5, se tiene el sistema de tres polos fijos con ganancia

variable (fig 1-1*6)* . ; ..- • ' ,

La fufrción de transferencia del sistema es:

? r^^l BO(S) -2,13/̂ 4 -3,03y - > \ t > ^ x x ____.

El(s)
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E-̂ s) (s 4- 0,9) (s + 3,36) (s + 21,3)

(1-1.11)

1-2.a) RESPUESTA DEL SISTEMA EIÍ LAZO ABIERTO A LA FOTCIOH

ESCALOS

Vamos a estudiar la respuesta del sistema de la

figura 1-1.6 a la función de escalón. Si ̂(t) = Eui(t),en

tonces se tiene de la expresión.(1-1*11);

E, B, (s) =

(1-21)

s(s + 0,9) (s + 3,36) (s + 21,3)

Tara calcular £U(t), expresamos (1-2.1) en suma

de fracciones: ,

, (fl) = .Jl-- + -JgL_ + ̂  > £& (1-2.2)
^ s s +.0.9 s + 3-36 s + 21.3

en donde los residuos K^; !_»_!, 2, 3i 4 se puede determinar

fácilmente a partir de la representación de los polos de

Bx(s) ; (fig 1-2*1)

AJO?

O
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6,42 E-,r 1 -1 0,1E,
- -M l -LTL, =

x E4 L(21,3 - 0}(3,36 - 0)(0 ,9 - 0)

6,42B, f 1 . | E.
1= -0T143

L4
L(21,3 - Ot9)(3,36 - 0 T 9)(0 - 0 ,9)^ E,

¿¡

6,4-28, T 1 -i E-,
-̂  l t /% ^ J1 r»- *»• JLK, = - - - : - : - 0.0433

5 R4 L(21,3 - 3,36)(0,9 - 3,36)(@ - 3,36)J E4

6,42B, F 1 ' 1 -3 E,
£ ... • _ -̂  ' • = _Q 825x10 _
4 R^ L(3,36 - 21r3)(0,9 -21,3)(0 - 21,3)J ' *4

Reemplazando estos valores en (1-2.2) nos queda:

E T 0,1 0,143 0,043 - 0,0008 ~~|

J-^ R, L s ;a.+ 0,9 s + 3,36 s + 21,3

(1-2.3)-

Luego, la función del tiempo, despreciando K. q.ueda:

U-, —O 9t —3 56t
C (t) = «-̂ - (o,l - 0,143 (2 ' " + 0,043$ *' )

V (1-2.4)

Si hacemos E-, = 1 voltio, potemos dibujar la curva

E*2»(t) en función del tiempo, la cual nos servirá.para cual
4 3V ~
q.uier valor de IL. (fig 1-2.2)

üa figura 1-2.3 es una foto de la respuesta del sis

tema tomada cuando R, - 100 E. Oada cuadro en el eje horizon

tal representa 1 segundo y en el eje vertical 0,2 voltios.

Del gráfico de la figura 1-2.2 se deduce que para

Ra = 0,1M el valor estable de £̂ (t) es 0,1̂ /0,1 = 1 voltio,

el tiempo de subida es: tp = 2,9 - 0,4 = 2,5 seg. De la fi-

gura 1-2.3 se deduce que ̂(t) estacionario es 0,2x5>5 = 1*1
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voltios; y tp^ 2,8 - 0,4 = .2,4 seg. Los datos calculados con

la expresión 1-2..4- J los medidos difieren uno de otro muy

poco. El error que sé comete en la apreciación de la amplitud

es del 16$ que es aceptable puesto que los elementos usados

son precisamente de esta tolerancia. Además tiene notable in

fluencia el corrimiento de tensión que tiene lugar en los am

plificadores operacionales."El error en la medida del tiempo

de subida t es aproximadamente del (275-2,4)/2,5 = 0,04 o

sea de 4$ que es muy pequeño para los componentes usados y

solo dependerá de las constantes de tiempo del circuito que

a su vez vienen dadas por los productos de capacidad y resis

tencia del circuito. ". •
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1-2. "b) RESPUESTA DEL SISTEMA EN LAZO ABIERTO A LA FRECUENCIA

En el párrafo anterior se calculó la función de

transferencia G-(s), en donde s es la frecuencia compleja; ai

lineemos s = 30G , entonces la ecuación 1-1.11 se convierte en:

3,36)(3ü)+ 21,3)

La función compleja G-(j^)> puede expresarse en la f

forma:

en donde G-(30J)| es la magnitud y <p (¿u) es el ángulo de

. En la talDla 1-2.1 se tienen valores de

para un valor de K

TABLA 1-2.1

U; &(jw)

O 10 0°

0,04 10 -2° 40'

0,1 9,9 -8° 18'

0,2 . 9,71 -16°26'

0,4 9,00 -31°46!

Oi6 8,19 -45°25!

1,0 6,38 . -67°10'

1,2 5,60 -75

1,5 4,69 -87

2 3,51 -101° 48'

°

°
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to

3,0

4,0

5,0

6,0

8,0

10,0

GK3")

2,12

1,39

0,961

0,700

0,406

0,Z56

<(> (W)

-123°

-138°50I

-149°19!

-158°

-171°24f

-181° 21'

En la figura 1-2.31 se ha representado el diagrama

polar(de Fyquist) correspondiente, calculado (linea gruesa)

y medido (linea punteada).

Se observa que entre los valores medido y calcula

do existe un error en la amplitud (aproximadamente del 10$)

por las razones ya dadas en el párrafo anterior. 131 error

en el ángulo de fase es menor, por lo tanto el error in-

troducen los componentes capacitivos y resistivos es menor que

el debido al corrimiento de tensión de,los amplificadores o- .

peracionales.

Es de gran importancia dibujar el diagrama de Bode

de la función 1-2*5, para lo cual utilizaremos el método de

aproximacióneasintónica y luego las correcciones necesarias.

Sea E, = 10 K, entonces, tomando logaritmos "base 10
« •.

de la expresión de la magnitud de G-(3W) se tiene:

20 Ig \&(3*>)\ 20 Ig 642 - 20 Iĝ ítt) + 0,9 - 2o"lg| 3U) + 3,36.\

r - 20 Ig \$(¿ + 21,3

(1-2.7)





-116-

las frecuencias de quiebre son; U) = 0,9; 60 = 3 56

y W= 21,3 rad/seg. En estos puntos se tiene un cambio de

pendiente de 20 decibeles por decada, o sea, tenemos las si

guientes pendientes: • ,

O < CU < 0,9 rad/seg =^>pendiente = O db/decada

0,9<U/< 3,36 . ^pendiente = -20

3,36<cu<T21,3 ^pendiente = -40

21,3-<̂ '< ̂  ^pendiente = -60

Puesto que estas pendientes serán las mismas para

cualquier caso, entonces para definir completamente la cur

va de aproximación asintótica necesitamos calcular las asin

totas para un valor particular de ¿x> . Sabemos que si se re

presenta Ig I j ¿O + a por medio de rectas se tiene que

para 0^<a la aproximación es Ig a y para 6ü>a la aproxi-

mación es Ig ¿O , o aea, podemos elegir por ejemplo U) = 1

rad/seg, entonces la magnitud de la aproximación asintótica

será:

642
asmu -i -T ^t^ .__ OT "z

de donde 20 Ig 9 = 19>lclb 03̂ e corresponde al punto del grá-

fico de la aproximación asintótica para U = 1, y a partir

del cual podemos trazar la curva total (fig 1-2.4).

En muciios casos la aproximación asintótica es sufi

cientemente aceptable, pero, a manera de ilustración veré-
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mos <iue error se comete comparándole con la curva exacta pa-

ra algunos valores de W ¿ En la mayoría de los textos sobre

diseño de sistemas de control se puede encontrar las llama -

das curvas de corrección al diagrama asintótico de Bode, ex-

presadas en función de W/a (escala logarítmica) en donde a es

el polo o cero considerado.

Por ejemplo'» para ío = 0*9 rad/seg. se tienen las si-

guientes correcciones:

g = - 5.00 db.
0.9 0.9

— =--2¿2 #0,27 ¿>g » - 0,25
5.36 5.36

— c -S¿2 #0,04 ̂  g - 0,0
21,3 21,3

de donde la corrección total. para el punto UJ - 0.9 rad/seg.

será: Bt = - 3 - 0,25 = - 3,25 db. Similarmente para (jj = 3,56

rad/seg, 2t = - 3,38 db y para 0)= 21,3 fy, I = - 3,12 di).

Si se quiere mayor número de puntos, se tomará otras frecuen-

cias CU y se efectuará el mismo proceso.

Para obtener el diagrama de (p (¿o) (ángulo de fase) u

tilizaremos los datos de la tabla puesto que el proceso de ob

tener & (0>) es idéntico. En la figura (1-2.4) se representa

tanto los valores teóricos como experimentales.

l-2.c) CONCLUSIONES

Los resultados teóricos como los experimentales en

realidad difieren muy poco (menos del 10JC) por lo tanto, la
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teoría lineal con la cual se ha tratado el sistema físico

es lo suficientemente exacta. Loa errores que se producen

más "bien se de"ben a tolerancias de las componentes de la

red (+ !W y principalmente deMdo al corrimiento de ten

sión con el tiempo en los amplificadores operacionales. Además

hemos supuesto que los amplificadores presentan ganancia in

finita y resistencia de entrada muy grande comparada con

los restantes elementos por lo tanto un error en las lectu

ras era lógico de esperarse. ck

SI diagrama de Sfyquist y el I Bode desarrollado en

esta sección nos servirá para obtener la respuesta djgl sis

tema en lazo cerrado (con realimentaoion) y esta es la prin

cipal ventaja de el método por análisis de frecuencia. SI

comportamiento transitorio se pone de manifiesto con el meto

d.o del lugar de las raices.

1-3.a) RESPUESTA DEL SISTEMA EÍT LAZO CERRADO A LA ÍMOTCIOF ES

CAL01T• . ' -

En la sección 1-1 hemos desarrollado el sistema en

lazo a"bierto dado por la figura 1-1.6 y cuya función de trans,

ferencia es la ecuación 1-1.11. Tamos a estudiar hoy la res-

puesta del sistema en lazo cerrado a una función escalón.

El sistema en lazo cerrado con un amplificador op̂ e

racional actuando como elemento comparador es el siguiente:



-119-

f/J

La tensión en función de s a la salida del elemen

to comparador es:

y a la salida del sistema:

E0 » a(s) E-L (1-3.2)

en donde G-(s) está dada por la expresión (1-1.11)

De las dos últimas expresiones se puede obtener;

(1-3.3)
EJ^S) i + a(s)

con lo que se tiene re alimentación negativa y la estabilidad

del sistema dependerá del valor E- que nos da la ganancia.

Tamos a trazar el gráfico del lugar de las raices

con los teoremas desarrollados en la sección 4-7.

La estabilidad de un sistema se puede determinar

de la expresión:

1 + &(s) = O (1-3.4)
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en donde s

(s + 0,9)(a + 3r36)(s + 21,3)

]Do primero que. debemos hacer es localizar los po-

los (y ceros) de <r(s) en el plano complejo (fig 1-3.2).

Por el teorema 1 de la sección 4-7, el número de

raices, para un valor de k = — ¿-L- dado, es de tres. Se
*4

sabe además que las curvas son continuas y q.ue prinoipianoĵ

los polos y terminan en los ceros (teorema 2 y 3 respectiva

mente). Por el teorema 4 se sabe que el número de ceros eii

el infinito es fi=p-z-=3-0=3. Por el teorema 5 el

ángulo de las asíntotas al infinito es ( 2r 4- 1)77/3:

r = O
— 3

r = 1 => ¿s_ = 77
' _ 577r = 2

3

Por el teorema 7» el cruce de las asíntotas con el

eje real esí

- 21.3) - O = -25.56
3 - 0

= _ 8

Por el teorema 7j las partes del eje real que son

del lugar de ̂ as raices son los intervalos:

- o) < s í? -21.3

-3,3633 ̂  - 0.9
> ^El teorema 8 no se aplica para este caso.
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3?or el teorema 9, se puede calcular el valor

fig 4-5.3, de la siguiente manera:,

**6~~

, 1-33

f
+

O +

O . (3.36-00(̂ -0.9)

2

Oí-0.9

- O f 9 ) - (21.3-4) (3.36-o()

O = c^ - 17,1^ +31,2

/1= 15,035 ; tf2= 2'085

Puesto que entre -21,3 7 -3,36 no existe lugar de

las raices la solución* úi^ no es Tálida quedando! OÍ = 2,085

Para encontrar el cruce del lugar con el eje imagi

nario (teorema 10) desarrollamos la ecuación (1-3-4)

O = (s+Or9)(B+3736)(s+2Í,3) + k

en donde le — 6f42/R^

O = s3 + 25.56 s2 + 93-724 s + 64-2 4- k

Por el criterio de Eouth:

.3 1 93,724

64,2 +
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93,724 x 25,56 - 64.2 -'k
25

64-2 + k

Para que el punto del lugar esté sobre el eje ima-

ginario, el término de s debe ser nulo:

93,724 x 25,56 - 64,2 - k = O ̂ >k =

de donde el valor de la resistencia E¿ será:

6 A 9-« T"<̂  nff M o *7 a= ¿, (b
2336

Con el valor de k así calculado, reemplazamos en la ecuación

original:

. . O = s5> 25t56s2 + 93,724s + 64T2 + 2336

O = s3 + .25,56a2 '+ 93,724s + 2400

O = s(s2 + 93,93") + 25T56(s2 + 93,724)

O = (s2 + 93,724)(s + 25-56)

de donde las tres raices para k = 2336 son;

S =* - 25T56

s2 = + j \/93,724 = 5 9T68

s3 = -3 9̂3,724 =-j 9768

Tamos a calcular unos dos puntos del lugar de las

raloesí En la figura 1-3-2 se observa .que, por ejemplo, el

punto s = - 22 es parte del lugar geométrico por lo tanto

debe cumplir la ecuación:

O = s5 f 25,56s2 + 93,724s + 64?2 + k

Dividiendo esta expresión para s + 22, el residuo de"be dar-

nos cero, de donde se puede calcular el valor .k.
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+ 25T56s* + 93,724s + 64,2 + k / s + 22

-s3 - 22 .'.. s2 ' s +3,563+15,324
3f56 S2 ,

-3r56 s - 78,400s.

15,324s

-15,324s - 336

-271,8 + k = O

de esta división se tiene k = 271,8 (R, = 23,6k)

O = s2 + 3,56s + 15,324^js-j = - 1.78 + 33,47

s2 =* - 1.78 - 33,47

Si elegimos a = - 24, haciendo la misma operación anterior

se tiene:

K 4* 1294 ; s = - 0.78 + 3 7.45

(R4- 4,97K)

Para s = 27 se tiene:

k = 3526 ; s = 0.72 + 3 11.5 -

(S¿~ 1,83K)
tí-

'

Es conveniente calcular el valor de k para el punto doble

(s - - 2;085), por el teorema 11 tenemos q,ue:

k = C21.3 - 2.085)(3,36 - 2,085)C2,085 - 0,9) = 19,215 x
• 1

1,275 x l,185=*k .

k̂ « 29,0 ; R4 = 222K

Por el teorema 12, vemos que para k = 29, la su-

ma de las raíces de la ecuación característica es 25,56 por

lo tanto:
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25,56 = + 2,085 + 2,085 + a =^> a =s - 21,39

o sea que las tres raíces son:

s1 = - 2,085 ; s2 = - 2,085 ; BJ « - 21,39

1-3-"b) RESPUESTA DEL SISTEMA EÍT LAZO CERRADO A OTA^OTCIOir

ESCALÓN PARA AL&UÍTOS YALORES CARACTERÍSTICOS DE LA

&AÍMÍCIA

Una vez construido el lugar de las raices (fig 1-3.

2) , es fácil sa"ber cuando la respuesta del sistema es osci-

latorio amortiguado, inestable, etc.. Consideremos los siguien

tes casos;

a) Respuesta so"breamortiguada;

Si arbitrariamente elegimos R, = 300K entonces es-

peramos una función exponencial como respuesta del sistema.

3Sn efecto la posición de las raíces para este valor de re-

sistencia se puede encontrar del lugar de las raíces por me-

dio de algunas pruebas* Así para el punto s = - 1,47 el va-

lor de la ganancia es:

3c = (1,47 - 0,9)(3,36 - 1,47)(21,3 - 1,47) - 21,4

y para R, = 300K la ganancia es:

con lo q.ue el punto s = - 1,47 es una raía para este valor

particular de la ganancia. Las otras dos raíces se encuen-

tran aplicando las relaciones que existen entre las ralees
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de-la ecuación y los coeficientes de las variables. Sean a y

b las raices desconocidas, entonces se debe cumplir que:

25,56 = 1,47 + a + b

El punto s = - 21,36 = - a cumple aproximadamente con la con

dición de la ganancia (K = 21,4) con lo que ya queda deter-

minado el b:

b = 25,56 - 1,47 - 21,36 = 2,73

De esta manera la posición de las raices para R, = 300K son:

s-L = - 1,47

32 = - 2,73

s5 = -21,36

La función de transferencia desde la entrada Ê  hasta la sali

da E en lazo cerrado es:
o

Ert(s) G-(s) . $42/R,o ™,g) = .4

.E±(s) 1 + G(s) s3 + 25,56ŝ  93,724 -í- 64,2 + k

Si E = 21,4, entonces se tiene:

T i j i J j — . v S yf \- 'O

~ (s + l ,47)Cs + 2,73)(s + 21,36) ~ EÍ(S)

La función de entrada )¿.(t) es lina escalan de 1 voltio, por

lo tanto, la transformada de la salida es:

_E (s) = 21^4 : =

0 s(s + l ,47)(s + 2 ,73)(s + 21,36)

= 0.250 _ Q.582 + 0.335 _ 0.003
s s + 1,47 s -1- 2,73 B - + 21,36
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de donde, la respuesta en función del tiempo es:

~ 21,36t„ ,̂
-20(t) - 0,25 - 0,582e + 0,3358 - 0,0036

La figura 1-3,4- representa una foto de la-respues

ta del sistema tomada experiment alment e para el caso R, =
.

300K. Se utilizó el osciloscopio HP-14-OA que posee dos ca-

nales que los utilicé ;para indicar la señal de entrada co-

mo la de salida. La señal 2.(t) (entrada) corresponde a la.

parte superior de la figura y está calibrada en 0,5 voltios

por cuadro, por lo tanto representa una función escalón uni

taria; la señal de salida es una función exponencial eré -

cíente. La escala vertical del canal que da la salida tie-

ne una calibración de 0,1 voltios por cuadro. La frecuencia

del oscilador de "barrido horizontal es tal que cada cuadro

(horizontal) representa 1 segundo de duración.

De la expresión matemática de la salida observamos

que el valor final de la tensión es de 0,25 V lo cual es un

valor muy próximo al esperimentado (O, 26V) . Consideremos el

punto t = 1 segundo, entonces:

-B0(l) - 0,25 - 0,582 x 0,231.+ 0,355 x 0,066 - O =» 0,137 v.

y el valor medido para t = 1 seg. es aproximadamente 0,14

voltios, esto demuestra que los valores calculados y los ex

perimentales están de acuerdo. Los errores que pueden exis-

tir más "bien se de"ben a consideraciones físicas que no entran

en la teoría ihales como el corrimiento de tensión de los am-
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plificadores operacionales, variaciones de los valores de

los elementos con la temperatura, etc. De todas maneras la

teoría expuesta es comprobada con suficiente exactitud por

medio de la experimentación tal como lo veremos en lo que

sigue.

TD) Respuesta criticamente amortiguada:

De la fig 1-3-2 se o"bserva que este punto corres-

ponde a H¿ = 222K o sea k = 29, y cuyas raices las hemos

encontrado ya: s-, = s2 = - 2,085 ; ŝ  = - 21,39- I»a fun -

ción de transferencia es, por consiguiente:

Vs) _ 29 .__'
(s +2,085)2 ( s + 21,39)

Para un escalón unitario (E.j_(a) = 1/s) , se tiene:
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-•v
s(s + 2,085)2 (s + 21,39)

= " 0,723 , 0,314 , - 0,311 , - 0,004
(s + 2,085) s s" + 2,085 s + 21,39

de donde, la función del tiempo, despreciando el último fac-

°r eS: -2.085t . -2,085t

-£0(t) = 0,314 - 0,311̂  > 0,723t<?

En la fig 1-3-5 se representa la respuesta experi-

mental del sistema para E- = 222K. Como en el caso anterior

el un canal visualiza la señal de entrada (escalón unitario^

y el otro la señal de salida. Las escalas son; 0,1 voltio por

dada cuadro vertical 5F-̂ L-opg por uml'u uu.ad.i-u v¿u'li"Wj.l y 1 seg.

por cada cuadro horizontal.

El valor final de la salida es 0,314v (calculado)

y 0,330v (medido) el error que • se comete es de 0,15v. entre

el valor medido y el calculado,.esto se debe posiblemente a

la variación de la tensión en los amplificadores.. Para t - 1

segundo, el valor calculado de la salida es ~%(^) - 0,185v

y el valor medido es 0,2v. de nuevo el error es 0,15v»

los amplificadores operacionales usados tienen más

o menos un corrimiento de 0,1 a 0,7v. por 6 horas de trabajo

por lo tanto si consideremos que en el momento de tomar la

fotografía hay 0,15v de variación entonces descontamos este

valor a los resultados experimentales nos dará los valores

se obtienen teóricamente.
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F/g |-3J

c) Respuesta oscilatoria amortiguada:

Tamos a elegir Ĵ  = 4399 n. = 4,4K, de donde le =

1.460. En el diagrama del lugar de las raices tomamos el

punto marcado con B¿ = 4>4-K. A manera de .comprobación, el

valor de k para este punto es (por el teorema U):

k = 22,24 x 8,36 x 7,82 = 1460

siendo estos valores las magnitudes desde los polos has-

ta el punto dado en el lugar de las raices. Las tres rai-

ces para k =r 1460 son:

S-L « - 24,34 5 a2j5 = - 0,61 + j 7,9

con lo que al voltaje de salida para una onda de entrada

escalón unitaria será:

(e) = _ — —
0 a(s + 24,54)(s + 0,61 + 3 7,9)(s + 0,61 - 3?, 9)
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s + 0,61 - J7,9

los coeficientes K̂  se pueden evaluar del lugar de las raí

ees. En efecto:

1460
= 0,90

1 7,82 /-85,2° x 7,82 /85,8° x 24,34

: = 1460 . • ' . - ' . ,
'2 25 / -161,5° x 24,34 /180° x 25 /161,59

, = 1460 .

"5 25 Al8,5°- x 15,8 /- 90° x 7,82 7-94,2'

= 0,471 /- 202,7°

= - 0.096

/
= 0,471 /202,70

La función del tiempo para k = 1460 ess

-24,34t -0,61t
-J2.Q(t) = 0,9É - 0,0966 + 0,942 e sn(7,9t - 112,7°)

En la fig 1-3-6 se representa una foto de la res-

puesta del sistema para la condición HA = 4399 /i- •
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frecuencia del generador de señales es de-O, 04

c/s. con lo que, los ocho cuadros del desplazamiento total

del punto corresponde a 1/2x0,04 = 12,5 segundos y cada cua

drado representa 12,5/8,2 = 1,52 seg. La escala vertical es

tuvo' calibrada en 0,5 voltios por cuadro (cm).

En la expresión de la función del tiempo £ (t),

el segundo término de la derecha puede despreciarse. La fre

cuencia de oscilación del sistema es f = 7,9/2TT = 1,26

c/s con un período de 3? = 0,795 seg. En la fig 1-3.6 ohser

vamos que TQ %, 0,55 x 1,52 =0,839 seg, que es un valor cer

cano al calculado teóricamente. 321 error ŝe. de~be a la tole-

rancia de los elementos usados en la red.

Es muy interesante compro"bar el factor exponencial,

por ejemplo para t ̂ 1,10 x 1,52 = 1,'655 seg. se lee un va-

lor de tensión con referencia a su valor inicial de aproxi-

.madamente 1,1 x O,,5 = 0,65 voltios, matemáticamente se tie-

ne Q~ X ' = 0,36 o sea que con referencia al nivel

O es 1 - 0,36 = 0,64 voltios y los dos ,valores, medido y cal

culado difieren muy poco.

El valor estable medido es de aproximadamente 1,1

voltios y el calculado debe ser 0,96 voltios, nuevamente e-

xiste un error de"bido a las tolerancias de los elementos,

especialmente a los corrimientos de tensión que tienen lugar

en los amplificadores operacionales.

Tamos a calcular el valor máximo- al que llega la

función -Q (t) así .como el tiempo que de^e transcurrir para
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que alcance este punto. De la función del tiempo observamos

que el segundo término de la derecha se puede despreciar

por dos razones; porque su coeficiente es muy pequeño y por

que su exponente negativo es grande, entonces tendríamos:

-0,61t
-£(t) = 0,9é + O, 942 e sn(7,9t - 112,7°)

y el valor máximo se llegará evidentemente cuando el ángulo

total sea Tí/2, o sea para un tiempo:

^70+ 77 4. 112,7° x 17 v79t = - -f- - u - -. . ,cn= 0,4-50 seg.
2 180°

En la fig 1-3*6 se observa que el valormáximo se

llega a un tiempo aproximado:

t = 0*3 x 1,52 = 0,456 seg.'

que es un valor próximo al calculado teóricamente.

Para t = 0,45 seg. el valor de -£(t) es;

-0,61 x 0,45
-£(0f45) = 0,9é + 0,942$ = 1,6$8*1,7 voltios

El valor máximo que se puede medir en la fig 1-3.6

es: -

H0 = 3,7 x 0,5 = 1,85 voltios

que también es un valor cercano al calculado teóricamente

De todo lo anterior deducimos que la fig 1-3.6 si

está representada aproximadamente por la ecuación:
-0,61t.

o f t )= 0,90 + 0,9426 . sn(7,9t - 112,7°)
"*~O

En las siguientes fotografías comprobaremos que e-

fectivamente al aumentar la ganancia del sistema, se tieme

mayor oscilación y menos amortiguamiento.
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Tomemos el valor E. = 3,4 K , entonces k = 1890,

los puntos del lugar de las raices, para este valor de k son:

S:L = - 24,92 S 2 y 5 = - 0,32 + 39,9

y la respuesta para una función escalón unitaria es:

_E (e) = 1890 =

0 s(s + 24,92)(s >'0,3 + 39r9)(s + 0,3 -39,9)

0.409 202'
» 0 > 9 Q „ 0>095 +

s s + 24,92 s + 0,3 + 39,9
0,409a /-202'

s + 0,3 - 39,9
• -24,92t -0,34

-00(t) = 0,98 - 0,0956 . + 0,818$ . sn (9,9t - 112°)

La fig 1-3.7 es la foto de la respuesta del sis-

tema para E = 3399 JT!^ 5,4K-ÍV. Cada cuadrado representa

12,5/8,1 = 1,54 seg.
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la frecuencia de oscilación del sistema es2 f =

- o
9,9/27T= 1,58 o/s o sea !D0 =;o,633 segundos. De la figura

1-3.7 «e tiene TQ # 0,^5 x 1,54 = 0,69 segundos; este valor

es un poco más grande que el calculado, pero más o menos se

ve claramente que la ecuación? (t) si sé cumple.

Comparando las figs* 1-3.6 y 1-3.7 se observa que

•1-3.7 es menos amortiguada que 1-3.6, además el período de

oscilación es menor (mayor frecuencia) etc,. (Codo está de a-

cuerdo con el gráfico del lugar de las raices desarrollado.

d) Respuesta oscilatoria inestable.

Consideremos el caso IL = -1999-fí.^ 2K en el cual

el sistema es claramente inestable* Este punto se encontró

por medio de aproximaciones en el.lugar de las raíces., ha-

cia el punto 1,83K. Sn efecto si se mide la distancia des-

de los polos del sistema hasta el punto marcado R. = 2K, se

tiene:

k = 24,,50 x 11,70 x 11,2 = 3210
S400

Las raices para k = 3210 son:

3]L 2 = 0,6 + 311,02 ; s, = - 26,76

y la salida del sistema es:

_E (s) . - 3210 - ¡ - :

0 s(s + 26,76)(s - 0,6 + jll,02)(s - 0,6 - jll,

« 0>981 _ 0,138 + 0,446 ^Qt10.. _ 0,446 "199>10 .
s s + 26,76 s - 0,6 + 311,02 s - 0,6 - jll>
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j la función del tiempo es:
__o¿T f-t £T-f- A ¿-i

-£(t) - 0,981 - 0,1386 ' + 0,892(3' sn(ll, 02t-l09,10)

En la foto de la figura 1-3.8 se representa la re£

puesta del sistema para el caso R4 = 1999 «a. El sentido de

aumento del tiempo indicado en la foto es desde la derecha a

izquierda, con lo que se observa claramente qne la señal au-

menta, y es más notorio aiin si se toma an cuenta el trazo de

vuelta en donde el crecimiento es mayor.

Para tomar esta foto, fue necesario, quitar, la fuen

te de exitación detddo a la gran inestabilidad presentada

por el sistema. En este caso, toda la energía es obtenida de

los amplificadores operacionales* Similármente como en los

casos anteriores cada cuadrado vertical representa 0,5 vol-

tios.

F/g /-38
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La frecuencia del barrido horizontal fue de 0,1

c/s y por lo tanto los 8,2 cuadros representad 5 segundos.

De la expresión -̂ (t) calculada podemos ver que

el período de la onda es (E0= 271/11,02 = 0,57 segundos,

mientras que el valor medido de la foto de la fig 1-3.8, el

período es aproximadamente 1x5/8,2 = 0,6.1 segundos, que ea

un valor que si se aproxima al calculado teóricamente.

l-3.c) RESPUESTA DEL SISOMLA E3J LAZO CERRADO A LA FRECUENCIA

Puesto que ya se conoce la respuesta a la frecuen-

cia del sistema en lazo abierto (fig 1-2.3), entonces es fá-

cil obtener la respuesta del sistema en lazo cerrado, simple^

mente superimponiendo, el diagrama• Gr(jw) sobre las curvas de

M y 0( constantes, (fig 1-3-9)- -

Consideremos el caso R, = 6000 -£")_ , entonces el dia

grama polar será idéndiico al indicado por la fig 1-2.3 pero

su magnitud multiplicada por 10/6 = 1,67-

^ De la fig 1-3-9 podemos encontrar los valores de

la amplitud de la respuesta del sistema en lazo cerrado pa-

_'> ra cada valor de la velocidad angular ¿O.

Similarmente, debemos superimponer la respuesta

del sistema en lazo abierto en las curvas de <X constantes,

de la cual encontraremos el valor del defasamiento de la rej

•puesta del sistema en lazo cerrado para cada valor de la ve-,
<? * • . .

loéidad angular, (fig 1-3-10).

Para observar la respuesta del sistema en lazo ce-
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irado es conveniente dibujar en función de la frecuencia tan

to la magnitud como el ángulo de fase del sistema en lazo ce-

rrado. La magnitud lo tomaremos de los valores en los que la

curva G-(jCü) corta a los lugares de M constante similarmente

para C( , de esta operación nos da la fig 1-3.11, en donde

también se representa los valores tomados exp eriment alment e

(linea punteada)* Notamos en este gráfico la sorprendente e-

xactitud entre los'datos calculados y experimentales a tal

punto que tanto para la curva M (tu) como para ̂  (to) en la

parte comprendida entre 60 = 2 hasta 61 = 10, las curvas se

confunden en una áola, por esta raaón se indican con peque-

ños círculos los puntos tomados de los gráficos 1-3-9 y 1-3*

10, A manera de ilustración doy a continuación los datos to-

mados en el Laboratorio (una vez reducido la frecuencia a ve-

locidad angular, la fase, la amplitud etc, con las escalas

correspondientes), para R- = 6000-̂ -= 6K y con un voltaje de

entrada de 1 voltio sinusoidal (pico-pico).

/,, r raa
aes

0,0628

0,1256

0,314

0,502

0,628

1,256

2,52

) M(to)

0,96v

0,96

0,96

0,96

1,0

1,0

1,1

K (M ) •

0°

0,55

0,55°

1,1

2,2

4,6

11,0
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xseg

3,14

5,02

6,28

7,54

8,4

9,42

12,56

18,9

31,4

•***• \w f

1,2

2,7

3,8

2,0

1,5

0,8

0,32

0,12

0,015

*LS* \V 1

14,3°

29,6

66,0

158,0

180

190

202

215,1

2?0

La velocidad angular de resonancia del sistema es

de &x = 6,28" rad/seg o sea fr = 6,28/27T = 1 c/s correspon

diendo un valor máximo de la respuesta de M(6,28) = 3,8 v.

finalmente, y como aplicación del criterio de la

estabilidad de ÍTyquist observamos que la curva G-(3ui) de la

fig 1-3-9 B.O encierra el punto -1 + jo, por lo tanto el sis

tema es estable.

El margen de ganancia y el de fase es:

Margen de ganancia = 20 Ig n ^ == 6 db.
- ^ >.?

Margen de fase =19°

Estos valores representan una estabilidad pequeña,

puesto que se acepta como margen de ganancia que sea al me-

nos 12 d"b y de margen de fase 60°.

Si se quiere utiliz-ar para algún fin nuestro sis-

tema no será muy conveniente entonces surge la necesidad de
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cumplir con los requerimientos de los márgenes definidos,

para lo cual se utiliza las llamadas redes de compensación.

Similarmente podemos observar que el valor máximo

de la respuesta .( a resonancia) es muy alto, por medio de

la compensación se consigue disminuirlo.

Tamos a estudiar la respuesta del sistema con un

método que es más sencillo que el anterior, esto es por me

dio del gráfico polar inverso,

la teoría necesaria se encuentra desarrollada en

el numeral 4 de la parte primera.-

Gomo en el caso anterior debemos superimponer el

diagrama del inverso de G-(jío), o sea l/G-(;jóú) sobre los lu-

gares de M (w) (o sea de 1/M) y de -Ot(¿ü) constantes.

Como ya se explicó antes, solo es necesario va -

riar el radio de cada curva M puesto que todas tienen el

mismo centro (-1 + JO), y más aún, los ángulos - üf simple-

mente son rectas que parten del punto - 1 + JO. En la fig.

1-3.12 se representa este caso.

Tomando para cada valor de la velocidad angular

la magnitud M y el ángulo 0( se obtiene la curva de}- grá-

fico 1-3-11. .

Es muy importante notar q.ue el valor máximo de M

ocurfe cuando la curva l/G(ü6>) es tangente a una circunfe-

rencia M que es la más interior a las demás. En nuestro e-

jemplo esto ocurre más o menos para M = ,3,8 con un ángulo

Q£& - 80° que está más o menos de acuerdo con los datos
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experimentales.

Evidentemente esté procedimiento resulta más có-

modo que el del diagrama polar directo puesto que rápida -

mente observamos la respuesta del sistema, pero creo que p

puede existir una ligera desventaja puesto que para valo -

res pequeños de W no se puede apreciar en forma clara que

características presenta la respuesta del sistema. Este p¿

queño problema se lo puede, solucionar aumentando la escla

del gráfico para un pequeño valor de oJ (por ejemplo des-

de O a 4 rad/seg)> siempre j cuando sea este rango de fre-

cuencia el que nos interese^

Para establecer si es que el sistema es estable

o no para este valor de resistencia (R¿ * 6K) por el méto-

do del gráfico polar inverso, entonces debemos ver cuantas

veces encierra el gráfico l/G-(j<̂ ) al punto - 1 + JO.

La función de transferencia es:

(s + 0,9 )(s + 3,36)(s + 21,3)

siendo &(s) estable, entonces no existen polos en la parte

derecha del plano complejo., tampoco existen ceros en la par

tetderecha del plano complejo, por lo tanto GZ = 0.

En el numeral 4 de la Parte I hemos visto q.ue el

número de rotaciones en sentido directo alrededor del punto

origen es de;

•KT r* t TT <7JM — u- + xiw — ¿i
Z • P
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siendo Ĥ  el numero de polos de H(j[jO) que tiene partes rea-

les positivas y Z el número de raíces de la ecuación carac-

terística que tienen partes reales positivas (0 = 1 + G-(jw)

H(ÓÜJ) )» En nuestro caso G-a = 0; EL = 0. El valor de K" se

lo puede evaluar tomando en cuenta el contorno cerrado tra

zado en el plano s (fig 1-3A3)» Como ya se dijo, se de"be

tomar un radio R que se aproxime a :rinfinito.

ver
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En el gráfico polar inverso a medida que 60 aumenta, también

aumenta l/fcCjto). Por ejemplo para s = j oo se tiene el pun

to A' correspondiente al A del contorno cerrado escogido.

Si punto Bl debe ser más o menos la imagen del punto B si-

milarmente para 0T y O en donde j ¿4) = O pero R—^ co . L a

linea de puntos de la figura 1-3.14 corresponde a la gama

de frecuencias negativas. El valor de -|T es de .cero con lo

ĉ ue 2 = O o sea el sistema es estable. Esto ya lo sabíamos

a partir del diagrama de Iíyq.uist pero ,es necesario estable-

cer el mismo resultado con el diagrama inverso^

Vamos a considerar el método de mayor uso en la

respuesta de frecuencias, este es el método de Bode y Itficliols.

En el numeral 1-2 estudiamos el diagrama de Bode correspon-

diente a la función de transferencia oon R, = 10K.

El diagrama de Bode (magnitud) correspondiente a

R, = 6K es igual al indicado en la figura 1-2.4 con la única

diferencia de que la curva G-(j"0| se llalla desplazada la

relación en deciMes de R¿ = 10 y de R, = 6K o sea:

desplazamiento = 20 Ig —g— = 4,44 db.

la curva de la fase será la misma de la figura 1-2.4-

En la figura 1-3,15 se na representado el diagra-

ma áe Bode con el cambio indicado.

El grado de estabilidad de un sistema se lo mide

de acuerdo al margen de fase y de ganancia* Para encontrar

el margen de fase se trazó una circunferencia de radio uni-
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dad y de centro el origen del diagrama de ffyquist; la suma

de 180° con el ángulo de ff(j6ü) que tenga cuando corte el

círculo unitario nos da el margen de fase. En el diagrama

de Bode, el círculo unitario es la linea de O decibeles, por

lo tanto el margen de fase es el ángulo que se lea para O

db. de magnitud sumado 180°, en la figura 1-3*15 se tiene

^ = 180 + (-161) = 19°. Este mismo valor se lo encuentra

viendo la diferencia entrn la linea de - 180° y el ángulo

de G-(jtti) correspondiente.

Para encontrar el margen de ganancia se calcula

en decibeles la magnitud que a G-( jw) de"be aumentarse para

que pase por el punto - 1 -f JO, por lo tanto se usa el eje

negativo del diagrama.de Nyquist, el cual en el de Bode r¿

presenta la linea de - 180° (o 180°), por lo tanto el nú-

mero de decídeles que le falta a para llegar a O

db. , cuando el defasaje es de -180° nos da el margen de ga

nancia. En la figura 1-3-15 se calculó que el margen de ga

nancia es de 6 db.

"Una vez establecido el diagrama de Bode del sis-

tema en lazo abierto debemos encontrar la respuesta en la-

zo cerrado, para lo cual se emplea la tabla de Nichols. En

esta tabla se encuentran dibujados los lugares de M constan

tes, o sea de la magnitud de la respuesta en lazo cerrado

para un voltio sinusoidal de excitación, y de 0¡ constantes.

En el eje horizontal se tiene los valores de la magnitud de

a(jO>) expresado en decibeles y en el vertical los valores



4db
i

5db
6db

8db
12db

NICHOLS1 CHART

. Abscissa is phase of V m degrees (1 cm for 10 degfees}

. Ordmate is 20 log 1 >'| (1 cm for 2 db)

< Contours oí constant amplitude for 20 log

Contours oí constant phase for

I M.ic. Tllf Ni-Ln rh: i r t . Ttrt.f>,/-¡ r,<ln,tiun of l ' l inrt :t at thi- hai-k of tí
- :iíi'J 1 - l í .
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de la fase de &(jw) en grados; estos valores se los obtiene

del correspondiente diagrama de Bode*

La fig 1-3.16 es una foto de la tabla de ÍTickols

tal como la aue aparece en los textos sobre Control Áutomá

tico. Esta foto fue tomada del texto ̂ eedback Control Sye-

tems por G-ille, Pélegrin, Decaulne. Sobre la tabUa de Ui-

chols se dibujó los valores de magnitud y fase de G-'ÍjCü) ob

tenidas de la fig 1-5.15•

De los datos de M leídos en la fig 1-3.16 se pue

de construir la curva de respuesta del sistema en lazo ce-

rrado contra velocidad angular (o frecuencia), fig 1-3.17.

Este gráfico representa una aproximación más exacta de la

respuesta del sistema puesto que la taila de Uichols es más

elaborada y con mayor mímero de curvas que la que se indica

en las figs. 1-3.9 y 1-3*10; por lo tanto se puede observar

una pequeña diferencia entre los datos carauladoe y experi-

mentales.

Por el lugar de las raices del sistema tiernos vis-

to c[ue para R. = 6K posee dos raices complejas conjugadas y

una raíz real negativa (relativamente grande), por lo tanto

se lo puede considerar como un sistema cuadrático de segun-

do orden, y la respuestq. de este sistema a la frecuencia nos

da curvas del tipo 1-3.17, o sea con un pico de resonancia

dependiendo del coeficiente de amortiguamiento. De esta ma"-

nera, podemos decir que si estudiamos la forma de la curva
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1-3.17 llegamos a la conclusión que sus polos son complejos

conjugados lo que en realidad concuerda con lo establecido

por el método de las raices.
. •

1-3-d) COÍTOLUSIOÍJES

La respuesta de un sistema físico se lo puede ea-
4T

tudiar por distintos métodos pero por cualquiera se llega

al mismo resultado aunque se lo exprese de distintas maneras.

He preferido empezar el estudio de la respuesta

del sistema por el método del lugar de las raices que con£

tituye el procedimiento más efectivo ya que nos revela de u-

na manera directa las características de respuesta del sis-

tema. La visualización de la curva en todo rango de la ga -

nancia del sistema nos permite ver inmediatamente cuando el

sistema es estable, y más aiín, podemos establecer con reía-

tiga facilidad la respuesta transitoria del sistema $&£a un

valor particualr de la ganancia.

Si la exitacidn no es una función paso sino otra

cualquiera conocida entonces el método de las raices nos per

mite calcular la respuesta del sistema y las características

más salientes, por ejemplo con una onda sinusoidal de entra-

da se puede tiallar la expresión en función del tiempo no so-

lo del estado estable sino también del transitorio, por lo

tanto, este método representa un método general de enfoque

del problema.

Si ae conoce la curva del lugar de las raices en-

tonces podemos establecer más o,.menos que tipo de compensa-
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ción se debe colocar para que la f orma de la curva varfe T

que pase por determinada región del plano complejo, este so

lo hecho representa una gran ventaja sobre los demás métodos.

El diagrama de Nyquist es en realidad el diagrama

polar de la función de transferencia cuando s = j tu , por

lo tanto solo es válido para una excitación sinusoidal. La

construcción en sí del diagrama es engorroso puesto que en-

vuelve varios cálculos para cada valor de frecuencia. La

curva que se dibuja es válida para, un sólo valor de la ga-

nancia, aunque en realidad para otros valores, la curva se-

rá muy parecida o simplemente la escala de magnitudes se la

considera mayor o menor si la ganancia es respectivamente

mayor o menor que la de la curva dada, pero de todas mane-

ras ya no resulta muy fácil establecer el rango de ganancias

para que el sistema sea estable como en el caso del método

del lugar de las raíces.

Si se tiene el diagrama de Syquist y que nos indi-

que que para un valor de la ganancia encierra el punto -1+30,

sabemos que el sistema es inestable, por lo tanto para vol-

verlo estable, sin variar la ganancia, debemos modificar la

curva tal que no encierre al punto -1+jO, o sea que este dia

grama si nos indica más o menos el tipo de compensación que

debemos usar aunque no sea de una manera tan efectiva como

sucede con el método anterior.

El diagrama de Nyquist tiene importancia para una

excitación sinusoidal, puesto/que a partir de la curva de
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la función de transferencia en lazo abierto es posible de-

terminar la respuesta a la frecuencia del mismo sistema en

lazo cerrado, simplemente con ayuda de las curvas de M yty

constantes.'El desarrollo teórico del criterio de iíyquist

lo creo de gran importancia puesto que nos justifica plena

mente el uso de métodos más eficaces (como el Bode) pero "ba

sados en los mismos principios fundamentales.

El método de ÍTyquist tiene la desventaja de que

sólo se trata para excitaciones sinusoidales y no para o-

tros tipos de ondas. El estado transitorio del sistema, por

este método, es muy difícil establecerlo, utilizándose por

lo tanto solo para respuestas sinusoidales en estado estable.

El diagrama polar inverso se basa en los mismos

principios que en el de Uyquist, tiene la ventaja de que es

mucho más fácil establecer la respuesta en lazo cerrado. La

mayor ventaja radica cuando no se usa realimentación unita-

ria como veremos, en el capítulo de compensación.

Por medio del gráfico polar inverso también se piie

de saber que tipo de compensación es necesario colocar para

variar la reapuesta del sistema.

El método de Bode y Mchols es el más usado para

excitación sinusoidal, puesto que el diagrama de Bode de la

función de transferencia en lazo abierfco puede aproximarse por

medio de las. asíntotas. Para establecer la respuesta en lazo

cerrado pasamos del diagrama de Bode a la tabla dE tfichols.

De los métodos de análisis por frecuencia, el de
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Bode y S"icnols es el de más ventaja no solo por su facili-

dad de construcción sino también para establecer la respues

ta transitoria del sistema. En efecto, supongamos que se

tiene en forma experimental la respuesta del sistema a la

frecuencia, entonces podemos ver que pendiente presenta ca

da tramo y determinar aproximadamente las frecuencias de

quiebre, si el sistema presenta picos de resonancia enton-

ces las raices serán complejas conjugadas, y se las encon-

trará por comparación con las curvas normalizadas que apar£

cen en los textos de Control. Conocidas en forma aproximada

las raices podemos reconstruir la expresión matemática de

la función de .transferencia y de la cual se puede estable -

cer la respuesta transitoria. El método es inverso al que

hemos seguido y es ¿rueño más difícil, pero establece la re-

lación entre la respuesta de frecuencia y el estado transi-

torio.

Para variar la respuesfa del sistema es relativa-

mente fácil establecer la red de compensación a usarse pue£

to que solo se precisa sumar o restar en el diagrama de Bo-

de, cantidades adecuadas que son las magnitudes de la s re -

des de compensación.
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2. ESTUDIO DE LA COMPENSACIÓN SERIE EN LA ESTABILIDAD Y EN

LA RESPUESTA DEL SISTEMA .

El sistema desarrollado en la sección anterior

tiene características de respuesta invariable para cada, va

lor de ganancia. Necesitamos ver como se modifican estas

características si es que se aumenta un elemento compensador

al sistema* . .

La primera aplicación que ae tiene es la de va-

riar el margen .de estabilidad del sistema. Supongamos ines-

table al sistema con un valor adecuado de la ganancia,, en-

tonces, al introducir la red de compensación, j sin variar

la ganancia, debemos estabilizar al sistema, o.sea, aumen-

tar el rango de ganancia.

2-1. ESTUDIO DE LA RED DE COMPENSACIÓN

Existe un sinnúmero de redes de compensación q_ue

determinan ciertas características a la respuesta del sis-

tema, pero la mayoría de, ellas son las llamadas de adelan-

to de fase y las de retraso de fase o la llamada red de ad̂

lanto-retraso*

Las redes de adelanto o la de retraso de fase son

las más sencillas y son suficientes, en la mayoría de los

casoss para obtener las características de respuesta desea-

das.

Para estudiar de una manera más o menos amplia la

respuesta del sistema o distintas redes de compensación ne

preferido armar una red en donde se pueda variar la fase de
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una manera arbitraria tanto para adelanto como para retraso.

La red está formada por dos potenciómetros, dos

condensadores y un amplificador operacional tal como el in-

dicado en la fig 2-1.1.

fc
o—s/WWW

lia función de transferencia del sistema de la fig.

2-1*1, se puede encontrarla fácilmente con la suposición de

que la tensión e sea aproximadamente cero voltios (tierra

virtual), de esta manera se tiene el circuito de la figura

2-1.2. , ^

+

Í£

^yv-

Í ¿2-

— *wa

— A

í ¿

e-o =
O O

~V v •

= q e

0

*

I

Aplicando el teorema de Thevenin para los puntos

a-a y *b-"b se tiene;



Yaa(s) =
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(1 - -i
sC,

sC,

Zaa(s) =
(1 -
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(2-1.1)

(2-1.2)

Tb"b(s)

2' ̂ 2

(s)

sO;

1

(
L
u -

sG
sO1

(i - i

(2-1.3)

(2-1.4)

SC-

y se tiene el circuito 2-1.3 en donde las tensiones y las

impedancias vienen dadas por las ecuaciones (2-l.l)-(2-1.4)

Puépto q.ue £ = O (fig 2-1.3), la corriente l(s)

puede expresarse en la forma:

(2-1.5)

hasta l/T-j_ = co , igual variación ti ene "el "polo^V Tara

o"btener una "buena variación del polo y cero he escogido

los parámetros E-j. - ̂ 2 ~ "̂  ' Cl ~ ̂ 2 = ̂ >/''1 /̂  -^» COIL

lo aue Smin =4/1,41 - 2,84; smax = oo .

2-2.a) ESTUDIO DE LA COMPENSACIÓN SERIE POR EL ]ffiTODO DEL

LUG-AE: DE LAS RAICES

Consiste en introducir la red de compensación

en la transmisión directa del sistema de la fig 1-3-1- I-

dealmente no importaría el punto en donde se abra la transí

misión directa puesto T̂ ue estamos tratando sistemas linea-

les, pfero amo la red de compensación tiene un término di-

ferenciad or toda señal de ruido que aparezca a la entrada

aparecerá a la salida en una magnitud mayor, por lo tanto

la posición de mayor ventaja para eláminar el ruido es in-
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Reemplazando las expresiones (2-1.1) a (2-1.4)

en(2-1.5) se tiene:

VE)

Bi(s)
(2-1.6)

en donde: T^ = (3̂  - k̂ )E101 ; T2 = (kg - k|)HgOg

(2-1.7)

El valor máximo de 2 ocurre para K = 1/2; 0} =. ' ' max
RC/4 y el mínimo para k = O o-k.= 1, T̂  - O, por lo tan

to el "cero" de (2-1.6) puede variar desde 1/3? -i = 4/R-.0-,

hasta !/$]_ = co j igual variación tiene el "polo11. Para

obtener una "buena variación del polo y cero he escogido

los parámetros R-̂  = Rg = 1M j 0-̂  = C2 = 1>41 jH i1, con

10 *« Sm:Ln =4/1,41 » 2,84;

2-2. a) ESIUDIO DE LA OOMPENSAGIOF SERIE POR EL MÉTODO DEL

LUGAR DE LAS RAICES

Consiste en introducir la red de compensación

en la transmisión directa del sistema de la fig 1-3 •!• I-

dealmente no importaría el punto en donde se ahra la trans

misión directa puesto uue estamos tratando sistemas linea-

les, pero amo la red de compensación tiene un término di-

ferenciador toda señal de ruido que aparezca a la entrada

aparecerá a la salida en una magnitud mayor, por lo tanto

la posición de mayor ventaja para eliminar el ruido es in-

mediatamente después del elemento comparador, puesto que el

elemento G-Cs) presenta una capacitancia a tierra de 0.
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es lo suficientemente grande para filtrar cualquier se

nal de ruido.. El sistema completo se indica en la fig 2-1.4

en donde el amplificador 4 se usa solo como inversor de fa-

se para que la realimentación sea negativa.

El método más conveniente para estudiar el efec-

to de la red de compensación sobre la respuesta del siste-

ma es por medio del lugar de las raices.

La ecuación (2-1*6) puede expresarse en la forma:

E (s) (̂s + 1/3?.,)
(2-2.1)

en donde 1/T-, es el cero y 1/0! p el polo de G-c(s). Oonsider^

mos el caso de tener una red de adelanto de fase esto es pa

ra !P-, > ÍDp» vamos a estudiar la modificación que 'sufre el

diagrama del lugar de las raices de la fig 1-5.2.

Sea por ejemplo l/ÍCĝ  36 y 1/03 ̂ 4,43 la red en

consideración entonces el correspondiente 3&gar de las rai-
-

oes está representado en la fig 2-2.1.

La función de transferencia total será:

6,42/E, ; . • s + 4,43 36
ff(a) = *r.

(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) s'+ 36 4,43

K(a + 4,43)
(2-2.2)

de donde K - 52

El lugar de las raices se lo traza por el proced^

miento ya conocido. Efectuando los cálculos correspondientes
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se encuentra:

1) Ángulo de asíntotas = 60° ; 180° ; 300°

2) Cruce de las asíntotas = - 19,1

3) Punto do"ble = - 2,43

4) Puntos imaginarios. = + 327,5

Con estoé datoa se tiene una idea de la forma ge

neral del lugar de las raíces. Para encontrar más puntos,

el método más sencillo y eficaz es por medio del apirule,

según el cual se supone un punto en el plano s que perte-

nece al lugar de las raices y se comprueba si efectivamen-

te nuestra suposición es verdadera o falsa al encontrar que

la suma de ángulos sea de 180° o diferente de 180° respecti_

vamente. En la fig 2-2/1 se indica el lugar de las raices

del sistema compensado y no-compensado.

En el lugar de las raices observamos que el siste

ma no-compensado entra en oscilación no-amortiguada a una

velocidad angular de 9,68 rad/seg cuando B, = 2,76 K (k =

2340). En el sistema compensado, para Ĥ  = 2,76E el siste

ma es oscilatorio amortiguado siendo s = - 3,5 + J19?5-

Para una variación de E, entre 2,76K y 1»24K el

sistema no-compensado es claramente inestable, pero en cam

"bio el compensado todavía sigue estable. Esta es una prime-

ra observación importante sobre el efecto de la red de com-

pensación en la estabilidad del sistema. En la fig 2-2.1 se

indica con linea de puntos los valores de las raices correei

pendientes a iguales valores de Ĥ . ,
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La foto de la figura 2-2.2 es demostrativa de lo

se acaba de decir. Los primeros dos cuadros (aproxima-

damente 2 x 1,50 = 3 seg) corresponden a la respuesta del

sistema no-compensado con un valor R, # 2,6K que hace al

sistema inestable, en esta condición se introdujo violenta

mente la red de compensación antes indicada y se tiene la

respuesta dada desde el cuadro tercero en adelante en don-

de se observa que la atenuación conseguida es muy grande,

obteniéndose de esta manera una gran estabilidad, para un

mismo valor de R¿_.

También se observa que la frecuencia de oscilación

del sistema no-compensado es aproximadamente 1/1,5 x 0,45 =

1,48 c/s (9>3 rad/seg) pero una vea §,ue se, introduce la red

de compensación la frecuencia de oscilación se eleva a un va

lor 1/1,5 x 0,2 = 3,34 cps. (21 rad/seg). Este comportamien

to era de esperarse puesto que según el lugar de las raices

(fig 2-2,1) se observa que para un mismo valor de la ganan -

cia (&,<# 2,6K) la velocidaá angular aumenta tal como la indi
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cada por la linea de puntos. Una cosa parecida se dirá para

el coeficiente de amortiguamiento.

2-2.b) E1EOTOS DE LA COMPEÍTSAOIOF SERIE Ett LA RESPUESTA

TRANSITORIA DEL SISTEMA

En el párrafo anterior analiaamos el efecto que

tiene una red de adelanto de fase sobre la respuesta del

sistema particularmente sobre la estabilidad. Hoy debemos

analizar en forma más detenida como varían las característi

cas de la respuesta del sistema para distintas redes de com

pensación. •

Consideremos, por ejemplo, la red de compensación

con 1/T2 - 36 (polo) y l/T-j_ = 2,84 (cero) que es muy parecí,

da a la analizada anteriormente pero que su "cero" se en -

cuentra a la derecha del "polo" s = 3,36 del sistema, El

gráfico del lugar de las raíces, será muy parecido al dado

por la fig 2-2.1 pero en donde no existirá la parte pronun-

ciada hacia la derecha en el corte con el eje real.

La función de transferencia es:

6,4-2/R, s + 2,84 36/~j / „ \.
(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) ' a + 36 2,84

G(s) = ; B + 2,84 (2-2.3)
(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3)(s + 36)

a* v 36 x 6,42 1 „ 81,6en donde: K = l ^ ~ —l
2,84 *4 \a trazar el lugar de las raíces tenemos:

1) Ángulo de las asíntotas = 60° ; 180° ; 300°
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2) Cruce -de las asíntotas = - 19,5

3) Punto doble = - 8,6

4) Puntos imaginarios = + 329,8

y con ayuda del Spirule nos da la curva (3) marcada en la

figura 2-2.3, en donde también se representa las curvas (l)

y (2) correspondientes al gráfico 2-2.1 del sistema no-com-

pensado y compensado*

La curva (4-) es el lugar de las raices para una

red de compensación con 1/T2 = 4,43 y l/0}-j_ = 3,79- La fun-

dan de transferencia y los puntos importantes para trazar

el gráfico son:

(2-2.4)
(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 4,43)(s + 21,3)

K ̂  4,43 x 6,42 _ 1_ = 7,52

3,79 . E4 R4

1) Ángulo de las asíntotas = 60° 5 180° ; 300°

2) Cruce de las asíntotas = - 8,74

3) Punto doble = - 2,25

4) Puntos imaginarios = ± D H>5

Como se observa la curva (4) es muy parecida a la

(1), existe una pequeña diferencia en el valor de la frecuen

cia de oscilación para un mismo valor de R^, por ejemplo pa-

ra R¿ =1,24 K la frecuencia de oscilación (inestable) del
ĵ _ a

sistema no-compensado es. ¿U = 13,5 -^2 pero del sistema com
O (Sg, ;

pensado es 15 rad/seg.
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En la figura 2-2.3' se indica con linea de pun -

tos las posiciones de las raices para un mismo valor de la

resistencia R, .

Consideremos los valores de las raices para E, =

4,4K, para la curva (2) tenemos:
•' • • " •

si ? = - 5,3 + D 15,25
J_, <L . —

ŝ  = -46,5

S4 = ~ 4>46

la respuesta transitoria (a una función paso unitaria) po-

demos calcularla a partir de la función de transferencia.
E (s) a(a)

W(s) = - -2— - - (2-2.5)

siendo

de donde;

(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3)(s + 36)

_ (s

-̂
W(s)

(s + 0»9)(s + 3,36)(s + 21,3)(s > 36) + ( 2 i ) (s+4,43)
; E4 .

(2-2.6)

Para E. (s) = 1/s.y R4 = 4,4K, tenemos aue:

"
(s + 4,46)(s + 46,5)(s + 5,3 + 315,25)(s + 5,3-315,25)

- ~1T s + 4,4b s + 4 & > 5 s + 5,5 +,315,25 s + 5,3 - 315,25

(2-2.7)

y de la figura 2-2.3 se puede evaluar fácilmente las cons-

tantes Ki? por ejemplo para encontrar K^ se tiene la fig 2-2.4
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en donde se indican las posiciones de polos y ceros de -E (s)

. (11,9 x 10
A = 0,96

- 0,03
Kr, = (11,9 X 103)

(-4,46)(42í)4)(15,3)(15,3)

- 42,04
K., = (11,9 .

(_46,5)(-42,04).(44)(44)

= 0,008

= -0,132

K, = (11,9 x 10) ¡ ;
4 16,2 -109° x 15,3 /-94o x 44/̂ 20° x 2 x 15,25

°

= 0,545 /219

= 0,545 /-219° ,
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Por lo tanto:

-TE ( a) = OtÜ. ¿ 0,008 _ 0,132 , 0.545/219" +

s s + 4,46 s + 46,5 s+5, 3+315, 25

+ 0.545/_- 219,°
3+5,3 - 315,25

dé donde la función del tiempo es:

, , -4,46t -46, 5t -5,3t
-e0(t) = 0,96 + O, 008 6 -0,1326 + 1,09 e

• sn(15,25t - 2,25)

(2-2.8 )

siendo el defasamiento :

90° - 219° = - 129° =-- 2,25 radianes

Para la curva 3 , son E. = 4,4K se encuentra que:

18.5 x 103(s+2.84) _ _E

0 s (s+2, 76) (s+49, 8) (s+4, 5+J19, 5) (s+4,5-319, 5)

.48¿-(s) = 0.96 0,03 0.15 , 0.48/213° , 0.48-213_°
s s+2,76 s+49,8 s+4,5+319,5 s+4,5-319,5

de donde la función del tiempo es:



K
)
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« , s -49,8t -4,5t

-£0(t) = 0,96-0,03 $ -0,156 + 0,966 - sn(ig,5t-2,15)

(2-2.9)

y el defasamiento es: 90° - 215° = - 123° - 2,15 radianes:.

Para el sistema no compensado con. E, - 4»43£ se en^-

contra en la sección 1 que: •

-24,34t -0,61t
-í-0(t) = 0,96 - 0,096 € • + 0,9428 sn(7,9t - 1,97)

(2-2.10)

En la fig 2-2*5 se tienen las representaciones

gráficas de las ecuaciones (2-2,10); (2-2.8) y (2-2.9) mar-

cadas con las curvas 1,2,3 respectivamente (las cuales es-

tán de acuerdo con la numeración del gráfico 2-2.3).

Para caracterizar la respuesta transitoria del

sistema se requieren de algunas definiciones tales como

tiempo al que se alcanza la máxima respuesta (a Teces llama

do tiempo de subida); tiempo al que se alcanza el estado e_s

ta"ble llamado tiempo de fijación; porcentaje de so"bretiro,

frecuencia'de oscilación, coeficiente de amortiguamiento, etc.

De la fig 2-2.5 observamos que las distintas res-

puestas del sistema presentan las siguientes característi-

cas:

so"bretiro tiempo de s_o frecuencia factor de amor
"bretiro = tr fo tiguamiento

Curva 1 15% 0,45seg 1,26 cps 0,1

Curva 2 30,2# 0,23 2,43 0,33

Curva 3 40,6̂  0,18 3,10 0,24
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En los controles automáticos de posición se re-

quiere a Teces que la salida responda lo más rápidamente

al comando de entrada j sin aue exista un so"bretiro exce-í-

sivo. Por ejemplo, si deseamos que en la salida f, (t) se

tenga una respuesta que actúe de auaerdo a una señal de

pa& so de entrada lo más rápidamente posible entonces el

sistema no-compensado no serviría para este fin puesto que

la onda de salida es lenta (frecuencia "baja), presenta un

sobretiro excesivo y además .es muy oscilatorio j tal que

si al final deseamos una posición fija es muy difícil cum

plirla, entonces surge la necesidad de la compensación.

Con la compensación del tipo 2 las características mejo-

ran notablemente puesto que el sistema responde más rápi-

damente al comando de entrada, tiene un sobretiro menor y

deja de oscilar en un tiempo relativamente corto. Se obser

va de la fig 2-2.5 que el sistema entra en estado estable

más o menos un segundo después de naber aplicado el coman

do. üa compensación 3 presenta un sobretiro mayor por lo

tanto un coeficiente de amortiguamiento menor y es el que

más rápidamente actúa puesto que el tiempo de subida es

relativamente pequeño, deja de oscilar notablemente más o

menos 1 segundo después del comando.

Otra cosa que es de suma importancia en control

automatico.es el error de posición que se comete (servome-

canismos de posición).

En general si se tiene el sistema de la figura
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(2-2.6) la función de transferencia éke.áde E-(s) Jaasta 6" (s)

es:

£( i

£(9 +

Si la eArada es una señal de paso unitarias ,

entonces el valor final que alcanza el error es:

1/s 1
<- (t)« = lim s =

1 - - o i + GKg)H(s): 1 +

y por definición: lim (r(a)H(s) = K.
s^> O 'P

(2-21.11)

(2-2.12)

en donde a v se lo denomina constante de posiciín.
p

En nuestro sistema H(s) = 1 por lo tanto la

constante de posición es:

K = lim G-(s)
(2-2.13)

Si E, = 4-*4K, entonces la constante E_ del sistema no compen

sado es:

6,42/R4
= lim 1 = 22,8

tical representa 0,2 voltios, y del horizontal cada cuadro re-

presenta 0,25 segundos, con lo cual se puede tener las siguien

tes lecturas: frecuencia de oscilación aproximadamente 1/0,25

3Í'/1,65) = 2,43 ciclos/segundo q.ue corresponde a la calculada;

el porcentaje de so"bretiro es aproximadamente 100(1,4-0-1,08)/

1,08 = 29,6^ que es'muy próxima a la calculada (30,2$); el
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y para el compensado:

\ y i —/ -*-*~A / \— • w •*. -l / -,

EL = lim -£ — - —±— = 22 8
JJ V. /i. f . A « \ -» ~* s- \ «.-. _ \ _ _ n _ & » , » — '

(6,42/R4)(l +

O (s + 0,9)(s + 3,36)(s

siendo de esta manera, independiente del tipo de compensación

siempre <iue el sistema permanezca estable.

error de estado estacionario es:

8 Ct)f = ^ = ± = 0,04
1 + T̂  ! + 22'8

De esta manera, el valor q.ue alcanza la salida cuan-

do ha transcurrido un tiempo muy grande (teóricamente infinito)

será:

o^í " -1 ^ ! : = 0>9610E4 + 1 10R4 + 1

como se comprueba en la fig. 2-2.5-.

En la parte experimental se.liQmarán fotos de la res*

puesta del sistma para las dos condiciones de compensación indi.

cadas* ,

La foto de la figura 2-2.7 es para la compensación

1/2 = 4,43 y 1/Tn = 36 con ^4 = 4?4K. Cada cuadro del eje verJ_ ¿- . *~
tical representa 0,2 voltios, y del horizontal cada cuadro re-

presenta 0,25 segundos, con lo ;cual se puede tener las siguien

tes lecturas: frecuencia de oscilación aproximadamente 1/0,25

3(^1,65)= 2,43 ciclos/segundo q.ue corresponde á la calculada;

el porcentaje de so"bretiro es aproximadamente 100(1,40-1,08)/

1,08 = 29,6^ q.ue es'muy próxima a la calculada (30,2#); el
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tiempo de sobretiro es ±r « 0,25 x 0,9 = 0,226 segundos (el

calculado es 0,23 seg); el factor de amortiguamiento se lo

puede estimar de la fig 2-2.7 tomando los puntos superiores

de la onda como pertenecientes auna exponencial decreciente,

de esta manera, el cruce de la recta tangente al punto t = O

de la curva supuesta nos dará una idea de la magnitud de la

constante de tiempo del sistema, en efecto este cruce puede

ocurrir en t = 0,25 x 0,8 = 0,200 segundos = 1/ÍÛ  f en donc u. J *•••*

de £xj n es la frecuencia natural del sistema, y el factor

de amortiguamiento; también podemos aproximar la frecuencia

no amortiguada a la propia del sistema, o sea Uj ftH5,25

radianes/segundo, el factor de amortiguamiento de esta mane-

ra es:

f=—i_ = - i = 0 , 3 3
J ÜJnt 15,25x0,20c . .

pero esta medida, puede resultar muy inexacta como se com -

prenderá y lo creo oítil solo para saber máa o menos que mag-

nitud tendría el factor

En laffigura 2-2.7 se observa que el valor de es-

tado estable es de 1,08 voltios lo cual difiere en 0,12 vol

tios del walor calculado (0,9'6) esto se debe como ya se dijo

antes, al corrimiento de tensión, de los amplificadores opera

cionales. ?ero en general si se compara la curva 2 de la fig

2-2.5 con la foto de la fig 2-2.7-se observa que son muy pa-

recidas por lo tanto, lo expuesto en la teoría lineal es com

probada con buena exactitud en el laboratorio.



La foto de la fig 2-2.8 corresponde a la curva mar

cada con 3 en la fig 2-2.5* ° sea las condiciones del siste-

ma son: 1/2 •]_ = 2,84 ; V^2 = 36 y R, = 4>4K<- las escalas ver

tical y horizontal son las mismas que para la fig 2-2.7 (0 ,2

voltios por cuadro vertical y 0,25 segundos por cuadro hori-

zontal). Las mediciones más importantes que se pueden tomar

de esta foto son: frecuencia de oscilación, aproximadamente I/

0,25:£ 1,3 = 3 ciclos/£figund7o que es muy cercano al calculado

(3,Ws); porcentaje de sot>retiro: 100 x (1,47 - 1,05)/1,05

C[ue está de acuerdo con el calculado (40,6^6); tiempo de

sotoetiro: t = 0,25 x 0,7 = 0,175 segundos (el calculado es

0,18 seg); y el factor de amortiguamiento, por igual proce-

dimiento del caso anterior es de 0,22.
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(/iJ F/g 2-2,8

La respuesta del sistema para H, = 4,4-K y sin com-

pensación ya se indicó en el numeral 1 (fig 1-3*6).

En resumen diremos que una red de compensación de

adelanto de fase produce las sigufeites características en la

respuesta del sistema:

a) Se incrementa el factor de amo&iiguamiento, por

lo tanto disminuye el so"bretiro.

~b) Se incrementa la frecuencia de oscilación f > por
o *

lo tanto aumenta la frecuencia de resonancia del sistema.

c) El añono de "banda de sistema aumenta de"bido al

incremento de.la frecuencia de resonancia.

d) El tiempo de subida disminuye.

e) Aumenta el rango de ganancia del sistema.

Consideremos el caso de tener una red de compensa-

ción con retraso de fase con 1/0̂  = 36 y 1/E2 = 2,84, enton-
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ces la función de transferencia directa es:

6,42/R, s + 36 2,84
r* C o *\

(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) s + 2,84 36

Z(s + 36)

(s + 0,9)(s + 2,84)(s + 3,36)(s + 21,3)
(2-2.14)

siendoK= 6,12*2,84- -i-̂ Ĵ
36 *4 R4

Para trazar el lugar de las raices della fig. '2-2.9

se tiene:

1) Ángulo de las asíntotas = 60°; 180°; 300°

2) Cruce de las asíntotas = + 2,54

3) Puntos dobles = - 14- 5 - 17,6; -45

4) Puntos imaginarios = + 33,6

La curva (1) representa el sistema no-compesado

mientras que -la (5) es el sistema con la compensación de re-

traso de fase. Se observa <iue el lugar de las raices presenta

una curva cerrada en forma de elipse, esto se debe a que se

tiene un "cero" a la izquierda de todos los polos. Si este

"cero" lo alejamos a un más entonces el punto de cruce de las

asíntotas se moverá nacia la derecha, por lo tanto el lugar de

las raíces se inclinará a un más de la posición indicada,, la

curva cerrada se nará cada vez más grande. Si por está proce-

so nos acercamos con el "cero" a infinito entonces se ve fá-

cilmente <iue la elipse tenderá nacia el infinito asintótica-

mente, y el lugar de raíces de la durecna se aproxima al in-



%
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finito con un ángulo mucho menor, efectivamente las asínto-

tas deben estar separadas por 45° cada una como se demuestra

cuando el sistema tiene cuatro polos.

Gomo en los diagramas anteriores la dirección de la

flecha con linea punteada representa el movimiento de las raí

ees desde el sistema no-compensado al compensado.

Puesto que para R, = 4,4 el sistema compensado es

claramente inestable es muy difícil tomar datos experimentta

les aceptables por lo tanto he escogido para este caso tina re

sistencia E, = 20 K.

En el sistema compensado para R, = 20 K las raíces

son:

BI = - 6,2

s2 = -21,20

s3 = -0,5 - 32,8

s4 = -0,5 + 32,8

Por lo cual, la trasnformada de la salida para una función es-

calón unitaria es:

25,5 (s + 36)

0 S ~~ s (s + 6,2)(s + 21,20)(s + 0,5 + J2,8)(s + 0,5-32,8)

(2-2.15)

s s + 6,2 s + 21,20 s + 0,5+32,8 s + 0,5-32,8

0,83 0,193 0,003 0,401 ¿218^ 0,4 Oí/-218°

s s + 6,2 s + 21,20 s + 0,5+32,8 s +0 ,5-32 ,8
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de donde, la función del ti aupo despreciando el tercer tér-

mino de la derecha es;
-6,2t -0,5t

-J£(t) - 0,83 - 0,1936 + 0,8026 sn(2,8t - 2,24T) (2-2.16)

Para el sistema no-compensado y R¿ - 20 la posición

de las raices son:

s]_ - - 22,06

32 - - 1,75 - j3,-7

s3 - - 1,75 + j3.,7

de, donde se puede obteñar la función del timpo para la ten-

sión de salid a:
-22,06t -l,75t .

- 0,83 - 0,0346 - - - +6 sn(3,7t-- 29?) (2-2.17)

En la fig 2-2.10 se dibujó las funciones del tiem-

po dadas por las ecuaciones ( 2-'2. 16) \ sistema compensado-5) y

(2-2.17) (sistema no-compensado -1) . Comparando las dos curvas

se observa que el .porcentaje de sobretiro aumenta desde 100

(1,24 - 0,83)/0,S3.- 49,5^ del sistema compensado, además el

tlmpo de sobretiro es mayor por lo cual la velocidad de res-

puesta del sistema disminuye considerablemente (desde Or7 seg

hasta l,-35 seg). La tendencia a laoacilación del sistema com-

pensado ee mucho rn^or que el no-compensado.

Para la comprobación experimental se tomó la fo to de

la fig 2-2.11 siendo R4 - 20K, l/^- 3& y l/?2 - 2>:84. I/a es-

cala vertical es de 0, 5 voltios 'por cuadro y la horizontal

12,5/8,4 - 1,49 segundas por cuadro (el período del oscilador

de barrido horizontal es de 2 x 12,5 segundos), con lo cual
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se puede ver", que la frecuencia de oscilación amortiguada es

de 1/1,5 x 1,49 - 0,450 c/s o sea 3,00 rsd/seg lo cual se a-

proxima a la dada por la ecuación 2-2.17- El valor de estado

estable es de 0,84 voltios y el porcentaje de sobretiro es de

100 x 0,8/1,6 - 50$ que se alcanza en 1,49 x 0,9 - 1,35 segun-

dos con lo cual, estos datos, están plenamente de acuerdo con

los valores calculados.

Fig 2-2JÍ

De la fig 2-2.9 oí de las ^ecuaciones 2-2.16 y 2-2.17

podemos deducir .fácilmente .que el coeficiaite de amortiguamien

to varí a desde 0,4 clel sistema no-compensado a 0,13 del com-

pensado.

A manera de ilustración ese tomó la foto de la fig.

2-2.12 del siatema no-compensado para R, - 20K, o sea, corre.s

pendiente a la curva 1. de la fig 2-2.10. Las escalas son 0,5v.

por cuadro vertical y 1 segundo por cia.cl.ro horizontal. Como se

T
10x0,02

= 0,17

el valor estacionario de la tensión de salida es:

= 1 - 0,17 = 0,83 v.

el cual también se observa en la figura 2-2.10.

En general, podemos decir que los efectos de una

red de compensación retrasadora sobre la respuesta del sis

tema son:

a) Disminuye el coeficiente de amortiguamiento,

por lo tanto aumenta el sobretiro.
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"b) La frecuencia de oscilación f disminuye, por lo

tanto disminuye la frecuencia de resonancia.

c) Disminuye el ancjio de "banda del sistema.

d) Se incrementa el tiempo dé subida.

e) Disminuye el rango de ganancia del sistema.

2-3. EFECTOS DE LA COMPENSACIÓN SERIE SOBRE LA RESPUESTA A

LA' FRECUENCIA DEL SISTEMA

En el numeral 1-3.c) hemos visto la respuesta a una

excitación sinusoidal por, diferentes métodos, hoy veremos co-

mo se modifican las curvas encontradas al colocar una red de

crompensación.

En primer lugar vamos a estudiar la función de trans

ferenoia de la red de compensación en el plano complejo.

Hemos dicho en el numeral (2-2.a) que la red de a-

delanto de fase se cumple cuando ÍĈ  > T2 de la expresión:

1 + 0 fJ}iU)

" 1 + j T2íi)

Se puede demostrar fácilmente que el lugar geométril

co de G- ( j íü) al variar 6U es uh semicírculo de ecuación:c

21
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Consideremos en primer lugar ta.valor de la ganancia

del sistema realimentado tal que sea .inestable, £> sea, en el

diagrama de ftyquist la curva de G-Cjío) debe encelar el punto

- 1 -f 30. Sea por ejemplo R, = ^PK,. siendo la función de trans

ferencia del sistema no-compensado.

3-410
0,9)( 21,3)

la cual se lo representa en la fig 2-3'» 2.

Si es que necesitamos la misma ganancia del sistema

(R¿ = 2,OK) entonces áebemos introducir una red de. compensa-

ción de adelanto de fase como la dada por 1/2-, = 2,89 y ̂ /̂ o

= 56, la cual se representa en la fig 2-5-2 por medio de un

semicírculo.

Xa función de transferencia en lazo abierto es;

5410 3 U ) + 2,89 56

(DW+ 0,9)(3U)+ 3£56)(ju+ 21,5) 3 íü + 36 2,89

de esta manera, para'encontrar la nueva G-(óü)) se puede multi-

plicar en la fig 2-3.2 la magnitud de &( jfo) 7 la de G-c(j(0)
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y sumar los correspondientes ángulos de fase, entonces nos

dará la • curva G-

Como hemos diciio, la curva G-(jüi) nos representa

un sistema completamente inestable puesto que encierra el

punto - 1 + JO, pero al introducir la red de compensación

el sistema se vuelve estable puesto que la. curva Gr-,(jí¿)) no

encierra el punto - 1 + JO. Además observamos que para las

mismas frecuencias las magnitudes y ángulos difie3c©n nota-

blemente como por ejemplo para (jü= 10, en el sistema no-com-

pensado el ángulo de fase es aproximadamente 180° y una mag

nitud de 1,28 pero para el sistemacompensado se tiene el án

guio de fase de 123° y magnitud 4,6. Si por ejemplo nos in-

teresa un control automático que opere desde O a 20 rad/seg

(3,2c/s) como ocurre en la mayoría de los sistemas de mando

especialmente mecánicos, entonces el sistema no-compensado

no nos sirve pero el compensado trabajaría muy adecuadamen-

te para este rango de frecuencias, más aún, el pico de res_o

nancia aparecería cuando ÜK50 rad/seg.

De lo anterior podemos decir que una red de com-

pensación de adelanto puede estabilizar a un sistema y ade-

más puede variar el rango de frecuencias a valoresde magni-

tud y ángulos de fase adecuados.

Para lac comprobación experimental de lo que se a-

caba de decir solo es posible tomar datos del sistema com-

pensado puesto eiue el no-compensado en sí es inestable. Si-

milarmente como en casos anteriores debemos grafizar la res.
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puesta del sistema en lazo cerrado a partir de las curvas

de M y <X constantes. De la fig 2-3.2 podemos obtener la fi

gura 2-̂ 3.4 en donde se dibuja la magnitud y ángulo de fase

contra la velocidad angular.

Los datos experimentales tomados enlazo cerrado

con la red de compensación del tipo 1/2-, = 2,89 y l/Tp=36

y RA = 2K para una excitación sinusoidal unitaria, en esta
T" . """*

do estable son?

00 M(U))

' seg
0,628

1,256

2,56

3,78

6,28

12,56

25,6

26,4

28

30,4

37,8

62,8

.1,04

1,06

1,06

1,06

1,08

1,12

1,32

4,6

10

8,6

3,2

1,2

0,2

- 1,2°

- 1,3°

- 2,3°

- 3,5°

- 3,5°

- 8,1°

-16,2°

-46,2°

-90 °

-154 °

-180 °

-210 °

-240 °

De acuerdo con los datos experimentales el pico

de resonancia ocurre cuando &= 26,4 rad/seg lo cual, en for
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ma aproximada, también se puede predecir de la fig 2-3.2.

La magnitud máxima medida es de 10 voltios lo cual está de

acuerdo con los datos teóricos.

En la fig 2-3.4 los puntos indicados con pequeños

círculos corresponden a los valores tomados del gráfico 2-3.

2, los cuales coinciden con la curva experimental. El pico

de resonancia que presenta este sistema es relativamente

grande pero ocurre a frecuencias un tanto altas (si es un

control automático mecánico).

A veces también es conveniente representar el án-

gulo de fase de un sistema, para lo cual se na trazado la

fig 2-3,3 en donde se indican los valores de # constantes

a la cual se superimpone el gráfico Gr-^CjW). i)e este gráfi-

co se pasa a la fig 2-3-4 que nos representa la fase corres*

pondiente. Puesto que es muy difícil leer la fase en la fi-

gura 2-3«3 para valores de la velocidad angular mayores de

20 rad/se& se tomaran pocos puntos, pero que en realidad con

cuerden con los experimentales. Cuando se traza el diagra-

ma de Bode y de 3Síi olióla la exactitud es mayor.

En la sección que estudiamos la respuestadel sis-

tema en lazo cerrado sin compensación llegamos, a la conclu-

sión de que para E, =» 6Z el sistema presentaba un pico de

resonancia relativamente grande, (M - 3,8), vamos a redu-, .

cirio de tal manera que.el valor máximo lligue por ejemplo

a 1,4, esto se puede conseguir variando la ganancia del sij3

tema o introduciendo una red de compensación. Si la ganan-
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cia no de"be yariar (E, = 6K) entonces la única posibilidad

es emplear la red compensadora. .

Consideremos el caso 1/T-̂  = 2,84 j 1/T2 = 36, en

tortees la función de transferencia directa será: :

&_(3ÍD) = 107° : 3*+'2,84 . _36_
¿ (jtu+ 0,9)(jlü + 3,36)(3U> + 21,3) 3^+ 36 2,84

y por un procedimiento similar al anterior se puede grafizar

&p(DW) en la figura 2-3.2 y 2-3.3, de las cuales se pasa a

la figura 2-3.5 en dondesse grafiza la magnitud y la faae.

Los datos experimentales obtneidos para este caso

soíi:

U) ffi(íu) OÍ (OJ)

1,2 |f| 0,95 3,4

1,5 0,95 4,5

2 0,97 7,9

3 0,98 10,2

4 1,01 12,4 ; :

6 1,07 21,4

8 1,15 30,4

10 1,21 41,6

16,3 1,4 90

20 1,2 119

30 0,45 180

El sistema no-compensado presenta un pico de reso-

nancia que puede ser desventajoso en la mayoría de los casos,



0,1 0,2 0,3 Ó¿ q-f. { 2 3 4 S6Í 3/0 2O 30 40 60 SO ¡OO
fad

0¿ Ot2 0,3 Qrf 0,6 3 4 S 673/0 20 3040 6080/00

ó
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pero el sistema compensado tiene como valor máximo de la res

puesta (a 1 voltio sinusoidal) de 1,4 voltios que es acepta-

ble en controles automáticos. Observamos además un desplaza-

miento en la frecuencia del valor de resonancia desde 6 rad/

seg hasta 16 rad/seg. Similarmente el ángulo de fase debe

cambiar tal como se indica en la fig 2-3,5.

Yamos a estudiar las respuestas del sistema por

medio de los diagramas de Bode y de Michols. Como ya se ma-

nisfestó antes, este método es el más convenáiente de anali

zar puesto que en el diagrama de Bode las magnitudes se pue_

den sumar.

Consideremos el caso en el que el sistema no-com-

pens do es inestable y sea como en el ejemplo anterior R, =

2K, entonces hemos visto que al introducir la red de compen

sación 1/í-i = 2,89 y l/̂ o = 6̂ la respuesta del sistema se

estabiliza.

En la fig 2-3.6 se dibuja las aproximaciones asin
'

táticas de: sistema no-compensado &(;)(*>) y la red de compen

sación G- (ota), la suma nos dará la aproximación asintótica
C

de la función de transferencia total Gr-]_(jW) a la cual se le

puede hacer las correcciones debidas. El ángulo de fase se

dibuja con los mismo datos que para la curva 2-3-2.

Puesto que el sistema no-compensado (Ê  = 2K) in

nerenémente es inestable, no se puede hablar de margen de

fase o .de ganancia puesto que estos términos más bien sirven

paraümedir11 la estabilidad de un sistema. Sn cambio, en el
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sistema compensado si es posible medir estas cantidades, a-

.sí en la fig 2-3.6 se tiene que el margen de'fase es de 6°

y el de ganancia es de 1 db, lógicamente estos valores son

muy pequeños y podemos decir queeel sistema tiene muy poca

estabilidad tal que si disminuimos R¿ en una cantidad peque

ña el sistema se hará inestable, y efectivamente hemos vis-

to que presenta un pico de resonancia sumamente grande.

Del diagrama de Bode se pasa tanto la magnitud cc>

mo el ángulo de fase a la carta de Nichols de la cual, a su

vez nos es posible leer la respuesta del sistema en lazo c_e

rrado.

En la figura 2-3.? se representa la tabla de vichóle

en donde se dibuja la función de transferencia en lazo a-

bierto y se puede leer' los valores &e M en decibeles y de <X

del sistema en laso cerrado las cuales se expresan en la fig

2-3.8. Este gráfico es de mayor exactitud que los anteriores

por lo tanto podemos apreciar el error c[ue se comete entre

la curva ideal y la experimental. En primer lugar se o'bser-

va que para frecuencias menores de 10 radianes por segundo

el error que se comete entre la expresión teórica y la exp^

pimental es más o gienos 0,4 db, o sea, el error en voltaje

es aproximadamente 0,08 voltios que es una cantidad suma -

mente pequeña debida posiblemente a corrimientos de tensión

en los amplificadores operacionales. Desde 20 radianes por

segundo en adelante los datos experimentales y los teóricos

concuerdan con mayor exactitud. Las lecturas experimentales
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para frecuencias más altas (4-0 en adelante) resultan muy di-

fíciles de leerlas con precisión en el osciloscopio debido a

la rapidez de movimiento de la imagen y a su pequeña ampli -

tud especialmente para las lecturas del ángulo de fase. Pero

de todas maneras los resultados previstos por consideracio -

nes teóricas son .Comprobados experimentalmen^e con una gran

exactitud.

35n el ejemplo anterior hemos visto el efecto que

tiene una red de compensación adelantadora sobre la estábil!,

dad del sistema, consiáfecemos como se modifica la reapuesta

del sistema por el método de Bode y de Bichols, lógicamente

s,e llegará al mismo resultado obtenido por medio de los d'ia-

grmas de Nyquist pero por métodos distintos aunque, en reali

dad, la ter/ría fundamental es la misma. Sea R¿ = 6K y 1/T-̂  =

2,84 5 1/^p = 36 con lo cual el correspondiente diagrama se

indica en la fig 2-3*95 del cual se pasa a la tabla de Uichols

(fig 2-3*7) y de aquí a la fig 2-3.10, en la cual también se

dibujó la respuesta del sistema no-compensado.

SI valor necesario que alcanza la magnitud M(¿o) del

sistema no-compensado es de 11,5 db cuando la velocidad angu-

lar llega a 6,3 rad/seg, mientras q.ue cuando se usa la red de

compensación la magnitud de la salida se reduee a 2,9 db para

una velocidad angular de 16,5 rad/seg. Como ya se manifestó an

tes, esta variación de la respuesta constituye una ventaja de

funcionamiento del sistema para el mismo valor de la ganancia.

Hasta aquí hemos analizado la variación de la respuesi
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ta del sistema cuando se tiene una red de adelanto, conside

remos ahora una red de retraso. Por el método del lugar de

las raíces se deduce que el sistema "pierde" estabilidad

cuando la red de compensación es de retraso, vamos a ver co

mo se interpreta este fenómeno por medio del análisis de fre

cuencias.

En la fig 2-3-1 se indicó el lugar geométrico de

l variar U)) como una semicircunferencia que solo con~™«c
tiene valores positivos en la dirección j (y también en el

ene real) cuando G- es adelantadora de fase, lógicamente, sic

GT es retrasadora el semicírculo será el complemento del dic • ~~
"bujado con iguales valores del radio y centro.

Consideremos la red 1/iT̂  = 36 y 1/3? 2 = 2>84 cori u~

na ganancia dada por R, = 20K. La respuesta del sistema pod_e

mos obtenerla por los métoñros de Nyquist y de Bode, puesto

que ya conocemos la teoría fundamental solo nos interesa a-

nalizar por el método de Bode que nos conducirá a la respueji

ta de una manera fácil y exacta.

La función, de transferencia directa para estas con

diciones es:

25,5 (d*>+ 36)

( 5 ^ + 0 , 9 ) ( 3 C Ü + 2 , 8 4 ) ( 5 W + 3 , 3 6 ) ( D ^ + 21,3)

de la cual se puede encontrar el diagrama de Bode (fig 2-3.

11) y po*1 medio de la talóla de ÜTichols (fig 2-3*7) se paéa

a la fig 2-3*12.
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Para la comprobación experimental en el laborato-

rio se tomaron los siguientes datos (después de reducir uni

dades) para una señal sinusoidal unitaria fe entrada:

0,628 -|.

1,256

1,890

2,2

2,4

2,52

2,64

2,76

3,02

3,34

5,02

6,28

0,96

1,14

1,55

2

2,25

2,3

2,2

2

1,5

1

0,244

0,12

12,4

27

49

70

90

100

117

130

160

180

214

315

y se los representó conjuntamente con el sisfema no-compen-

sado en la fig 2-3.12. Se observa que la red compensadora de

retraso tiene efecto inverso al que produce la de adelanto

puesto que aumenta el pico de resonancia y disminuye la fre

cuencia o sea que el anch.0 de "banda del sistema se reduce.

Este efecto puede resultar perjudicial por lo que la red ad̂ e

lantadora se usa de preferencia para cumplir con los requerí

mientos de magnitud y frecuencia. Más aún, inherentemente es
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te sistema presenta menos estabilidad puesto que se reducen

considerablemente los márgenes de fase y de ganancia, desde

55° del nO-compensado hasta 27° del compensado, j desde 19

db. hasta 6 db. respectivamente.

2-4. OOECLTJSIOIÍES

Para estudiar la variación de larespuesta del sis

tema cuando se usa compensación el procedimiento más efecti

vo es por medio del lugar de las raíces puesto que es el me

todo de mayor generalidad. Se puede observar como varían los

lugares de las raíces cuando se aplica una compensación al

sistema (procedimiento analítico) y si se desea que el esta,

do transitorio del sistema presente determinadas caracterí^

ticas, entonces se deben elegir los polos y los ceros de la

red compensadora tal que la curva del lugar de las raíces pa

se por una determinada región del.plano a. Si se conoce per-

fectamente los procedimientos analíticos entonces se puede

encontrar los polos y los ceros deseados, luego del cual se

debe encontrar la red física que cumpla con las condiciones

impuestas. Este último proceso requiere del conocimiento de

algunas técnicas tratadas en los libros de síntesis de redes.

SI giátodo de Kyquist, como ya se dijo antes, lo con

sidero como fundamental por su parte teórica aunque en reali

dad ofrece pocas ventajas por la cantidad de computaciones,

por lo tanto solo puede ser útil en procedimientos analíticos

mas no para diseño. El método de Bode y de STichols reemplaza
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con mucha eficacia al de ETyquist en lo que respedta a consi

deraciones de diseño puesto que los resultados obtenidos se

deducen facilment, esto hace posible estudiar rápidamente

la variación q_ue sufre la respuesta del sistema cuando se

hace variar las posiciones de los polos y de los ceros de la

red de compensación. Así por ejemplo si se desea que el sis-

tema cumpla la condición de que el pico de resonancia sea me

ñor de 2,3 d"b se de"be introducir una red te.l ojie en la tabla

de Nichols pase la curva de G-(5W) por fuera de la elipse co-

rrespondiente a 2,3 d"b; también se puede conseguir el mismo

objetivo si tenemos libertad de variar la ganancia, lo q_ue

significa un desplazamiento de la curva de (r(jíü) en la direc-

ción del eje de magnitudes hasta un valor tal que a lo más

sea tangente a la elipse de 2,3 db.

El procedimiento que se signen el diagrama de ÍFy-

quist para un fin similar al anterior es de mayor dificultad,

puesto que requiere una serie de pruebas y tanteos de la po-

sición correcta de la circunferencia de M constante, lógica-

mente existen reglas que ayudan a encontrar el círculo corre^s

pendiente a la magnitud M máxima permisible y <̂ ae sea tangen

ta a G-(jOü) (método de Brown y Oampbell).

Sn todos los gráficos desarrollados he colocado

tanto la magnitud como la fase contra la velocidad angular y

a primera impresión parecería que las dos santidades son in-

dependientes una de otra, pero no es correcta esta suposición.

<v*e e& relativamente fácil calcular la magnitud y la
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fase de un sistema si se conoce la función de transferencia,

analíticamente no hay dificultad de usar los dos diagramas;

pero sí se trata de obtener la expresión matemática de un

sistema solo por medio de datos experimentales pueden apar_e

cer dificultades. En lo concerniente a la medida de la mag-

nitud de la salida los procedimientos del laboratorio son

sencillos y gmy eficaces> pero para medir defasamientos se

requiere trabajar a frecuencias relativamente bajas para ob

tener resultados aceptables, para frecuencias mayores es muy

difícil adquirir datos confiables, felizmente, para estos

casos H.W. Bode encontró la relación que existe entre la fa,

se y la magnitud, por lo tanto solo sería necesario encon -

trar o la una o la otra (preferiblemente la magnitud) para

aue las dos cantidades queden completamente definidas. Esto

se aplica con la condición de que el sistema sea de "fase

mínima^, o sea paa aquellos sistemas en donde la fase es la

mínima posible para el número de elementos almacenadores de

energía. Bode desarrolló al respecto una serie de teoremas

que analizan detalladamente la relación entre fase y magni-

tud para redes eléctricas, pero por dualidad se puede apli-

car a otros sistemas con las restricciones necesarias.
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3. ESTUDIO DE LA COMPENSACIÓN PARALELA E$T LA ESTABILIDAD Y

Etf LA RESPUESTA DEL SISTEMA

En el numeral anterior estudiamos el efecto de la

compensación en serie, noy nos corresponde analizar el sis-

tema cuando la red de compensación es la red de realimenta-

ción. El circuito usado para este caso se ilustra en la fig

3-1.1-

_&=

y
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La función de transferencia ae lo puede calcular

fácilmente, en efecto, el sistema se lo puede representar

por el llamado diagrama de "bloques (fig 3-1.2) de donde se

evalúa EO(S)/SÍ(S).

7L 4x-x^®^ -t

A

> 13/V* 1•;/J/A*

+2/,3 J

i_(-ni__z203

i +
(A + o,9) (A + s,3é) (4^3) 15 (A f J /TÍj

'-i O

con lo que se re que el sistema tiene realimentación negativa.

jis-

de 5C1 J T2 ' " ....... " " """ ...... "" ",'

una red de adelanto de fase lo da la combinación

y es:10 cual la

K (s + 4.43)

en donde:
= 6 t 42 x 36.

4,43

_1_

*4
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Gomo en el caso de la compensación en serie, pri-

mero estudiaremos la variación de la respuesta por medio del

lugar de las raíces y luego por los métodos de análisis .de

frecuencia.

La red de compensación usada es lam misma que para

el caso anterior.

3-1) ESTUDIO DE LA COMPENSACIÓN PARALELA POR EL MÉTODO DEL

LUGAR DE LAS RAICES

Como hemos dicho en el numeral 2-2.a), la red de

compensación presenta un término diferenciador, por lo tan-

to amplifica todo ruido que¿, apareaca en el circuito, pero,

por su posición indicada en la fig 3-1-1 el ruido externo

es filtrado por la capacidad a tierra de la red G--,(s).

La ecuación característica que de~bemos analizar es:

6,4.2/EL Ti (¿ + ¿/Ti) (3-1.2)0 =

debemos considerar en esta ecuación las combinaciones típi-

cas de ÍC-^ y Tp •

Una red de adelanto de fase lo da la combinación

= 4-j4-3 y 1/52 ~ 36, con lo cual la ecuación 3-1.2 es:

K (s + 4,43)
0 =

en donde:

(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3)(s + 56)

TT _ 6,42 x 36 1_ _ 52,2

E4 R4

(3-1.3)
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7 el corresppndiente lugar de las raíces será el mismo que

se indica en la fig 2-2.1 de la compensación en serie y por

lo tanto las consideraciones de estabilidad que se hicieron

en la sección 2-2.a) serán idénticas para este caso.

De lo anterior se tendría el impulso de decir que

no importa en donde se coloque la compensación, pero no su-

cede así puesto c|ue las características de la respuesta del

sistema si Yaírían notablemente.

Sea por ejemplo la red de compensación 1/3?-, = 4,43

y 1/Tp = 36, entonces la función de transferencia de la en-

trada a la salida es:

(-6,42/Rj(s+36)EQ(s)

E±(s) " (8+0,9)(s+3,36)(B+21,3)(a+36) (s+4,43)

da,

(3-1.4)

Para el caso de la compensación serie hemostomado

= 4,4K y la posición de las raíces (ecuación 2-2.7) son:

s1 = " - 4,46

s2 = -46,5

s5 = - 5,3 - 315,25

s4 = - 5,3 + 515,25

Al aplicar una función escalón unitaria a la entra

entonces la transí ornada de la salida es:

1462(s+36)

* = e(s+4,46)(s+46,5)(s+5,3+515,25)(s+5,3-315,25)
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de donde, por el procedimiento conocido se tiene;

0,96 1,05 0,004 0,150 '28g'
-EQ(s) = 7—7 _ +

s + 4,46 s + 46,5 s+5,3+315,25

s + 5,5 - Dl5,25

y la función del tiempo despreciando el tercer término es:

-4,46t -5,3t

-Jeo (t) = 0,96-1,05 e + 0,36 • an(15,25t - 3,41)

(3-1.5)

en donde el defasamiento es 90 - 286 = - 196° = - 3,41 rad.

En la ecuación 3-1.5 observamos que el coeficiente

del segundo término de la derecha es relativamente grande

por lo tanto la respuesta del sistema seguirá a la curva

experimental más quea a su propia oscilación tal como se muejs

tra en la curva (6) de la figura 3^1-3, en donde también se

indica la respuesta del sistema no-compensado (l) j la del

sistema compensado serie (2) para E, = 4,4&. y lar,' misma red

compensadora. . .

Se o"bserva claramente la diferencia de la respu-

esta cuando la red de compensación se coloca o en serie o

en, paralelo , esto ;se de"be , lógicamente , a la posición

del "cero" de la función de transferencia en laz-o cerrado,

puesto que en el caso serie el "cero" de W (s) lo forma el

cero de la red compensadora mientras en el caso paralelo el

"cero" <ie W (s) es el polo de la red .
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Consid eremos ig, red 1/0̂  = 2,84 y 1/0? 2 = 36r en-

tonces el correspondiente lugar de las raices se halla re-

presentado en la figura 2-2.3 curva (3) de donde las raices

para E¿ = 4,4K (ec. 2-2.9) son:

sx = - 2,76

s2 = -49,8

33 - - 4,50 - 319,5

34 « - 4,50 + 319,5

de donde la función del tiempo es;

-49, 8t -4,5t
-fi0(t) = 0,96 - 0, 97 6 - 0,004-6 + 0,1446

-sn(19,5t - 3,34)
(3-1.6)

La curva (7) de la figura 3-1-4 representa la ecua

ción 3-1.6, la (3) corresponde a Ha compensación serie con

la misma red y la (6) es la expresada en la fig. 3-1.3.

En los dos ejemplos anteriores hemos visto que la

tendencia oscilatoria del sistema es muy pequeña, esto se

debe a que el "cero11 del sistema es muy lejano con respecto

a la posición de los polos complejos. Si acercamos el "cero"

al eje imaginario, lógicamente aumentará la tendencia osi-

latoria. Para comprobar este hecho consideremos el caso de

tener la red de compensación 1/0! -̂  = 2,84 y 1/T2 = 16, el co-

rrespondiente lugar de las raíces representa la curva 8 de

la figura 3-1.5 en donde la 1 es el sistema no-compensado.
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Por mi proceso similar a los anteriores se encuentra que la

respuesta en función del tiempo, para E, = 4,4K es:

0,96 - 0,855é?
, -34, 8t -2t

- 0,0196 + 0,2086 •

.• sn(16t - 2,85)

en donde el defasamiento es -2,85 radianes = - 163°

La representación gráfica de esta ecuación es la

curva 8 de la fig 3-1-6, la cuál es más oscilatoria que la

7-

Para la comprobación experimental de lo dicho an-

teriormente se tomaran las tres fotos que se indica a conti-

nuación. La foto de la fig 3-1*7 corresponde a la red de com

pensación 1/3?̂  = 2,84 y 1/̂ 2 = ̂  con a4 = ^>4 por lo 'fcan"fco

corresponde a la curva 6 de la fig 3-1-3, las escalas son:

0,2 voltios por cuadro vertical y 0,25 segundos por cuadro

horizontal.

La fig 3-1*8 corresponde a la curva 7 de la fig

3-1.4 siendo las escalas idénticas al caso de la foto 3-1.7

(0,2 v/cuadro y 0,25 seg/cuadro).

La foto 3-1*9 corresponde a la curva 8 de la fig.

3-1.6; las cuales son: 0,2 voltios por cuadro vertical y

0,5 segundos por cuadro horizontal.

En las tres fotos que se encuentran en la pagina

siguiente se observa que el valor final llega a 1,1 voltio,

" el error que se comete (0,14 voltios) con respecto al calcu
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lado se debe al corrimiento de tensión ya dicho antes. Por

lo demás se o"bserva que las formas de onda concuerdan muy

aceptablemente con las calculadas.

F,g 3-(
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Puesto que liemos -visto que loe resultados teóricos

y experimentales- conouerdaai como de~bía de esperarse lie con-

siderado útil ilustrar breTemente cuando se tiene el caso

de una red de compensación retrasadora de fase como la dada

por 1/Tj. = 56 y 1/1 2= 2,84 con E = 20K.

El "cero" de la función de trasferencia del sis-

tema en lazo serrado es el"polollcLe la red de compensación

( 1/̂ 2 = 2>84 ) P°r lo tanto el sistema debe seguir más a

au propia oscilación que al crecimienío exponencial»

Este comportamiento se observa en la fig 5-1.10



-196-

3-2. ESTUDIO DE LA COMPENSACIÓN EN PARALELO POR EL MÉTODO

DE ANÁLISIS DE FRECUENCIA

Cuando se estudió la respuesta del sistema en la-

zo cerrado y sin compensación se mencionó que el método del

gráfico polar inverso es muy conveniente para analizar el

sistema de realimentación no unitaria, por lo tanto utili-

zaremos este procedimiento para estudiar el sistema compen-

sado.

Por el método del lugar de las raíces hemos vis-

to que las consideraciones de estabilidad son parecidas en

la compensación serie y paralelo, por lo tanto vamos a ana-

lizar únicamente la variación de la respuesta del sistema.

La función de transferencia inversa se lo puede
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expreaar:

. _ 1 .™~ 'i

en donde Gr(;J¿*>) es la transferencia directa j H(3<*>) es la

red de realimentación (en este caso no-unitaria). En el

plano complejo, para encontrar E/O debemos grafizar 1/G-

y H luego sumar-las fasorialmente. Las curvas de M cons-

tante (magnitud de C/R) son circunferencias concéntricas

al punto O + JO (origen) y las de -¿^constante (fase de

C/R) son lineas rectas que parten del origen. QJodo lo an-

terior se justifica en la Parte I numeral 4»

Consideremos la red de compensación 1/T-i =2,84

y 1/3?2 = 36, con lo cual las funciones de transferencia

son;
6,42/R,

(3Cü + 0,9)(3W + 3,36)(3fc+ 21,3)

3íü + 2,84 36

3<¿ +36 2,84

En la fig 3-2.1 se dibujó, las funciones 1/G y H,

la suma de la. s dos para un valor particular de CO nos da la

función. R/C, además se indica las circun$tóncias de M cons-

tante y las rectas de - b( constante. De este gráfico se pa

sa fácilmente al de la fig 3-2.2 en donde también se indica

la magnitud y la fase del sistema no-compensado.

Se observa (fig 3-3-2) que la curva de magnitud

del sistema compensado no presenta picos de resonancia más
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bien es una curva monotónica decreciente al contrario de lo

que ocurre en todos los ejemplos que hasta hoy hemos consi-

derado. Por el método del lugar de las raíces se observó que

el sistema posee dos polos complejos conjugados, por lo tan-

to sería de esperar que el sistema presente algún valor re-

sonante, pero no sucede así debido a la influencia del =ce-

ro" que es muy grande siendo dominantes los polos puramen-

te reales, en efecto, la respuesta transitoria sigue más

fielmente al crecimiento exponencial (debido a polos reales)

que a la oscilación amortiguada (debida a polos complejos

conjugados), lo cual se refleja en la respuesta a la fre-

cuencia como una curva monotónica decreciente. Puesto que la

magnitud tiene pequeña variación la fase crecerá con menos

rapidez que en los cae.os anteriores como se observa en la

fig 3-2.2.

Para la comprobación experimental de todo lo ante-

rior se utilizó la red l/̂  = 2,84; 1/332 = 56 con R^ = 6K

de donde se midieron los siguientes datos (una vez reduci-

das las escalas).

Co r r i
LS -

628

256

88

51

14

M(tu )

1

0,9

0,8

0,72

0,64

- t f (<

15,8

29,3

40,5

51,8

58,4



-199-

"H-i
3,76

7,48

12,56

18,8

M(u>)

0,56

0,37

0,28

0,17

-O^C

66,2

90

121,5

180

Los datos de magnitud oonouerdan casi sin error

áon los teóricos, por lo tanto en la fig 3-2.2, práctica-

mente las curvas teórica y experimental se superponen; los

datos de fase difieren un tanto, posiblemente debido a pe-

queños errores en la lectura en los aparatos de medición,

pues, como ya se manifestó antes, es realmente difícil ob-

tener datos exactos de la fase.

De .lo anterior se demuestra que el análisis por

el método del plano polar inverso es lo suficientemente

exacto en la mayoría de los casos.

Cuando se trató de la compensación serie se uti-

lizó el método de Bode y Nicliols como herramienta fundamen

tal del análisis de frecuencia, consideremos ahora como se

puede usar el diagrama de Bode y la tabla de Nichols para

el caso de la compensación en paralelo.

Hemos visto que si G-(jto) es la función de trans-

ferencia directa, H(;j&) la transferencia inversa, entonces:

Las curvas de ffi-cliols nos dan la magnitud de C/R
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siempre que el numerador sea GH, por lo tanto, la función

de transferencia total puede expresarse en la forma:

R(3W) 1 4

por lo que el primer factor de la derecha puede usarse con

el diagrama de Hichols siempre que se grafice G-H. Luego del

cual la magnitud de G/R expresada en decibeles será simple-

mente la suma de las magnitudes de (rH/(l 4- GH) y de 1/H ex-

presados en decibeles, esta operación se la debe hacer para

cada valor de la frecuencia siendo lítil el diagrama de Bode.

Para ilustrar el procedimiento anterior considere

mos la red de compensación 1/̂ n =2,84 y l/̂ o = 36 con R.=

de tal manera que el producto GH será:

6,42/R4

(3 to+ 0,9) (3 ̂+ 3,36) (30) + 21,3)

3to + 2,84 36

360+ 36 2,84

,- el cual debemos grafiaar en la tabla de Hichols (fig 2-3.7)

I para el valor R- = 6K, el cual ya se encuentra dibujado puejj
f *

to c[ue para la compensación serie encontramos la misma fun -

ción. Gomo ya se dijo antes, la magnitud de la salida será:

M-L = M - 20 Ig 1H |

en donde M representa la magnitud de G-H/(1 + G-H).

En la figura 3-2.5 se indica el valor M tomado de
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la figura 2-3.10, el valor 20 Ig |H\í como también la

curva M-, resultante.

Los datos experimentales permiten traaar la curva

en linea de puntos de la figura 3-2.5 los cuales difieren

del teórico muy poco.

En la fig 3-2.2 se dijo que las curvas teórica y

experimental se confundían en una sola, esto se de"be en pri

mer lugar a la escala del dibujo y en segundo lugar a que

los valores menores de 1 representan cantidades muy peque

ñas difíciles de grafizar con exactitud, mientras que para

escalas logarítmicas, estas cantidades representan magnitu-

des relativamente grandes. Se notará en la figura 3-2.3 que

el error entre las curvas calculada y experimental ocurre

cuando la tensión de salida es de pequeñas décimas de vol-

tio lo cual es realmente difícil de leer sin tomar en cuen-

ta .la sensibilidad de los instrumentos de medida. De todas

maneras los resultados teórico y experimental concuerdan.

El análisis de la respuesta del sistema compensa-

do por medio de una red en paralelo es idéntica al caso se-

rie, pero hemos visto una notable diferencia de las formas

de onda transitorias en los dos casos y su causa ya se ex-

plicó antes.

El análisis por el método de la frecuencia ya no

resulta el mismo que para la compensación serie. Como hemos
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viato, es de gran ventaja usar el diagrama polar inverso

puesto que para obtener la respuesta en lazo cerrado es su

ficiente sumar los fasores de la inversa de la función de

transferencia con la función compensadora y observar para

cada punto la magnitud j la fase. Por el método de ííyquist

resulta sumamente difícil encontrar la respuesta. Si se u-

tiliza el diagrama de Bode y la tabla de Itficnols hemos vis

to que el procedimiento, si bien es bastante exacto resulta

mas complicado que para la compensación serie puesto que ne

cesitamos la respuesta a la frecuencia del sistema conside-

rado con realimentación unitaria a la cual se le resta la

respuesta de la red compensadora.

En este numeral he creído necesario no considerar

un mayor mímero de ejemplos puesto que el procedimiento en

todos los casos es exactamente el mismo y se ha probado a

través de todo el trabajo la exactitud que existe entre la

teoría lineal y su comprobación experimental.
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