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PREFACIO

‘Este trabajo consiste en un estudio teérico—expéri-
Vmental de algunas propiedades fundémentales de la teoria
de la Realimentacidén basada en laé'obraé; gque por su con-—
_tenido han llegado a ser clésicas en el'ambieﬁte de la @
Ciencia Eléctrica y‘buya Eibliogfafia'se expresa al final.

He crefdo cohveniente di#idif el trabajo en dos par-
tes: la Parte I es un estudioréigiﬁéivamente tedrico en la
cual he tratado de explidér'los cbnceptos fisicos con cier
ta rigurosidad matemitica; la Parte IT es un estudio tedri
co- experlmental de la respuesta de un sistema eléectrico.

El numeral 1 de la Parte I es un estudio ligero so-
bre las redes activas en general, puesto que ademéds de los
conceptos bésicos que se desarrollan para redes pasiﬁas v
activas se mueaf:an,las diferencias entre estos dog tipos
de fedes, se indican slgunas defiﬁiciones que reéultan muy
Ytiles para el desarrollo deﬁla teoriarlineal de la Reali-
mentacién tales como la impedancia de punto motriz y la im
pedancia de transferencia en funoién de un elemento cualquie
ra de la red.: | |

El estudio general de las redes se 1o puede hacer
sélo para mallas y de los resultados que se obtengan se pue
de deducir los reéultédos que se obtendrian si utilizamos

nudos puesto que los dos conceptos son cerrelativos, bajo
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egste punto de vista he desarrollado unicémente la teoria a
base de mallas.

Fn el numeral 2 se tiene la teorfia fundamenteal de
laxRealihenﬁacién desarrolladaﬁpara cualquier sistema fisi-
co lineal que.se considere. Las ecuaciones que se desarro -
1lan son las més generales pero siempme he tratado de indi-
car la debida intefpretacién figica de las cantidades que
forman estas ecuaciones para. lo cuel resulta muy util los
diagramas de flujo. del sistema. También se estudia las ecua
ciones fundamentales (éomo la diferencia de retorno por ejem
plo) a partir de los determinaptes generales que caracbteri-
zan a la red eléctrica. :

Bl numeral 3 estl dedicado al estudio de algunos e
fectos de la realimentaéién tales como: disminucién de la
sensibilidad de los elementos de un sistema; disminucibn de
la no-linealidad de los elemenfos, disminucién de ruido, con
algunos ejemplos ilustrados dellaﬁmanera en que estas propie
dades importantes se épliquen al disefio de sigtemas simples.
-He creido muy intéresqnte hacer un estudio de la sensitivi-
dad para redes eléctricas a base de sus determinantes gene-
rales.

E1 numera1 4 correspdnde a un estudio de los crite
rios de la estabilidéd de un sistema lineal realimentado. Se
indican la mayoria de los criterios que se utilizan dando ma -

yvor énfasis a los més comunes especialmente 2l método del lu
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gar de las raices. |

Un capitulo muy impoftante en la Realimentaciébn
es el estudio de la regspuesta transitoria del sistema asi
como la respuesta en estado estable con excitacibn sinusoi
dal al cusl se dedica la parte II.

El numerzl 1 es ﬁn estudio tebrico de la red elég
trica que se usa para la experimentacién, se obtiene la res
puesta del sistema en lazo abierto tanto calcul ada cbmo ex—
perimental, comparando los dos resultados, he tratado de ex
plicar a gue se deben los pequefics errores que puedan exis-
tir. Se da gran énfasis al estudio de la regpuesta del sis-
tema en lazo cer rado, primero, por el método del lugar de
las raices (estado transitoriﬁ) ¥ que, segundo, por el méto
do del anéliéis.de frecuencia (estado estable para una exci
tacidén sinuscidal). La .comprobacién experimental del est ad
trensitorio sé ha hecho a base de fotos de la respuest a del
siz tema mientras que dé‘la.frecuehcia.a base de medicidn di
recta. |

| El numeral 2 se dedida gl estudio de las distintas
respuestas que presenta el sistema para distintas condicig
neg de una red compeﬁsadora en serie, y el numeral 3 corres
nonde a la compensacibn paralelo,
~ En todos los numerales he inteﬁtado poner conclu-
siones sobre los métodos que he utilizado para el anélisis

de las distintas respuestasf
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El‘propésiﬁo de este trabajo ha sido el demostrar
claramente que las resultados que se obtienen por congidera
ciones puramente tééricas son,ﬁomprqbadds en el 1aboratofio
con toda la exactitud que pueden pefmitir los eleﬁentos usa
dos. Los errores éue pueden existir, mas bisn se deben a con
sideraciones fisicas que no toma en cuenta la teoria puesto
que, en reelidad no son de importancia parzasu‘desarrollo.
Agradezco sincer amente a mi‘consultor de Tesgis, el
Doctor Enfique Vélez, de Quien yo tuve 1é ste rte de ser alum
no y amigo, y a quien yo debo gran parte de mi formacidbn no
solo cientificé sino también humana. El Doctor Vélez fué quien
sugirié el tema el cua1 yo'acépté con mucho agrado, puesto
que considero que la teoria de la Realimentacidén es de gran
importancia para el,aesarrollo ciéntifiéo.
| Agrédezco también la valiosa ayuda que siempre me’
brindd el Sefior Efrain del Pino, distinguido profesor del De
partamento aevEleCtrénica. |
Mi reconocimiento a todos los profesores que forman
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1l.- ECUACIONES DE CIRCUITOS ACTIVADOS.'

1-1. INTRODUCCION

Cuando se analiza una red es necesario establecer
si &sta contiene fuentes de energfa, o si tanto los volta-
jes como las corrientes de la red modificen a otras fuentes
de energfa. En caso de que existan dichas fuentes entonces
es posible obtener de la red mayor enewgfe que la puesta por
las fuentes'propias de excitacién eriﬁclusive en ausencia de
ellas. En este caso la red ée.dendmina: circuito activo.

La energia adicional que se obtiene de un circui-
to activo proviene de otras fﬁentes que no son de excita -
cién (generadora de seflales) sino, por 1o general, fuentes
de polarizacidén de algunos elementos tales‘comoﬁ baterias
de place de tuboé,,o de colector de.tfansistores las gue no
se consideran deAexcitacidn. Podemos decir gue si une red

contiene $ubos o transistores es activa.
1-2., ECUACIONES A BASE DE MALLAS

Antes de entrar arlas ecuaciones generales, anali
zaremos primero -un c1rcu1to activo, constituido por un tran-—
sistor (fig 1-21a) cuyo c1rcuito equivalente se indica en
la fig 1-21b. EL condensador C es un cort001rcuito para la

frecuenc1a considerada, Rl representa 1& re51sten01a en pa

-ralelo formada por Ra, Rb, ¥ Rs.
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big {-2/a Fig /-215

Aplicando el teoremé de Thevenin‘a las fuentes de
corriente con aus_resistencias»asociadasHtenemos el circuito
de la fig 1-2]1c en donde: el = isRl; xﬁ;b = rd@ib

R, T d
+
QI—CD /LN /‘c) %Pz
-_-l__— .

E’S /"%/C

Ias centidades desconocidas son I1a§ corrientes ij .

i, que podemos calcularlas resolviendo el sistema que por sim

ple inspeccién podemos escribi::



-3=
(R1 + Ty + re + R3) 11 —'(re +: R3) 12 = e

(1-2.1)
= (re + R3) il + (re + Td+R2 + Rg) 12 - rmip
e1 cual lo escrlbimos en la forma.
(Ry + 1y + 1, + 33) 11 - (z, + R3) 12 “ ,81

- (r + Ry rm) 11 + (r, (1—2.2)

6 + Ty + R2 + R3) i, =0
de donde facilmente se puede encontrar las corrientes ileiz‘
Coh'éste sencillo ejemplo se muestra Que el méto-
do de solucién de una red activa es igual al de una red pa-
siva. |
El sistema 1—21 pademds expresarle en forme de u~

na matriz:

r11 riz| () = | e
To1 Tpo i - Tply
en donde: ry; = By +‘rb e Rz 3 T1p = - (re + R3)
Toy = = (re + 331 ; r22 évreA+ ry + Ry + B3

Se ve clarzmente qué Ti1p = Ty o sea que la ma-
triz es simétrica; pero si el sistema 1-22 ge reduce & una
matriz,'evidentemente la nueva ﬁatriz no es simétrica o sea
r'j2 £ r'e9l, esta propieded es muyvimportante en las redes
‘activas. o

Cumndo se tienme un circuito general, entnces se de-
be establecer un nﬁmero'de caminos cerradbs tales que las co
rrientes circulentes sean independientes y en nimero necesa-

rio pare establecer todas las corrientes en todas las Tamas.



Se sabe por la teorfa de las redes pasivas que si
b es el nimero total de ramas de una red, nt el nimero to -
tal de nudos, entonces el nimero de caminos cerrados inde -

pendientes es:
f =v-mn +1 ( 1-2.3)
Una vez elegidbs los Q, caminos o mallas indepen-

dientes se tiene gque le red puede expresarse en le forma: '
Zy I + %, I, + ee +Zp-Ip =E +1,; I +1, I, +..+ 1, I

Zg Lgo+ Ty, I, + -« + %0 Ig =Eg+ 1y I, +7Tg I, +.e4 g Ip
i ' - (1;294)
en donde: B, , B, , ...i Ey son las fuentes de excitecidn de
cada malla; ryy I, » T, I, 4 ecey Tgg Iy, son las fuentes
de voltaje contréladas por las corrienteé de malla I; , I,
eeey Iy 5 %y Zggseeer Lgp son las impedencias totales de
cada malla; Z}z s Ziz ees T2l o 223,..;, son las impedanciés
comunes a las maellas, 1-2, 1-3,.s. ;- 2-1, 2-3,... ; Tespec -
tivamente. | -

Si el establecimiénto de las ecuaclones de equili-
brio en las mallas ha sido elegidd de la misme estructura de
la red (caminos cerrédbs) que para el establecimiento de las

variables corrientes independientes (4rbel con sus enlaces,
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determinando los caminos cerrados), como casi siempre es el
caso, entonces la matriz de impedancias es simétrica vy ge

cumple que:

Zk,z .=_Z‘211l; Zyz = Z._?,“.,, .

y por 1owtanto_rep£esentan lés'impedanciés:comunes.de‘ las
ﬁallas 1-2 ; 1-3... como ya hemos dicho. .

Si en g1 sistemé 1-2.4 se‘pasén los miembros de la
derecha que cdntienén las corriéntes, a la izquierda enton-

ces nos queda en la forma:

oo
Ho
‘N }.-

LI+ B, Izl+ cee + Z?E Iy

en el cual: ZF" =2y -1y, ZY, = Z,, -~ r,; ete; evi— '
déntementefpara este caso, ya no existird simetria‘én la ms

triz de impedancias Z';‘o sea:
B # 3% ZUs # 2%,

Si denominamos A el detéfminante de la matriz 27,
entonces se encuentra facilmente que la corriente eﬁ la me-
1la i es:

I, =AU ‘El-i—-%i' Ep + -eo +%95 B (1-2.6)

Puesto que Aki = Y}k fepresenta una admitancia, entbnces :
A . : ‘



I' = Y” E! + Y/? EE + o8 + Y!( E’P
(1-297)

En le admitancia Im , 81 j=k représéﬁta la admi -
tancia (o su inverso la impedancia) de punto motriz; si j#k

representa la admitancie de transferencia, as{ tenemos que:

7 - Au .  Ef ,
If A EI E,=L. =...= — \
. 2=k =Ep=0 (1-2.8)
Y. = . Az _ T , : 7
24 A T : - ,
A Ev lg,=F,=--=Eg50

Las impedancias de punto motriz y las de transfe-
rencia,‘serén, simplemente las inversas de lag admitancias.
Es conveniente llamar Z é la impedancia de punto motriz ¥ ZT
2 la impedancia de transferencia (espedificando logicamente

la malla o los caminos cerrados).
1-3. VALORES DE Z Y IE ZT EN PUNCIONES DE UN SCLO ELEMENTO

Supongamos que un elemento bilateral ZO sea coﬁs—
tituyente solo de la malla‘j pero Que no forme parte de las
otras; queremos'invéstigar la variaciéﬁ de Z y de ZTcon res
pecto a Zg. |

La impedancia ZO forma parte del elemento ij en
el determinante A, el cual puede desarrollarse tomando los

cofactores de la fila j (o columnaj) y en general tendremos



=7
gque:

A =32 A) +ZpAjp+ co0 + Zy A

i + eee (1-3.1)

en donde ZJj tiene la forma general:

Zjj = Bo+ 2,
por lo que: ‘
Al término encerrado en el parénte51s podems considerarlo co
mo el determinante A cuando 2o = 0 y lo denotamos por AO, en
tonces: | o
A= AC+ ZOA_” I ‘ _ (1-3.2)
Similarmente tenemos para el cefactor A“ :

Con lo anterior, ia impedancia de punto motriz de la malla 1.

eg:

0 . ’ .
A A +i70AJJ ‘
= (1—394)
AH Au Y7 AJIM :
Slmilarmente, la impedancia de transferen01a es:

A A+ Z Aj |
= Pe) l- .
AIZ AIZ+£7A12J'J' ( ? 5)

81 Zo es un elemento unilateral, por lottﬁto‘forma parte,

Z=Z“=

ZT = Zz, =

tanto de la malla J como de la Kk, entonces facilmente se

Ve que: o ,
- A+ oAk . 1-3 .6
a=15y = Al 42, A irkg ‘ ( )
A0 ) .
ZT= ZZl' A + ZoAkJ (1‘397)

Aolz + fo AthJ



1-4, ECUACIONES A BASE DE NUDOS
Otra manera de resolver el circuito general es :

considerando como incognitas a las tensiones de cada nudo,

con 1o gue se necesita n = nt - 1 ecuac1ones, giendo nt el

mimeroc de nudos de 1a red. De esta manera la red se ecpresa

en la forma: B i

%)

Y, E, +-Y22E2 + ese + anE'n L+g, B+ o0 + gzhE%

Y

T

By + Y Ep 4 .. + TonBr= I+ €, B oon + g,,8,,
I - | | (1-4.1)
en donde: I;, I,,..., Iy sON las fuentes de exéitabién de
borriente en cada nudo; g E, » 8,E,, ...;gﬁnEn son las fuen
fes de corriente_oonf}oladas porfvoltaje,que actian en cada
nudo; Ejyese By es lavtensién en cada nudd con referencia a
la tensidn del nudo-base; ¥, 5 Tgpsees Yy son las admitancias
Vtotales que concurren a cada nudo; Y, , Y}a’-°°'Yh/’ 253,...
son las admltancias totales entre los nudos 1-2; 1-3; eeuo..
2-1, 2-3,... siendo estas negativas. | | '
 La resolucién de este sistema es exaétamente'igual

:que para el cago de las mallas, intercambiéndb E por I, 2 por
Y vy las conclusiones;a 1§évque 11egaﬁ serédn parecidas (duales)
‘por‘lo tanto, todo 1o que se diga bafa nallas también s¢‘dif
r4 para nuaqs,:logidamente‘con.una4diétinta in#erpretacién

fifsica.
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2.~ FUNDAMENTOS DE LA TEORIA LINEAL DE LA REALIMENTACiON

2<1 a) ECUACION FUNDAMENTAL DE LA REALIMENTACION

Supongamos que existe wna funcién.E, que es fun-
cién de otras variables X s Zys vee X, tal que:

F=F (X, Xpp eve » X))

¥y que por lo menos una de las X sea‘funcidn.de ¥, entonces
decimos que existe realimentacién alrededor de F puesto gue
P alimenta informacién hacla sus valores independientes X.

Consideremos un circuito formado por un elemento -
activo como por ejemplo un triodo ideal. A la entrada de es
te circuito aplicamos un foltaje de valor B5 y & la salida
medimos ®,, para mayor generalidad 11amaremosyxi a la en -

trada y Xy 2 la salida de cualquier sistema.

Un modelo del triodo constituye una fuente de ten-
sién (UE;) controlada por la tensién grilla-cdtodo (Ec).A la
fuente controlada vamos a llamarle por la letra Xg (=/LEC) N

a la variable controladora con Xe(= Eg).
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A Puesto que solo nos vamos a interesar de 51stemas
lineales, podemos apllcar el teorema de la superposicidn ra
ra calcular los valores de X, y X, sumando los efectos sepa
rados de las fuentes X- ¥ Xg- | '
| Xy = By = t54%5 + tosXs_= toiBi + Tog B (2-1.3)

en donde definimos: toi como la transmisién desde la entra-~

da Xi hasta la salida X, cuando Xi = 1 y Xg = O; tog €5 la
transmisibn desde la fuente Xg hasta la salida Xy cuando X3
= 0y Xs = 1. . -

| %o = Bp = toiXs + togks = tciBi + tos Be b (2-1.2)
- siendo: tgi la transmisién desde la entrada Xi hasta Xg
cuando Xj = 1y Xg = 0; tcs la transmisién desde la fuente
Xy hasta Xo cuando Xj = 0 y Xg = 1. |

Lés trensmisiones tjj asi definidas pueden repre-

gsentar la traﬁsformada de Laplace de la salida Xg,(o0 de Xg)
cuando la entrada X; (o la fuente X,) es una funcién dmpul-
gso unitaria. |

De la ecuacidén (2-1.2) tenemos que :
tei¥i

14_Mﬁcs
Si llamamos k = N_y'eliminamos E, entre (2-1.3) ¥

c =

(241 1) tenemos que: -
t

i B3 o Ktoit
c1-1 . . . citos
o=t B+ tokk ____,z;_ﬂ -~E1 (t01 +_________*)

de donde, la fun016n de transferen01a (T) es:

' ) = toi +‘k$°it°5' o
X - i:EEgg*“" (2-1.4)

Iz*
]
3
)
St
i



=11~
que es la ecuac16n fundamental de la teoria de la realimen-
tacién ¥y de la cual se derivan todas las propiedades de 1la
teorfa lineal de la realimentacién.
2-1 b) DIAGRAMA FUNDAMENTAL DE LA REATLIMENTACION
'Todps los précesds antedores para la derivacidn
dé la ecuacién (2-1 4) pueden ger visualizados por medio de
los esquemas conoc1dos con el nombre de diagramas de fluao.
8i denotamos con Xi Xy Xs, Xo puntos que repre~
senten la entrada, variable controladora, variable controla |
da y salida reSpeétivamehfe entonces‘podemos'ver que rela -
cidn existe-entre‘estas‘por'medibldéglas franSmisibneS;‘  |
_ Eﬁ efecto téi es la tfaﬁsmisién desde Xi‘hasta-xb
cuando X3 =17 Xg = O; éntonces dibujamos.una linea que u-
nae directamente los puntos Xi con onen la direccidn indica
da, similarmente para los'otros-puﬁtos como se indica en la

figura 2-1.1l.

LB K e s L -
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En la figura 2-1.1 observamos que los puntos KC Y
Xégstén unidos por dos lineas k y toge En realldadrk_no,se
define como una "trarnsmisidn" pérd-es impértante‘colocarle
en €l diagrama pueéto.que es el éleﬁento gue relaciona a las
,varlables controlada v centroladora por medio de:

* XS(B) = k(S)X () (2-1.5)

Se Ve‘clarameﬁte en el diagrama de flujo que 1la
reallmenta016n se pone de . manlflesto por la transm1s16n togs
81, tcs = 0 no hay reallmenta01én. |

Sl el clrculto a anallzarse contiene més de una
fuente controlada,'entonces se puede elegir como la varlablé
Xg a cualquiera de elias. Evidentemeﬁte los valores de las
"transmlslones" para una Xsescoglda serén, en general dls—
tintas que para otra fuente cont:ola@aescoglda, por lo tan-
to, para poder calcular ia fﬁncién‘transfereﬁcia T en un cir
cuito con varias-fuenteé'conjroladas es necesario egpecifi-
car alrededor de que fuente se fa a'ébteﬁér las transmisio-
nes. -

Un caso extremo corresbohde a escoger una fuente X5
alrededor de la cual la realimentacién sea'ceré.

Ast, si fenemos una caja coh:varbs pares de termi-
nales, nog -es impoSiblé calcuiaf su reaiimentacién solo por
‘medidas exteriorés, es neceéérib que de antemano tengamos e14
elemento alredédor del cuallestablezéémos las propiedédes de

la realimentacidén del sistema.
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‘2—2. EQUIVALENCIA DE UN ELEMENTO DE DOS TERMINALES CON UNA

FUENTE CONTROLADA

Como veremos posteriormente, es conveniente repre

sentar un elemento de dos terminales, como una impedancia,

por medio de fuentes

cOntroladas._

Sea 7 una impedancia pasiva por la cual circula u

ng corriente I provocando una caida de tensién E, queremos

representar a Z por medio de una fuente controlada, enton-

—_
=

ces decimos gue Xg

por la corriente I

2T és la fuente de tensidn controlada

X~ ¥ que nos da el mismo efecto Que Z.

a a a
1) 1
+ +
Z =Z + E
B XC:I - Xc:: E
b " k=Z b=t
b b ==
! —
| Fg z-2,1 z
Similarmente podemos representar a % por medio de una fuen-

te de coftiente Xg = E/Z controlada por voltaje ® = X¢.

Como un ejemplo de aplicacidén de la equivalencia

de una impedancia con fuentes controladas vamos a resolver

un circuito seguidor catédico reemplazando Ry con una fuen

"te de corriente controlada por voltaje Il=:Eh/Rl = I76Gq;

Xs

=I5 X, =5 ;'k = G1. Las transmisiones %54y to4 las

calculamos a partir del circuito 2-2.2 a (X5 =0, X3 = 1).
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3

Fig 2-22a Fig 2-224

T

=

Puesto que el circuito de reja esta ablerto
(fig 2-2.2.a) previene de la aplicacibén de cualquier exci-
tacibén a la reja, resultando:

C

tei = 1 ;5 toi
De 1la figﬁra 2.2.2.b (X1 = 0 3 Xg = 1) calculamos tes ¥ tog
%ec = H{Rz - R3I) & (R3 + Ry + rp) I+ Ry

I = e MR2 - R4
Ry + i'p + (1 +}k )R3-_
M[Rz(R3 + R4) + R3R4]+ rpR4
Ry + p + (1 +)) B3

e - (TR - BA -
[rp +(1 + }'L)Rs] (Ro+ R4_) + R2R4_(l + M)

R4+rp+ (1 +,u.) R,),

y el valor de la funcién de transferencia es:

G1xl xtog 61 tog

i

D= 0+
' 1 - Gt 1~ G5tag
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2-3.a) DIFERENCIA DE RET OREO
. Habfamos derivado la ecuacién de lafuncidn de

transferencia T como:

kb oLt
= ¢l ‘o8
T toi + (2‘1-4)

1- ktcs

junto con su diagramﬁlde flujd (fig 2-1.1). Es importante
conocer el efecto que tiene k(é) éobre la funcién de trang
ferencia T(s), inmedistamente vemos que su efecto eatd dado
por la cantldad 1 - ktcs. -

/ . TIa 1nterpretac16n fi51ca de 1 - kt es muy im-
portante, y se puede ver facilmente sl seabre el lazo ce -
rrado de la fig 2-1.1 en cualQuier parte, por ejemplo en A

A' (fig 2~3.21).

Frg 2-3{

o S1 en la figura 2-3.1 hacemos Xi= O e inyectamos

en el punto A' un impulso unitario de sefial, entonces en el

punto ¥g la sefialserd K.l=k y en el punto A serd kt,g, En

otras palabras; la sefial gue retorna desde el punto A' has-




v =16~
ta A cuando en A' se inyecta un impulso unitario es Xtog ¥
la diferencia entre la sefial inyectada y la seflal de retor-
no es precisamente 1 - kt,o. Esta cantidad se denomina: di-

ferencia de retorno para el elemento k cuyo simbolo es Fye:

Fy(s) =1 - kb, g (2-3.1)

A la cantidad - kic;g la denominamos: trensmisidn

. .de lazo o ganancia de lazo cuyo simbolo es Tt

Ix(s) = - kt,q4 (2-3.2)

Bl efecto de k sobre T estd dado por Pk, en otras
palabras Fy es la Unica cantidad que nos permite esgtudiar
los cambios que ocurreﬁ en T por medio de k, y es muy im-~
portante que las transmisiones toi, tog, tei, teg son inde
pendientes del valor Xk, puesto que siuuna o més transmisio
nes dependen de k entonces T gerd funcidn de k no éolo por
medio de Fy sino por medioc de las transmisiones mismas y el
significado de diféfencia ae retoino dado a 1 - ktog se per
deria tanto como el significado‘de ganancia de lazo dado a
- kt,g» auniue, én realidéd; analitiéaﬁenfe todos los pa -
sos néecesarios para 6bféﬁer‘T sean correctos en cualquief
caéo; o . ‘l |

El Ynico ligamen que debe emistir entre la varia
ble controlada y la variable controladora es el valor k(s)
y este valor ho debe aparecer'en.ninguna tranémisidn b4,
entonces pcdemos decirque efectivamente l-kt g es la difeo

‘rencia de retorno Fk y - ktcs es la ganancia de lazo Lk.
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FEl problema gque se nos presenta es la . eleccidn
que debemos hacer de k para que todas las fransmisiones‘
sean independientes de k. _Hemos visto que esto puede ha-
cerse para'un'elemento‘de dos terminales, iﬁpedancia, por
medio de su fuente controlada.equivélente asociade. Tam-'
bién podemos hacer para una,fuénte controlada como las
que aparecen en los modelos de tubos o transistores. |

’ Pero no podemos eleglr una X un pardmetro que en

tra en el circuito méds de una vez como ocurre por ejemplo
en los circuitos acoplados tagheticamente en donde M =
ko /TnLp. 8i hacemos K = k, entonces las transmisiones +
serén dependientes de k puesto que tanto la tensidén en‘»Ll
como eh Lo dependentde'M 0 sea dependen de la misma KC,

Todo 1o anterior se expresa en el siguiente teo
rema: 7 | | |
TEOREMA: La funcién de transferencia T de un sistema lineal

de dos pares de termlnales puede ser escrita en laforma.
-kt osbci

1 -kt
cs

i\ (a) = t01

tal que todas las tijiéean indepéndieﬁtes de k{(s) con 1a,§og
dicién de que k puede ser representada como una fuente conZ
trolada Xg = KX, ¥ con la cdndiciéh de que k aparezca solo
ven Xg ¥ en ninguna_otra-parfe. | | |

A este»téorema se ie conoce con el nombre de "Teo

rema Bilinear" dado por H. Bode.



2-3.%) DIFERENCIA DE RETORNO PARA REDES EN GENERAT
En la expresidén B =1~ kb, llamamos al valor

k, trensmisidén directa y a t transmisién inversa. Vamos

cs
. a estudiar el significado qué tiene P para una red activa
(con,realimentacidn) en general,

Sea [4] la matriz que esté'detérminada' por una
red activa y cuyo determinante es A. Consideremos gque un
"elemento activo¢como un‘tubo se ehcuentre formando. parte
tanto de‘la mai}a'j y:k 'b séa; el circuito de grilla for
me parte de la malla j y‘el de placa de la'malla k; también

podemos considerar en lugar de mallas, pares de nudos ¥y nom

brarlos en identica forma.

— ! Il B TP
- T3 T-l- W |
= - ég 0 +u€
R
Frg 2-32a Fig 2-326

Ta interpretacién fisica para le transmisidn de

lazo en el gréfico 2-3.2 es que si se abre el circuito en
tre los puntos Py ¥y P, y se inyecta en P, un voltaje uni—
tario, en Pl recibiremos ktcs volts puesto que en la pla-

ca del tubo tendremos k = H.l volts y tcs# serd la ten -
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gién de retorno.
A la fuenje controlada ﬂﬁ podemos reemplézarla
por }LZ i. puesto que e = Zgla' en donde FZ se define co
eomo la impedan01a de transferenc1as 0 1mpedancia mutua en
tre las mallas j y k. Es 1mportante notar que en este caso
la impedancia es unilateral.

Congideremos que sobre la malla k actda solo la’

fuente}ng 3 por lo tanto tenemos que:

Zklll + Zkzlz +.0at ZkJ j + Zkklk +. ot anln = -—}ngij
(2-3.3)
pasando el miembro de la derecha a la izquierda tenemos:

Zy1iy + Zkgiz Feeet (ij.' + H’?g):@j-i-..»'.-i- anin = 0 (2-—3.4)

en donde la 1mpedan01a de transferen01a total es ZkJ+}AZ

Puesto que estamos tomando como varlable contmo
ladora a la corriente ij, la transmlslén directa k’ seré
X : “Zg'= Z, v la podemos denominar traslmpedan01a, la

transmisién inversa-tCs se puede evaluar haciendc la fuen

te X, ={l€= 1 (con X; = 0), o también cortocircuitando 1la
impedancia ng y colocando en gserie una fuehte de voltaje

unitaria; con esto la corriente ij serd
o= PE] ()= o
iy = e (-1) = t_g ( 3.5)
siendo A° el determinante 4 cuando 3, =0

La diferencia de retorno es por consiguiente:

N : Axj
Fy = 1 - ktcs =1 + Zt .”—Z:—f___ (2—3.6)
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= - A® 4+ Zyhys
F=F,, =F= J

A°
Pero por la ecuacidn 1-3.2 tenemos que:
3 =_%_ \ (2-3.7)

Si en lugar de considerar ecuaciones de malla hu -
. bieramos tomado ecuatdones de nudo, el resultado al que lle-
gamos es el mismo, logicamente coﬁ ia consideracidén de que
A es el determinante de admifancias. |

En forma general podemos expresar el siguiente tego
rema: _ _ o | |
TEOREMA: La diferencia de retorno F alrededor de un elemen-
to Z, (o Y, ) es igual al determinante total del circuito di
vidido para el determinante gue resulta cuando se hace dicho
elemento iguel a cero. | | _

5i en lugar de hacer Z, =0 (6 Y, = 0) consideramos
2y = ﬁ-o gsea que no cortocircuitamos totalmente a la impedan
cia g y deaamos alguna gananc1a dentro del c1rcu1to (caso

'préctlco), entonces la dlferenc1a de retorno se. tomaré alre-

dedor del elemento k = 2, - m, auedando

, - Akj A s =
F=1+ (2, - m) —%l—‘ = A7 & Zylyy- mAks
: 3 T m

A° + mAyy + ZtAki“ m Ay A° + Zt ks A (2-3.8
J— =—T
AT A" 4

en donde Am es el determinante A cuando Zt = m.

Cuando m = O estamos en elcaso enterior, por lo
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tanto (2-3. 8) expresa el teorema en forma general mis audn

podemos expresar a F c omo 51gue:

R s i%w% FR(W)  (2-3.9)

TEOREMA: La‘diferencia'de reforno para un nivel m cualquie
ra es igual a la diferencia de retorno cuando W tiehe su
valor normal y con referencia a W = b'(nivel cero), dividi
do para la diferencia de retorno cuando W = m y con nivel
m = 0. ' _
2-3.c)_DIFEBENGIA'DE‘RETORNO PARA ELEMENTOS BILATERALES

S1 en lugar de considerar la realimentacidn alre
dedor de un elemento unilateral, consideramos un elementb
bllateral por lo tanto, la 1mpedan01a Zt 0 la admitancia
Yt es parte de ZJJ o de ¥jj respectivamente, entonces' 1la
diferencia de retorno serd:

. =142, _%%i_ | (2-3.10)

Ev1dentemente A°/A i3 es la impedancia de punto motriz de la
malla Js

B. A°
J

13

(5-3.11)

i

A.

J3J
por lo tanto si Ej es un generador en la malla j, la impe-
dancia presentada é los terminales del generador es A°/A-J

cuando Z; = 0. Ia transmisién de lazo L = Z.A JJ/A° es la

relacidén entre la impedancia Zt,y la 1mpedanc1a presentada
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al elemento 2y por el resto del circuito. |
Si congideramos a ZJG como la impedancia interna
del generador y-ZR la impedancia exterior, entonces en au-
sencia de Z, (Zt = 0) la corriente que circula para Ej =1
el l/ZR, pero sise hace intervenir a Zt ¥ se eleva lg ten

3
da de tensién en Zt es —'Zt/ZR que se puede considerar co-

sién en #. tal que la corriente sea 1/ZR, entonces la cai-

mo la tensidén que ZJG devuelvé al generador. Por lo tanto la
- diferencia de retorno representa el voltaje neto aprovecha-
Ble ﬁor el circuito de salida.

2-4.a) DIFERENCIA DE RETORNO NULA

Ta ecuacién fundamental de la realimentacidn po-

demos excribirla. como sigue:

oty + Maitan - gy [ 12 e Raster/tor |
1- ktcs ‘ 1l - k'tcs
= toi Q S (2-4.1)

1T - Kteg

| Vamos a dar una interpretacién fisica al valor Q.
Para esto abrimos el diagrama-de flujo de la fig 2-1.1 en
los punfos‘A y A" e introducimos en el punto A' un impulso
unitario, la diférencia de retorno es Fk = 1 = ktcs siem-
pre que Xi = 0. En 1a,f6rmula 2-4.1 observamos que Q es la

diferencia entre la sefial inyectada en A' y la cantidad

ktcs - k‘[;ostci/t'oi'
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fbé

Si en la figura 2-4,1 tratamos de ver a Q como
la diferencia entre las seflales de 4 y de A' debemos in-
certar en la entrada una sefial adicional X; = - kt_ /% _;
de tal manera que en A tengamos jusfamenfe kKteq —ktostci/

t,i+ Bajo estas condiciones tenemos en la salida:

Xo = tgiX4 + togXg = - ty 98 + tgk = 9
oi :
(2-4.2)

por lo gue Q representa la diferencia de retorno para la
condicién especial en gque la salida es nula, razén por la
. cual se lc denomina diferencia de retorno nula y se lo ex
presa en la forma: 7

Q=1 -kt (nula) = Fk(nula) ) (2~4.3)

de donde 1a.funcién.de transferencia es: ,
7(s) = % FE (nula) - (2-4.4)
P :

oi
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2-4.b) DIFERENCIA DE RETORNOC NULA PARA REDES

Vamos a éstudiar, en forma general, el significa
do de las transmisiones que definen la ecuacidén fundamen-
tal de la realimentacién. |

En una red activa hemos dicho que k representa
la trasimpedancia o la trasedmitancia para mallas 0 nudos
respectivemente, entonces es conveniente 1lamar é X un va-
lor W que nos represente ya Sea una impedancia 0 admitan -
cia. De esta manera, la ecuacidn‘de la diferencia de retor
no serviri tantd para ecuacidhes a base de mallas o a base
de nudos, puesto que en todo caso, esta ecuacibn tendrd la
mi sme, forma. En este punto es conveniente llamar a2 W tras-
inmitencia. |

Si la funcién de transfefencia T nos representa
una ganancia y si WR es la impedancia o admitancia de sa-
lida que se encuentra en la malla m o nudo m y la funcidn

de excitacidén de entrada la suponemos en le malla a o0 en
el nudo & respectivamente, entonces si WR es la impedancia

de salida tenemos que:
, Aam R A
Ep = ipfig = ——— Epgp => T = = —28 gy (2-4.5)
A Ea A

y 81 Wy es la admitancia de salida entonces:

. Ir Aam
Ip =0 g = TgWR =>I = — = ——— WR (2-4.6)
4 I, A

en donde vemos gue la funcidén T tiene la misma forma para

(2-4.5) y (2-4.6) logicamente con la debida interpretacidn
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de W ¥y los determinantes.

Hemos gsupuesto que w forma parte tanto de la ma-
1lla k como de la J sl es impedancia, y de los nudos k'y J
8i es admitancia, enfonces'podemos descomponer a los deter
minantes de las eéuacionesl(2—4.5) y‘(2-4.6) por medio de
(1-3.2) y nos da: o
PR CU A°amt Whgmicyi We (2-4.7)

A ‘ A® + WAy ‘

Si hacemos ;.W‘= k = 0 entonces de la ecuacién
(2-1.4) y (2-4.7) nos da: |

. A 1+] . .
To = toi = ~;——§§e; W | (2-4.8)
Ademés sabemos que b, = Akj/Ao y k = =W
Puesto que debemqs calcular_tci y tos debemos transformar

la ecuacién (2-~4.7) en la siguiente forma:

Aam * Whomky oo  A°ppt WhAamkj

T = = /. =
A° + WA A°P R
A° NG .' ,
o (Aoann /47) (% Whamig/hen) (2-4.9)
. .
En determinantes se cﬁmple la identidad:
AAgbea = Aablhca — Aadded
pér lo cual tenemos que:
- Ef: P O
= — A I I BT
ARamicy = Aan. M Lagtrm éyu,"(z & ‘ﬁa

y la ecunacién (2-4.9) gqueda en la forma:

0061547
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/ AangKjJr\x/ Aamil\k,; AaJAkml—- L

T == F AOAwm |
Aaj Zi@nwr’
| i_AwW%‘ Am A A
“F A Ao W X | \7-44)
X

De esta expresidén comparandola con lé ecuaci6n fundamen-

t2l de la realimentacidn.

kt 5t 1 -
T = toi+ — - S 98= ——[}oi{} - ktegt k EEE;—EEE)j
1 bt k'tcs - F . . tOi
tenmos que: |
' A°__W Ay :
fToi = am R 3 tes = xJ 3 toi= Aaj i tos= fEEﬂB
A° Ae A° Y
k=-W . ) . (2"’4'12)

81 consideramos la funcidén de salida una tensidn,
entonces, ya sea por sgimple inspeccidbén o utilizando las

transmisiones tenemos (equacién 2-1.1)

. A° ‘ - AxmWg ' ,
ER = imWR = ——+EE—‘Ea + R Ek : (2-4.13)

A° A®°
silendo B, la tensién de entrada en le malla a, B la ten-
sidén controlada en la malls, k, se ﬁtilizanllos determinan—~
tes com W = 0 puesto.qué W sold'puéde intervenir en la ten
gidn B, - N |
Al excitar en la malla j con una tensiédn unita-

ria entonces B, = - ¥.1 = -W ¥y 8i a la entrada excitamos
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con: ‘ , T, ‘
[+] . o .
By =W Akmzf ///A EEYR = WA/ 4% (2-4.14)
entonces la tensién de salida ser4:
By = AOaIﬂWR' WAk:rn . _ Ay mWr - -0 (2-4.15)
“‘A'O Aoam . AO

éon lo que we demuestra que el término en‘paréntesis de la

ecuacidn (2-4.11) constituye la diferencia de retorno nula:

- Aaj Ahm\xj
Ak ) ° R
Q F(nu!a.)— i+\></ Sow L — (2-4.16)
AD

2-5 INVARIANCIA DEL NUMERADOR DE LA DIFERENCIA DE RETORNO
 PARA TODA REFERENCTA

Hemos dicho que las transmisiones de un sistema
con realimentacién serén,‘en general, distintas para cada
referencia,escogida'comd una fuente controlada. Sin embar-
go, para cada rederencia tomada, existe un factdr que es co

este factor resulﬁa ser el numerador de la diferencia

mun ,
de retorno ij =1 J cs(k ), donde B, gkj) es la ﬁrans—
misidn t . para la referenc1a k‘. Lo anterior establecemos

concretamente en & teorema 51gu1ente

TEOREMA Para cualquler transmisién tcs(k ) # 0, el numera-
dor de

Ekj =1 - kjtcs(kj)‘

gserd el mismo sin importar el kj escogildo como referencia.
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Para la demostracidén de este teorema considera~
mos el grifico 2-5.1 de donde se trata de evaluar t,g DPa-

ra la referencia k,, ¢ sea para Xg1 = kX, - Podemoas apli

car la ecuacidén fundaemental de la realimentacidén conside-
rando como fuente controlada a Xoo = kzxcz; la salida de-
be ser Xél ¥ la entrada la fuente X, = klxcl’ con estq vy

poniendo 1las transmisiones con los subindices tcisj pa-
ra indicar la transmieidén desde la fuente ij hasta Xci’.

tenemos por la definicidn de las transmisiones correspon

dientes: I
Xc.: :Xcz e
R
, ;j | Xumhes
Fig 2=5,1
o Ry ez X450 (Jccmz}XAE_O_ (2-5.1)

= tcs = ‘l:qs: =
T’ s ( )XAZ'O + L !Qz (‘ﬁmsa))(bfo

Ahora si evaluamos *t para la referencia,k2 ’

cs
similarmente utilizamos el método anterior pero siendo Xg1=

X la fuente controlada, st = k2X02 la entrada y Xég la

1%cl
galida y tenemos que:

‘ }Q: Hcmz)yb‘ro '(%czb‘)x,ﬁ'f’ (2-5.2)
T= 1 52 = (‘tczﬁa)xﬁo T [ — b' H:CJN)X/,;—'O
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Las diferencias de retorno son por deflnlclén :

B =l"k.t ) Ha = —'
k1l =T Atoe i By, =1 kztczsz (2-5. 3)

:de‘donde:"

po Chllag ok(t.,,. o ol ol ey ({C,M)XA )
RN kbﬁﬁuﬁgtho 3 , (2_5%9

R l“‘4’({‘L°2/‘J><,n=.f’ ¥ k'kz[&‘”">xb"a° (Jw; ) X»:r: ({cz”')xfz" [f12) Xpe? J
. f -' il kc ({G(M)'Xbéa ‘

th =

(-89

Y se ve que Ekl y-sz tienen el mismo numerador, por lo gque:

v_ Fki _ [ — kf.(%ﬁhl))‘({fo - (Fhf)h-zzo' 7 _ (?-5.6')
Fh?—y o - kz(fczbz)x,ﬁo (th)h,:;[)
81 se tiene glue (tc2sl) U'(tCSSZ) |
, st = 0 X = 0

entonces evidentemenfe el numerador de Frq gerd distinto del
numerador‘de Fro por esta razén es importante decir que td -
das las transmisioneé bogei deben ser distintas de 0.
| 8i un sistéma ge 6onoce Fkl para réferéncia kl ,
entonces se puede cakuoular P, para referencia k2 puesto que
ya se sébé que sﬁs numeradores son iguales y ademés que Fk2=
=1 -'k2t con la coniicidén de gue t sea independiente de k2.

Para el caso de una red en general hemos deduci-

do que: L
A o _A(WagwW2) . (2-5.7)
A 4(0 ,W2)

oo =

en donde se pone dlafamente de manifiestO»cuando se hace Wiéo‘
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similarmente para el elemento Wy

A A(W, W)
Pos— = —2f (2-5.7)

w2 A° A(WL,0 )

En las que los numeradores son iguales. También vemos que:

Fpl  A(W1,0)  A(W1,0) A(0,0) (Fwl)w2=0

Pw2  A(0,W2)  4(0,0) -A(0,Wp) (7

w2)w1=0

(2-5.8)
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3.~ PROPTEDADES DE LA REALIMENTACION

Ta razén fundamehtal para llegar al teoreme bili-
near de la realimentacién guedd aclarada cuando estudiamos,'
la influencia‘éue tiene el elemento k sobre la funcidn de
transferencia'm.‘ ‘ .

El parémetfo de k puede éer uﬁa registencia, in -
ductancia, un factdr,de amplifiCaciﬁn de un.tubo, 0 blen pue
de ser una funcidén de transferencia de expresién complicada
para sistemas graﬁdes; la dnica condicién que Be exelige es
que todas las transmisiones necesarias para calcular T deben
ser independientes de k, solo es posible encontrar la rela -

eidn Xs = kXc entre la: variable contrblada ¥ la controla-

dora.
Vamos a obtener relaciones dtiles como aplicécio -
nes del teorema Bilinear.
3-1.a) SENSITIVIDAD DE PARAMETROS CUANDO téi = 0
Supongamos que en un sistema se tiene un elemento
de propiedades fisicas adecuadas para ser usados Pero este e
lemento esté éujéto 2 una variacidn de sué caracteristicas
fisicas ya sea por la influencia de su medio ambiente como
la temperatura, humedad, presién, etc, o ya sea'por la vejez
del mismo o poi tolerancias de manﬁfacfurar '
Si es que se exige gue a pesar de las variaciones

que pueda sufrir el elemento considerado, alguna propiedad o
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propiedades se mantengan constantes se[emplea la reaiimen—
tacién alrededor de dicho eléménto.

Cuantitativamente se dide'que un elemento es més
sensible que otro cuando mayores sean las variaciones que
sufra el elemento péra gsimilares condiciones ambiéntales Yy
de edad. |

Por medio de la realimentacidn se consigue dismi .
nuir la gensitividad del elemento. Generalmente los elemen
tos mds sensitivos soﬁ los activos, por ejemplo: tubbs,
transistores, conversores de energia, generadores, motores.

Sea k el elemento sensible en consideracién, en-—
tonces podemos asociar a k COnvuna_fuente controlada tal.
que X_ =kX;. Ademds queremos que una funcidn de transferen
cia T se mantenga lo mds constante posible, entonces apli;
camos realimentacidén alrededor de k y la funcién de-trang

ferencia seré:

P = toi + ktcitos/ (1 -_ktc

sy
Nos interesa el valor T = T(k) o sea la inflﬁen—
cia de ias variaciohés de k sobre T y tal que las variacio
nes de T sean lo‘més pequeﬁés,posibles.
Para esto definimos la sensitividad de T hacia k
(cuyo simbold es Si } de la manera siguiehte:

T aQ-r“'aT/T- - ,
Sy =20 = SHE (3-1.1)

de agul se observa gue ~S£ es el cambio relativo de T con
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respecto al cambio relativo de k para incrementos infinite
simalées. Porla definicién de T'(s) y considerando que +t .»

~0 tmemos:

‘T LT k [ h‘fcdﬂ’a] . J k%@)fc&tﬂh‘l‘kicb otﬂl;h

5% ST ok T T okl R)TT (- kilay
T _L_a_ 'éa,-{_'dA __‘ { - /
T O- -kl I-kta A (3-1.2)

entonces para que SIT{ Sea pequeﬂo le\ debef ger grande o
| gea L = - ktcs debe ser grande.

| .Si,en lugaf de tener incrementos infinite,simalés
se tienen cambios considersbles, entoncés Procedemos de la
siguiente manera: sea TO ¥ ks_ los vé.loi'es iniciales del sip

téma que sufren una variaciém OT y Ak, entonces:

Tp =T, +4T 7 k =Xk, + ok (5}1.3)
definimos la sensitividad por la expresidn:
| - AT/Tp -
Sy = | (3-1.4)
AXx/k¢

‘en donde se toma en cuenta los valores finales I, y'k HE

6:T__ AT/TF .__V(T{”‘_/B)/ﬁ_ _ { — 75/7}2—
b oskfky  (ke-k)ky -t - Hkﬁ

bafti i})A /- kﬂ‘fm | / B |- kpf'c&
{— - /a?,,'fm - hg&;a'ﬁu _ b-f— {- bo'tc)s _
(= hofkg I— kol et

L kkbdackobbde 1 Sy

) : Lh{‘kf)_(,’”hatcé ) o I" lé’u‘fu, h

a .
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siempre que 0 & .'boi<< T. Otra f_orm'a u‘bil €8 expresar Tro/Tf-

N = /__;ﬁ/fe, /;'bf__t"’ _ k#“k{-k’;&m—l‘?u"'kobﬁm ,"‘bo/h,F
ki

kf " hu‘f:mn h ‘ }Q{_ U—- hb‘l,:m) - {- ko-écé

[ —

‘_IQ_; [~ {‘k’“/k-ﬁ _ /fk;fu‘f4£azéjt_ . _(ka/k{)*,l?a A

T = Roter [ ~ hstey B { = Rte
T _ (ho/k{-) +L,
T-f. B A ‘{" LD

(3-1.8)

Otra manera de definir la sensitividad para variaciones gran

des es:

AT/T,
Ak/ko
en donde se toma en cuethia los valores iniciales T, ¥ kp, con

lo gque finalmente se llega a:
T 1

.Sk =
Nosotros utilizaremos la definicidén dada anteriormente, o

sea con log valores finales Tf ¥ k#.

EJEMPLOS

Supongan-lqs que la resis‘téncia de carga de un sis-
tema puede tener cué.lq_uier 'valorr k_exitre 100 v \<RL\< 100000 2.
Si con un voltaje de ent:bad‘a Ei = l,‘O‘vol'tios_ se desa tener
a la salida una tensién de 100 voltios con una variacién md
xime permi‘sible del * 1%. Se tiene ademds una resistencia

constante en el circuito de salida de R, = 10000
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‘Para lé‘solucién de este problema vamos a aplicark
realimentacidén alrédedor del elemenfork junto con un ampli-
ficador de ganancia Altél como se indica en la figura:3-1.1.
Este amplificadorproporciona la ampiificécién muy alfa necg
saria para bajar la sensitividad del elemento.
8i no se;tiene-realimentacién,vemos-claramente que
debido & la gran variacién de la resistencia Ry, el voltaje

de salida es muy inestable.

—
( E A E

. k  Es
EL- . Mpr——————— P} Q/oov)
(1 L i J

Frg 3-41

© TEl elemento alrededdr del cual se btiene realimen-

tacidén es:

= ARL/(RL + Rg)

k = Ak,
Ademég tenemos: Tr 101 To1
. - A x 100 1004 - A . ke = 1ooooo e
© 100 +#10000 10100 101 - 100000+10000
N 104
-1
: 104 A
Ak = kg -k, = o - o004
| 11 . 101 11 x 101
Ak _ 10004 , 11 - 00
=3 11 x 101 ~ 104 101

Debemos calcular A4y P , para esto,tenemqs'que:
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- < T = — <
T;  kf 101 1-pa/101 101
= 1-pr100>=2 = 50,5

2

51 BA es negativo entonces: 1+ l'gf‘ > 50, 5_—_>,>\A{3}>sooo
" La funcién de transferencia para Ry # 100 5L es:
E 99 . (a/101).1.1 | -
Bi 1 1 - A 1 +\ap(/101
101 F . \ P[
_A A o2 500000 = [3 = so'oo/sooooo = 1/100.
101 . |

que son 1os valores de A y de P minimog necesarlos.

En este,problema no hemos tomado en cuenta lé in-
fluencia de la frécuenCia sobre el elemento, eiactémente la
frecuen01a debe ser cero. | | ”

| . Vamos a. con91derar un’ eJemplo en el que 1a fréf-ﬂ"
cuencia se toma en. cuenta. _

Supongamos que un elemento k de un 51stema tlene
la forma: k(s) =_§/(bs+c)»en donde.s_es la freouenc1a com—
rleja. Deseamds mantener la funcién de transferencié T en
un rango de variacién méximo\del tls%rpara un rango derffg
cuencias 0 a 4 rad/seg y con var1ac1ones de a/c = m entre
1 y 4; de b/c = n entre 0, 4y 2 Adends T a la frecuencia 0
rad/sec nos debe dar 2(0) = 1. Se. desprecia t | | '

Como en el eaemplo anterlor debemos apllcar rea-

llmentacidn alrededor de k para dlsmlnulr au sen51t1v1dad.
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Hemos visto que: 7
TO '=' (ko-/kf) +. IIO

el problema es encontrar alguna LO. tal que la funcidn 7T
se mantenga dentro de los limites especificados a pesar
de las variacignes de (ko/kf).A

Es importante grafizar en el plano complejo el
significado de TO/Tf para lo cual suponemos una curva
- Lo(s) = - Lo(jw) en la fig.'3—l.2. Necesitamos el va -
lor ko/kf en este mismo gréficb, para lo cual debemocs en
contrar una ko N4 kf, de la expresién:

K(g) = —— & _ a/c_ = m

bs + c bgs1 ns + 1
: c

Arbitrariamente escdgemos‘ﬁarg k, el valor:k, = 1/(2s+1),

entonces‘kf es: kp = 4/(0,48 + 1), de donde:

k 1+ 0,48 1+ jO,4W
Ry 4(28 + 1) 4+ §BW

Una expresidn-de tipo.anterior facilmente se de
muestra que el lugarigeométrido en el plano complejo es un
circulo. En generai la expresidn:

X +jy =_27 ibw.

¢ + jdw

es un circulo en el plano pomplejo con centro: y = Oj
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b .

X = ;&E+—W ¥ radio R='l\2—§= Lila_xi
2 \c da /- 21d ¢ 21lc 4

Por lo tanto el cfrculo ko/kf tiene como ben#

trot y = 05 X = % k-—}. + 084)=0,l5 y radio R = 1 \l—gd‘=
o . T 214 8

= 0,10. |
B ¥n la figura 3-1.2 sea P el punto de la curva

- Lo(ju)) para tu-=‘eg"y N el punto ding/kf para w=ué,*
entonces se ve que: OP = - Lo( Jug), ON = (kd/kf)uj=w o

puesto que estos son fasores podemos decir que:

— — — g L .
PO + ON = BN = I (jw) +£ o-)
' i £ =W
—~ > = ,
PO + OM = PM = I:O'(;]wo) + 1

de donde tenemos que:

\ [0

P
/ s

_Loﬁm)

0/ !5 oJ ) M

0 W,/ S 1 T
AT
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S _ (k,/kg) + I, | el
1+73, | :

o 8 = Ju,

]

i =3
g8 = juo '

Podriamos seguir construyendo distihtos gréficos
para ko/kf tomando algunos valores de k,, especialmente
los extremos y construir una curva I, (jw) que nos de los
lfmites de variaci&n de T(S). '

Un método alternativo es el de estudiar las varia
clones de ko/kf ‘para distintos valores de m y n. |

El interior del rectdngulo de la fig 3-1.3 repre-
senta la variacién totalvqué toman los parametros m y n en

nuestro problema.

AL
Fis 3-43 2z
04
Ajo 0 / 4 m
m=z
ol 05 o5 B, MF o ‘ r
< >4 5,//A'T
m=/ .D, : 3
L5, 5,
- {03
L2
F-i0 N
Fio 3-14 [% %
\
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En lugar de mantener flJO a kf y’dlbuaar k /k
como funcidén de la frecuencia vamos a considerar variacid=s
nes de kf, 0 sea de spus parametros m y n para vha frecuen-
cia flga. E1 campo de var1a016n gerd el 1nter10r del rec-
tdngulo ABCD de la fig 3-1. 3, escogemos la frecuen01alﬂ—
4 red/seg y tenemos:

k, 1 - 1 + ns 1+ 34n
= ‘ = X + jy
1l +2 s m m(l + 38)

Kp

esta expresién representan lineas rectas de ecuaciones:

_x_ 1 : v = 4(n - 2) x

8 8&m o 3en + 1

En la figura 3-1.4 se tienen las rectas corres-
pondientes a los valores extremos de myn y los puntos
AlB1C1Dy corresponden a los puntos ABCD de la figura 3-1.3
en otras palabras el recténgulo ABCD 'se ha tradu01do en el
cuadrildtero AlBl lDl y cualquier punto 1nterno a ABCD se
réd también interno a AB,C,D; ¥ viceversa.

Para los vértices ABCD los valores gque deben te-
ner el radio y el centro de cada circunferencia_alrvariar

lg frecuencia son:

m n centro Radio Circunferencia
1 0,4 0,6 0,4 - 8

4 0,4 0,15 0,1 - 8,
1 2 1 | 0 83
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Con los datos hasta aquf obtenidos podemos esco-
ger la funcién E, (jtu). Para )= O debe éer T=1, o sea
que TO/ Te = 0,95/1,05 = 0,9, entonces si I es una semi —
circunferencia tal como se indica en la fig 3-1.5 y tal

que para W= 0 se tenga el punto F, entonces:

| . W 5025 L
o =:_=0’9\=FO+0,25:>I,O=6,5
—_— -
Tf M PO 4+ 1
W= o

Se escoge el punto Nﬂe%>0,25 puesto que egte co-
rresponde a W= 0 en el circulo més pequefio (caso extre~
mo). .

__} : .

Con FO = 6,5 tenemos TO/Tf = 0,9 pero si hacemos
f— ' . ’ sz ..

FO = 8 entonces aseguramos aln mds el mihimo de variacidn

de T, en efecto TO/Tf = 8,20 . 0,92.
9 .

=g

-4 0 gzs !

L _. B F% 3~-1L5

El gsemicirculo de la figura 3-1.5 con un radio

R = 4 parece cumplir con el requisito de - Lo(juJ). Vamos
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a encontrar le ecuacldn de este semicirculo con la condi-
cifén de que en el punto x = - 4 ; y =4 tengamos W = 4
rad/seg. Le ecuacién: |
. a+ jWo

- L, (JW) = ——
¢+ jwd

es general, de-donde debemos.ca;éular las constantes a,b,

c,d, pérarun radio'R = 4 y‘centro y=03; x=-4; facil-

2 -2

- 8, por lo que:

mente se obtiene que:

_1
- e

o I

VI [

]

o
~ .
O .
i

resolviendo se tienen b/d
. a 1 o '
- I, (Jw) = ————= — = = x + jy

c + Jjd . ,

para W= 4esx=-4; ¥y = 4 entonces resolviendo se tiene

A = -1 y la gananéia'deilazo L, queda:
a , ,

L(jw) = —1 = —2 = 1 (s)

‘ / . TO ‘/ 4_2+ 5,25“ 5,81 L 0’97
= rad/se enemos: — = = T '
Para W 4_~ Sk _ T, ,Fii_:_gg 6

‘de donde 'la eleccién para el semlolrculo L es correcta.

El sistema completo con reallmentac16n ge indica

en la fig 3-1.6 de dondes
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Suponiendo que Ti ‘-i a la frecuen01a W= 0 entonces~‘
L _ A(0)k,(0). 1.1 _ 0,95 - A(0)

T 1+Ao)(4~o)}& ‘1 —1+A(0)(3(0)_

I

S80) s 400) = 9 x 0,95 8,55=>(0) = -2 = 0,935
1l + 8 . 8:55

S5i se conoce T para QJS 0 se puede calcular A y
de aquil @ .

Es de notar que para frecuenciés W> 4 rad/seg,
en genera, ya no Se cumple las con&iciones del problema
puesto gue todos 1los cdlculos anteriores eétén hechos jus
tamente a base del rango de 0 a 4 rad/seg. |
3-1.b) SENSITIVIDAD PARA REDES BN GENERAT

Definimos la sensitividad de T hacia k como:
o dnr  do/r
4k —y -
nx - Jk/k

Si consideramos a k = W como la trasinmitencia
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entre las variables. (mallas o nudos) k y j, entonces la fun

cidn de transferencia es‘(equaéién'2-4;7)

A A°_ 4+ WA . . -
P o= _am . VJ - am ark j (2-4.7)
A R A° ‘A WR :
| + WAkj
de donde WE es la "inmitancig de'Salida" perteneciente a la

variable m ¥y el.sﬁbindice 8 indica que la fuente de excita
¢ién se encuentra en la variable a (malla o nudo)

La sensitividad sersd; por la definicién'

T _WIT _W. (A° + WAk1) Aamkw - (A°am+ WAamk?)AkJW
TAOW T ‘ o 2
S‘fg w (A Agmicy - A°amAk3) (3-1.7)

(ACgp + WAaka)(A° + WAkJ)

Por la identidad en determlnantes

la sengitividad queda:
' ‘ _A 1d . ‘ . -
S (3-1.9)

Agnmb
S1i en lugar de tener a W comd un elemento unila-

teral lo consideramos bilateral, entonces W serd componen—

te de WJJ (pero no de Wkzl como para el caso unllateral),

por lo tanto B

' ~A A S -

T = -.&J Jo - oy (3-1.10)
AamAr : :

Si consideramos el caso particular en el que toi=
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AO
am ‘
-0 = _—X:__ Wy entonces A°, = O puesto que Wy # 0, la sen
sitividad serd de 1la ecua01én (3-1.7):
WA© -
WAaka(A° + WAkj) A

Que ge puede constituir otra manera de llegar a la diferen
cia de retornc puesto que de antemano.ya conociamos que Si:
1/F, siempre que t ; = Of |

Consideremos como ejemplo,el circuito de la figu
ra 3-1.7 en donde el elemento W es la admitancia Y. Ta d4i

ferencia de retorno seré:

T, + Y - T
e, Y £ , - Y, +¥X
/ Z F_;ﬁ;:; =
) AD Y. 0]
. - + o
[,1 )4 Zé 1
.0 Y2 + 0
. e - = Y Y, + ¥ (I, + ¥,)
e 172

Vamos a encontrar la sensitividad a partir de la

transferencia desde 1 hasta 2:

A12 ' Y -
A ‘Yle + Y(Y¥ + Tp)

8

Y o dY T‘ ' [Y1Y2 + Y(Yl + Yé)]z
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HY; o 1

Y, + Y(Y] + Y,) P
Este resultado podiamos'expresarlo directamenfe puesto que

T, =0 (para Y = 0)

5-2.a) SENSITIVIDAD CUANDO t_, # O
"En los céSos anteriores hemos consgsiderado cero O

muy pequellg la transmisién t sl es que esta no puede des

ol’
preciarse, entonces el andlisis cambia un poco, en efecto,

la sen51b111dad seré

k Ak/k_{; h$~ko)/h1r. h,‘"‘h T‘f‘

5T AT/ﬁc —G—T" /TF k’ (T; 7;) - , e

b—f. | bdc[éos | C . ko%c'ttm ll___
h;k (L ffhhﬁ_#b th)“

fQ-f ‘I[ lQ.I;. }Q | }‘t 'to I 7 k;‘&c[be}__?
“gtes) (ke )| T T kider kgt T

a h{,"kn -r-F _-F

| >‘ b‘%fM NI | ;
NE Rt ({"fJ“ Tk & CJC“')% B fjk,;eui(i” %j |

1 D | |
8 - —— (1--%) | (3-2.1)
1+, - Tp . o

El resultado anteriof‘pddémds_expresarlo en la
Totoi Alt-toi)/(T-%toi) aT/Ty Tp _ 1

Se Awx, - Akkpmetyy 1+ To

forma:
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Las relaciones gue a continuacién se derivan son
muy utiles:
To =to1 s 1= ket X, ke - kg

1 bad -—1— 4 - :
Te ~to1 1 - X5, Ky 'kf(l"kotcs)
; To =~ tog (ko/ke)+L o | z_
¢ - = 5 (3-2.3)
Tr = to1 1+ Iy
Tf—toi_l=am =‘1+L0-1=1—k0/kf —
To - toi To=to1 ko + T ko 4 1,
kp kf
N AT (1 =ty /T (1 = k,/kp) (3-2.4)
Ty Ko/ ke + Iy |
Te AT . _ 1+ Do - ($01/T0)(1 - ko/kp) (3-2.5)
To To - E/kp + I

Con la igualdad 3-2.3 podemos trabajar de una ma
nera exactamente igual a la del ejemplo de la seccidn 3-—1
(fig 3-1.2) con la diferencia de gue hoy se considera
(T, = to5) / (Tf —toi) en lugar de To/Tf. |

Pare encontrar graflcamente Tf/T utilizamos 3-2.
5 ¥ representamos en los grafloos 3~2.1la), 3-2.1b) y 3-2. lc
Ael numerador como el denominador de (3 2.5). En la figura
3-2.1la se tlenen.la representaclén geométrlca de k /k

1~ ko/kf , ‘tO:L/To
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o w, {
()
To .
]
Fie 3~2f
>0~
0 1
©
En la figﬁié”iiéiitée tiene el gréfﬁég;agn:_%;;“-u
o T

(1 - %g) y en la 3-2lc el valor 1 - tgi(l._ ko/kf) junto

il ‘
con - Lo(le), de donde:

—_ — L B

M =P0 + =T +1--—=2(01-— X (3-2.6)
ot S X

B ko

PN =P0 + OFR = I_ + =0 o7y
°  kf ' | | (3-2.7)

de donde:

Shzl

(3-2.8)

3 |‘r—3
(o

o
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Con esta interpretacién geoméfriba se puede en-
contrar una curva L tal que cumpla con los valores extre—

mos Lf ¥y T en un rango de frecuen01as ‘dado.

3 2.b) SENSITIVIDAD PARA t, % 0O EN REDES ACTIVAS
Siguiendo el procedlmlento de las ecuaciones de
redes vamos a demostrar que la sensitividad de T - t oi con

respecto a k W es ba inversa de la diferencia de retorno

F, en efecto;

o . Ao -
Do~ ot . = Aap t WAaka Wy - am WR _ WWR(ApAamkj AoamAkj)
oi o : B = »
Ao+ gakaA A° A° (A° + Whyy)
T =t > (4 + Wa ) R aes R
Ta sensitividad es; por definicidn:
_S(T - toi) - W | a(r - toi) )
v | T - b s aw
— ! o . . - . .
_~ Maihilr A _y 4 (3-2.10)
O A°(T -toi)  (A° + WAk3)® A P

3 - 3. SISTEMAS’GON’VARIAS ENTRADAS

Un ampllflcador ya sea & tubos o transistores 81em

pre estd sujebo a variaciones de su sefial externa debido a
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ruidos internas de sus Comﬁonentes_y es necesario gque larsa—
lida sea lo més indepehdﬁsnte posible de estas pertufbaciones.

Vamos a vef una manera en gue se puede contfolar

la tensién de salida del amp;ificador;réég B 1la fenéién de -
selida, B; la tensién sefial de éntrada,al'amplificador, por’
generalidaq sﬁpongamoé que E!& en la seflal de entrada que al.
pasar pof 1aAtran§misiény AA, - A nos5dé la salida E  de-

seada. {ver fig 3—3.1)’ . .

Ey
E, :
E;-—O-———>—G - c o -0 >0 Eo -
| ‘ A/ AZ ‘ R AB

Sea. Er'la5fensi6n perturbadora:incontrolada que ac-
tha en el pﬁhfo”ﬁ inacceSibie del sistema (dentro de un tubo
_pof‘ejemﬁlo), ademésrconsideramos a las transmigiones A3 N
-A2 fijas, pero 1a.tfaﬁsmiéiénr Al' A2 ': P es variabler de-
pendiente de 4 ,‘-ﬁorrlbffanto 1a sefial en &l punto R depen
derd ae A, en otras palabras P tieme un éql@ grado de li;' 
bertad que loupodriamoé uéér_para determinai la transferen—
cia total E,/ B = AP adecusda. | |

- Lia transferencia deAla Seﬁal perturbadora a la sa~
lida es .'EO/Er' : A5 ¥ es independiente de P, por lo tan
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to;para oontrolar el sistema disponemocs de un grado de 1i
bertad (Al), podemds también tomar otro criterio; en 1lu -

gar de escoger una EO/Ei adecuada consideramos la denomi-

'nada proporcidn de sefial a ruido.

E, /B, |
— / — = A31=/A3 =P = AA,
E;/ E, -

controlada por medio de Al, pero de esta manera ya no po-

demos escoger la transferencia total adecuada, por lo tan

to en un sistema de lazo abierto nos es muy diffeil con -

trolar la salida.

Si usamos realimentacidén en una forma adecunada,

~podemos controlar simultanea e independiente a la razdn

sefial ruido y a la transferencia.
| Puesto que F; es indepeﬁdménte de E, no podemos
usarlo como punto de realimentacién, entonces nos queda

la posibilidad de unir la salida E,» por medio de una red

. adecuada (—(5); con E'i';'aunque:en realidad podemdé to-

.mar en lugar de E'i unrpuﬁto interior de Al pero en to-

do caso se podria llegar a un circuito equivalente cuya

entrada sea E'. (Ver fig 3-3,2)

' J/)/) E}
! y -
Ej o §L > R - 9 Eo

--F Fro 3-3)2
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En el dlagrama 33,2 el punto E', esté‘influencia
do por las transmlslones Al y’P ; por lo tanto el 51stema
_ha adqulrldo dos grados de llbertad que son suflclentes pa

ra nuestro propéslto.

Se deduce del.d1agrama gue o1 = 0i tog = 4 5
tog =~ (5 tog =15 k=445 = A, de donde:
7 - o Ay A (3-3.1)
'i. :L + (AA 1+3L
Puesto que B!, = @E pera Ei =0 ;R=4F" +E E-=
ABR’ entohces: '
= . » = A ! - = V h
By = AR = ApAE', + A8, = - PAhm 4 AE
D '=_’Eo %m, ‘A3 o : (3-3.2)
T B 14+ L - -

Por lo tanto I se puede‘usar para obténerrun valor.satiS—
 factorio de Tr N4 Al'para‘un valor adecuado de T.
En el punto R la seflal proveniente de E'i es:

Ro= aE'y = -(Ba,8) = - BLAR /(1 + D) (5-3.3)

siemﬁre qué Ei = Q, obéervémbs que esfe valor es contrario
al de E en el puﬁﬁo R, pbr lo tanto ‘ge reduce él ruido, en
lo dnico que debemos. asegurarnos. es que A2 sea capaz de con
ducir estas sefiales y que su respuesta sea 11nea1 para todo

el rango de seﬂales supuesto,
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Sl en lugar de con51derar una sola fuente de
ruido E a lo largo del trayecto desde E' hasta Eo con
sideramos dos o més fgentes de ruido el‘problema se com
plica puesto que con dos vériables indepeﬁdienteé de que
disponemos debemos controlar trés o més cantidades, como
solucidn se recurriria al uso de otra rama de realimenta
cidén con lo que se aumenta’ en uno el nimero de grados de
llbertad dlsponlbles. |

Hay que tomar en cueﬁta que si una senal extra‘
fia estd presente en-Ei esta no puede atenuarse como la 8.
| sefial Er:por lo que serfa necesario introducir un filtro

entre Ei‘y E'i el cual puede formar parte de Al.

3-4. SENSITIVIDAD DEL SISTEMA REALIMENTADO DEBIDO A RUI-
DO O VARTACIONES DE LOS PARAMETROS EN LA RED REALI-
MENT ADORA |

En la secciédn 3-3'consideramos que se produ - -
cian seﬁaleé de perturbacidén en el élemento k y vimos que
con una red realimentadora estas sefiales se atenﬁan con-
siderablementé; vamos a suponef que la,fuente,de ruidos
actda sobre el lazo de'realimentacién.

En realidad, para eleminar 1os efecfos pertur-
badores, se utiizan redes (3 de alta calidad que se cog
gideran de una variacién muy pequeﬁa de sus caracteristi
ead, pero puede suceder que el sistema sea electromecénl

co como un servomecanlsmo de p031016n, por egemplo, cuya
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salida constituye el dngulo de giro del motor vy la entrada
una sefial de tensién.

En este Servomecanismo se puede utilizar 1la red
realimentadora ﬁara controlar la posicién del eje y evideg
temente esta. red debe tener un elémento transductor de una
funcién mecédnica (glro del eJe del motor) a una funcidbn e-
léctrica (voltage),‘entonces tendremos 51empre gsefiales per
turbad oras que pueden orlglnarse por eJemplo debldo a los
engranajes del - 51stema >_ |

En la flgura 3 4.1 se tlene una fuehte de ruidos
R actuando en la red @ En cada nudo también se indica en -

tre parentesis si la fun016n considerada es mecénica (M) o

eléctrica (B).

7?awsq9d@r

¥
<
b2
—
m
St
o

Xi o

Pg3~{/ R

La funcién de transférencia sefial-rudio se cal-
cula de la manefa;siguiente:

XO = BlAle

X1 =~ Xfyﬁ

X = R+1.Xo

:¢x =-(5A L (X, + R) =
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% ﬁ'= Ti‘ -—-".."—‘ﬁAlBl = — _ L 7 | (3 4,1)
R ' 1+@Al}31 1+ *
- 8i \L{>> 1 entonces: X/ é : -
| === Rr® -1 (3-4.2)

R .
‘lo cual respresenta . un problema puesto Que la seflal per-
turbadora‘noies'atenuada, enﬁoncesrnécésitamos utilizar |
algin procedimienfo para querdicha gefial disminuyé; una
manera de conseguirlo'es'utiiiZér el gistema de la figu-
"ra 3-4.2 en donde se eﬁplea 1a‘transmisi6n M,(mecénica);

entonces la transmisién sefial ruldo es:

Ko = APy = - P’A131X’P='.'A_1Bi(é' ® + ) =
A X
' ) Al 8 ____. J v

/s"’P il__._l

(£) "

{
R

¥;3 3—1%2

'—AB""‘ -
o = - 450 ' (3-4.3)
- 1+ AlBlM(%

X,
___\> —— = ,T|
R '
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Si hacemos M.y‘@' dertai manera'quetmjéf =, entonces:
4 = ; kil o —amf P o L e At
* 4B 1+D P g
o o (3-4.4)

con lo que la trensmisidn de ruido se hé reducido M veces
con relacién‘al éistema‘de ia'fig‘(3—4,l)

'Se fue&é*utilizar'otrd pfbéedimiento para dismi;
nuir L, -y consisﬁe-én introducir a la salida un Talor a-
'pfopiado:desdé la fuente de'fuidbs'tal como se in&ica en

la figure 3-4.3.

4

Eg3>4ﬁ

Bn este caso la transferencia de ruido es:

X, = X', + QR = 4;B.X; + QR = - AlBl%XP- + QR =

0 )
o= —@AlBl(x'o' + R) + QR = - PAlB_l(XO - QR +R ) + QR =
, | , A B ' L ,
% = Tp = Q = £t =Q - "Ef——z' (3-4.5)
R 1 +_f5AlBl - + .
‘Si hacemos Q = 1 entonces: | | , |
< ; .- T (3~4.6)
o) - TR =1 - ‘ = ‘ oo S .
- 1.+L - 1+ L
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¥y puesto quellLl§>l la transmlslén. T, se reduce congi-
derablemente. |

El problema radicarfa en la manera de como se
debe eJecutar la unlon, por medio de Q, entre R y X .

Consideremos que (} en la flgura 3-4.1 es va -
riable en sus cgracteristieas, entonces‘la sensitividad
del sistema es:

} dT/T P a4 (1.4.B.1 PA4B) - AB)

( af/p T ap 1+ fBaB T (1 + BA1A,)°

o . A S (5-4.7)
(A + (3 A1Bq 1+ T

T
Sﬂ ‘
lo que nos dice que las variaciones del elemento de reali

Puesto que \IJ > 1, entonces: o -1  (3-4.8)
mentacién hayfque'tomarlas muy eh cﬁenta ror lo que se de
be cohgeguir que @,”sea.delés mejores caracteristicas po
sibles. | R -

Las fuentes de ruido y las varladlones paramé—
trlcas‘en las redes de reallmenta016n constituyen un fac-

tor limitante en el dlseﬁo de sistemas realimentados.

5-5. EFECTO DE LA BEALIMENTAGION SOBRE LA NO-LINEALIDAD

. Hasta esta ?érte‘hemos considerado que todos los
elementos de un sistema con realimentacién sean lineales.
Supongamos que se tlene el 51stema de la figura 3-4.1,

calculamos la transferenc1a total



-58-~

X, A B,
= 2 = =
Xy 1l 4+ (5A1B
81 hacemos t@AlBl‘TE’ 1, entonces T;w 1/@ (3 5 1)

con lo que la transmlsldn depende solo de 1a red (5 sin:
importar que Al o Bl gean 11neales 6 no, gi Al vy Bl son
noOlineales pexro @ es lineal entonces T serd lineal, de
esta manera la realimentacién seipuede uSar pare eliminar
el efecto de mno liﬁealidgdrde los elementos.

| Supongampé'iﬁe-\(bAlBl\ con relacién a 1 no es-
despreclable y si,en el elemento k existé una parte que
claramente no es lineal, este sistema se encuentra repre
sentado en la fig 3~5.1 en donde en el nudo y se tiene la

funcidén y = N(x) que se halla representada en la figura

3-5.2.

Fig 3-52 6 S
A’/

-

O 1 2345 6¥89 ol 21311516 x,2
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Vamos a ver la influencia que tiene el introdu-
ccir la red(@ y Para este vemos del'gréfico 3-5.1%
R -px, =2-p ey | (3-5.2)
Gl;1'= 2 &q —(bGley ; ¥ = N(x) (3~5.3)

2l
x

La manera de encontrar la y resultante es por me
dio de una construccién gréfica, por ejemplo para G, = ) H

G, = 1 ;'@ = 1, entonces 3-5.3 queda:
x=22-2y; y=N(x)  (3-5.4)

por facilidad construimos la funqién:
L=y+lx 5 ¥=Nx)
2
8i hacemos X = N*(y) siendo N 1la funcidﬁ inversa de y:

L=7 55 (5) | (3-5.5)
rcon la cual para cada Valor de ¥ se puede enbontrar g =
Q(y) v cuya inversa resulta ser y ¥ (e) que se halla
dihujada en la fig 3- 5:2 _

Se 6bserva claramente en la fig 3-5.2 aue las
curvas y = N(x) ey = - y(e) tlenen una forma pare01da, 1la
dnica dlferen01a es que la curva gﬁ y{e) es més"alarga—
.da" que N(x) | |

El efecto de la reallmenta016n ha sidio el de
tratar de "linearizar" a 1a curva y = N(x), a pesar de.

que G, = 2 es todavia pequefic, si tomaramos Gy = 4 1la



o -60-~
curva y =‘j(e) seria'més‘linéal;4 |

En el 1ntervalo comprendido entre X=7Ty5yx =13,
N(x) tiene el valor 4, pero-para y(e) = 4 el intervalo es
entre x=10,5y x = 7,5, por lo que el intervalo de y(e)
se ha reducido a 1a mltad del correspondlente a N¥(x) para
un valor N(x) = y(x) = 4, Si en 1ugar de tener @) = 2 se
»conéiderafGi_=»4 el 1ntervalo se reducirfa a 1/4.

Para una x :>16 N(x) es cOnsténte (N(x) = 10).
. lolmismo sﬁcede.para y(e),.en este caso la realimentacién
ya no tiene efecto por lo tanto se deBe tener un interva-
lo eh donde se pueda utilizar ia realimentaoidn, puestp
que al hacerse N(x) = 10 para~&‘>16 significa fisicamente
que el elemento N éété saturado. |
WEDIDA DE LA LINBARIZACION - B

Haéta agqui hemOS'supuesto que los elementos son
independientes de le frecuencia.entoﬁces la‘rélacién' en-

‘tre la salida N2 1a entrada debe ser una cdnstante, 0 sea

(Fo/é)—-m,o sea dxo/de,= m, esto suglere que pare sistemas
1ndepend1entes de la frecuen01a, una medlda de la lineari-
zacidén seria (m.— m, )/m donde mO es un valor apropiado de

m. De la fig 3-5.1 se ve que:
dxo - dxo dx

—

de ~  dx . de

pero pues.‘bo ‘qu'e:‘ x f—-"'-Q,Gl - (é_(}l(}zy-
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gse tiene:
dx | ' |
- = G- G _Z - NG G N' dx -
de | ﬁ 192 de 1 P 192 (x) I3 (3 5-67)
x| A (3-5.7)
de 1 4(36GN' (x) 1+ IN(x) '
- de dx de dx 1 + ILN'(x) 1+ IN'(x)

Por la definicién de medida de lineaiizacién tenemos:

m-my _ 1+ LN'[ G168 GGoN ', '} (N'~ N'o)/N"

m G1GoN' 1l + ILN'" 1 + IN! 1l + ILN',

(3-5.9)

esto nos indica que la,no;linealidad del sistema se ha
reducido por el factor 1 + LN} que‘representa, de nue-
Vo, una diferencig de retorno.

POr’lo tanto, ya sea la sensitividad de lds ele
mentos, como la no-linealidad de los mismos es reducido

por la diferencia de rétorno cuando se aplica realimen
tacidn.

3-6. RAZONES PARA TA UTILIZACTON DE LA REALIMENTACION

En los pérrafos anteriores hemos visto algunocs
efectos que tiene la realimentacién sobrerun sistema.

Todo sistema estd expuesto a una variacién
de sus pardmetros, esta variacién es‘muy poco conoéida, va

le decir ignoramos en cierta forma, las variaciones de los
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elementos de un 51stema. Supongams que se conoce exacta -
mente los camblos que ocurren en un elemento, por ejemplo
la variacidén de la r951sten01a con la temperatura, enton-
ces si el efecto de esta resistencia no debe variar debe-
mos colocar btra resistencia de caracteristicas exactamen
te opuestas para gue se compensen las variaciones, esto
presupone el conocimiento cabal del elemento.

En realidad, es muy diffcil establecer las varia
ciones del sistema debido a los cambios‘de sus parémetros
v esta es una razén fundamental para el usgo de la reall -
mentacién para lo cual sole se necesita conocer el rango
de variacién de estos pardmetros.

Lo que‘se acaba de discutir corresponde a la in-
fluencia interna sobre el sistema (debido a sus elementos]),
pero como sabemos todo componente tambidn estéd sujeto a se
flales de ruido, vale decir a fuentes externas las cuales
se deben. al medio ambilente que rodéé al sistema, por ejem-
plo el zumbido produdido por la red de 60 c/s en 1los ampli

ficadores de audlo.

S# se conoce exactamente las seﬁales de ruido ex
ternas (llamemos externas puesto gque pueden ger representa
das por una‘fuénte) entonces podriamos neutralizar su efec
to por medio de‘otra fuente exactamente igual ¥ que actﬁé

en sentido inverso, lo cual es muy dificil hacerlo puesto
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qQue ignoramos la naturaleza exacta de las fuentes de ruido,
v entonces la Ynica solucidn es el émpleo de,la’realimenta
~¢idn. )
La n0-linealidad de los parédmetros puede ser su-
perada por medio de elemendtos cuya no-limealidad Sea tal
que tengamos como resultado una respuesta lineal,siempre v
cuando se conozca exactamente laﬁ naturaleza no-lineal del
elemento, pero como no la conocembs entonces se emplea de
nuevo la realimentacidn.
También se usa la realimentacién para cambiar el
nivel de impedancia de salida del sistema y proporcionar u
na buena regulacidén, esto es,' 8i la carga fluctya se debe
mantener congtante o el voltaje o la corriente. De nuevo
ugamos realimentacidén puésto gue desconocemos las varia -
ciones de la carga. 7 |
En resumen podemos decir:
(1) Se usa realimentacién para compensar las varia
ciones desconocidas del sistema. |
(2) Se usa réalimentacién para compensar las varia
ciones del medio embiente désconocido al sistema.
(3) Se usa realimentacién para aprovechar el cam -
bio en las caractéristioas estdticas y dindmicas de un e-

lemento cuando se aplica realimentacidn que cuando actua

solo. _
F1 punto (3) todavia no lo hemos discutido.
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Supongamos que se tiene un.sistema inestable, es
to es que posee por lo menos un polo en la parte derecha
del pleno complejo en donde'se rejreSenta la funcién de

transferencia. Queremos eliminar su inestabilidad.

! Bn la fig 3-6.1 la trans-

ferencia es: ,
Xo ‘ A A

| - T -

E &E, 5& A X | l-_l +AB  1+3T
| L _ﬁLk 'ﬁ:]  en donde la diferencia de
—E retorno F = 1 + L ‘tiene
ng 3-—6)/ pof lo menos un cero en la

perte derecha del plano

complejo. 81 estos ceros.sonrcénocidos entonces se puede ha
cer que la funcién A tenga ceros tal que se cancele con los.
de F dando asf{ una funcidn de transferencia estable y el
gistema quedabiaxcomone indica én la fig 3-6.2 en donde G
contiene los ceros que cancéla',a los de P, La fuente D es
la productora ae ruidos‘Que siempre es inherente a fodo sig
tema. ‘ | ‘_ | ‘ |

Aun a ﬁesar de ei valor que tenga Gl no se puede’

eliminar la‘inestabilidad,debido a la fuente D entonces de-

ber{amos programar la en -
tradé Xi para que su efeé-
to se cancele con el dé la

fuente D, esto presupone

el conocimiento completo

Fio 3-62
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de las seﬁales—ruido,rmés aﬁn,'los ceros de Gl Yy Flson vg-
riables debido a los cembios paramétricos de los elementos
¥ no pueden cancelérse, nuevamente se tendrd que utilizar
realimenfaciéﬁ para eliminar lé inestabilidead.

Hesta aquf heﬁos.visto‘que la reélimentaéién es
inevitable en,sistema'donde se sébe muy poco de sus varia-
ciones parémétricas y de su medio ambiente, en realidad
no solo‘se aplica en este sentido sino también cuando se
trate de elementos*de.vériaéién‘conocida'como puede ser en
el caso de una red pésivé en donde sé desee cambiar el ni-

vel de impedancia en la salida.

A
(53
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4.~ CRITERIOS DE ESTABILIDAD

4-1. ANATISIS CLASICO

| El problema de la. establlidad es- de importancta
fundamental en los 81stemas reallmentados, vamos a congi-
derar en esta seccidn los criterios que se utilizan para
determinar si un sistema es estable 0 no. Luego desarro -
llaremos algunas ideas para que el slstema, en caso de que
esté inestable se lo pueda hacer estable.

Un sistéma es inestable si al apiicar a su entra
da uné funcidn excitacidén finita la respdesta tiende a in-
fimito a medida que aumenta el tiempo.

Hemos visto que 1a‘fqncién de transferencia de

un gistema, es en general:

M = Xo = % . + kt01tos - (4"l'1)
ol :
X 1 - ktcs
en donde todas las transmisiones tij - son funciones de la

frecuencia compleja s. Vamos a considerar el caso de que

" todas las transmisiones tij tienen sus raices en la parte

izquierda del plano complejo.

La ecuacién (4-1.1) se puede expréser en la for-

X Alsmj+ Azsm‘l +oeee + A g8+ A (4-1.2)

= n n-1
X5 B.s + Bos + ... + By 18 + By




—67~
de donde: |
n n-1 —
(Bys™ + Bys + .+ Bn_1@+ B,) X (s)=
m . m-1
+ Azs +

| - (4-1.3)
en la cual el miembro de la derecha es la funcidn de entra
da del sistema y por lo tanto representa el estado estable
(o estacionario) del sistema, o sea que, corresponde a la
forma de la funéidn de regspuesta cuando ha transcurrido un
tiempo grande tal que todo estado transitorio se haya eli-
minado {con la condicidn de gue el sistema total sea esta-
blef. El miembro de la izguierda de la ecuacién 4-1.3 co -
rresponde al estado transitorio del sistema, por lo tanto,

para analizar la estgbilided solo nos interesa este miem-

bro¥

n n-1
+ st

., s
18 + ... + B .87 + B )X (8) =0

(4-1.4)

(B

'gi las raices complejas de la ecuacidén 4-1.4 son 8y £

8,1 £ ... 2 s, entonces, la respuesta transitoria es:
-8Rt sRoit s t

| o ]
x,(t) =Ke  + K ;e + ... + Ke

(4-1.5)

siendo K, K, 1, -+, K] constantes.

. ’
De esta ecuacién observamos que si una o més ral

ces tienen su parte real positiva, entonces xo(t) creceré
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| sin 1imite a medida que suments el tiempo y el sistemsa sé—
r4 inestable. De aqui deducimos que la condiciénrneceSaria
¥ suficiente para que un sistema 11neal sea estable es que
la parte real de toda raiz de la ecuacién caracterlstloa
(4-1.4) debe ser negativa. Si una raiz Permanece en el eje
imaginario dél'plano compléjo el sistema es oscilatorio y
| por definicidn, 1o‘cohsideramos iﬁeétable, excepcién‘hecha
cuando la raiz se encuentre en el origén‘del.plano. | |
Si las rafces de la ecuacién (4-1.4) no son to -
das desiguales entonces encontraremos.una ecuacidén del tipo
de la (4-1.5) pero uno o'més'dé susrtérminos apareceraﬁ mul
tiplicados por t, de todas maneras, lag conclusiones a las
que se llegan serén las mismas. Hay queihacer notar elrcasd
bor ejemplo de que si = 52'= Ja, el sistema no es Qénilatg

rio sino m4s bien claramente inestable.

4~2. CRITERIO DE ROUTH - HURWITZ

| Del pérrafo'anterior se deduce facilmente que el
factor que determina la estabilidad del'sistema_es el deng
minador aé la eéuacidn 4—1.1, o sea si logrgmos 6btener
sus raices, el problemalésté resuelto. Pero sucede que si
el sistema es de un orden mayor gue 2 013, entonoeé ja no
es fdcil encontrar las raices dgrla éduacién (4-1.4), por
lo tanto se debe recurrir a métodos méé>séncillos que el
Ta ecuacién caracteristica del sisteﬁa es:
n-1 +B__.sl + B =0 (4-1.5)

n
Bys + B,s e N1

anterior.



-~

69—

81 (4-1.5) nos representa un sistema estable, la

.primera condicidn que debe satisfacer es que todos sus coe

ficientes B sean del mismo signo, esto se debe a qué las
raices de (4-1.5) son del tipo: ,
(s +a) 6 (s+a)?+12 (4-1.6)

en donde a > 0. Si se cumple que todas las raices son ne—
gativas, entonces la multiplicacidén de todos los términos

(4 - l.6)_para'obtener (4-1.5) ﬁo puede darnos un término

-negativo como coeficiente B.

Podemos fambién’déduéif‘que"si en la ecuaciSn
(4—1.5) falta algdn términoij,mquiére decir que existe
una raiz posifi#ar(acio). |
' '.En}resﬁmen'difemos qﬁgguné,éondicidn nécesaria»
pero no suficiente pafa'que (4-1.5)'tenga raices no-posi-
tivas es que todos los coeficientes B tengan ei mismo sig
no y ademés debe,sef completa. |

Para encontrar la condicién suficiente que (4-

1.5) debe oumplir, procedemos de la siguiente forma, pri-

mero ordenamos los coeficientes B en la forma

By Bz | By cheeas

32 34 B6 cree e

01 , 03 ’ 65 e

Cy Cy Ce Vaeeae (4-1.6)
Dl -33 35 ......

D, D, D¢ crens
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en donde:
~ B.B. - B.B -
e R BoBs -~ ByBg
B2 BZ
0184 - BaB3 o = U186 — BxCs
Co = ! 4 - v
C1 | 1
C203 - Clc4.‘ 0205 - C1Cq .
Dl = H :D3 = sa .
Co  Co
(4-1.7)

Esta forma de proceder terminard cuando encon -
tramos un término cero. | | |

Para satlsfacer-la cond1c16n de estabilidad, to
dos los términos de la primera columna de (4-=1.6) deben

ser del mismo 51gno

Si- ex1ste un térmlno de 51gno contrarlo al de los
otros términos, entonces nos indica que el sistema es ines—
tablé, y el ndmero de raices positivas que tiene el giligtema
serd igual al nﬁmerb,de cambios de signo que presensen los
términos de la prlmera columna

Sl un término cualqulera de- la primera columna Té
sulta cero, entonces se lo reemplaza por un ‘£> 0 y se pro

cede en idéntica forma. )
Egte método esmucho méds gimple que el anterlor i$
puesto que no requiere el conocimiénto de las raices de la'

ecuacidén, sirve para un chequeo rdpido de la estabilidad del

gistema.



=T1l=-
4~3.2) CRITERIO DE NYQUIST ’

Con los métodos anterioieérlo ﬁnico que se pue-
de determinar es si el sistema es o mno estable, pero no
nos indica ngda sobre lo gue uno debe hacer para volver‘
estable a un sistema inestable.

En este resbecto, el criterio de-Nyquist es una
herramienta'ﬁuy dtil, puesto que nos indiéa de unsa maﬁera
general como modificar (aumentaf,una fed de compensacién)
para que la respuesta tenga determinadas_caracteristicas;

Una derivacidén riguroza del criterio de Nyquist
sé puede hacerla a partir del cdlculo ‘de'Residuos en va-
riable compleja{ _ |

Suponiéndo conocido los fundamentos del cdlculo
de-los Residuos, podemos congiderar que existe una fun -

cidn comﬁleja f(s), y tal que:
£(s) ﬁlf(s)l_ oJ ang f(s) | (4-3.1)

Siendo |f£(s)| la magnitud y ang f£(s) el d4ngulo de £(s).
Vemos a tomar el logaritmo de 4-3.1 y obtener su deriva-

da con respecto a s.

alne(s) _aln £(s) | <X (ang 2(s)) (4-3.2)
ds ds ds . '

Supongamos ahorz un contorno cerrado en el pla

no s, entonces la‘iniegfal cerréda de C4—3.2) serd:

é._&&iiél ds = ﬂ- f(s) ds + Jé;—— (ang £(s))ds —é——i—lds

(4=3.3)
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Puegto que en el pléno s principiamos j’terminaﬁ
'mos en el mismo punto,_entonces la integrél cerrada de 1la
derivada del logaritmo de la magnitud de f(s) serd cero,
quedéndqnos unicémenté,la’integrai cerrada de la derivada

del éngulO'de f(s), o sea:
Eg__f;m o = 3 aug 2(a) = § ELD as (4se)
(s) )

en donde Ang f(s) es el éngulo de f(s) resultante de la
integracidén cerrada. |

Pof el teorema de los Residuos de Gauchy; el miem
bro de la derecha de la expresidén (4~3.4) representa:

é——iﬁl ds = 2Tj _}: (ry + T, + ces) (4-3.5) -

f(s)

en donde Ty» T, -« , son los residuos de f£'(s)/f(s) en
el contorno cerrado.
Vamos a considerar, .como caso general que f(s)

es de la forma:

£(s) = (s - 50" (&) ;  (4-3.5)

éntonces: fr(s) = n(s - So) n-1 g(s) + (s - So)n g'(s)
| - | (4-3.6)
£1(a) __n_ 4 &'(s) |
f(s) s -~s8, - &(s) | o (4-3.7)

. en donde n es un residuo de £'(s)/£(s).
8i n >0, vemos en 4- 3 5 que f(s) tiene por lo menos un ce-

ro de orden n, esto nos da,’ segﬁn 4-3.7 un residuo de va -
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lor n. Similarmente si n< o, en 4-3.5 vemos que f(s) tie-
ne un pelo de orden n, pero que‘segﬁn 4-3.7 nos represen-
ta un residuo de valor -n. he esto se deduce que si Z es
el ndmero de ceros y P el némero de pelos de f£(s) en un

contorno cerrado determinado, entonces de la expresidn

(4~3.4) y (4-3.5) se deduce que:

Ang £(s) = 277(% - ) (4-3.8)

®n resumen diremos‘que gi £ = £(s) y si en el
plano s se toma una irayectoria'cerrada en un sentido da-
do tal que encierre %Z ceros y P polos de f(s), el corres-
pondiente contorno cerrado del planc f encerrard el otrigen
Z - P veces, en el mismo sentido. ‘

Vamos aplicar el qdncepto anterior a log éiste—
mas realimentados.

Hemos visto que la funcidn de transferencia vie-
ne dada por 1la expresiéh general 4-1.1, en la cuallstpone—
mos que todas lgs transmisiones tij(s) son estables, o sea
que tienen sus puntos'criticosl(polos o ceros) en la parte
izquierda del plano complejo. En estas condiciones, el sis
tema en lazo abierto debe ser estable. Pero el sistema en
lazo cerrado puede Convertirse en inestable dependiendo de

la posicidén de los ceros de la funcién caracteristica 1 -

Pare determinar si 1 + L (s)‘tiene ceros en la

parte derecha del plaho complejo tomamos une trayectoria
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semicircular en el plano s con un radio R_dirigidé‘sélo en
la parte derecha del plano complejo, ¥y aumentamoé R ten -
diendo a infinito. E1 correspondiente diagrama de le fun -
cién 1 + L(s) encerrard al origen % - P veces en el mismo
sentido en que se recorrid el contorno en el planc s. Pues
to que L(s) es una funcidén estable, sus polos estardn en
la parte izquierdae del plano coﬁplejo,'entonces no existen
polos. de 1 + L(s)_en el lado derecho del plano,‘de este ma
nera el ndmero de veceé gue la funcién 1 + L(s) eﬁcierra el
origen serd igual al nidmero de ceros dé 1 + IL(s) en el pla-
no derecho, esto es equlvalente a de01r que el nﬁmero de ce
ros gque tlene la funcién 1 + L(s) en la parte derecha del
plano es 1gua1 al nifmero de veces gue la funcidn: L(jw) en-

clerra al punto - .1 + 30 en la misma direccidn que se reco-

rrid el contorno cerrado del plano ‘8.

Sies que el eje imagi
nario contiene algunos
polos de las trensmisio

nes entonces se los de

_o- " be evitar por medio de

semicirculos de radio

muy pegquedo.
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-4-3.b) MARGENES DE ESTABILIDAD

si efl lugar de I(s) no encierra al punto
-1+ jO, el sistema es estable (Z = 0), pero esto, aﬁn—
que matematicamente es cofrecto, no nos puede decir"que
gi por cualquiep causa el sistema puede volverse inesta-
ble, pntonbes es necesario establecer los denominados
mérgenes de ganancia y de fase.

Supongamos que aumenta la

ganancia del sistema, esto
' significa gue el punto A
se acerca al punto ¢ y el
sistema se hace menog esta
ble cada vez, si A estd muy
préximo a C, matematicamen-—
te el sistema es estable,

pero tendrd una salida muy

grande: por lo tatl se de-

)

fine como margen ganancia

Fro 4-3,2 a la ganancia que ge debe
>

B aumentar al gistema para

que se vuelva inestable
(A = 0C) j‘se expresh en decibeles; o sea segin la fig.
4-3.2 tenemos:

Margen de génancia = 20 1gy g —_l—_* (4-%.9)
OA
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Similaimente se define margen de fase como el
dngulo que se debefaﬁmenféf:cﬁando ‘L(jW)\ =1 para que:’.
el sistema se vuelva inéstable,‘o sea segln 4-3.2
¥ = 180° + © . (4-3.10)
Para disefio se uti1iza normalmente'un valor de

mirgen de ganancla de 12 db- y de margen de fase de 60°.

4~3.c) DIAGRAMAS EN BL PLANO OOMPLEJO PARA UN’SISTEMA REA—
LIMENTADO |

~ Consideremos el caso en que se aplica a un s1s
tema de control una onda 51nu301da1 entonces, una vez
que cese el es@ado tran51tor10, todas-las vériables del
éistema adquirirén la“ﬁisma-f?ecuenqia que la entrada pe-
. ro con un. defasamlento., _ IR o o

En el 51s+ema de la figura (4~ 3. 3) es un con-

trol‘autométlco ‘elemental en donde la selida es compara—:

da dlrectamente con 1a entrada

, - Cf{w
R(19) o ELW) G(jw )

1
;
|
\
!
i

Fig 4-33

i
[ - .
Tas ecuaolones que determlnan el oomportamlento del 31ste

ma sons

Cli®) - a(5w) ‘= .\G(jm)\-eje  (4-3.11)
E(jw) , S :
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R(jw) - o(jw) = B(jw) (4-3.12)
En 1a ecuaciSn 4-%3.12 cada componente representa
un fasor, por 1o‘tanto es uha resta fasorisl.

La funcidn de transferencia es:

C(jw) _ (W) _ e

-3.,1
R(jw) 1+ a(3a) (4-3.15)

en donde M es la magnitud de la funcién de transferencia y
(X es el defasamiento entre la salida con relacidén a la
entrada, medido en el sentido directo.

Otra relacidén muy importante es la dada por:

Bljw) _ -1 . " (4-3.14)

R(jW) 1+ G(jw)

en donde E(jw) es el error qué alimenta a la transmisidn ai

recta. Cada una de las ecuaciones nombradas tienen una in -

terpretacién muy sencllla en el plano complejo (fig 4-3.4).

5
0
Q.
jo/ \ R, o
§= 1+ G{jw) C
A - C
Gw) R Fig 4'“3_,4-
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De la figura anterior y de las ecuaciones vemos geometri-

camente que:

.-

o(jw) . oA _ i
R(jw) 4B © (4-3.15)
B(jw) _ _1 - | "

R(3W) = (4-3.16)

4-3.d) DESARROLLO DEL LUGAR GEOMETRICO DE LAS CONSTANTES
wy . o - |
De la figura 4-3.4 y de la ecuacién 4-3.15 ge
observa que para cada punto A del plano complejo existe
una magnitud M y un dngulo & ésociados. Vamos a buscar

estos valores de M y X a través de todo el plano. De la

ecuacién 4-3.13, se ve que:

M = \ G(J®) ‘ (4-3.17)
: 1+ a(jw) ,
En general: G(jw) = x.+ Jy ' ($a3.18)
) Y2
0 sea dues X + Jy xz +,y2 ];
| @)+ Iy | L+ R+ 3
gue resolviendo tenemos queé ‘
2
2
H 2 ( it )
X - + = (4'-3019)
( 1 - Mz) A P

que nos representa una familia de circunferencias de cen

tro en x = Mz/(l - MZ), y = 0, y de radio \M/(l - MZ)\



~79-
Similarmente para el dngulo O , tenemos:

EL) R I b SR L

R(jW) x + 1+ Jy (4~3.20)
‘ S _ SR
X =tg* - - tg*
x ' L + x
y .
de donde: P = tgl(= X ?I X Y
1+ —F 'x2+x+y2 (4-3.21)
x(1 + x) : :
Desarrollando (4-3.21) se encuentra que:
1,2 12 _ 17941

(x+=)"+ (y-=y==TF= (4-3.22
21>) 4 P | 22)

que nos representa una familia de circunferencias con cen-

2 13
troen x = - Y2; y = 1/@ P)y radio (1/2E~P—+2L—§/2 .
: P

De esta manera, dada una M y una P (o gea O} se
puede encobtrar a que'pﬁnto del plano complejo corresponde.
Si se tiene el gfafico de G{jw), superimpuesto al plano com
plejo en donde se hallen dibujados los lugares geométricos
de My & , se puede leer directamente cual es la magnitud
y el dngulo de fase, para cada frecuencia del sistema en la
Z0 cerrédo,'con ésto sé.puede determinar el valor méximo de
MP ¥y la frecuenciaﬂ)P a la que ocurre (resonancia). En

le. parte IT del presente trabajo se encontrarén ejemplos

pricticos de este caso.
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v

Fig 435 e

4~4. CRITERIO DE BSTABILIDAD FOR MEDIO DEL GRAFICO POLAR .
INVERSO N |
E gréfico polar (diagrama de Nyquist) de G(jw)
junto con su respuesta en lazo cerrado se vuelve complica
do para sistemas un poco grandes, puesto que la construc—
cidn del lugar de M y X es tedioso. Se ha_desérrollado un
método que es més sencillo qﬁe el anterior y que puede in
dicarnos més ciaramente'lasvcaracteristicas salientes de

un central automdtico.
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Consideremos el sistemé dé‘la fig 4-4.1, en donde:
o+ Bl (e
Rfis)— J 6(jw) =)
Hjw) ———
Le) Fig 4-4/
la funﬁiégﬁae'tréﬁsférenciéwéég ; B
c(w) _ ___ e(yw) - (4-4.1)
R(jW) 1 + G(JW)E(W) T
‘la inversa es simplemente: . |
RGO _ 1 m(qa) (4-4.2)

c(iw)  a(iw

'~ en la cual una funcidn -de la transmisién directa:y la trang

migidén inversa aparecen cOomo términos separados, ¥

ge pue-

de determinar el efecto separado de cada transmisién sobre

la relacién R/C. | _
" Puesto que lﬂg(aw) es conoclda, se puede

erncon -

trar la funclén H(jw) para los requerlmentos de egtabilidad

y exactltud requerldos : ‘

Para conocer la establlldad del slstema,
mos en el plano 8 une trayectorla cerrada tal como
dicada en la fig 4—3 l y dibujamos la fun016n.R/C.

la ecuacidn 4-4.2 denomlnamos &, v Gp el nimeroc de

elegi-
la in-
Si en

ceros y

polos de G(jw), Z,-H' €1 ndmero de ceros y polos de H(gw),

L
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¥ Z el mimero de ceros de 1 + G(jW)H(jw), entonces si N
es el mimero de veces que el diagrama R/C encierra al o-

. rigen girando en sentido directo se tiene:
N = GZ + % -2 _ ' (4"‘4-3) 7

esto se puede ver facilmente pﬁesto Que los polos de R/C
constituyen los ceros de G(jw) y los polos de H(jw), ¥
los ceros de R/C son 1os ceros dé,l + G(JWH(jW). Bn es-
te caso los céros 2 se reétan por elegii laAtrayeotdrié
én'el plano R/C inversa a la del plano s. Para que el
sistema sea estable 72 debe ser igual a cero.

Si en la expresidn (4—4.2) H(jlW) hacemos unita

ria entonces:

BRGY) _ 1 L 1 - )
o Tam T T _(4 4.4)

que es més sencilla que la expresién (4-3.13) en donde M

'y  tienen las mismas definiciones dadas anteriormente.

— = X + jy, entonces el lﬁgar
de ——— 1resulta ser una familia de circunferencias con

M : :
centro en - 1 + jO y radio 1/M; y el dngulo - X serdn

S5i hacemos

simplemente'liheas rectas'que parten del punto -1 + jO.

Si es que el sistema no es de realimentacidn
unitaria, entoncéé‘ée diﬁujéﬁfsepagadamenje las curvas
de —i- y H(jw) y se suman fasorialmente para cada Wy

G(jw) = . ‘ | |
se tiene asi R/C. Los circulos 1/M serén en este caso



‘ -85~
concéntricos al origen en lugar de ser a - 1 +. jO, similar
mente el lugar de -~ X serd una familia de lineas rectas gue

parten del origen.

—

L -] —an .
rvin ~-X=90 Al
—=(35" M =45
=3/4
=2
!
&(3w) =4
N
I+0 0
~U=—/35° =5
—~tc=-90° .
Fig 4~42

4-5. DIAGRAMA DE BODE | 7 _
Para aplicar el criterio de Nyquist hemos visto
que es necesario tener'eligréficbipblar de le funcidn L(jw)=

-kt jw), pero esto puede hacerse de una manera mucho mas

cs( '
fdeil, si es que en lugar de un solo grédfico tenemos dos,

uno.que nos de la magnitud de L(jw) expresada en decibeles
contra logl, y el otro que nos de Ang L(jW) contra lgw |,

que son los diagramas de Bode.
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La funcidn L(s) ruede expresarse en la forma:
(s) = KM (s + 23)
(s + p;)

de donde se ve facilmente que:

2071 & ; \_ ' S 0. i S |
2010 | 23w = 201g, ok +2{201g10\3uj+ Zi\—§:201g10\3w+Jpj\

.Ang I:(.j(,U) = ang k ji-ZaI‘C tg wo '—Zarc tg w
. 7 . 24 ! pj _
| ' (4-5.2)
De lo arﬂ:erior- dedcimos que los diagramas de Bo-
de gon representaviones més convenientes del diagrama de
_ Nyquist, y por lo taﬁto egtard sujeto a las mismas condi-
c'io,nes,. esto es, L{jW debe ser estable y debe tender a cg
ro cuando Wtiende a infinito. |
| Gonsidelremo‘s‘ el térm;Lno (s + Zi)’ eﬁton_ces Zi
puede ser real puro o complejo, éupongamoslo real. Si
‘w2 << Zi2 lé,‘magnifud cl'e"este férnm’.no-es 20 rngu2 + zjz_)'/z&,'g/
L mwaggsmrepxs.@«@wvamrg%a:cwﬁ (fig 4-5.1)

a ?m lb}:fuqf

L 20 db

}%rw

% p— ofecada, ———
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pero si w2 §>Z§ entonces la magnitud es: 20 1g(m2 + Zg)y%y
20 1lgW que es una linea recta de pendiente 20 db por dé-
cada. De esta manera se tienén la proximacidbén asinténica a
la curva de magnitud. Para que el gréfico sea més exacto,
se puede calcular en glgunos puntos convenientes el error

que se comete. Asi por ejemplo para W) = 7 se tiene: 20 lg

i
@2 + 22)7% = 20 1g/7Zi=nfpat 20 1g V2 = 20 1g 7; + 3, sien
~do el error de 3 db, esto quiere decir que para W= Z; la |
curva pasa 3 db méé arriba de lo dibujado por las asinto-r
tags. Este es el error méximo‘que'se puede cometer en la a-
proximacién asintética.

Si en lugar de tomar un cero de L(s), considera-
mos.un polo de L(s) tal como (s + pj), las conélusiones a
las que se llegan serdn parecidas a la anterior, con la di
. ferencia que la pendiente de la asintota de altas frecuen-
.cias serd negativa.

Es‘muy importahte notar que para los puntos W=
Zi; o W= pj ge tiene»un cambio brusco de direccién’de las
asintotas, razén por la cual se denominan frecuencias de

quiebre. Lias pendientes de las aproximaciones asintéticas

solo pueden ser miltiplos de 20 db .-por década, (por ejemplo

0. * 20, * 40, + 60, + ... db por década)
? . .

Para dibujar el diagrema de fase similarmente po-

demos aproximarle por medio de rectas. Para & muy préximo

‘ - w - S -1 14 o

a cero se tiene 1tg 1 E‘-ﬁ0° y paraWmuy grande tg ET n8o°.
1 i
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Fasa
- ot |
1 {
|

I |
| "
i o r > %w
: XL _

Frg 4-52

‘Similarmente podemos hacer correcciones para al
gunos valores, adecuados de frecuencia, . pero la aproxiﬁa—
cidén en linea recta es muy buena, espécialmente prara fre-
cuencias medias alrededor de W= 25.

Haste ahora hemos dicho que fa.nto Zi ¢como Pj gon
reales, pero consideremos el caso en el que se tiene el fac
toxr: ]./(s2 + 2fwns +wn»2v)‘ e'l cual.eviden‘belmen‘te tiene dos
raices complejas co_njug'adas. 8i la frecuencia W es ‘mu;y' re
quefla la magni“tud serd aproximadamen‘be‘ - 20 1lg wi y que
nos representa un valor consﬁan‘te. Si W es grailde, lra mag
nitud serd - 20 lg uJE, Que.es una linea inclinada ‘dev—40
db pov década de péndiente; Las dos aproximaciones asin‘td—

ticas se encuentran en (J):b.\n(fig 4-5.3).

_ JpM o =005

f=07
.?dpug,z v /\
W ‘
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Para‘frecﬁéncias cercamnas a (On » la aproxima -
cidn asintética‘resulta muy deficiente, especialmente si;f
es pequefio. Se han eleborado grdficos de correccidn para
cada valor de { y de esta manera we puede encontrar ecur-
vas exactas. As{ por ejemplo para QJAQ = 0.8y §=o0, 2
la correccidn que se debe hacer es de: 6 .3db.

Para la fase similarmente se tienen curvas ela-
boradas para cada valor de f .

En la parte II sge encuentran ejemplos préctibos

del uso de estos diagramas.

4-6. LA TABLA DE‘NICHOLS
Resulta ®til el gréfico de M y ¢{ en funcidbn de

la amplitud en decibeles contra el dngulo de fase.

Consideremos la funcidn de transferencia directa:

e(iw) = |eiw| . eI(mer) (4-6.1)
en donde Y es el margen de fase. De esta manera la funcién

de transferencia del sistema unitario realimentado es:

c(aw) _ _ e@w) _ leGuwl o3 (T+5) el
R(j6) 1 +6(ju) 1+ |e(jw)|edTHY 1‘~1G(Jw | 33‘

C(JU)l = | 1 S - ) 1 ‘ . (4-6 2)
R(jh) 1 - 8=-d¥ 1 _ _cosy o eny
el jeGiw)) 7 \e(iw)]

de donde la magniﬁud y éngulo de fase son:
| 1

uw= B
B YRR e R
| | (4-6.3)
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sn ¥
' (4-6.4)

cosy~ |a(jw)

.CA = arc tg

Estas ecuaciones representan elipses y pardbo -
las en el plaho de ganancia de fase'y‘margen de fase.Este

gréfico se le conoce con el nombre de Tabla de Nichols en

‘honor a su inventor. ¥n el grdfico anterior se puede super

imponer la magnitud y el dngulo de margen de fase de la
funcién en lazo abierto, de donde se determina los valo -
res de magnitud y margen de fase para el sistems en lazo

cerrado.

4-7. EL METODO DEL LUGAR DE LAS RAICES

En los métodos anteriores solo se utilizdé 1lsa
frecuencia reai, 0o sea s = jg;, pe#o hoy wamos a esta-
blecer un método mds general en donde la frecuencia s

es compleja.

La ecuacidén caracteristica que determina la es-

tabilidad ael gistema es: 1 - kit = 0, entonces vamos

cs
a congiderar las posiciones gue ocupan las raices de esta

ecuacién para cada valorrcaraoteristico de la ganancia k
del sistema. Conocidas las raides se puede determinar fa-
cilmente el comportamiento del sistema, su giado de esta-
bilidad etc.

Se han desarrollado una serie delteoremas muy
simples para la_éonstruccién del lugar de las raices duag

do k¥ varfa - a + @ . Por definicidén tenemos que:
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- toa(®) ~B(a) =Bl (4-7.1)

y puesto que n(s) y d(s) puede descomponerse en una serie

de productos, entonces la ecuacidn caracteristica seri:

1 -k, (8) =1+ kB(a) =1 +Xk ‘ il - ¢

(4-7.2)
en donde se trata de averiguér como varian las raices de-
(4-7.2) cuando k varia de -~ ma + ® .

Los teoremas que a continuacidén se nombran sir-
ven para O<k < ® pero pueden extenderse para el caso
de k negativp. , |
TEOREMA 1. E1 himero de raices de 1 + kB(s) = O para un de
terminado vélor de k es igual al mayor grado entre n(s) ¥y
a(s).

En efecto, el grado de la ecuacién 0 = d(s) +
" kn(s) serd igual al exponente mayor entre d(s) y n(s) y es
te a su vez determina el mimero de raices de la ecuacién.
 TEOREMA 2. El lugar de las raices son curvas continuas. E-
videntemente, para un pequefio incremento de k se tiene una
variacidén pequéﬁa del lugar de las raices, de donde ée de—~
duce también que las tangéntes a la éurva serén continuas
en cada punto, excepcidén hecha en los puntos en donde kX = 0

B'(s) = 0, B(s) = c© , esto se ve fdcilmente diferenciando

le ecuacidén (4-7.2) .

-1 = kB(s) —>
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=> 0 = XB"(s) + B(s) L :£> 48 _ . B(s) (4-7.3)
| ds - dk kB'(8)

TEOREMA 3. El lugar de las raices principia en los polds Vg
termina en los ceros de B(s). |
| Esto se ve facilmente de la ecuacidén d(s) + ¥n(s)
= 0., Cuando k_= 0 las ratées gon dadas por d(é); pero la ﬁig
ma expresidén si k # @ se puede egscribir en la forma
l-d(s) + n(s) = O, i k —> @ ‘enfonces L-—‘.>O quedan
go unicamente n(s) como lasvraibeé de la ecugcién.
TEOREMA 4. Si B(s):tiene‘p‘polés Yy Z ceros, entonces B(s)
tiene p - 2 = e ceros en el infinito siempre que p‘> Z3
o tiene z - p = e polbs en el infinito siempre que z @ DP.
En efecto ai pof lo menos exisﬁe un polo més gue un cero,
cuando 8-> @ la‘ funcidn tiende a cero, 0 sea S5 -30 es
un cero de la fuﬁcién.‘ |
Bl nimero de ceros es ;gual,al ndmero de polos
incluyendo los del infinito. | |
' TEOREMA S;VVémoé a establecer la pendiente del lugér de ..
las raices cuand o k—aéo,i Supongamdé que P>z O sea
p - 2 = e, la ecuacién caracteristica es: |
Z z-1

8 + nls + s
‘ ‘ (4-7.4)

0=14+kB(g) =1+ k- , :
gZte Plsz+e—l+._

dividiendo n(s) para d(s) -se tiene:

4 -~
. - 1 1~ ™ _
0=1+%k ‘ il + ....s (4~7.5)

e
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“En la ecuacidn (4-7. 5) vamos a establecer algu-
mas aproximaciones cuando 8.-50. Supongamos una primera av

proxlma016n a (4-~7. 5 como:

0=1+k — ” (4-7.6)

entonces para k >0 se tiene:

s> = s%5- k => efs —> (2r + 1)17(4-7.7)
en donde 8 es el &ngulo devlé frecusndia s. Si k < 0,
entonces se tiene:
_ ’eb;-~4>  2r]yy | (4-7.8)
En el 1limite, el éngulo de s serd:

k>0 = |[s - 2r + 1T

e | (4-7.9)
1C<Q‘=>,Ei= _giﬂ;_.
, e
en dbn@e r = O.‘l, 2y vevey e - 1.

L.as ecuaciones (4-7.9) répresentan las direccio
- neg de las asintotas al infinito.

TEOREMA 6. Las asintotas al infinito se encuentran eniél

centroide de B(s).
La primera aproximacidén de la ecuacidén (4-7.5)
nos dié el dngulo de las asintotas al infinito. Vamos a

determlnar una meaor aprox1macldn, o sea tomamos otro tér

mino de la (4-7 5) esto es:

' 1 : d, - n -
, ' 1 1
S——)CD @ 0=14+Xk E _—Be - ‘se‘l?l. ‘X
' (4-7.10)
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7

—-g2.

En esta ecuacidn dl representa la suma de los
valores de los polos de B(s) y n, representa la guma de

los valores de los déeros de-B(s)r

‘si llamamos ® ;‘dl - nl~,~ehtoncgs,la ecggcién (457,10)

puede expresarse en la-forma:

N N ‘
s° " + k(s ~ E) - C (4~7.11)
Supongamos un valor 8 = s Que satisface (4-7.

11) y que tiene un éngulo E)('fig‘ 4-7.1), entonces se tie

0

ne: ' _
(e + 1) 0 - [;,k +./So -8B
|
'i AW
: A
o
y 6/e
I )
ll H
? % 0 e R
| P o & B sl |
Fre 4-%/ I
e - N
k>0 =(e +1)8 = (2r + 1)7 + {so -E (4-7.12)

s, - E es un vector tal como el indicado por BA en la

fig 4+7.1, con un 4ngulo H' = D +&, luego de 4-7.12 se

deduce que:

g lereyy s (4-7.13)

e e
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de esta e_xpresidn observamos que si 34 0 la asin‘tota de
pendiente (2r + 1) 'IT/e“'-i..: ep no pasa por el orlgen.

Supo;igamos que sea P el puntb de cruce de 1la
~agintota con el eje real, ‘éh’conc;es aplicéndo la ley de los

senos de trigonometrfa se tiene en 1la fig 4;7,1 que:

'sné _ _en(18029)
B 04
sn® an%/e
0OA  O0F
de donde: sen S _ 5n(180 -~ 6) 'sn;g/e
E : 'snéé , oP
> o 9,
sn° L. .89 and/e
' - Op sn @ o
b
como el punto so es muy leJano @ se aprox1ma a Qx),
snd a0 S ; sn 5>/e « /e, de donde:
| $ 1 b =
- - = @ = —E (4-7.14)

E 0P e ‘, - e
Pue'stor qu.e B = dl - nl , el cruce de la'as:l‘.n'bota con el e-

je real sera:

. d] - nq _ Zpolos de B(as) Zceros de B(s)
e ZNO polos de B(s) —ZNO ceros de B(s)

(4-7. 15)

Al pun‘to P se 1o llama el centroide de B{g) pues‘bo'
que la expresién (4-7.15) en muy anéloga al centro de masas

que se usa en mecénica.
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TEOREMA 7. Partes del eje real que forman el lugar de las

raices.
De 1la ecuapiﬁn caracterfstica 1 + kB(s) =
ge tiene: - , .
|B(s)| = \-L\ - (4~7.16)
. . k 4,‘
k>0 =—=> B(a) = (2r+ 1T C(4-7.17)
k<0 = [/B(s) = 2r7 S (4-7.18)

“de donde r =1, 2, 3, v.u., € =1 |

Gonsideremos el caso dekdos pOloS'ofcerosudé B(é)
complejas conjugadas, gl s es‘un punto del e%e real, sus
dngulos se cancelardn mutuamente y estas rafces’ ‘no contrl-

bulrén en nada al éngulo de B(s), (fig 4~7.2).

k>o h

Fig 472

:
L.~
Pero si tomemos un polo o un cero real, entonces

un punto éx del eje real pertenéceré al Jugar de las ral -

ces si es que estd localizado a la izquierda de un ndmero
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1mpar de puntos singulares (polos ' ceros) siempre que
"k ” 0. Esto se debe a que el #ngulo de B(s) debe darnos
180° o -~ 180°,

81 k<0, entonces se cumplirid lo contrario o
sea: un punto del eje real serd lugar de las ra{ces siem
pre que esté localizado a la izquierda de un mimero par
de singularidades. -7 |
TEOREMA 8. Angulo en el que el lugar geométrico éale de
los polos y tefmina en 1os‘ceros, Considéremos la dist:i

bucidén de polos y ceros en la fig 4¥7,3, queremos encon

[

i

Fig 413

trar con que éngulo sale el 1ugar de las raices del polo a.
Sea x un punto muy cercano al polo y que es un punto del 1u
gar, entonces.si kx>0 debe cumplir con la condiecién dada’
en la ecuacién 4-7.17, o sea que:

5, +6, + 05 +0_ - 00 = 1s0° | (4-7.19)
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81 x se aproxima al poio 4, entonces los 4ngu -
los 91, 82, 83, 0<1, se aproximardn a los 4ngulos gue
forman las rectas que unen los'polos ¥y ceros de B(s) con
el polo A_considerado, de donde:se puede calcular 2, %" Si
k <'o_enfonces‘la sume de dngulos debe ser 0° ¥ se proce-
de en idéntica forma.

8i el puhto 4 es un polo miltiple de orden m,
entonces ge tendrd que: |

mB, =D0° + (2r + 1T (4-7.20)
siendo D° el dngulo neto en A debido a los otros polos ¥y
ceros de‘B(s). Puesto que el polo A es de orden m en -

tonces debe existir m Jlugares que salen de A con éngué

los dados por:

o
sz D ,+,2r+1-n_

m m
La diferencia de éngulo_éntre dos lugares suce-

givos es:

9 “Q ‘=.D°,+'2I;+l-”_(l)° +2(_r—1)+1@=2n
Xq X, ‘m m . m o m ' m
(4-7.21)

" 8i queremos calculér Q’x; gse procederé en idén-
tica forma. | | A
TEOREMA 9. Puntos de cruce delrlﬁgar de las raices.
Es muy importante encontrar los puntos de cruce
del lugar de ias raices con el eje real. Consideiemos el

sistema cuyos polos ¥y ceros se encuentran dibujadds en la

fig 4—7.4.



~97-

_Por el teorema 7 observamos que el eje real es

p oo
. o,
e, x —~ O,
%f”’fgz;:%g;ywzi<:;¢-l——%>
6 S N
F% 4*%4

también parte del lugafwde las raices para:

+ a$sxg0
- CD(s < + b

¥y puesto que cuando k aumenta se oBsefva que dos raices
tienden a un mismo‘pﬁnto, del cual deben salir hécia va~
lores imaginarios este puﬁto es por ejemplo el marcado con
-¢c. Vamos a calcular el punto =-c. Supongamos un punto x
muy cerceno al -~c supuesto y que sea del lugar de las rai
ces, entoncesrdebe cunplirse que:

'91 +€E +€% = 180°
Si & es la distancia enfre' X y ~-c se tiene aproximada -
mente que: _ i | ‘ | | |

& Y € o | € — 0

b - a -« (04

de donde, eliminado & y conocidos a.y b ge puede calcular ¢,
| 8i el sistema es mds complicado, entonces se re--

currird a una solucidn de la ecuacidn anterior por medio
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de pruebas de'valdres de O .

Existe otro método que es muy ventajoso para
gistemas un poco més complicados. Supongamos que la fun-
cién 1 + kB(s) = 0 tiene la forma:1l + XB(s)=(s - 50) 2-
‘H(s) = 0 en donde se tiene en g = 8, una doble raisz. |

Derivando esta ecuacién con respecfo a s se tie
ne: | |

KB(s) = 2(s ~ s )H(s) + (s ~ 8,)H' (s)
en donde k es una constente. Para s = 8, se tiene: B'(so):
= 0, 0 sea qQue para encontrar los puntos dobles se debe
igualar la primera derivada dé B(s) a cero. Similarmente
un punto tfiple se encontraré con la condicién B''(s)=0
vy aéi seguido.

>‘Ahora bien, por lo general B'(s) = O tiene una
expresidn muy complioada para poder encontrar sus raices,
entonces se recurre a un procedimiento‘gréfico, para 1lo
cual se dibujé la funcién B(s) contra s siendo s = O

un ndmero real. Por ejemplo consideremos el sistema del

tipo;
(s + a)

B(s) = —
s(s + b) (8 + c) (8 +4d) (s+e)

cuya posiéidn délpolbs_Y‘Ceros y:un gréfico explicativo de
B(cY) se halla dibujadé en la fig 4-7.5. Por el teorema 7
rse.tiene él‘lugar dé laS'raicés_en el eje real como el di-

bujado, y se ve facilmente que entre -efsy~-dy =-c ¥ sg
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{-b existe un punto doble. Ba el gréfico de B(v) vs. o los

puntos en los que 3'@r)ﬂ= O son 8,91 Sz01 ¥ 5,5 ¥ estos

serfian los puntos dobles buscados. Pero 8yp 1O puede per-

tenecer al lugar de las raices, quedando unicamente los

puntos‘sxl Y 83 -

U T o ,Lf = O~
1 My ‘|
I | ;
[\ L
R,
Fig 4-%5

o

En el mismo grédfico B(o) vs o—se puede estable-

cer para cada B(s) un valor - 1/k puesto que B(s)=-1/k,

tal como el indicado en la figura, de esta manera se pue-
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de calcular k para cada B(s) del griéfico.

Este procedimiento requiere solo el cdlculo de
unos pocos puntos B(c), estableder una curva mds o menos
exacta en las regiones en donde sa sabe que existen puntos
dobles y encontrar B'(0) = O por medio de la pendiente ho-
rizontal a la curva B(q).

TEOREMA 10. Los puntos de crucé del lugar de las raices
con el eje imaginario se puede encontrar por medio delrcri
terio de Routh, Supongamos'Que se fiene el sistema:

0=8" + a52 % bs + k |

en donde k es la ganancia del sistema, enfonces, por el

criterio de Routh se tiene:

8 1 b
8 a k
sl ab-k
so‘ ka

para que el lugar de las raices, cruce el eje imaginario,

se tlene: 7
ab -k =0

0 sea reemplazando en la. ecuacién original:

0 =8 + a52 + bs + ab = s(sz+ b) + a(sz+ b) (52+ b)(s +a)

8 =+ J vri ; sr= -a

que son las tres raices de la ecuacién para k = ab. El cruce

de la cual:

con el eje imaginario es jyr5.
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Si el gistema es més cdmplicado se debe probar
algunos valores sbbre el eje imaginario y ver si se cum-
ple con la condicidédn de la suma de dngulos que debe dar
180-°.
TEOREMA 11. Cé4lculo de k para cualguier punto del lugar
de las raices.

De la ecuacién, l-+ XB(s) = 0 se tiene que para
un‘punto 9, , .
x| = 1 - ld(s)Js = 80 _\y|

|B(s)} _ln(s)fs 8o

0 gea:

,so + Pleo +‘p2

|s, + lelso + 2, (4-7.22)

k =

L2 N ]

‘16 cual es la relacidén entre las longitudes desde los po-
los de B(s) hasta el punto s, ¥ de los ceros de B(s) has-
ta 84 ‘
TEOREMA 12. Suma y productos de las raices del lugar de
las raices. La ecuacidn caracteristica podemos expresar-

la en.la forma: C - 1

zZ
8 +IllS +o.- +Ilz

0=21+XB(s) =1+ k

‘ P
si e =p ~ 2> 2 ge tiene ¢Ue:
= p ' p—l | e ® - -2
0 =8 + d,s + ...+ (dp + kg? (4-7.23)

siehdo d; -la suma de los polos de B(s) el cual es indepen-

diente de k, el término 4, + kn_ es el producto de las vaims

s( B(b) tiene un ;aa/o en of 0‘(780’7) ancmces c(, =0 y & P?’oaluéfo e fas
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raices es proporcional a k. Si n, = 0 (cero en el origen)

entonces el 'product'o de las raices es a independiente de |

p?
k.

TEOREMA 13. Desplazamiento del 'origen del lugar de las
raiceé. Supongamqs que se comoce el lugar de las raicés
para O <kg ko y O sea Qque _‘para k = ko las 'raices de 1 +
kB(s) = 0 son isol, 802, v.o , son1r , Queremos con estos
datos completar la curvas para valores k< ko< @D .

Séa k' = k ~ k, » entonces si k varia desde k
~hasta 00, k' variard desde 0 a @ , por lo ‘barito, encon-
trar las raices de 1 + kB(s) = O ‘en donde k,fk <@ .es_
lequivalen‘te a e’n'contrar las raiceé de 1 + k'B¥(s) =0 ,

.’ - donde OXk'<® . siendo B*(s) una nueva ;Eunci'én de s, ¥
si se comoce los polos y ceros de B*(a) se puede trazar
el lugar de las ralces de la manera ya conocida.

Vamos a ver‘ cuales son'los polos y ceros de la
" nueva B*(s)‘, para esto consideramos las raices de:
O=l?+.kB(S)_=l+k—i:-§-:—§-— (4-7.24)

la cual se puede expresar en la forma:

0= d(s) + km(s) = [a(s) + kn(s)] + (x - k,)n(s) =

= a*(s) + k'n(s) = 0 (4-7.25)

De donde, por definicidn:

0=1+ k' BB 1 4 xrBr(s) (4-7.26)
a*(s) |
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De esta expresifn observamos que los polos de
B*(s) son los ceros de d*(s) que a su vez son las raices

de 1 + kB(s) = O para k = kX, o sea aquellas raices co

o’
nocidas %sol’ Boo9 .;., sankde 0=1+ kOB(s) pasan a
ger los polos de B*(s). Similarmente de 4-7.24 se observa
que los ceros de B*(s) son los ceros de n(s). Con esto se
tiene‘completa informacidén de la posicién de los polos ¥
ceros de B*(s), faltarfa ver si es que d* tiene algun coe
ficiente constante. De 4-7.23 se tiene: _

d*(s). = d(s) + kon(s) = KTr(s + pi) (4-7.27) .
en donde el orden de d*(s) es el mayor orden entre 4 y n.

Si's:am, entonces pueden sucedef tres casos:
B(s) —>0, B(s) -1, B(s) > w®.

Si B(s).—>0'entonces:

a*(s) _ 1, n(s) _g (e + py) Y4-7.28)

als) . ° a(s) d(s)

en donde d(s) es de mayor orden que n(s), por lo que:

lin  d*(s) _ 3 - g (4-7.29)
g0 d(s) s

Si B(s) —> 1, el orden de n(s) g+ el de d(s) son iguales,

poi lo que:

1im 3¥(8) _ 1 4 k, =K | (4-7.30)
sS0d(s)

Si B(s)>e , el orden de d(s) es menor que n(s) y:

lim a*(s) _lm o , 4(8)y oy - x (4-7.31)

s»o n(s)  s>® n(s
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| Se puede también retrazar el lugar de las raices

usando la expresién 1 - k;B*(s) = 0 en donde k' = k - I =
-k, <0. 81 k = k,  se tiene k, =V0'y las raices serdén los
polos de B*(s), pero si k; = k_, las raices estén locali-
zadas en los polos de B(s) puesto que Xk = 0. Este proceé
go es emactamente contrario al anterior.

Como primera aplicacién de este teorema, consi-~
deremos, que en un punto A se tienen m lugares de raices

que se crugan fig (4~7.6), queremos saber que orientacidn

tiene cada rama con relacidén a
Aj las otras. Puesto que A es un
A punto del lugar dé las raices
entonces por el teorema 13 lo

podemos congiderar como el po-

0 lo de una nueva funcién B*(s).

Siendo A un polo de B*{s) en-

Fﬁg 4-Fb tonces podemos aplicar el teo-

rema 8 para calcular el &ngulo de las ramas salientes con

le expresién.

0 ~D° , Lr+rT . 1 2, ...,

* . m
(4-7.32)
?ara las ramae entrantes &l punto A podemos decir

que se hallan defasadas 180°, entonces al dngulo de entra-

da seré: . ‘ o ,
ey=' D + 2 r s r =1, 2ycecnn.n
m = , (4~7.33)
De donde:ex —E% = T /m.
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1.- BSTUDIO TEORICO-EXPERIMENTAL DE UN SISTEMA EN TAZO ABIER

TO Y EN LAZO CERRADO
1.1. BSTUDIO DE UN SISTEMA DE TRES POLOS

Para la parte‘experimental, he utilizado como ele-
mentos fundamentales é los ampiificadores operacionales exig
tentes en el Laboratorio;  Cuatro de estos amplificadores |
son de marca HEATHKIT Model EUW;19 y el qulnto pertenece al.
sistema: SERVO SYSTEM ESlBO..

Para que 1as propledades delia realimentacidn, tal
coﬁo su téndencia‘a,la inestabilidad, sean puestas de mani- -
- fiesto con basténté claridad he preferidd armar un sistema
de tres polos de ganancie variable que de posicién de polos
constante. Pero debido a la escaces de amplificadores‘oper5 
cionales melhe,yiefo en la necesidad dé utilizar redes espe
clales para‘formar‘este sistema de tres polos, por esfa ra-
zén con un amplifiéador Le conseguido une funcién de dos 1o
los v con el siguiente una‘funcidn de un polo.

Consideremos un amplificador con 1a siguiente'con—

figuracidn:
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Vamos a calcular ia funcién de transferencia, o sea

el valor ZEo(s) / Ei(s), para lo cual, y por facilidad proce
demos de la siguientelmanera: ' -
Por el’teorema de Thevenin, la tensidn Ea(s) que a-

parece entre el punto a y tierra cuando abrimos las resisten

cias Ry ¥ Ry (fig 1-1.2) %~

Rs
R . AR
+0—-\/\N‘————o ba e
. | 4 N
% c < 2dh) ) R g, |20,
- (S \/\/\ a_|___.,\/\/‘ Q -A ——-o?o
—_- — 4 /Qz !
a C‘ZI
Fig 1-1,2 = Fig /43 J
E2t(s) _ _'Eti(S)- 1 1 _ Ei(S) (l—l.l)
R, + ~ 8C, 1 + sR,C,
50, »
y la impedancia vista desde el punto a es:
. R-
Zin(s) = ] L = 1 (1-1.2)
=+ 80, 1 + sRyCp

Ry

Congideramos que el amplificador en lazo abierto,

tiene una ganncia miy grande y tal que el punto-Ql sea una
tiérra virtuel, ademés‘que la corriente gue fluya al inte-

rior del amplificador sea despreciable comparand@ila con il,

entonces, con estas condiciones:
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_ o B,(s)" - B (8) .
\ ~ 2 : :
R0 =T(e) = v = - 2 =Ey(s) = - sB,01E,(s)
1/8C4
Por otra parte, la corriente i, vale:
EZ(S) - Ep(:) ‘>EO(S) (1'+‘SR201)V (1-1.4)

liz(sj =

Rs_i ' Bjr

v la corriente total i es:
I(s) = I;(s) + Ip(s) = - By(s) 80y - B(s) (1 + sRyC;) /Ry

(1-1.5)

1 + 8(CqRz + G,R,) ‘
I(s) = = — ‘ 173 12 E, ()

La tensién le‘ se puede calcular (fig 1-1.4) con las ecuacio

nes (1-1.1), (1-1.2) y (1-1.5):
Bi(s) _ ! )

Ey(s) = B,"(s) - 2;(s) I(s) =

1+ 8 (3301 + RQGl)

B(s) = - SR,0,E ()  (1-1.6)
B Rs
%A -
—i
Zin _Vgi__+|bbhjw£%
£ > b
{
L

= Fig 11,4

Ry ( 1+ 8 Cy( Ry + 33))]= - B, (s) =

- Eo(s)'[sﬂzc!,+
- Ry( 14+ sRyCp)
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o -
5 (o) { AR;C Ry + 8°RyCiRzR1C)p + By + squlR2 + sR10131=
Ry( 1 +vsRlcz)'
= Ei(s)
B (9) _ - Rﬁ/ By

= (1-1.7
B;(s)  RoR;040,8° + Ry0y (1 +—%fg+ %g—) s + 1 )

que es la funcidn de transferencia de dos polos.
Si se eldgen los pardmetros del circuito con los

velores:

‘Rl = R2 = R3 1 Megaoymlo
C, = 0,47 microfaradios
Gy = 0,70 microfaradios

Ta funcidn de transferencia serd:

EO(S) _-l . , -3,03
41,418 + 1 (s + 0,9) (8 + 3,36)

Ej(s) 0,33 s
’ | (1-1.8)
Si s ubtiliza la sencilla red de la f£ig (1-1.5), se tiene

un polo adicional:

Ps
WA

O o yﬁi [:>> &

.
Frg [-15
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Ta funcidn de transferencia'es:

| Rs/ sCs | 1
- 1 - — :
EQ(S) L R, +»/sC3 ) Ry (1-1.9)
B (s R, 0 (s 4 1y
: ‘ | R:C
5¥3

IOOKSI, entonces:

81 escojemos: Cy = 0,47 PF Y Ry

E (8) - a/my - 2,13/R,

(@]
By (s) 0.47(s + O,lxg,47 ) s+ 21,3

(1-1.10)

en donde la ganancia del sistema se puede variar en un ran
go muy amplio con la resistencia R .
- » 2
Al conectar en serie las redes de las figuras 1-1.1 y

1-1.5, se tiene el sistema de tres polos fijos con genancia

varisble (fig 1-1.6). e : [ . - e

1M | 100k
— A ——INV—
ﬂ43lt [L ‘
b — |
947 k ‘

4 M :
P, N1 WV— *——"jﬂckj B— :
1 | _ _02 P4 Qa .

ey ,

5 T - ng /_ /,6

-La'fuhéién de trensferencia del sistema es:

B () Ey(s) Fp(e)  213/mM - -3,03

Bi(s) Bp(8) ®m(s) s 42,3  (s+ 0,9) (s + 3,36)
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E3(s),‘— _ 6,42/R4

Ei(s) (s +0,9) (& + 3,36) (s + 21,3)
| o | (1-1.11)

" 1-2.a) RESPUESTA DEL SISTEMA EN T.AZO AEIERIO A LA FﬁNCION
ESCALON |
Vamos a estudiar la respuésta del sistema de la
figura 1-1.6 a la funcién de escalén. Si Ql(t) = Bp(t),en
tonces se tiene de la exﬁresién.(l—l.ll): '

E3(S) = G(8) Ei(s) - B G(s) = —EEiQQEl»
- g - 4

. (1-21)

- s(s + 0,9) (8 + 3,36) (s + 21,3)
Para calcular QS(t)’ expresamos (1-2.1) en suﬁa
de fracciones: o |
KR, K2 X3 Xy (1-2.2)
s - 8 +.0.9 s+ 3.36 s + 21.3

EB(S) =

en donde los residuos Ki; i=1, 2, 3, 4 se puede determinar
facilmente a partir de la representacidn de los -polos de

33(9)‘; (fig 1-2.1) °

6425

* ” 0
-33¢ —09
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'R, (21,3 - 0)(3,36 - 0)(0,9 - 0) R,
6,428 \ 1 | ' E
K2 = = L(21 - 599 ¢ p -— ﬁ— -0,143 1
4 ? - 79 313 - 099)(0 - 0;9) R4
6,428y T 1 | B
K = l . ]-—- 0,0433 -+
Ry (21,3 - 3,36)(0,9 - 3,36)(@ - 3,36) R,
. 6,42E 1 | -3 E
K, = ——2 [ ‘ }_ -0,825x10 —*
. Ry (3,36 - 21 3)(0 9 -21 3)(0 - 21,3) Ry
Reemplazando estos valores en (1-2.2) nos queda:
B[ O,1 - 0,143 0,043 - - 0,0008
E3(s) = : - - + - - ]
Ry 8 s .+ 0,9 g8 + 3,36 s + 21,3
Iuego, la funcidén del tiempo, despreciando K4 quedé:
: -0,9t -3,36% '
Q3(t) = —-ﬁ-- kO,l - 0,143 @ + 0,043 )
R4 . (1-2.4)

8i hacemos ¥ = 1 voitio,‘podamos dibujar la curve
Q3(t) en funcidén del tiempo, la cual‘hos gerviréd para cual
gquier valor de 34..(fig 1-2.2)
| La figura 1-2.3 es una foto de la respuesta del sis
tema tomada cuando R4 = 100 K. Cada cuadro en el eje horizon
tal representa 1 segundo y en el eje vertical 0,2 voltios.
‘Del gréfico de la figura 1-2.2 sge deduce que parsa
R, = 0,1M el valor estable de 8 (t) es 0,1/0,1 = 1 voltio,
el tiempo de gubida es. tr = 2,9 - 0,4 = 2,5 seg. De la fi-

gura 1-2.3 se deduce que 52/3(1;) estacionaric es 0,2x5,5 = 1,1
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voltios; y N,Z 8 -~ 0,4 = 2 4 seg. Los datos calculados con
la expresién 1-2.4 y los medldos difieren uno de otro muy
poco. El error que s€ comete en 1a apre01aolén de la emplitud
es del 16% que es aéeﬁtabie pﬁeéto que‘losjelementos nugados
son.précisamenfe de esta tolersncia. Ademds tiene notable in
fluencia el corriﬁiénﬁo de tensién que tiene lugar en los am
plificadores operagioﬁéies. El error en la medida del +tiempo
de'subida tr‘QS‘aprpxiﬁédameﬁté'del (27552,4)/2,5'= 0,04 o
sea de 4% que es muy pequefio para los componentes usados y
"golo dependerd de 1as'eonstantes de fiempo{dél circuito que
a su ?ez vienen dedas pqr los’productos de eapaéidad'y resig

tencia del circuito.

_a

e e P S
v T e e

ol ,J,+ R U O B Fig [~2,3
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1-2.b) RESPUESTA DEL SISTEMA EN LAZO ABIERTO A LA FRECUENCIA
Bn el pérrafo anferipr se calcul$ la funcién de 
transferencia G(s); en donde 8 és 1la irecuenéia compleja;'si
hacemos s = jWW, entonces la ecuacién l—l.ll se cdnvierte en:
_ | 6,42/R4
'(jw*‘0;9)(ﬂU+-3,36)(jw+'21,3)

G(Jjw) - (1-2.5)
La funcidbén compleja G(jw), puede expresarse en la T
forma: _ ‘
e(im) = |e(iw) | @ O \ (1-2.6)
en dondelG(jw)\ es la mégnitud ¥ <b (W) es el dngulo de
¢(jw). En la tebla 1-2.1 se tiemen valores de \G(jwﬂ y de
Cb (i) para ur‘lrvalor de R4.(=IOK)

TABLA 1-2.1

w s(w) bW
o 10 0°
0,04 = 10 -2° 40'
0,1 9,9  -8° 18!
0,2. 9,71 -16°26"
0,4 9,00  -31°46"
016 8,19  -45°25"
1,0 6,38 -67°10"
1,2 5,60 =75°
1,5 4,69  -87°

2 3,51 -101° 48"
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w e(30)  d (w)
3,0 2,12 -1230
4,0 1,39 ~138°50"
5,0 0,961  -149°19!
6,0 0,700 -158°
8,0 0,406  -171°24"
10,0 0,256 -181°21"

En la figura l—2.3'se ha representado el diagrama
polar(de Nyquist) correspondiente, calculado {linea gruesa)
y medido (linea punteada).

Se obaerva que entre 1los valores medido y calcula
do existe un error en la amplitud (aproximadamente del 10%)
‘por las razones ya dadas en el pdrrafo anterior. ¥l error
en el dngulo de fase es menor, por lo tanto el error in—.
troducen los componentes capacitivos y resistivos es menor que
el debido al corfimiento de tensidn de los amplificadores o-
peracionales. ‘ |

Es de gran importancia dibujar el diagrama de Bode
de la funcién 1-2‘5, para lo cual utilizaremos el ﬁéto@o de
aproximaciéneasinténica ¥y luego las correcciones necesarias.

Sea'R4 = 10 X, entonces, tomando logaritmos basgILU.

de la expresidén de la magnitud de G(jw) se tiene:

20 1g \G(jw)\ = 20 1lg 642 - 20 1g\$w + 0,9] - 20'1g\ J + 3,5a\+

5 =~ 20 1g |dw+ 21,3
(1-2.7)
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Las frecuencias de gquiebre son: W= 0,9; W= 3,36

y W= 21,3 rad/seg. En estos puntos se tiene un cambio de
pendiente de 20 decibeles por decada, o sea, tenemos las si

guientes pendientes:

0 <W< 0,9 rad/seg =pendiente 0 db/decada

I

0,9<wW¢ 3,36 . = pendiente = -20
3,36<w¢2l,3 =y pendiente = -40
2l,3<wW< @ | i)pendien‘be = -60

Puesto que estas péndien‘t:es serdn las mismas para
cﬁ.alquier caso, entonceé para definir completamente la cur
va de apréximacién asintética necesitamos calcular las asin
totas para un valor particular de W . Sabemos que si se re
presenta 1g tj W + a por medio de rectas se tiene gue
pera W<da la aproximacidbén es lg a' y para W>a la aproxi-
macién es lg W , o sea, podembs elegir por ejemplo Ww=1

rad/seg, entonces la magnitud de la aproximacién asintética

seré:

R - 642
.\Gr(:nu)lasiwG = TR

' de donde 20 1lg 9 = 19,1db que corresponde al punto del gri-
fico de la aproximaciédn agintética para W = 1, y a partir
del cual podemos trazar la curva total (fig 1-2.4).

En muchos casos la apromimacidén asintética es sufi-

cientemente aceptable, pero, a manera de ilugtracién vere-
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mos que error se comete comparandole con la curva exacta pa; '
ra algunos valores de wﬂ; En la mayoria de los textos sobre
disefio de sigtemas de control se piliede encontrar las llama -
das curvas de correcoidn 41 diagrama agintético de Bode, ex-
presadas en funcidn de w/a (escala logaritmica) en donde a es
el polo o cero considerado.
Por ejemplo, para W = 0.9 rad/seg. se tienen las si-

guientes correcciones:

Wo_09._.7 g =~ 3.00 db.

0.9 0.9
W 0.9 ~ -

= 0,27 =g =~ 0,25
3.36 3.36 E=-0
w

0.9
- &0, 04 0,0
21,3 21,3 = €=

de donde la cdrreceidn total para el punto W = 0.9 rad/seg.

gerd: 8y = - 3 - 0,25 = - 3,25 db. Similarmente para (Y= 3,36
rad/seg, By = - 3,38 db y para W= 21,3 &, E = - 3,12 av.

Si se gqulere mayor numero de puntos, se tomard otras frecueﬁ%
cias W y ge efectuard el mismo proceso. |

Para obtener el diagrama de ¢)(w) (dngulo de fase).u;
tilizaremos los datos de la tabla puesto que el proceso de ob-
tener ¢>(w) eé idénticé. En la figura (1-2.4) se representa

tanto los valores tedricos como experimentales.

1-2.c) CONCLUSIONES

TLos resultados tedricos como los experimentales en

realidad difieren‘muy poco (menos del 10%) por lo tanto, la
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teorfa lineal con la cual se ha tratado el sistema fisico
es lo suficientemente exacta. Los errores que se prodﬁéen
méds bien se deben a tolerancias de les componentes dé_la
red (+ 10%) vy principalmente‘debido al corrimiento de ten
sién con el tiempo en los amplificadores operacionales. Ademés
- hemos supuesto que los amplificadores presentan ganancia in
finita y resistencia dé entrada muy grande comparada con |
los restantes elementos por lo tanto un error en las lectu
.ras era légico de esperarse.  de

El diagrama de Nyquist y elriode desarrollado en
esta seccidn nos servird paré obtener la respuesta dgl sis
tema en lazo cerradd (con realimentacién) y esta es la prin
cipal ventaja de el método por anélisis de frecuencia. E1l
comportamiento transitorio se pone de manifiesto con el méto

do del lugar de las raices.

1-3.a) RESPUESTA DEL SISTEMA EN LAZO CERRADO A LA FUNCION E§
| CATON | | |
EBn la seccidén 1-1 hemos desarrollado él gsistema en
lazo abierto dado por la figura 1-1.6 y cuya funcién de trans
ferencia es la ecuacién 1-1.1l. Vemos a estudiar hoy la res-
puesta del sistema en lazo cerrado a una funcidén escaldn.
| El-aistema en iazo*perrado con un amplificador ope

racional actuando como elemento comparador es el siguiented
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1M 100 K

beo

fﬁg -3/ ;

Ta tensidn en funcién de s a la salida del elemen
to comparador es: -

(1-3}1h

23

¥ a la galida del sigtema:
E, = 6(s) B (1-3.2)
en donde G{s) est4d dada por la expresién (1~1.11)

De las dos Ultimas expresiones se puede obitener:

E = (-8 - EO)G(S):$> Bo(s) _ _Gqs)* . (l~3.5)
E;(s) 1+ 6(s)
con lo que se tiene realimentacidén negativa y la estabilidad
del sistema dependeré deljvalor 34 gque nos d4 la ganancia;
Vamos a trazar el gréfico del lugar de las raices
con los teoremas desarrollados en la seccidén 4-7.
| Ia egtabilidad de un sistema se puede determinar

de la expreéién: ‘
1+ G(s) =0 | (1-3.4)
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en donde: '
6,42/34

(8 + 0,9)(s +'3,36)(s + 21;3)

G(s) =

T priméro que debemos haéer es localizar los po-
los (y ceros) de G(s) en el planc complejo (fig 1-3.2).

"Por el teorema 1 de la seccidn 4;7, el nimero de
raicéa, para uﬁ vélor de k = —éﬁig dado, es de tres. Ser
sabe ademds gue las curves son coitinuas ¥ que prineipiancen

los polos y terminan en los ceros (teorema 2 y 3 respectiva-

mente). Por el teorema 4 se sabe que el numero de ceros ¢h

el infinito es  =p ~2 - =3 - 0 = 3, Por el teorema 5 el
dngulo de las asintotas al infimito es ( 2r + 1)11/3:
r=0=>ls =—IL |
r=1=>[s =7
r=2$-[i = 271’-

Por el téoréma 7, el cruce de las asintotas con el

eje real es:

p o £= 0,9 - 3,3§ = ilﬁl -0 _ -25;56 = - 8,52

Por el teorema 7, las partes del eje real que son
del lugar de las faices son loé intervalos:

- o< 5§ -21.3

-3,%6<s &£ - 09

®1 teorema 8 no se aplica para este caso.
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Por el ‘teorema 9, se puede calcular el valor v

fig 4- 3 3 de la sugulente maneras:

F/g /‘\'23 l
180° ='@l + 62 +83® 180° = £ + — € + (180°- 5 ) e
- - 21,3-& 3,36-« o-09)
1 JR- 1

T 91,3-& 3360( X -0.9

0= (3.36-X) (~0.9) + (21,3-0()(()(- 0,9) - (21.3-00)(3.36-4)
q? - 17,134 + 31,2

&= 15,035 ;5 (p= 2,085

Puesto que entre —-21 3 Yy ~3 36 no existe lugar de

.
n

las faices la solu016n+-(}(l no es valida quedando: 4 = 2,085
Para encontrar e‘l cruce del lugar con el eje imagil

nario (teorema 10) desarrollamos la couacién (1-3.4)

0 = (s+0,9)(g+3,36)(s+21,3) + X
en donde X = 6,42/R, |

0 =83 + 25.56 8% + 93.724 8 + 64.2 + k

n

Por el criterio de Routh: |
82 |1 93,724
82 | 25,56 = 64,2 + X
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et 93,724 x 25,56 - 64.2 -k
25 .

s° 64.2 + k

?ararque el punto del lugar emté sobre el eje ima-
ginario, el término de g1 debe ser nulo:

93,724 x 25,56 - 64,2 - k = 0 =3 k = 2336¢

de donde el valor de la reSistendia,R4 seré:

.= & Ma= 2,76 KX
2336

Con el valor de k asi oalcﬁado} réemplazamos en la ecuacién

original: _
0 = 33”+ 25:,5-.682 + 5.33,724;,5. + 641,2 + 2336
0=¢" +25,§632'+ 93,7245 + 2400
0 = s(s? + 93,95) + 25,56(s% + 93,724)
0 = (52 + 93,724)(s + 25.56)

de donde las tres raices para k = 2336 son:

8 = ~ 25,56 o

8, = + §1/93,724 = § 9,68

s5 = -3 /93,724 =-j 9,68

Vamos a calculgr uncs dos puntos del lugar de las
raices¥ En la figure 1-3.2 se obéerva,@ue, por ejemplo, el
punto 8 = — 22 es parte del.lugar geométrico por lo tanto
debe cumplir la ecuacién: . )

| 0 = 87 + 25,568% + 93,7248 + 64,2 + k

Dividiendo esta expresién para s +‘22, el residuo debe dar-

nos cero, de donde se puede calcular el wvalor k.
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s7 + 25,5682 + 93,7248 + 64,2 + & [ g 4 22
—s7 - 29 4° ' 8°+3,565415,324
366 8%
—355‘52'— 7814005
15,3248

-15,324s - 336
|  -271,8 + k=0

de esta divisidén se tienerk = 271,8 (R4 _ 23,gk)

0 = 82 + 3,568 + 15,324 {a; = ~ 1.78 + 35,47 k
| | Tse = - 1.78 - j3,47
Si elégimos 85 = — 24, haciendo la misma operacidn anterior
se tieme: _ | i
K « 1294 ; 8 = - d.?&'i J 7;45
(Ry= 4,97K)

Para 8 = 27 se tiene: 7
k = 3526 | ;3 s = 0.72 + J 11.5
(R,= 1,83K) | |
Es convenienté calcular el valor de k para el puhto doble

(8 = = 2,085), pof el teorema 11 tehemds que:
k = £2115 - 21085)(37361’ 27085)I21085 - Osgl = 19,215 x

1,275 x 1,185=k
=k = 29,0 ; R4 = 222K
Por el teorema 12, vemos que para k = 29, la su-

ma de las ralces de la ecuacidén caracteristica es 25,56 por

lo tanto:
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25,56 = + 2,085 + 2,085 + a = a = - 21,39
o sea que las tres raices son:

8 = - 2,085 ; s, = - 2,085 ; 55 = - 21,39

1-3.b) RESPUESTA DEL SISTEMA EN LAZO CERRADO A UNA FUNCIOH
ESCATLON PARA ALGUNOS‘VALORES CARACTERISTICOS DE LA
GANANCIA = | |

Una vez construido elrlugar—dé las raices (fig 1-3.

2), es fécil saber cuando la respuesta del‘Sistema es os¢i~

Vllatorio amortiguado, inestable, etc. Consideremos los giguien

tes casos: 7 ’. |

a) Resﬁuesta sobreamortiguada:

| Si arbifrariameﬁte elegimos R4:= 300K entonces es;
perémos una funcidén exponencial Qomo respuesta del sistema.
¥n efecto la posicidén de las raices para este valor de re-—

‘sistencia se puede encontrar del lugar de las ralces por me-

dio de algunas pruebas# As? para el punto 8 = - 1,47 el va-

lor de la ganancia es: ‘
k = (1,47 - 0,9)(3,36 - 1,47)(21,3 - 1,47) = 21,4

¥ para R4 = 300K la ganancia es:

S 3
K= 6242 x10° 5,
300
con 1o que el punto s = - 1,47 es una raiz para este valor

particular de la ganancia. Tias otras dos raices se encuen-

tran aplicando las relaciones que existen entre las refces
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dela ecuacidén y los coeficientes devlas variables. Sean a y
b las raices desconocidas; entbﬁceé se debe cumplir que:
25,56 = 1,47 + a + b
El punto s = - 21,36 = - & cumple aprdximadamente con la con
dicidén de la ganancia (K = 21,4) con lo que ya queda deter-
minado el b: ‘ |
b = 25,56 - 1,47 - 21,36 = 2,73

De esta manera la posicidn de las raices para R4 = 300K son:

Sl = -~ 1;47
53 = —21,36

Ta funcidén de transferencia desde la entrada E, hasta la sali

da EO en lazo cerrado es:

B (s) e(s) 642/Ry
= W(B) = - = 3 T -
E. (s) 1+ G(s) 8’ + 25,568 + 93,724 + 64,2 + k

§i K = 21,4, entonces se tiene:.

21,4 B, (s)

(s + 1, 47)(s + 2,75)(s + 21,36) E; (8)

W(s) =

La fun016n de entrada Q (t) es una escalﬁn de 1 voltio, por

lo tanto, la transformada de la salida es:

21,4
s(s + 1, 47)(3 + 2,73)(s + 21, 36)

By (s) =

- 0,250 _ 0,582 + 0,335 _ . 0,003'
8 s + 1,47 s + 2,73 s + 21,3%6
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de donde, la respuesta en funcidn del tiempo es:
-2, (t) = 0,25 - o, Y- R 0,5350 0" _ 0,0050 -2

La figura 1- 3 4 representa una foto de la respues
ta del sistema tomada experimentalmente para el casgo R4 =
300K. Se utilizdé el 0501loscop10.HP~14OA que posee dos ca-
nales que los utilicé_para indicar la seflal de entrada co-
mo la de salida. La gefial €. (t) (entrada) corresponde a la
parte superior de 1a figura Yy esta cglibrada en 0,5 voltios
-'por cuadro, por lo tanto representa una funcidén escalén uni
taria; la seflal de salida es una funcién expeméncial cré -
ciente. La escala vertical del canal que da la salida tie-
ne una calibracidn de O,l vo;tios por cuadro. La frecuencia-
del osbilador de barrido horizontal es tal gque cada cuadro
(horizontal) represénta 1 gegundo de duracidn.

De la expresién matemdtice de la salida observamos
que el valor final de lartensién es de 0,25 V 1lo cual es un
valor muy préximo al esperimentado (0,26V). Consideremos el
punto t = 1 segundo, entonces:

-8 (1) = 0,25 - 0,582 x 0,231 4 0,335 x 0,066 - 0 = 0,137 v.
y el valor medido para t = 1 seg. es aproximadamente 0,14
voltios, esto demuestra que losg valbres calcﬁlados ¥y los ex
perimentales estén de aouerdo; Los errores gque pueden exis-
tir mds blen se deben a conéideraciénes fisicas que no entran

en la teorfa Iales como el corrimiento de tensién de los am-~
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plificadores operacionales, variaciones de los valores de
los elementos con la temperatﬁra, eto. De todaa manerés la
teoria expuesta es comprobada con suficiente exactitud por
medio de la experimentaciﬁn tal como lo veremos en 1o que

sigue.

: e R e ‘ F’8 ,_3’4—

b) Respuesta criticameﬁte amortiguada:

De la fig 1-3.2 se observa qﬁe-este,punto corres—
ponde a R4 = 222K o sea R = 29, ¥ cuyas raicgsllas heﬁos
encontrado ya: sy = s, = — 2,085 ; sy = = 21,39. Ta fun -

cidn de  transferencia es, por consiguiente:

Eo(s) 29

B (s) (s +2,085)2 ( s + 21,%9)

Para un escalén unitario (B;(s) = 1/s), se tiene:
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-'EO(S) = 29 =
s(s + 2,085)2 (s + 21,39)
- 0725, 0,314 , - 0,311 , - 0.004
(s +2,085)° = = s + 2,085 s + 21,39

de donde, la funcidn del tiempo, despreciando el dltimo fac-

tor es: ﬂ ' ‘
. -2.085% | -2,085%
-2 (+) = 0,314 - 0,311€ - 0,723t @
En la fig 1 3 5 ge representa 1a respuesta experi-
mental del sistema para_R4 = 222K. Como en el caso anterior
el un canal visualiza la sefial de entrada (escalén unitario}

y el otro la seflal de salida. Las escalas son: 0,1 voltio por’

dada cuadro vertical y,’r S
por cada cuadro horizontal  A

Fol valor final de la- salida es O 314y (calculado)
vy 0, 330v (medido) el error que se comete es de 0,15v. entre
el valor medido‘y'el calculado,,esto se debe p031b1emente a -
la variacién de la ten516n en.los ampliflcadores Para t i 1
segundo, el valor.calculado de la sallda es qﬂ(t) = 0,185v .
y el valor medido es O, 2v. de nuevo ‘el error es 0,15v.

Los ampllflcadores opera01onales usados tienen més
0 menos un corrimiento de 0,1 a 0,7v. por 6 horas,de trabajo
por lo tanto si consideremos que en el momento de tomar la
fotografia hay 0,15v de var1a016n entonces descontamos este

valor a los resultados experimentales nos dard los valores

que se obtienen teoricamente.
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c) Respuesta oscllatorla amortlguada.

Vamos a elegir R4 = 43995&.- 4 4K, de donde k =
1 460 En el diagrama del 1ugar de las raices tomamos el
punto marcado con R4 = 4,4K. A manera de,comprobacién, el
valor de k para este punto es (por el teorema 11):

k = 22,24 x 8,36 x 7,82 = 1460
- siendo estos valores las magnitudes desde los polos hag-
ta el punto dado en ei lugar de;las raiges. Las tres fai—
ces para‘k = 1460 son: |

51 = - 24,34 5 8y 5=-0,61 37,9 |
con lo que &k voltaje de salida para una onda de entrada

escaldn unitaria serd:
1460

s(s + 24,%34)(s + 0,61 + j 7,9){(s + 0,61 - 37, 9)

- E,(8) =
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X, K2 K3 : _
= + + — - - - + %“ g

P 8 + 24,34 s+ 0,61+ J7,9 s + 0,6 = 37,9

los coeficientes K; ~se pueden evaluar del lugar de las ra_J_f_

ces. En efecto:

| 1460 )
K = - - - - = 0’9
1 9,80 [-85,2° x 7,82 85,8° x 24,34
K, = 1460 - - 0.096

25 | -161,5° x 24,34 Z180° x 25 [161 5

1460 .
X, = , = 0,471 /202,70
> 25 [-18,5° x 15,8 /- 90° x 7,82 /= 94,2° ’ ZL~—iz—
Ky = &5 = 0,471 /- 202,7°

Ta funcién del tiempo para k = 1460 es:

-24 34% ' -0,61t ‘ :
-_V, (t) = 0,98 - 0,096 @ : + 0,942 ' ’s’n(7,9't - 112,7°)

- En la fig 1-3.6 se representa una foto de la res-

puesta del sistema para la condicién Ry 439911
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La frecuencia del generador de sefiales es de- 0,04
¢/s. con lo gue, los ocho cuadros del desplazamlentototal
del punto corresponde a 1/2x0, 04 = 12 +5 segundos ¥ cada cua
drado representa 12 5/8 2 = 1,52 seg. La escala vertlcal es
tuvo callbrada en 0,5 voltlos por cuadro (cm).
| En la expresién de la funcidn del tiempo Q,(t),
el segundo térmlno de la derecha puede despreciarse. La fre
cuencia de 05011a016n del sistema es f = 7,9/21 = 1,26
¢/s con un perlodo.de To_= O,795_seg. En la fig 1-3.6 bbseg
vamos que.Io:5‘0,55 x l,52’=70f839 seg, que es un valor cer
cano al calculado fédricamente;.El error ge debe a la tole-
‘rancia de 1los elementos usados en la red. _

Bs muy 1nteresante comprobar el faotor exponenc1al
por ejemplo para t 21,10 X 1, 52 = 1,655 seg. se lee un va-
lor de tensién con referen01a a su valor 1n101al de aproxi-
-madamente 1,1 x 0,5 = 0, 65 voltlos, matematlcamente se tie-
ne Cfo 61 x 1, 655 = 0, 36 0 sea que con referen01a al nivel
Oes 1 - 0,36 =0, 64 voltlos v los dos valores, medido y cal
culado difieren muy poco. ‘

El valor estable medido es de aproximadaﬁente 1,1
~voltios y.el'galculado débe ser 0,96 voltios, nuevamente éf
#iate un error debido a las toleraﬁcias'de‘los'elementos,

- especialmente a 1los corrimienbos de tensidbn que tienen‘lugar

en los amplificadores oper301onales.

Vamos a calcular el valor mdximo al gque llega 1a

funcidn —%(t) asf como el tiempo que debe transcurrir para
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que alcance este punto. De la funcidén del tiempo observamos
que el segundo término de la derecha sé puede despreciar
por dos razones; porque su coeficiente es muy pequeﬁo ¥ por

gue su exponente negativo es grande, entonces tendrfamos:

' -0,61t
-4(%) = o, 96 + 0,942 @ sn(7,9t -~ 112,7°)

'y el valor méximo se llegard evidentemente cuando el dngulo

total sea 11/2, o sea para un tiempo{

7 112,7° x JT o
7,9-t = .- + . — t - 0 O .
> 1800 = y450 seg

En la fig 1-%.6 se observa que el valorméximo se

llega a un tiempo aproximado:

t = 0 3 x 1,52 = 0,456 seg.
que es un valor préxlmo al oalculado teorlcamente
Para t = 0,45 seg. el valor de —%(t) esg:

-0, 61 x 0,45
_.%(o 45) = 0,96 + 0,942¢@ = 1,638':51,7 voltios

¥l valor méxlmo que se puede medir en la fig 1-3.6

es:

g, = 3,7 x 0,5 = 1,85 voltios
que también es un valor cercano al caiculado teoricamente
Te todo lo anterior deducimos que la fig 1-3.6 si
estd representada aproximadamente por la ecuacién-
Qo(t) 0,96 + O, 942650 61# sn(7,9t - 112,7°)
Fn las siguientes fotograf{as comprobaremos que e-
fectivamente al aumentar la genancia del sistema, se tieme

mayor oscilacidén y menos amortiguamiento.
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Tomemos el valor RA = 3,4 KX , entonces k = 1890,

los puntos del lugar de las raices, para este valor de k son:
81 = - 24,92 85 3= - 0,32 £ j9,9
v la respuesta para una funclén escalén unitaria es:
1890 -
SCB + 24-)92)(5-'*"0_13 + 39,9)(3 + 013 -39’9)

-E,(s) =

0,98 _ 0,085 _ , _ 0,409 L202" . 0,409 f-zoz°
) s + 24,92 s+ 0,3 + 39,9 s+ 0,3 - 39,9

‘ -24,92% -0, 3% -
-9, (%) = 0,98 - 0,095€ ~  + 0,818 . en (9,9% - 112°)

Ta fig 1-3.7 es la foto de la respuesta del gis-
tema para R = 33990 & 3,4K N . Cada cuadrado repreéenta

12,5/8,1 = 1,54 seg.
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La frecuencia de oscllac16n del sistema es: fo =
9, 9/21T— 1,58 ¢/s o sea T =4O,633 segundos. De la figura
1—3.7 e tiene To ~ 0,45 x 1,54 = 0,69 segundos; este valor
es un poco més grande que el calculado,'pero més o menos se
ve claramente que la ecuaciénQ (t) sl se cumple. '

Comparando las flgs* 1-3.6 y 1-3.7 se obsgerva que
1- 3 7 es menos amortlguada que 1-3.6, ademés el perfodo de
ogcilacién es menor (mayor frecuenna) etc,. Todo estd de a~

cuerdo con el grifico del lugar de las ralces desarrollado.

d) Respuesta oscilatoria inestable.

Consideremos el caso R4 = 199911ﬁ£2K en el cual
el sistema es claramente inestable* Este punto sge encontré
por medio de aproximaciones en el_lugafvde las raices., ha-
'cia el punto 1,83K. En efecto si sermideAla diétancia des-

de los polos del sistema hasta el punto marcado R4 = 2X, pe

tiene: _

k = 24,50 x 11,70 x 11,2 = 3210

R,= 5400 _o¢

3210 .

Las raices para k = 3210 son:

90 = 0,6 + j11,02 5 83 = - 26,76
v la salida del sistema es:

3210

-E {(8) =
0( ) gs(s + 26,76)(s - 0,6 + jl1, 02)(s - 0,6 - jl1, 02)

0,446 193,10 0. 406 [-193,10

0,981 _ 0,138
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Y la funcién del tiempo es:

—%(t) = 0,981 - 0,138¢ + 0,892@ sn(11, 02%-109,10)

En la»foto de la figura 1-3.8 se representa la res
puesta del sistema para el caso 34'= 19990 . Bl sentido de
aumento dei tiempo indicado en la foto es desde la derecha a
izqnierda, con lo gue se obser#a clargmente que la seflal au-
menta, y es més notoribvaﬁn‘si se toma Bn cuenta el trazo de.
vueltaren donde el crecimiento;es mayor, |

Para tomar esta foto, fue necesario quitar.la fuen
te de exitacidén debidc a la gran inéstabiiidad,pfesentada
por el sistemé, En este caso, t@da la energia es obtenida'de
los amplificadores”operacionales. Similarmente como en los

casos anteriores cada cuadrado vertical represente 0,5 vol-

tios.

—

Fig I-38
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. La frecuencia del barrido horizontal fue de O, l
c/s y por lo tanto los 8, 2 cuadros representah 5 segundos.
De 1la expres;én 4%(t) calculada rodemos ver que
el periodq de 1a'on@a es To = 2ﬂ711;02‘= 0,57 segundos,
mientras que el valor ﬁedido de Lla foto de la fig 1-3'8 el
periodo es aprox1madamente 1x5/8 2 = 0, 6.1 segundos, que es

un valor gue si se aproxlma al calculado teorlcamente.

1—3.0) RESPUESTA DEL SISTEMA EN LAZO CERRADO A LA FRECUENCIA

Puesto qué ya se conoce la respuesta a la frecuen-
cia del sistema en lazo sbierto (fig‘1—2.3), entonces es f4-
fcil obtener la respuesta del sistema ehilazo cerrado, simple
mente suﬁerimponiendo el diégrama-G(jw)'sdbfe las curvas de
M y & constantes. (fig 1-3.9). '

Consideremos el caso‘R4 = 6000 <1, entoncgs el dia
grama polar seré.idén¢ico al indicado_porlla\fig 1-2.3 pero
gu magnitud multiplicadalpor_lq/s = 1,67. |

De la fig le3,§ podemds encontrar los valores de
la amplitud de la :esﬁuesta del sistemg en lazo cerrado pa-
ra cada valor de la velocidaduangularﬁﬂ.

‘Similarmenté, debemoé.superimponer‘la respuesta
del sistema en lazo abierto en las cﬁ:vas‘de X constantes,
de 1la cual encontraremos el valor del defasamiento de la res
puésta del sistema en lazo cerrado para ceda valor de la ve— 

Pafa observar la respueste del sistema en lazo ce-
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rrado es conveniente dibujar en funcién de la frecuencia‘tag
to la magnitud como el 4ngulo de fase del sistema en lazo ce-
rrado. Lia magnitud lo tomaremos de los valores en los que la
curva G(jw) corta a los lugares de M constante similarmente
para ({ , de esta operacidén nos da la fig 1-3.11, en donde
también se representa los valores’tomados experimentalmente
(linea punteada). Notamos en este gréfico la sorprendente e-
xactitud entre los datos calculados y-ekperimentales a tal
punto que tanto para la curva M (w) como para X (W) en 1la
parte comprendida‘entre w= 2 hastg @ = 10, lgs curvas sge
confunden en una sgola, por esta razén ge‘indican con peque-—
#iog e¢irculos los puntos temados de 155 grificos 1—3.9 y 1-3.
16; A menera de ilustracidn doy a confinuaciéﬁ los datos tom
mados en el Laboratoric (una vez reducido la ffecuencia a ve-
locidad angular,-la fase, la amélitud etc, con las escalas
correspondientes), para Ry #_GOOOSL%VGKVy con un voltaje de

entrada de 1 voltio sinusoidal (pico-pico).

w( =2 ) o (@) =

| seg A
' 0,0628 0,96v 0°
o,1|25'6' 0,96 10,55
0,514 .~ 0,96 0,55°
- 0,502 0,96 1,1
0,628 1,0 2,2
1,256 1,0 4,6

2,52 1,1 11,0
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w(ﬁ%—) ¥ (W) o ()
3,14 1,2 14,30
5,02 2,7 29,6
6,28 3,8 66,0
7,54 2,0 158,0
8}4 1,5 180
9,42 0,8 190
12,56 0,32 202

18,9 0,12 215,1
31,4 0,015 270

- La velocidad eangular de resonancia del sistema es
de W_ = 6,28 rad/seg o sea . = 6,28/2W' = 1 ¢/s correspon
diendo un valor méximo de la respuesta de M($,28) = 3,8 v;

Finalmepte, ¥y como\aplicgcién del“oriterio de la
estabilidad de Nyquist Observamos que la durva G(jw) de 1la
fig 1-3.9 no enpierrarel punto ;l +va, por lo tanto el sig
tema es estable. | -

El margen de ganancia y el de fase es:

20 1g —%7§ = 6 ab.

!

Margen de gangncis
Iargen de fése - = 19°
~ Bstos valores représéntan una estabilidad pequefla,
puesto que se aceptalcpmq margen de ganancia gque sea al me-
nos 12 db y de margen de:fase 60°.
Si se quiere”utilizar para algun fin nuestro sis-

tema no serd muy conveniente entonces surge la necesidad de
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cumpli; con los :equerimientgs-de'los mérgenes definidos,
para 1o cual se ufiliza las llamadas redes de oompensaciéﬁ.

Slmllarmente podemos observar que el valor méxlmo
de la respuesta ( a resonan01a) es muy alto, por medio de
la compensa016n se con31gue disminuirlo. |

Vamos a eptudiar la respuesta_del sistema con un
método que es mas sencillo que él anterior, esto es por me
dio del gréafico poiar inverso.u

La teoria necesaria se encuentra desarrollada en'
ellnumeral 4 de la parte primera.-

Como en el qaso_anterior debemos superimponer el
diagrama del inverso de_G(jw), o sea 1/G(jw) sobre los lu~
gares de M (W) (q sea de 1/M) v det-u(w) constantes.

Como ya se.expl;cd antes, s0lo es necesario va -
riar el radio de cada curva M pueSfb queltodas tienen el
mismo centro (—1 + 30), v més aun, los éngulos - Q’simple—
mente gon rectas que parten del punto -1+ JO. Bn la fig.
1-3.12 se representa este caso, 7

Tomando para cada valor de la vélocidad angular
la magnitud M y el dngulo _se‘oﬁtiene la curva del gré-
fico 1-3.11. | | |

Es muy importante notar que el valor‘méximo de M
ocurfe cuando la curva 1/G(jw) es'tangente a una circunfe-
rencia M que es la mds interior a las demds. En nuestro e-
jemplo esto ocurre mds o menos para M = 3,8 con un &ngulo

-~ - 80° que estd mds o menos de acuerdo con los datos
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experimentales.

Evidentemente este procedimiento resulta méds cd-
mod o que el_del diagrama polar directo puesto que rapida -
mente observamos la reSPuesta‘del sistema, pero creo que P
puede existir una ligera desvehtaja puestc que para valo -
res pequeﬁos de W no se puede apreciar en fo:ma qiara que
caracteristicas presenta la respuesta dél sistema; Este pe
queflo problema se lo puedeisolucionar aumentando la escla
del gréfico para un pequefio valor de W (por ejemplo des~
de 0 a 4 rad/seg), siempre y cuando sea este rangé de fre-
cuencia ei que hos interese¥ |

Para éstabiecer’si es que el gistemsa es egtable
0 no para‘este valor de‘resisténéia (R4-$ GK) por el méto-
do del gridfico polar inverso, entonces dgbemos ver cuantas
veces encierra el gréfico i/G(jW) al punto -1+ joO.

Ia funcidén de transferencia es:

1,07 x 10°
(s+o9 )(s+336)(s+213)

G(s)

siendo @(s) estable, entonces no existen polos en la parte
derecha del plano complejo[ mampoco existén ceros en la par

teudemecha del piano compleao, por lo tanto G = 0.

En el numeral 4 de la Parte I hemos visto que el

nﬁmero de rotac1ones en sentido directo alrededor del punto

~ origen es de:

= GZ + HP - 7
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siendo Hp el nimero de polos de H(JjWw) gue tiene partes rea-
les positivas y Z el niumero de raices de la ecuacién carac-
terfstica que tienen partes reales positivas (0 = 1 + G(jw)
H(jw) ). En nuestro caso G, = 0; Hp = 0. Bl valor de N se
lo puede evaluar tomando en cuenta el conmtorno cerrado tra
zado en el plano's (fig 1-3,13). Como ya se dijo, se debe

tomar un radio R gue se aproxime a Tinfinito.

Jeo

10
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En el gréfico polar inverso a ﬁédida que W aumente, también
aumenta 1/G(jW). Por»ejemplo‘para 8 = Jo© se tiene el pug
to A' correspondiente al A del contorno cerradd'eSCOgido.
El punto B' debe mer mds o menos la imagen del punto B si-
mllarmente para C!' y C en donde jWw = 0 pero R—> . ILa
linea de puntqs de la figura 1-3.14 corresponde alla gama
de fiecuencias negativés. El valor de N.es de cero con lo
que Z = 0 0 sea el 51stema es estable. Esto ya lo sabiamos
a partir del diagrama de FNyquist pe:o‘es necesario estable-
cer el mismo resultado con el diagrama inverso¥®
| ’Vamos a considerai;el métodolde mayor uso en la

respuesta de freéuencias, esté'és el método de Bode y Nichols.
En el numeral 1-2 estudiamOQHEI'diagrama de-Bodé.correspon—
diente a la funcién de transferencia don R, = 10K.

Fl diagrama de Bodé (mégniﬁudjVCOrrespondiente a
Ry = 6K es igual al indicado en la figura 142.4 con la iunica
diferenéia de que la curvé ,‘G(jw)\ se halla desplazada la
relacién‘en'dedihiES de R, = lO4y de R4»= 6K o sea:

desplazamiento = 20 1g =g = 4,44 db.
la curva de la fage seré la misma de la'figura 1-2.4.

En la flgura 1-3,15 se ha representado el dlagra-

ma de Bode con el camblo 1nd10ado.

El grado de establlldad de un sistema se lo mlde

de acuerdo al margen de fade y de ganancia. Para encontrar

el mérgen de fase se trazd una circunferencia de radio uni~
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dad y de centro el origen del diagrama de Nyquist; 1z suma
de 180° con el dngulo de G(jw) que tenga cuando corte el
circulo unitario nos da el margen de fase. En el diagrama
lde Bode, el circulo unitario es la linea de 0O de01be1es,por
lo tanto el margen de fase es el 4ngulo que se lea para 0
db. de magnitud sumado 180°, en 1la figura 1-3.15 se tiene

¥ = 180 + (~161) = 19°, Bste mismo valor se lo encuentra

viendo la diferencla entre la linea de - 180° y el dngulo
de G(jw) correspondiente. | o

Para encontrarel mdrgen de ganancia se calcula
en decibeles la magnitud que a G(jw) debe aumentarse para
que pase por el punto - 1 +‘j0, por lo tantolse usa el eje
negativo del diagrama.de.Nyquist, el cual én el de Bode re
presenta la linea de - 180° (o 180°), por lo tanto el nﬁ—.
mero de decibeles que le falta a l G(jw)\ para llegar a O
db., cuando el defasaje es de -180° noﬁ‘da el margen de ga
nancia. En la figura 1-3.15 se'calouléfque el margen de gg
nancia es de 6 db.i . |

Una vez establecido el diagrama dejBode del sgsis-
tema en lazo abierto debemos encontrar 1a'iespuesta en la-
z0 cerrado, para lo oﬁal se emplea la tabla‘ﬁe Nichols. En
esta tabla se encuentran dibujados los lugares de M constan
tes, 0 gea de la magnitud defla réspuesta en lazo cerrado
para un voltio sinuscidal de_excitacién, y de 0 constantes.
En el eje horizontal se tiene los valores de la magnitud de

G{jw) expresado en decibeles y en el vertical los valores
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de la fase de G(jw) en grados; estos valores se los obtiene
del correspondiente diagrama de Bode.

La fig 1-3.16 es una fotd‘de‘la tabla de Nichols'
tal como la que aparece en 1los textos'sobrelcontrol Automd
tico. Esta foto fue tomada del fexto Feedback Control Sys-
tems por Gille, Pélegrin, DeCaulne.vSobre la tabla de Ni-
chols se dibujé los valores'de magnitud y fase de G{Jjw) ob
tenidas de la fig 1-3.15. 7

De los datos de M lefdos en 1a’fig‘l~3.16 se pue
de construir la curva de respuesta del sistema en lazo ce-
rrado contra velocidad angular (o freéﬁencia), fig‘l—3#l7?
Este gréfico representa unaxaproximacién més éxaota de la
respuesta del sistema puesto gue lé tabla de Nichols es més
elaborada y con mayor nimero de curvas due la que se indica
en las figé. 1-3.9.yﬂl—3.10; porrlo'ténﬁo se puede observar
una pequefia diferencia entre los datos caluuladoé ¥y experi-
mentales.

Por el’lugar de las raices del sistema hemos vis-
to gque para R4 = 6K posee dos raices complejas conjugadas ¥y
una rafz real negativa (relativamente grande), por lo tanto
gse lo puede consgiderar como un sistema'cuadrético de segun-
do orden, y la respuestq de este sistema a la frécuencia nos
da curvas del tipo 1—3;17, 0 sea con un pico @e resonancia
dependiendo del coeficienﬁe de amortigﬁamiénto. De esfa ma -

nera, podemos decir que si estudfamos la forma de la curva



tad
500
d
w

{00
d
00

N ‘ - A_‘ B — —
3 D o [ — ——— —— —_ — -
<
<
S N SR P ]
Y I U _ R S __
M -1 p
S
v -
S L -

20 30 S0 30 Joo

EXPERIMENTAL

{

2 3 456 810

F}g {-3, I7

2
EXPERIMENTAL
T

CALCULADA

7

04 06

05 07 (

/

|
i

/

9z 03

—— it —

02 03

/

g/
F:

g/

-22



_ | -145-~
1-3.17 llegamos ) la conclugidn que sus polos son complejos
conjugados lo que en realidad concuerda con lo establecid

por»ellmétodé de las raices.

1-3.d4) CONCLUSIONES

o Ta respueéta de un gistema fisico se lo puede es-
tudiar por distintos métodos pero por cualquiera se llega
~al mismo resultado'aunque gse lo exprese de distihtas meneras.

-He preferido empezar el eétudid de.la regspuesta
del sgistema por el método del lugar de 1@5 raioes‘que‘cong
tituye ei procedimiento méds efectivo ya que nos revela de u-
na manera directa las oaracteristicas de respuesta del sis-
temé. La vigualizacién de 1a_curva en todo rango de la gea -
nancia del sistema nos permite ver inmediatamente cuando el
glstema es estable, ¥y més’aﬁn,fpodemos estéblecer con rela-
tiva facilidad Ja respuesta transgitoria del sistema B8®Pa un
valor particuair de la gahancia. ’

,Si le exitacidn no es una funcidn paso gino otra
cualquiera conocida entonces el método de 1asrraices nos per
mite calcular la respuesta del sistema y las oaracteristicas
més salientes, pof ejeﬁplo con una onda sinugoidal de entre-
da se puede hallar la expresién en fﬁncidn del tiempo no amo-
lo del estado estable gino también del transitorio, por lo
tanto, este4métodp representa un método general de enfoque
del problema. |

- ' 8i se conoce la curva del lugar de las raices en-

tonces podemos establecer mds o. menos gque tipo de compensa-
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cién se debe colocar para que la forma de la curva Qarie v
que pase por determlnada reglén del plano complejo, este 80
lo hecho representa una gran ventaaa sobre los demds métodos.

7 -El‘dlagrama de Nyquist es en realidad el diagrama
polar de la funcidn de transferen01a cuando 8 = jWw, por
lo tanto solo es vélldo para una exc1ta016n 51nu501dal La
construcclén en si del diagrama es engorroso puesto que en-
vuelve varios célcﬁlos para cada valor de frecuencia. Ia
curva que se dibuja es vélid; para un gélo valor de la ga-
nancia, aungue en reélidad para otros valores, la curva se-
r4 muy parecida o Simplemente la escala de mggnitudes se la
considera mayo:ro menor si 1arganancia es respectivamenté
mayor o menor que la de la curva dadé, pero de todas mane-
ras ya no resulfa muy féecil establecer el rango de ganancias
para que el gistema sea estable como. en el caso del método
del lugar de las raices.

Si se tiene el diégrama de.Nyquist-y que nos indi-
gue que para un valor de la ganancia encierra el puﬁto -1+30,
sabemos que el sistema es inestable, por lo tantq para vol-
verlo estable, sin variar la ganancia, debemos modificar la
curva tal que no encierre al punto -1+3j0, o sea gue este’dig
grama Si nds indica,més 0 menos el tipo de compensacidén que

debemos usar aungue no sea de una manera tan efectlva como

sucede con el método anterlor.

El diagrama de Nyquist tiene importancia para una

excitacién ginusoidal, puesto que a partir de la curva de
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la funcidén de trénsfgrencia en 1aéo abierto es posible de-
terminar ia\respuesta a la frecuencia del mismo sistema en
lazo cerrado, si@plémente con ayuda de las curvas de MlyCX
constanteé.'El desarrollo tedrico del criterio de Nyguist
lo creo de gran importancia puesto Que ﬁos justifica plena
mente el uso de métodos méds eficaces (como el Bode) pero ba
sados en loé mismbs principios fundamentaleé.

El método de Nyquist tiene la desventaja de que
gélo se trata para excitaciones sinusoidales y no para o- -
tros tipos de ondas. El estado transitorio del sistema, por
este método, es muy diffeil establecerlo, utilizéndose por
lo tanto sold para respuestas sinusoidales en estado estable.

El diagrama polar inverso se basa en ios mismos
principioS{que en el de Nyquist,‘tiene 15 véntaja de gque es
‘micho més fécil establecer la respueéta en lazo cerrado. La
mayor ventaja radica cuando no se usa realimentacién uni ta-
ria como veremos en el capitﬁlo de_compensacién.

Por medio del gréfiéo'polar ihverso también se pue
de saber que tipo de combensaciéﬁ es necesario colocar para
variar la resfuesta del sistema. _

' El método de Bode y Nichols es el més usado para
excitacién éinusoidal‘ puesto que el diagrama de Bode de la
funcién de transferen01a en lazo ableko puede aproximarse por

medio de las asintotas. Para establecer la respuesta en 1azo

cerrado pasemos del dlagrama de Bode a la tabla de Nichols.

De los métodos de anéllsls por frecuen01a, el de
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Bode y Nichols es el de mds ventéja no sole por su facili-
dad de construccidn sinO‘también rara. establecer la respues
ta transitoria del sistema. En efecto, supongamos gque Se
tiene en forma experimental la respuesta del gistema a la
frecuencia, éntonées podemos ver que pendiente presenta ca
da tramo ¥ determinar aprOximadamente las frecﬁencias de
quiebre, si el sistema presenta picos de resonancia enton-
ces las raices serédn complejas conjugadas, Yy se laes encon-
trard por comparacién con las curvas normalizadas que apare
cen en los textos de COnﬁrOl.-Conocidas en forma aproximadé
las raices podemos reconstruir la expresidén matemdtica de
la funcién de,transferencia y de la cual se puede estable -
cer la respuesta transitoria. El-métédo es inverso al gue
hemqs‘seguido y es mucho mds diffcil, pero establece la re-
lacidén entre la réspuesta de frecuencia j el estado transi-
torio. | |

Para variar la respuesfa del sistema es relativa-
mente fécil establecer la red de compensacién a usarse pues
o que solo‘se precisa sumar‘o restar en el diagram& de Bo-

de, centidades adecuadas que son las magnitudes de las re -~

des de compensacidn.
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2. ESTUDIO DE LA GOMPENSAGION SERIE EN LA ESTABILIDAD Y EN
IA RESPUESTA DEL SISTEMA | | |
¥l sistema desarroliadd en la seccidn anterior
tiene caracterigticas de respuesta invaria@le para cada va
lor de ganancia. Necésitamos ver como se modificean eStasb |
caracteristicas 81 es que se aumenta un elemento conpensador
al sistema. |
La primera aplicacidn que se tiene és la de va-
riar el margen.de_esfabilidad del sistema. Supongamos ineé-
table al sistema con un valor adecuado de la ganancia, en—..
tonces, al'introdﬁcir la red de compensacién, ¥y gin variar
la ganaﬁcia, debemos‘esﬁabilizar al sistema, o sea, sumen-
tar el rango de ganancia.‘
2-1. ®STUDIO DE LA.RED DE C OMPENSACION
Existe un sinnimero de redes de compensacibn que
determinan ciertas caracteristicas a la respuesta del sis-
tema, pero la mayorfia de ellas son las llamadas de adelan-
to de fase y las de retraso de fase o la llemada red de adg'
lanto-retraso.
Las redes de adelantolorla de retraso de fase son
las mds sencillas y son'suficiehtesfben la mayoria de los

casoss para obtener las caracteristicas de respuesta desea-

dag.
Para estudiar de una manera méds o menos amplia la

respuesta del.sistemé o] distintas.redes de compensacién he

preferido armar una red en donde.se pueda variar la fase de
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una manera arbitraris tanto_para'adelanto‘como prara retraso.
La red estd formada por dos potenciémétros, dos

condensadores y un amplificador speracional tal como el in-

dicado en la fig 2~1.1.

=T
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o o
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La funcién de transferencia del sistema de la fig.
2-1.1, se puede encontrarla‘facilmente con la suposiciédn de
que la tensién e Bea aproﬁimadamgnte cero voltios (tierra

virtual), de esta manera se tiene el circuito de la figura

2-1.2.
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Aplicando el teorema de Thevenin para los puntos

a-a y b-b se tlene:
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Vea(s) = 5 (o) - (2-1.1)
[Fl - k,) R, + 522 }’ 8C,
Zaa(s) = (- k2)-32/s02 (2~l;2)
(1 - k2) R, + Scz
Vob(s) = o (e) — = (2-1}3)
[(1 - k) By + ;Ei-—} scl
Zbb(s) = @ - #1) Ra/80) (2-1.4)
(1 - k) Ry + 531

y se tiene el circuito 2-1.3 en donde las tensiones y las

impedencias vienen dadas por las ecuaciones (2-1.1)-(2-1.4).

kzgz é,R b

Zy
Vaa(8)

a

a

_I_

—

Fr9 2.%,3

Puépto que £ = O-(fig 2-1.3), la corriente I(s)

puede expresarse en la forma:

Vaa(:S). "‘Vb'b(s)

I{s) = =
Zaa(s) + k,R, be(s) + k Ry

(2-1}5)

hasta 1/T) = O , igual variacién tiene el "polo". Para
obtener una:buena variacién del polo y cero he escogido‘

los_parémetfos Ry =R, = lM“ 3 Cp =Gy = 1,4J.P_F, con

lo que Spin ='4/l,4l = 2,84; Spax = © -
2-2ﬂa) ESTUDIQ DE LA COMPENSACION SERIE POR EL METODO DEL
LUGAR DE TLAS RAICES -
Consiste en introducir la red de compensacién
en la transmisién directa del siétema“de la fig 1-3.1. I-

dealmente no,importariarel punto en donde ge abrarla trans

misidn directa puesto gue estamos tratando sistemas linea-

les, pero omo la red de compensacidén tiene un término di-
ferenciador toda seﬁal‘de ruido que apareszca a la entrada

aparecerd a la sallda en una magnitud mayor, por lo tanto |
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Reemplazando las expresiones (2-1.1) a (2-1.4)
en(2-1.5) se tiene: |
2 -
E (8) 1 + (kl.— kl)RlCls- 1+ 18

0 , .

en donde: Ti = (kl -.kf)Rlcl 3 Ty = (k2 - kg)ch2 |
| (2-1.7)
¥l valor méximo de T ocurre para K = 1/2; T oax=
RC/4 y el minlmo pare k=0o0ok-=1, Tmln = 0, por lo tan
to el "cero" de (2—1.6)_puede‘varigr desde 1/T, =‘4/Rlcl
haste 1/T) =co , iguai variacidn tiene el "polo". Para
obtener una'buena variacién dé;.polo ¥y cerovhé escpgido'
los parémetros Ry = Ry, = 1M 3 O = Cy % 1,411M_F, con

lo que sm_.L = 4/1 41 = 2,84; s, = © .

2-2.a) ESTUDIO DE LA COMPENSACION SERIE POR EL METODO DEL
LUGAR DE LAS RAICES -
Consiste en introducir la red de compengacidén
en la transmisidn directa del siétema_de la fig 1-3.1. I-
dealménte no importaria_el punto en donde se abraAla trans
misiéﬁ diregta puesto qﬁe éstamos tratando sistemas linea-
les, pero oono la red de oompensacxdn tiene un término di-
feren01ador toda seﬁal de ruldo que aparezca a la entradae
aparecera a la salida en una magnitud mayor, por lo tanto
la p051016n de mayor ventaqa para eliminar el ruido es in-
mediatamente después del elementé‘comparador, pugsto que el

elemento Gl(s) presenta una capacitancia a tierra de O.7pF
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G = —2/F

—03=0 1 G =" T2(A+'/12) G 5= (A+09)(A+ 336) At23
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gue es lo sgficienteménte grande para filtrar cualquier se
fial de ruido.,El‘sistgma gompleto selindica en la fig 2-1.4
en donde el amplificador 4 se usa‘soio ¢ omo inversor de-fa4
ge para que la realimentacién.sea.negativa.

¥l método més conveniente para éétudiar el efec-
to de la red de compensacién gobre la respuesta del siste-
ma es por medio'dgl lugar de las raices;

La ecuacidén (2-1.6) puede expresgarse en la Fforma:
(s + 1/179)

(s) = - (2-2.1)

B,(s)
- T,(s + 1/m2)

Ei(s)

c

en donde 1/Tl es el‘cerq y 1/T, el polo de G,(s). Considere
mos el caso de tener una red de adelanto de fase esto es ra
ra T4 > T,, vamos a‘estudiar la modificacién guefsufre el
diagramavdel lugar de las raices de'la fig 1-3.2.

Sea por ejemplo l/T2= 36 vy l/Tl=u4,43 la red en
consideracién entonces el correspondiehte]ﬁgar de las rai-
ces esté-répresentado en la fig 2-2.1. |

Ta funcidn de transferencia total serd:

6,42/R, - . 8+ 4,43 36

G(s) = — —4 . — .
(s + O,9)(s”+ 3,36)(s'+ 2;,3) s + 36 4,43

| K(s + 4,43) | o
= (2-2.2)

(s + 0,0)(s + 3,36)(s + 21,3)(s + 36)

de donde X = 52,2/R,
El lugar de laé raices se lovtraza por el procedi

miento ya conocido. Efectuandc los cdlculos correspondientes
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se encuentra: |
1) Angulo de asintotas = 60° ; 180° ; 300°
2) Cruce de las asintotas = - 19,1
© 3) Punto doble | = ~ 2,43
4) Puhtog imaginarios = + j27,5
Con estos datos se tiene una idea de la forma ge
neral del 1ugaf de las raiges.'Para encontrar mds puntog,
el método més sencillo y eficaz es por medio del Spirule;
segun ei cual se supone un punto en él plano 8 que perte-
nece al lugar de lés raices Yy se comprueba si efectivamen-
te nuestra suposicidén es verdadera o falsa al encontrar que
la suma de 4ngulos sea de 180° o diférénte de 180° respecti
vamente. En la fig 2-2.1 se indica el lugar de las raices
del sistema~compénsado y no—compensadd. | |
En el lugar de las raices observamos que el giste
ma no—compensgdo’éntra‘en oscilacidn no-amortiguada a una
veloéidad.ahgular de 9,68 rad/seg cuando R, = 2,76 £ (k =
2%40). En el sistema cbmpensado, para R, = 2,76K el sisfg
ma es oscilatorio amortiguado siemdo & = - 3,5 + j19,5.

- Para uné vapiécién de'R4 entre 2,76K y 1,24K el
sistema no—compensado es claramente inestable, pero en cam
biblel,compensado todavia gigue establé. Esta es una priﬁe~
ra observacidnvimportante sobre el efecjo de la red de com-
pensacién en la estabilidad del sistema. En la fig 2-2.1 se

indica con linea de puntos los valores de las raices corres

pondientes a iguales valores de Ry-
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La foto de ;a figura 2-2.2 es demostrativa de lo
que se scaba de decir. Los primeros dos cuadros (aproxima-
demente 2 x 1,50 = 3 geg) corresponden a la respuesta del
sistema no-compensado con un valor R, ® 2,6K que hace al
sistema_inestable, en esta condicidn se introdujo violenta
mente la red.dercompenSaoién antes indicada y se tiene la

respuesta dada desde el cuedro tercero en adelante en don-

I Me s T R AT

Fig 2-22

de se obéenva.que la atenuabién congeguida es muy grande,
obteniéndose de esta manera une gran estabilidad, para un
. mismo valor dé R4. |

También se obsefva que la frecuencia de oscilacién
del'sistema_no—compensado es aproximgdamente 1/1,5 x 0,45 =
1,48 c/s (9,3 rad/seg) pero una vez gque se introduce la red
de compensacién la frecuencia de oscilacién se eleva a un va
lor 1/1,5 x 0,2 = 3,34 cps. (21 rad/seg). Este comportamien
to era de esperarse pﬁesto que segun el_lugar de las raices

(fig 2-2.1) se observa que para un mi smo valor de la ganan -

cia (R4¢§2,6K) la velocidad angular aumenta tal como la indi
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cada por la linea de puntos. Una cosa parecida se dird para

el coeficiente de amortiguamiento.

2-2.9) EFECTOS DE LA COMPENSACION SERIE EN LA RESPUESTA
TRANSITORTA DEL SISTEMA

En elwpérrafo,anteriqr analizamos el efecto que
tiene una red de.adelantqlde fagse sobre la respuesta del
sistema particularmente sobre la estabilidad;_Hoy,debemos_
analizar en forma més detenida como varian las caracteristi
cas de la respuesta del sistéma para distintas redes de com
pensacién.

Consideremos, por ejemplo, 1& fed de compensacidén
con 1/T2 = 36 (polo) ¥y l/Tl = 2,84 (cefb) que es muy pareci
da a la analizéda‘anteriormente perao que su "cexo" ge én -
cuentra a larderecha'del "polo" g = 3,36 del distema, Ei
gréfico del lugar de las raices serd muy parecido al dado
por la fig 2—2;1 pero en donde no existird la parte pronun-
ciada hacila la derecha en el éorte con el eje real.

La funcidén de transferencia es:

6,42/R, | 8+ 2,84 36

G(s) = .
(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) s + 36 2,84
a(s) = - 8 + 2,84 |  (2-2.3)
(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3)(s + 36)
en donde: K = 36 x 6,42 N S 81,6

: !
Para trazar el lugar de las ralces tenemos:

) " " R . m o el eValel . lr & aVal sl
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2) Cruqé-de las asintotas = - 19,5
3) Punto doble = - 8,6
| 4) Puntos iﬁaginarios =+ j29,8

'y con ayuda del Spirule nos da la curva (3) marcada en la
figura 2-2.%, en donde también se representa las curvas (1)
y (2) correspondientes al gréfico 2-2.1 del sistema no-com-—
pensgado ¥y compehsado. |

_2 La curva (4) es el 1ugai de las raices para una
red de compensacidén con 1/T2'= 4,43 yll/T1 = 3,79. La fun-~
cidn de transferencia y 1os.puntos importantes para trazar

el grdfico son:. .

8(8) = X — P (2-2.4)
(s + 0,9)(s + 3,36)(8 + 4,43)(s + 21,3) -
g - 4243 x 6,42 1 _ 7,52
1) Angulo de las asintotas = 60° ; 180° ; 300°
2) gruce de las asintotas = - 8,74 '
3) Punto doble | = - 2,25
4) Puntos imaginarios =+ ] 11,5

| Como se observa la curva (4) es muy parecida a la
(1), existe una‘peqﬁeﬁa diferencia en el valor de la frecuen
cia de osciiacién para un mismo valdr de 34, por ejemplo pa—
ra R, =‘1;24 K la frecuencia de pécilacién (inestable) del

gistema no~compensado es W= 13,5 ggg pero del sistema com

pensado es 15 rad/seg:
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En la figura 2~2.3 ge indica con linea de pun -
tos las posiciones de las raices para un mismo valor de la
resigstencia R4. :
Consideremos los valores de las raices para 34 =

4,4K, para la curva (2) tenemos:

81,5 =~ 53 % § 15,25
53 = ""4-6,5
Sy =" 4,46

la respuesta transitoria (a una funcidén paso unitaria) po-

demos calcularla a partir de la funcidn de transferencia.

EO(B) G-(s) .
W(s) = - = | (2-2.5)
Ei(s) 1+ G(s)
miendo G(s) = g2ot2 ) (8 + 4,43)
4 (s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) (s + 36)
de donde: 5%:2 (s + 4;43) '
W(s) = 4

(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21 3)(s +36) + ( 24&) (s+4,43
- (2-2.6)
Para E;(s) = l/é.y Ry = 4,4%, tenemos que:
' 11,9 = 107(s + 4,43)
s(s + 4,46)(s + 46, 5)(s + 5,3 + j15,25)(s + 5,3-]15, 25)

- E(s) =

Kl 7_;{ KQ. . KZ X . K§ ] 4 KZ
5 s + 4,46 B8 + 46,5 8 + 5,5 +.J15,25 s + 5,5 - J15,45

(2-2.7)
y de la flgura 2- 2 3 ge puede evaluar fac1lmente las cons-

tantes K,, por eaemplo para encontrar K4 ge tiene la fig 2-2. 4
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en donde se indican las pogiciones de polos y ceros de -Eo(s)

RE
fI525
3
fl9x/0 o~
~ /525
| s 4,43 - 0,96
- 10
Ky (11,9 X ) 4,46 x 46,5 x 16,2 x 16,2 ’
= (11 10 : ‘ ’
o - - 42,04 ‘
3. : = -0,13%2
Ky = (11,9 x (C46,5) (~42,04) (44) (44)
K, = (11,9 x 10°) e eyE

16,2 [-109° x 15,3 [-94° x 44[-20° x 2 X 15,2F

[~ 907
= 0,545 [219°
Ep-- = 0,545 [-219°
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Por lo tanto:

B (s) = 296, 0,008 _ 0,132, 0.545[p39°
8 s + 4,46 s + 46,5 8+5,3+j15,25
, 0,545[- 21g° |
- 8+5,3 - jl5,25
dé donde la funcidbn del tiempo es:
~4,46% ~46,5% 5,3t
—e (t) = 0,96 + 0,008 -0,1328 7 4+ 1,09¢ .

. sn(15,25t - 2,25)
(2-2.8 )
. 8iendo el defagamiento:

90° - 219°V= - 129° = - 2,25 radianes

" Para la curva 3 , son 34 = 4,4K se encuentra .que:

18,5 x 10°(5+2,84)

- E, (8) =
s(s+2,76)(s+49,8) (s+4,5+319, 5)(s+4 5-319, 5)
° s S+2,76  s+49,8 s+4 5+319 5  g+4,5-319,5

‘de donde la funcidn del tiempo es:
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6t ~49,8% 4,50 oA
-2_(t) = 0,96-0, 058" 0,156 %" 0,96€ . en(19,5t-2,15)

) (2-2.9)
y el defasamiento es: 90° - 213%3° = - 123° - 2,15 radianes.
Para el sistema no compensado con.R4 = 4,4K se en-

contré en la seceién 1 ques:.

~24,34% . -0,61t
-2 (t) = 0,96 - 0,006 € + 0,9428@ sn(7,9% - 1,97)

‘ (2-2.10)

En la f£ig 2-2.5 se‘tienen laé‘representaciones
gréficas de laé ecuaciones (2-2,10); (2-2.8) y (2-2.9) mar-
cadas con las curvas 1,2,3 respectivamente (laé cuales es-—
tén de acuerdo con la numeracién del gréfico 2-2.3).

Para caracterizar la respuesta‘trénsitoria del
gsistema se requieren de algunas definiciones tales como
tiempo gl que se alcanza la mixima reépuesta (a veces llama
do tiempo de subida); tiempo al que se alcanza el estado es
table llamado tiempo de fijadién; porcentaje de sobretiro,
frecuencia de oscilacién, coeficiente de amottiguamiento, etc.

De la fig 2-2.5 observamos que las distintas res-

puestas del sistema presentan las siguientes caracteristi-

casg:
sobretiro +tiempo de so frecuencia factor de amor
bretiro = tTr fo tiguamiento
Curva 1 75% 0,45seg 1,26 cps 0,1
gurve 2 30,2% 0,23 . 2,43 0,33

Gurva 3 40,6% 0,18 3,10 0,24

-~
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En los controles automdticos de posicibn se re-
quiere a veces que la salida responda lo mds rapidemente
al comando de entrada y sin gue exista un sobretiro exce-
sivo. Por ejemplb, $i deseamos que en la salida ﬂo(t) se'
tenga una réépuesta.ﬁue actie de aswerdo a una sefial de
paz 80 de entrada lo més rapidamente posible entonces el
gistema no—éompensadodno gerviria para este fin puesto que
la onda de salida es ienta (frecuencia baja), presenta un
sobretiro excesivo y ademds es muy oscilatorio y tal que
si al final deseamos una posicién fija es muy diffcil cum
plirla, entonces surge la necesidad de la.compensacién.
Con la compensacién del‘tipo'z'las caracfe:isticas.mejo—
ran notablemente puesto que el slstema requnde mis rapi-
gamente al comando de entrada, tiene ﬁn sobretiro menor y
deja de oscilar en un tiempo-relativamente corto. Se obser
vé de lé fig 2-2.5 que el sistema entra en estado estable
més O menos un segundo después de haber aplicado el ccoman
do. La compensacidn 3 presenta un sobretiro mayor por lo
tantﬁ un coeficienté de amortiguamiento ﬁenor y es el que
més rapidamente actdia puesto que el tiempo de subida es
relétivamente pequefio, &eja de OScilér notablemente mds o
menos;l segundordespués del comando.

Otra cosa qué eé de suma importancia en control
automdtico es el error de posicidén que se comete (servome-
canismos de posicién}.

En genéral si se tiene el sistema de la figura
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(2~2,6) la funcidn de transfefencia‘deéde R(s) hasta & (s)

eg: .
£ (s) 1
Ris)} T I # G(s)E(s)
| -+ (.'A.l
| R JON P ) |
| H(b) }
. Frg 2-24

Si la efrada es una sefial de paso unitaria:s ,

entonces el valor final que alcanza el error es:

1/s ‘ 1
€(t), = lim s -
80 1+ G(s)H(S)" 1 +s%%PO G(s)H(s)
(2-2111)
y por definicidén: lim G(s)H(s) = K@ (2-2.12)

8> 0
en donde a KP ge 1lo denomina constante de posicifn.
En nuestro sistema H(s) = 1 por lo tanto la

constante de posicidn es:

K = lim G‘(S)
P 8-—>0 (2-2.13)

Si 34 = 4,4, entonces la constante Ki del sistema no compen
sado es: ,
K = lim 6,42/R, 1

= = 22,8
P e>0 (s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) lOR4 ’

tical représenta 0;2 voltios, y dal hofiZontal cada cuadro re-
presenta 0,25 segundbs, con lo cual sé puede tener las siguien
tes lecturas: frecuencia de oscilécidn.aproximadamente 1/0,25
ﬁVl,Gﬂ = 2,43 ciclos/segundo quercbrnesponde‘a la calculada;_
el porcentaje de sobretiro es aproximadamen$e 100(1,40-1,08)/

1,08 = 29,6% gue es muy préxima a la calculeda (30,2%); el
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Yy para el compensado:
(6,42/R))(1 + sTq) 1

K, = lin = = 22,8
s> 0 (s +0,9)(s + 3,36)(s + 21,3)(1 + sT,) LOR, ’

siendo de esta manera, independiente del tipo de compensacidn
giempre que el sistema permanezca estable.

¥l error de estado estacionmario es:

£ (t)p = 1 =2t - 0,04
1+ oK, ' 1+ 22,8

De esta manera, el valor que alcanza la salida cuan-

do ha transcurrido un tiempo muy grande (teoricamente infinito)

gerd:

Q (4)p =1 - —2B4__ = __2 = 0,96
‘1OR4 + 1 1OR4 + 1

como se comprueba en la fig. 2-2. 5 |

En la parte experlmental se. tomardn fotos de la res
puesta del sisbma para las dos oondicipnes de compensacién indi
~cadas. a ‘

La foto de la figura 2-2.7 es para la compensacidén
1/11 = 4,43 y 1/T2 = 36 con R4 = 4 4K. Cada cuadro del eje ver
tical represenﬁa 0,2 voltios, y dél horlzontal cade cuadro re-
presenta 0,25 segundos, con 10 cual se puede tener las sigulen
tes lecturas: frecuencia de 05011a016n_aprox1madamente 1/0,25
ﬂyl,6§)= 2,43 ciclos/ségundo que cdrnesponde'a la calculada;‘
el porcentaje de sobretiro es aproximadamente 100(1,40-1,08)/

1,08 = 29,6% que es muy préxima a la calculada (%0,24); el
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tiempo de sobretiro es t, = 0,25 x 0,9 = 0,226 segundos (el
calculado es O,23“seg);‘el factor de amortiguémiento se lo
puede estimar de la fig 2-2.7 témando los puntos superiores
de la onda como pertenécientes auna exponencial decreciente,
de esta manera, el cruce de la recta taﬁgente @l punto t = 0
de la curva supuesta nos dard una idea de la magnitud de la -
congtante de tiempo del sistema, en efecto este cruce puede
ocurrir en t, = 0,25 x 0,8 = 0,200 segundos = L/a}nf" en don
de W,

de emortiguamiento; también podemos aproximar la frecuencia

es la frecuencia natural del siétema, f el factor

no amortiguada a la propia del sistema, o sea‘UJn'gﬁls;zs
radianes/segundo, el factor de amortiguamiento de esta mane-

ra es:
1

= = = 0,33
E wnfc | _15,25x0,20 ’

pero esta medida; puede resultar muy inexacta como ge com -
prenderd y lo creo Util soclo para saber'més ) menOSVQue mag-
nitud tendria el factor . |

En laffigura 2-2.7 se observa que el_valdr de es-
tado estable es de 1,08‘voltios lo cual difiere en 0,12'vql
tios del walor calculado (0,9%) esto gse debe como ya se dijo
antes, al corrimiento de tensién de los amplificadoreé opera
cionales. Rero en generai gi se compara la curva 2 de la fig
2-2.,5 con la foto de la fig 2-2.7-sé observa que son muy pa-—
recidas por 1lo tanto,'ld expueéto en la teorfa lineal es cog

probada con buena exactitud en el laboratorio.
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| Fig 2-2 %

La foto de la fig 2-2.8 corresponde a la curva mar
cada con 3 en la fig 2-2.5, 0 sea las condiciones del siste-
ma, son: 1/Tl = 2,84 ; 1/T2 =36y Ry = 4,4K. Las escalas ver
tical y horizontal son las mismas que para la fig 2-2.7 (0,2
voltios por cuadro vertical y 0,25 segundos por cuadro hori-
zontal). Las mediciones més importantes que se pueden tomar
de eata foto son: frecuencia de oscilacion, aproximadamente 1/
0,25x 1,3 = 3 ciclos/egundd que es muy cercano al calculado
(%3,1c/s); porcentaje de sobretiro: 100 x (1,47 - 1,05)/1,05
= 40% que estd de acuerdo con el calculado (40,6%); tiempo de

sobretiro: tr = 0,25 x 0,7 = 0,175 segundos (el calculado es

0,18 seg); y el factor de amortiguamiento, por igual proce-

dimiento del caso anterior es de 0,22.
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‘La respuesta del sistema para R4 = 4,4k y siﬁ Ccom-
pensécién ya se indicé en el numeral 1 (fig 1-3.6).

En resumen diremos que ﬁna red de compensacidn de
‘adelanto de fase produce las sigumtes caracterfsticas en la
respuesta del sistema:

a) Se incrementa el factor de am@ﬁiiguamiento; por
lo tento disminuye el sobretiro.

b) S8e incrementa la frecuencia de oscilacidén foi por
lo tanto aumenta la frecuencia de résonancia del sistema.

¢) Bl ancho de banda de sistema aumenta debido al
incremento de la frecuencia de,resonanciaé

d) ¥l tiempo de subida disminuye.

e) Aumenta el rango de ganancia del sistema.

Consideremos el caso de tener una red de compensa-

cién con retraso de fase con 1/Tl = 36y 1/T2 = 2,84, enton-
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ces la funcién de transferencia directs es:

6,42/R
&(s) = 142/ 4 8 + 36 2,84
| (s +0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) s + 2,84 36
K(s + 36) , . :
= - 2=2.1
(s + 0,9)(s + 2,84)(s + 3,36)(s + 21,3) ‘ ( ' +)
giendo K = §142x2L§4 ” 1l & _ 0,51
26 R4 : R4

Para trazar el lugar de las raices deila fig. 2-2.9

se tiene:

1) Angulo de las asintotas 60°; 180°; 300°

2) Cruce de las asintotas = + 2,54
3) Puntos dobles = ~ 14 ; - 17,6; -45
4) Puntos imaginarios. = + 33,6

Ta curva (1) representa el sistema no-compesado
mientras que la (5) es el sistema con la compensacidén de re-
traso de fase. Se observa que el lugar de las raices presenta
una curva cerrada en forma de elipse, esto se debe a que se
tiene un "cero! a la izquierda de todos los polos. Si esse
cero" lo alejamos a un mis entonces ellpunto de cfﬁbe dé las
asintotas se moverd hacia la derecha, por 1o’tanto el lugar de
las raices se inclinaréd a un més de la p081016n 1ndlcada, la
curva cerrada 5e haréd cada vez méds grande. Si por este proce-—
g0 nos acercamos con el "cero" a infinito entonces se ve fa-
cilmente que la ellpse tenderd hacia el 1nf1n1to asintética~

mente, v el lugar de ralces de la derecha se aproxlma al in-
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Fig 2-2,9
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finito con un dngulo mucho menor, efectivamente las asInto-
tas deben estar separadas por 45° cada una como se demuestra
cuando el sistema fiene-cuatro polos..

Como en los diagramas anteriores la direccidn de ia
flecha con linea punteada representa el movimiento de las raé
ces desde el sistéma no-COmpensado al compensado.

Puesto que para R4'= 4,4 el sistema compensado es
claramente inestable es muy-dificil tomar datos experimentta
les aceptables por lo tanto he-esbogido para este Qaso‘una re
sigtencia R4 = 20 K. |

En el gistema compensado para R4 = 20 X las rafces

son:
5 = - 6,2
8, = -21,20
85 = -0,5 - 32,8
s, = -0,5 + j2,8

Por lo cual, la trasnformada de la salida para una funcidn es-

caldn unitazia es:

| 25,5 (s + 36) |
- E (8) = _ -
© s (s + 6,2)(s + 21,20)(s + 0,5 + j2,8)(s + 0,5-3j2,8)
| (2-2.15)
K Ky ! _

™

K
B CE— 2 -+ - -

0,83 0,195 0,003 0,401 | 218° 0,401 /-218°
= — + + : - + , - .
s s+ 6,2 84 21,20 s + 0,54j2,8 s + 0,5-32,8
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de donde, la funcidn del tiempo despreciando el tercer tér-—
mino de la derecha es: . o
—?6,2t —'O,S-tn' A )
H%(t) = 0,83 - 0,193€ + 0,802€ " en(2,8% - 224%) (2-2.16)

Para el sistema no-compensado y R4 - 20 la posicién

de las raices son:

Sl = - 22,06 _ -
52 - - 1,75 - 33,7
5= - 1,75 + 33,7

de donde se puede obtener la :Eunc'ién del timpo para la ten-

sibn de sdlid a',: .
' L -22,06t -1,75t = '
-3(t) = 0,83 - 0,034@ -~ +@ . =n(3,7t - 29%) (2-2.17)

En ia fig 2—2.10 gse dibujé las funciones del tiem-

po dadas por las ecuaciones (2--:2.16)’,( s’i.;-,temé compensado-5) v
(2-2.17) (sistema no—compensado‘-—l). Comparando las dos curvas
ge observa que el ,pordentaje _de sob}retiro aumerité desde 100
(1,24 - 0,83)/0,83 - 49,5% del sistema compensado, ademis el
timpo de sobretiro es mayor por llo cual la velocidad de res-
‘puesta dei sistema disminuye considerablemente (desde 0,7 seg
hasta 1,35 seg). La tendencia a laoséilacién del gistema com-
p‘ensado es muchéf'nmor que ej_,lno—c'omprensado'. 7

| Para la comprobacidén experimental se tombd la for o de
la fig 2-2.11 siendo R, =~ 20K, /7= 36y :I./T2 - 2,84. La es-
cala verticél es de 0,5 voltios por cuadro y la harizontal
12,5/8,4 = 1,49 segund s por cuadro (el priodo del oscilador

de barrido horizontal es de 2 x 12,5 segundos), con lo cual
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se puede ver . que la.freéuencia de obcilacién amortiguada es.
de 1/1,5 x 1,49 = 0,450 c/s o sea 3,00 rad/seg lo cudl se a- k
proxima a la dada por.ié-écuaciéh 2-2.17. El valor de estado
est sble es de 0,84'voltios"& el porcentaje de sobretiro es de
100 x 0,8/1,6 — SO%jqpe;se alcanza en 1,49 x 0,9 - 1,35 gegun—

dog con lo cual, estos datos, estén plenamente de acuerdo con

- los valores calcul ados.

hg 2-2, i

_ De la fig 2-2.9 ogde 1as;ecuaciones 2-2,16 y 2-2.17
podemos dedu01r fa01lmente que el coeflclalte de amortlguamlen
to varla.desde Q, 4 del 51stema no—compensado a 0,13 del com-
pensado.

A manera’ de ilustraéién ge tomd la foto de la fig.
2-2. 12 del 51dtema.no—00mpensado para R4 - 20K, o sea, corres

pondiente a la curva L de la fig 2—2 10. Las escalas son O,5v.

por cuadro vertical y 1 segundo por -credro horizontal. Como se

CrarIcT)y PU;L i g W4 U’CL'LL'U'U"’—-_EJ_‘G.L (=% ¢L4 e T A N T\ O T O U SR o e
10R, © 10x0,02
1 + 10R4 1l + 10x0,02

el valor estacionario de la tensgsidn de salida es:

Qb(t)f =1-0,17 = 0,83 v.
el cual también se observe en la figura 2-2.10.
En general, podemos decir que los efec¢tos de una

red de compensacién retrasadora scbre la respuesta del sis-

tema son:
a) Disminuye el coeficlente de amortiguamiento,

por lo tanto aumenta el sobretiro.
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b) La frecuencia de oscilacidn £, disminuye, por lo
tanto disminuye la frecuencia de résonancia.
¢) Disminuye el ancho de banda del sistema.
d) Se inorementa‘elitiempo dé subida.

e) Disminuye el rango de ganancia del sistema.

2-3, FEFECTOS DE LA COMPENSACION SERTE SOBRE LA RESPUESTA A
LA FRECUENCIA DEL SISTEMA
Fn el nmumeral 1-3.c) hemos visto la reépuesta a una
excitacidn sinusbidal por_diferenfes métodoé, hoy_ferémos ﬁo-
mo sé modifican las curvas encéntradas al cblocar una red de
gompensacidn. |
En primer lugar vamos & estudiar la funcidn dejtrang
ferencila de la red de compensacién en el pléno complejo{
Hemosvaicho en el numeral (2-2.a) que la red de a- -
delanto de fése se cumple cunando ﬂﬁ_> Ty de la expresién:
NEEEEY"
1+ 3 T,W

¢, (Jw) =

Se puede demostrar facilmente que el lugar geométri
co de Gc(jw) el variar W es uh semicirculo de ecuacién:
2 : 2
L + T T - 7. _
KX'- -l————ja + y2 = (-l;___iia
- 2
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o ) 7,
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» Fig 2-31 ' 7n %

Congideremos en'primer luger ﬁn_vélor de la ganancia
del sistema realimentado tal que sea inestable, b gea; en el
diagrama de Nyquist la curva de G(jw) debe encerfar el punto
-1 + jO. Sea por ejemplo R4 = 2Pk, siendo la funcign de trang
ferencia del sistema no-compensado. |

2410 .
(Jw+ 0,9)( jw+ 3,36)(Jw+ 21,3)

Gliw) =

la cual se lo representa en la fig 2-3.2.

81 es qué.necesitamos la misma ganancila del sistema
(34 = 2,0K) entonces debemos introducir una red de. compensa-
cién de adelanto de fase como la dada por 1/Ty = 2,89 y 1/T,
= 36, la cual se representa en la fig 2-3.2 por medio de un
gsemic{rculo. | 7

Ta funcién de transferencia en lazo abierto es:

3410 | jWw+ 2,89 36
Gl(jw)‘= ) . .
(jw+ 0,9)(3w+ 3%36)(juw+ 21,3) j+ 36 2,89

de esta manera, pargencontrar la nueva G(jw) se puede multi-

plicar en la fig 2-3.2 la magnitud de G(jw) v la de & (Jjw)
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y sumar los correspondientes dngulos de fase, enfonées:nos.
dard la curve Gl(jw). | |

Como hemos dioho, la curva G(jW) nos rebresenta
un sistema completamente inestable puesto_Que encierra el
punto - 1 + jO, pero al-introducif ia red de compensacidén
el sistema se vuelve estable puesto que la curva Gl(jw)'no
encierra el punto - 1 + jO. Ademéds observamos que para las
mismas frecuencias ias magni#udes ¥y dngulos difier@n.nbta—
blémente como bor ejémplo,paralnz 10; en el éistema no-com-
pensado el éngﬁlo de fase es aproximadamente 180° y una mag
nitud de 1,28 pero para el sistemacompensado se tiene el én
gulo de fase de 123° y‘magnitud 4,6, Si por ejemplo nos in-
teresa un control automdtico queopere desde 0 a 20 rad/seg
(3,2¢c/s) como ocurre en la mayoria de los sistemas de mando
éspecialmente mecénicos,:entonces el siétema no~-compensado-
no nos sirve pero el compensado trabajaria muy adecuadamen-—
te para este rango de frecuencias, més adn, el pico de resp
nancia apareceria cuando W~30 rad/seg.

De lo anterior podemos decir gue una red de com-
pensacién de adelanto puede estabilizar a un sistema y ade-
més»pﬁede variar el rango de frecuencias a valoresde magni-
tud y dngulos de fase adecuados.

Para laccomprobacién experimental de lo que se a-
caba de decir solo es posible tomar datos del sistema com-
pensado puesto que el no—compensado en si es inestable. Si-

milarmente como en casos anteriores debemos grafizar la res
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puesta del sistema en lazo cerrado a partir de las curvas
de M y { constantes. De la fig 2-3.2 podemos obtener 1la fil
gura 2-3.4 en donde se dibuja la magnitud y 4dngulo de fas; ’
contra la velocidad angular.

l Los datos experimentales fomados en lazo cerrado
con la red de compensacidén del tipo l/';El = 2,89 ¥y i/T2=36

N R4 = 2K para una excitacidén sinusoidal unitaria, en esta

do estable sont

W M(w) 0 (w)
o,256—§§% 1,04 -1,2°
0,628 1,06 - 1,3°
1,256 1,06 - 2,%°
2,56 1,06 - 3,5°¢
3,78 1,08 - 3,5°
6,6 1,12 - 8,1°
12,56 1,52 -16,2°
25,6 4,6 - -46,2°
26,4 10 -0 °
28 8,6  -154 °
30,4 3,2 ~180 °
57,8 1,2 ~210 °
62,8 0,2 =~ -240 °

De acuerdo con los datos experimentales_el pico

de resonancia ocurre cuando W= 26,4 rad/seg lo cual, en for
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ma aproximada, también‘se puede predecir.de la fig 2-3,2,
Ia magnitud méx1ma medida es de 10 voltios 1lo cual estd de
acuerdo con los datos teorloos.

En la fig 2-3.4 los puntos indicados coﬁ Pegueiios
-¢frculos corresponden a los valores tomados del gréfico 2-3,
2, los cuales coinciden con la curva experimental. El pico
de resonancia que présenta este sistema es felafivamente
grandé pero ccurre a frecuencias un tanto altas (si es un
control automdtico mecdnico).

A veces también es conveniente representar el 4n-
gulo de fase de un sistema, para lo cual se ha trazado la
fig 2-3.3 en donde se indican los valores de X constentes
a la cual se superimpone el grifico Gl(jw). De este gréfi-
co se pasa & la fig 2-3.4 que nos representa la fase‘correg‘
pondiente. Puesto que es mﬁy dificil leer 1a fase en la fi-
gura 2-3.5 para valores de la veiocidad angular.mayores de
20 rad/seg ge tomarén pocos ﬁunﬁos, Pero que en realidad con
cuerden con los experimentales.- Cuando se traza el‘diagra—
ma de Bode y de Nichols la exactitud es mayor. |

Bn la seccidn que estudiamos la respuestadel sis-~
tema en lazo cerrado sin compensacién llegamos. a 1a_conclﬁ—;
gién de qme para R4 = 6Klel éistema presentaba un pico de
resonancia relativamente grande, (M =‘3,8), vamos a redu- .
cirlo de tal manera que.el valor miximoc 1llkgue por ejemplb
al,4, esto se puede consegﬁir variando la ganancia del sis

tema O introduciendo una red de compensacién. Si la ganan -
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cia no debe variar (R4 = 6K) entonces la unica posibilidad
es emplear la red compensadorsa. “,

Consideremos el caso l/T1 = 2,84 y l/T2 = 36, eg-
tonces la funcién de trénsferencia directa seré:

1070 _ | W+ 2,84 | 36
(jw+ 0,9)(jw+ 3,36)(jl+ 21,3) jW+ 36 2,84

Gz(jw) =

y por un procedimiento similar al anterior se puede grafizar
Gz(jw) en la figura 2-3.8 ¥ 2—3.3, de las cuales se paéa a
la figura 2-3.5 en aondesse grafiza 1lg magnitud y la fase. |

Tos datos experimentales obtneidos para este caso

soh:

W m(w) o (w)
1,2 28 0,95 3,4
1,5 0,95 4,5
2 0,97 7,9
3 0,98 10,2
4 1,01 12,4
6 1,07 21,4
8 1,15 30,4

10 1,21 41,6
16,3 1,4 90
20 1,2 119
30 0,45 180

El sistema no-compensado presenta un pico de reso-

nancia gue puede‘ser desventajoso en la mayorfa de los casos,
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pero el sistema compensado tiene como valor méximo de la res
puesta (a 1 voltio sinusoidal) de 1,4 voltios que és acepta-
ble en controles automdticos. Observamos adémés un desplaza-
miento en la frecuencia del valor de resonancia desde 6 rad/
seg hasta 16 rad/seg. Slmllarmente el dngulo de fage debe
cambiar tal como se indica en la fig 2-3,5.

Vamos o estudiar las respuestas del sistemé por
medio de los diagramas de Bode y de Nichols. Como ya se ma-
nigsfestd antes, este método es el mds convendiente de anall
zer puesto que en el diagrama de Bode las magnitudes se pue
den sﬁmar.

Considerémos el caso en el que el sistema no-com-
pens do es inestable y sea como en el ejemplo enterior R4_=
2K, entoﬁces‘hemos visto que al introducir la red de compen
sacién 1/Ti = 2,89 v 1/T2 = 36 la respuesta del sistema se
estabiliza.

En la fig 2-3.6 se dibuja las aproximaciones asin
téticas de: sistéma no~compensado G(jWw) y la red de compen
saciébn Go(jw),-la suma nos dard la aprsximacidén asintdtica
de la funcién de transferencia total G (W) a la cual se le
puedé hacer las correcciones debidas. El dngulo de fase se
dibuja con los mismo datos gque para la curva 2-3.2.

Puesto que el sistema. no—compensado (R4 = 2K) in
herenémente es inestable, no se puede hablar de margen de
fage o .de ganancia puesto gque estos términos més'bien girven

paraimedir" la estabilidad de un sistema. En cambio, en el
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sistema compensado si-es posible medir estas cantidades, a-
.81 en la fig 2-%.6 se tlene que el margen de fase es de 6°
Yy el de ganancia es de 1 db, 1oglcamente estos valores son
nuy pequeﬁos ¥y podemos declr querel sigtema tlene muy poca
egtabilidad tal que si disminuimos R4 en una pantidad pequg
fia el sistema se hard ineéfable, ¥y efectivamehte hemos vis-
to que presenta un pico de resonancia sumemente grande.

Del diagrama de Bode se pasa tanto la magnitud co
‘mo el dngulo de fase a la carta de Nichols de la cual, a su
vez nos es posible leer la respuesta del sistema en lazo ce
rrado. ‘ | |

En la figura 2-3.7 se representa la tabla de nichols
en donde se dibujé la funcién de transferencia en lazo a-
bierto y se puede leer iqs‘valoresf@e Il en decibeles y defX
del sistema en 1azo cerrado las cuales se expresan en la fig
2-%3.8. Este gréficp es de mayor exactitud que los anteriores
por lo tanto podemos apréciar el error que se comete entre
la curva idealvy la experimental. En primer lugar ge obser-
va que para frecuencias menores de 10 radianes por segundo
el error que se cometé entre la éxpresién tebrica y la expg.
rimental es mds o menos 0,4 db, 0 sea, el error en voltaje
es aproximadamente 0,08 voltios que es una cantidad‘suma -
mente pequefia debida posiblemente a corrimiehtos de tensidn
en los amplificadores operacionales. Desde 20 radianes por
segundo en adelante los datos experimentales‘j los tedricos

concuerdan con mayor exactitud. Tas lecturas expdrimentales
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para frecuencias més altas (40 en adelante) resultan muy di-
ficiles de leerlas con precisidn en el osciloscopio deBido a
la rapidez de movimiento de la imegen y a su pequefia ampli -
 tud especialmente para las lecturas del dngulo de fase. Pero
@e'todas maneras los resultados previstos por consideracio -
nes tedéricas son,gomprobados éxperimentalmenme con una gran

exactitud.

En el ejemplo_anteriorlhemos‘visto el efecto que
tiene uha red de compensacidén adelantadora sobre la estabili
dad del sistema, consideremos éomo se modifica la respuesta
del sistema por el método de Bode y de Nichols, logicamente
se llegard al mismo resultado obtenido por medio de lbs'&ia—
grmag de Nyquist pero por métodos distintos aunque, en reali
dad, la terrfa fundamental es la misme. Sea R, = 6K y l/T1 =
2,84,;‘1/’_1‘2 = 36 con lo cual el correspondiente diasgrama se
indica en la fig 2-3.9, del cual se pasa a ‘la tabla de Nichols
(fig 2-3.7) y de aqui a‘la fig‘2—3.10, en la cual también se
dibujé la respuesta del sistema‘no—compensado. |

®1 valor necesario que alcanza la magnitud M(w) del
gistema no-compensado es de 11,5'db cuendo la velocidad angu-
lar llega a 6,3 rad/seg,‘mientras gue cuando se usa la red de
compengacidén la magnitud de la salida se reduee a 2,9 db para
una velocidad angular de 16,5 rad/seg. Como ya se manifestd an
ﬁes, esta variacidén de la respuesta_coﬁstituye une ventaja de
funcionamiento del sistema para el mismo valor de la ganancia.

Hasta agquf hemos analizado la varkcidén de la respueg
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ta del sistema cuando se tiene una red de adelanto, conside
remos ahora una red de retraso. Por el método del lugar de
las raices se deduce que el sistema "pierdé" estabilidad
cuando la red de compensacidén es de retraso, vamos a ver co
mo se interpreté este fendmeno por medio del anélisis de fre
cuencias.

En la fig 2-3.1 se indicd el lugar geométrico de
Gc(jw)(al variar W) como una semicircunferencia que solo con
tiene valbres_positivos en la direccidn j (y también en el
eje real) cuando G, es adelantédbré de fase, logicamente, si
G, es retrasadora el semicircuio gerd el cpmplemento del di
bujado con igueles valores del radio y centro. |

Gonsideremos la red 1/T1 = 36 v l/T2 = 2,84 con u-
na ganancia dada por R4 = 20K. Larrespuesta del sistema pode
mos obtenerla por los métodos de_Nyquist.y de Bode, puesto
gue ya conocemos la teoria fundamental solo nos interesa a-
nalizar por el método de Bode que nhos condubiré a la respueg
ta de una manera fdcil y exacta. |

La funcidén de transferencia directa para estas con
diciones es: | _
- 25,5 (jw+ 36)
(3w+ 0,9)(Jw+ 2,84)(Fw+ 3,36)(Jw+ 21,3)

G(jw) =

de la cual se puede encontrar el diagrama de Bode {£ig 2-3.
11) y por medio de la tahla de Nichols (fig 2-3.7) se pada

a la fig 2-3.12.
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| Para la comprobacidn experimental en el laborato-
rio ge tomaron los siguientes datogs (despuds de reducir uni

dades) para una seflal sinusoidal unitaria e entrada:

w M) & ()
0,628 = 0,96 12,40
1,256 1,14 27
1,890 1,55 49
2,2 2 70
2,4 2,25 90
2,52 2,3 100
2,64 © 2,2 117
2,76 2 130
3,02 1,5. 160
3,34 1 1180
5,02 0,244 214
6,28 0,12 315

¥y se los represénté conjuntamente”coﬁ el sisfema no-compen-
sado en la fig 2-3.12. Se obgserva que la red compensédoia de
retraso tiene efecto inverso al que produce la de adelanto
puesto que aumenta el pico de resonancia y disminuye la fre
cuencia o sea gue el ancho de banda del sistema se reduce.
Este efecto puede resﬁltar perjudicial por lo que la red ade
lantadora se usa de preferencia para cumplir con los requeri

- mientos de magnitud y frecuencia. Mds ain, inherentemente es
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te sistema presenta menos estabilidad puesto que se reducen
considerablemente los mérgenes'dé fase ¥y de génancia, desde
53° del nO-compensado hasta 27° dgl compensado, y desde 19

db. hasta 6 db. respectivamente.

2-4. CONCLUSIONES

Para éstudiar la variacidén de larespuesta del sisg
tema cuando se usa compensacidén el procedimiento mds efecti
vo es por medio del 1ugar.de'las raices puesto que es el mé
todo dé mayor generalidad; Se.puede obgervar como varian los
lugares de las raices cuando se aplica una compensacidn al
sigtema (procedimiento analitico) y si se desea que el esta
do transitorio del sistema presente determinadas caracteris
ticas, entonces se debeﬁ elegir los polos j los ceros de la
red cempensadora tal que la curva del lugar de las raices pa
gse por una determinada regidén del plano s. Si se conoce per-
fectamente los procedimientqs analiticos entonces se puede
encontrar los polos y los ceros deséados, luego del cual se
debe encontrar la red fisica que cumpla con las condiciones
impuestas. Este dltimo proceso reguiere del conbdbcimiento de
‘algunas técnicas tratadas en los libros de sintesis de redes.

El gétodo de Nyquist, como ya se dijo antes, lo con
gidero como fundamental por su ﬁarte tedrica aunque en reali
dad ofrece pocas venfajas por la cantidad de computaciones,
por lo tanto solo puede ser dtil en procedimientos analiticos

_ mas no para disefio. E1l método de Bode y de Nichols reemplaza
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con mucha eficacia al de Nyguist en lo que regpedta a consi
deraciones de diseﬁo4puestd,que ios resultados obtenidos se
deducen facilment, esfo hade'posible egtudiar rapidamente
la variacién gue sufre la respuesta del sistems cuando se
hace variar las pogiciones de los polos y de los cercs de la
red de compensacidbén. As{ por ejemplo si se desea que el sig-
tema cumpla la condicién de que el pico de resonancia gesa me
nor de 2,3 db se debe introducir una red tz2l que en la tabla
de Nichols pase la curva de G(j®W) por fuera de la elipse co-
rrespondiente a 2,3 db; también se puede conseguir el mismo
objetivo si tenemos libertad de variar la ganancia, lo que
gignifica un‘desplazaﬁiento de la curva de ¢(jw) en la direc-
cidﬁ del eje de magnitudes hasta un valor tal que a lo més
sea tangente a la elipse de 2;3 db.

Bl procédimientb que se‘sigﬂten.el‘diagrama'dé Ny-
quist para un fin similar al anterior es de maYor dificuldtad.
puesto gque requiere una serie de pruebas y tanteos de la po-
sicidén correcla de la circunferencia de M constante, logica-
mente existen reglas que ayudan a encontrar el circulo corres
pondiente a la magnitud M méxima permisible y gue sea tangen
ta a G(jw) (método de Brown y Campbell).

En todos los graficos desarrollados he colocado
tanto la magnitud como la fase contra‘la veloéidad angular y
a primera impresiéh pareceria,que las dos ecantidades son in-
aepenﬂientes una de otra, pero no es correcta esta suposicidn,

Puesto que €S relativamente fT4cil calcular la magnitud y la
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fase de un sistema si se conoce la funcidn de.transferehcia,
evaliticamente no hay difibultad de usar los dos diagramas;
perc si ge trata de obtener la expresidn matemdtica de un
gistema soloc por medio de datos experimentales pueden apaig
cer dificultades. Bn lo concerniente a la medida de la mag-
nitud de la salida los précedimientos del laboratorio son
sencillos y muy eficaces, pero para medir defasamientos se
requiere trabajar a frecuencias relativamente bajas para ob
tener resultados aceptables, para frecuencias mayores es muy
diffecil adquirir datds confiables, felizmente, para estos
casos H.W. Bode encontré la relacidn gque existe entre le fa
se ¥y la magnitud, por lo tanto solo serfa necesario encon -
trar o la una o la otra (preferiblemente 1a-magnitud) para
gue las dos cantidades Quéden completamente definidas. Esto
se aplica con la condicidén de que el sistema sea de "fase
minima®, o sea paﬁ aquellos sistemas en donde la fase es la
minima posible para el numero de elementos almacenadores de
energia. Bode desarrolld al respecto una serie de teoremas
que analizan detalladamente la relacién entre fase y magni-
tud para redes eléctricas, pero por dualidad se puede apli-

car & otros sistemas con las restricciones necesarias.
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3, ESTUDIO DE LA COMPENSACION PARALELA EN T4 BESTABILIDAD Y
FN LA RESPUESTA DEL SISTEUA

En el numeral anterior estudiamos el efecto de la

comjéensacidn en serie, hoy nos corresponde analizar el sis-

temé cuando la red de compensacicSn es la red de realimenta-

e¢ién. El circuito usado par_a este caso se ilustra en la fig

5.1.1.

!
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| Ta fupoién de transferencia se lo puede calduiéa—
facilmente, en efecto, el sistema se lo puede represent N
por el llamado diagrama de blogues (fig 3-1.2) de 4 .
evalia Eo(s)/Ei(s). e

f_,g)i oy L, L] -308 -2/3/%¢ 2,
f [ (440,9)(4133¢) A+2,3 —
3
_{4AT
(+ATz ~f
| F/g 3~I)z
{_____ . B

—

\ | -303 2f3/P
?l: - U)[(“W—Wa’ﬁﬁé){ +2l,;:\

1=t 7\@;;53@%%“ ;f,jf,?; }( D{_ %}

~6,42/R
) _ (r109) (A+320) (p123) -
Ei(h) N 6,42/ Ra ng +iT) | (3-1)!)

(++09) (443294422 T (4+1/%)

con lo gue se
ve gue el sgistem i '
a tiene realim i
entacidén negati
‘ iva.

cag de Tl v T2 .
Una red de adelanto ge fase lo
1a ecuacién 3-1. 2 es:

da la combinacién

/T = 4,43 7 1/T, = 36, con 1o cual
K (s + 4,43)
0=t (s + 0,9)(s + %,36)(s + 21,3)(5 + 36) (31.3)
6,42 x 36 1 .. _52,2

en donde: X =
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Como en el casdrde la compensacién en serie, pri-
nero egstudiaremos la‘vaiiacidn de la resgspuesta pdr medio del
lugar de las raices y luego por los métodos de andlisis de
frecuencia. |

La red de compensacién usada es lam misma que para

el caso anterior.

3-1) ESTUDIO DE LA COMPENSACION PARALELA POR EL METODO DEL
LUGAR DE LAS RAICES | |
Como hemos dicho en el numeral 2;2;a), la red de

compensacidn presenta un términd diferenciador, por 1lo tan-
to amplifica todo ruido gue.. aparezca en el circuito, pero,
por su posicidén indicada en 1a'fig 3-1.1 el ruido exteino
es filtrado por la capacidad a tierra de la red Gl(s).
La ecuacidn caracteristica que debemos analizar es:

6,42/R,y T+ M) (512

(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3) T,(s+1/T,)

O0=1+

debemos considerar en esta ecuacién las combinaciones tfpi-

cas de Ty ¥y T2 .

Una red de adelanto de fase lo dsa le combinacidn

l/T1 = 4,43 § 1/T2‘= 36, con 1o cual la ecuacidén 3-1.2 es:
K (g + 4,43) ,
0 =1+ -
(s + 0,9)(s + 3,36)(s + 21,3)(s + 36)
| | | (3-1.3)
en donde: K = 8242 x 36 1l _._52,2

4,43 R4. Ry
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v el corresppndiente lugar de las raices serd el mismo gque
se indica en la fig 2-2.1 de la compensacidén en serie y por
lo tanto las congideraciones de estabilidad que se hicieron
en la seccidén 2-2.a) serdn idénticas para este caso.

De lo anterior se tendria el impulso dé decir gue
no importa en donde se colbque‘la compensacidn, pero no su-
cede asi puesto que las caracteristicas de la respuesta del
sistema sl varian notablemente.

Sea por ejemplo lé red de compensacién l/EI,‘1 = 4,43

N l/T2 = 36, entonces la funcidén de transferencia de la en-

trada a la salida es:

E_(s) (-6,42/R,) (5+36)
B (s)  (8+0,9)(s+3,36)(s+21,3)(s+36) + 5—%:? (5+4,43)

(3-1.4)
Para el caso de 1la compehsaéiéh gerie hemostomado

Ry = 4,4X y la posicién de las ralces (ecuacién 2-2.7) son:

8 = = 4,46

85 = -46,5

83 = - 5,3 = Jj15,25
Sy = - 5,3 + jl5,25

Al aplicer una funcidén escalén unitaria a la entra
da, entonces la transfomada de la salida es:

1462(5+36)
B(s+4,46)(S+45,5)(S+5,3+j15,25)(S+5,3—jl5,25)

_Eo(s) =
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de donde, por el procedimiento conocido se tiene:

0,96 1,05 0,004 0,150/286°
-E (8) = - - v - ‘ +
— ) 8 + 4,46: 8 + 46,5 s+5,3+j15,25
. _o,150l=286°

¥ la funcién del tiempo despreciando el tercer término es:

. —'4‘146t "'5,3t
-2, (t) = 0,96-1,05€  +0,3@ . sn(15,25t - 3,41)
en donde el defasemiento es 90 - 286 = - 196° = - 3,41 rad.

En la ecuacién 3-1.5 observamos que el coeficiente
del segund o término de la derecha es relativamente grande
pdr lo tanto la respuesta del sistemﬁ seguiré a la curva
experimental méds ques & su propia oscilacidén tal como se nues
tra en la curva (6) de la figura 3-1.3, en donde tambiéﬁ se
indica la respuesta del sistema»nofcompensado (1) ¥ la del
sistema compensado serie (2) para R4 = 4,4K, y lar misma red-
compensadora;  |

‘Se observa clarémente la diferencia de la respu-—
esfa'cuando la red de cOmpenSaciGn ge coloca o0 en serie o
en paralelo , esto:'se debe , logicamente , a la posicién
del "cero" de la funcién de transferencia en lazo cerrado,
puesto que en el caso serie el "cero" de W (s) lo forma el
cefo de la red com@ensadora mientras en el caso paralelo el

: WL
"cero" de W (s) es.elnp018 de la red .
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Consideremos lg red l/T1 = 2,84 7y 1/T, = 36, en-

tonces el correspondiente lugar de las raices se halla re-
presentado en la figura 2-2.3 curva (3) de donde las raices

para R, = 4,4K (ec. 2-2.9) son:

Sy = -49,8 |
53 = = 4,50 -~ j19’5

54 = - 4,50 + j19,5
de donde la funcidén del tiempo es:

276t -49,8% ~4,5%
-2,(t) = 0,96 - 0,97@ - 0,004@ + 0,440 .

'Sn(19,5t - 3134)
(3-1.6)

La curva (7) de la figura 3-1.4 representa la ecua
cién 3-1%.6, la (3) corresponde a %s compensacidén serie con
la misma red y la (6) es la expresada en la fig. 3—1.3.

En los dos ejemplos anteriores hemos visto que la
tendencia oscilatoria del sistema es muy pequefia, esto se
debe a Que el "cero" del sistema es muy lejano con respecto
a la posicién'de losg polos complejos. Si acercamos el "cero
al eje imaginafib, logicamente aumentard la tendencia osi-
latoria. Péra,compfobar este hecho consideremos el caso de
tener la red de compensacién 1/ = 2,84 ¥ l/T2 = 16, el co-
rrespondiente 1lugar de las raices representa la curva 8 de

la figura 3-1.5 en donde la 1 es el sistema no-compensado.
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Por un proceso similar a los anteriores se encuentra gque la

regpuesta en'funcién del tiempo. para 34 = 4,4K eg:

-2,76% - -34,8% -2t
~0,(t) = 0,96 - 0,855 @ - 0,009€ " 4 o0,208@ -
. sn(16t - 2,85)
en donde el defasamiento es -2,85 radianes = — 163°

Ta representacién gréfica de esta ecuacidn es la
curva 8 de la fig 3-1.6, la cual'eé més oscilatoria que la
7. | |

‘Para la comprobacidn‘experimental de 1o dicho an-
teriormente se tomaran las fres fotos que se indica a conti-
nuacidén. Tia foto de la fig 3-1.7 cofresponde a la red de com
pensacidn l/Tl = 2,84 y 1/T, = 36 con Ry = 4,4 por lo tanto
correspbnde a la curva 6 de la fig 3-1.3, las escalas son:
0,2 voltios por cuadro vertical y 0,25 segundos por cuadro
horizontal. |

La fig 3-1.8 corresponde & la curva 7 de la fig
3-1.4 siendo las escalas idénticas al cago de la foto 3-1.7
(0,2 v/cuadro y 0,25 seg/cuadro).

~ La foto 3-1.9 corresponde a la curva 8 de la fig.
3-1.6; las cuales son: 0,2 voltios por cuadro vertical y
0,5 gegundos por cuadro horizontgl. |

¥n las tres fotos gue se encuentran en la pagina.

siguiente se observa gue el valor final llega a 1,1 voltio,

"el error que se comete (0,14 voltios) con respecto al calcu
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lado se debe al corrimiento de tensién ya dicho antes. Por

lo demds se observa gue las formas de onda concuerdan muy

aceptablemente con las calculadas.

ng 3-1%
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F@_3-L9

Puesto gque Hemds visto que los resultados teoricos
y experimentales concuerdan como debfa de esperarse he con-
giderado util ilﬁstrar breveﬁeﬁte cuando se tiene el caso
de una fed de compensacidén retrasadora de fase como la dads

‘por 1/513;‘L = 36 y 1/T,= 2,84 con R, = 20K.

4
El tcero" de la funcidédn de trasferencia del sis-

tema en lazo serrado es el"polohde la red de compensacidn

( l/T2 = 2,84 ) por lo tanto el sistema debe seguir mds a

su propia oscilacién que al crecimienfo exponencial.

Este comportamiento se observe en la fig 5-1.10
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Fig 3-110

3-2. ESTUDIO DE L4 COMPENSACION EN PARALELO POR EL METODO
DE ANALISIS DE FRECUENCIA

Cuando se estudid la respuesta del sistema en la-
zo cerrado y sin compensacién se menciond que el método del
grdfico polar inverso es muy conveniente para analizar el
sistema de realimentacién no unitarié, por lo tanto utili-
zaremos esgte procedimiento para estudiar el sistema compen-
sado. | |

Por el método del lugar de las ralces hemos vis-
to gque las consideraciones de estabilidad son parecidas en
la compensacién serie y paralelo, por lo tanto vamos a ana-
1izar unicamente la variacién de la respuesta del sistema.

Ta funcién de transferencia inversa se lo puede
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expresar:
R(jw) - L
cliw) (i)

+ H(jW)

en donde G(jWw) es la transférencia directa y H(jw) es la
red de realimentacién (en este caso mo-unitaria). En el
plano complejo, para encontrar R/C‘debemos grafizar 1/G
¥y H luego sumar-ias fasorialmente. ﬁas curvas de M cons~
tante (magnitud de C/R) son circunferencias concéntricasl
al punto QO + JO (origen) y las de —'d_cﬁnsténte (fase de
C/R) son lineas rectas que parten del origen. Todo lo an-
terior se justifica eh la Parte I numeral 4.

Gonsideremos la red de‘compensacién 1/T1 % 2,84

v 1/7, = 36, con lo cual las funciones de transferencia
2

sons /
6,42/R
a(jw) = : 4 ‘
(3+ 0,9)(jw+ 3,356)(jlw+ 21,3)
‘ jw + 2,84 56
H(jw) = o

jw + 36 2,84

En la fig 342.1 se dibujé las funciones 1/6 y H,
la suma de la & dos para un valor paiticular de W nos da la
funcidén R/C, ademds se indica las circunfdrencias de M cons—r
tante y las rectas de -u’constantef De este gréfico se ra
ga facilmente al de la fig‘3;2.é en donde tembién se indica
la magnitud y la fase dei sistema no-compensado.

Se observa (fig 3-3.2) que la curva de magnitud

del sistema compensado no presenta picos de resonancia més
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bien es una curva monotdnica decreciente al contrario de lo
que ocurre en todoé los éjemplos que hasta hoy hemos congsi-
derado. Por el método del lugar de las rafces se observd que
el sistema posee dos polos complejos conjugados, por lo tan-
to seria de esperar que el sistema presente algin valor re-
sonante, pero no sucede asi debido a la infllencia del =ce-
ro" que es muy grande siendo dominantes los polos puramen-
te reales, en efecto, la regpuesta transitoria sigue mds
fielmente al érecimiento exponencial (debido a polos reales)
que a la oscilacién amortiguada (debida e polos complejos
conjugados), lo cual se refleja en la respuesta a la fre-
cuencia como una curva monoténica decreciente. Puesto que la
magnitud‘tiene pequeﬁg variacidén la fase crecerd con‘menos
rapidez que en los caeos anteriores como se observa en la
fig 3-2.2.

Para la comprobacidén experimehtal de todo lo ante-
rior se utilizé la redfl/Tl = 2;84; 1/T2 = 36 con R, = 6K
de donde se midiefon lbs siguientes datos (una vez reduci-

das las escalasg).

W) ww) ¢

0,628 1 15,8°
1,256 0,9 29,3
1,88 0,8 40,5
2,51 0,72 51,8

3,14 0,64 58,4
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WA W) -Yw)
3,76 0,56 66,2
7,48 0,37 90

12,56 0,28 121,5
18,8‘ ' ‘, 0,17 "'180

Los datos de magnitud concuerdan casi sin error
éon los tedbricos, por lo tanto en la fig 3~2;2, practica-
mente las curvas tedrica y experimental se superponen; log
datos de fase difieren un tanto, posiblemente debido a pe-
gqueilios errcres en la lectura en los aparatos de mediciédn,
pues, como ya se manifesté antes, es realmente dificil ob-
tener datos exactos de la fase. |

De lo anterior se demuestra que el andlisis por
el método del planoc polar inverso es lo suficientemente
exacto en la mayoria de los casos.

Cuando se traté de la compensacidn serie se uti~
1izé el método de Bode y Nichols como herramienta fundamen
tal del andligis de frecuencia, consideremos ahora como se
puede usar el diagrama de Bode y la tabla de Nichols para
el caso de la compensacidn en paralelo.

Hemos visgto que si G(jw) es la funcidn de transf
ferencia directa, H{jw) la transferencia inversa, entonces:

c(jw . (%)
R(3W) 1 + G(JW)E(IW)

Las curvaes de Nichols nos dan la magnitud de C/R
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siempre que el numerador sea GH, por lo tanto, la funcidn
de transferencia total'puede expresarse en la forma:

o(w) _ _ e(wEGw) 1
"R(jw) 1+ ¢(JwE(jw) - H(jw)

por lo que el primer factor de la derecha pﬁede usarse con
el diagrama de Nichols éiempre que se grafice GH. Iumego del
cual la magnitud de C/R expresada en dedibeles serd simple-
mente la suma de las magnitudes de GH/(1 + GH) y de 1/H ex-
presados en decibeles, esta operacidn se la debe hacer para
cada valor de la frecuencia siendo Util el diagrama de Bode.
Para ilustrar el procedimiento anterior considere
mos la red de compensacidn 1/Tl = 2,84 y /T, = %6 con R4=7
6K de tal manera que el producto GH seria:
| 6,42/R,
(jlw+ 0,9)(J w+ 3,36)(Jw + 21,3)

G(jw)E(jw) =

Jw+ 2,84 36

jw+ 36 2,84

el cual debemos grafizar en la tabla de Nichols (fig 2-3.7)
para el valor R4 = 6K, el cual ya se encuentra dibujado puesg
to que para la compensacidén serie encontramos la misma fun -

cién. Como ya se dijo antes, la magnitud de la salida seri:
M, = ¥ - 20 1g ||

en donde M representa la magnitud de GH/(1 + GH).

En la figura 3-2.3 se indica el valor M tomado de
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la figura 2-3.10, el valor 20 lg |H| asf como también 1a
curva M, resultante. o |

Tos datos éxperimentales permiten trazar la curva
en linea de puntos de la figura 3-2.3 los cuales difieren
del tedrico muy poco. |

En la fig 3-2.é se dijohque las curvas tedrica y
experimental se confundfan en una sola, esto se debe en pri
mer lugar a la escals del dibujo y en segundo lugar a que
.105 valores menores de 1 representan cantidades muy peque
fias dificiles de grafizar con exactitud; mientras que para
escalas logaritﬁicas,'estas cantidades repreéentan magnifu4
des relativamente grandes. Se notard en la figura %-2.3 que
el error entre lasg curvas-calculada ¥y experimental ocurre
cuando la tensidn de salida es de pequeflas décimas de vol-
tio lo cual es realmehte dificil de leer sin tomar en cﬁen—
ta la sensibilidad de los instrumentos de medida. De todas

maneras 1los resultados tedrico y experimehtal concuerdan.

333,CONCLUSIONES

El anéliéis de la respuesta del gistema compensa-
do por medio de una red en paralelo es idéntica al caso se-

rie, pero hemos visto una notable diferencia de las formas

de onda transitorias ern los dos casos y Su causa y&a B8e €X-

plicé antes.
£l andlisis por el método de la frecuencia ya no

resulta el mismo que para la compensacidén serie. Como hemos
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visto, es de gran-ventaja usar el diagrama polar inverso
' puesto gue para obtener la respuesta en lazo cerrado es su
ficiente sumar los fasores de la inversa de la funcidn de
transferencia con la funcidén compensadora y observar para
cada punto la magnitud y la fase. Por el método de Nyguist
resulta sumamente dificil encontrar la respuesta. Si se u-
tiliza el diagrama de Bodery la tabla de Nichols hemos vig
to que el procedimiento,‘si bien es bastante exacto resulta
mas complicado que para la compensacién gserie puesto que ne
cegitamos la respuesta a la frecuencia del sistema conside-
rado con realimentacién ﬁnitarialakla'cual se le resta la
respuesta de la red compensadbra.

En este numefal he creido necesario no considerar
un mayor numero de ejemplos puesto gue el procedimiento en
todos los casos es exactamente el mismo y se ha probado a
través de todo el trabajo laiexactitud que existe entre la

teorfa lineal y su comprobacién experimental.
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