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RESUMEN

El analisis en el dominio del tiempo, utilizando ecuaciones diferenciales tiene
aproximadamente 100 afos de antigliedad, pero su implementacion en el disefio
en el espacio de estado se introdujo al final de la década de 1950, debido a la
utilizacién de los computadores digitales. Actualmente, las técnicas modernas de
control en el espacio de estado no estan siendo adecuadamente utilizadas a nivel

industrial por dos razones:

Por el desconocimiento de sus aplicaciones; v,

Por que las ayudas computacionales no son directas.

El control en el espacio de estado mejora las aplicaciones practicas del control de
sistemas, por cuanto se puede realizar optimizacion. Esta es |la hipdtesis que el
presente trabajo maneja. Las ventajas del disefio en el espacio de estado son
evidentes cuando un diserio involucra mas de una entrada o mas de una salida,
asi como también la representacion del sistema a variables de estado proporciona
una descripcién interna (completa) de dicho sistema, dando caracteristicas que
pudieran estar ocultas al utilizar la representacion en funcién de transferencia, que

es una representacion externa o global.

El objetivo general de este trabajo es el planteamiento de los métodos mas
importantes de analisis y disefio de sistemas de control lineales, univariables,
multivariables, invariantes en tiempo, tanto continuos como discretos,

deterministicos y sujetos a procesos estocasticos en el espacio de estado.

Los objetivos especificos en el presente trabajo consisten en realizar rutinas en
MATLAB a manera de un "toolbox" o librerias independientes para ser utilizadas
en el analisis y disefio de sistemas de control en el espacio de estado, asi como

tambien presentar casos de estudio.

El programa computacional MATLAB se ha convertido en una herramienta de

gran ayuda para la elaboracidn de programas de interfaz grafica con el usuario, ya

|
i
H



sea en el campo de la Ingenieria en Control tanto como en el de la Ingenieria en
Telecomunicaciones, ya que su facil manejo, asi como la gran capacidad en la
resoluciéon de problemas de alta complejidad lo convierten en una excelente
alternativa. En el caso del Control Moderno, el presente trabajo ha conseguido
disminuir el tiempo que se emplea en realizar el diseno de los distintos
controladores en el espacio de estado, mediante rutinas dedicadas, en vez de

utilizar los comandos individualmente.

El resultado final de este trabajo es un programa que puede ser utilizado en
algunas catedras de la Carrera de Ingenieria en Electrénica y Control, como son
Sistemas de Control Automatico, Sistemas de Control Discreto, Control Moderno,

entre otras.



PRESENTACION

Desde los afos 60 se han desarrollado una serie de algoritmos sobre el analisis y
el disefo en el espacio de estado, igualmente en la década de los 90 se ha venido
trabajando con paquetes computacionales como el MATLAB, el mismo que posee
instrucciones poderosas, comandos puntuales de control clasico y moderno, asi
como también la rapidez necesaria para los diversos calculos que la ingenieria
implica, pero no existe una libreria apropiada para analisis y disefio en el espacio

de estado, para realimentacion y observador de estado.

Las técnicas de Control Moderno son una herramienta mas general de la teoria de
control, se refuerza al Control Clasico con herramientas como la controlabilidad y

la observabilidad, la optimizacién, el filtrado, entre otras.

La aplicacion de las técnicas de control se basa en el uso de métodos
computacionales como en control moderno el MATLAB, en instrumentacion el
LABVIEW, en control de procesos los SISTEMAS SCADA, entre otros. Las
aplicaciones del control moderno permiten obtener mayores resultados para el
control y amplian el rango de su utilizacion. Las mejoras del control en el espacio

de estado son adecuadamente visualizadas mediante el MATLAB.

El planteamiento de las técnicas de control moderno a manera de un estudio
exploratorio, asi como la utilizacién del MATLAB como un instrumento para la
implementacion computacional de dichas técnicas, se convierte en uno de los
aspectos mas importantes en este trabajo. También se trata de observar el
comportamiento dinamico de los casos de estudio para determinar la respuesta

de los sistemas mediante control moderno.

El capitulo | trata sobre el analisis de sistemas, en el mismo se enfocan temas
como las caracteristicas estructurales (estabilidad, controlabilidad vy
observabilidad), la respuesta temporal, asi- como también la respuesta en

frecuencia (diagramas de Bode, lugar geométrico de las raices).



El capitulo Il versa en lo referente a los métodos basicos de control modernos
como son la realimentacion de estado, la estimacion de estado y por ultimo la
combinacién de estas dos técnicas para los casos de regulacién y de

seguimiento.

En el capitulo Il se incorpora en el presente trabajo las {écnicas avanzadas de
control en lo referente al regulador cuadratico lineal, al filtro de Kalman y al

regulador cuadratico lineal Gaussiano.

El capitulo IV hace referencia a diversos casos de estudio en los que se aplican
estas técnicas de control, entre éstos se tiene: el problema de la bola suspendida,
el control de la tensién de una cinta digital, el control de orientaciéon de un satélite,
el control de un helicoptero, el problema de la caida libre y el control del péndulo

invertido.

En el capitulo V se muestran los resultados del trabajo y en el capitulo VI se
presentan las conclusiones. Ademas se incluye un diagrama de flujo de las

pantallas del programa, asi como también el manual del usuario en el apéndice.

El Analisis y Diseno en el Espacio de Estado se lo realiza mediante el desarrollo
de rutinas implementadas en el programa computacional MATLAB versién 5.3,
estas rutinas son un grupo de archivos con extension “.m", a los cuales se tiene
acceso al digitar el comando ades (luego de seleccionar el directorio
correspondiente a la ubicacién del programa en |la pantalla de! “path browser” del
MATLAB, este procedimiento se indica con mas detalle en el manual del usuario);

el comando ades permite ingresar a la pantalla de presentacion.



ESCUELA POI:I'I'ECNICA NACIONAL
CARRERA DE INGENIERIA EN ELECTRONICAY CONTROL

ANALISIS ¥ DISENO EN
BL ESPACIO DE ESTADO

Realizada poxs J. Andrés Rosales Acosta
Dirigidapor: Prof MSe. Parricio Burbans R.

ENERO 2001

Al presionar el botdn de continuar se ingresa al primer menud del programa, en
donde se puede elegir entre el ingreso de un modelo de sistema o entre los casos
de estudio.

TBTSENOJERIE NG RGO A R T
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AE\TE&LE@E@ Y DISENO EN
EL ESPACIO DE ESTADOQ

En Control Madems se tiene una
serie de herramientas para realizar
el anélisis y disefio de los sistemas
de control.

Para el anélisis y/o el disefio en el
espacio de estado se debe ingresar
el modelo del sistema, o a suvez,
elegir los cases de estudio.

Al elegir la opcion del modelo del sistema se entra a una tercera pantalia, en

donde el usuario puede escoger ingresar el sistema por medio de su funcion de



transferencia o por medio de sus variables de estado, pero el programa siempre

transforma al sistema dado a su modelo en variables de estado.

TG Fe - P idee .. . —

AIANALISIS ¥ DISERO EN EL ESPACID DE ESTADD,

E[¥odeloficteRceldesealfanalizar
nuedefseMingresadolimedianielsy
funclopldeliragsterepciafofbogmedic
defetstvanablesfdelestadol

E[lmaodelofntiecelseghasialdelorden]
8, a5 desr, dehese 10wt

delesiadol
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Al presionar el botén de funcién de transferencia o el de variables de estado, se

ingresa a una de sus respectivas pantallas.

En estas pantallas se colocan los coeficientes de la funcién de transferencia o de
las matrices del sistema en variables de estado, segun corresponda, en los

espacios en blanco indicados en cada una de ellas.

Luego de ingresar los datos se presiona el botdn de continuar, ingresando asi a la
pantalla de menu completo del programa. Las opciones de esta pantalla se

detallan en los siguientes capitulos.



La funcién de transferencia del
modelo, es de |a forma:

G(s) = N(sy/D(s)

Tante el numerader N(s), coma el
denominador D(s), deben ser in-
gresados por medio de sus coefi-
cientes.

RO ER A 1 s

FUNCION DE TRANSFERENCIA

Coeficientes del Numerador N(s):

BIES

Coeficientes del Denominador D(s):

{An AnT An-2 ... AD}

{Bn Bns1 Bn-2 ... BO}

A B EGUARG . R 4 E
VARIABLES DE ESTADO
Malriz Alnxn]:

Las variables de estado del modelo,
deben ser ingresadas como matrices
de la forma:

dx/dt = Ax + Bu
y=Cx +Du

La matriz A puede ser hasta de orden
10 (10 estados).

Matriz B[nx1]:

i IR |
Matriz C[1xn]:

| Le)

Matriz D[1x1}:

[
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Una vez ingresado el modelo dsl
sistema, se puede ingresar a una de
las ires opciones del ment para el
andlisis o el disefio.

Se puede cambiar de modelo de
sistema, asi coma también ingresar
a los casos de estudio.




CAPITULO 1.

ANALISIS DE SISTEMAS.- Desarrollo de Rutinas

El andlisis de un sistema es fundamental para cualquier aplicacion practica,
existen diversas técnicas de analisis, asi como también varios tipos de sistemas
sobre los cuales se puede aplicar este método. Es muy importante contar con el
software especializado para poder implementar con mayor facilidad las rutinas

que resuelvan este tipo de problemas.

"Un sistema moderno complejo posee muchas entradas y muchas salidas que se
relacionan entre si en una forma complicada. Para analizar un sistema de este
tipo, es esencial reducir la complejidad de las expresiones matematicas, ademas
de recurrir a una computadora que realice gran parte de los tediosos calculos
necesarios en el analisis" [1]. El enfoque en el espacio de estado para el anélisis

de los sistemas toma en cuenta este punto de vista.

nimlab:hdad y ubservablhdad del mismo; - :

En el anéllsns dal .hempo de un: s;stema. -
podemos calcular 8l maximo subrsplcu 8l -
hampo de’ establecnm(enw y eI error en %,

'n el. anéllsrs de frecuencla da un mslema ;
‘ppdemos observar fan(o sy dlagrama deA .

calcular el margen de ganancla margen de
fase, ancho. de banda etes T

A continuacién se hace una breve referencia a algunos conceptos importantes

para el analisis de sistemas en el espacio de estado.



1.1 MODELOS A VARTABLES DE ESTADO

La representacion del sistema a variables de estado proporciona una descripcion
interna (completa) de dicho sistema, dando caracteristicas que pudieran estar
ocultas al utilizar la representacion en funcion de transferencia, que es una

representacion externa o global.

u(t) y(®
——  SISTEMA P-»
L

Figura 1.1 Sistema Dinamico

"Una funcioén de transferencia de un sistema se define como la relacién entre la
transformada de Laplace de la variable de salida y la transformada de Laplace de
la variable de entrada, suponiendo que todas las condiciones iniciales se hacen
igual a cero. La funcién de transferencia de un sistema representa la relacién que
describe la dinamica del sistema bajo consideracién. La descripcion de la funcion
de transferencia no incluye ninguna informaciéon concerniente a la estructura

interna del sistema y a su comportamiento" [1].

L) Y(s) | by +bs+bys® . tb 5"
Lu(@®)} U(s) a,+as+a,s®+.+a, s"" +a,s"

G(s)

"El estado de un sistema dinamico es el conjunto mas pequefio de variabies
(denominadas variables de estado), tales que el conocimiento de esas variables
en t=f, conjuntamente con el conocimiento de la entrada para tt,, determinan

completamente el comportamiento del sistema en cualquier tiempo ¢ >t,.

Asi, el estado de un sistema dinamico al tiempo f queda determinado
univocamente por el estado al tiempo t, y |la entrada para {2t,, y es independiente
del estado y entrada antes de f,. Notese que al tratar de sistemas lineales
invariantes en el tiempo, generalmente se escoge un tiempo de referencia ¢, igual

a cero.



Las variables de estado de un sistema dinamico son las variables que constituyen
el conjunto mas pequefio de variables que determinan el estado de un sistema
dindmico. Si se requieren al menos n variables xy, x3 ..., X, para describir
completamente el comportamiento de un sistema dinamico (de modo que una vez
dada la entrada para f2t,, y que el estado inicial esté especificado en t=t,, el
estado futuro del sistema.queda completamente determinado) entonces esas n

variables son un conjunto de variables de estado" [1].

Las variables de estado no necesitan ser cantidades mensurables u observables
fisicamente. Las variables que no representan cantidades fisicas y aquelias que
no son mensurables ni observables pueden seleccionarse como variables de
estado. Tal libertad al elegir las variables de estado es una ventaja de los

métodos de espacio de estado.

En el analisis del espacio de estado se manejan tres tipos de variables
comprendidas en el modelo de sistemas dinamicos: las variables de entrada, de
salida y las variables de estado. El programa analiza sistemas hasta con un

maximo de 10 variables de estado.

"Sea el sistema dindmico de la figura 1.1. En este sistema, la salida y(t) para tzt;
depende del valor y(t;) y la entrada u(t) para t=f;. El modelo del sistema dinamico
debe incluir elementos que memoricen los valores de entrada para f2t;. Como en
un sistema de control continuo en el tiempo, los integradores sirven como
dispositivos de memoria, se puede considerar a la salida de tales integradores

como variables que definen el estado interno del sistema dinamico.

Asi las salidas de los integradores sirven como variables de estado. La cantidad
de variables de estado que definen completamente Ia dinamica del sistema, es

igual a la cantidad de intégradores incluidos en el sistema” [1].

Para un sistema G(s), definido por la siguiente funcién de transferencia, el

conjunto de variables de estado seria:



Y (s) _ by

G(S) = - 2 n—1i n
U(s) ay+as+as +..+a, s +s

(8" +a,  s"" +. o ast Fas +ay)Y (s) = bU(s)

Y'ta, T+t ay +ay +ay = by

Xy =)y
1
x2 :))
_n
Xy =Y
n—-l1
n Yy

X1 = f1(%), %000 X,,52)

X2 = f5(X),%5,0005X,30)

Xp = fn (xl,xz,...,x";'ll)

.y(f) = g(x] 2x2>"-:xn;“)

Estas ecuaciones se convierten en la ecuacién de estado y la ecuacion de salida,
respectivamente:

x() = £ (x1)
() = gxu)

Donde x(t) es el vector de estado.

Si se linealizan las ecuaciones alrededor del estado de operacién, se tienen las

siguientes ecuaciones de estado y de salida linealizadas, para un sistema
invariante en el tiempo:



(94}

x(0) = Ax(1) +Bu(?)
y() = Cx(t) + Du(t)

En donde x es el vector de estado, v es la entrada, y y es la salida.

=

X(t) x() y(t)

u(t)

Figura 1.2 Diagrama de bloqueé en el espacio de estado

Considérese el sistema G(s) descrito anteriormente, este sistema se representa
en el espacio de estado mediante las ecuaciones de estado y salida linealizadas.

La transformada de Laplace de estas ecuaciones se obtiene mediante:

sX(5)—x(0)=AX(s)+BU(s)
Y(s)=CX(s)+DU(s)

Suponiendo que x(0) (condicion inicial) es cero, se tiene:

sX (s)—AX(s)=BU(s)

(s] = A)X(s)=BU(s)
X(s)=(sI—A)7 BU(s)
Y(s)=|csr -4 B+D(s)
Y (s)

%=C(SI~A)" B+D=G(s)=C(s[~4)"B+D

MATLAB permite el cambio a modelos en variables de estado de manera muy
sencilla mediante la utilizacién de algunos sus comandos, pero es importante

senalar que la representacion en el espacio de estado para cualquier sistema no



es Unica, existen muchas representaciones en el espacio de estado para el mismo

sistema, el programa ades ofrece una de estas posibles representaciones.

El modelo del sistema ingresado, se presenta tanto en su forma de funcion de
transferencia como en variables de estado en la pantalla de las Caracteristicas

Estructurales del Sistema.

o

FUHCION DE TRAMSFERENCIA

) variables de 'estado de un ‘slatema -
= [RIR)32(,-0. . Xnl) 1 son un'conjonta’:
- ‘linealmente -independiente cuyo ‘conoti-. - Murmerador: o1
;. :miento junta conla:variable de- éntrada ;. Denarinador 032
" enun mismp, instante, rios’ permite’pre-
" decir el estado y la salida futuras, © .

VARIABLES DE ESTADO

Matnz A: [-3-210]

Malnz B: [.0]

tatnz C: 0

Matriz D: [

1.1.1 FORMAS CANONICAS

Se analizan las representaciones en el espacio de estado en las formas candnica
controlable, candnica observable y candnica diagonal (o de Jordan), de un

sistema definido mediante la siguiente ecuacion:

Y(s)  bys" +bs" +b,s" +..+b, s+,

U@s) s"+as" +a,s" +..+a,_ s+a,

G(s)=



1.1.1.1 Forma Canonica Controlable

La siguiente representacion en el espacio de estado se denomina forma candnica

controlable;

o 1 0 1 %7 [o]
Xa 0 X, 0
= o
Xt 0 0 1 [{x. | [0
X =y —dyy Ay, —a | L* ] L]
X
y=[b,—ab, b_ —a, b, - b —ab,) x:z + by
xn

La forma canodnica controlable es importante cuando se analiza el enfoque de

ubicacién de polos para el disefio de sistemas de control.

- ‘1]2_(_'

| MODELO CONTROLABLE.

MATRICES DE TRANSFORMACION

" -Controlabilidad.~ Propiedad estructural: - Matriz Mp: f-201)
" del sistema por.la - cual.es posible.de- ., Matiz Te: ©1:10]
terminar una sefal de control u-no res-
tringida que 2 partir de-un instante ink--
gial ‘10, :permite.- lransferir el véclor.de . .. VARIABLES DE ESTADO
“estado desde un valor mu:lal aun valor" B

- final en untﬁmln S T stz de: [01:2-3]

El snstema es cuntrolable si Ia matnz__” B g [0.1)

Mp es'd rangu feto:
p es e ang cnmpven 1o

tdatiz De: 0




El programa ades cambia la forma candnica del modelo del sistema (la cual se
encuentra en la forma candnica controlable por defecto), al ingresar a la pantalla

de las caracteristicas estructurales del sistema.
1.1.1.2 Forma Canoénica Observable

La siguiente representacién en el espacio de estado se denomina forma canénica

observable:

3;1 [0 0 -+ 0 -—a, (x| | b,-ab, |
s 1 0 —a, || x, b,y —a,_.b,
— + u
Yo 00 . 0 © X, b, —a,b,
_;fnj L Vo—a JLx ] [ b-ab |
[ x, ]
X,
y=[0 o - 0 1]| i |+byu
Xp1
L %

MATRICES DE TRANSFORMACION

tatriz Np: [0110]
Matriz T {1-301]

V&RIABLES DE ESTADO

Matiz o [6-21-3]

tatiz Bo [1.0]

tAatiz Co M1

Mataz Do. n




1.1.1.3 Forma Canénica Diagonal

Para un sistema con raices de la ecuacion caracteristica (valores propios) reales y

distintos, la forma candnica diagonal se obtiene mediante:

W e 0 e 0 [w] [
: O - . O x" 1
X2 =1 P I Y R P
;Cn 0 0 = NEEA L
Xy
X
y:[c, c, cn]- 2 +byu
xn

A la forma canénica diagonal se la puede observar en la siguiente pantalla luego

de presionar la opcion de Diagonal en |la pantalla para el cambio de formas.

<$EANALISIS YiDISE!

METRICES DE TRaNSFORMACION

o S T ‘:‘ RN . : Siztema: Diagonizable
“Sila malriz.A tiena valores caracter Matriz T (0.89071.045 071

.. .cosdistintos, éstaas’ ni

'+ Cuano Ja'mati Atlane valores carac
. -fersticos de: orden:mltiple;‘a" menos
i gue la matriz.sea simétrica can elemen-
. los'reales, inp'se puede {ransiormar el Matriz A F20:0-1]
‘una, matriz diagonal,. en esle caso "
' U za lafnrma A JDfd Matnz B [-2.24:-1.41)

VARIABLES DE ESTADOD

Matniz Cj;

Matiz Dy




Jv;

1.1.1.4 Forma Canoénica de Jordan

Para un sistema con raices multiples, la forma candnica anterior debe modificarse
a la forma canédnica de Jordan. Por ejemplo, para un sistema con tres raices
multiples y las otras distintas, se tiene que una representacion del mismo se

obtiene mediante:

wl=p 1 0 o0 0 (%7 [0
“L") 0 -p 1 : 2 0
X3 | = 0 0 -pn 0 0 4]
X 0 0 -p, 0 X, 1
sl Lo 0o 0o o =p ] lx] [
Xy
X
y= [Cl €y cn] ’ + bt
x

1.1.2 TRANSFORMACION DE SEMEJANZA

Si un sistema esta dado en la forma candnica controlable, se puede llegar a la
forma candnica diagonal mediante la transformacién x = 7z, en donde la matriz T
esta formada por los valores caracteristicos distintos de A. Esta transformacién se
llama de semejanza porque no cambia los valores caracteristicos (propios) o

polos del sistema.

Para el caso de raices reales diferentes, la forma candnica de Jordan utiliza la

transformacion de semejanza con T igual a:
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(1 1 1 - 1]
A k.4,
T=|2 12 2 . 2
A Y il

Si el sistema no esta en la forma controlable, la matriz T esta dada por:

En donde vk es el vector propio asociado al valor propio A

Para el sistema;

x(f) = Ax(f)+Bu
y = Cx(t)+Du

La transformacion de semejanza x = 7z da lugar a:

Tz=ATz+Bu= z=(T""AT)z+T" Bu
y=CTz+Du

Por lo que el nuevo sistema estara dado por:

z=A,z+B,u
y=C,z+Du

Donde: Az=T'AT, B,=T'By Cz=CT.
1.1.3 MODELOS DISCRETOS

El sistema ingresado por medio de ios coeficientes de la funcién de transferencia

o por medio de sus matrices en el modelo a variables de estado, puede ser
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discretizado mediante el método 'ZOH', al presionar el botdn de Discretizacién en

la pantalla del menu completo del programa ades.

Las ecuaciones de estado y de salida linealizadas para el sistema discreto

representado en el espacio de estado esta dado por las ecuaciones:

x(k +1) = Ay x(k) + Byu (k)
Y(k) = Cpx(k)+ Dpu(k)

Donde:

Al elegir la opcién de discretizacion, se ingresa a la pantaila para la seleccion del
tiempo de muestreo, este tiempo es calculado automaticamente por el programa y
presenta un valor por defecto (este calculo se hace basandose en la ubicacion de

los polos de la planta en lazo abierto en el plano "s").

El modelo ingresado en forma continua, por medio de su funcitn de transferencia o por
medio de sus variables de estado, puede ser discretizado mediante el ingreso de un
liempo de muestreo adecuada, ésie se sugiere entre 0.1 y 5 segundos.

El tiempo de muestreo es utilizado para el célculo de la malriz transicién de estado.

Tiempo de muestreo:

El tiempo de muestreo colocado en la pantalla se calcula sobre la base de los polos
del sistema a ser discretizado. :

La matriz transicién de eslado representa la respuesta libre del sistema y depende
solamente de la matriz Ay del tiempo de musstreo.
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Luego de elegir el tiempo de muestreo adecuado, o de aceptar el tiempo sugerido,
se presiona el boton de continuar y se ingresa a la pantalla donde se muestra al
sistema discretizado en sus dos formas, por medio de su funcién de transferencia
discreta y por medio de sus variables de estado discretas, en esta pantalla se
tiene la opcidn de ingresar al anélisis del sistema discreto por medio del boton

Analisis Discreto.

Figura 1.3 Diagrama de bloques en el espacio de estado discreto
Si se selecciona la opcidn para el analisis discreto, se tiene acceso a una pantalla
similar a la de analisis en los sistemas continuos, mediante la cual se puede
realizar el analisis de estabilidad, en el tiempo, en frecuencia y, de controlabilidad
y observabilidad.

1.2  MATRIZ TRANSICION DE ESTADO

Considérese la ecuacién de estado homogénea:

x(0) = Ax(7)
Tomando la transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion se tiene:
52X (8)—x(0) = AX(s)

en donde X{(s) = L {x(t)}, por tanto:
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(s = A X(s)=x(0)
X(s)=(sI—4)" x(0)

La transformada inversa de Laplace de X{s) produce la solucién de x(t), asi:

x(1)= L7 [(sT - 4)™ 1x(0)

El término (s/-A)" esta dado por [1]:

(s —A)™ =—I~+£+A-
s s g°

+...

Por tanto la transformada inversa de Lapiace produce:

2,2 3,3
L'l[(sI—A)'l]=I+At+A2f +A3:" +..=e”

La transformada inversa de Laplace de una matriz, es la matriz formada por las

transformadas inversas de Laplace de todos sus elementos.
Por tanto:
x(f) = e*'x(0)

x(1) = ©()x(0)

En donde &t} es una matriz n x n y es la solucién unica de:

D) = ADE)
D) =1

Por tanto, se obtiene que:

O =e" =L[(s[-A4A)"]



La matriz Gnica @t) se denomina matriz transicion de estado. La matriz transicidn
de estado contiene toda la informacién acerca del movimiento libre del sistema

definido mediante |la ecuacion:

x(f) = Ax(1).

Si los valores caracteristicos A1, Az, Az, ..., Ay de la matriz A son distintos, entonces

&(t) contendra las n exponenciales:

Mt At At
e e ..,e”

En particular, si la matriz A es diagonal, entonces:

(ez“ o . 0 1
0 e™
‘(D(f)_:ezit =
| 0 e’;"_

Si hay multiplicidad en los valores caracteristicos, por ejemplo: A1, A1, A, Ag,
entonces @(t) contendrd, ademas de las exponenciales: e® e ... e*  términos

5

como: te™ fre*!

Las propiedades mas importantes de la matriz transicién de estado @xt), para un

sistema lineal e invariante en el tiempo son [1]:

1. ®0)=e** =1

2. o()=e" =(e) " =[O(-N]" = O7 ()= O(-1)

3. O, +1,)=e"C™) =gttt =O1,)D(2,) = OF,)D(,)
4. [®())])" =D ()

5. @, —1,)D{, —1,) = B, —1,) = D(t, —1,)P(t, —1,)
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Para el caso no homogéneo se tiene:

x(f) = Ax()+ Bu(?)
x(f) ~ Ax(t) = Bu(?)

Por tanto, si se multiplica ambos miembros de la Ultima ecuacién por ™ y se

integra, se tiene:
x() = e x(0)+ f; e Bu(7)dr

() = DO)x(0) + [ (- )Bu(z)dz

La solucion de x(t) es claramente la suma de un término formado por la transicion

de estados inicial y un término que surge de la entrada.

1.2.1 METODOS PARA EL CALCULO DE LA MATRIZ TRANSICION DE
ESTADO

Al resolver problemas de ingenieria de control, con frecuencia resulta necesario
calcular e, el programa computacional MATLAB permite una forma simple de
calcular e*”, donde T es una constante y A es una matriz con todos sus elementos

en valores numeéricos.

Ademas, existen varios métodos analiticos para la determinacion de e, entre los

cuales se tiene:

1.2.1.1 Primer método.- Por descomposicion en series.

La matriz transiciéon de estado puede ser calculada por medio de la siguiente

serie, la cual tiene como términos a la matriz Ay al tiempo ¢ [1]:
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et = [V[(s] - A)™]
I 4 A

et =L [—+5+—5+..]
s s s
2,2 3.3
t 1
e”‘:]+At+A +A +
, 3l
0 . l‘k
At
et =) A" —
"%
1.2.1.2 Segundo método.- Por valores propios, mediante transformacion de

semejanza.

Si la matriz A se transforma en una forma diagonal, entonces e se obtiene

mediante;
e 0 0
e I -
0 e’

En donde T es una matriz de diagonalizacidén para Ay J es una matriz en la forma

diagonal, la cual se obtiene mediante:
J=T"AT = A=TIT™ = f(A) =TT
1.2.1.3 Tercer método.- Mediante el teorema de Cayley - Hamilton

El teorema de Cayley — Hamilton es muy util para comprobar teoremas o resolver

problemas que involucran ecuaciones matriciales.
Considere una matriz A de orden n x n y su ecuacién caracteristica:
|AI-Al=2"+a, 2 +...+a

A+a, =0

n—
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El teorema de Cayley — Hamilton plantea que la matriz A satisface su propia

ecuacion caracteristica, es decir:
n n-1 —
A +CllA +...+a"_aA+anI—O

El tercer método se basa en la interpolacidn de Silvestre [1] basado en las raices

del polinomio caracteristico £{4) de A.
$(A) =|AL - 4|

Para raices distintas del polinomio caracteristico £{4) de A.

Supdngase que el grado de la matriz A es m, usando la formula de interpolacion
de Sylvester, se demuestra que e’ se obtiene resolviendo la ecuacion

determinante siguiente [1]:

14 A . eM

1 A, A7 .. . e™
=0

1 ﬂ’m ﬂmz el’"l

I A A2 em

De donde si se despeja e se tiene que:

e =a,()] +a,(DA+a,(DA> +..+a,  (HA™

nt—]

e.‘l! =ZakAk
k=0

Los coeficientes ax(t) (k=0,1,2,...,m-1), se encuentran resolviendo el sistema de

ecuaciones:
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a, () +a, O +a, (A +..+a, (O =e
(1)242’"_} — e,iq[

a, () +a,(OA, +a, (A, +..+a,_
ao (t) + al (t)ﬂ‘m + a?, (t)/lmz +..+ am-l (z“))“mm_‘1 = el’n[

Es decir, resolver:

1.2.1.4 Cuarto método.- Por la transformada inversa de Laplace.
et =L [(sT-A)]

Para obtener e se invierte la matriz (s/ - A), esto produce una matriz cuyos
elementos son funciones racionales de s, a cada uno de los cuales se les aplica la

transformada inversa de Laplace.

Uno de los métodos para el calculo de (s/ - A)7 es el algoritmo de Levenier, segin

el cual;

s"F +s"?F, +..+F,
S"+6,s" +.+0,
F,=AF _ +6,.]

n-1 n=1

g, = —tl‘[—AF;’ j
n

1.3 ANALISIS DE SISTEMAS CONTINUOS Y DISCRETOS EN EL
ESPACIO DE ESTADO

(sI—4)" =

El analisis de los sistemas en su modelo a variables de estado, puede ser
realizado a través de la respuesta temporal del sistema y de sus caracteristicas

estructurales (estabilidad, controlabilidad y observabilidad). También puede
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relacionarse con las técnicas clasicas del dominio de |la frecuencia como en el

caso del diagrama de Bode y el LGR.
1.3.1 ANALISIS EN EL TIEMPO

Al ingresar a la pantalla de Analisis en el Tiempo se obtiene el grafico de la
respuesta a una entrada escalon unitario, asi como los datos del maximo
sobreimpulso porcentual (Mp%), el tiempo de establecimiento (ts), el tiempo de

pico (tp), el error porcentual (Ep%), el orden del sistema y su estabilidad.

Para los sistemas continuos, se tiene la opcion de variar el tiempo de simulacion
por medio de un "slider" colocado bajo el grafico de la respuesta a |la entrada

escaldn unitario.

Para el caso de los sistemas discretos se puede realizar un "zoom" en el grafico
de la respuesta a la entrada escalén unitario, asi como también se tiene la opcién

de variar el tiempo de muestreo para observar cémo varia la gréfica.

- ANALISIS EN EL TIEMPO

14
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4{ANALISIS ¥ DISERD EN ECESRACIIIBR RS s RIS
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] 1 ) 1
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B I ; I
Mp (G 2.9
Y S N L RN R Mo il !
, ' - Tals) 1.8
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4 Enmdmusltw 02

Tanto para los sistemas continuos como para los discretos, se tiene un botén de
Analisis por medio del cual se ingresa a la opcidn del “ltiview” del MATLAB, en la
que se obtiene una grafica mas grande de la respuesta a la entrada escaldn
unitario y ademas se puede observar el valor de un punto de la curva donde se

coloque el puntero del mouse.

Systemn: g
Ampltude: 1.24

Time (sec.): 0.542\
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1.3.2 ANALISIS EN FRECUENCIA

La pantalla de Anélisis en Frecuencia permite obtener el diagrama de Bode en
lazo abierto y en laza cerrado, asi como también el lugar geométrico de las raices,

tanto para los sistemas continuos como para los sistemas discretos.

Al presionar el boton de Analisis en Frecuencia se ingresa a la pantalla del
diagrama de Bode en lazo abierto, en la cual se pueden obtener los datos de
margen de fase (MF), margen de ganancia (MG), asi como también los valores de

las frecuencias de corte para los dos margenes encontrados (wf y wg).

A través de esta pantalla se puede ingresar al analisis en frecuencia por medio del
diagrama de Bode en lazo cerrado o al analisis por medio del lugar geométrico de
las raices. En el diagrama de Bode en lazo cerrado se presentan los datos del
maximo de resonancia (Mr%), el ancho de banda (AB), la frecuencia del maximo

de resonancia (wr), asi como también el orden del sistema en cuestion.

$IANALISIS ¥ DISERD ENEGESE e

~ ANALISIS EN FRECUENCIA
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PO I R I - \
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( 1 AR Tt ) ha o
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O e e h e e CEE T r--1-aSregrir
. 1 [ I NN t [ l-&i* : MFIgrad] B3 BER
' 1 Yoot Lt ' o]
@« PR taxy 2 HE R S of 132/ 5.0463
- - - wi(1az/s X
10 : R O - 1o’ a:/s)
° 1 1 1 Tt Il‘: ] 1 1 Pt
R 1 [ I A
. 1 1 1 tat 1 1 1 1 11t
'm( """" =T r ot alie Tn el v 1 Rl Shaiie B e B el ol 48 '
1 [N ERER 1 [ S B
1 PN [ R T
[RTT") P temmbw Lo O e tdd e e m e e oL L3 L
i t o1 1101 1 [N
| LNy La_aaanl,
L e e it ik il b S re-a=mmaserr
1 1 ) 11t 11t .
R P I AR B AR
20 PO S S S R ] 3 S T S




23

zoom" de la

=171

'ANALISIS EN FRECUENCIA

SIS (LC)
Segundo Crden
51S

0+0i

6+Q1

4+0)
0.7+0.71414i
-07.0.71414i

RO DE Aplal!

de realizar un

=
g
<
[
[=]
=]

LIADR
CUsD

wr 1ad/s).
£B (1ad/s)

on

&

Siztema de

O

LUGAR GEOMETRICO

~[zoAsiERTO

10

R oy sy s s gy s 1Ll popmest s
R fefstisiotoiuiolutstate’ iat: IR
B e S N o e IR R e R ] =

T Loy T/ S
1 1 1 1
||._|:_.|._|..~.|..|.. i

PUMTOS DE GANSNCIA

<AIANALISIS Y DISEND EN EL

AT i

Sliet il dlaly Bkl el sdaky —=—pF === r=t
el oJolbaolod - medeaaband T
IR N B | - ] 1 [ .

también de obtener la ganancia en cualquier punto del lugar

1
A B e TR EE i R R e
oo | b 1 1 F N
L T R e ' g EYOOPY PRSI S
L A 1 1 .
t 1 3 o o 1 1 1
LTS P DN S NN PS S SO
) 1 N

ot -

R ]| EpSEpp
CY .
(]
Dhemaan

T ) A,
]
)

asl como

- pe

En el analisis por medio del LGR se tiene la opci
gra

fica,
geomeétrico.



24

4/ANALISIS Y DISENOIENENES EACIOT0 R CHN ‘ =131

CUADRG DE &MALISIS

)
——

Ganancia
Ceros.

0.96073
089335

PR [y R R QU

_——lee ol oo

1.3.3 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

“Kalman introdujo los conceptos de controlabilidad y observabilidad, los mismos
que juegan un papel importante en el disefio de los sistemas de control en el
espacio de estado. De hecho, las condiciones de controlabilidad y observabilidad
determinan la existencia de una solucién completa para un problema de diseno de
un sistema de control. Tal vez no exista una solucién a este problema si el
problema considerado no es controlable. Aungue la mayor parte de los sistemas
fisicos son controlables y observables, los modelos matematicos
correspondientes tal vez no posean la propiedad de controlabilidad y
observabilidad. En este caso es necesario conocer las condiciones bajo las cuales

un sistema es controlable y observable” [1].

El analisis de controlabilidad y observabilidad de un sistema se |o realiza al
presionar el botdon de Controlabilidad y Observabilidad en la pantalla de las
caracteristicas estructurales, al ingresar a esta opcion se presenta la siguiente

pantalia:



0 G GU EHPAEI G (51 PR

C@R?TR@LAEELIDAD Y OBSERV&EELIDAD

- La matriz da transformaclén Tc 8s el .
- resultads de la - moltiglicacion ‘eptre ;- CONTROLABILIDAD
la matriz de controlabilidad de la Matiz Mp 1 s01]
-~ .planta- Mp'yla inversa da la’ malrlz;j :
de “controlabilidad Me. " -

Matiz Mc: 5110

tatiz Te: [D1.10]
ishema; COHNTRALABLE

OBSERVABILIDAD

= b atiz Mp: [a2:20]
‘ La matnz de trans{ormacmn Toesel . .
. resultado-de.Ja_mulliplicacién  entre . - Hatiz to. (1501}
la inversa de |a matriz de- obseryabi-. Matz To: 0525005}
"+ lidad de la plarita Np-y'la mamz de’ : : Sistema: OBSERVABLE

obsewvabilidad No. - -

Al ingresar a esta opcidn, el programa presenta un aviso en la pantalla indicando
si el sistema en cuestion es controlable u observable, ademas en la pantalla
principal de esta opcidn se muestran los sistemas en las formas candnicas
controlable y observable con sus respectivas matrices de transformacion (7c y
To), asi como también las matrices de controlabilidad y de observabilidad de la
planta (Mp y Np), y las matrices de controlabilidad y observabilidad en las formas
controlable y observable respectivamente (Mc y No). En esta pantalla se tiene la
opcion de ingresar al mend para el cambio de modelos, el cual ya fue descrito

anteriormente.

Si un sistema no es controlable u observable, la pantalla de controlabilidad y
observabilidad le da la opcién de utilizar el botdn de Realizacidn Minima,
mediante el cual el programa ades realiza la cancelacién de polos y ceros del
sistema, y recalcula los valores de las matrices antes citadas, volviendo a
presentar la pantalla anterior, pero esta vez con el sistema controlable u

observable.
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1.3.3.1 Controlabilidad

La controlabilidad es una propiedad estructural del sistema por la cual es posible
determinar una senal de control v no restringida que a partir de un instante inicial
fo permite transferir el vector de estado desde un valor inicial a un valor final en un

tiempo finito.

Un sistema puede ser pasado a la forma controlable por medio de su matriz de

transformacion (7c¢), la cual se obtiene a partir de:

T,=M,-M;

Donde las matrices Mp y Mc estan dadas por:
M,=|B 4B 4B ... A"'B]
Mg = [Bc A:B, A,_%BC Aé"ch]

Las matrices Acy Bc se calculan por medio de las ecuaciones:
B.=T;'B
A, =T3' AT,

“Se dice que un sistema es controlable en el tiempo fp si se puede llevar de
cualquier estado inicial x(t;) a cualquier otro estado, mediante un vector de control

sin restricciones, en un intervalo de tiempo finito” [1].
1.3.3.2 Observabilidad

La observabilidad es una propiedad estructural del sistema por medio de la cual
se puede determinar o reconstruir el vector de estado partiendo de un tiempo
inicial f, y mediante observaciones de la salida y la entrada (estimacion de

estado).

Un sistema puede ser pasado a la forma observable por medio de su matriz de

transformacion (7o), la cual se obtiene a partir de:
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Tp =Nz N,

Donde las matrices Np y No estan dadas por:

| Cods™ |
Las matrices Aoy Co se calculan por medio de |as ecuaciones:

C,=CT, -
Ao =T0_1AT0

"Se dice que un sistema es observable en el tiempo ¢, si, con el sistema en el
estado x(fg), es posible determinar este estado a partir de la observacion de la

salida durante un intervalo de tiempo finito” [1].

1.4 ANALISIS DE ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV PARA
SISTEMAS CONTINUOS Y DISCRETOS

“Liapunov consideré la estabilidad de sistemas generales descritos por
ecuaciones diferenciales ordinarias en forma de variables de estado. Considérese

el siguiente conjunto general de ecuaciones de estado:

=/
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Si la funcion f(x) = Fx, entonces se tiene el caso lineal. Las ecuaciones han sido
descritas de manera que x = 0 es un punto de equilibrio, lo que equivale a decir
que f(0) = 0. Se dice que este punto de equilibrio es estable en el sentido de
Liapunov si se puede elegir una condicién inicial no-cero que dé lugar a una
trayectoria que permanezca pequefa. Se dice que el equilibrio es asintéticamente

estable si es estable en Liapunov, y ademas el estado va a cero a medida que el
tiempo tiende a infinito. De manera mas formal, el sistema x= f(x) tiene un

equilibrio estable en x = 0 si para cada & existe una § tal que si “5“ < 6 entonces

x| < & paratodo t (x| =x" - x).
<] (o =x" )

Para sistemas lineales constantes (de parametros concentrados), se observa de

inmediato que i:Fg es estable si ninguna de las raices caracteristicas de F se
encuentra en el plano derecho y si cualesquiera de las raices sobre el eje
imaginario son simples (una raiz multiple en eje imaginario tendria una respuesta
que crece con el tiempo y no podria ser estable). Ademas, la respuesta de un
sistema constante lineal es asintdticamente estable si todos los valores
caracteristicos de F se encuentran dentro del semiplano de la izquierda del plano
“s” " [2]. |

Considérese la funcidon cuadratica V:
V =x"Px

Donde P es una matriz positiva simétrica. Por ejemplo, si P =/, entonces V es la

suma de los cuadrados de los componentes de x tales que:
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En general, si P es positiva, esto significa que se puede encontrar una matriz 7,
tal que P = T'.T. Para dicha P, la funcion cuadratica satisface las 3 primeras
condiciones de la funcion de Liapunov [2]:

1. V(0)=0
2. V(@) >0-|x=0

3. V es continua y tiene derivadas continuas con respecto a todos los

componentes de x

4. V(x)<0 alolargo de las trayectorias de la ecuacion

Para comprobar que una matriz es simétrica positiva se verifica que los
determinantes menores principales n de la matriz sean positivos. Para la cuarta

condicion de la funcién de Liapunov, se calcula |la derivada de V:

T'/ _4 xTPx)=.; Px+xTP:3g
g v THTEAETR
V=3 (AP +Pd)=—xOx

AP +PA=-0

=

“Liapunov demostré que para cualquier Q positiva, la solucion de P es positiva si,
y soOlo si, todas las raices caracteristicas de A tienen partes reales negativas, es
decir, si se da la matriz del sistema A, se puede elegir una Q positiva, como la
matriz identidad /, luego resolver la ecuacién de Liapunov, (que es justamente un
sistema de ecuaciones lineales n.(n - 1)/2 incégnitas) y comprobar si P es

positiva, observando los determinantes de los menores principales n.

Comprobar la estabilidad considerando la parte lineal se denomina el método
indirecto o primer método de Liapunov; emplear la idea de la funcién de Liapunov
directamente sobre las ecuaciones no lineales se denomina método directo o

segundo método de Liapunov* [2].
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En el primer método de Liapunov se calculan los estados y las salidas, y también
se calculan las trayectorias, en cambio para el segundo método, no se calculan

los estados.

El programa ades realiza el analisis de estabilidad de Liapunov, al presionar el
boton de Estabilidad en la pantalla de las caracteristicas estructurales del sistema,

a través de esta tecla se ingresa a la siguiente pantalla:

L -mmw)m@@wmmﬁwm o ‘_mgg

ESTAEILIB D EEL M@DEL@

VYALORES PROFIOS

Los valores y.:vectatas prapios de:
- un modelo ‘son calcutades por
- medio de la matriz A, sunimero
depende del orden de esta matriz

VF'am el -andlisis’ de Llapunuv u-*zg
.~ saremos a la'matriz Q, la cual de-
. be-ser posiliva defmda poreso’
.irabajaremos can’la matnz 1derm B

‘ dad ASINT ESTABLE

En esta pantalla se presentan los valores propios del sistema y la estabilidad
(asintéticamente estable, estable o inestable), se tiene dos opciones en esta

pantalla:

El boton de Liapunov, mediante el cual el programa muestra otra pantalla en
donde se calculan y se muestran las matrices P y Q, asi como también el orden

del sistema y nuevamente su tipo de estabilidad.
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1) ‘Método Directo:  Se calculan esladus,i‘ [
. ‘salidas y trayeclnnas S

y ‘»2) Método Indirecto: Ng de Calculan se -
lados y uss Ia funcmn de Uapunov

V(x) *Px s

"Dnnde X es al veclor de eslados -

Ststema

MATRIZ A:

[5-6:10)
MATRIZ P

{0.7-05-0508)

MATRIZ Q
frogt)
SISTEMADE

Segundo Oiden

ASINT. ESTABLE

El botdn de Singularidades, a través del cual se ingresa al anaiisis en el plano de

fase para el sistema en cuestion.

< ANALISIS ¥; D1 SERDJENIEECEAGIOIORY:

laas
i od

(T
1036

lexs
P

SINGULARIDAD
Modo Eclatle
SISTEMA
Ectablz

CONDICIONES INICIALES

|62

! cn ci2 a3
1045 )

: 1

Y 1]
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Si se desea observar |os 6 diferentes diagramas tipicos de fase que pueden tener
los sistemas de segundo orden, se debe presionar el botéon Puntos Singulares, a

través del cual se ingresa a la siguiente pantalla:
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=4

Ix

PRI

=

nods extole

sods fmerioe

> > ____"_, »
e x
foco xtable foro mesranle
vérticd moustue

En esta pantalla se muestran los seis tipos de puntos singulares para un sistema

de segundo orden:

e Foco estable
e Foco inestable
e Nodo estable
e Nodo inestable
o \Vortice (centro)

e Montura
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CAPITULO 2.

METODOS BASICOS DE CONTROL.- Desarrollo de Rutinas

Los métodos basicos de control en el espacio de estado, tanto para los sistemas
continuos como para los sistemas discretos son la realimentacién de estado, la
estimacion de estado y la unidon de estos dos métodos, es decir, el control con la

realimentacion mas el observador de estado.

La mayor parte de las ecuaciones que se detallan en este capitulo hacen
referencia a los sistemas continuos. Ya que el mismo analisis se utiliza para los
sistemas discretos, se omiten las deducciones de las ecuaciones en tiempo
discreto, excepto en casos en |os que no se puede hacer una generalizacion de

los dos analisis.
2.1 ESTRATEGIAS DE DISENO EN EL ESPACIO DE ESTADO

"El concepto de controlabilidad es la base para solucionar el problema de la
ubicacién de polos y el concepto de observabilidad juega un papel importante
para el diseno de los observadores de estado. La realimentacion de estado
basada en la ubicacion de polos, junto con los observadores de estado, es uno de
los métodos de disefio fundamentales para los ingenieros de control. Si el sistema
es de estado completamente controlable, entonces es posible seleccionar polos
en lazo cerrado deseados en el plano "s" o en el plano "z" (o las raices de la
ecuacion caracteristica) y se podra disefiar el sistema que proporcione estos

polos en lazo cerrado" [2].

El método de diseno a utilizarse es el conocido como técnica de asignaciéon de
polos, es decir, en dicha técnica se realimentan todas las variables de estado, de
tal forma que todos los polos del sistema en lazo cerrado quedan ubicados en las

localizaciones deseadas. En los sistemas reales de control, sin embargo, quiza no
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se puedan medir todas las variables de estado, en cuyo caso no todas las
variables de estado estan disponibles para su realimentacién, entonces es
necesario estimar las variables de estado no medibles. Esta estimacion puede ser

realizada mediante el uso de los observadores de estado.

Se puede seleccionar ingresar al disefic para los Sistemas Continuos o los
Sistemas Discretos en la pantalla de métodos basicos de control, con lo que se

ingresara a una de estas pantallas, respectivamente:

EHERHAL BRI WU WINERY | s e =103

METODOS BASICOS DE CONTROL
PARA SISTEMAS CONTINUOS

La realimentacién de esiado se basa
en la ubicacién arbitraria de polos, y
calcula la mattiz de ganancias K, con
la cual el sistema se yuelve estable.

El observador da estado, estima los
estados reales totalmente si asl se lo
requiere o en forma reducida cuando
algunos de ellos pueden ser medidos.

La realimentacién mas el observador
calculan el controlador completo, ya
que los estados a ser estimados son
los del sistema realimentado.

A través de estas pantallas se puede ingresar a la realimentacién de estado, al
observador (estimacién) de estado o a su vez a la combinacion de estas dos

técnicas basicas de control.

“Una de las caracteristicas atractivas del método de disefio en el espacio de
estado, es que el procedimiento consta de dos pasos independientes. Un paso
supone que se tienen todos los elementos del vector estado a disposicion para
propésitos de realimentacion. En general, ésta seria una suposicidon no practica,
ya que un disenador de control bien entrenado sabria que empleando los otros
métodos de disefilo, no seria necesario proporcionar tantos sensores La

suposicion de que todos los estados estan disponibles sencillamente permite



continuar con el primer paso de disefo, esto es la ley de control. El siguiente pa‘so
es disenar un estimador (a veces denominado observador), el cual calcula el
vector de estado total cuando se le proporcionan las mediciones del sistema
indicadas por la salida (y =Cx+ Du ). El paso final consistird en combinar la ley
de control con el estimador, donde los calculos de la ley de control estan basados

en estados estimados en vez de estados reales.

La ley de control combinada con el estimador proporciona la dinamica de lazo
cerrado (determinada por las localizaciones de los polos de lazo cerrado) que es
igual a la determinada cuando la ley de controi y el estimador se disefan por
separado, debido al principio de separacion que establece que la realimentacion

de estado y el observador pueden realizarse por separado” [2].

2.2 REALIMENTACION DE ESTADO PARA SISTEMAS
CONTINUOS Y DISCRETOS. REGULADOR Y
SERVOMECANISMO

La técnica de asignaciéon de polos empieza con la determinacion de polos en lazo
cerrado deseados a partir de los requerimientos de respuesta transitoria y en

estado estable.

Cuando se seleccionan las localizaciones de los polos, siempre es Util tener en
mente que el esfuerzo de control requerido esta relacionado con lo lejos que
hayan sido trasladados los polos de lazo abierto por la realimentacion. Ademas,
los ceros de lazo abierto “atraen” a los polos por lo que resulta particularmente

dificil apartar un polo de un cero vecino.

“Una filosofia de localizacién de polos dirigida a reparar solamente los aspectos
indeseables de la respuesta de lazo abierto permitira tipicamente actuadores de
control mas pequefios que el que arbitrariamente elige todos los polos en algun

lugar, independientemente de los polos originales en lazo abierto” [1].
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Para sistemas de orden superior, los polos en lazo cerrado se pueden escoger
como un par deseado de polos dominantes de segundo orden, seleccionando los
demas polos para que tengan partes reales que correspondan a formas
suficientemente amortiguadas, de manera que el sistema imitara una respuesta
de segundo orden con un esfuerzo de control razonable. También es necesario
asegurar que los ceros estén lo suficientemente lejos en el semiplano de la
izquierda para no tener un efecto apreciable en el comportamiento de segundo

orden.

Para sistemas de mayor orden, la variedad de respuestas es demasiado grande,
por tanto es util una seleccion de respuestas prototipo de orden mas alto con
caracteristicas particulares, con las cuales se puede comparar los sistemas de
manera Util. Hay varios grupos, de los cuales las respuestas de Bessel e ITEA son

los mas importantes para tener control.

FUNCIONES DE TRANSFERENCIA ITEA
LOCALIZACION DE POLOS PARA W,= 1rad/s

s+ 1

s +0.7071 + j0.7071

(s +0.7081)(s + 0.521 + j1.068)

(s + 0.424 + j1.263)(s + 0.626 + j0.4141)

(s + 0.8955)(s + 0.3764 + j1.292)(s + 0.5758 + j0.5359)

(s + 0.3099 + j1.2634)(s + 0.5805 + j0.7828)(s + 0.7346 + j0.2873)

o ol & wl N 2l X

La localizacién de los polos para otros valores de w, (frecuencia nominal de corte)

se pueden obtener sustituyendo s/ w, por s en todos los casos.

Las respuestas ITEA tienen un tiempo de crecimiento mas rapido cuando se

comparan con los prototipos de Bessel.

"Tanto en el problema de regulacibn como en el de seguimiento

(servomecanismo), la formulacion de la ubicacidn de polos del disefio se reduce a
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la determinacion de la matriz de ganancia de realimentacién de estado deseada.
El procedimiento para la determinacion de dicha matriz de estado es elegir
localizaciones adecuadas para todos |os polos en lazo cerrado, y a continuacion,
determinar aquella matriz de ganancia de realimentacion de estado que dé como
resultado estos polos en lazo cerrado especificados, de forma que los errores
causados por perturbaciones o entradas de comando puedan ser reducidos a
cero con suficiente velocidad. En el estado final del proceso de disefio la
realimentacién del estado se lleva a cabo mediante el uso de variables de estado
reales, las mismas que probablemente no estan disponibles para su medicién
directa. Si algunas de las variables de estado son medibles, entonces se pueden
utitizar estas variables de estado disponibles y utilizar variables de estado

estimadas en vez de aquellas verdaderamente no medibles” [2].

Al escoger la opcion de Realimentacion de Estado en el menu de las técnicas

basicas de control, se presenta la siguiente pantalla:

EUESPACIUIU BBRTATEY L ] . g L 3

REALIMENTACION DE ESTADO

La realimentaci6n de estado puede ser
implementada para un regulador, es
decir, para un sistema con una entrada
de raferencia r, igual a cero, 0 a su vez
puede ser usada en servomecanismos,
en donde la entrada de referencia 1, es
diferente de cero.

REGULADOR

En un servomecanismo se tienen dos
tipos de sistemas: cuando la planta no
tiene un integrader y cuando siliene.

Sila planta no posee un integrador, se
introduce una nueva variable de estado,
por lo que el orden del sistema aunenta
en uno.

=7
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2.2.1 REALIMENTACION DE ESTADO PARA UN REGULADOR

Supongamos primero que no existe una sefial de entrada (r = 0), la ley de control
es la realimentacion simple de una combinacion lineal de todos los estados, esto

es:

En el enfoque convencional de disefio de un sistema de control con una sola
entrada y una sola salida, se disena un compensador tal que los polos
dominantes en lazo cerrado tengan un factor de amortiguamiento relativo &
deseado y una frecuencia natural no amortiguada @,. En este enfoque el sistema
aumenta en 1 0 2, a menos que ocurra una cancelacién de polos o ceros. Aqui se
supone que los efectos sobre las respuestas de los polos en lazo cerrado no

dominantes son insignificantes.

En lugar de especificar solo los polos dominantes en lazo cerrado, el enfoque
actual de ubicacion de polos especifica todos los polos en lazo cerrado. El
requerimiento del sistema para que los polos en lazo cerrado se ubiguen en
posiciones elegidas en forma arbitraria, es que el sistema sea de estado

completamente controlable.

El usuario puede ingresar los polos deseados segun las especificaciones de

respuesta transitoria que desee tener (s =- £w + wn,/1—£2 ) 0 @ su vez utilizar las

respuestas ITEA.

En esta pantalla se muestra el orden del sistema, su estabilidad, la matriz A y las

variables de estado que son utilizadas.

Para ingresar una funcion ITEA se debe presionar el boton Normas ITEA, luego,

se ingresara a la siguiente pantalla a través del boton Continuar.
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<P ANALISIS ¥ DISEHD EN EL ESPACID:DE-ESTADOEESR N =16k

REALIMENTACION DE ESTADGC
PARA UN REGULADOR

Para encontrar |a matriz de ganancias K, se uliliza
la técnica de asignacién de polos en laze cerrado,
éstos pueden ingresados en base ala respuesta
deseada o por medio de las normas ITEA.

Poos dessados: © [P1 P2 P2 .. Pn]
| R T

E5TABLE Matuz &,
Segundo Ocden Vanables de Estada

Considérese el sistema:

x() = Ax(t) +Bu(r)

En donde x es el vector de estado, u es la entrada, A matriz de coeficientes

constantes n x n y B matriz de coeficientes constantes n x 1.

Figura 2.1 Esquema de la realimentacion de estado

La senal de control v =-Kx se determina mediante un estado instantaneo (no

hay dinamica en la realimentacion). La matriz K de 1 x n se denomina matriz de

ganancias de la realimentacion de estado. Se supone gque u no tiene restricciones.
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El sistema de la figura 2.1 muestra el esquema de control a utilizarse. Se trata de
un sistema de control en lazo cerrado, porque el estado x se realimenta a través

de la senal de control v.

Al sustituir la sefal de control u en la ecuacion del sistema, se tiene que:

x(1) = (4- BK)x(1)

En donde x(0) es el estado inicial provocado por perturbaciones externas.

“La estabilidad y las caracteristicas de respuesta transitoria se determinan
mediante los valores caracteristicos de |la matriz A — BK. Si se elige la matriz K en
forma adecuada, la matriz A — BK se convierte en una matriz asintéticamente
estable y para todos los x(0) =0 es posible hacer que x(t) tienda a cero conforme ¢t
tiende a infinito. Los valores caracteristicos de la matriz A — BK se denominan
polos reguladores. Si éstos se ubican en el semiplano izquierdo del plano “s”,
entonces x(t) tiende a cero conforme t tiende a infinito” [2].

2.2.1.1 Pasos de diseiio para la ubicacion de polos

Los pasos a seguirse para el sistema descrito anteriormente, con la sefal de

control v definida como « =-Kx, son:

a) Verificar la condicién de controlabilidad para el sistema. Si el sistema es de

estado completamente controlable, seguir los siguientes pasos.

b) A partir del polinomio caracteristico para la matriz A,
ST —d|= 5" +as" +...+a, s+a,

Determinar los valores de a4, ay, ..., an.



c)

d)
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Determinar la matriz de transformacion T¢ que convierte la ecuacion de estado
del sistema a Ia forma candnica controlable (Si la ecuacién del sistema ya estd
en esta forma, entonces T¢ = /). No es necesario escribir la ecuacion de
estado en la forma candnica controlable. Agui solo se necesita encontrar la

matriz T¢, que se obtiene mediante:
T, =M, M
Donde las matrices Mp y Mc estan dadas por:

M,=|B 4B 4B - A4"'B]
M,=|B, 4.B, 4B, - 4'B]

Usando los valores caracteristicos deseados y; (polos en lazo cerrado),
escribir el polinomio caracteristico que se busca y determinar los valores de
0, 4,

(s— ) — o) (s—p,)=8"+a,s" +..+a,_ s+a,

La matriz de ganancias de realimentacion de estado K requerida se determina

a partir de la ecuacion:

pamnd — — .- na — — - -1
K'—'[an a, &, —d,, Q, —d, & C’l] Te

2.2.1.2 Formula de Ackermann

Considerar el sistema: i(t):Ag(t)+Bu(t), el cual se supone que es de estado

completamente controlable. También se supone que los polos en lazo cerrado

deseados estanen s = uy, $= up, ..., S= up.
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Para encontrar la matriz de realimentacién K, para el control mediante la

realimentacion de estado: » =—-Kx, la ecuaciéon de Ackermann es la siguiente:

K=[ o .. 1B 4B .. 4Bl @)

En donde:
DA =4"+ alA"“ +..+a

aA+ral

Para sistemas de tercer orden o menor, la sustitucién directa de la matriz K en el
polinomio caracteristico deseado puede ser mas simple, pero para sistemas de
mayor orden el calculo de las matrices se vuelve tedioso, por lo que es necesario
la utilizacién de un computador. El programa ades realiza todos estos calculos de
una manera rapida y sencilla mediante la aplicacion del comando acker y del

comando place.

x = Ax+Bu 3 y=Cx —py;
Y2

Figura 2.2 Esquema de las ganancias de realimentacién de estado

Luego de presionar el boton de continuar en Ila pantalla de ingreso de los polos en
lazo cerrado, se presenta la pantalla de respuesta a condiciones iniciales de las
variables de estado del sistema y ademas se presenta la matriz de realimentacion
K.
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<AANALISIS ¥ DISEFID EN EL ESPACID DE ESTADD -

REALIMENTACION DE ESTADO

o1 T T T T T T T
En la gréfica se presentan A
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2.2.2 REALIMENTACION DE ESTADO PARA UN SERVOMECANISMO

Para un servomecanismo, |la entrada de referencia r es diferente de cero. Por lo
que el analisis para la realimentacién de estado no difiere mucho del anterior. Se

analiza los sistemas tipo 1 y 0 (con y sin integrador en la trayectoria directa).

Al escoger la opcidn Servomecanismo en la pantalla del menu de técnicas
basicas se accede a la pantalla de ingreso de polos para un sistema de

seguimiento:

Es muy impcrtante saber si el sistema tiene o no un integrador, ya que de esto
dependera el nimero de polos deseados a introducirse en la pantalla (un sistema

se incrementa en uno cuando se le adiciona un integrador).
2.2.2.1 Sistema de seguimiento tipo 1, cuando la planta tiene un integrador

Para el sistema:

x(f) = Ax()+ Bu(?)
y=Cx
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La figura 2.3 muestra al sistema a ser analizado. Mediante una eleccion adecuada
de un conjunto de variables de estado, es posible seleccionar la salida e igual a
una de las variables de estado.

Y=Cx

Figura 2.3 Esquema del servomecanismo cuando la planta tiene integrador

Se supone que y = xy y la entrada de referencia r un escalén unitario (r{ «) = r)

STANALISIS ¥ DISENO EN EL ESPACIODEESVAD O e | A3

REALIMENTACION DE ESTADO
PARA UH SERVOMECANISHMO

Para encontrar la matriz de ganancias K, se utiliza
la técnica de asignacion de polos en lazo cerrado,
éstos pueden ingresados en base ala respuesta
deseada o por medio de las normas [TEA
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La realimentacion de estado utilizada es la siguiente:



u=-[0 k, k5 .. k] X |+h(r—x)=—-Kx+kr

Endonde: K =[k &k, k& .. k|

n

Suponga que la entrada de referencia se aplica a t = 0. Asi para t > 0, la dinamica

del sistema se describe mediante:

x= Ax+Bu = (4—BK)x+ Bkr

Se disefna el servomecanismo tipo 1 de modo que los polos en lazo cerrado se
ubiquen en las posiciones deseadas. El sistema disefiado sera un sistema
asintéticamente estable y( «) tendera a un valor constante r ; u(w) tenderan a

cero.
En estado estable se tiene que:

x(00) = (A~ BK)x(c0) + Bl ()

Por lo que si se resta las dos ultimas ecuaciones, se tiene la ecuacion describe la

dinamica del error.

()= 2(0) = (A= BR)[x(1) —x(c5)]
() = (4—BK)e

El disefo del sistema de seguimiento tipo 1 se convierte aqui en el disefio de un
sistema regulador asintéticamente estable tal que g(t) tienda a cero, dada
cualquier condicidon inicial e¢(0). Si el sistema en cuestion es de estado

completamente controlable, entonces, especificando los valores caracteristicos
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deseados para la matriz A-BK, la matriz K se determina mediante la técnica de

ubicacion de polos descrita anteriormente.

2laNaLisis Y DISEFIO EN EL ESPACIO DE ESTADD:

REALIMENTACION DE ESTADO
PARA UN SERVOMECANISMO

25

En la gréfica se presenian
las curvas de respuesta a 5|
una entrada escaldn unitario
para cada uno de los estados. g

1

‘| 08

]
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Matniz K- [-1.25 01439 D 9939}

En esta pantalla se presentan las graficas de los estados en el tiempo y ademas

se muestran la matriz de ganancias Ky la ganancia del integrador ki.
2.2.2.2 Sistema de seguimiento tipo 0, cuando la planta no tiene un integrador
Si la planta no tiene integrador (planta tipo 0), el principio bésico del disefio de un

sistema de seguimiento tipo O es insertar un integrador en la trayectoria directa

entre el comparador de error y la planta, como en la figura 2.4.

Figura 2.4 Esquema del servomecanismo cuando la planta no tiene integrador
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REALIMENTACION DE ESTAD@
PARA UN SERVOMECANISMO

Q,L.;

Para encontrar la matriz de ganancias K, se utiliza
la técnica de asignacidén de polos en lazo cerrado,
éstos pueden ingresados en base a la respuesta
deseada o por medio de las normas ITEA.
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A partir del diagrama se obtiene:

x(f) = Ax(?) + Bu(f)
u=—Kx+ké

g=r-y=r-Cx

En donde x es el vector de estado de [a planta, u es |la sefal de control, y es la
salida, & es la salida del integrador (variable de estado aumentada), r es la

entrada de referencia.

Supdéngase que la planta es de estado completamente controlable. La funcién de

transferencia de la planta se obtiene mediante:
G,(8)=C(sI-A)"B

Para evitar la posibilidad de que el integrador insertado se cancele por un cero de

la planta en el origen, se supone que Gp(s) no tiene un cero en el origen.
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Suponga que la entrada de referencia se aplica en t = 0. en este caso para t > 0,

la dinamica del sistema se describe mediante la ecuacion:

x|_[4 o] [x®] [B] ,.[0].
L(f)}_[_c 0} [5(1)}{0} (f)ﬂ{l] )

Se disefia un sistema asintéticamente estable, tal que x(c), &(e0) y u(eo) tiendan a

valores constantes, respectivamente. Asi en un estado estable £(f) = 0 y se

obtiene y(co) =r.

En estado estable se tiene que:

xe)|_[ 4 O] [x=] [B]  [0]
2o ) e e

Por tanto si se resta las dos ultimas ecuaciones, se tiene que:

i e i} eowe
{é(f%éi(wj [—C o L) 2| Lo O )

Definiendo las siguientes variables:
x(1) = x(e0) = x, ()
D —4(@)=4,@)
u(t) —u(w) =u,(t)

%0 [ 4 O} . F U)J ¥ [B }ue 0
0 -C 0] &0 0

Por tanto:

En donde:
u () =—-Kx, () +k&.(1)



Definiendo al vector de error g(t) de (n + 1) - ésimo orden como:

REAG.
e®) = [ £ [)}

Se tiene que:

En donde:

. A4 O B " "
e() = [_ c O}Q@ +[O:l"e(f) = de(t)+ Bu (1)

u, () = —];'g(l‘)
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Es decir, que el disefar un sistema de seguimiento de tipo 0, cuando no se tiene

un integrador en la planta, se convierte en el disefio de un regulador estable de (n

+ 1) - ésimo orden, que lleve a cero el nuevo vector de error g(t), dada cualquier

condicién inicial ¢(0).
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Si el sistema en cuestion es de estado completamente controlable, entonces,

especificando la ecuacién caracteristica deseada para el sistema, se determina la

matriz K deseada mediante la técnica de ubicacion de polos.

Los valores en estado estable de x(t), &(t) y u(t) son:

x(e0) = O = Ax(eo) + Bu(eo)
£(e0) = 0 = r —Cx(e0)

O|_[ 4 B [xt)] [0]_ [x)]_[ 4 BT o
[O}_[—C o u(w)| |r = (o) |-C o] |-~
Asi mismo se tiene que:

(@) = ~Ke(e0) + k(o) = £(0) = [u(o0) + K x()]

x
kl

23 OBSERVADORES DE ESTADO PARA  SISTEMAS
CONTINUOS Y DISCRETOS. OBSERVADOR DE ORDEN
REDUCIDO

Para los disefios anteriores, tanto en el regulador como en el servomecanismo, se
asumido que todas las variables de estado estaban disponibles para su
realimentacién. Sin embargo, en la practica, no todas las variables de estado

estan disponibles para su realimentacion.

"Es muy importante no diferenciar una variable de estado para generar otra, la
diferenciacion de una sefal siempre decrementa la relacion sefial a ruido, por lo
que este Ultimo por lo general fluctia mas rapidamente que la sefial de comando.
En ocasiones, la relacion senal a ruido se decrementa varias veces mediante un
proceso Unico de diferenciacién. Existen métodos para estimar las variables de
estado que no se miden sin un proceso de diferenciacion, la estimacion de

_semejantes variables de estado por o general se denomina observacion. Un



dispositivo que estima u observa las variables de estado se llama observador de

estado, o simplemente observador" [2].

Si el observador de estado capta todas las variables de estado del sistema, sin
importar si algunas estan disponibles para una medicion directa, se denomina
observador de estado de orden completo. Hay ocasiones en las que un
observador tal no es necesario, en el que solo se requiere la observacién de las
variables se estado que no se miden, pero no de aquellas que se miden
directamente. Asi se tiene que dado que las variables de salida son observables y
se relacionan en forma lineal con las variables de estado, no se necesita observar
todas las variables de estado, sino solo las n - 1 variables de estado, ya que n es
la dimensién del vector de estado restada en 1 por la dimension del vector de

salida.

Un observador que estima menos de n variables de estado se denomina
observador de estado de orden reducido. Si este observador tiene el orden

minimo posible, se denomina observador de estado de orden minimo.

"Un observador de estado estima las variables de estado con base en las
mediciones de las variables de salida y de control. Los observadores de estado

pueden disefarse si y sblo si se satisface la condicion de observabilidad" [2].

En muchos casos practicos el vector de estado observado x se usa en la

realimentacién de estado para general el vector de control deseado.

Considérese el sistema definido por:

(1) = Ax(t) + Bu(?)
() = Cx(t)

El vector de estado x se aproximara mediante el estado x del modelo dinamico:



x(t) = Ax(t) + Bu(®)+ LIy(1)~ Cx(1)]

Este modelo dindmico representara al observador de estado. El observador de

estado tiene a y y a u como entradas y é como salida. El ultimo término del

segundo miembro de esta ecuacién es un término de correccion que contiene la

diferencia entre la salida y medida, y |a salida Ci estimada. La matriz L funciona

como una matriz de ponderacién. El término de ponderacion vigila el estado x.

Ante la presencia de una discrepancia entre las matrices A y B usadas en este
modelo y las del sistema real, la adicidén del término de correccidn ayuda a reducir

los efectos producidos por la diferencia entre el modelo dindmico y el sistema real.

El ingreso a la pantalla de menu para los observadores de estado se realiza
mediante la pulsacién del botén Observacion de Estado en la pantalla de las
técnicas basicas de control tanto para los sistemas continuos como para los

discretos.

'@|ANALISIS ¥ DISEND EN EL ESPACIO DE ESTA R |01 o)

OBSERVADOR DE ESTADO

En la mayor parte de los sistemas, no
todas las variables de estado necesitan
ser estimadas, ya que son medidas con
precisidn,

El observador de orden completo estima
todas las variables de estado del sistema
sin importar si se encuentran medidas con
precision.

El observador de orden reducido estitma
las n- m variables de estado ds| sistema,
donde n es la dimensién del vector de
estado y m esla dimensién del vector de
salida (en nuestro caso 1).

A través de esta pantalla se tiene la opcidn de escoger entre el observador de

orden completo o el observador de orden reducido.



Para los sistemas discretos se tiene la opcidén de elegir, ademas del observador

de orden completo y el de orden reducido, el observador de estado actualizado
2.3.1 OBSERVADOR DE ESTADO DE ORDEN COMPLETO

E!l orden del observador de estado que se analiza es igual al del sistema. Para un

sistema que se define mediante las ecuaciones:

x(f) = Ax(t) + Bu(?)
Y(@) = Cx(1)

El modelo del observador se define como:

x = Ax+Bu+L[y-Cx]

Para obtener la ecuacion de error del observador, se resta las dos ecuaciones

anteriores, entonces:
x—x=Ax—Ax-L({Cx-Cx)

x-x=(A-LC)-(x~X)
¢=(4-LC)

A partir de la ultima ecuacion se tiene que el comportamiento dinamico del vector
de error se determina mediante los valores caracteristicos de la matriz A — LC. Si

la matriz A — LC es estable, el vector de error convergera a cero para cualquier

vector de error inicial ¢(0). Es decir que i(t) convergera a x(t) sin considerar los

valores de x(0)y x(0). Si se eligen los valores caracteristicos de la matriz A - LC
de tal forma que el comportamiento dinamico del vector error sea asintoticamente
estable y suficientemente rapido, cualquier vector de error tendera a cero, con una

velocidad adecuada.



Figura 2.4 Esquema del observador de estado de orden completo

Si el sistema es completamente observable, se demuestra que es posible
seleccionar una matriz L tal que A — LC tenga valores caracteristicos

arbitrariamente deseados.
2.3.1.1 Problema dual

El problema de disefiar un observador de orden completo se convierte en
determinar la matriz de ganancias del observador L, tal que la dinamica del error
sea asintdticamente estable con una velocidad de respuesta suficiente, por lo
tanto el disefio se reduce al célculo de la matriz L apropiada, tal que A — LC tenga
los valores caracteristicos deseados, es decir el problema se convierte en el

mismo que en el caso de la ubicacion de polos para la realimentacion de estado.

Considérese el sistema definido mediante:

() = Ax(t) + Bu(t)
(1) = Cx(r)

Al disenar el observador de estado de orden completo, se resuelve el problema
dual, dando solucion al problema de ubicacion de polos para el sistema dual

considerando las transpuestas de las matrices Ay C:
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2(1) = A7 2(6) + CTv(1)
n(t) = B" z(¥)

Donde la senal de control es;
v==-Kz

Si el sistema dual es de estado completamente controlable, la matriz de
ganancias de realimentacion de estado K se determina de tal modo que |la matriz

AT - C"K produzca el conjunto de valores caracteristicos deseados.

Si i, g, ..., B SON los valores caracteristicos de la matriz del observador de
estado, tomando los mismos L que los valores caracteristicos deseados de la

matriz de ganancias de realimentacion del estado del sistema dual, se obtiene :
[sT = (4" =CTE)| = (s= )5 = t15)... (s — 14,

Considerando que los valores caracteristicos de A" — C'K'y los de A - L.C son

iguales, se tiene que:
|s7 = (4" ~C"K)|=|sT - (4- LC)

Comparando los dos polinomios caracteristicos se tiene que:
L=K
2.3.1.2 Pasos de diseiio para el estimador de estado

Los pasos a seguirse para el sistema descrito anteriormente, son similares a los

pasos para la ubicacion de polos.



a) Verificar la condicién de observabilidad para el sistema. Si el sistema es de

estado completamente observable, siga los siguientes pasos.

b) A partir del polinomio caracteristico para la matriz A,
|sT -4 =5"+as"" +..+a,,5+a,

Determinar los valores de ay, ay, ..., an.

c) Determinar la matriz de transformacién 7o que convierte la ecuacion de estado
del sistema a la forma candnica observable (Si la ecuacion del sistema ya esta
en esta forma, entonces Tp = /). No es necesario escribir la ecuacién de
estado en la forma candnica observable. Aqui solo se necesita encontrar la

matriz To, que se obtiene mediante:
T, =N;' N,

Donde las matrices Np y No estan dadas por:

C
cA
N, =| c4

_CAn-l_
- Co -
COAO

N,=| C,d4

[Cods™ |

d) Usando los valores caracteristicos deseados y; (polos del observador), escribir
el polinomio caracteristico que se busca y determinar los valores de

(o 2 A4

n



(s—p)(s— ) (s—u)=8"+as"" +.+a,_s+a,

e) La matriz de ganancias de realimentacion de estado L requerida se determina

a partir de la ecuacion:

| a,-q,

an—l - an—l

Los valores caracteristicos deseados de |la ecuacion caracteristica deben elegirse
de modo que el observador de estado responda al menos de cinco a diez veces

mas rapido que el sistema en lazo cerrado.

En la ecuacion de estado de orden completo se ha supuesto que las matrices Ay
B del observador son exactamente iguales a las de la planta real, pero en la
practica esto no podria ser cierto, es decir que el error no podria tender a cero. Al
igual que en el caso de la ubicacién de polos, si el sistema es de tercer orden o
menor, puede ser mas sencilla la sustitucion directa de la matriz L dentro del
polinomio caracteristico deseado. Otra manera de determinar la matriz de

ganancias del observador L es usando la féormula de Ackermann.
2.3.3.1 Foérmula de Ackermann

Considerar el sistema:

x(1) = Ax())+ Bu(?)
() =Cx(1)



El cual se supone que es de estado completamente observable. También se

supone que los polos en lazo cerrado deseados estanen s = uy, S = u, ..., S =

Hn-

Para encontrar la matriz de realimentacion L, para la estimacion de los estados,

la ecuacion de Ackermann es la siguiente:

- =1

C 0

CA

L=®(4)| c4
_CAn_l_ —1—

En donde:
D4 =A4"+ alA"‘1 +..ta,_A+al

Ilgual que en el problema de la ubicacion de polos, para sistemas de tercer orden
o menor, la sustitucion directa de la matriz L en el polinomio caracteristico
deseado puede ser mas simple, pero para sistemas de mayor orden el calculo de
las matrices se vuelve tedioso, por lo que es necesario la utilizacidon de un
computador. El programa ades realiza todos estos calculos de una manera rapida
y sencilla mediante la aplicacién del comando acker y del comando pl/ace al igual

que para la determinacién de la matriz K.

La razon por la cual se eligen polos mas rapidos que en el regulador, es por la
seguridad de un decaimiento mas rapido de los errores de estimacion,
comparados con la dindmica deseada, lo que provoca que los polos del regulador
dominen la respuesta total. Si el ruido de un sensor es lo suficientemente grande
como para constituir una preocupacion, se puede decidir la eleccién de los polos
del estimador para que sean dos veces mas lentos que los polos del regulador, lo
gue conduciria a un sistema con un ancho de banda menor y una mejor filtracién
de ruido. Sin embargo, la respuesta del sistema total en este caso podria estar

muy influida por la localizacién de los polos del estimador. Si los polos del



estimador fueran mas lentos que los polos del regulador, la respuesta del sistema
a perturbaciones estaria dominada por las caracteristicas dinémicas del

estimador.

Para el ingreso de los polos del observador, el usuario, debe colocar los polos
deseados o a su vez escoger la opcidn Polos mas Rapidos por medio de la cual el
programa ades coloca en pantalla una sugerencia de valores para los polos (diez

veces mas rapidos que los polos del sistema original).

=

¢ANALI5IS ¥ DISEND ENEL’ ESPACIO DEESTADO:Z,

OBSERVADOR DE ES«TADQ
DE ORDEN COMPLETO

(R EIE

Para enconlrar Ja matriz de ganancias L, sa uliliza T R
la asignacin de polas 5 a 10 veces mds rpidos, | & - . POLOS MAS RAPIDDS- |
éstos pueden ingresados en base a la respuesta : :

deseada o por medio del boidn polos mds rapidas.

Polosdeseados [Pi P2P3 Pn] -

. IBSW

ASINT ESTAELE

Tewer drden

Matuz &
Yariablzs de Ectada:

Siztems

Orden

Luego de presionar el botdn de continuar en la pantalla de ingreso de los polos
del observador, se presenta |la pantalla de respuesta a condiciones iniciales de las
variables de estado del sistema, tanto las reales, como las estimadas (en linea

entrecortada) y ademas se presenta la matriz de realimentacién L.
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Matniz L: [-120.60:12]

De igual manera, para los sistemas discretos se tiene la opcion de graficar los

estados y variar las condiciones iniciales del sistema.

2.3.2 OBSERVADOR DE ESTADO DE ACTUALIZADO (SISTEMAS
DISCRETOS)

En el observador de orden completo discreto, se tiene el estado observado i(k) a

partir de las mediciones del vector de salida y(k-1) y del vector de control hasta

u(k-1). Por lo tanto el vector de control u(k) = —Ki(k) no utiliza la informacién de

la salida actual y(k). Una formulacion diferente del observador de estado consiste

en utilizar y(k) para la estimacion de i(k). Esto se puede llevar a cabo separando

el proceso de observacion en dos pasos, en el primer paso, se determina z(k+1),

que es una aproximacion x(k+1) basada en x(k) y u(k). En el segundo paso, se

utiliza y(k+1) para mejorar z(k+1). La z(k+1) mejorada es i(k+1). El observador

de estado basado en esta formulacidon se conoce como observador actualizado.
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Para hacer posible que los valores caracteristicos de A — KCA se ubiquen en
forma arbitraria, el rango de la matriz NpT debe ser n, entonces los valores
caracteristicos de A — KCA pueden ubicarse en forma arbitraria mediante una
seleccion adecuada de L, y ésta puede determinarse de manera similar como se
hizo en el observador de estado de orden completo, es decir, en la férmula de

Ackermann:

CCATT0]

CA>
L=®(4)-| 4

A" | 1]

2.3.3 OBSERVADOR DE ESTADO DE ORDEN REDUCIDO

Los observadores analizados hasta el momento, se disefian para reconstruir
todas las variables de estado. En la practica, algunas variables de estado se

miden con precisién y no necesitan estimarse.

Suponga que el vector de estado x(t) es un vector de dimensién n y que el vector
de salida y es un vector de salida m medible. Dado que las m variables de salida
son combinaciones lineales de las variables de estado, no necesitan estimarse n
variables de estado, sino solo (n — m) variables de estado. Asi, el observador de
orden reducido se vuelve un observador de (n - m)-ésimo orden. Tal observador

es el observador de orden minimo.

Sin embargo, es importante considerar que si la medicion de las variables de
salida implica ruido significativo y es relativamente imprecisa, el uso del
observador de orden completo puede provocar un mejor desempeno del sistema.

En éste trabajo se analiza el caso en que la salida es un escalar (m = 1).

Considere el sistema:



63

x(f) = Ax(t) + Bu(t)
(@) =Cx()

En donde el vector de estado x se divide en dos partes x, (un escalar), xp [un
vector de dimension (n -1)]. Aqui la variable de estado x, es igual a |la salida y, por
lo tanto se mide directamente, x; es la parte que no se puede medir del vector de

estado, de este modo se tiene:

En donde A.. es un escalar, Az matrizde 1 x (n-1), Asa matrizde (n-1) x 1, Aps

matrizde (n-1)x(n-1), Bs €s un escalary B, matrizde (n—1) x 1.

Planta

% _ Observador
[ K )(A | Transformacion de orden
minimo

Figura 2.6 Esquema del observador de orden reducido

Por tanto:
Xa = Aﬂaxa + Anb Eb + Ba'll

Xa— Aaaxa - ‘Bau = Aab .‘)Eb

Los términos del primer miembro de la Ultima ecuacion se pueden medir. Esta
ecuacién funciona como la ecuacion de salida. Al disefar el observador de orden

minimo, se considera que el primer miembro de esta ecuacion contiene
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cantidades conocidas. Por tanto esta ecuacion relaciona variables medibles y no
medibles del estado.

La parte no medida del estado se vuelve:

X, = ApoX, + Ay X, + By

Considerando que los términos AsaXa Y By son cantidades conocidas, ésta ultima

ecuacién describe la dinamica de |la parte no medida del estado.

La deduccidon de la ecuacidon del error para el observador de orden minimo es

similar a |a que hizo para el de orden completo, por tanto solo se presenta su

resultado:

=X, = (A — L)k, — X,)

e= (4, —Ld,)e

Esta es la ecuacion del error para el observador de orden minimo, observe que e

es un vector de orden (n —1).
La formula de Ackermann para el observador de orden reducido es:

i Aab T —O
AabAbb

L=D(4y) AabAbzb 0

_AabAl;;)_z A4 L 1 _

En donde:
+a, [

O(A,) = A" +adly +..+a, A,

Al igual que en el observador de orden completo, para el ingreso de los polos del
observador de orden reducido, el usuario, debe colocar los polos deseados en el
espacio en blanco de la pantalla o a su vez escoger la opcion Polos mas Rapidos



por medio de la cual el programa ades coloca en pantalla una sugerencia de

valores para los polos (diez veces mas rapidos que los polos del sistema original).

@IANALISIS Y DISERD EN EL ESPACIDDE ESTADOSE maid = Al
OBSERVADOR DE ESTADRO
DE ORDEN REDUCIDO
Para encontrar la matriz de ganancias L, se utiliza ) 'MW i tnegis e e
la asignacién de polos 5 a 10 veces mas répidos,  POLOS MAS RAP]DOS '

éstos pueden ingresados en base a la respuesta
deseada o por medio del botén polos més réapides.

:Poxosaeséaasu" (P1-P2 P3 - Pn]

Siterms A35IMT. ESTABLE Malnz &
Order Tarcer Ordzn Vatisbles dz E stada

Después de presionar el botén de continuar en esta pantalla, se presenta |a
pantalla de respuesta a condiciones iniciales de las variables de estado del
sistema, tanto las reales, como las estimadas (en linea entrecortada) y ademas se

presenta la matriz de realimentacion L.

BIANALISIS ¥ DISERO EN EL ESPACIO DE ESTADD

OBSERVADOR DE ESTADO
DE ORDEN REDUCIDO

o1 T
En la grifica se presentan :
las curvas de respuesta a oml
las condiciones iniciales para ¢
cada uno de los estados. 008 bin o o

Condiciones Iniciales:
[ o 00]

[EENINI |-70.72512]
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2.4 REALIMENTACION MAS OBSERVADOR DE ESTADO

Si se emplea la realimentacion de estado utilizando los estados estimados, se
completa el disefio de control. La combinaciéon de los dos métodos anteriores
(realimentacion y estimacién de estado) dan como resultado el controlador —

observador.

Figura 2.7 Esquema del controlador més el observador de estado

En el proceso de disefio mediante |la ubicacién de polos, se asumié que el estado
real x(t) estaba disponible para su realimentacion. Sin embargo, en la préactica tal

vez no pueda medirse el estado real x(t), por lo que se necesita disenar un

observador y por consiguiente usar el estado observado i(f) para la

realimentacién. Por tanto, el proceso de disefio tiene ahora dos etapas, la primera
que consiste en la determinacion de la matriz de realimentacién K para producir la
ecuacion caracteristica deseada y la segunda que consiste en la determinacién de
la matriz de ganancias del observador L para obtener la ecuacién caracteristica

deseada del observador.

Para visualizar los efectos del uso del estado observado i(t) en lugar del estado

real x(t) en la ecuacion caracteristica de un sistema en lazo cerrado, considérese
un sistema de estado completamente controlable y observable, definido mediante

las ecuaciones:
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x(1) = Ax(t) + Bu(?)
(@) = Cx(t)

Para el control mediante la realimentacion basada en el estado observado x(7):

w=-Kx

Con este control, la ecuacion de estado se vuelve:
x=Ax-BKx = (A~ BK)x+BK(x-x)

La diferencia entre el estado real x(f) y el estado observado if(t) se definié como

el error g(t):

e(t) = x(1) ~ x(1)

Por tanto:

i: (A-BK)x+BKe
La ecuacidn del error observado que se obtuvo en el numeral 2.3.1 es:
e=(4-LCe

Combinando estas dos Ultimas ecuaciones, se tiene:

e
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Esta ecuacién describe la dinamica del sistema de control mediante la
realimentacion del estado observado. La ecuacion caracteristica para el sistema
es:
sl —A+BK -BK _o
) s —A+LC
|sI ~ A+ BK|-|sT -4+ LC| =0

Los polos en lazo cerrado del sistema de control mediante la realimentacion del
estado observado consisten en los polos producidos sélo por el diseflo mediante
la ubicacién de los polos y los polos producidos sélo por el disefio del observador.
Esto significa que el disenio mediante |la ubicacion de los polos y disefio del
observador son independientes uno del otro. Se disefian por separado y se
combinan para formar el sistema de control mediante la realimentacién del estado
observado. Observe que, si el orden de la planta es n, entonces el observador es
también de n-ésimo orden (si se usa el observador de estado de orden completo)
y la ecuacién caracteristica resultante para todo el sistema en lazo cerrado se

vuelve de orden 2n.

Los polos en lazo cerrado deseados que genera la realimentacion del estado (la
ubicacién de polos) se eligen de tal forma que el sistema satisfaga los
requerimientos de desempeno. Por lo general los polos del observador se
seleccionan para que la respuesta del observador sea mucho mas rapida que la
respuesta del sistema. Como ya se dijo, una regla practica es elegir una
respuesta del observador al menos 5 o 10 veces mas rapida que la respuesta del

sistema.

Dado que el observador, en general no es un dispositivo fisico, sino un programa
de computadora, es posible incrementar la velocidad de respuesta para que el
estado observado converja rapidamente hacia el estado actual. Por lo general, la
velocidad de respuesta maxima del observador se limita sélo mediante el
problema de la sensibilidad y el ruido implicitos en el sistema de control. Observe

que, dado que los polos del observador se ubican a la izquierda de los polos en
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lazo cerrado deseados en el proceso de ubicacién de polos, éstos ultimos

dominaran en la respuesta.

2.41 FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL CONTROLADOR -
OBSERVADOR

Considere el siguiente sistema:

x(f) = Ax() + Bu(?)
()= Cx(0)

Suponiendo que el sistema es completamente observable, pero que x no esta
disponible para una medicién directa. Suponga que se emplea el control mediante

|a realimentacion del estado observado:

u=—-Kx

Tomando la transformada de Laplace de esta ecuacion, se tiene:

U(s) = -K X(s)

En el sistema de control mediante la realimentacién de estado observado, la

ecuacion el observador es:

x=(A—LC)x+Bu+Ly

Y su transformada de Laplace:

sX(8) = (A - LC) X (s)+ BU(s) + LY (s)
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Supoéngase que en esta ecuacion el estado observado inicial es cero, x(0)=0.

Por tanto al manejar los dos ecuaciones en el dominio de “s”, se tiene:
X(s) = (s = A+ LC+BK)"'LY (s)

Por tanto,
U(s) = —K (s — A+ LC + BK)"' LY (s)

Recuerde que para el analisis tanto y como u son escalares. En la figura 2.8 se
muestra la representacién del sistema en diagrama de blogues. La funcion de

transferencia del controlador es:

v _ ~K(sI —A+LC+BK)'L
Y(s)

R(s) -Y(s) Y(s)‘

u
K(sI-A+K C+BKY'K, l_(sl Planta

A

Figura 2.8 Esquema del controlador en cascada con la planta

Para el sistema de control mediante |a realimentacion del estado observado con
un observador de orden minimo, se aplica el mismo anélisis anterior. La ecuacion

caracteristica del sistema se obtiene como:
|sT — A+ BK|-|sI — 4y, + LA,| =0

Los polos en lazo cerrado del sistema de control mediante la realimentacion del
estado observado con un observador de orden minimo comprenden los polos en
lazo cerrado producidos por la ubicacion de los polos (valores caracteristicos de la
matriz A - BK) y los polos en lazo cerrado producidos por el observador de orden

minimo (valores caracteristicos de la matriz Apy - LAa). Por tanto el diserfio
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tatnz |4 -8B - LC)
[-3@ 107 -2221 0 -840 1 -13)

W

L A
Bt--
[T S

Matiz L: [12.84,18] Mataz K. [15 105 214}

En esta pantalla se puede observar la respuesta del sistema compensado (en

linea roja) y la respuesta del sistema original (en linea azul).
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CAPITULO 3.

TECNICAS AVANZADAS DE CONTROL.- Desarrollo de

Rutinas

La ventaja y potencialidad de la aplicacidn del control a variables de estado se
visualiza cuando estas técnicas se extienden a sistemas multivariables, a
controles 6ptimos, a sistemas estocasticos y no lineales, tantc continuos como

discretos.

Este capitulo trata sobre el disefio de reguladores y observadores lineales
~ Optimos y que pueden considerar un proceso estocastico (aquellos que tienen

perturbaciones aleatorias o incertidumbres en las mediciones).
Concretamente se estudia:

¢ El regulador cuadratico lineal (LQR)
e Elfiltro de Kalman

e El regulador cuadratico Gaussiano

Para ingresar a la pantalla de las técnicas avanzadas de control, se presiona el
botdn de Técnicas Avanzadas en la pantalla del menud completo del programa

ades, la pantalla de las técnicas avanzadas es la siguiente:
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3% ANALISIS ¥ DISERD-EF S PACIOHES TR OGN | B

TECNICAS AVANZADAS DE CONTROL

Las técnicas avanzandas de conttol ‘-:‘E.‘.E"Q_EGULADDH'EUADQA‘V[II:D LINEAL (LGR) | ¥

son una herramienta muy poderosa
para el disefic ds controladores 6p-
timos y eficientes, pero su usc no ha
sido muy difundido en el medio.

Las opciones que aqui se presentan
son una muestra de lo poderosas que
son estés técnicas. Se puede trabajar
tanto para sisiemas continuos como
para sistemas discretos en lo que se
refiere al LQR, el estimador dptimo vy
al regulador cuadrético lineal Gaussia-
no (LGR).

4
[
o3
Tl

L. ESTMADOROPTMO ,

L QR GAUSSIAND

A través de ésta pantalla, se tiene acceso a las siguientes opciones:

o Regulador cuadratico lineal continuo
¢ Regulador cuadratico lineal discreto
« Filtro de Kalman continuo

¢ Filtro discreto de Kalman

e Regulador cuadratico lineal Gaussiano
3.1 EL REGULADOR CUADRATICO LINEAL [3] [14] [17]

El problema del regulador cuadratico lineal se desarrolla a partir de los afios 60 y
consiste en minimizar un funcional con respecto a las entradas de control sujetas

a las restricciones lineales en el sistema.

La ventaja de |la formulacion de problemas de LQR (regulador cuadratico lineal) es

que da lugar a leyes de control que son faciles de implementar.

El trabajo se restringe a problemas de regulacion. Se asume que el sistema esta

en equilibrio y se desea mantener en equilibrio aun en presencia de



perturbaciones. El objetivo es minimizar el efecto de dichas perturbaciones sobre

el sistema.

Se pone énfasis en el estado estacionario, en donde la optimizacion considera el
horizonte extendido al infinito. En este caso la ley de control es una funcion

invariante en el tiempo de los estados o de las salidas del sistema.

Las aplicaciones del control lineal cuadratico van progresivamente incrementando

a medida que |os ingenieros son entrenados adecuadamente en estas técnicas.

CER

REGULADOR CUADRATICO LINEAL

El regulador cuadrético lineal (LQR) caicula la
matriz 6ptita de ganancias K, tal que la ley
de realimentacién u = -Kx minimiza la funcidn
de costo J.

J=Integral [ x'Qx + u'Ru ] dt

Ll Watiz §: |
IR Para el caso de log sistemas discretos:

" Matiiz Rz - J = sumatoria [ x'Qx + u'Ru ]

Donde Q es un matriz positiva semidefinida y
R es una mattiz positiva definida.

Q ¥ R ponderan la influencia de los estados y
la salida en la funcidn de costo.

3.1.1 PROBLEMA DEL REGULADOR CUADRATICO LINEAL

Considérese el sistema:

(1) = Ax(f) + Bu(t)
¥(b) = Cx(t)

La funcién de costo o funcidn obijetivo de la forma:

J= LT (J_CTQE + uTRu}it
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Donde Q es una matriz simétrica positiva semidefinida (Q > 0), esto es que su
forma cuadratica asociada 5 = x’Qx > 0, es decir no negativa. R es una matriz
simétrica positiva definida (R > 0). Las matrices Q y R ponderan respectivamente
el peso o influencia de los estados y el control sobre la funcién de costo. La
funcién de costo es cuadratica y acumulativa.

n

El problema consiste en minimizar J con respecto a la entrada de control u(t).

Una interpretaciéon simple de la funcion de costo se puede apreciar a través de |a

funcioén escalar:

J= LT (qpc® + ru?)dt

xDonde J representa una suma ponderada de energia de estado y de control. Si r
es muy grande con respecto a g, la energia de control es fuertemente penalizada
(motores pequefos, actuadores o ganancias del amplificador a ser
implementadas con la ley de control: 0 <uc < Umax). Si g es mucho mayor ar el
estado es severamente penalizado dando como resultado un sistema muy
amortiguado que rechaza grandes oscilaciones o sobrepicos en los estados del
sistema. El control es lineal pues se establece u = -Kx, donde K es una constante.

para el caso estacionario (K puede ser variable en el tiempo).
3.1.2 SOLUCION DEL LQR UTILIZANDO EL PRINCIPIO DEL MINIMO

Los problemas de control éptimo (optimizacién) pueden resolverse utilizando
varias técnicas como las ecuaciones de Euler — Lagrange, la teoria de Hamilton —

Jacobi — Bellman (programacion dinamica), el principio del minimo de Pontriagin.

En este trabajo se utiliza el principio del minimo de Pontriagin que maneja la

teoria convencional de optimizacidn.

Para llegar al principio del minimo considérese el siguiente sistema dinamico

continuo;
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x = fle@,u(),1]

1, <1<t

Donde x(t) es el vector de estado y u(t) es la sefial de control, asi como también

los datos ty, t1y X(fo) son conocidos.

Para el control se escoge la funcién u(t) con to <t < t; para minimizar la funcion

de costo;

J = @fx(t).4]+ [ Lix(),u(0), et

Se define la funcién Hamiltoniana:

Hlx,u,A,11= Lo, u,t)+ A" f(x,u,1)

La funcién de costo aumentada es:

T =+ [ 2 Of frsaon- i(t)}dz

Recuérdese la utilizacion de los-multiplicadores de Lagrange: Sea el maximo de

f(x,y) sujeto a g(x,y) = O (restricciéon de igualdad), se forma la funcion:

F(x,y,2) = f(x,y)+Ag(x, )

Donde A es el multiplicador de Lagrange que permite manejar una funcién sin

restricciones con las condiciones necesarias para el minimo.
L Fx = fx+/7u gx = O
L4 Fy = fy +/7u gy = 0

L F,1=g=0

Introduciendo H(x,u,A,f), se tiene que:
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T = @[x(t), )+ [ [H o, ) ~A7 Xl

Ty =p vl xos ['— a7 xdr =" 3 w27 x
@D =2 xrd x> [~ xdr =] | 2 x—— A dr

Entonces:

J= Ox(?), 1] _iT (4)x(,) +&T (to)x(te) + J;:{H@> u, A1) '*‘iT E}dt

Este es un problema de calculo variacional. Se escoge u(t) para la optimizacion,

entonces:

w()+u() = J+57

El término 5J es cero para t.

La perturbacién Su(t) da lugar a una perturbacién de estado &x(t). Entonces:

— .T
87 =[(®x — A" )a)\y +[A 85 icio + Lﬁ{(Hx +2 >&+H,,&I}dt =0

SH = H &+ H,ou

Ademas x(t;) especifica &|=t = 0. También x|+ = O, para un problema de valor
de borde o frontera de dos puntos a lo largo de |a trayectoria (TPBVP: two point
boundary value problem). Si Hy =0, para todo éu(t) claramente se cumple para la

expresion que queda al final:

— tl
8J = [ H,oudi =0
to

Si el vector sefal de control es restringido, esto es irrelevante.

Si H(x,u,At) no depende explicitamente de ¢, luego H es una constante a lo largo

de la trayectoria. También:
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dH . N
?=Hx5+Huu+& H':+H,

T

%—Hf+0+2, f+H,=0
H,=f"

. T

Porque H = L + A'f, H; = 0 porque t no es explicito.

Entonces se puede reemplazar por la condicion del minimo de Pontriaguin

(principio del minimo).

El optimo u™(t) satisface:
H(x,u*,2,0) < H(x,u,2,1)

Para todo t y para todo u que satisfaga las restricciones.

Se tiene entonces un problema de valor de borde de dos puntos (TPBVP: two

point boundary value problem), sujeto a (utilizando argumentos variacionales):

x=f(xu1)
H,(x5,u,2,1)=0

T=_H

|~

Donde x(tg) es dato y A7 (,) = ®x(z,) es la condicion de transversalidad.

3.1.3 CALCULO DEL CONTROL OPTIMO

Si se trata de minimizar:

_1f 2T P
J—EL (x” Ox +u" Ru)dt
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Sujeta a: i:Ag+Bz/ con x(0) = xp, para Q = 0 (no negativa) y R > 0 (positiva
definida), entonces:

u(t) =—R™'B" P(1)x(t)

P+ PA+ATP—PBR™BTP =0

Esta es la ecuacion matricial diferencial de Riccati, donde si T — oo = P (T)=0en

estado estacionario.
3.1.3.1 Demostracion de la ecuacion matricial diferencial de Riccati

Se calcula el Hamiltoniano:

1t 2%

H(e, A1) = %[ETQ£+1ITR1/]+&T (Ax+ Bu)

El principio del minimo expresa que el control 6ptimo y las trayectorias 6ptimas

deben satisfacer:

Utilizando las reglas de derivacidén de matrices y vectores se tiene:

oH

H =—=Ru+B"1=0
ou
u(t) = —R™"'B" A()
T
-A =H )

X = iy

x = Ax—BR™ BT A(f)

Donde u*es el control éptimo. Por lo tanto:
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i= Ax + Bu +— x(0) = x,

~A=0x+A A A1) =0
w*=R'B"A

Las ecuaciones diferenciales lineales anteriores forman un TPBVP (two point
boundary value problem), el cual debido a las condiciones de borde es dificil de
resolver. Notese que R tiene que ser positiva definida para que exista su inversa.

Por tanto, se tiene la ecuacion matricial que define a la matriz Hamiltoniana:

L 14

Para resolver el problema planteado se hace la sustitucion A()=P{)x(?)

SR

(realimentacion de estado lineal), entonces:

A =-Hx=-x0-A"4
i = -d—& = Piﬁ—}.’g = P[AE—BR_IBTPJ_C]-F];E
A=-0x— 4 Px

PA—PBRB'P+P=—0Q—ATP
P+PA+ AP =PBRB'P—0

Y por tanto de aqui se obtiene la ecuacidn de Riccati (P(T) = 0), que es una

ecuacion diferencial no lineal de primer orden, la misma que debe ser resuelta

hacia atras en el tiempo.

_P=PA+A"P—PBR'B'P+0
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Entonces la formulacidn anterior de! problema de control éptimo se conoce como
el problema para el tiempo o el horizonte finito. Este problema da como resultado

un control realimentado variable en el tiempo de la forma;

u(t) = —K()x(?)
Donde: K(f)=R'B"P(t)

Para un tiempo infinito el problema del LQR (T —> w y P 0), se tiene la ecuaciéon
algebraica de Riccati (ARE) que resulta en un sistema de lazo cerrado

asintéticamente estable que puede demostrarse a partir del criterio de Liapunov.

A"P+PA+Q—PBR'B"P=0
u=-Kx
K=R'B"p

<#{ANALISIS ¥ DISEND EN EL ESPACIO DE ESTADO

REGULADOR CUADRATICO LINEAL CONTINUO
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Para mantener las condiciones anteriores se requiere que el par (A, B) sea
estabilizable [3] ; R > 0, Q = C'4Cq, Cq es tal que (C,, A) es detectable [3]. Estas
condiciones son necesarias y suficientes para una solucién uUnica éptima de un

sistema asintoticamente estabilizable.
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3.2 EL REGULADOR CUADRATICO LINEAL DISCRETO

Basandose en el anélisis anterior para el LQR continuo y partiendo de la ecuacién
de estado:

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)

Tomando en cuenta la funcion de costo:

T =2 WSEN) 1 3| (0 +7 (R

k=0

Donde las matrices S y Q son matrices hermiticas definidas positivas o
semidefinidas positivas y R es una matriz hermitica positiva. El primer término del
lado derecho de esta ultima ecuacion toma en cuenta la importancia del estado
final. El primer término dentro de los corchetes de la sumatoria toma en cuenta la
importancia relativa del error durante el proceso de control, y el segundo término
toma en cuenta el gasto de la energia de la sefial de control. Se supone que el

vector de control u(k) no esta restringido.

Bajo las mismas consideraciones anteriores, se tienen la ley de control 6ptimo y la

ecuacion de Riccati para los sistemas discretos:

u(k) =—Kx(k)
P(k+1) = GTP(K)G — G*P(k)H[R + HT P(K)H T HT P(k)G + O
K =[R+HTP(K)HT ' H* P(k)G

3.3  FILTRADO OPTIMO [6] [7] [8] [15] [16]

El filtro de Kalman es un observador 6ptimo estocastico de estado porque incluye

procesos estocasticos en la estimacion.

En control existe la teoria de la estimacion optima que trata sobre los siguientes

problemas:
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¢ Suavizacién (interpolacién)
e Filtrado

e Predicciéon

DATOS

A\

suavizacioén

filtrado

| prediccion o
Figura 3.1 Estimacion optima

Aqui se trata el problema de filtrado 6ptimo que consiste en estimar la sefal al

instante tx con los datos a ese instante.

El filtro de Kaiman tiene una extensa aplicacién en comunicaciones, control,
procesamiento de senales, etcétera. El propdsito de este numeral es realizar una

breve descripcion del filtro como parte integral del esquema de compensacion.

Para implementar un LQR se quiere que los estados estén disponibles para la
realimentacion, en realidad se tiene que las mediciones estan afectadas por ruido.
Entonces el problema de estimaciéon éptima es obtener el mejor estimado de los

estados a partir de mediciones afectadas por ruido.
Para desarrollar el filtro se hacen algunas suposiciones:

El filtro es lineal, en la misma estructura que el observador deterministico de

Luemberger [3].



En cuanto al ruido se considera que esta presente en las perturbaciones y en las
mediciones, y se asume que se tiene como conocimiento estadistico del proceso
de ruido; que éste es blanco, Gaussiano de media cero y estacionario con

covarianzas especificadas.
3.3.1 PROCESOS ESTOCASTICOS

Un proceso estocastico (aleatorio) es una familia o “ensemble” de variables
aleatorias denotado como x(f, w). Para un tiempo determinado t = 7, x(T,w) es una
variable aleatoria llamada funcidén de muestreo. Para un valor fijo de @ = ay,
X(t, @) €s una funcion del tiempo llamada realizacion. Por simplicidad de notacion

se omite la dependencia de x(t,w) de a.

K(ty 0)7)‘

X(t, @2)

(@0 M/\Q f

t T to=t; + 7

Figura 3.2 Procesos estocasticos

pfx(t)] es la funcion densidad de probabilidad del proceso. Un proceso esta
completamente caracterizado por su funciéon densidad. Hay varias mediciones
estadisticas para describir o caracterizar un proceso. El momento de orden n esta

definido por:

Bl ()= " 2" 0)plxt.6))ds
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El primer momento, n = 1, conocido como media es el valor esperado o promedio

del ensemble. El segundo momento, n = 2, es el valor medio cuadréatico.

El momento central de orden n esta definido por:

Elx(t)~m@®)]

Donde m(t) es la media. El segundo momento central es |la covarianza y su raiz

cuadrada es la desviacidon estandar.

El primer momento o media describe como el proceso se comporta en promedio
y los otros momentos son una medida de su variabilidad. En la mayoria de los
casos, lo que se conoce acerca del proceso son las estadisticas de primero vy

segundo orden.

También se definen promedios en tiempo como:

n . 1 T n
<x"() >=lim,,— [ x" (O

Para algunos procesos los promedios en tiempo son iguales a los promedios del
“ensemble”. Estos procesos son llamados ergddicos. Debido a que en la practica
se tiene acceso a una sola realizacion del proceso, es el promedio en el tiempo el
gue en la realidad se calcula. Por lo tanto, se asume la suposicién de ergodicidad,
esto implica que una muestra del proceso representa a toda |la familia. Cuando se
requiere se puede reemplazar promedios de |la familia por promedios en el tiempo.
La funcion de correlacion describe como diferentes puntos se relacionan unos con

otros, cuan similar es x(t;) con x(t;) y esta definida por:
Rx(t,1,) = Elx (), x(4,)]

La funcién de correlacién es a groso modo una medida de la aleatoriedad, en
otras palabras, si la funcidn de correlacidn es pequena, significa que el proceso es
"muy aleatorio". La relacion temporal entre dos procesos se mide por la funcidén de

correlacion cruzada:
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Ryt 1,) = E[x(t,), »(t,)]

La funcion de covarianza es similar a la funcién de correlacion excepto que se

sustrae la media:

cov(®) = Cx(t,1,) = El(e(t,) ~m, )- (x(t,) ~m,)]
Donde m; es la media de x(t).

Un proceso es estacionario si, paratodo ty =

Pl +0)]= plx)

Esto implica que la funcién densidad y todas las estadisticas son funcion de la
diferencia en tiempo 7y no dependen de cualquier instante de tiempo. Esta es

una suposicién muy fuerte y no la requerida por procesos de segundo orden.

Una suposicion mas sencilla (débil) es la de estacionario en un amplio sentido, si

cumple con las siguientes condiciones:

Elx(1)] =m > m = constante
Rx(t,,1,) = E[x(t,) - x(t,)] = Rx(t, —1,) = Re(z) = v =1, -1,

En procesos industriales se considera modelos estocasticos de segundo orden,
ergoddicos y estacionarios en un amplio sentido, como una buena aproximacion. Si

el proceso tiene media cero, cov(x) = Rx(r); para == 0.

Rx(0) = E‘_xz(t)j= valor medio cuadratico

Cx(0) = E|(x—m)*|= o= varianza de x

La funcién de covarianza en un instante da la medida de la incertidumbre, la

variabilidad del error presente del valor esperado.
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Se considera también por el teorema limite central que el ruido que se maneja es
Gaussiano o normal (cuando se tiene varias variables aleatorias, su distribucidn
tiende a su normal) que puede ser caracterizado por su media y su covarianza,
valores estadisticos que no son conocidos pero que pueden ser estimados,

manipulados convenientemente.

Otro parametro de los procesos estocasticos es la densidad espectral de

potencia, definida por:

Sx(@)=FRx(r)]= [ Re(z)e* dz

En control se maneja y considera ruido blanco que implica una funcién de
densidad espectral constante, esto es, tiene componentes de todas Ias

frecuencias, lo que involucra una secuencia de valores no correlacionados.

El ruido presente en las mediciones y perturbaciones puede considerarse blanco,

Gaussiano para la mayoria de casos practicos en control.
3.3.2 EL FILTRO DE KALMAN

Sea el sistema representado por:

x= Ax+Bu+Ta
y=Cx+v

Donde o representa la perturbacion de ruido en el sistema y v la incertidumbre en

las mediciones.
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CEX

EL FILTRO DE KALMARN

El filiro de Kalman es un estimador 6ptimo, el
cual, considera el ruido en las madiciones de
las variables de estado del sistema.

[T

| ALNAN CONTINUO

| MahzQo: ] (10:011 Ii El ruido en las mediciones es Gaussiana de
L — media cero, blanco y estacionarie con sus |

covarianzag conecidas.
e Tanto para lus sistemas discretos come para
. . . . los sistemas conlinuos, se cafcula la matriz
Gamma: | {10:01] ] | deganancias Ly los polos deseados en lazo
: S : cerrado del estimador.

- Matiiz Ro:

Gamma es la matriz de perturbacidén y es de
orden nxnh. '

Se considera que se tiene algun conocimiento de las estadisticas del ruido. Se
asume que ambos son blancos, Gaussianos de media cero, estacionarios con

covarianzas conocidas, dadas por:

Eo®]=0  EW(?]=0

Elo@) o (t+1)]=005(t—7)
E[v(t)- V" (1 +0)] = RoS(1 - 7)
Elo@) v @+0)]=0

Paratodot y .

El problema es obtener un estimado x(t) basado en mediciones afectadas por

ruido tal gue minimice la varianza del error como se muestra en la figura 3.3. Sea

X() el error y X() el estimado. La funcién de costo a ser minimizada esta dada

por:

T

Jo = E[i (t),i(r)} = varianza del error
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(1) = x(t) - x(7)

Los siguientes supuestos se requieren para obtener una solucién asintdticamente

estable para el filtro de minima varianza.

Densidad p(t) ﬁ

— ¥ Estado x(t)

Figura 3.3 Estimado de minima varianza del error

El par (C, A) es detectable [3], Ro es positiva definida. Existe Ho tal que Qo =
HoHoT y (A, Ho) es estabilizable [3]. Bajo estas condiciones el estimador 6ptimo

estocastico (filtro de Kalman - Bucy) esta dado por:

= Ax+ Bu+L(y—Cx)
TR—I
E+324" +TQol'" —ECTR;'CE=0

b~ >
il

—
=
—

h N
Q

Donde E es la solucion a la ecuacidn algebraica de Riccati del filtro que es la

estimacion de la covarianza del error.
0 = rrE[é(r) X (r)] = E[a_c @) i(f)}

Por lo tanto la traza de = indica cuan bueno es el desempefio o comportamiento

del filtro.



91

La solucién anterior se ha obtenido aplicando dualidad entre el control y la
estimacion. Se llega a la solucién haciendo el siguiente reemplazo en el problema
del LQR:

A>ATB3C, Q2 Qo,R>Ro, KLl P&

#]ANALISIS ¥ DISERD EN EL ESPACIO DE ESTADQ'

Matiz Qo (poshiva semidel; | 1Y
1081

Matiz Ro (positiva defiridal:

‘Condicionas inicizles:
| (0.1:0) |
|
Paloz enlazo cenado Matnz de Ectmacin LE R
¢ ZOOMW
[-2 3641032 3641.03] [-0.261:0.859] e
{7 SAUR

-

3.4  EL FILTRO DISCRETO DE KALMAN

Para el desarrollo analitico de las ecuaciones que describen el filtro de Kalman, se
parte del modelo general de un sistema discreto en el espacio de estado, el cual
esta dado por:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(t) + w(k)

(k)= Cx(k)+y (k)

Asumiendo que las variables aleatorias w(k) y v(k) no estan correlacionadas vy

cumplen las siguientes condiciones:

Elw(k)] = 0= E[v(k)]
Elak)-v" (/)]=0
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Elo)-o” ()= 08,
Ely(®)-v" (7)]= R,

I
Q
2
\Y
© o

Il

=
<

v

Donde E[x] representa el valor medio de x. Ademas se conoce el estado inicial:

E[x(0)] = x(0)
cov[x(0),x” (0)]= Po

Bajo las mencionadas consideraciones, se tiene interés en el mejor estimado del

estado x(k) basado en datos de entrada y salida.

Sea g[k +1| k] es el mejor estimado lineal de x(k) basado en datos hasta el

instante k, entonces:

x(k+1] k)= Ax(k| *)+Bu(k)

Se define el error como:
Xk+1| K)=x(k| k)—x(k+1), luego,

x(k+1| k)=Ax(k| &)-a®)

Se forma entonces la varianza;

Pk +1] k):E[Q(mu B ¥ (k1 k)}
Plr1] k)=E[A§(k! k)—g(k)}[ﬁm VA" - </c>}

P(k+1] k)=AE{§_(kl B x| k)AT]+E[_@(k)QT ®)

P(k+1| kK)=AP(k| ©K)A" +0



. .
Ahora se desea que el error x(k| k) sea tan pequefio como sea posible en el

sentido de minimizar:

olPG| )= varlz (k| 8]

Analicemos ahora el llamado filtro de Kalman que proporciona el préximo

estimado filtrado basado en la prediccidon é(lc+1| k) e incorporando una nueva

medicidn de la salida y. Asumimos una forma lineal:

x| k)= ARx(k| k=1)+KR)C X0+ (k)]
(k) = C x(k) + v (k)

Para el caso Gaussiano se tiene que:
SR FOIN

Bk )| = Brste)
BLx()) = AGYBLx(R)) + K (H)CEL(8)
[7 — A(k) ~ K (k)C]ELx(k)] = 0
Para estimadores de estado no sesgados: A(k) = I- K(k)C.
Se escoge la ganancia K(k) para minimizar la traza P(k | k).

Entonces:
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k| B =[-K@CIxt| k-1)+KECZE) +KERpE)

(k| k)= x(k| k—l)—K(k)C[QUcl k—l)—z(k)}K(k)z(k)

(k| k)=x(k| k—1>+K<k>[g<k>—0§<k| k—l)]

y(k| k=1)=Cx(k| k-1)

Luego:
x| B)=[-K@ERClx(k| k-1)+KEy k)
Entonces:
P(k| k>=E[£<k4 B ¥ k] k)}
Pk| B =[I-KE@CIPE| k-1 -CTET )|+ K (k)RK”
Por tanto,
8 . -
aK(k)[”[P("' ©]]=0

_ [T —K(K)CIP(| k=DCT +2K(K)R =0
K(k)=Pk| k-1CT[cPGk| k-DC" +R]"

Ademas, utilizando el lema de inversion de matrices:

Plk| k)=[I-K&)CPE| k-1
Pk| kK)'=Pk| k-1)"=+C"R'C

Debe tomarse en cuenta las condiciones iniciales al instante k = 0:

0] ~1)=x(0)
PO| -D=Po

La estructura del filtro discreto de Kalman se muestra en el esquema de la figura
3.4.
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Figura 3.4 Filtro de Kalman discreto

Por tanto la estructura del filtro de Kalman discreto es la siguiente:

Sistema;

Filtro;

Ganancia:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(t) + o (k)
Y(k)=Cx(k)+y(k)

S| 8= k) k~1>+1<<k>[g<k>—02<k| k—l)}

x(k+1] K)=Ax(k| &) +Bu(k)

K(®)=Pk| k-1CT[cPtke| k-1CT +R]’
Plk+1| k)=APk| K)A" +0Q
P(k| k)=[I-K@CIPk| k-1)
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3.5 REGULADOR OPTIMO LINEAL GAUSSIANO [3]

El control éptimo de un sistema lineal con respecto a la funcidn objetivo o funcién
de costo cuadratica bajo mediciones incompletas alteradas por el ruido blanco
Gaussiano es generalmente Illamado el problema del regulador 6ptimo lineal
Gaussiano (LQG). El control éptimo es una funcién lineal de los estados
estimados obtenidos del filtro de Kalman — Bucy. EI LQR es un problema de
realimentacién de estado, mientras el LQG es un problema de realimentacion de

salida, el cual es mas realista.

Considérese el sistema lineal con ruido blanco Gaussiano, con las mediciones

alteradas por el ruido y la funcién costo cuadratica.

é= Ax+Bu+T o
y=Cx+v

. 1 T T
J=_lim —E{[ (x Ox+u Ru)dt}
—_— 2T -7

El problema es encontrar el control éptimo que minimice el costo promedio. Note
que debido a que los estados y el control son randémicos la funcién de costo sera
randémica para que la minimicemos en el promedio. Usando la misma notacién y
bajo las mismas suposiciones combinadas del LQR y de Ia estimacion optima, la

solucién esta dada por las siguientes ecuaciones:

U= —KJ:C(t)
K=R'B'P
A"P+PA—~PBRB"P+0=0

x=Ax+Bu+L(y—Cx)
L=EC'R™
AB+84" —ECTR}'CE+TQol'" =0
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Note que las mismas ecuaciones de Riccati para el LQR vy el filtro de Kalman —
Bucy se utilizan aqui. La solucion satisface el principio de separacion, donde el
problema de disefio se resuelve en dos fases separadas. Se puede utilizar
también el mismo procedimiento dado para el compensador descrito en el disefo
de la reaiimentacién mas la observacion, el cual es |la versidn deterministica del

problema descrito aqui.

<XANALISIS ¥ DISENO EN EGESEACIOIDG ) L EEX]

El regulador cuadratico lineal Gaussiano (LQG),
integra al LQR y alfiltro del Kalman para formar
'| un controlador completo, el cual uliliza [a sefal
.| de control éptima para la planta y ademés toma
‘| en cuenta las perurbaciones existentes en las
“'| mediciones, lo cual es més realista,

| Las matrices Q y Qo panderan la influencia de

R ¥ it «| los estados, mientras que las matrices Ry Ro
Ma(quo(pd]. ] { :‘

ponderan el peso de la salida sobre la funcién
de costo J.

Gamma es la matriz de perturbacién y ss de
arden nxn,

Los valores propios en lazo cerrado del sistema son la unién de los valores

propios del controlador y el estimador.

Valores propios en lazo cerrado = A(A—-BK) v A(4-LC)
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CAPITULO 4.

CASOS DE ESTUDIO

Como aplicacion de las técnicas basicas y avanzadas en el espacio de estado se
plantean diferentes estrategias de control aplicadas a la solucién de probiemas
especificos para ilustrar la utilizacién y la bondad de los métodos de control en el

esvpacio de estado.

A través de estos casos de estudio se puede visualizar la potencialidad y las
mejoras del disefio en el espacio de estado para aquellos casos en los cuales el
control clasico tiene dificultades en su implementacién y puede no dar resultados
satisfactorios en sistemas de control en los que existe la necesidad de realizar
optimizacion, donde existe ruido o incertidumbre en las mediciones y en sistemas

multivariables.

Para ingresar a esta opcién se debe ingresar a la siguiente pantalla

PIANALISIS Y DISERD EN EL ESPACIO DE ESTADD
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41 PROBLEMA DE LA BOLA SUSPENDIDA (5]

Este es un problema clasico de control que desde el punto de vista pedagdgico
permite ilustrar la aplicacion de técnicas de control para un sistema
inherentemente inestable. El esquema de este problema se muestra a

continuacién en la figura 4.1:

(-_ [=

= S

Figura 4.1 Esquema de la bola suspendida

El objetivo es mantener a una esfera metélica en la posicién de equilibrio
venciendo la fuerza de gravedad mediante la utilizacién de un electroiman, la

posicidn se realimenta a través de una celda fotoeléctrica.
4.1.1 MODELO DEL SISTEMA

La ecuacién que describe la dinamica del sistema es:

mx = -mg + f(x,7)

Donde:

m = masa de la bola = 0.02 kg
g = gravedad

i = corriente del electroiman

X = desplazamiento de la bola
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En el equilibrio, la fuerza magnética compensa el peso de la masa. Si Iy es la
corriente en estado estacionario se tiene que:

I=1,+i

Si se expande f alrededor de x = 0, | = lo, despreciando términos de orden

superior se tiene:

mx =Kx+K,i

Se utilizan los valores:

El modelo matematico esta dado por:

¥ = 1000x + 20w

Tomando como variables de estado:

1}

X7 = X = posicion

x; = velocidad

X2

Se tiene el modelo a variables de estado:

o 20403
i

4.1.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

Se desea realizar un control digital para mantener la levitacibn magnética

satisfaciendo las especificaciones:
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tr<0.1s,
ts <0.4s,
mp <20%
T=0.017s

Los polos deseados son: 7
pr=—Em, o fl-E =-192+ j35.091
p, =0, to f—&? =—19.2— j35.091

Se desea utilizar realimentacion de estado para el caso de un regulador, porque ia
bola debe volver a la posicidon de equilibrio luego de la presencia de alguna
perturbacién. Este es un sistema cuyos polos estan en el semiplano derecho y
por tanto es inestable, la realimentaciéon de estado permite bastante flexibilidad
para ubicar los polos en el semiplano izquierdo, para satisfacer la rapidez de la
respuesta, con la ventaja de que su implementacion es a través de amplificadores
de ganancia constante. Puesto que la medicion de la posicidon puede estar sujeta
a ruido, y no se dispone de la medicién de la velocidad conviene utilizar un

observador de estado.

| 21ANALISIS Y DISERO EN EESBACIOIDEE! N ] B3

PROBLEMA DE LA BOLA SUSPENDIDA




Aqui se puede apreciar que existe una mayor libertad en el disefio puesto que en
control clasico se realimenta la salida (posicién), en tanto que aqui se realimenta
posicion y velocidad. La velocidad puede obtenerse a partir de circuitos
derivadores (pero su medicion es ruidosa). En este caso el observador de orden

completo permite filtrar el ruido y obtener una mejor respuesta.

Este es un sistema tipo cero, puesto que no tiene integrador; aqui se puede
intentar un control por seguimiento (servomecanismo), utilizando realimentacién
de estado.

42  CONTROL DEL PENDULO INVERTIDO [11]

El problema del péndulo invertido consiste de un péndulo acoplado a un carro el
cual es impulsado por una fuerza de control. El péndulo puede girar libremente
alrededor de su pivote describiendo una trayectoria circular mientras que el carro

tendra un desplazamiento lineal, seguin lo muestra la figura 4.2.

- .

z Lo 2

s

-~ ,

?u_} M \/

7 OO
S S

Figura 4.2 Esquema del péndulo invertido

Donde:

f = fuerza que actda sobre el carro (control)
g = gravedad

| = longitud del péndulo = 0.45 m

M = masa del carro = 0.46 kg

m = masa del péndulo = 0.106 kg
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0 = angulo del péndulo (posicion angular)
o = derivada de 6 (velocidad angular del péndulo)
X = posicion del carro

v = derivada de x (velocidad del carro)
42.1 MODELO DEL SISTEMA

Para obtener el modelo matematico se aplica el modelo variacional. El
lagrangiano es: |
l_‘=K—P
Donde:
K = energia cinética del sistema

P = energia potencial del sistema
La energia cinética total para el sistema péndulo carro es:

K=K, +K,+K,,
Donde:
P g . 1 %
Ktc = energia cinética traslacional del carro = EMx-

2 2
1 1, 1.
Krp = energia cinética traslacional del péndulo = E"{[Jﬁ-zl@cosgj -{51956779} ]

Krp = energia cinética rotacional del péndulo = %Jp@z ;o Jp= il—ml2

La energia potencial esta dada por: P = mgl; =%mglcos6’

Utilizando el lagrangiano para cada coordenada variacional: x, 6 del sistema:



dl oL | oL
O0x v

i[a_fi}éézo
dt aé 00
Se tiene:

(M +m)gtand —%ml&z senf — f
g =

%(M +m)lsecd — % mlcosf

1 .')
- %mgsena cosf +—ml G~ sen@ + f
N3 2

3
M+m —chosze

Tomando como vector de estado x y linealizando alrededor del punto de equilibrio

Xe,, S€ tiene:
X, 0 0
el ™| 0 ' %, = 0
B A x 0
X, x 0
Se tiene:
0 1 0 0 0
B 38.0048 0 0 O B —6.8517
| o 00 1 | o
-1.6014 0 0 O 2.0555

42.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

Se requiere disenar un regulador cuadratico lineal tomando como condicién inicial
una ligera perturbacion en el angulo del péndulo y hacer un anélisis de estabilidad

segun Liapunov.
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0
X0)=1 4

0

Como las mediciones pueden contener ruido, lo procedente seria utilizar un
observador de orden completo, pero en este caso se disefia un observador de
orden reducido para aprovechar la medicion de la posicion lineal y del

desplazamiento angular.

CONTROL DEL PENDULO INVERTIDO

. —_— . — —
! JJORINS] \ i
i . 1 ]
/ —> d
7 :
7 o Ao 1
;7 7 J
7 1
’J// u_ | M "\\,/
=
g7 ;
e

Agui a mas de las bondades indicadas en el caso de estudio anterior, se trata de
ilustrar la ventaja de manejar realimentacion con ganancias constantes, pero
minimizando el decaimiento de la respuesta (transitorio) y minimizando energia
(esfuerzo de control) a través de la variacién de las matrices de ponderacién del

criterio o indice del funcionamiento o funcién de costo.

En este caso de estudio se extiende las técnicas de control a métodos 6ptimos.

Hay que considerar adicionalmente que el sistema maneja ahora dos salidas.
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43 CONTROL DE TENSION DE UNA UNIDAD DE CINTA
DIGITAL [9]

En este caso de estudio se modela el control de tensidon del mecanismo de una
unidad de cinta digital. El sistema en lazo abierto es inestable, exhibe una
respuesta no satisfactoria como puede apreciarse en el LGR, desde el punto de
vista de las técnicas clasicas es necesario realizar una realimentacion tacométrica
previa a la incorporacion de un control PID o por redes, lo que hace dificil su
implementacién. Cuando se manejan variables de estado se elimina esta
dificultad pudiéndose con bastante flexibilidad manejar su implementacién a

través de amplificadores con ganancias constantes.

43.1 MODELO DEL SISTEMA

El sistema a modelar es el que se ilustra en la figura 4.3, el cual estd compuesto
por un cabestrante para tirar la cinta y poder pasarla por la cabeza de
lectura/escritura y con carretes de alimentacion movidos por motores de corriente

continua.

Carrete
de arehtvo Carrete

Ensamble
tmpulsor
del cabrestante

Cabeza de lecturo/eseritura
Lado del &xido (registro)
Lado del substrato de Mylar

Figura 4.3 Esquema del mecanismo de una unidad de cinta digital

La planta a modelar incluye el actuador y el sensor como parte del sistema, es asi

que se considera como actuador un motor de corriente continua elegido
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adecuadamente y como sensor un tacometro de DC. Estos elementos (actuador,

sensor y el sistema), conforman toda la planta a modelar. Para propdsitos de

modelacién se utilizara el esquema de la figura 4.4

P> 2> 2>

Cojinete de Alre
(sin friccidn) Cabeza
lectura/escritura

Figura 4.4 Estructura y componentes del sistema.

Donde:

x1: Posicién de la cinta en el cojinete de aire en'm

x2: Posicién de la cinta en el segundo carrete(tacémetro) en m

x3: Posicidon de la cinta en la cabeza de lectura escritura en m

w1. Velocidad angular del carrete de alimentacion en rad/seg

w2:  Velocidad angular del segundo carrete(tacometro) en rad/seg

T: Tensidn de la cinta en la cabeza de lectura / escrituraen N, T = F
ea: Voltaje aplicado a la armadura del actuador en V

ee: Fuerza contra-electromotriz del actuador en V

Ra: Resistencia de armadura del actuador, Ra = 1 ohm

La: Inductancia de armadura del actuador, La =1 mH

km: Constante de par motor, km = 0.03 V.s

r: Radio de los dos carretes, r = 0.02 m

J1: Inercia del carrete mas actuador, J1 = 0.00004 Kg.m.m

J2: Inercia de transmision, J2 = 0.00001 Kg.m.m

B1: Friccion viscosa del carrete de alimentacion, B1 = 0.01 N.m.s

B2: Friccién viscosa en'el segundo carrete, B2 = 0.01 N.m.s

k: Const. del resorte en el movimiento de tiro de la cinta, k1 = k2 = 0.0004 N/m

Amortiguacién en el movimiento de la cinta, D1 = D2 = 20 N/m/s
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La ecuacion que gobierna a este sistema es:

J, dL—FB w, =1T
dt

Entonces las ecuaciones del modelo son;
X1 = I'Wl
aw
J,72+Bzw2 =rT
S odt
X2 = I'WZ

7% B 1T = ke,
ar

e, =

= =)+ 2w, )

Xy + X

2

Con todas las ecuaciones anteriores, y reemplazando sus valores numéricos se

obtiene las siguientes ecuacicnes:

ﬂ = 0.02w,

dt

dw,
C4x107 L . L = —400x, — 0.014w, +400x, -+0.004w, +0.03/,

D _ 0,00,
dt

v,
107 =2 = 400x, +0.004w, — 400x;, +0.014,

o
107 j =0.03w, -7, +e,

T=-2x10""x —0.2w, +2x107x, + 0.2,

x, = 0.5, +0.5x,
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El modelo a variables de estado, utiliza las ecuaciones anteriores escaladas en
tiempo y amplitud, de acuerdo a lo siguiente: el tiempo se medird en
milisegundos, entonces = = 7000t y la posicién en unidades de 0.00001m, por lo
gue se define como xy = 100000 x4, lo mismo para X, Se mantienen las mismas
variables pues lo que se busca es mejorar la respuesta con respecto al sistema
sin compensacion y abordar aspectos de observabilidad, realizacion minima y

multiples entradas.

Entonces se Ilega al siguiente modelo a variables de estado, considerando el

sistema de la figura 4.4

w | o

. 0 2 0 0 07 [x 0]
Ml01 —035 01 01 075||w | |0
x2 |=| O 0 0 2 O [‘|x,|+]0] e,
o[04 04 -04 -14 0 || O

.|l Lo -003 o o -1]li] [1]

ia

L

Existen dos salidas de interés, que son la tensién de la cinta Ty la posicién xa:

Tensién: T=[-02 —-02 02 02 0]x

Posicion: % =[0.5 0 05 0 Ol

43.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

Agui se obtiene el modelo para el control de posicidon controlable pero no
observable, por consiguiente se debe hacer realizacién minima. Igualmente se
deberia manejar un observador para poder estimar las variables que no son

medibles pudiéndose manejar también un diserio éptimo.

Se desea un tiempo de estabilizacion de aproximadamente 12ms y un

sobreimpulso minimo (menor al 10%).
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Aqui se plantea también la posibilidad de implementar un control multivarable
cuando se maneja un actuador para cada uno de los carretes en el sistema de la

figura 4.4.

El modelo a variables de estado con dos entradas se obtiene de una manera

similar y esta dado por:

' o -2 0 0 ][x 0 0

" 02 =02 =02 —02||w 075 0 |[i,
. = . + .

xz 0 0 0 2 ||x, o 0 ||i,
wal 102 —02 —02 -02]|w, 0 075

De forma similar al sistema de |a figura 4.4, existen dos salidas de interés que son

la tensién y la posicién de la cinta, que a variables de estado estan dadas por:

Tension:  7=[-04 04 04 04]x

Posicien: % =[05 0 0.5 0]x
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Como se puede apreciar, aqui hay que manejar dos entradas (corrientes de los

actuadores) y dos salidas (la tensién y la posicién).
44  CONTROL DE ORIENTACION DE UN SATELITE [10]

Este caso de estudio tiene algunas ventajas para su discusién, primero se puede
modelar la orientacion de un satélite respecto a un eje como un doble integrador

de acuerdo con la figura 4.5,

Ch

N2

Figura 4.5 Esquema para el control de un satélite con estructura flexible

Primero se plantea el modelo simple sin la estructura flexible, que se analiza a
continuacion, entonces se tiene que considerar un solo desplazamiento angular 8
y su correspondiente aceleracidn angular o.
la=1,+1,
Donde:
| = memento de inercia
o, = aceleracion angular
T¢ = torque de control

Tp = torque debido a las perturbaciones

Entonces:

I.é:'cc
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Despreciando la perturbacién se tiene que la funcidon de transferencia
corresponde a un doble integrador, el cual es un problema inestable tipico de

control.

Este problema se analiza extendiendo el sistema a un problema estocastico que
es discutido a través del filtro de Kalman. Un modelo mas exacto utiliza una
estructura flexible como la figura 4.6, que modela el acoplamiento entre el

actuador y el sensor con la planta.

Modelo

04

Figura 4.6 Esquema de una estructura flexible para el control de un satélite
44.1 MODELO DEL SISTEMA
Para el modelo del sistema se utiliza |la estructura flexible de la figura 4.6.
Donde:
l4, I = momentos de inercia
K = coeficiente de torsion

B = coeficiente de amortiguacion viscosa

T¢ = torque de control

El sistema esta definido por |las ecuaciones diferenciales:

1,61+ B(6i—0:) + K(6,~6,) = 7,
1,03+ B(02—6:) +K(6, —6,) = 0
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Tomando como vector de estado:

5] | %

X, 02
“x‘ = =

X3 6,

Yl | 6]

0 1 0 0 0
X B K B .
— IZ 12 12 I’_’ —
A=l 0" o 0 1 B=o
kK B K B =
L LI 7, ]
c=[t o o 0 D=0

De acuerdo con las condiciones del sistema se tiene las limitaciones:
009X <04

O.O41ﬂ£ <B<0.2, ,5
10 10

Lo cual da como consecuencia que mon puede variar entre 1 y 2 rad/s y & varia

entre 0.02 y 0.1. Se selecciona w, = 1, £ = 0.02. Considerando unidades S.I.:

|1=1

lz =0.1
K= 0.0909
B = 0.0036

Se tiene entonces:



0 1 0 0 0
—-0.909 -0.036 0.909 0.036 0
A= 7 B=
0 0 0 1 0
0.0909 0.0036 —0.0909 -0.0036 1

4.4.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

Cuando se realiza el control mediante funcién de transferencia se requiere
implementar un filtro resonante o filtro Notch para compensar el fuerte maximo de
resonancia que exhibe el sistema previo al disefio de una red o un control PID, en
este caso se maneja muy facilmente la regulacidn a través de la realimentacidn de
estado. Aqui se trata de realizar un control computarizado por consiguiente se

maneja un control discreto por medio del LQR discreto.

| #IANALISIS:Y DISERD ENERESEACIDIDHESTADG) R 23]

~ CONTROL DE ORIENTACION
... . DE UN SATELITE

=

T

45  CONTROL DE UN HELICOPTERO |[2]

En este caso de estudio se busca realizar el control del movimiento longitudinal de
un helicoéptero que se esta aproximando a una posicién en la que se mantiene

estatico, segun se muestra en la figura 4.7



Vertical Eje de referencia
‘ de fuselaje

Empuje del rotor

Figura 4.7 Esquema del movimiento longitudinal de un helicoptero

451 MODELO DEL SISTEMA

El sistema se puede modelar como un sistema de tercer orden:

x| |4| 04 o —o001][q] [63
w|=lol= 1 o o ||o|+ ols
wl| |u| |-14 98 —o0.02||ul| |98
xl
y=[0 o 1]z
Xy

Donde:

g = velocidad de inclinacion

6 = angulo de inclinacion del fuselaje
u = velocidad horizontal

8 = angulo de inclinacion del rotor

4.5.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

116

Se desea disefar un estimador de orden completo con sus polos deseados en:
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-1.5
p=[—-05+]1
-0.5-J1

Se desea disefar un observador de orden reducido con su polo en —1. El sensor

mide la velocidad y = vu.

Se desea investigar adicionalmente los efectos de la ponderacién de las matrices

del diseno del regular cuadratico lineal Gaussiano.

44ANALISIS ¥ D{SERD

'CONTROL PARA UN HELICOPTERO |

— —T

Vetcal Ejedereferencia
de tusaje

N }i /e del robor
/

Aqui se generaliza el problema de control qgue no puede ser resuelto con control

clasico, a un problema que incluye perturbaciones de caracter aleatorio.
4.6 PROBLEMA DE LA CAIDA LIBRE [8]

Este es un interesante problema para demostrar el efecto de la incertidumbre en
la medicion y la ventaja de utilizar estimacion optima estocastica; esto es, el filtro
de Kalman.

Se considera la caida libre de un cuerpo, como lo muestra la figura 4.8



Posicion

? Velocidad  Xaft)
N

v.ih o yt) = Cx(t) + v(t)
/l

Figura 4.8 Esquema de las mediciones de la caida libre

Medicion

7 7 VA A A A A A A A A e e e

Obviamente existe incertidumbre en Ila medicibn de la posicién

consecuentemente de la velocidad.
4.6.1 MODELO DEL SISTEMA

La caida libre puede describirse mediante la ecuacion diferencial:
Considerando (valores normalizados):
m = 1kg

g=1m/s?

X1 =Y

Xo = )‘/
Se tiene un doble integrador. Se llega al modelo a variables de estado:
)l o2
X2 0 0} |x, -1

Utilizando un periodo de muestreo T = 1 s,

118

y
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x(k+1)= [(1) x(k)+ [ :lv(k)

yE)=[1 Oke(k)+v(k)
4.6.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

En este caso se manejan mediciones discretas por consiguiente se utiliza el filtro
discreto de Kalman para estimar posicién-y velocidad sujetas a un ambiente de

incertidumbre en las mediciones, partiendo de una condicién inicial del estado

() | _ [95]
%200y | L1

Con una varianza de una perturbacién aleatoria o ruido dada por:

(altura y velocidad):

R(k)=c>=1

P(O) = [10 ﬂ

[ “&%

| P x)
|
busition
B
Veocidad 1t

“\‘
{ *q “\\] = bﬂ
L Medeion
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CAPITULO 5.

RESULTADOS

Se han realizado varias pruebas del correcto funcionamiento de las distintas
rutinas del programa ades y se han realizado diversos problemas de analisis y
disefio para verificar el funcionamiento de Ias diferentes opciones de las pantalias,

consiguiendo resultados satisfactorios.

A continuacién se presentan los resultados de las técnicas basicas y avanzadas
de diseno en el espacio de estado, aplicadas a casos de estudio que han sido
considerados como interesantes por su modelo, por el problema de analisis y por
las estrategias de disefio a utilizarse. En todos estos casos esta implicito el

analisis del sistema.
51 RESULTADOS DE DISENO UTILIZANDO METODOS BASICOS

Los métodos basicos de diseno en el espacio de estado analizados en este

trabajo han dado los siguientes resultados:

5.1.1 PROBLEMA DEL SERVOMECANISMO. PROBLEMA DEL PENDULO
INVERTIDO

5.1.1.1 Analisis del sistema
Utilizando el programa ades se hace un anélisis de controlabilidad y de su

respuesta temporal, confirmando que es un problema tipicamente inestable pero

que es controlable.
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5.1.1.2 Diseiio del controlador

Se ha implementado el problema de seguimiento, para lo cual se utiliza la opcion
del servomecanismo en el menu de la pantalla para la realimentacion de estado,
el resultado de la respuesta temporal del sistema realimentado, considerando una
ubicacion de polos deseados enpd =[-2+1.73 -2—-j1.73 -5 -5 -5]se
muestra en la siguiente pantalla, en donde podemos observar el diagrama de los

estados.
El resultado del disefio nos entrega una matriz K:

K =[-16.81 —2.798 —2.565 —2.515]

El valor de la ganancia de entrada, en este caso es de Ki=-1716.81.
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—

En la gréfica se presentan
las cuwvas de respuesta a !
una entrada escaldn unitario

para cada uno de los estados.

-y
IS IS

1
L e
1
] 1 1

] 1
g —— . ———
1 1 1
) 1 1

P T L R TR P
1 1

1
t

[RPUOT DU RGN\ IR
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1

1 1 ]

1 ! 1 1

R e e R Ty
1 t ] 1 ]

] ' 1 1 1

1 1 ! ) '

- T T T T

1 1 1 1 1

b 1 1 1 1

R S H P
25 3 as 4 45 s

Matiz b [-16.81 -2.733 -2.565 -2 515}

5.1.2 ESTIMADOR DE ESTADO. PROBLEMA DEL HELICOPTERO
5.1.2.1 Analisis del sistema

El problema del helicoptero es tipicamente inestable como se desprende del

analisis de su respuesta temporal, de su LGR, y de su respuesta frecuencia.

B ETEY

CLIADRO OE aMalbiss
Gananzia
Ceros: Palos:
0.22214+2 4941

740, 36740
36743
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MF [arad)

wi rastsk

El diseno a variables de estado da una mayor flexibilidad porque se pueden

considerar |las variables de:

e g = velocidad de inclinacién
e #= angulo de inclinacién del fuselaje

e u = velocidad horizontal

En contraste con el control clasico que maneja solamente la salida. Pero para
realimentacion de estado es necesario conocer dicho estado, por consiguiente es

conveniente manejar un observador de estado.

El sistema es controlable y observable, por lo tanto, primeramente se puede
estabilizar al sistema con realimentacibn de estado y luego manejar un

observador de estado. Para estabilizar al sistema se ubican los polos en:

pr1=—1+]j
p2=—1-j
p3=-2



En la grifica se presentan L H E
]
las curvas de respuesta a 04 p---p---p---p---
las condiciones iniciales para : ]
p
L L
cada uno de los estados. 1 1

<SANALISIS ¥ DISERIO EN EL ESPACIO DE ESTADD; 05

REALIMENTACION DE ESTADO

PARA UN REGULADOR

0% T —r

[ES IS

00s

of

[ TR QU DS

{

»

[0 4707 1 00% 0.0E274)

Matyiz b

Con lo cual se tiene una ganancia de realimentacion K=[0.4706 1 0.0627] y

una matriz en lazo cerrado de la forma Ac = A —B*K, igual a:.

—-3.3648 —6.3 —0.50401
Ac = 1 0 0
—6.0119 0 —0.63446

5.1.2.2 Diseno del observador
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Se selecciona observador de estado de orden completo, se utilizan los polos del

observador en pd

[-3 -4

-5 ], los resultados se pueden apreciar en la

siguiente pantalla, donde se puede ver que el estado estimado tiende al estado

verdadero.

La matriz L para este caso es:

-2.305
L=| 0.133
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Ahora se selecciona un observador de orden reducido con polos en pd = [-3 -4 ],
igualmente se observa que el estado estimado tiende al verdadero como lo

muestra la siguiente pantalla:

J ANA ) NO PACIO D 0

OBSERVADOR DE ESTADO
DE ORDEN REDUCIDO

_—

En la gréfica se presentan g} i 4o __ ...t .t __i___a 4 __._]

las curvas de respuesta a [ [

las condiciones iniciales para S N R

cada uno de los estados. R S e = lelgigirialale ianiirialaieii oty
. Voo E \

B

1 ]
i ]
) 1
' 1
R
1 1
1 ]
1 il
L SR S PR JUPUPO P R S
1 I 1 f
1 1 ! t
1 | 1 1
1 . . 1
2 as a as

Matriz L: [-1.703:-00
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5.1.3 CONTROLADOR: REALIMENTACION MAS OBSERVADOR DISCRETO.
PROBLEMA DE LA BOLA SUSPENDIDA

5.1.3.1 Analisis del sistema

Se utiliza la opcion de discretizacion para realizar el analisis del comportamiento
dindmico de este problema. Se utiliza un tiempo de muestreo de 0.01 segundos.
Del analisis se desprende que el sistema es tipicamente inestable, pero es

controlable y observable.

#JANALISIS ¥ DISEND EN EL ESPACID DE ESTADD

I~
e,

0.12

R

CUADRO DE ANALISIS
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1

1
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. Tale)
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Ediar (%}
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1
t
)
1
2 bniie Andieiaks Siiing
1
i
1

T T e R

Tpo. Segundo Dader
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1

1
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0.02 frmmemdmmm

1

1

5.1.3.2 Diseiio del controlador

Aqui se ensaya una estrategia de control que combina realimentacién de estado
mas observador de estado; esto es, se realimenta las variables de estado
observadas. De acuerdo con las especificaciones se tiene los polos en el plano
“s” en:
| p1=-19.2 + j35.091 = z1= 0.7745 +/0.28487

p2= -19.2 - j35.091 = z2= 0.7745 -j0.28487

Con lo cual se tiene los resultados de regulacién en la siguiente pantalla:
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Ahora se procede a disenar el observador de estado con polos en:
po1 =03y po2=0.4

Con lo que se obtienen los resultados en la siguiente pantalla:

,_d‘:ﬂANALISIS ¥ DISESIO EN EL ESPACIO DE ESTADO |-

OBESERVADOR DE ESTADO
DE ORDEN COMPLETO

J
|

En la grafica se presentan omf--—Sy-r-——can
las curvas de respuesta a '}

las condiciones iniciales para
cada uno de los estados.

¢ Condiciones Iniciales: -
(0.1.0]

B

(

A
0%
N
B

Mtz L:
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5.1.4 PROBLEMA DELA CINTA MAGNETICA

5.1.4.1 Analisis del sistema

El sistema es controlable y observable para el control de tensién, siendo

necesario mejorar la respuesta, como podemos ver en la siguiente pantalla:

FILTI Viewer

Para la salida de posicion, el sistema es controlable pero no observable, por lo
cual, en este caso se debe realizar una realizacion minima. Una vez hecha la

realizacion minima, procedemos a disefar el regulador.

5.1.4.2  Diseiio del regulador

En este caso de estudio |a flexibilidad de la realimentacion de estado evita utilizar
la realimentacion tacométrica previa al diseno de una red o un PID, razén por la
cual se utiliza la realimentacion de estado con polos deseados mediante |a tabla

ITEA, obteniéndose el resultado en la siguiente pantalla:
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REALIMENTACION DE ESTADO
PARA UN REGULADOR

o1

En la grifica se presentan
las curvas de respuesta a om
las condicianes iniciales para
cada uno de [os estados.

{03328 2.256 0 A03361 -0 2231 9 04'99)

i
Mz K-

52 RESULTADOS DE DISENO UTILIZANDO TECNICAS
AVANZADAS

Los resultados arrojados por las técnicas avanzadas de control son los siguientes:

5.2.1 REGULADOR CUADRATICO LINEAL. PROBLEMA DEL
HELICOPTERO

5.2.1.1 Diseiio del regulador

Para este caso de estudio se utiliza la opcidn del regulador cuadratico lineal para

tres casos:
a) Matriz Q =[1 0 0;0 1 0,0 0 1]y R =1
b) Matriz Q = [10 0 O0; 0 10 0;0 0 10]y R =1

c) Matiz Q =[1 0 0;0 1 0;0 0 1]y R = 10

Los resultados se este disefio se muestran en las siguientes pantallas:
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o
Maliz Q fpositiva semidefinida) " | 5

00013007 o
|

0D
o

Matriz R (postiva defirida} \

~om
“00e
.Condiciones iniciales: / -0

008
P

1 {0.1:0,0]

0 1 2 a . s (3 7 a

[ S

. ANALSIS..

Polos en lazo cerrado Matiz dz Rieakmentacion (1)

12074402 144:0.744°2 1 34) [0 5237 4.509 0.9364)

K =[0.5232 4.509 09964]

SIANALISIS Y ISEN

REGULADOR CUADRATICO LINEAL CONTINUO

Matiz Q (positiva semidefiridal
00001005010}

Matiz R [positiva definida)

1
|
Condicionas iniciales; -
| [0.0.1.0] |
Palos en lszd cenada Matriz de Fezlmertacisn IK]‘,‘ g

Canauss

[1.12712 11 2156)

K =[1.127 1231 3.155]



131

REGULADOR CUADRATICO LINEAL CONTINUO

8]

.
J
|

Mabiz Q [postiva semidefirida) .
1oun10001)

009 o= = mm e e —— ey m——— -

[17] SRS U O UL

[ D Tl R R, A U . P U Y Te O o
Matiz A fpostiva definidal
10

o

]

- -0tz
Condiciones iniciales:

! (0:0:0] |

N7, TR) iy AN DUUPUPIIS MpS U PG PN -

T
or

[ T S

K =[0.3919 2.005 0.3137]

Como se desprende de los resultados se puede determinar que cuando se
penaliza fuertemente el estado, con una matriz Q alta, se tiene un fuerte

decaimiento de la sefial a costa de un vector de realimentacién alto.

Para el caso de una matriz R alta, o sea una fuerte penalizacién del control, se
tiene una matriz de realimentacion de estado menor, en este caso para menor

energia.

5.2.2 REGULADOR CUADRATICO LINEAL DISCRETO. PROBLEMA DE
ORIENTACION DE UN SATELITE, CON ESTRUCTURA FLEXIBLE

5.2.2.1 Diseio del controlador

En este caso, el disefo clasico implica la utilizacién de un filtro resonante o Notch,
la ventaja de la realimentacidon de estado es que evitamos este filtro utilizando la
flexibilidad de la realimentacién de estado e inclusive realizando un regulador

optimo, la pantalla del resultado se muestra a continuacion:
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#LANALISIS ¥ DISERD EN EL ESPACIO DE ESTAD

o T Lol

REGULADOR CUADRATICO LINEAL DISCRETO

['X]

_Matriz Q [poskiva semidefiride} | | v R
2600:02000020000 2. U S

{1779 P = N it U Sy O Ot

N 1

- Matriz A (postiva definida): 0 [ hiotatoiuiniaiaiabaieint P
' 1
1

-

om o B e LT e ]

Condiciones iniciales: o [ pTTTTTTT ]
- -0m | S R L
[ [0.1:0:0:0) 4| om P

i ARAUSIS

K =[-03924 1.666 2392 2.592]

5.2.3 FILTRO DE KALMAN CONTINUO. PROBLEMA DE LA PLANTA CON
DOBLE INTEGRADOR. PROBLEMA DE ORIENTACION DE UN
SATELITE, SIN ESTRUCTURA FLEXIBLE

5.2.3.1 Diseno del filtro

En este caso de estudio, primero se estabiliza la planta con una realimentacién de
estado oOptima con matrices de ponderacion unitarias (Qo = | y Ro = 1),

obteniéndose el sistema:

5-1) c=n o

Se maneja matrices de covarianza asumidas Qo = 0.1*, Ro = 0.01y la matriz
gamma igual a la identidad (/), luego se realiza el calculo intercambiando la
intensidad de las matrices de covarianza, esto es Qo = 0.0y Ro = 0.1, los

resultados se presentan a continuacion.
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‘¢JANALISIS ¥ DISEND EN EL ESPACIQ DE ESTAD

FILTRO DE KALMAN CONTINUO
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0.0032
—0.05
4.6
0.91

i

Como se puede apreciar, los estados estimados con el filtro de Kalman siguen la
secuencia de ruido de una manera muy aproximada, lo cual seria incapaz de
hacer un estimador deterministico. Si las mediciones son muy ruidosas, (Ro
grande), entonces la matriz L es pequena, si existe gran intensidad de ruido en la

planta (Qo grande), entonces L es grande vy el filtro es muy rapido.

5.2.4 FILTRO DE KALMAN DISCRETO. PROBLEMA DE LA CAIDA LIBRE

5.2.4.1 Diseiio del filtro

En este caso se realiza la realimentacidn del sistema discretizado (Q=/y R = 1)
con un periodo de muestreo 7 = 0.7 segundos y se maneja una matriz de
covarianza Ro =1 y Qo = 0.1%, el resultado de este diseno se presenta en la

siguiente pantalla:

AlANALISIS ¥ DISERO EM EL ESPACIO DE ESTADO

Mattiz Q [positiva semidefinida}; \\:\ .
bk g | O g i Rk seEEEEEEELS
I 9-‘11 B | ol i S N I S NS S

[ R e ]

(] O Bl T URUR Uy R KR RUPEyEE Jupapupapas
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[1]] PSSR Jp RN, R P g

1
1
1
1
1
iad (nliht balindls kafiake Rk Safins
1
1
1
1
QRN P R U NI R Qs

T o I 002 ....-I—-_-.-.T—— -'_——_.-T ————— I-—-__.i nnnnn
:Condiciones. iniciales: -~ t t ' 1 '
: T e | -om e PO e m = dommm [ U PP,
> ~ : ] 1 ] 1 1 ]
-l E SN 1 [] 1 1 1 ]
| i0.1:0) 1] o L i ! L
P ) ] 1 2 a3 S [} v
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-0 9+i-0 & [-1-1.73
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1610001
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—

Condicionss inicialex

q 0.10]

Polos en lazo cerrado.

(32 |

Matiz de Estanacidn [L):

|0 G005 3,-01 0G05)
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CAPITULO 6.

CONCLUSIONES

En el espacio de estado, se aprecia la flexibilidad de disefio realimentando
todos los estados, al contrario del control clasico en el cual se realimenta solo
la salida, de esta manera se tiene mayor grado de libertad para satisfacer

especificaciones de funcionamiento.

En control moderno hay I|a posibilidad de implementar estimadores
(observadores) de estado a partir del conocimiento de la entrada y la salida.
De esta manera se evita la medicion y el acondicionamiento de senal de

variables internas. Como por ejemplo velocidades a partir de posiciones.

Estimacién es el proceso de la extraccidon de informacion de datos que pueden
contener errores. La informacion deseada, a partir de las mediciones, toma en
cuenta errores en las mismas, el efecto de perturbaciones, acciones de control
sobre el sistema y un conocimiento a priori de la medicién. En base a este
concepto puede apreciarse la importancia de la estimacién de estado en
sistemas industriales, los cuales estan sujetos a ruido (perturbacion) en la
planta y a errores (incertidumbre) en las mediciones, situacion que se da en

casos reales (practicos).

Se puede manejar con igual grado de libertad los problemas del control:

regulador y servomecanismo.

Se puede hacer regulacion 6ptima minimizando una funcién de costo, la cual
tiene que ver con la ponderacion de las matrices Q para penalizar los estados,
(menor decaimiento o amortiguamiento) y R para penalizar el control (menor

energia), lo que no hace el control clasico.
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La senal de control u puede ser dimensionada, ponderando la funcién de

costo.

Puede realizarse estimacién optima estocastica, manejando ambientes
ruidosos en la planta o sistema e incertidumbre en las mediciones, lo cual se
apega mas a la realidad. Un estimador 6ptimo es un algoritmo computacional
que procesa mediciones para producir un estimador de estado (con minimo
error) de un sistema, utilizando el conocimiento de la dindmica de las
mediciones y del sistema, una estadistica asumida de los errores de las

mediciones y ruidos del sistema e informacidn de la condicion inicial.

El modelo de un sistema es aproximado y en consecuencia se cometen
errores que deben ser considerados en el analisis y el disefio. La regulacion se
puede hacer considerando al ambiente ruidoso utilizando un regulador lineal

Gaussiano.

En la practica la mayoria de sistemas actlan bajo la influencia de ruido y
perturbaciones aleatorias. Tanto el ruido, las perturbaciones y los errores de

modelamiento se caracterizan como procesos estocasticos.

No hay dinamica en la realimentacion Optima. La realimentacién optima
simplemente proyecta el espacio de estado a las variables de control. La
principal limitacién del control deterministico es que no proporciona una

apropiada distincion de los sistemas de lazo abierto y cerrado.

Cuando se anade el filtro de Kalman, la dinamica depende del sistema y de las

perturbaciones, pero es independiente del criterio de control.

Se puede manejar sistemas multivariables, solamente considerando un vector
de entrada y un vector de salida, utilizando la misma estructura en el analisis y

el diseno.
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El paquete computacional MATLAB, es una de las herramientas mas
importantes para la ingenieria, este programa posee un sin nimero de rutinas
sumamente utiles, a través de las cuales la teoria moderna de control se
facilita enormemente en varios de sus aspectos (calculos, analisis, disefo,
simulaciones, comparaciones), pero sus aplicaciones no estan siendo
utilizadas en toda su potencialidad por desconocimiento de las técnicas de

analisis y disefo.

El desarrollo de rutinas a través de archivos “*.m” en programa computacional

MATLAB facilita y optimiza el analisis y diseno de sistemas de control.

La implementacién practica de este tipo de controles se realiza facilmente
mediante una adecuada interfase con adquisicion y salida de datos mediante

ganancias constantes.

Estas técnicas de ingenieria de control moderno actualmente se utilizan en
plantas de alta complejidad; es esta la razén por la cual vale la pena realizar
trabajos en esta area, ya que cada vez mas los sistemas de transportes,
procesos, manufactura, manejo de energia, son mas complejos y por ende
requieren de nuevas alternativas de control, como el caso de control mediante

variables de estado y control inteligente.

Se han planteado los métodos mas importantes de anélisis y disefo de
sistemas de control, tanto continuos como discretos, en el espacio de estado,
por lo que se han cumplido los objetivos generales y especificos del proyecto

de titulacion.

En vista de que se ha visualizado, a través de casos de estudio, que el control
en el espacio de estado mejora las aplicaciones practicas del control de
sistemas y que las mejoras del control en el espacio de estado son
adecuadamente impiementadas en MATLAB, se concluye que se cumplié con

la hipétesis planteada.
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ANEXO A

MANUAL DE COMANDOS

A continuacion se presenta una breve descripcion de los comandos de MATLAB
utilizados en cada uno de los capitulos del Andlisis y Disefio en el Espacio de
Estado.

A1 COMANDOS PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS

Bode.- Calcula la respuesta de frecuencia del sistema LTI en magnitud y fase, es
utilizado para encontrar el margen de fase, el margen de ganancia, el ancho de
banda, las frecuencias de corte y la estabilidad del sistema. Tiene la siguiente

sintaxis y las siguientes opciones:

e bode(sys), dibuja el diagrama de Bode para el sistema arbitrario sys, este
modelo puede ser continuo o discreto.

e bode(sys,w), especifica el rango de frecuencia o los puntos de frecuencia para
‘ser usados en el diagrama de Bode.

e [mag,phase,w]=bode(sys), devuelve la magnitud y la fase (en grados) de la
respuesta de frecuencia del sistema, la magnitud puede ser convertida a

decibelios mediante |la operacion: magdb = 20*og10(mag).

C2d.- Transforma un sistema continuo a equivalente discreto. Su funcion inversa

es d2c. Tiene la siguiente sintaxis:

e sysd=c2d(sys,ts,’'method’), transforma el sistema continuo a su equivalente
discreto con el tiempo de muestreo ts y por medio del método especificado
(zoh, foh, tustin).



Ctrb.- Calcula la matriz de controlabilidad del sistema Mc. Tiene la siguiente

sintaxis:

e Mec=ctrb(a,b), retorna la matriz de controlabilidad Mc, donde a y b son las

matrices de la planta.

Dlyap.- Resuelve las ecuaciones de Liapunov para el tiempo discreto. Tiene la

siguiente sintaxis:

e P =dlyap(A Q), donde P es la solucién a la ecuacion de Liapunov (APA™ — P =
-Q), Ay Q son matrices n x n. La soluciéon P es simétrica y positiva definida
cuando Q es positiva definida y A tiene todos sus valores propios dentro del

circulo de radio unitario.
Eig.- Obtiene los valores y vectores propios. Tiene la siguiente sintaxis:

e [v,d] =eig(A), donde v es un vector que contiene los valores propios y d es un
vector que contiene los vectores propios de la matriz A, la cual debe ser de

ordennxn.

Feedback.- Realiza la conexidn de dos modelos LTI en realimentacién. Tiene las

siguientes opciones y sintaxis:

e Ssys = feedback(sys1,sys2), interconecta los sistemas sys1 y sys2 por medio de
una realimentacién negativa y retorna el modelo sys resulitante. Los modelos
LTI sys1 y sys2 deben ser ambos continuos o ambos discretos con un tiempo
de muestreo idéntico.

e Sys = feedback(sys1,sys2,+1), realiza la misma funcién anterior, pero con la

realimentacién del modelo positiva.

Liap.- Resuelve las ecuaciones de Liapunov en el tiempo continuo. Tiene la

siguiente sintaxis:



e P =lyap(AQ), donde P es |a solucion a la ecuacion de Liapunov (APAT — P =-
Q), Ay Q son matrices n x n. La solucién P es simétrica y positiva definida
cuando Q es positiva definida y A tiene todos sus valores propios dentro del

circulo de radio unitario.

Minreal.- Simplifica un sistema para una minima realizacién del mismo. Tiene la

siguiente sintaxis:

e sysr =minreal(sys), donde el sistema sys puede estar definido por su funcion

de transferencia o por sus variables de estado.

Obsv.- Calcula la matriz de observabilidad del sistema No. Tiene la siguiente

sintaxis:

e No=obsv(a,c), retorna la matriz de controlabilidad No, donde a y ¢ son las

matrices de la planta.

Rlocus.- Obtiene el lugar geométrico de las raices (LGR) para un sistema LTI
univariable. EI LGR da la trayectoria de los polos en lazo cerrado como una
funcién de la ganancia (se asume realimentacion negativa). Tiene la siguiente

sintaxis y opciones:

e rlocus(sys), calcula y dibuja el LGR para un sistema en lazo abierto.
e rlocus(sys,k), calcula y dibuja el LGR para un sistema en lazo abierto con una

ganancia especificada.

Rlocfind.- Localiza un punto en LGR y entrega el valor de la ganancia en ese

punto, trabaja con sistema continuos y discretos. Tiene la siguiente sistaxis:

o [k poles]=rlocfind(sys), transforma al puntero del mouse en una cruz para ser
colocada en el LGR y asi seleccionar un punto donde se desea calcular la
ganancia. Entrega los valores de la ganancia k para los polos escogidos y su

ubicacion en el LGR.



Tf2ss.- Convierte un sistema representado por su modelo en funcion de
transferencia, a su modelo en variables de estado. Es el inverso de la funcion

ss2tf. Tiene la siguiente sintaxis:

e [ab,c,d]=tf2ss[num,den], calcula las matrices a, b, ¢, y d del modeio a

variables de estado del sistema.

A.2 COMANDOS PARA LOS METODOS BASICOS DE CONTROL

Acker.- Encuentra la matriz de ganancias del método de asignaciéon de polos,
necesaria para el diseflo de la realimentacion de estado. Esta matriz es

determinada mediante la formula de Ackerman. Tiene la siguiente sintaxis:

e K=acker(a,b,p), calcula la matriz K, para la realimentacion de estado, donde a
y b son las matrices del sistema y p son los polos deseados.

e [=acker(a’,c’,p), calcula la matriz L, para la estimacion de estado, donde a’'y ¢’
son las matrices transpuestas del sistema y p son los polos deseados mas

rapidos del observador.
Estim.- Calcula la ganancia del estimador disefiado. Tiene la siguiente sintaxis:

o est=estim(sys,L), devuelve la ganancia del sistema observado, en donde L es

la matriz de ganancias del observador de estado.

Initial.- Calcula la respuesta a una condicion inicial de los modelos en variables
de estado. Calcula la respuesta de un sistema no forzado y definido mediante
variables de estado que responden a una condicién inicial. Si se desea generar un
vector tiempo para la simulacion, se utiliza la operacién: t = 0:dt:tf, donde dt son
los pasos para generar el vector y tf es el tiempo final de simulacion (Para los
sistemas discretos dt debe corresponder al periodo de muestreo y en los sistemas
continuos debe ser lo suficientemente pequeno para poder visualizar el

transitorio). Tiene las siguientes opciones y sintaxis:



« initial(sys,xo0), dibuja la respuesta del sistema para una condicién inicial xo, la
duracién de la simulacién es asignada automaticamente. Es aplicable a
modelos continuos o discretos.

o [y tx]=initial(sys,x0), calcula la respuesta de salida, el tiempo de simulacion y

las trayectorias de estado x.

. Reg.- Calcula la matriz A — BK — LC del regulador (realimentacion mas
observador de estado) del sistema, asumiendo que es controlabie y observable.
El regulador debe ser conectado a la planta utilizando realimentacion positiva.

Tiene la siguiente sintaxis:

e Rsys=reg(sys,K,L), calcula la matriz del controlador disefhado mediante las

matrices de realimentacién (K) y de observacion (L) de estado.
A.3 COMANDOS PARA LAS TECNICAS AVANZADAS DE CONTROL

Lqr.- Disena el LQR (regulador lineal cuadratico) del sistema. Tiene la siguiente

sintaxis:

o [K,S,E]=lqgr(a,b,q,r), calcula la matriz o6ptima de realimentacidn K para
minimizar la funcion de costo J = integral [x’Qx + u'Ru], sujeta a la ley de
control u = -Kx donde q es una matriz positiva éemidefinida y r es una matriz
positiva definida. También calcula la matriz S que es la solucién a la ecuacion

de Riccati y E que son los polos de la matriz A — BK.

DIqr.- Disefia el LQR (regulador lineal cuadratico) para un sistema discreto. Tiene

la siguiente sintaxis:

o [K, S E]=lgr(a,b,q,r), calcula la matriz K &ptima de realimentaciéon para
minimizar la funcién de costo J = sumatoria [x’Qx + u’Ruj, sujeta a la ley de

control u = -Kx donde g es una matriz positiva semidefinida y r es una matriz



positiva definida. También calcula la matriz S que es la solucion a la ecuacion

de Riccati y E que son los polos de la matriz A — BK.

Kalman.- Disefia el estimador de Kalman para un sistema continuo o discreto de

una planta en su modelo a variables de estado.

e [F,L,P]=kalman(sys,qn,rn), calcula la matriz L 6ptima del observador de estado
para el sistema dado con presencia de ruido. La matriz L es la matriz del
estimador 6ptimo, la matriz P es la solucién a la ecuacidn de Riccati y F es el

modelo del estimador.

Lqgreg.- Produce un regulador lineal cuadratico Gaussiano conectando el
estimador de Kalman F y la matriz de ganancias de realimentacién de estado
disefiada por el LQR (regulador cuadratico lineal). Este regulador debe conectarse

a la planta utilizando realimentacién positiva. Tiene la siguiente sintaxis:

* Rlgg=iqgreg(F,K), retorna el regulador cuadratico lineal del sistema analizado -

mediante el filtro de Kalman y la realimentacién de estado del LQR.



ANEXO B

MANUAL DE USUARIO

A continuacion se da una breve descripcion del funcionamiento del programa
ades realizado en el paquete computacional MATLAB 5.3, dicho programa esta
implementado sobre la base de rutinas a manera de un “toolbox” para realizar el
Andlisis y Diseno en el Espacio de Estado, tanto para sistemas, lineales y

univariables tanto continuos y como discretos.

B.1 CARACTERISTICAS DEL HARDWARE Y SOFTWARE REQUERIDOS

El programa ades funciona en el paquete computacional MATLAB 5.3, el cual
necesita las siguientes caracteristicas de hardware y software para su correcto

funcionamiento:

e Procesador 586 o PENTIUM, PENTIUM I, PENTIUM lll, ATHLON
o WINDOWS 95, 98, Milienium o NT

e Memoria RAM’ de 28M o mayor

e Espacio en el disco duro de 500MB

¢ Monitor VGA o SVGA

e Floppy 3 1/2

B.2 UTILIZACION DEL PROGRAMA

El programa ades (analisis y disefio en el espacio de estado) se encuentra a
disposicién en 2 disquettes y para su utilizacion debe ser descargado
completamente en una carpeta “ADES” (creada por el usuario) en el directorio
work de MATLAB.



El programa no corre desde los disquettes debido a que genera una serie de
directorios y archivos temporales que necesitan ser creados en el directorio del

programa MATLAB instalado en el disco duro.

Para ingresar al programa se debe indicar la ubicacién de los archivos “.m” del
programa ades por medio del promt en la pantalla del MATLAB, como se indica

en la siguiente figura.
cd c:\matlabr11\work\ades

También se puede indicar la ubicacidén de los archivos por medic del mouse

haciendo click en el simbolo del path browser de la siguiente manera:

<} MATLAD Commond Window
flo Et You indow tleb
DS 5 o b8 B

)
b» cd c:\matlabrii\work\ades

Path Browser

B
G

Luego de realizar estos pasos se debe digitar el comando ades en la pantalla del
MATLAB.

El programa empieza con la pantalla de presentacién, a través de la cual se
ingresa al primer menu del programa mediante el botdén de continuar o si el

usuario decide no utilizar el programa cerrar la pantalla con el comando salir.
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La pantalla del primer menu del programa permite al usuario elegir entre la opcion
de ingresar un modelo cualquiera al programa o a su vez de escoger a uno de los

casos de estudio.
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En Control. Modemo se . tiene una .
- serie de.herramientas para realizar -
- el anélisis’y d|senn de los 5|stemas "
de control : .

i ‘Para el anallsw y/o ‘el dlseno enel
" espacio. de estada se debe ingresar .
el modelo del sistema, o a su'vez,:
eleglr!os casas de estudio, - .

Al elegir la opcidn del modelo del sistema, se presenta la siguiente pantalla:



de ingresar los datos en cualquiera de sus dos formas, se debe presionar el boton

de continuar.
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VARIABLES DE ESTADO
Matriz Alnxn]:

Las variables de estado del modslo, Matriz Bjnx1]:
deben ser ingresadas como matrices x _
de Ia forma: it

dx/dt = Ax + Bu Matriz C[1xn]:
y=Cx +0Du

La matriz A puede ser hasta de arden
10 (10 estados). Matriz D[1x1]:

La siguiente pantalla es la del menu completo del programa, y en esta se tienen

las siguientes opciones:

« Discretizacion del sistema (analisis discreto del sistema)
¢ Analisis continuo del sistema

e Meétodos basicos de control en el espacio de estado

e Técnicas avanzadas de control en el espacio de estado

e Cambio de sistema
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ANALISIS ¥ DISEBINO B
EL BSPACIO DE EBSTADO

Una vez ingresado el medelo del
sistema, se puede ingresar a una de
las tres opciones del ment para el
analisis o el disefio.

Se puede cambiar de modelo de
sistema, asf como también ingresar
a los casos da estudio.

B.2.1 Discretizacién y analisis del sistema

Al escoger la opcidn de discretizacion, se presenta la siguiente pantalla:

[ ANALISIS ¥ DISENDERIENESRAC oD GEE A D N

El modela ingresado en forma centinua, por medio de su funcion de transferencia o por
medio de sus variables de estado, puede ser discretizado mediante el ingreso de un
tiempo de muestrao adecuado, éste se sugiere entre 0.1 y 5 segundos.

El tiempo de muestreo es utilizado para el célculo de la matriz transicidn de estado.

Tiempo de muestreo:

El tiempo de muestreo colocado en la pantalla se calcula sobre la base de los polos
del sistema a ser discretizado.

La matriz transicidn de estado representa la respuesta libre del sisterna y depende
solamente de la matriz A y del tiempo de mussireo.




Para |la discretizacion del sistema el usuario puede ingresar el tiempo de muestreo
0 a su vez escoger el sugerido por el programa, después se debe presionar el

botdn de continuar.

A continuacién se abre la pantalla en donde se muestra al sistema discretizado en
sus dos representaciones, funcion de transferencia y variables de estado. En esta

pantalla se encuentra |la opcién de ingresar al andlisis discreto.
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El método utilizado para la discreti- FUNCIGN DE TRANSFERENCIA

zacion del modelo es el ZOH (zero

order hold ). Numerador. (0 000453 00041

Denommadaor [1-172074)
Para variar el tiempo de muestreo

regrese a la pantalla anterior.
VARIABLES DE ESTA00

Para el modelo discreto se puede
realizar el andlisis de estabilidad, Matriz Ad {0723 01720 0261 0.931]
dibujar el LGR y diagramas de fase.

[0.0261.0.00453

1]

Mattiz Dd

La pantalla de analisis discreto tiene las mismas opciones y estructura que la

pantalla de analisis continuo, éstas son:

e Caracteristicas estructurales
« Analisis en el tiempo

e Analisis en frecuencia
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Las caracterlsticas estructurales de un
sistema nos proporcionan la estabilidad,
controlabilidad y observabilidad del mismo.

En el anélisis del tlempo de un sistema
podemas calcular el maximo sobrepico, el
tiempa de establecimiento y el error en %.

En el anélisis de frecuencia de un sistema
podemos observar tanto su diagrama de
Bode camo su lugar geométrico, asi como
calcular el margen de ganancia, margen de
fase, ancho de handa, eic.
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AN&I&ESES DE. SISTEMAS

Las ca\n{au_:terfstlcas ashucturalas de un

sistema_nos proporcionan la estabilidad, -
comrnlabilidad y ohservabllldad del mismo. .

En el anallsxs del llempo de un snstema
~podemos calcular el méxime suhrepico el
tlempo de establemmxento y a] arror en %..

En al analtsxs de Frecuencna de un sistema

. podemos abserwvar tanto'su diagrama de |
Bode como su Jugar geométrica,” asf como
-calcular:el margen de ganaricia; margen de -
‘-fase ancho de handa ete. .

Las opciones gue se presentan en la pantalla de las caracteristicas estructurales
del sistema son la estabilidad y, la controlabilidad y observabilidad de la planta
gue se esta tratando.



FUMCION DE TRAMSFERENCHA

e [X1(t) }Q(t) xn(t)],son': fconjumoi.é“
linealmente. independlenle cuyo cohogi-- .. '
. mlentu Jumo conla \ranable de:entrada .. Dencminadar

Mumeztador {001]
[132)

V&RIABLES DE ESTADG

tatnz A: [-2-210Q]

Mahiz B {1.0}

Matnz C 1)

Matriz D: 0

Para la opcion de estabilidad del sistema, se tiene la siguiente pantalla, en la cual
el usuario puede elegir entre encontrar las singularidades del sistema o analizar la

estabilidad de Liapunov.

EHORGR .

VALORES PROPIDS

Cun mudelu ‘50
medm de la malnz

,saremos a la malrlz Q :
. be ser: posmva defnlda por,

f dad L ""‘::-f ‘ Sistema ASINT ESTABLE

La presentacién del analisis de Liapunov es la siguiente:



Existen dosmétodos ppara analizar.ld e: MATRL= &

- tahilidad de‘un sistema por medio de Li: (5-510]
punov; . T
B MATRIZ P
:."1) . Método Directc calculan estados, -
LR [0.7 -05-0505]

. salidas y frayecior

* 2) Meétodo Indirecto: No fan MATRIZO
- tados y‘usa"la'fqnvci.én'_ :Liapu oo
\ "-?‘:"\[(xj_'—j'-x’?!" - SISTEMA DE
* ‘Donde: x: es el vectoi de estados: Segunda Ordsn
L T ' Sictema: ASIMT ESTABLE

La presentacion de las singularidades del sistema es la siguiente:

SINGULARIDAD
Modo Estable
SISTEMA
E stable
COMDICIOMNES INICIALES
cn i Ci3
3

0 a 0

Diagrama de Fase debido a 3 condiciones inicia

El botdn de puntos singulares muestra |la siguiente pantalla:
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Para la opcidn de controlabilidad y observabilidad, la pantalla que se presenta es:

wmA = '.—.1‘2]351

JWﬁIEﬁ!@mmﬂ‘i B EE0 : :
@@N 'II‘ R@LAEX LIID&D Y @RSE RV&EXLI DAD

- la malnz de’ lransfurmacmn Toles el,f:' ~ I
- resultado dé [a* miltiplicacidn entre - CONTROLABILIDAD

--la matriz ‘'de Controlabilidad’; de - Ja Matiiz Mp: (1501}
planta Mp yla nsrsa de. Matriz Mc: (5110]

Matiz Te: 010
Sistema: CONTROLABLE

ORSERVARILIDAD
tatiz Np: [@220]

"' La mattiz de transformacién To &s 8l - Matic M (501
_ resultado dela ‘multiplicacién entre et nson
" la inversa de la'matriz.dé observabi- Mahiz Ta: {0.5-25:00.5)

lidad de la planta :Np yla matnz de o Sisterna:
-observabilidad No. ‘ SRR

En esta pantalla el usuario puede transformar el sistema ingresado a cualguiera

de sus tres formas candnicas: controlable, observable o diagonal.



 FORMAS CANONICAS

Un sislema es controlable en el
tiempo "o, 5i s . puede levar de -
cualquier estado ificial xo, & cual-
quier otro estado mediante un vector -
* de conlrol sin rastricciones, en un
intervalo de hempo fmto T

-COMTROLABLE

“Un snstema es obsemble en eI
tiempo to, si con el sislema en e
_estado xo, gs posible determinar
esle estada. a parirdéla obsera- .’

- ciénde la salida durante in‘intevalo
de tiempo finite. -

En cada una de estas pantallas, se presentan las matrices de transformacion, asi
como las nuevas matrices de las variables de estado del sistema, por ejemplo,

para la observabilidad de un sistema, |la pantalla es la siguiente:

RO GO Fame ooy BB
M@DEL@ @BSERWAELE

MATRICES DE TRANSFORMATIOM

Matnz MNp [0110]

Observabilidad.- Propiedad estructural - Matiiz Tor 0301]

del sisterna por la cual se- puede de- . -

_terminar o reconstruir el vector de'es- ...
tado partiendo de.un tiempo iniclaltoy .
mediante observaciones de.la salida y
la entrada (estimacién de estado)

VARILBLES DE ESTADO

L Matriz Ao [0-21-3]
El 513tema es obsemable si. la malnz L

Np es de range completo. Matriz Bo (.0

Matiz Ca e1]

Matnz Do 4]

Si se presiona el botén de analisis en el tiempo, (en la pantalla del menu completo

del programa) se presenta la siguiente pantalla:



CUADRO DE ANALISIS
Sistema ESTABLE
Mp () 2532
Ts(zk 1€
Tpls). 07
Ermen (%) 1.11e-014

Sisterna d=: Segundo Orden

En esta pantalla, se tiene la posibilidad de variar el tiempo de simulacion de la
respuesta a una entrada paso. También se tiene la opcion de ubicar el valor de
cualguier punto en la grafica de la respuesta paso al presionar el botén de
analisis, esta opcion utiliza el comando “Itiview” del MATLAB. Esta opcién se

encuentra presente en todas las pantallas del analisis.

Syster: g
Amplitude: 1.24
Time (sec.): 0.642
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En esta pantalla se puede escoger entre la pantalla del lugar geométrico de las

(LGR) o el diagrama de Bode en lazo cerrado.

,

raices

Para encontrar la ganancia en cualquier punto del LGR mediante el puntero del

mouse luego de presionar el botdn de ganancia.
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(Sp=mmmm - CUADRO DE ANALISIS
3
1 ’. _____ .i Ganancia
[ ] . 1 Ceros: Polos:
4
0 . 0.95079 1
; X 039895 1
PP ISR S WO 069768
)
tp=mm-- 4
1
Jd
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FUNTOS DE GAMNAMCIA

B.2.2 Meétodos basicos de control

Al escoger la opcidn de métodos basicos de control, se presenta la pantalla para

escoger entre el disefio continuo o el disefio discreto:




Tanto para los sistemas continuos y discretos, las pantallas tienen las mismas
opciones, excepto que al ingresar al disefio discreto, se debe especificar el tiempo

de muestreo deseado.

Luego de ingresar el tiempo de muestreo, se tiene acceso al menu de los

métodos basicos:

¢ Realimentacidon de estado
e Observador de estado

¢ Realimentacion mas observador

Sk ENCENE NS RO IU A D e Y [ 4
METODOS BASICOS DE CONTROL
PARA SISTEMAS CONTINUOS

La realimentacién de estado se basa
en la ubjcacién arbitraria de polos, y
caleula la matriz de ganancias K, con
la cual el sistema se vuelve estable.

El observador de estado, estima los
estados reales totalmente si asf se [o
requiere o en forma reducida cuando
algunos de ellos pueden ser medidos.

La realimentacidn mas el observador
calculan el controlador completo, ya
que |os estados a ser estimados son
los del sistema realimentado.

Si se escoge la realimentacion de estado continua, se presentara la siguiente
pantalla, en donde debemos escoger entre la realimentacion de estado para un

regulador o la realimentacién de estado para un servomecanismo:
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REALIMENTACION DE ESTADO

La realimentacién de estado puede ser
implementada para un regulador, es
decir, para un sistema con una entrada
de referencia 1, igual a cero, o a su vez
puede ser usada en seryomecanismos,
en donde la entrada de referencia 1, es
diferente de cero.

Enun servomecanismo se tienen dos
tipas de sistemas: cuando la planta no
tiene un integrador y cuando si tiene.

Sila planta no posee un integrador, se
introduce una nueva variable de estado,
por lo que el orden del sistema aumenta
en uno.

Luego de escoger una de las dos opciones, se ingresa a una pantalla en donde
debemos colocar los polos deseados en lazo cerrado. Si se presiona el botén de
normas ITEA, los valores de los polos para la realimentacion seran los

especificados por la ITEA.

RE&LIMENT&CI@N DE ESTADO
PARA UN REGULADOR

Para encontrar la matriz de ganancias K, se utiliza
la téenica de asignacién de polos en lazo cerrado,
gstos pueden ingresados en base ala respuesta
deseada o por medio de las normas ITEA,

(071071 0.71F071]

Sistema ESTABLE Matiz A
Orden: Segundo Orden Vanables de Estado:




REALIMENTACE@N DE ESTADO
PARA UN SERVOMECANISHMO

Para encontrar [a mairiz de ganancias K, se utiliza
la técnica de asignacién de polos en lazo cerrado,
éstos pueden ingresados en base a[a respuesta
deseada o por medio de las normas ITEA,

Sisterna: INEST&BLE Matnz & (-2-20100019]

Chiden Tercer Orden Integrador:

Luego de escoger los polos deseados para el sistema, se presiona el botdon de
continuar y se accede a la pantalla de simulacion del sistema, donde se puede
variar las condiciones iniciales para las variables de estado o realizar un “zoom”

del grafico.

<2]ANALISIS ¥ DISERD EN EL ESPACIO DE ESTADD

REALIMENTACEON DE ESTADO
PARA UN REGULADOR

0.!
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ZUANALISIS Y DISEND EN EL ESPACIOIDE ESTAD DASE Bty Y
OBSERVADOR DE ES’I‘AD@
DE ORDEN COMPLETO

IS

Para encontrar la matriz de ganancias L, se utiliza
la asignacién de polos 5 a 10 veces mas répidos,
éstos pueden ingresados en base a la respuesta
deseada o por medio del botén polos mas rapidos.

" Pelos deseadie

Sisterna ASINT ESTABLE Matnz A: [6-11-6100,010]
Osden Tescer Dsden Variables de E stada: X1 X2 X3

'AANALISIS Y DISERD ENEL ESPACIO,

OBSERVADOR DE ESTAD@
DE ORDEN REDUCIDO

SISz

Para encontrar la matriz de ganancias L, se utiliza
la asignacidn de polos 5 a 10 veces mas rapidos,
éstos pueden ingresados en base a la respuesta
deseada o por medio del botén polos mas répidos.

Sictemar ASINT ESTABLE Matnz & [6-116100010)
Orden Tetcer Orden Varisbles de Estado g e

Después de colocar los valores de los polos, se presiona el botdn de continuar, y
se accede a la pantalla donde se grafica los estados estimados y ios reales, a

este grafico se le puede realizar un “zoom” o variar sus condiciones iniciales.
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[PiANALISIS ¥ DISEFIO EN EL ESPACID DE ESTADQ.

OBESERVADOR DE ESTADO
DE ORDEN REDUCIDO
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Mediante el botén de realimentacidn mas observador del menu de los métodos
basicos, el usuario debe ingresar tanto los polos deseados en lazo cerrado como

los polos deseados del observador y luego presionar el botén de continuar.



B.2.3 Técnicas avanzadas de control

Para ingresar al menu de las técnicas avanzadas seleccionamos el botén de

técnicas avanzadas, luego de lo cual se presenta la siguiente pantalla:

AL ANALISIS ¥ DISERD EN EIESPACLOD HESVAD OIS — T LA

TECNICAS AVANZADAS DE CONTROL

Las iécnicas avanzandas de cantrol
son una herramienta muy poderosa
para e| disefio de controladores 6p-
timos y eficientes, pero su uso no ha
sido muy difundido en el medio.

REGULADOR CUIADRATICD LINEAL (LOR)

Las opciones gue aquf se presentan
son una muesira de Jo poderosas que
son estds técnicas. Se puede trabajar
tanto para sistemas continuos como
para sistemas discretos en lo que se
refiere al LQR, el estimador 6ptimo y
al regulador cuadratico lineal Gaussia-
no (LGR).

. ESTIMADOROPTMO

¢ LORGAUSSIAND ‘;

En el menu de esta pantalla tenemos acceso a las siguientes opciones:

¢ Regulador cuadratico lineal (LQR)
¢ Filtro de Kalman
¢ Regulador cuadrético lineal Gaussiano (LQG)

Para las alternativas que se presentan en esta pantalla se puede elegir entre los
sistemas continuos o los sistemas discretos, sus opciones son las mismas,
tomando en cuenta que al escoger al diserio discreto, se debe ingresar primero el

tiempo de muestreo en la respectiva pantalla.

Seleccionando la opcidn del LQR, se presenta la siguiente pantallia:



(BRI

;

b oo

Sistema; INESTABLE Matnz A

Orden Tetcer Qiden

La pantalla que se muestra luego, presenta la respuesta a una entrada escalén
unitario del sistema controlado y del sistema original sin compensar. En esta

pantalla se puede variar el tiempo de simulacion.
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CEx

REGULADOR CUADRATICO LINEAL

El regulador cuadratico lineal (LQR) calcula la
matriz Gptima de ganancias K, tal que la ley
de realimentacion u = -Kx minimiza la {uncién
de coslo J.

. o _— s J = integral [ xX’Qx + u'Ru ] dt
MabizQ: | [10:01] |-

Para el caso de los sislemas discretos:

MatizR: [ 1 } E J = sumatoria [ ¥Qx + wRu )

Donde Q es un matiiz positiva semidefinida y
R es una matriz pesitiva definida.

" LGRDISCRETO

Q y R ponderan [a influencia de los estados y
la salida en la funcidn de costa.

Luego de seleccionar a los sistemas continuos o discretos, después de ingresar

las matrices Q y R, se presenta esta pantalla:

TANALISIS ¥ DISEND EN EL ESPACIO DE ESTAD

REGULADOR CUADRATICO LINEAL CONTINUO

Mattiz ] [postiva semidafinida) H . ' :
I | Ot ke memem - - --- | I [ Lmmemm [ R ——
[1001} : ' : :
1 1 ] t
"""" g Bl shaiiadadaiie Rathadbaiiadiadiaty
: i ‘ ,
Matiiz. R (posiliva definida}; - "Q'\' vt . A T
. 1 1 ] ]
I | i
___________ | oy S L SO
. T 1 i
Candiciones inicieles: gl :
- : S ~ i Tt A .
| [01.03] E : : ; 5
Polos en laza cenads Matriz de Reslimerdacion (K)
[2236.1] (02361 0 2361]

Seleccionando la opcidn del filtro de Kalman, se muestra una pantalla de ingreso

de datos:



B.2.4 Casos de estudio

En el menu completo del programa se tiene la opcion de seleccionar los modelos

de los casos de estudio:

e Problema de la bola suspendida

e Control del péndulo invertido

e Contro! de tension de una unidad de cinta digital

e Control de orientacion de un satélite

e Control del movimiento longitudinal de un helicoptero

e Problema de la caida libre

SERIENIEMESRACIOIDHESTADO) =]

CASOS DE ESTUDIO

" Puoblema et Bola Suspendde

- sAm

Las pantallas para cada uno de los casos de estudio presentan el modelo del
sistema y la estrategia de control sugerida, por ejemplo para el control del

helicoptero, |la pantalla es la siguiente:



DIANALISIS YD eespAcioloHeSTAC O N NGERRE o ElE=f

 CONTROL PARA UN HELICOPTERO

—T T —T

Vatcal Ejedereferanci
de Usdaje

W ),; Eimpuiedel olor
/

v

Mediante el botén de analisis se tiene acceso al menu completo del programa
ades, en donde se puede realizar el analisis completo del caso de estudio, asi

como el disefio en el espacio de estado.



ANEXO C

DIAGRAMA DE FLUJO DE LAS PANTALLAS DEL PROGRAMA

CA4  PANTALLAS DE INGRESO AL PROGRAMA

PRESENTACION

Y

MENU DE
INGRESO

1

Y 4
MODELO DEL CASOS DE
SISTEMA ESTUDIO

|
JL

y
FUNCION DE VARIABLES DE
TRANSFERENCIA ESTADO

A4

MENU
COMPLETO

¥ ‘ i y
ANALISIS TECNICAS CAMBIO DEL
CONTINUO AVANZADAS MODELO
y
MENU
COMPLETO




C.2 PANTALLAS DE DISCRETIZACION Y ANALISIS DISCRETO




C.3 PANTALLAS DE ANALISIS CONTINUO
ANALISIS
CONTINUO
\ / \
ANALISIS EN CARACTERISTICAS ANALISIS EN
EL TIEMPO ESTRUCTURALES FRECUENCIA
\J \
CONTROLABILIDAD ESTABILIDAD DIAGRAMA
Y OBSERVABILIDAD DE BODE (LA)
y Y \ \
REALIZACION CAMBIO DE DIAGRAMA LUGAR
MiNIMA MODELOS DE BODE (LC) GEOMETRICO
y A y Y Y
FORMA FORMA FORMA | siNGuLARIDADES | || vLiaPunov ]
CONTROLABLE DIAGONAL OBSERVABLE
y
PUNTOS
SINGULARES




C4 PANTALLAS DE METODOS BASICOS DE CONTROL




C.5

TECNICAS AVANZADAS
DE CONTROL

y

MENU:

KALMAN, LQR, LQG

|

\

A

PANTALLAS DE TECNICAS AVANZADAS DE CONTROL

SISTEMAS SISTEMAS
CONTINUOS DISCRETOS
y r !L
INGRESO INGRESO INGRESO
DE QoY Ro DEQYR DE Q, R, Qo, Ro
Y Gamma
y \ y
FILTRO DE REGULADOR REGULADOR
KALMAN CUADRATICO CUADRATICO LINEAL
LINEAL GAUSSIANO




C.6 PANTALLAS DE CASOS DE ESTUDIO
CASOS DE
ESTUDIO
v
PROBLEMA
DE LA BOLA
SUSPENDIDA
\i
CONTROL
DEL PENDULO
INVERTIDO
\
CONTROL
DE UNA CINTA
DIGITAL
\
CONTROL
DE UNA CINTA
DIGITAL
Y
CONTROL
DE UN
HELICOPTERO
| 4
PROBLEMA
DE LA
CAIDA LIBRE
y
MENU
COMPLETO




